T.C.
MUGLA SITKI KOCMAN UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

DOGRUSAL VE DOGRUSAL OLMAYAN KESIRLI
DIFERANSIYEL DENKLEMLER ICIN NUMERIK
YAKLASIMLAR UZERINE

AYSUN CEZAYIRLI

YUKSEK LiSANS TEZi

OCAK 2024

MUGLA



MUGLA SITKI KOCMAN UNiVERSITESI

Fen Bilimleri Enstitiisii

TEZ ONAYI

AYSUN CEZAYIRLI tarafindan hazirlanan DOGRUSAL VE DOGRUSAL
OLMAYAN KESIRLI DIFERANSIYEL DENKLEMLER ICiN NUMERIK
YAKLASIMLAR UZERINE baslikli tezinin, 17/01/2024 tarihinde asagidaki jiiri

tarafindan Matematik Anabilim Dali’nda yiiksek lisans derecesi i¢in gerekli sartlari

sagladig1 oybirligi/oycoklugu ile kabul edilmistir.

TEZ SINAV JURISI

Prof. Dr. Mustafa GULSU (Jiiri Baskani, Danisman)

Matematik Anabilim Dali,
Mugla Sitk1 Kogman Universitesi, Mugla

Dog. Dr. Yalgin OZTURK (Uye)

Matematik Anabilim Dali,
Mugla Sitk1 Kogman Universitesi, Mugla

Dr. Ogr. Uyesi Hatice YALMAN KOSUNALP (Uye)

Matematik Anabilim Dali,
Bandirma Onyedi Eyliil Universitesi, Bandirma

Imza:

Imza:

Imza:

ANA BiLiM DALI BASKANLIGI ONAYI
Prof. Dr. Mustafa GULSU

Matematik Anabilim Dali1 Baskani,

Mugla Sitki1 Kogman Universitesi, Mugla
Prof. Dr. Mustafa GULSU

Danisman, Matematik Anabilim Dali,
Mugla Sitkt Kogman Universitesi, Mugla

Imza:

Imza:

Savunma Tarihi: 17/01/2024




Tez ¢aligmalarim sirasinda elde ettigim ve sundugum tiim sonug, dokiiman, bilgi ve
belgelerin tarafimdan bizzat ve bu tez c¢alismasi kapsaminda elde edildigini;
akademik ve bilimsel etik kurallarina uygun oldugunu beyan ederim. Ayrica,
akademik ve bilimsel etik kurallar1 geregi bu tez galismasi sirasinda elde edilmemis

bagkalarina ait tiim orijinal bilgi ve sonuglara atif yapildigini da beyan ederim.

Aysun Cezayirli

17/01/2024



OZET

DOGRUSAL VE DOGRUSAL OLMAYAN KESIiRLi DIFERANSIYEL
DENKLEMLER iCIN NUMERIK

YAKLASIMLAR UZERINE

Aysun CEZAYIRLI

Yiiksek Lisans Tezi
Fen Bilimleri Enstitiist

Matematik Anabilim Dali

Danisman: Prof. Dr. Mustata GULSU
Ocak 2024, 46 sayfa

Bu tez ¢alismasinda, dogrusal ve dogrusal olmayan kesirli diferansiyel denklemlerin
sayisal ¢oziimleri i¢in kesirli sonlu fark yontemi kullanilmigtir. Kesirli mertebeye
sahip diferansiyel denklem en genel halde,

DEY(E) + any ™ () + a1y ™I () + -+ aoy (O + N(y(0),y' () = f(©),

t=>0, m—-—1<a<m
y(l)(O) =Yy 1= 0,1,__’m_ 1

seklinde tanimlanir. Burada D¥, Caputo anlaminda y(t) bilinmeyen fonksiyonun a.
mertebeden tiirevidir ve N dogrusal olmayan bir operatordiir. Kesirli sonlu fark
yonteminin etkinligi, baz1 dogrusal kesirli diferansiyel denklemler i¢in elde edilen
yaklasik ¢oziimlerin kesin yontemlerle ve literatiirde bulunan diger yontemlerle elde
edilen yaklasik ¢oziimlerin karsilastirilmasiyla gosterilmistir. Yontemin etkinligini
gostermek icin Ornek problemler verilmistir. Tim hesaplamalarda Maplel3 ve
Matlab paket programi kullanilmistir. Kiigiik mertebeden yaklagimlarin yeteri kadar

dogrulukta oldugu goriilmiis, sonuglar tablo ve grafiklerle desteklenmistir.
Anahtar Kelimeler: Kesirli Sonlu Fark Yontemi, Caputo Kesirli Tiirevi,

Kesirli Lineer Ve Lineer Olmayan Diferansiyel Denklemler



ABSTRACT

ON NUMERICAL APPROACHES FOR LINEAR AND NONLINEAR
FRACTIONAL DIFFERANTIAL EQUATIONS

Aysun CEZAYIRLI

Master of Science (M.Sc.)
Graduate School of Natural and
Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Mustafa GULSU
January 2024, 46 pages

In this study, fractional finite difference method is used for numerical solutions of
linear and nonlinear fractional differential equations. A differential equation of
fractional order is defined as
DEY(6) + amy ™ () + am_1y V(@) + -+ agy(®) + N(y(0), y' (D) = (1),
t=20m—-1<a<<m

y@) =y, i=01.,m—-1

Here D is the order derivative of the unknown function y(t) in the Caputo sense and
N is a nonlinear operator. The efficiency of the fractional finite difference method
has been demonstrated by comparing the approximate solutions obtained for some
linear fractional differential equations with exact methods and other methods found
in the literature. Sample problems are given to demonstrate the effectiveness of the
method. Maplel3 and Matlab package program were used in all calculations. It has
been seen that the small-order approximations are sufficiently accurate, and the
results are supported by tables and graphs.

Keywords: Fractional Finite Difference Method, Caputo Fractional Derivative,

Linear And Nonlinear Fractional Differential Equations
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SEMBOLLER VE KISALTMALAR DIiZiNi

Gama Fonksiyonu
Riemann Liouvillel Kesirli Tiirevi

Caputo Kesirli Tiirevi

Kesirli Fark Yontemi
Kesirli Fark Yontemi I¢in Tam Coziim
Kesirli Fark Yontemi i¢in Yaklasik Coziim

Hata Fonksiyonu



1.GIRIS

1.1 Tarihi Gelisim

Kesirli analiz kavrami temel olarak, L'Hopital tarafindan Leibniz'e yazilan
mektupta sordugu tiirevin mertebesinin 1/2 olmasi durumu ve Leibniz’in L’Hopital’e
30 Eyliil 1695 tarihli cevabinda “Bu, bir giin yararli sonuglarin alinacag faydali bir
paradokstur.” cevabi ile birlikte 1695 yilinda baslamistir(M. Rehman, R. A.
Khan,2011). Kesirli analiz, son otuz yil boyunca bilim ve miihendisligin bir ¢ok
alaninda, sinyal isleme, kontrol miihendisligi (F.B.M. Duarte, J.A. Tenreiro
Machado,2002 ve O.P. Agrawal,2004), elektromanyetizma (N. Engheta, 1996),
biyobilim (R.L. Magin,2010), elektrokimya (K.B. Oldham,2010), difiizyon siiregleri
(V. Ga.ychuk,2008), akiskanlar mekanigi (F. Mainardi,1997) ve kiiresel alevlerin
yayilmasinda (F.C. Meral,2010) arastirilan gercel veya karmasik integral ve tiirev
hesabidir.

Kesirli diferansiyel denklemlerin analitik ¢oziimleri denklemlerin yapisina gore
degismekle birlikte birgcok modele karsi gelen denklemler analitik olarak
coziillememektedir. Ozellikle analitik olarak ¢oziilemeyen denklemler icin gelistirilen
niimerik yontemler bilgisayar teknolojilerinin gelismesiyle birlikte biiyiik bir ivme
kazanmis ve bir ¢ok arastirmacinin ilgi alani haline gelmistir. Bu amagla kesirli
diferansiyel denklemlerin niimerik ve yari analitik ¢ozliimlerini bulmak igin
yontemler gelistirilmeye ¢aligilmaktadir. Bu nedenle klasik diferansiyel denklemlere
yaklagik ¢oziimler i¢in uygulanan gesitli yontemler, kesirli mertebeden diferansiyel

ve kismi denklemleri sayisal olarak ¢6zmek i¢in genisletilir.

Bu yontemlerden bazilari; Adomian Ayristirma Yontemi (V. Daftardar-Gejji,2007),
Perturbation Yontemi (O. Abdulaziz,2008), Homotopy Analiz Yontemi (I
Hashim,2009), Varyasyonel Yineleme Yontemi (G. Wu, E-W.M. Lee,2010),
Extrapolation Yontemi (K. Diethelm, G. Walz,1997) ve Genellestirilmis Diferansiyel
Doniisiim Yontemi (Z. Odibat, S. Momani, V. Suat Erturk,2008) seklinde verilebilir.



a>0 mertebeden kesirli tlirevleri literatiirde bircok aragtirmaci tarafindan farkli
sekillerde tanimlanmis ve aragtirmacinin adi ile anilmaya baslanmistir. Bu
tamimlardan en ¢ok kullanilanlar1 Riemann-Liouville ve Caputo anlaminda kesirli
tiirev tanimlaridir. Diferansiyel denklemlerinin sayisal seri ¢oziimlerini elde etmek
icin genellikle kesilmis Taylor serisi kullanilir. Taylor serisini kullanarak gelistirilen
yontemlerde tiirevler i¢in geri fark yontemi, ileri fark yontemi ve merkezi fark
yontemleri kullanilmaktadir (J. H. Mathews, K. K. Fink,2004 ve R. B. Albadarneh,
N. T. Shawagfeh, Z. S. Abo Hammour,2012). Sonlu fark formiilleri, adi ve kismi
diferansiyel denklemleri sayisal olarak ¢6zmek i¢in kullanilan en yaygin formiillerdir
(J. H. Mathews, K. K. Fink,2004). Bu denklemlerdeki tiirevler, ayrik bir alanda
uygun sonlu fark yaklagimlar1 ile degistirilebilir. Coziimiin hassasiyeti grid
noktalarinin sayisina baglhdir, boylece grid noktalarinin sayisi arttik¢a ¢6ziimiin daha

hassas olacagi beklenmektedir.

1.2. Problemin Tanitilmasi

Kesirli mertebeye sahip diferansiyel denklem,

DEY(D) + 2y ™ (®) + gy ™ V() + -+ agy(® + N (y(©,y'®) = f©)  (1.1)

t=20 m—1<asm

yD0) =y, i=01,.. ,m—-1 (1.2)

seklinde tanimlanir. Burada DY , Caputo anlaminda y(t) bilinmeyen fonksiyonun a.
mertebeden tiirevidir ve N dogrusal olmayan bir operatordiir. Kesirli sonlu fark
yonteminin etkinligi, bazi dogrusal ve dogrusal olmayan kesirli diferansiyel
denklemler i¢in elde edilen yaklasik c¢oziimlerin kesin yOntemlerle ve literatiirde
bulunan diger yontemlerle elde edilen yaklasik ¢oziimlerin karsilastirilmasiyla

gosterilmistir.

Bu calismada, kesirli sonlu fark yontemleri kullanilarak dogrusal ve dogrusal

olmayan Kkesirli diferansiyel denklemler i¢in sayisal ¢6ziimler sunulmaktadir.

2



Onerilen kesirli sonlu fark yonteminde, tiirevlere ard arda sonlu fark formiilleri ile
yaklasma prensibi kullanilmigtir. Caputo anlaminda kesirli tiirev tanim1 bu yontemde
kullanilarak tanimdaki integral terimi i¢in paralel kenar yontemi, Caputo’nun
tanimindaki integral terimini yaklasik degerleri sunmak i¢in ii¢ tipte (geri, ileri,
merkezi) sonlu fark formiilleri kullanilmigtir. Ayrica, formiiliin genel kesirli
diferansiyel denklemine dogru yaklasik ¢oziimler bulmak i¢in kesirli sonlu fark
yonteminin uygulanabilirliginin ve etkinligini g6steren uygulamalar verilmistir.
Kesirli mertebeden lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklemlerin tam
cozlimlerini bulmak her zaman miimkiin olmadigindan yaklasik sayisal sonuglar
bulunup farkli « degerleri i¢in karsilastirilmalart yapilmistir. Elde edilen bulgular

tablo ve grafiklerle degerlendirilmistir.

Bu c¢alismada temel amag¢ hassasiyeti yiliksek sonlu fark yaklasimlarindan
yararlanarak uygulamali matematikte ¢okg¢a karsilasilan kesirli mertebeden

diferansiyel denklemlerin niimerik ¢ézlimleri i¢in bir yontem gelistirmektir.



2. KAYNAK OZETLERI

2.1. Temel Tanimlar ve Teoremler

2.1.1. Gamma fonksiyonu

I'(x) ile gosterilen gamma fonksiyonu
(x)=[tedt 2.1)
0

genellestirilmis integrali ile tanimlanir. Ayn1 zamanda, Gamma fonksiyonu
[(x+1)=xT(x) (2.2)

kosulunu gergekler(Podlubny, 1. 1999).

2.1.2. Riemann liouville kesirli tiirevi

f, [a,b] tizerinde integrallenebilir bir fonksiyon ve m-1<a<m (m € N*) olmak

uizere «. mertebeden Riemann Liouville kesirli tiirevi

1 am
r(m-a) dx™

DEf(x) = (7 (x — ™ e 1f (£)dt) (2.3)

seklinde tanimlanir (Momani, Odibat, 2005).

2.1.3. Caputo kesirli tiirevi

f, [ab] tizerinde integrallenebilir bir fonksiyon ve m—-1<a<m (m eN +) olmak

tizere . mertebeden Caputo kesirli tiirevi

1 t ™)
DEf() = s [ e 0 (2.4)

seklinde verilir(Momani, Odibat, 2005).



2.1.4. Bilesik yamuk kural

[a, b] araliginin, esit aralikli x,=a+tkh, k=0, 1... , s noktalar1 kullanilarak, h=(b-a)/s
genisliginde s esit araliklt [ Xk , Xk+1 | araliklarina boliindiigiinii varsayalim. s alt

araliklari icin bilesik yamuk kurali,

[ Fdx = S T8 (F (o) + £ (xieen)) (25)

seklinde verilir(Young, 2018).

2.2. Sonlu Fark Formiilleri

Diferansiyel denklemlerde yer alan tiirevlerin bilgisayarda sayisal hesabi igin
yaklasik formda yazilmasi gerekir. Bu tip ayristirma islemlerine genel olarak sonlu
fark formiilasyonu adi verilir. Sonlu fark formiilleri genellikle Taylor seri agilimi

yardimi ile elde edilir.
Birinci mertebeden tiirevler i¢in, Taylor seri agilim1 yardimu ile

u(x+h) =u(x) + hu'(x) + -
u(x + h) —u(x)
h

' (x) = = (2.6)

u'(x) = + 0(h)

ileri fark yaklagimi elde edilir.

Ikinci mertebeden tiirevler igin;

(2h)? (2h)®
u(x + 2h) = ulx) + Ch)u'(x) + Tu”(x) + Tu”’(x) + -

2 3
-2 <u(x + h) =u(x) + hu'(x) + %u”(x) + %u”’(x) + )

u(x + 2h) — 2u(x + h) + u(x)
h2

ur/(x) — ui+2_2h7«;i—1+ui (27)

ur/(x) —

+ 0(h)

ileri fark yaklagimi elde edilir.



Ucgiincii mertebeden tiirev igin;

2 3
u(x + 3h) = u(x) + Gh)u'(x) + —— (Sh) u(x) + —=— (Sh) W (x) + -
=3 (u(x + 2h) = u(0) + @I () + 0 ) + L () + )
(h )2 (h )3

(u(x +h) =ulx)+Mu'x)+——u"(x) +——u"(x) + )

" u(x+3h)-3u(x+2h)+3u(x+h)—u(x)
) = s

(2.8)

ileri fark yaklasimi elde edilir.

Dordiincii mertebeden tiirev i¢in;

(4h) (4h)

u(x + 4h) = u(x) + 4h)u'(x) + —

II( )+ Ill(x)_l_

_(4:") u(lv) (x) + cee

—4 (u(x + h) = ux) + (Wu'(x) + (2—)'2u”(x) + (};—)'Su”’(x) + Z—Tu(‘”)(x) +

”.)

3
(u(x + 2h) = ulx) + Ch)u'(x) + —— (Zh) u"(x) + (2 ) u'""(x)
2
+ ( 4!) u™ (x)+. )
—4. <u(x + 3h)
(3h)2 (3h)3

=u(x) + Bhu'(x) +
( )4

II( ) + III(X)

———u™(x) +- )

u(w) (x) _ u(x+4h)—4u(x+3h)+6}1f§x+2h)—4u(x+h)+u(x) 2.9)
ileri fark formiilii elde edilir.
Birinci mertebeden tiirev kullanilarak, Taylor serisi yardimiyla,
ulx —h) =ulx) — (Hu'(x) + -
u'(x) = —u(x)_z(x_h) (2.10)

geri fark formiilii elde edilir.



2. mertebeden tiirev igin,

u(x — 2h) = u(x) — 2h)u'(x) 4 @ ”(x) + ..

2
-2 (u(x —h)=ulx)— (hHu'(x) + %u”(x) + >

u”(x) _ u(x—2h)—2}1112(X—h)+u(x) (211)

geri fark formiilii elde edilir.

3. mertebeden tiirev igin,

2 3
uCe = 30) = uCe) — GG + ()~ Sy +

h? h3
-3 <u(x —h) =u(x) — hu'(x) + Eu”(x) — au”’(x) + )

2 3
(u(x —2h) = ulx) — Chu'(x) + —— (Zh) u'(x) — (2 ) u'" (x) + - >

—u(x—3h)+3u(x—2h)—3u(x—h)+u(x)

W (x) = 2 (2.12)

geri fark formiilii elde edilir.

4. mertebeden tiirev i¢in,

w(x — 4h) = u(x) — @)U’ (0) + (o) - EL () +
_(4:") u(lv) (x) + vee
ve 1.,2. ve 3. mertebeden geri fark formiillerini yukarida yerine yazilarak
3u(x—4h)—32u(x—3h)+72u(x—2h)—60u(x—h)+51u(x)

u'(x) = — o (2.13)

geri fark formiilii elde edilir.

Birinci mertebeden tiirev i¢in Taylor serisi yardimiyla,
u(x +h) =ulx) + (WHu'(x) + -
u(x —h) =ulx) — (MHu'(x) + -
ulx +h) —ulx —h) = ulx) + (W' (x) — [ulx) - (' ()]

u,(x) _ u(x+h)—u(x—h)

o (2.14)
merkezi fark formili elde edilir.



2. mertebeden tiirev i¢in,

2
ulx +h) = ulx) + (hu'(x) + h u”(x) +-

ulx —h) = u(x) — (Wu'(x) + E””(x) 4o

u(x+h) +u(x—h) =2ulx)+ ZZ—?u”(")

u(x+h)—2u(x)+u(x—h)
h2

ull(x) —

merkezi fark formiili seklinde verilir.

(2.15)

3. mertebeden tiirev icin,

(Zh)

w(x + 2h) = u(x) + (2R’ (x) + E2 60 4 @0 (2") W (x) + -

—1 (u(x - 2h) = u(x) - @R’ (x)-l—(Zh) e _ (2”) u"(x) + )

(h )2 (8 )3

(u(x —h) =u(lx) — (WHu'(x) + —— 3!

ulll(x) + ‘..>

—2(u(x+h)—u(x)+(h)u () + &= "<x>+( W' (x) + - )

u,,,(x) _ u(x+2h)—u(x—zhi;gu(x—h)—Zu(x+h) (2.16)
merkezi fark formiuli elde edilir.
4. mertebeden tiirev i¢in,
w(x — 2h) = u(x) — (2R)u' (x) + & (2’” W@ (2’” W) + (x4
uCx + 2h) = u(x) + Ru (x) + &L (2’” TG CION (2’” W) + () +

4 (ux + ) = (@) + W' () + Lo ® + L) + Dy () +

4 (u(x - h) = u(@) — (W' @) + Lo ® = Ly () + yv () +

w u(x+2h)+u(x—2h)—4u(x—h)—4u(x+h)+6u(x)
(x) = "

(2.17)

merkezi fark formiilii seklinde elde edilir.



3.MATERYAL VE YONTEM

3.1. Kesirli Fark Yontemi

Caputo anlaminda

DEf(x) = —— [ L gy (3.1)

F(m-a)’a (t—x)a-m+1

kesirli tiirev tanimi1 (1.1) ile verilen

Dy (1) + amy ™ (1) + am—1y™ V() + - + agy(t) + N(y(D),y' (1) = f(t)

kesirli mertebeden lineer diferansiyel denklemlerine uygulanmis ve yaklasik

coziimler i¢in gerekli algoritmalar olusturulmustur.

3.2. Kesirli Mertebeden Lineer Ve Lineer Olmayan Diferansiyel Denklemlerin

Coziimleri Icin Kesirli Fark Yontemi

3.2.1. Kesirli mertebeden lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklemler icin

caputo kesirli tiirev yontemi

Caputo anlaminda

DEF(R) = —— [ L0 gy (3.2)

(m-a)“a (t—x)*—m+1

kesirli tiirev tanimi kullanilarak ve m-1 < a £ m olmak tizere, m=1, m=2 ve m=3 i¢in
lineer ve lineer olmayan kesirli diferansiyel denklemlerinin yaklasik ¢éztimlerini

arastiralim.



Caputo anlaminda tiirev, m=1,0<a<1,t>0ve aeR* igin

a __ 1 ot f
D f(t) - F(l—a) fo (t_x)a dx (3'3)

seklinde elde edilir. Bu denklemin sag tarafindaki integrale kismi entegrasyon
yontemi uygulanirsa,
u=f"(x) dv = (t —x) %dx

_ (t_x)l—a

1-«a

du = f"(x) [dv=[({t—-x)"%dx v=

ifadeleri elde edilir. Buna gore (3.3) ifadesi yeniden diizenlenirse,

1 ) (E—x)1~¢ t (t-x)1"%f" (x)dx
DUf(D) = s e+ fy ] (3.4)
ve
DAf(t) = ————(f (02 + ['(t — )1~ f" (x)dx (3.5)
(1-)Tr(1-a) 0 '

ifadesi elde edilir. Bu ifadedeki son integral bilesik yamuk kurali kullanilarak,

h = b%a ve j=0,1,.....,n-1i¢in x; = a + jh olmak iizere,
fot(t — )17 " (x)dx ~ 2 [t1=%f"(0) + 2 Zj“;f(t - X]-)l_af”(xj) +
1-a
(t—b) ()] (3.6)

seklinde verilir.

Bilesik yamuk kurali kullanilarak bulunan (3.6) ifadesi (3.5)’te yerine yazilirsa,

_r
(1—0r(-o

X]')l_(xf”(Xj)] + fl(O)tl_a} (37)

DEf(t) = X {2 [E79F (0)+(t — b) " (b) + 2 XAt (e —

ifadesi elde edilir. Yukaridaki denklem de, f'(0) ve f "'(0) degerlerine ileri fark
yaklasimini, f'"(x;) degerine merkezi fark yaklagimini, f "'(b) degerine ise geri fark

yaklasimini uygulayalim.
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Yani,
3f(0)+4f(h)—-f(2h)

£(0) = o

17 f(0)-2f(h)+f(2h)
f1(0) = w2

" £ (xj=h)=2f(x;)+f (xj+h)
f (X]) — J hz] J

14 f(b)—Zf(b—h)+f(b—2h)
f'(b) = =

ifadelerini denklemde yerine koyarak denklem diizenlenirse,

a _ —3f(0)+4f(W=f(2h) ,1_q , h f(O)=2f(R)+f(2R) 1_q4
D f(t) (1- a)l"(l a) { 2h t +t3 [ h2 t +
f(B)=2f(b—h)+f(b—2h) 1— 1 F(xj—h)=2f(x;)+f(xj+h)

hz (t b) - + 2 Zn ] hz] ] (
x4} (3.8)

ifadesi elde edilir.

Caputo anlaminda tiirev, m=2, 1 <a <2, t>0ve a € R* i¢in diizenlenirse

__ 1 t '™
Def(t) = roo fo e dx (3.9)

denklemi elde edilir. Bu denklemin sag tarafindaki integrale kismi entegrasyon

yontemi uygulanirsa,

u=f"(x) dv = (t — x)1"%dx
du=f"(x)  [dv=[t-0"dx  v=-27
ifadeleri elde edilir. Buna gore (3.9) diizenlenirse,
[ ) t=x)*"* t (t=x)*"*f"" (x)dx
Def(t) = s a)[ s + a ] (3.10)
ve
Def(t) = m(f”(())tz 4+ f (t —x)*~% f"" (x)dx (3.11)

ifadesi elde edilir. Bu ifadedeki son integral bilesik yamuk kurali kullanilarak,

11



h = bn;a ve j=0,1,.....,n-1 i¢in x; = a + jh olmak lzere,

- 2=0t sy,
fot(t —x)2 9" (x)dx = g[tz_“f”’(O) +2 Zjnzll(t -x)" (%) +

(t—Db)*7%"" (b)] (3.12)

ifadesi elde edilir. Bu ifade (3.11)’de yerine yazilirsa,

_r
2-a)r(2-a)

X)) 2" (x)] + £ (0) 12 (3.13)

Do‘f(t) = X {2 [tz_af”’(0)+(t — b)Z—afm(b) +2 Z]_n:—ll(t _

denklemi elde edilir. Yukaridaki denklem de, f"(0) ve f ""'(0) degerlerine ileri fark
yaklasimini, f''(X;) degerine merkezi fark yaklasimini, f''(b) degerine ise geri fark

yaklagimini uygulayalim.

Yani,
£7(0) = f(O)—Zf’(lle)+f(2h)
£(0) = —f(0)+3f(h)r—133f(2h)+f(3h)
£ () = —f(xj—Zh)+2f(xj—f;)h—BZf(xj+h)+f(xj+2h)
£7(b) = f(b)—3f(b—h)+3’{3(b—2h)—f(b—3h)

ifadeleri yerine konarak (3.13) denklemi diizenlenirse,

Def(t) =
1 f0)-2f(M)+f(2h) ,2_¢ h —f(0)+3f(h)-3f(2h)+f(Bh) ,2_4
-a)r2-a) X { h2 t + 2 [ h3 t +
(b)=3f(b—h)+3f(b—2h)—f(b—3h _
f f [3 f( ) (t — b)Z a4
_1 —F(xj—2n)+2f (x;—h)—2f (x;+h)+£ (x;+2h) 2-a
230 — = —(t-x) 1} (3.14)

ifadesi elde edilir.
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Caputo tlirevi. m=3, 2 <a < 3 araligi t > 0 ve a € R* i¢in diizenlenirse

« _ 1 t flll(x)
DEf(e) = r3-a) fo (t—x)a-2 dx

denklemi elde edilir. Bu denklemin sag tarafindaki integrale kismi entegrasyon

yontemi uygulanirsa,
u=f""(x) dv = (t — x)*> %dx

_ (t—x)3~¢

3—-a

du = f"(x) [dv=[(t—x)>"%dx v =

ifadeleri elde edilir. Buna gore (3.15) diizenlenirse,

a _ 1 () (t—x)3"¢ t (t—x)3"f1(x)dx
Def(®) = F(3—a)[ 3-a i fo 3-a ]

ve

w 1 48
B-a)f(3—-a)

DUf () = (F" ()34 + [((t — x)°~% f (x)dx
denklemi elde edilir. Bu denklemdeki son integral igin bilesik yamuk kurali
kullanilarak,

h = b%a ve j=0,1,.....,n-1i¢in x; = a + jh olmak lizere,

[t =03 Y (x)dx ~ B[V (0) + 2 3051 (e — %)YV (x;) +

2

(£~ b)**F (b))
ifadesi elde edilir. Bu ifade bir 6nceki denklemde yerine yazilirsa,

_t
B-a)rG-u)

Xj)B—aflv(Xj)] + £ (O)t3—a}

DUf(t) =

13

X (B [E-SFY(0)+(t — b)*SFV(b) + 2 Bt -

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)



denklemi elde edilir. Yukaridaki denklem de, f "'(0) ve f*/(0) yerlerine ileri fark

formiiliinii, £)(x;) yerine merkezi fark formiiliinii, f"(b) yerine ise geri fark

formiiliinii uygulayalim. Yani,

—f(0)+3f(W)-3f(2hn)+f(3h

f(0) = b
£ (0) = LQHEN G 4Gt/ ()

[ (x) = f(xj_zh)_4f(xf_h)+6fh(fj)—4f(xj+h)+f(xj+2h)
F(b) = 51f(b)—60f(b—h)+72f(b3;flil)—32f(b—3h)+3f(b—4h)

ifadeleri denklemde yerine konur ve denklem diizenlenirse,

Df(t) =
1 % {—f(0)+3f(h)—3f(2h)+f(3h)
B-a)r(3-a) h3
h f(0)+f(4h)+6f(2h)—4f(3h)—4f(h)
2 [ h*
51f(b)—60f(b—h)+72f(b—2h)—32f(b—3h)+3f(b—4h)
32h*

_1 f(xj=2h)—4f(x;—h)+6f(x;)—4f(xj+h)+f(x;+2h) 3-a
2 Z;L=11 J J h4] J J (t - xj) ]}

t37% +

37 +

(t— b)> +

ifadesi elde edilir.

3.3. Coziimiin Kontrolii ve Hata Analizi

(3.20)

(1.1) ile verilen kesirli mertebeye sahip diferansiyel denklemin m=1 igin elde edilen

yaklasik ¢6ziimii (3.8) , m=2 i¢in elde edilen yaklagik ¢6zliimii (3.14) ve m=3 igin

elde edilen yaklasik ¢6ziimii (3.20) ile verilmektedir.

Bu durumda (3.8), (3.14) ve (3.20) ile verilen yaklasik ¢6ziimler (1.1) denklemini

yaklasik olarak saglamalidir.
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E(t) = |[D2y (D) + amy ™ () + am_1y™ V() + -+ + agy(t) +
N(y(®,y'®)] - f(] =0 (3.21)

seklindedir. Hata fonksiyonu, bilesik yamuk kuralina gore diizenlenirse,

b —
12
0 < a <1 i¢in elde edilir. a ve b araligindaki herhangi bir x=p i¢in ve h, 0’a

yaklastik¢a hata sifira yaklasir (R. B. Albadarneh, M. Zerqat, I. M. Batiha, 2016).

dZ
SR (= 0 )
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4. BULGULAR VE IRDELEME

Bu boéliimde kesirli mertebeden lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklemlerine
farkli o ve h degerleri i¢in yaklagik ¢oziimleri farkli 6rnekler lizerinde incelenmistir.
Sunulan &rnekler ile yontemin kullanislilig: ve tutarlihigi gosterilmistir. Orneklerde
bulunan sonuglar farkli yontemler ile karsilastirilmistir. Bulunan sonuglar tablolar ve
grafikler ile analiz edilmistir. Yontemin uygulandigi érneklerde yaklasik ¢oziimler

bulunurken Maple ve Matlab programlar1 kullanilmistir.

4.1. Kesirli Mertebeden Lineer Ve Lineer Olmayan Diferansiyel

Denklemler i¢in Caputo Kesirli Tiirev Uygulamalar:
Ornek 4.1.1.: (Albadarneh R. B., Zerqat, Batiha, 2016)
y(t) =sin(t?) + et + 1

fonksiyonunu 0 < a < 1 araligindaki o degerleri igin, h’nin 0.1 ve 0.01 i¢in Caputo

anlaminda tiirevlerini arastiralim. Burada (3.8) ile verilen tiirev yaklagiminin son hali

—3f(0) +4f(h) — f(2h) fi-a

YO = F—pra—o * 20
h f0)—-2f(h)+f(2h) ,_,
3l 0z 2
+f(b) —2f(b _hz) + f(b—2h) (t — b)i-@

n-1
42 Z flx —h) - th(zxj) +f(x +h) (=)™ ]
=1

g0z Oniine alindiginda, 0=0.9, n=10 ve h=0.1 olmak iizere,
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D% (sin(t?) + et + 1)

_ 1 o {—Sf(O) +4f(0.1) — £(0.2) £1-09
~ (1-0.9)r(1-0.9) 2%0.1
4 0.1 f(0) = 2f(h) + f(Zh) f-a
2 (0.1)2
f(H)-2f1-01)+f(1-0.2) 109
* 0.1)? -1
' wz—lf(xj - 01) - Zf(x]) + f(xj + 01) (t _ x')l_o_g]}
= (0.1)? J
bi¢giminde yazilabilir.
t=0.1 igin;
Do _ 1 —-3f(0) + 4f(0.1) — £(0.2) 0.101
17 (0.1)r(0.1) 0.2 '
0.1 f(0)—2f(h)+f(2h) =,
+ 7 (0.1)2 0.1°1
f()-2f(1-01)+f(1-0.2) o
+ 0.1 (—0.9)°

9
N sz(xj -0.1) - 2(5(19;}2) + f(x +0.1) (01-x)"])
Jj=1

= 3.101087186

olarak bulunur. Benzer sekilde,

t=0.2 i¢in,
.1 ~3£(0) +4£(0.1) - f(0.2) __,
D" = oDroDn X 0.2 0.2%
0.1 f(0) =2f(h) + f(Zh) 0.201
2 (0.1) '
F(D) = 2f(1—0.1) + f(1 - 0.2) )
+ 0.1 (—0.8)°

9
o Zf(xj -0.1) - ig(lagjz) + f(x +0.1) (02-x)"])
j=1

= 3.117473310
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elde edilir. Benzer islemler tekrar edildiginde sirasi ile

t=0.3 icin
o1 S3fO+4OD-F0D)
D3” = G DroD < 0.2 0.3
0.1 f(0)—2f(h)+f(2h) __.,
+ 7[ 0.1)? 0.3
1) —2f(1-0.1 1-0.2
L F@ —2f( (O.DZ =02 gy
s Zf(xj ~0.1) - 2(1;(19;,2) +f(x; +0.1) (03-x)"])
j=1
= 3.132480624
t=0.4 i¢in,
N 1 —3f(0) + 4f(0.1) - £(0.2) .
Dg? = (0.1)T(0.1) 1 0.2 b
0.1 £(0)—2f(h)+f(2h) ..
T (0.1)2 "
1) —2f(1-0.1 1-0.2
+ f(1) = 2f( (0.1)2 + f( )(—0.6)0'1
9
f(x —0.1) = 2f (x;) + f(x; + 0.1) -
+2y (= 01) (O_(l’g’z) L (04-x)""}
j=1
= 3.158181386
t=0.5 i¢in,
o1 =30 +4f0D) - f(02) o,
D3” = o DroD X 0.2 0.57
0.1 f(0)—2f(h)+f(2h) _,,
5l (0.1)2 0.5°
1) —2f(1-0.1 1-0.2
L FD = 21( (0.1)2 HA=02) oo
9
Fx; —0.1) = 2f(x;) + f(x; + 0.1) 1
+ Zz by —01) (0.(19;;2) K (0.5-%)""1}
j=1

= 3.201038628
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t=0.6 i¢in,

0.9
D¢

t=0.7 i¢in,

0.9
D;

t=0.8 i¢in,

09 _
Dg

1 {—3f(0) +4£(0.1) — £(0.2)

~onron > 0.2 0.6>*
0.1 f(0)—2f(h)+f(2h) .
+ > (0.1)2 0.6%1
F(1) = 2f(1=0.1) + f(1—0.2) o
+ G (—0.4)

9
+2 zf(xj ~01)- Z(Q(f)jz) + 7y +04) (06—x)""]
=1

= 3.266176380

1 —3f(0) + 4f(0.1) — f(0.2) __,
= oron <t 0.2 g
0.1 f(0) —2f(h) +f(2h) __,.
o 0.2 0.7°
f(1)—2f(1—0.1)+ f(1-0.2) B
+ 0.1 (—0.3)°
N Zif(xj —0.1) = 2f (%) + f(x; +0.1) 07 x)"")
< (0.1)2 Y
= 3.357426897
1 —3f(0) +4f(0.1) = f(0.2)
~ (0.1)r(o.1) X 0.2 08°
0.1 f(0)—2f(h)+f(2h) __,
+7[ (0.1)2 0.801
f(D=2f(1-01)+f(1-0.2) R
+ 012 (—0.2)°
9
f(x; —0.1)—=2f(x;) + f(x; +0.1) 1
+ ZZ (o —01) (o.(1)]2) J (0.8 -x)"']}
j=1
= 3.476265365
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t=0.9 igin,
1 —-3f(0) + 4f(0.1) — f(0.2)

D™ = woran 02 0.9%
0.1 f(0)=2f(W)+fQ2h)
+7[ 0.1)2 0.991
) =2f(1—0D)+f(1-02), .
+ O (=0.1)

(0.9 -x)"']3

9
f(xj—0.1) = 2f(x;) + f(x; + 0.1)
" 2; j (0.1)12 ]

= 3.619889217

t=1.0 igin,
; % [f(O) — 2(;;.(11)); FQ2h) | goa
W -2fa Zo(.)ﬁz +f(1-0.2) (001
r2 Y MmO ) 0D gy
=1

= 3.756335193

degerleri bulunur.

3.8

Tiirev Degerleri /

3.7

3.6

3.5

3.4

3.3

3.2

3.1 " . . . 1 1 . .
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Sekil 4.1. Ornek 4.1.1.’in o =0.9 i¢in tiirev degerleri
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Ayni1 fonksiyonun a=0.5, n=100 ve h=0.01 igin tiirev degerlerini arastiralim. Caputo
tirevi kullanilarak (3.1) ile verilen tanimi farkli noktalardaki tiirev degerleri

asagidaki sekilde verilir.

t=0.01 i¢in Dy(0.01)= 0.15323698
t=0.02 i¢in Dy(0.02)=0.1653697196
t=0.03 i¢in Dy(0.03)=0.2065871866

t=0.6 icin Dy(0.6)=1.997692928

t=1.00 i¢in Dy(1.00)=3.404176594

3 - 5 T T T T T T T T T
Tiirev Degerleri /

U i i i i i i i 1 i

0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 08 1
t

Sekil 4.2. Ornek 4.1.1.’in « =0.5 i¢in tiirev degerleri

Fonksiyonun tam tiirev degerleri ise a=0.5 ve n=100, ( t=0.01, 0.02, 0.03,...,1.00)
icin Caputo’nun kesirli tiirev taniminda yerine yazilarak

") .
1-a)l, (t—x)*

Def() =

asagidaki sekilde bulunur.
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t=0.01 i¢in D+(0.01)=0.1150976927
t=0.02 i¢in D+(0.02)=0.1659771077
t=0.03 icin D7(0.03)=0.2072147738

t=0.6 i¢in D(0.6)=1.998425834

t=1.00 i¢in D1(1.00)=3.40431753

Fonksiyonun bulunan tiirev degerleri ile tam tiirev degerleri Karsilastirilarak bulunan
hatalar asagida tablo ve grafikler ile verilmistir.

Hata;=0.0005653229

Hata,=0.0006073881

Hata;=0.0006275872

Hataso=0.000732906

Hata00=0.000140759

10!
8 T T T T T T T T

Hatalar

Sekil 4.3. Ornek 4.1.1.°in « =0.5 igin hatalar
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Cizelge 4.1. h=0.01 ve a=0.5 icin Ornek 4.1.1.”in tiirev degerleri, tam tiirev degerleri

ve hatalar

a=0.5
t Tiirev Tam Tiirev Hatalar
Degerleri Degerleri
0.1 0.4284875860  0.4291678045  6.80x10™
0.2 0.7114044663  0.7121219079 7.17x10™
0.3 1.003756118 1.004501383 7.45x10™
0.4 1.315374014 1.316136457 7.62x10™
0.5 1.647552061 1.648313726 7.61x10™
0.6 1.997692928 1.998425834 7.32x10™
0.7 2.359797681 2.360462635 6.64x10™
0.8 2.724283136 2.724830380 5.47x10™
0.9 3.077902329 3.078274894 3.72x10™
1.0 3.404176594 3.404317353 1.40x10™

Ornek 4.1.2.:

y(t) = cos(t) + et

fonksiyonunu 0<a<1 araligindaki a degerleri i¢in, h=0.01 i¢in Caputo anlaminda

tiirevlerini aragtiralim. Burada (3.8) ile verilen tiirev yaklagiminin son hali

o —3f(0) + 4f(h) — f(2h) [
1-a)I(1-a) 2h
h f0)-2f(h)+f(2h) ,_,
3l 0z 2
f(b) —2f(b—h)+ f(b—2h)
+ 2

D*y(t) =

(t —b)l~¢

R
j=1

g6z Oniine alindiginda, 0=0.5 n=100 ve h=0.01 olmak tizere,
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p o 1 —3f(0)+4£(0.01)—£(0.02)
D% (cos(t) +e*) = (1-0.5)T(1-0.5) { 2%0.01
0.1 f(0)-27(0.01)+£(0.02) ,1_g5 , f(D—2f(1-0.1)+f(1-0.2)
2 [ (0.01)2 t + (0.01)2

tl_O'S +

(t — 105 +

2 2100_1f(xj—0.01)—2f(xj)+f(xj+0.01) (t _

1-0.5
j=1 2 )
(0.01)

j 1}
bi¢iminde yazilabilir.

t=0.01 igin;

0.5 _
Dy~ =

1 —3f(0)+4£(0.01)—£(0.02) 0.5
(0.5)r(0.5) X { 0.02 0.017™ +

% [f(O)—Zf(O-01)+f(O-02) 0.010.5 +

(0.01)2
f(1)-2f(1-0.01)+f(1-0.02)
(0.1)2

(—0.09)°° +

279 £(xj=0.01) 2 (x;)+f (x;+0.01)
J=1 (0.01)2

(0.01 — x;)™"]} = 0.1128398011

olarak bulunur. Benzer sekilde,

t=0.02 i¢in,
L 1 —3£(0) + 4£(0.01) — £(0.02) |
D2* = 0B 0.02 0.02%°
0.01 £(0) — 2f(h) + f(2h) |
+— (0012 0.0205
1) —2f(1-0.01 1-0.02
I (0.01))2+ K 2 (~0.08)°*
99
f(xj —0.01) — 2f(x;) + f(x; + 0.01)
+ 2; 0.01)2 (0.02

— x,)°5]} = 0.1595910076

elde edilir. Benzer islemler tekrar edildiginde sirasi ile asagidaki degerler bulunur.
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t=0.03 i¢in,

D3® = (0.5);(0.5) (L 4f(§.%gl) 0 00900
N 0.31 £(0) — ?(])fg;));r f(2h) 0.0305
Jfw-2a - 8811))2+ fA=002) o oovos
N 2}2 f(x; —0.01) — (zoféalc,))z + f(x; + 0.01) (003 - %)°°])
= 0.1954834640

(=1.00 igin,

Dioy = (0.5)11*(0.5) L2 4f(§.()dgl) 2 1o
N 0.;)1 [f(O) — ?g(()f;)):r f(2h) 10005
W -2fa —((())..(())11)); f(1-0.02) (0)05
N 2]92 f(x; —0.01) - (zoféalc,))z W ICRALD PN
= 1.620528780
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Cizelge 4.2. h=0.01 ve a=0.5 icin Ornek 4.1.2.’nin tiirev degerleri, tam tiirev degerleri

ve hatalari

a=0.5
t Tiirev Tam Tiirev Hatalar
Degerleri Degerleri

0.1 0.3578092067  0.3578313337  0.0000221270

0.2 0.5105872012 0.5106380372  0.0000508360

0.3 0.6354146915 0.6354994305  0.0000847390

0.4 0.7512453681  0.7513693404  0.0001239723

0.5 0.8669569574  0.8671257032  0.0001687458

0.6 0.9884359197  0.9886552284  0.0002193087

0.7 1.120396284 1.120672215 0.000275931

0.8 1.267053409 1.267392309 0.000338900

0.9 1432431828 1.432840365 0.000408537

1.0 1.620528780 1.621013993 0.000485213
Ornek 4.1.3 : (Irandoust S.,2011) Dogrusal kesirli

Dy (t) = t% + ﬁ £27% — y(t)

diferansiyel denklemi, y(0)=0 baslangi¢ kosuluyla verilsin. Bu denklemin ¢dziimiinii
h=0.01 ve a=0.5 i¢in kesirli diferansiyel fark yontemi ile arastiralim. Bu problemin

tam ¢6zlimii ise y(t)=t2’dir.
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Cizelge 4.3. h=0.01 ve a=0.5 icin Ornek 4.1.3.%iin yaklasik ¢éziimleri, tam

¢oziimleri ve hatalar

a =05
t Yaklasik Tam Cozim Hatalar
Coziim

0.1 0.010116 0.01 1.16x10™
0.2 0.040156 0.04 1.56x10™
0.3 0.090181 0.09 1.81x10™
0.4 0.160200 0.16 2.00x10™
0.5 0.250215 0.25 2.15x10™
0.6 0.360227 0.36 2.27x10™
0.7 0.490237 0.49 2.37x10™
0.8 0.640246 0.64 2.46x10™
0.9 0.810254 0.81 2.54x10™
1.0 1.000261 1.00 2.61x10™

e Tam Gizlimler
—— Yaklaghk Giziiier |

08F
06
04

02r

Sekil 4.4. Ornek 4.1.3.%iin 0=0.5 i¢in yaklasik ve tam ¢oziimleri

Benzer sekilde h=0.01 ve 0=0.45 igin yaklasik ¢6ziimlerini inceleyelim.
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Cizelge 4.4. h=0.01 ve 0=0.45 i¢cin Ornek 4.1.3.’iin yaklasik ¢oziimleri, tam

¢oziimleri ve hatalar

a = 0.45
t Yaklasik Tam Cozim Hatalar
Coziim
0.1 0.203131 0.01 0.1931
0.2 0.200955 0.04 0.1609
0.3 0.220917 0.09 0.1309
0.4 0.263153 0.16 0.1031
0.5 0.327828 0.25 0.0778
0.6 0.415153 0.36 0.0551
0.7 0.525412 0.49 0.0354
0.8 0.659020 0.64 0.0190
0.9 0.816681 0.81 0.0066
1.0 1.000330 1.00 0.0003

Ornek 4.1.4: (Albadarneh, Zerqgat, Batiha, 2016) Dogrusal kesirli

a _8 8 _5 |t
Dy(t)—3\/: 2\/;

diferansiyel denklem, y(0)=0 baslangic kosulu ile verilsin. Bu denklemin yaklagik
¢ozlimiinii kesirli fark yontemiyle h=0.01 ve a=0.5 i¢in arastiralim. Bu dogrusal

kesirli diferansiyel denklemin tam ¢6ziimii ise y(t)=t2-t’dir.
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Cizelge 4.5. h=0.01 ve a=0.5 i¢in Ornek 4.1.4.’iin yaklasik ¢oziimleri, tam

¢oziimleri ve hatalari

a=0.5
t Yaklasik Tam Cozim Hatalar
Coziim
0.1 -0.0004394 -0.09 0.0895
0.2 -0.0004481 -0.16 0.1595
0.3 -0.0004519 -0.21 0.2095
0.4 -0.0004542 -0.24 0.2395
0.5 -0.0004558 -0.25 0.2495
0.6 -0.0004570 -0.24 0.2395
0.7 -0.0004579 -0.21 0.2095
0.8 -0.0004586 -0.16 0.1595
0.9 -0.0004592 -0.09 0.0895
1.0 -0.0004597 0.00 0.00045

iy

Yaklasik Coziimler

Sekil 4.5: Ornek 4.1.4.%iin 0=0.5 icin yaklasik coziimleri
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Hatalar

0z

DS

-

(1] o

Sekil 4.6. Ornek 4.1.4.%iin a=0.5 icin hatalar

Benzer sekilde h=0.01 ve 0=0.3 i¢in yaklasik ¢oztimlerini inceleyelim.

Cizelge 4.6. h=0.01 ve a=0.3 icin Ornek 4.1.4.’iin yaklasik ¢éziimleri, tam ¢oziimleri

ve hatalari

a=0.3
t Yaklasik Tam Cozim Hatalar
Coziim
0.1 -0.5207807 -0.09 0.4307
0.2 -0.4235565 -0.16 0.2635
0.3 -0.3508209 -0.21 0.1408
0.4 -0.2931494 -0.24 0.0531
0.5 -0.2472796 -0.25 0.0027
0.6 -0.2119103 -0.24 0.0280
0.7 -0.1867063 -0.21 0.0232
0.8 -0.1720465 -0.16 0.0120
0.9 -0.1691989 -0.09 0.0791
1.0 -0.1820274 0.00 0.1820
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Ornek 4.1.5: (Irandoust S., 2011) Dogrusal olmayan Kesirli,

r(s+2) ,_@ a 3B
20320 g _ g T54) ot 2ra+1)+ (G2 — ) —y2(0)

D%y (6) = r(9-a) 1"(5—5)

diferansiyel denklemi, y(0)=0 baslangi¢ kosulu ile verilsin. Bu denklemin yaklasik
¢Oziimiinii kesirli fark yontemi ile h=0.01, a=0.2 ve a=0.5 i¢in arastiralim. Bu

dogrusal olmayan kesirli diferansiyel denklemin tam ¢6ziimdi,

[04
y(0) = t8 — 3¢t*7 + zt“ “dr.

Cizelge 4.7. h=0.01 ve a=0.2 icin Ornek 4.1.5.in yaklasik ¢6ziimleri, tam

¢oziimleri ve hatalari

a=0.2
t Yaklasik Tam Co6ziim Hatalar
Cozim

0.1 1.414389 1.419416 5.029x107
0.2 1.624381 1.626670 2.289x10°
0.3 1.745556 1.747029 1.473x107
0.4 1.802753 1.803824 1.071x10°
0.5 1.786804 1.787701 8.970x10™
0.6 1.678080 1.678839 7.590x10™
0.7 1.457012 1.457674 6.620x10™
0.8 1.117227 1.117881 6.540x10™
0.9 0.685292 0.685880 5.880x10™
1.0 0.249488 0.250000 5.120x10™
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Cizelge 4.8. h=0.01 ve a=0.5 icin Ornek 4.1.5.’in yaklasik ¢oziimleri, tam ¢oziimleri

ve hatalarn
a =05
t Yaklasik Tam Cozim Hatalar
Coziim

0.1 0.700025 1.711244 0.011319
0.2 0.997030 1.003023 5.999x10°
0.3 1.210491 1.214457 3.966x107
0.4 1.359608 1.362604 2.996x107°
0.5 1.434719 1.437228 2.509x107®
0.6 1.434719 1.417451 2.293x10°®
0.7 1.457012 1.281281 2.213x10°
0.8 1.015963 1.0181062 2.143x10°
0.9 0.645971 0.647831 1.860x107
1.0 0.248838 0.250000 1.162x107

Ornek 4.1.6 : (Rostamy D., Alipour M., 2013) Dogrusal kesirli,

DYy(t) = t'5.y(t) + 4\/% — 33

diferansiyel denklem, y(0)=0 baslangi¢ kosuluyla verilsin. Bu denklemin yaklasik
¢ozlimlerini kesirli fark yontemiyle h=0.1 ve a=1.5 i¢in arastiralim. Bu dogrusal

kesirli diferansiyel denklemin tam ¢oziimii ise y(t)=t* dir.
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Cizelge 4.9. h=0.1 ve a=1.5 i¢in Ornek 4.1.6.’mn yaklasik ¢oziimleri, tam ¢oziimleri

ve hatalar1

a=15

t Yaklasik Coziim Tam Co6zim Hatalar

0.1 0.00999999 0.01 2.08167x10™"
0.2 0.03999999 0.04 2.01228x10™"
0.3 0.08999999 0.09 5.96745x10™°
0.4 0.15999999 0.16 9.9201x10™
0.5 0.24999999 0.25 1.9984x10™"
0.6 0.35999999 0.36 2.9976x10™"
0.7 0.48999999 0.49 2.9976x10™"°
0.8 0.63999999 0.64 3.9968x10™
0.9 0.80999999 0.81 6.10623x10™
1.0 0.99999999 1.00 6.99441x10™

Ornek 4.1.7 : (Yang C., Hou J., 2013) Dogrusal kesirli

D%y(t) + DSy(t) + y(t) = t* + 2 + 4\/%

diferansiyel denklemi, y(0)=0 baslangi¢ kosuluyla verilsin. Bu denklemin yaklasik
¢Ozlimlerini kesirli fark yontemi ile h=0.1 , a;=1.5 ve a,=2 i¢in arastiralim. Bu

dogrusal kesirli diferansiyel denklemin tam ¢oziimii y(t)=t’ dir.
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Cizelge 4.10. h=0.1 ve a;,=1.5, 0,=2 i¢in Ornek 4.1.7.’nin yaklasik ¢oziimleri, tam

coziimleri ve hatalari

a1=1.5 0(2=2

Yaklasik Coziim Tam Cozim Hatalar
0.1 0.01000000000000325 0.01 3.20056x10™"
0.2 0.04000000000000937 0.04 9.29812x10*°
0.3 0.09000000000001489 0.09 1.48076x10™
0.4 0.16000000000001902 0.16 1.89848x10™*
0.5 0.25000000000002354 0.25 2.29816x10™
0.6 0.36000000000002824 0.36 2.80331x10™*
0.7 0.49000000000003320 0.49 3.30291x10™*
0.8 0.64000000000003820 0.64 3.79696x10™
0.9 0.81000000000004320 0.81 4.29656x10™
1.0 1.00000000000004860 1.00 3.9968x10™

Ornek 4.1.8: Dogrusal kesirli,
D% (t) + y(t) = erf(\t) .et + et
diferansiyel denklemi, y(0)=1 baslangi¢ kosulu ile verilsin. Bu denklemin yaklagsik

¢oziimlerini kesirli fark yontemi ile h=0.01 ve a=2.5 i¢in arastiralim. Bu dogrusal

kesirli diferansiyel denklemin tam ¢éziimii y(t)=¢' dir.
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Cizelge 4.11. h=0.01 ve 0=2.5 icin Ornek 4.1.8.’in yaklasik ¢coziimleri, tam

¢oziimleri ve hatalari

a=25
t Yaklasik Tam Cozim Hatalar
Coziim
0.1 1.063823961 1.10170918 0.041346957
0.2 1.109406492 1.221402758 0.976859770
0.3 1.144777908 1.394858808 0.205080900
0.4 1.172417428 1.491824698 0.319407270
0.5 1.194537586 1.648721271 0.454183685
0.6 1.212040059 1.822118800 0.610078741
0.7 1.230624454 2.013752707 0.783128253
0.8 1.246502468 2.225540928 0.979038460
0.9 1.2592922272  2.459603111 1.200310839
1.0 1.268243473 2.718281828 1.450038355
| 1 T T T 1 1

—— Yaklasik Coziimler

Sekil 4.7. Ornek 4.1.8.’in a =2.5 i¢in yaklasik ¢oziimleri
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Sekil 4.9.0rnek 4.1.8.”in o =2.5 icin hatalar
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Ornek 4.1.9: Dogrusal olmayan kesirli

D () = y*(t) — y(t)

diferansiyel denklemi, y(0)=1/2 baslangi¢ kosuluyla verilsin. Bu denklemin yaklasik

¢Ozlimlerini kesirli fark yontemi ile h=0.01 ve farkl araliktaki a degerleri i¢in

arastiralim. Bu dogrusal kesirli diferansiyel denklemin tam ¢oziimii,

y(t) =

e

-t
dir.
e t4+1

Cizelge 4.12. h=0.01 ve 0=0.5 i¢cin Ornek 4.1.9.’un yaklasik ¢6ziimleri, tam

coziimleri ve hatalar

a=05
t Yaklasik Tam C6zim Hatalar
Coziim

0.1 0.9886402487  0.4750208125 0.3761567876
0.2 0.1471436896  0.4501660027  0.3030223131
0.3 0.1880455411  0.4255574831  0.2375119420
0.4 0.2255780084  0.4013123399  0.1757343315
0.5 0.2613366878  0.3775406687  0.1162039809
0.6 0.2962742878  0.3543436938  0.0580694060
0.7 0.3312424005 0.3318122278 0.0005698273
0.8 0.3674352113  0.3100255189  0.0574096924
0.9 0.4075138713  0.2890504973  0.1184633740
1.0 0.4649227966  0.2689414214  0.1959813752
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Cizelge 4.13. h=0.01 ve 0=0.8 icin Ornek 4.1.9.’un yaklasik ¢éziimleri, tam

c¢oziimleri ve hatalar:

a=2038
t Yaklasik Tam Cozim Hatalar
Coziim

0.1 0.1552200320  0.4750208125 0.3198007805
0.2 0.1973376132  0.4501660027  0.2528283895
0.3 0.2289951019  0.4255574831  0.1965623812
0.4 0.2557690599  0.4013123399  0.1455432800
0.5 0.2793859821  0.3775406687  0.0981546866
0.6 0.3004248640  0.3543436938 0.0539188298
0.7 0.3189007029  0.3318122278 0.0129115249
0.8 0.3343932199  0.3100255189  0.0243677010
0.9 0.3459419603  0.2890504973  0.0568914630
1.0 0.3504132890 0.2689414214  0.0814718676

Cizelge 4.14. h=0.01 ve 0=1.2 icin Ornek 4.1.9.’un yaklasik céziimleri, tam

coziimleri ve hatalar

a=12
t Yaklasik Tam Cozim Hatalar
Coziim

0.1 0.02897964896  0.4750208125 0.4460411635
0.2 0.01858248871 0.4501660027 0.4315835140
0.3 0.07995082950 0.4255574831 0.4175624008
0.4 -0.0258893327  0.4013123399 0.4039012732
0.5 -0.0130301491  0.3775406687 0.3905708178
0.6 -0.0232228052  0.3543436938 0.3775664990
0.7 -0.0330862583  0.3318122278 0.3648984861
0.8 -0.0425595797  0.3100255189  0.3525850986
0.9 -0.0515960741  0.2890504973  0.3406465714
1.0 -0.0601452223  0.2689414214 0.3290866437
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Cizelge 4.15. h=0.01 ve 0=1.5 icin Ornek 4.1.9.’un yaklasik ¢éziimleri, tam

¢oziimleri ve hatalari

a=15

t Yaklasik Coziim Tam Coézim  Hatalar

0.1 -0.003373717777 0.4750208125 0.4783945303
0.2 -0.008858637617 0.4501660027 0.4590246403
0.3 -0.01563894526  0.4255574831 0.4411964284
0.4 -0.02326659626  0.4013123399 0.4245789362
0.5 -0.03141070117 0.3775406687 0.4089513699
0.6 -0.03980313915 0.3543436938 0.3941468330
0.7 -0.04822128013 0.3318122278 0.3800335079
0.8 -0.05648170219 0.3100255189 0.3665072211
0.9 -0.064443526101 0.2890504973 0.3534857583
1.0 -0.07196430219 0.2689414214 0.3409057236

Cizelge 4.16. h=0.01 ve 0=2.5 i¢cin Ornek 4.1.9.’un yaklasik ¢6ziimleri, tam

coziimleri ve hatalari

a=25

Yaklasik Coziim

Tam Coziim

Hatalar

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

-0.04234441654
-0.05800953642
-0.06884732767
-0.07621938056
-0.08083469146
-0.08285134234
-0.08361588490
-0.08314612014
-0.08041406335
-0.07595436768

0.4750208125
0.4501660027
0.4255574831
0.4013123399
0.3775406687
0.3543436938
0.3318122278
0.3100255189
0.2890504973
0.2689414214

0.5173652290
0.5081755391
0.4944048108
0.4775317205
0.4583753602
0.4371950361
0.4154281127
0.3931716390
0.3694645606
0.3448957891
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Cizelge 4.17. h=0.01 ve 0=2.9 icin Ornek 4.1.9.’un yaklasik ¢éziimleri, tam

0.5

045

¢oziimleri ve hatalari

a=29

Yaklasik Coziim

Tam Coziim

Hatalar

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

-0.05685339062
-0.06448731678
-0.07003394923
-0.07435070709
-0.07721376532
-0.07794314488
-0.07784723847
-0.07857644447
-0.07625868130
-0.05685339062

0.4750208125
0.4501660027
0.4255574831
0.4013123399
0.3775406687
0.3543436938
0.3318122278
0.3100255189
0.2890504973
0.4750208125

0.5318742031
0.5146533195
0.4955914323
0.4756630470
0.4547544340
0.4322868387
0.4096594663
0.3886019634
0.3653091786
0.5318742031

—&— Hatalar0=05
—=— Hatalar 0=0.8
—— Hatalar 0=1.2

Sekil 4.10. Ornek 4.1.9.un 0=0.5, a=0.8 ve a=1.2 icin hatalar
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054

0.52

05F

04}

038

036

—— Hatalar a=15

—=— Hatalar 0=2.5
—&— Hatalar =29

034
01

Sekil 4.11. Ornek 4.1.9.°un a=1.5, a=2.5 ve 6=2.9 icin hatalar1
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu ¢alismada kesirli mertebeden lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklemlerin
yaklasik ¢oziimleri i¢in kesirli fark yontemi incelenmistir. Caputo Kesirli Tiirevi

dogrusal ve dogrusal olmayan Kesirli diferansiyel denklemlere uygulanmustir.

Birinci boliimde kesirli tiirevin tarihgesi hakkinda genel bilgi, ikinci bdliimde kesirli
mertebeden tiirev tanimlar ile ilgili kaynak 6zetleri verilmistir. Uciincii bdliimde
yontem analizi yapilmistir. 0<a<I arahifi, 1<a<2 aralifn ve 2<a<3 araligi igin
yontem tek tek diizenlenmistir. Dordiincii boliimde ise dogrusal ve dogrusal olmayan
kesirli diferansiyel denklemler i¢in ornekler incelenmistir. Bu amagla orneklerde,
6zel denklemler de kullanilmistir. Farkli o degerleri icin ¢dziimlerde kullanilan
bilesik yamuk kurali ve Caputo tiirev tanimi kullanilarak ve sonlu fark formiilleri
kullanilarak elde edilmistir. Farkli o araliklari i¢in yontem diizenlenmistir. Y&ntemin
kullanigliligin1 géstermek i¢in farkli a ve h degerleri icin yaklasik ¢oziimler ve farkl
a ve h degerleri i¢in tam ¢oziimler elde edilmis ve hatalar bulunmustur. Elde edilen
yaklasik ¢Oziimler, tam ¢Oziimler ve hatalar, ¢izelgeler ve grafiklerle
degerlendirilmistir. Hassasiyeti yiiksek ¢oziimler i¢cin Maple ve Matlab bilgisayar

programlarindan yararlanilmistir.

Onerilen ydntemin bu tip denklemlerin sayisal ¢6ziimlerinin bulunmasinda giiglii ve
etkili oldugu gosterilmistir. Yontemin ¢oziimleri, kesin ¢oziimlerle ve uygulamali
matematikteki diger yontemlerle ve ¢oOziimlerle karsilastirilabilir. Bu yontemin
uygulamali matematikte farkli modellere karsi gelen denklem sistemlerine de

uygulanabilecegi diisiiniilmektedir.
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