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OZET

BIiR SINIF EKSIK TAHRIKLI DOGRUSAL
OLMAYAN SISTEMIN KONTROLU ICIN

KOORDINAT DONUSUMU TABANLI AYRIK

ZAMANLI KAYAN KIPLI KONTROLCU
TASARIMI

Serdar OZEN

Kontrol ve Otomasyon Miihendisligi Anabilim Dal1
Kontrol ve Otomasyon Miihendisligi Programi
Yiiksek Lisans Tezi

Damisman: Dr. Ogr. Uyesi Fatih ADIGUZEL

Bu calismada, bir sinif eksik tahrikli dogrusal olmayan mekanik sistem icin
ayrik zamanli koordinat doniisiimii tabanli kayan kipli kontrol tasarimi, kararsiz
denge noktasinin kararhilastirilmast igin gerceklestirilmektedir.  Araba sarkag
sistemi ve atalet diskli sarka¢ sistemi i¢in ayrik zamanli dogrusal olmayan kayan
kipli kontrol yapisi, ayrik zamanli do8rusal olmayan bir koordinat doniisiimiiyle
tasarlanmistir. Ayriklastirilmis sistem dinamigi literatiirde oldukga fazla kullanilan
ileri Euler yontemi ile elde edilmis ve kayan kipli kontrol yapis1 6ncesinde sistem
kismi geri besleme ile kismi olarak dogrusallastirilmistir. Sistemin asimptotik
kararlilig1 uygun bir aday Lyapunov fonksiyonu ile gosterilmistir. Literatiirdeki
diger yayinlardan farkli olarak, iizerinde caligilan sistemler icin tasarlanan kayan
kipli kontrolcii yapisi dogrudan ayrik zamanda elde edilmistir. Literatiirdeki
bir¢ok caligmada, kismi geri besleme kontrolciisii sonrasinda ortaya ¢ikan sistem
dinamigine dogrudan ayrik zamanli kayan kipli kontrol yapis1 uygulanmaktadir.
Kismi geri besleme sonrasinda kontrol isareti, hem dogrudan sistemde aktif olarak
kontrol edilebilen dinamigi hem de aktif olarak sistem dinamigini iizerinden kontrol
edilebilen eksik tahrikli sistem dinamigini etkilemektedir. Ancak, bu ¢alismada
koordinat doniisiimii sonrasinda sadece aktif kontrol edilen sistem dinamigini

etkileyen kontrol isareti iizerinden kayan kipli kontrolcii insa edilmektedir. Onerilen

Xii



ayrik zamanli koordinat doniisiimii ile bir sinif eksik tahrikli ikinci dereceden
dogrusal olmayan mekanik sistemin dinamik modeli geri beslemeli formda 6zel bir
kaskat dogrusal olmayan sisteme doniismiis olmaktadir. Bahsedilen ayrik zamanh
koordinat doniisiim ile ©nerilen kontrol yonteminin insasi kolaylagsmaktadir ve
ileri seviyeli ayrik zamanli kontrol yontemlerin uygulanabilirligini arttirmaktadir.
Onerilen kontrol yapisi araba sarkac ve atalet diskli sarkac sistemi iizerinde cesitli

benzetim ¢aligmalari ile test edilmistir.

Anahtar Kelimeler:  Eksik tahrikli mekanik sistemler, kayan kipli kontrol,
koordinat doniisiimii, ayrik zamanlh kontrol, araba sarka¢ sistemi, atalet diskli

sarkag sistemi.
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ABSTRACT

DESIGN OF A DISCRETE TIME SLIDING MODE
CONTROLLER BASED ON COORDINATE
TRANSFORMATION FOR THE CONTROL OF A
CLASS OF UNDERACTUATED NONLINEAR
SYSTEM

Serdar OZEN

Department of Control and Automation Engineering

Master of Science Thesis

Supervisor: Asst. Prof. Fatih ADIGUZEL

In this study, a discrete-time coordinate transformation-based sliding mode control
design is conducted for a class of underactuated nonlinear mechanical systems,
aimed at stabilizing an unstable equilibrium point. The discrete-time nonlinear
sliding mode control structure for the cart pendulum system and the inertial disk
pendulum system has been designed with a discrete-time nonlinear coordinate
transformation. The discretized system dynamics have been obtained using the
widely used forward Euler method in the literature, and the system has been
partially linearized with partial feedback before the sliding mode control structure.
The asymptotic stability of the system is demonstrated with a suitable candidate
Lyapunov function. Unlike other publications in the literature, the sliding mode
control structure designed for the systems studied is obtained directly in discrete
time. In many studies in the literature, a discrete-time sliding mode control
structure is directly adapted to the system dynamics emerging after the partial
feedback controller. After partial feedback, the control signal directly affects
both the vehicle and the pendulum dynamics. However, in this study, the
sliding mode controller is constructed over the control signal affecting only the
vehicle dynamics after the coordinate transformation. The proposed discrete-time
coordinate transformation turns the dynamic model of a second-order underactuated

class of nonlinear mechanical systems into a special kind of cascaded nonlinear
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system in feedback form. The construction of the proposed control method with the
mentioned discrete-time coordinate transformation becomes easier and increases
the applicability of advanced discrete-time control methods. The proposed control
structure has been tested with various simulation studies on the cart pendulum

system and the disk pendulum system.

Keywords: Underactuated mechanical systems, sliding mode control, coordinate
transformation, discrete-time control, cart pendulum system, inertia wheel

pendulum system
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GIRIS

1.1 Tezin Amaci

Bu tez calismasi, ikinci mertebeden bir smif eksik tahrikli dogrusal olmayan
sistemin kontrolii icin yeni bir koordinat doniisiimii tabanli ayrik zamanli kayan
kipli kontrolcii tasarimini ele almaktadir. Calismanin odak noktasi, ozellikle
iki serbestlik derecesine ve eksik tahriklige sahip dogrusal olmayan sistemlerin
kontrolii iizerinedir. Bu tiir sistemler, araba sarka¢ sistemi ve atalet diskli
sarkac sistemi gibi, mithendislik ve robotik alanlarinda sik¢a karsilagilan karmagik
yapidaki sistemlerdir. Bu sistemlerin kontrolii, esnek eklemli robotlar [1-3]], mobil
robotlar [4H6] ve su alt1 araclar [3, |7, 8|] gibi bircok farkli alanda kritik 6neme
sahiptir.

Literatiirde, bu tiir sistemlerin kontrolii i¢in c¢esitli yontemler gelistirilmis olup,
bunlar arasinda pasif tabanli kontrol, geri adimlamali kontrol, uyarlamali kontrol,
dayanikli kontrol, uyarlamali bulanik kayan kipli ve hata toleransli kontrol gibi
yontemler bulunmaktadir. Bu yontemlerin her biri, siirekli ve ayrik zamanli,
dogrusal ve dogrusal olmayan kontrol stratejilerini kapsamaktadir. Ancak, eksik
tahrikli sistemlerin kontroliinde kayan kipli kontrol yontemi, 6zellikle parametrik
ve dis bozuculara kars1 gosterdigi dayaniklilik nedeniyle dikkat ¢cekmektedir. Bu
yontemlerin ¢ogu siirekli zamanda tasarlanmig olup, ayrik zamanl sistemler i¢in de

uyarlama gerektirmektedir.

Tez c¢alismasinda, ilk olarak araba sarka¢ sistemi ve devaminda da atalet
diskli sarkag¢ icin ayrik zamanli dogrusal olmayan kayan kipli kontrol yapisinin
gelistirilmesi ele alinmaktadir. Bu yapi, ileri Euler yontemi ile elde edilen
ayriklagtirilmig  sistem dinami8i ve kismi geri besleme ile kismi olarak
dogrusallastirilmig sistem lizerine kurulmustur. Ayrik zamanl kontrolcii tasarimu,
siirekli zamanl kontrolciilerin aksine, mikrodenetleyici veya bilgisayar tabanli
uygulamalarda daha uygundur ve catirdama problemini azaltma potansiyeline

sahiptir. Bu yaklasim, kontrol sinyallerinin hem ara¢ ve disk hem de



sarka¢ dinamigini etkilemesini saglamakta ve bu sayede daha etkili bir kontrol

mekanizmasi sunmaktadir.

Ayrica, [9, [10] caligmalarinda, kismi geri besleme kontrolciisii sonrasinda ortaya
cikan sistem dinamigine dogrudan ayrik zamanli kayan kipli kontrol yapisi
uygulanmaktadir. Kismi geri besleme sonrasinda kontrol isareti dogrudan hem arag
hem de sarka¢ dinamigini etkilemektedir. Ancak, bu calismada koordinat doniisiimii
sonrasinda sadece ara¢ dinamigini etkileyen kontrol isareti lizerinden kayan
kipli kontrolcii insa edilmektedir. Onerilen ayrik zamanl koordinat doniisiimii
ile eksik tahrikli araba sarkac¢ sistemi dinamik modeli geri beslemeli formda
ozel bir kaskat dogrusal olmayan sisteme doniismiis olmaktadir. Bu doniisiim,
kontrol yonteminin insasini kolaylastirmakta ve ileri seviyeli ayrik zamanli kontrol
yontemlerinin uygulanabilirligini arttirmaktadir. Sistemin asimptotik kararliligi,
uygun bir aday Lyapunov fonksiyonu ile ispatlanmig ve bu kontrolciiniin etkinligini

ve giivenilirligini artirmaktadir.

Caligsmanin ilerleyen boliimlerinde, araba sarkag sisteminin ve atalet diskli sarkag
sisteminin Euler-Lagrangian formiilasyonu ile sistem dinamiginin elde edilmesi,
Euler yaklagikligi ile elde edilmis sistem dinamiginin tiiretilmesi, ayrik zamanl
kismi geri beslemeli kontrolcii tasarimi ve ayrik zamanlh koordinat doniisiimii ile
kayan kipli kontrolcii yapisinin detayli bir sekilde incelenmesi yer almaktadir.
Bu boliimler, teorik calismalar1 pratik uygulamalarla biitiinlestirmeyi amaglayan
sayisal benzetim caligmalar1 ile desteklenmektedir. ~ Sonug¢ boliimiinde ise,
calismanin bulgular 6zetlenmekte ve gelecekteki akademik calismalar i¢in 6neriler
sunulmaktadir. Bu tez calismasi, kontrol sistemleri alaninda onemli bir katki
sunmakta ve eksik tahrikli dogrusal olmayan sistemlerin kontrolii konusunda yeni

perspektifler agmaktadir.

1.2 Literatiir Ozeti

Eksik tahrikli sistemlerin incelenmesi, dinamik sistemler teorisinin ve kontrol
mithendisliginin karmagik yOnlerini kapsamaktadir. Bu sistemlerin analizi i¢in
daha karmagik matematiksel modellerin ve kontrol stratejilerinin gelistirilmesi
gerekmektedir.  Sistemlerin dogrusal olmayan dinamiklerinin anlagilmasi ve
modellenmesi, bu alanda yapilan aragtirmalarin 6nemli bir noktasi oldugu

literatiirde de ¢okca goriilmektedir.

Araba sarkag sistemi (ASS) ve atalet diskli sarka¢ sistemi (ADS) iki serbestlik
derecesine sahip eksik tahrikli dogrusal olmayan ve literatiirde oldukca fazla ilgi

gormiis olan sistemlerdir. Bu sistemlerde iizerinde fazlaca calismalar yapilmig



olmasi, araba sarka¢ sisteminin, esnek eklemli robotlar [11], mobil robotlar
ve su alti araglar [6, [12] gibi sistemlerin tasarlanmasi siirecinde alt sistemler
olarak kullanilarak test edilebilir onemli sistemler olmasidir. Diger taraftan
atalet diskli sarkag¢ sistemi, eksik tahrikli robot sistemlerine benzetilebilmektedir
[13]. Bu sistemler, cesitli siirekli zamanli/ayrik zamanli ve dogrusal/dogrusal
olmayan kontrol yontemlerinin uygulandig: sistemlerdir. Ayrica, bu sistemler farkli
yontemlerin performansinin 6l¢iildiigli acik problemlere sahip dogrusal olmayan
sistemler olarak tanimlanmaktadir. Literatiirde araba sarka¢ sistemleri {izerine
gerceklestirilmis bazi kontrol yontemleri olarak pasiflik tabanli kontrol [[14], [15],
geri adimlamali kontrol [16], [[17], [18]], uyarlamal1 kontrol [[19]], kayan kipli kontrol
[20], uyarlamal1 bulanik kayan kipli kontrol [21]], hata toleransl kayan kipli kontrol
[22] seklinde siralanmaktadir. Benzer sekilde, literatiirden atalet diskli sarkag
sistemine uygulanan bazi kontrol yontemleri olarak dogrusal olmayan geri besleme
tabanli anahtarlamal1 kontrol [[13]], pasiflik tabanli kontrol [23} [24], siirekli zamanh
ikinci mertebeden kayan kipli kontrol [25], dogrusal olmayan yontemler ile optimal
kontrol [26], geri adimlamal1 kontrol [27]], dual uyarlamal1 yapay sinir ag1 kontrol
[28]], dayanikli kontrol [29] seklinde siralanmaktadir. Giiniimiizde hizla ilerleyen
robotik ve mobilite uygulamalart i¢in bu tiir karmagik sistemlerin modellenmesi ve
kontroli, ilerleyen teknoloji ve artan ihtiyaclarla birlikte, her gecen giin daha da
onemli hale gelmektedir. Yapilan ¢alismalar hem akademik arastirmalar hem de
endiistriyel ¢aligmalar icin 6nemli ve ilgi ¢ekici bir alan olarak giincelliini devam

ettirmektedir.

Bu calismada, ikinci mertebeden bir sinif eksik tahrikli dogrusal olmayan
sistemlerin kontrolii icin araba sarkag sistemi ve atalet diskli sarkag sistemi iizerinde
kullanilan kayan kipli kontrol, kontrol teorisindeki giiclii ve esnek yontemler
arasindadir ve ozellikle dogrusal olmayan ve karmagik sistemlerde kullanilir. Bu
yontemin amaci, sistem dinamigini onceden belirlenmis bir kayan yiizey iizerinde
siirdiirmektir. Bu sayede, sistem davranisinin belirli bir dinamik yol boyunca sabit
tutulmasina imkan verir. Uzerinde yapilan calismalar neticesinde, kayan Kipli
kontrol teorisinin gelistirilmesi, sistemlerin daha etkili bir sekilde kontrol edilmesini
saglamgtir. Ozellikle endiistriyel robotik ve otomasyon sistemlerinde bu kontrol

yontemi, genis uygulama alanlarinda siklikla kullanilarak yer edinmistir.

Eksik tahrikli sistemlerin kontroliinde kayan kipli kontrol yontemi literatiirde
ozellikle ilgilenilmistir [30-33], ¢linkii bu yontem hem dogrusal olmayan sistemler
icin uygulanabilirdir hem de parametrik bozuculara ve dis bozuculara karsi
dayanikli bir kontrol yontemidir. Ancak bahsedilen kontrol yontemleri agirlikli
olarak siirekli zamanda tasarlanmis kontrol yontemleridir. Diger taraftan, bu

yontemlerin uygulanmasinda mikrodenetleyici veya bilgisayar kullanilmaktadir.
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Ayrica, ayrik zamanli kayan kipli kontrolciide sinirli anahtarlama frekansi sayesinde
ayrik zamanh kayan kipli kontrol yontemi, siirekli zamanl kayan kipli kontrolciide
anahtarlama yiizeyinde kontrol isaretinin tutulmasindan kaynaklanan catirdama
problemini ortadan kaldirmaktadir. Bunlar g6z oniinde bulunduruldugunda, kontrol
yonteminin dogrudan ayrik zamanda tasarlanmasi1 daha uygun goriinmektedir. Bir
sinif eksik tahrikli dogrusal olmayan mekanik sistem i¢in ayrik zamanli enerjinin
sekillendirilmesi tabanli kontrol [34, 35], ayrik zamanli geri adimlamali kontrol
(27, 36] ve kararsiz denge noktasinda dogrusallastirilmig sistem dinamigi ile
ayrik zamanli kayan kipli kontrol [37, 38| literatiirde mevcuttur. Bu noktada
belirtilmelidir ki ayrik zamanl kontrolcii tasarimi ile elde edilen kararlilik kogullar
ve kontrolcii kazang degerleri, siirekli zamanli kontrolcii tasarimlari sonrasinda elde
edilen kararlilik kosullar1 ve kontrolcii kazanglart ile farkliliklar gostermektedir.
Kayan kipli kontrolcii tasarimi yanlis yapilandirildiginda fazla catirdama ve hatta

kararsizlik meydana gelebilmektedir [[39].

Kontrol teorisinde siklikla karsilagilan kayan kipli kontrol, dayaniklilig1 ve dogrusal
olmayan sistemlere uyumlulugu ile 6n plana ¢ikmaktadir. Bu yontem, siirekli
ve ayrik zamanli versiyonlariyla, sistem parametrelerindeki belirsizliklerle basa
citkma ve kontrol performansini optimize etme yetenekleriyle taninmaktadir.
Koordinat doniisiimleri ve sistem dogrusallastirmasi, kontrol teorisinde sistemi daha
yonetilebilir bir forma doniistiirmeye yardimci olmaktadir. Ozellikle, karmasik
dogrusal olmayan sistemlerde bu yaklasimlar, kontrolcii tasarimimi kolaylagsmakta

beraber ve sistem performansini da arttirmaktadir.

Bu ¢alismanin ilerleyen boliimlerinde, iki serbestlik derecesine sahip eksik tahrikli
dogrusal olmayan bir sistemin kontrolii ele alinmugstir.  Yeni bir koordinat
doniisiimiine dayali ayrik zamanli kayan kipli kontrolcii tasarimi benimsenmis,
araba sarkac sistemi ve disk sarkag¢ sistemi dinamikleri iizerinde yogunlagilmistir.
Her iki sistem icin Euler yaklasimi kullanilarak ayriklastirilmis modeller elde
edilmis ve ardindan kismi geri besleme kontrolcii yapisi detaylandirilmistir. Takip
eden asamada, kayan kipli kontrolcii yapisi, dogrusal olmayan ayrik zamanli
bir koordinat doniisiimii ile tasarlanmistir. ~ Onerilen kontrol algoritmasinin
etkinligi ve uygulanabilirlifi, benzetim caligmalar1 ile gozlemlenmistir.  Bu
caligmalar, sistemin denge noktasinda kararli kilinmasim saglayacak yontemlerin
geligtirilmesine odaklanmistir. Bu sekilde, tez, hem araba sarkag sistemi hem de
atalet diskli sarkag sistemi tizerine kapsamli bir ¢calisma sunmakta ve bu sistemlerin
dinamiklerini, yeni koordinat doniisiimleri ve ayrik zamanl kayan kipli kontrolcii
tasarimlar1 ile derinlemesine analiz etmektedir. Boylece, eksik tahrikli dogrusal
olmayan sistemlerin kontroliine yonelik literatiirde bir katki saglamakta ve bu alanin

gelecekteki arastirmalarina yon vermeye ¢aligsmaktadir.
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1.3 Hipotez

Bu calisma, iki serbestlik derecesine sahip bir simif eksik tahrikli dogrusal
olmayan sistem olan araba sarka¢ sistemi ve atalet diskli sarkag¢ sistemi iizerine
yogunlagirken, her iki sistemin de karmagsik dinamikleri ve c¢esitli kontrol
stratejilerinin uygulanabilirligi acisindan sagladigi Oonemli arastirma alanlarina
odaklanmaktadir.  Bu sistemler, kontrol teorisinde yaygin olarak kullanilan
modellerdir ve 6zellikle robotik ve otomatik kontrol sistemleri gibi alanlarda etkili
bir sekilde kullanilmistir. Her ikisi de, dinamik dengesi ve kontrol stratejileri
acisindan benzersiz zorluklar sunarak, dogrusal olmayan kontrol teorisinde 6nemli
bir yer tutmaktadir. Her iki sistem i¢in de yeni bir koordinat doniisiimiine dayali
ayrik zamanli kayan kipli kontrolcii tasarimini sunar. Bu yenilik¢i yaklasim,
sistemlerin kismi dogrusallastirilmasini saglayarak, kontrolciilerin daha etkin bir
sekilde tasarlanmasina imkan tanimaktadir. Ozellikle, ayrik zamanli kontrolciilerin
gelistirilmesinde bu yontem, mevcut kontrol stratejilerinin sinirlarini zorlayarak

onemli bir adim temsil etmektedir.

Calismanin bir diger 6nemli noktasi, her iki sistemin ayrik zamanli kontroliinde
stirekli zamanl kontrol yontemlerine kiyasla mikrodenetleyici ve bilgisayar tabanl
uygulamalar i¢in sunulan daha pratik ve etkili ¢oziimlerdir. Ayrik zamanli kayan
kipli kontrol yontemi, ¢atirdama sorununu azaltir ve daha kararli kontrol saglar. Bu
calisma kapsaminda, ileri Euler yontemiyle ayriklastirilan sistem dinamigine dayali

olarak her iki sistem i¢in ayrik zamanl kayan kipli kontrolcii yapisi gelistirilmistir.

Sonug olarak, bu tez, eksik tahrikli dogrusal olmayan sistemlerin kontroliine yonelik
literatiire yeni bir bakis acis1 getirmekte ve gelecek ¢alismalar i¢in saglam bir temel
olusturmaktadir. Araba sarkac ve atalet diskli sarkag¢ sistemlerinin dinamiklerinin
bu yeni koordinat doniisiimleriyle analizi, mevcut yaklasimlar1 zenginlestirmekte ve
daha etkili kontrol stratejilerinin gelistirilmesine imkan tanimaktadir. Bu ¢alisma,
her iki sistem i¢in ayrintili dinamik analiz, kontrol tasarimi ve sayisal benzetim

caligmalarin1 kapsaml bir sekilde icermektedir.
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EKSIK TAHRIKLI MEKANIK SISTEMLERIN
MODELLENMESI

2.1 Mekanik Sistemlerin Euler Lagrange Matematigi Ile
Tanitilmasi

Eksik tahrikli mekanik sistemler, serbestlik dereceleri ile karsilagtirildiginda daha
az kontrol girisine sahip olan dogrusal olmayan sistemler olarak tanimlanmaktadir.
Bu sistemlerin kullanildig1 uygulama alanlar1 deniz, hava ve uzay araclari, hareketli

robotlar ve robotik manipiilatorler gibi cesitli alanlar1 kapsamaktadir [40].

Eksik tahrikli mekanik sistemlerin modellenmesi i¢in Euler-Lagrange yontemi,
bu tiir sistemlerde dinamik davraniglarinin gozlemlenebilmesi i¢in kullanilan
araglardan biridir.  Bu yOntem, sistemin enerji fonksiyonunu (Lagrangian)
tanimlayarak ve bu fonksiyonun varyasyonunu hesaplamasi sonucunda
olugsmaktadir. Elde edilen Euler-Lagrange denklemleri, sistemin nasil hareket
edecegini ifade etmektedir[41]].

Bu boliimde, Euler-Lagrange denklemlerinin kullanimiyla mekanik sistemlerde
hareket denklemlerinin nasil tiiretildigi aciklanmaktadir.  Sistemlerin hareket
denklemleri, Euler-Lagrange denklemleri sayesinde, sistemin toplam enerji
profiline bakilarak elde edilmektedir. Basit mekanik sistemler i¢in, Lagrange
fonksiyonu kinetik ve potansiyel enerjiler arasindaki fark olarak (pozitif yar1 taniml
bir sekilde) ifade edilmektedir. Lagrange fonksiyonu nasil ifade edildigi asagidaki

denklemle gosterilmistir:

L= K(g,0) - V(o) = 5" M(a)i ~ V(q). @.1)

Burada, ¢ = (q1,¢2,q3,---,q,) € @, ifadesi, sistemin n boyutlu konfigiirasyon
manifoldu (Q) igindeki serbestlik derecesini temsil eden vektoriinii ifade

etmektedir. K (q,§) mekanik yapmn kinetik enerjisini ifade eden fonksiyon,



V' (q) mekanik yapinin potansiyel enerjisi ve M(q) € R™" atalet matrisi olarak
tanimlanmaktadir. Bu baglamda, mekanik sistemin hareket denklemlerini tiiretmek
icin Euler-Lagrange denklemleri su sekilde formiile edilmektedir:

doL oL

————— =17, 1=1{1,2,3,...,n}. 2.2

dt 0¢  Oq T 1= n} 2:2)
Denklem (2.2) icerisinde 7 € R™ terimi, sistem iizerine etki eden kontrol girislerini,
ya da bagka bir deyisle, sisteme disaridan uygulanan girisleri temsil etmektedir.
Bu 7 vektorii, genellikle genellestirilmis kuvvet vektorii olarak adlandirilir. Bu
tanimlamalara dayanarak, mekanik kontrol sisteminin matris formiilasyonu asagida

sunulmustur:

M(q)i+C(q,4)q +G(q) = F(1). (2.3)

Denklem (2.3)’te, M(q) € R™ ™ atalet matrisini ifade etmektedir. C(q, ) € R"*"
ise, Coriolis ve merkezcil kuvvetlerini ifade eden matrisi, G(q) € R™ vektorii ise
yercekimini gosteren vektorii temsil etmektedir. Burada, 7 terimi m boyutunda
kontrol giriglerini, F € R™™ m < n , ise giris matrisini belirtmektedir. M
ve C' matrisleri arasinda, M(q) — 2C(g¢, ¢) matrisinin ters simetrik yapida olmasi
nedeniyle kaynaklanmis bir baginti bulunmaktadir. Diger bir ifadeyle, M matrisi
simetrik oldugundan M(q) = C(q,¢) + CT(q,q) iliskisi gegerlidir. Bir diger
husus da M (q) nun en kiigitk 6zdegeri A, en bilyiik 6zdegeri A, ise, I,xn, 1 X 1

boyutunda bir birim matris olacak sekilde,

ifadesini verilen kosul altinda tiim ¢ € R" garanti etmektedir.

Euler-Lagrange denklemleri, mekanik sistemlerin analizinde ve kontroliinde
onemli bir yere sahiptir ve bu sistemlerin tasarimi ve analizinde anlagilmasina
yardimci olmaktadir. Bu denklemler, temel olarak enerji prensibine dayanir ve
Newton mekanigine bir alternatif olarak, daha ¢ok Lagrange mekanigi temelinde
olusturulmaktadir. Ozellikle yiiksek dereceli sistemlerde, hareket denklemlerini
yazmak i¢in kullanilmaktadir. Mekanik sistemlerin kontroliinde, Euler-Lagrange
denklemleri sistemin davranisimi ve kontrol girislerine nasil tepki verecegini
anlamak icin kullanilmaktadir. Bu sistemlerde, tiim serbestlik dereceleri iizerinde
dogrudan kontrol saglamak miimkiin olmadigindan, gelismis matematiksel ve
fiziksel modellerin kullanim1 gereklidir. Bu baglamda, Euler-Lagrange denklemleri,
sistemlerin dinamik davramiglarini agiklayarak bu sistemlerin modellemesinde
temel bir rol oynar. Sistemlerin fiziksel prensiplerine dayali dinamik modelleri

saglayarak, karmagsik sistemlerin analiz ve kontroliinde etkin ¢oziimler sunar.



Bu durum, robotik ve otomatik kontrol sistemleri gibi alanlarda biiyilk 6nem

tasimaktadir.

2.2 Eksik Tahrikli Mekanik Sistemlerin Modellenmesi

Eksik tahrikli dogrusal olmayan sistemlerde, bazi serbestlik dereceleri iizerinde
dogrudan kontrol saglanamaz. Bu durum, sistemin davranisim1 karmasiklastirarak
ve kontrol stratejilerinin gelistirilmesini zorunlu kilar. Euler-Lagrange denklemleri,
bu tiir sistemlerin dogrusal olmayan dinamiklerini anlamak ve modellemek icin
kullanilir.  Ozellikle, sistemdeki eksik kontrol mekanizmalarinin etkilerini ve
sistemin dogal dinamiklerini detayli bir sekilde incelemek icin yararlidir. Bu
yaklagim, eksik tahrikli sistemlerin daha etkin bir sekilde kontrol edilmesine ve
yonetilmesine olanak tanir. Mekanik sistemin hareket denklemlerini tiiretmek icin
olusturulan Euler-Lagrange denklem matrisine bakildiginda, eger (2.3) numarali
sistemde F matrisinin riitbesi rank(F) = m ve bu deger m<n = dim(Q)’den
kiiciikse, bu durumda sistem, eksik tahrikli olarak adlandirilmaktadir. Eksik
tahrikli sistemlerde, eyleyici sayis1 m, sistemin serbestlik derecesi olan n’den azdir.
Bu tiir sistemlerin geri besleme yoluyla tamamen dogrusallastirilmasi miimkiin

olmamaktadir.

Eksik tahrikli mekanik sistemlerde, F = (0,1,,)" seklinde bir giris matrisi
belirlendiginde, n—m adet denklem eksik tahrikli alt sistemi, kalan m adet denklem
ise tahrikli alt sistemi olusturmaktadir. Eksik tahrikli sistemlerin, tam geri besleme
ile dogrusallastirilmasi gerceklesmez, ancak kismi dogrusallagtirma miimkiindiir.

Buna ragmen, sistem dogrusal olmayan terimler icermeye devam etmektedir.

Euler-Lagrange denklemleri eksik tahrikli sistemler icin

d oL 0L

—_—— — —— 2'
dt 8q1 aql x ( 5)
d oL oL

—_—— — —— T 2.
ditdg  og (25)

seklinde iki boliim olarak ifade edilmektedir. Burada 7, = 0 olmasi, sistemin eksik

tahrikli olugunu belirtmektedir. Boyle bir durumda, denklem sistemi

m11(q)G1 + mia2(q)de + hi(q, 4) = 0, 2.7)
mai1(q)Gr + mae2(q)do + ha(gq, ¢) = T2 (2.8)

olarak tanimlanmaktadir. Burada h; ve ho, Coriolis, merkezka¢ ve yercekimi



etkilerini temsil etmektedir. Genellikle bu sistemlerde, kontrol girisi

7 = a(q)u+ B(q,q) (2.9)

seklinde belirlenmektedir. Burada, a(q) = ha(q,q) — ma(q)mii (¢)hi(q,q) ve
B(q,q) = (maz(q) — mai(q)my(g)mia(q))u olarak ifade edilir. Bu durumda,

sistem kismen dogrusal hale getirilir ve denklemler

G = —mii (@)l (a. 4) — mii' (@)mz(q)u, (2.10)
G2 =1u (2.11)
seklinde diizenlenmektedir. Eger 21 = q1,20 = ¢1,23 = @2,24 = ¢ olarak

tanimlanirsa, sistem

2 = 29, (2.12)
29 = fo(z1,23) + go(21)u, (2.13)
Z3 = 2, (2.14)
Za=u (2.15)
olarak ifade edilmektedir. — Burada, fy(z1,23) = —mi(z1)hi(z1,23) ve
go(z1) = —m(21)m12(21) olarak tanimlanir. Bu ifadelerle, sistemin diferansiyel

denklemleri birinci tiirev seviyesinde elde edilir. Sistemde, u giris sinyali hem
(21, z9) alt sistemine hem de (z3,24) alt sistemine etki eder. Eger sistem, z =

(21, 22, 23, 24) seklinde tamimlanirsa,
Z=f(2) +g(2)u (2.16)

olarak ifade edilebilmektedir. Boylece, dinamik sistem erisilebilir ve kontrol
edilebilir bir yapitya doniigmektedir. Literatiirde siklikla, (z7,z;) alt sistemine
etki eden ayni kontrol isaretinden kaynaklanan problem, bahsedilen koordinat
doniislimii ile ortadan kaldirilir ve sistem diferansiyel esitliklerinde tek bir kontrol

isareti kalmaktadir.
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KISMI GERIBESLEME ILE
DOGRUSALLASTIRMA VE AYRIK ZAMANLI
KAYAN KIiPLI KONTROLCU TASARIMI

3.1 Kismi Geribesleme ile Dogrusallastirma

Ayrik zamanli kayan kipli kontrolcii yontemi, 6zellikle eksik tahrikli ve dinamik
yapist karmasik sistemler i¢in uygulanan bir dogrusal olmayan kontrol yontemidir.
Bu yontemde, sistemlerin sadece belirli boliimlerini hedef alarak yapilan kismi
dogrusallastirma, kontrolcii tasarimini basitlestirir[42]. Kismi dogrusallagtirma ile
yapilan bu iglem, sistemin dogal davraniglarini koruyarak etkili bir kontrol imkani
sunar ve kontrolciiniin modelleme ve tasariminda esneklik saglar. Karmasikligi
yiiksek veya dogrusal olmayan sistemlerde, kontrolciiniin performansini artirir.
Tasarlanan kontrolcii, sistem durumunu belirli bir kayan yiizey iizerinde tutar ve
bu ylizey, sistem dinamigini istenen bir davranmisa yonlendirir. Sadece kontrol
etmek istenen yerden geri besleme alinir, bu da kontrolciiniin bdylece daha
etkili calismasi saglar. Kismi dogrusallastirma sayesinde, kontrolcii sisteme
daha hassas ve etkili bir sekilde miidahale edebilir. Ayrik zamanli kayan mod
kontrolciileri, dijital kontrol sistemleri i¢in idealdir ve mikrodenetleyici veya
bilgisayar tabanli uygulamalarla entegrasyonu kolaydir, bu da ger¢cek zamanh

kontrol uygulamalar i¢in biiyiik bir avantajdir.

Bu yontemin temel amaci, karmagik dogrusal olmayan sistemleri, belirli
yonlerden yonetilebilir ve analiz edilebilir hale getirmektir. Dogrusal olmayan
sistemlerin karmasiklig1, girdi ve ¢ikti arasindaki iligkilerin dogrusal olmamasindan
kaynaklanir. Kismi geri besleme dogrusallastirma, bu zorlugu asarak, kontrol ve

analiz siireclerini kolaylastirmaktadir.

Kismi geri besleme dogrusallastirma siireci, sistemin matematiksel modelinin
tanimlanmasini, dogrusallastirilacak ciktilarin se¢imini, geri besleme kontrol

kuralinin tasarimini ve sistemin dogrusallastirilmasini icermektedir.
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Ornek olarak, ilerleyen boliimlerde incelenecek araba sarkag sistemi ve atalet diskli
sarka¢ sistemi iizerinde uygulanmis bu yaklagim, sistemin dogrusallastirilmasini
saglar. Bu yontem ile araba sarkac sistemi ve atalet diskli sarkag sistemi iizerinde

uygulayarak sistemin dogrusallastirilmasi yapilacaktir.

Araba sarka¢ sistemini durum uzay gosterimine gecirmek i¢in 2, = ¢1,20 =

q1, 23 = (o, Z4 = @ olarak tanimlanirsa,

,’/5’1 = 29
mllz"g + m1224 + hl =0
Z"g, = Z4

m2122 + m2224 + h2 = T3 (31)

denklem sistemi elde edilmektedir. Sistem (3.I)’e (3.2) ile verilen ileri Euler

metodu

5 o zi(h + 1%— zi(h) i=1{1,2,3,4} (3.2)

burada h 6rnekleme indeksi olmak iizere uygulanirsa

z3(h) + Tz4(h) (3.3)

I N
w =
—~
> S
+
—_ =
~— ~—
i

veE

zo(h+ 1) — z3(h) zg(h+ 1) — z4(h)

mll(h) T +m12(h) T
+hi(h) =0 (3.4)
Zg(h + ].) — ZQ(h) Z4(h + ]_) — Z4<h)
m21(h) T +m22(h) T
+ hg(h) = T2 (35)

elde edilmektedir. (3.4) esitligi, (2o(h + 1) — z2(h))/T ile diizenlenirse ve

7a(h) = —magy (h)miy (h)hi(h) + ha(h) + (maa(h)
— mar(R)ymy! (R)ymaa(h))(u(h) — z4(h)) (3.6)
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olarak verilirse,

z1(h+ 1) = z1(h) + T2 (h), (3.7)
zo(h + 1) = 23(h) — Tmi}mia(u — z4(h)) — Tmi hy, (3.8)
z3(h + 1) = z3(h) + Tz4(h), (3.9)
z4(h+1) = (1 =T)z4(h) + Tu(h) (3.10)

biciminde kismi dogrusallastirilmis ayrik zamanli sistem dinami8i elde
edilmektedir.  Eksik tahrikli dinamik sistemler kismi olarak dogrusal hale
getirilebilmektedirler. Ancak, tasarlanan kontrol girisi u(h) birden fazla
sistem diferansiyel denklemde goriilmektedir. Bu calismada, bu problemin
istesinden gelebilmek i¢in bir sonraki baslikta ayrik zamanl koordinat doniistimii

onerilmektedir.

3.2 Kayan Kipli Kontrolcii Tasarim

3.2.1 Kayan Kipli Kontrol Yaklagimi

Bu kontrolcii yonteminde, tasarim siireci sistemin dinamiginin arzu edilen
belirlenmis bir kayma ylizeyine getirilerek istenilen durumlarda tutulmaya
calisilmasi tizerinedir. Dogrusal olmayan sistemlerde kullanilacak olan kayan kipli
kontrol tasarimin amaci, istenilen yoriingeye vararak bozucu etkilerin azalmasi
ve devaminda belirli bir yoriingede ayni davranisi tekrar etmesi olarak ifade
edilmektedir. Bu ¢alismanin, literatiirde incelenmis ve bu konu iizerinde yapilmig
calismalardan farki, tabanl ayrik zamanli kayan kipli kontrol tasariminda koordinat
doniisiimii yaklagiminin kullanilmasidir. Bu yaklagimla genellikle bu kontrolciiniin
uygulama alanlarinda sik¢a goriilen catirdama probleminin azaltilmasina katki
saglamaktadir. Bu sayede, catirdama problemine sebep olan ani degisimlerin
engellenmesi ve daha uygun kontrol yiizeyinin belirlenmesi saglanir. Kontrolcii
tasariminda kullanilan koordinat doniisiimii yaklasimi, sistemin davraniglarini
dogrusallagtirmasina ve kontrol edilebilir hale getirmesine katkida bulunmaktadir.

Bu da, istenmeyen catirt1 etkilerinin azalmasina yardimci olmaktadir.

Calismanin bir sonraki boliimiinde yer alan koordinat doniigiimii yaklagimi,
dogrusal olmayan sistemlerin dinamiklerini daha anlasilir hale getirmekte ve
uygulanan kontrol yapisina uyumlu olmasini saglamaktadir. Sistemlerin yiiksek
dereceli ve karmagik yapilarina kargin, bu yaklagimla kontrolcii etkinliginin ve

sistem modellemesinin daha basarili olmasina yardimci olmaktadir.

Sistemlerin durum geri besleme kontrol yonteminin daha basarili olmasi, durum
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degiskenlerinin doniistiiriilmesiyle olur.  Hizli tepki veren ve hassas kontrol
gerektiren mekanik sistemlerde kontrolcii tasarimi i¢in kontrol sinyallerini arzu

edilen etkinlikte olusturur.

Koordinat doniisiimiiyle tasarlanmig kayan kipli kontrolciiniin etkinligi, alt
sistemler olarak kullanilan ara¢ sarka¢ ve atalet diskli sarkag¢ sistemleri iizerinde
uygulanmisg ve bu sistemlerin giirbiizliik 6zelligini artirirken, catirdama probleminin
etkilerini azaltmaktadir. Her kontrol sistemi benzersiz oldugu i¢in, bu yonetimin
sistemlere uygulanabilirligi ve basarisi, kontrol ihtiyaclarina ve sistem 6zelliklerine

gore degisiklik gosterebilmektedir.

Kontrol sistemlerinde kullanilan kayan kipli kontrol, sistemi istenilen durumda
tutmak icin sik ve ani kontrol isaretleri iiretir. Bu yOntem, sistemin durumlarim
belirli bir kayma yiizeyi iizerinde tutmay1 hedefler. Ancak, sistemin durumlar1 bu
yiizeyden sapma egiliminde oldugunda, kontrol sistemi hizli ve ani tepkiler vererek
durumlar tekrar yiizeye ¢cekmeye calisir. Bu siire¢, "catirti" (chattering) olarak

adlandirilir ve sinirsiz frekansli, ani yon degisimleri icermektedir.

Ozellikle hizli hareket eden mekanik sistemlerde, ¢atirdama probleminin ortadan
kaldirilmas1 kontrol tasarimi basarisini ortaya koymaktadir. Bu tiir sistemlerde
kontrolcii, ani kontrol isaretleri tireterek mekanik sistemlerin hareketli pargalarina
zarar verebilmekte ve bu yiizden bu tiir sistemlerde uygun bir kontrol yontemi
olmayabilmektedir. Mekanik sistemlerde catirdama problemini ortadan kaldirmak
icin filtreleme, siireksiz yaklasim, doyma fonksiyonu ve bulanik kontrol gibi bazi
yontemler kullanilabilmektedir. Bu yontemler, kontrolciiniin etkinligini azaltarak
kayan kipli kontrol sisteminin giirbiizliik 6zelligini azaltabilmektedir. Bu ozellik,
genellikle kontrol sisteminin ¢esitli dis etkenler ve belirsizliklerden etkilenmesini
engelleme yetenegidir. Bu nedenle, kayan kipli kontrol uygulanan mekanik
sistemler i¢in ¢catirdamay1 azaltmak i¢in dengeli bir yaklasim gerekmektedir. Bu
yaklagimin amaci, sistemin giirbiizliigiinii ve performansin1 korurken ayni zamanda

catirdama probleminin olumsuz etkilerini de azaltmay1 amaclamaktadir.

3.2.2 Kayan Kipli Kontrolde Kayma Yiizeyi

Kayan kipli kontrol tasariminda, sistemin arzu edilen dinamik davranisi, kayma
yiizeyi S(h) olarak tanimlanan bir matematiksel gosterim ile ifade edilir. Kayma
yiizeyi, durum degiskenlerinin bir fonksiyonu olarak tanimlanir. Bir ayrik zamanh

sistem icin kayma ylizeyi su sekilde gosterilir:

S(h) = Cz(h). (3.11)
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Burada C bir tasarim matrisini temsil eder ve z(h) sistem durumunu gosterir.

Bu yaklasimda, hedeflenen kontrol etkinligini saglamak icin sistem davranisi,
yonlendirilen durum degiskeni fonksiyonudur. Sistemde hata dinamiklerinin
temel amaci, hedeflenen durumla gergek durum arasindaki farkin zamanla
minimum degere getirilmesidir. Bu, kayma ylizeyi tanimiyla uyumlu olarak,
sistem performansini optimize etmek ve istenen kontrol etkinligine ulagmak i¢in

kullanilmaktadir.

Kayan kipli kontrol yonteminde, sistem dinamikleri kayma yiizeyine ulastifinda
kayma ylizeyi iizerinde kayma hareketi yaparak hedeflenen davranisi sergiler.
Tasarlanan kontrolcii, sistemi bu yiizey iizerinde tutmak i¢in siirekli sinyal iiretir.
Siirekli tekrarlanan bu siire¢, sistemdeki belirsizlikleri ve dis etkileri ortadan
kaldirarak kontrol sistemini giirbiiz hale getirir ve sistemin kayma yiizeyinde,

bozucu etkilere karg1 dayanikli bir davranis gostermektedir.

3.2.3 Kontrol Kurah

Kayan kipli kontrol yonteminde, kontrol sinyali sistemin davranisim kayma
ylizeyinde tutmak i¢in kullanilmaktadir. Kontrol kurali asagidaki denklemle ifade
edilir:

u(h) = —Ksgn(S(h)). (3.12)

K ifadesi, kazan¢g matrisi olarak tamimlanir ve sgn isareti ise, sistemin
kayma yiizeyindeki durumuna gore kontrol isaretinin yoniinii belirlemek icin
kullanilmaktadir. Ayrik zamanh kayan kipli kontrol sisteminde kontrol kurali,
sistem kontrol sinyallerini belirli araliklarda uygulayarak kayma yiizeyine ulasmay1
amaclamaktadir. Kayma ylizeyine ulastiktan sonra bu yiizey ilizerinde kalarak
sistemi stabil hale getirir. Ayrik zamanl sistemlerde kontrol kurali, genellikle
sistem dinamigine ve kayma yiizeyine bagl olarak belirlenir ve her dongiide bu
tekrarlanmaya devam eder. Bu da, siirekli zamanli sistemlerden farkli olarak, belirli

zaman araliklarinda kontrol sinyali tireterek gerceklesmektedir.

Ayrik zamanli kayan kipli kontrol tasariminda kontrol sinyallerinin iiretilmesi
siklig1, sistem performansinda degisiklikler gosterir. Uretilen kontrol sinyali siklig1
daha 1yi kontrolcii etkinligi saglar. Ayrik zamanli kayan kipli kontrolde, kontrol
kuralimin tasarimi ve etkinligi mikrodenetleyiciler ve dijital kontrol cihazlarinin

yetkinligine baglidir.

Sonug olarak, bu tip kontrol tasarimlarinda kontrol kuralinin etkin tasarlanmasi ve

sistem dinamiklerinin davraniglarinin iyi analiz edilmesi gerekir. Bu tiir sistemler,
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modern kontrol uygulamalarinda yaygin olarak goriilmekte olup, kontrol kuralinin

dogru belirlenmesi, sistem performansi agisindan kritik oneme sahiptir.

3.2.4 Kararhhk Analizi
3.2.4.1 Asimptotik Kararhhk

Ayrik zamanli kayan kipli kontrol tasariminda asimptotik kararlilik durumunun
incelenmesi, kontrol tasariminin performansini degerlendirme agisindan 6nemli
arz etmektedir. Eger sistem asimptotik kararli ise, zamanla kayma ylizeyine
yakinsayacaginmi gosteren parametrelerden biridir. Sistemin asimptotik kararli olup
olmadiginin bakilmasi, bir kontrol sisteminin genel davranigim gosteren kavram
olmasi nedeniyle Onemlidir. Ayrik zamanli kayan kipli kontrol sistemlerinin
kararlilik analizinde asimptotik kararlilik, sistem durumlarinin zaman icerisinde
belirli istenilen optimum yere yakinsamasini gostermektedir. Bdoylece sistemin
hatalarinin zamanla sifira yaklasacagi manasina gelir ve ideal olarak dinamik
sistemin kalici denge noktasinda kalarak kontrol tasarimi istikrarli bir duruma

ulastirir.

Asimptotik  kararlilik degerlendirmesi, genellikle Lyapunov’un dogrudan
metodunda yapilmaktadir. Burada icin secilen Lyapunov fonksiyonu ve bu
fonksiyonun tiirevi incelenir. Eger bu fonksiyonun tiirevi belirli bir denge noktasi
etrafinda siirekli olarak negatif ise, sistemin o noktada asimptotik kararli oldugu
sOylenir. Bu da, sistem durumlarinin o noktaya yakinsamadigin ve kalic1 oldugunu

ifade eden bir yontemdir.

Ayrik zamanh kayan kipli kontrol tasariminda Lyapunov yontemi kullanildiginda,
sistem analizini yapilmasinda, asimptotik kararlilik i¢in yeterli kosullarin olup
olmadigimi kontrol etmek, bu yoOntemin basaris1 i¢in temel noktadir.  Bu
nedenle, Lyapunov fonksiyonunun ve onun tiirevinin uygun sekilde tanimlanmasi
gerekmektedir.  Siirekli zamanli sistemlerden farkli olarak, ayrik zamanli

sistemlerde uygun Lyapunov fonksiyonu se¢imi énemli yer tutar.

Asimptotik kararlilik, ayrik zamanlhi kayan kipli kontrol sistemlerinin tasarimi
ve analizi sirasinda, sistemin uzun siireli performansini ve giivenilirligini
degerlendirmede kritik bir rol oynar. Bu analiz, sistemin belirli bir kontrol stratejisi
altinda istenen davranislari sergileyip sergilemeyecegini ve bu davranislarin zaman
icinde korunup korunmayacagini anlamak i¢in kullanilir. Bu nedenle, asimptotik
kararlilik, hem teorik modelleme hem de pratik uygulamalarda temel bir odak

noktasidir.
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3.2.4.2 Lyapunov Yontemi

Kararlilik analizi genellikle Lyapunov yontemi kullanilarak yapilir. Bir Lyapunov
aday fonksiyonu V'(h) segilir ve bu fonksiyonun zamanla azaldidin1 gostermek

gerekir. Tipik olarak, V' (h) fonksiyonu su sekilde secilir:
V(h) = S(h)% (3.13)

Eger V(h + 1) — V(h) < 0 ise, sistem kararlidir. Lyapunov’un dogrudan metodu,
kararlilik analizinde en yaygin kullanilan yontemlerden biridir. Bu yontem, bir
Lyapunov fonksiyonu secilerek sistemin enerjisini veya performansini temsil eden
bir skalar fonksiyon iizerinden sistem kararliligini analiz eder. Eger bu fonksiyonun

tiirevi, zaman i¢inde negatif ya da sifir kaliyorsa, sistem kararl kabul edilir.

3.2.4.3 Tasarim

Kayan kipli kontrol tasarimi, dogrusal olmayan ve belirsizlik iceren sistemler
icin kullanilan giirbiiz bir kontrol metodudur. Bu metod, sistemin durumunu
onceden belirlenmis bir kayan yiizey {izerinde tutarak, istenilen yoriingeye
zorlama prensibine dayanir. Tasarim siireci, kayma yiizeyinin ve kontrolciiniin
tasartmuini igerir. Tasarim agamasininda kullanilan kayma yiizeyi kavrami, sistemin
hedeflenen kapali sistem cevabina gore, durum uzayinda kok yerlestirme metodu
kullanilarak tasarlanir. Bir diger asama ise, Lyapunov kararlilik teoremiyle
kontrol sinyali elde edilmesidir. Uygulanan sistemi ylizeye ulastirmaya c¢alisir
ve ylizey lizerinde tutmasi, Lyapunov kayma kosulu aracigiyla olusur. Sistemin
kararlhilik durumu secilen kararh yiizey ve kayma kosulu yani Lyapunov kararlilik
teoremi ile gerceklesmis olur. Ulasma kipi temel olarak, kontrol dinamiginin
sistem parametrelerine bagli oldugu soylenir ve kayma Kkipi i¢in ise sistemin
dinamigi tasarlanan ylizey parametrelerince belirlendigi soylenebilir. Kayan kipli
kontrolde giirbiizliik 6zelligi kayma kipinde gecerli olur. Kayan ylizey, sistem
dinamigini istenilen sekilde yoOnlendirmek icin tasarlanan ve genellikle sistem
durum degiskenlerinin bir fonksiyonu olarak ifade edilen bir yiizeydir. Bu
yiizey, tipik olarak S(z) = Cu seklinde tamimlanir, burada C' matrisi yiizeyin

parametrelerini belirler ve x sistem durum vektoriidiir.

Kontrolcii tasariminda ana hedef, sistemi kayma yiizeyine ¢cekmek ve bu yiizeyde
tutmaktir. Kontrol sinyali, genellikle u = —K - sgn(S(z)) formunda tasarlanir,
burada K kontrol kazancini temsil eder ve sgn isaret fonksiyonudur. Bu fonksiyon,

sistem durumunu hizla kayma yiizeyine getirir.

Kontrolciiniin tasarlandig1 bu siirecte, sistem dinamigi kayma yiizeyine ulastiginda
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incelenir ve bu modda, sistem davranisi yalnizca kayma yiizeyi tarafindan belirlenir.
Sistemin kararliligi, genellikle Lyapunov teorisine dayali bir yaklasimla analiz
edilir. Secilen bir Lyapunov fonksiyonunun siirekli azalmasi veya sabit kalmasi,

sistemin kayma yiizeyi lizerinde kalacagini ve bdylece kararli olacagini kanitlar.

Tasarlanan kontrol stratejisinin etkinligi ve uygulanabilirligi, simiilasyonlar ve
gercek zamanli olarak fiziki sistem testleri ile degerlendirilir. ~Bu yOntem,
belirsizliklerin ve dogrusal olmayan etkilerin baskin oldugu sistemlerde etkili olup,
kontrolciiniin giirbiiz yapisi sayesinde dig etkilere ve sistem parametrelerindeki
degisikliklere kars1 dayanikli bir kontrol saglar. Bu yaklasim, sistem performansini

ve kararliligin1 optimize ederken kontrolciiniin etkinligini ve saglamligini da artirir.
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4

KOORDINAT DONUSUMU

4.1 Genel Koordinat Doniisiimii

Iki serbestlik dereceli eksik tahrikli sistemler icin koordinat doniisiimiiniin
kullanilmasindaki temel amag, sistemin dinamiklerini daha yonetilebilir bir hale

doniistiirmeye yardimei olmasidir.

Bu tez calismasinda kullanilan modellerden, araba sarka¢ sistemi, bir arag
tizerinde bulunan bir sarkactan olusur. Bu sistem, arac1 konumu kontrol
edilebilirken, sarkacin konumu dogrudan kontrol edilemez ve aracin hareketi
sarkac1 etkilemektedir. Atalet diskli sarka¢ sistemi, ucuna bir disk takilmig bir
sarkactan olusur. Diskin doniisii kontrol edilebilirken, sarkacin pozisyonu dogrudan
kontrol edilemez. Her iki sistem i¢in koordinat doniisiimii, kontrol edilebilir
ve kontrol edilemeyen bilesenleri daha net bir sekilde ayirmaya fayda saglar ve
bu da kontrol stratejisinin gelistirilmesine yardimci1 olmaktadir. Ozellikle, atalet
diskli sarka¢ sisteminde, disk tarafindan uygulanan torkun sarkacin hareketini
nasil etkiledigini daha iyi anlamamiza olanak tanir. Araba sarkac sisteminde
ise, aracin hareketinin sarkacin dinamigine nasil etki ettigi daha acik hale
gelmektedir. Bu doniisiimler, kontrol stratejisinin tasarimini ve uygulanmasini
kolaylastirmaktadir([27, |43]].

Koordinat doniigiimii yaklagimi, ayrik zamanli sistemlerde, siirekli zamanl
sistemlere uygulanan koordinat doniisiimiine benzer bir yaklagimi temel almaktadr.
Ancak zamana bagli olarak gerceklesen de8isimler ayrik zaman adimlarina gore
olusturulur. Siirekli zamanli sistemlere uygulanan koordinat doniisiimii yaklagimu,
sistem dinamiklerini yeni bir durum uzayina doniistiirmek i¢in kullanilirken, ayrik

zamanh sistemlerde ayrik adimlar seklinde bu doniisiim gerceklesmektedir.
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4.2 1Kki Serbestlik Dereceli Eksik Tahrikli Sistemlerde Koordi-

nat Doniisiimii

Iki serbestlik dereceli eksik tahrikli dogrusal olmayan sistemlerin koordinat
doniistimii tabanli kontrolcii tasarimi yapilirken sistemin dinamiklerini daha basit
bir formda ifade etmek, daha etkili bir sonu¢ almada ve karmasiklig1 azaltmaya
yardimc1 olmaktadir. Bu tiir sistemlerde, tiim durum degiskenleri dogrudan kontrol
edilemez ve bu nedenle, doniisiim fonksiyonu 7" bu kisitlamalar1 dikkate alacak

sekilde tasarlanmalidir.

Siirekli zamanli ve ayrik zamanl sistemlerde koordinat doniisiimii yaklagimlarina
bakildiginda; siirekli zamanl bir sistemde koordinat doniisiimleri asagidaki gibi
ifade edilmektedir:

T = f(z,u) 4.1)
z="T(x) (4.2)
zZ= %T(:c) =T (x) =T (x)f(x,u). 4.3)

Burada, = sistem durumunu, u kontrol girigini, f(-) sistem dinamiklerini, ve 7'(+)

koordinat doniisiim fonksiyonunu gostermektedir.

Ayrik zamanli sistemlere bakildiginda sisteme ait koordinat doniisiimii asagidaki
sekilde ifade edilmektedir.

Ty1 = [ (@k, up) (4.4)
Zk+1 = T((L’k_H) = T(f(ZL‘k, uk)) (46)

Siirekli zamanin siirekli bir degisim siirecini ifade etmesi ve ayrik zamanin ise belirli
zaman adimlarinda durum degisikliklerini ele almasi olarak tamimlanmaktadir.
Ayrik zamanl sistemlerde, 6zellikle dijital kontrol uygulamalarinda veya sayisal
simiilasyonlarda kullanilirken, siirekli zaman daha cok analitik caligmalarda
ve siirekli sistemlerin modellenmesinde tercih edilmektedir.  Ayrik zamanlh
koordinat doniisiimii, zaman adimlar1 arasindaki durum gegislerini modellemek
icin tasarlanmaktadir. Ayrik zamanli sistemlerde, koordinat doniisiimii her adimda

uygulanmaktadir ve sistem durumu bu doniisiim {izerinden bir sonraki adima
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taginmaktadir. Bu, siirekli zamanli sistemlerdeki anlik tiirev yerine, ayrik adimlarda
giincellenen bir durum manasina gelmektedir. Siirekli zamanli doniisiim, zamanin
stirekli bir akist i¢indeki durum degisimlerini anlamak i¢in kullanilmaktadir. Bu
temel fark, ayrik zamanl sistemlerin analizi ve kontroli i¢in 6zel yontemlerin

gelistirilmesini gerektirmektedir.

Koordinat doniisiimii, eksik tahrikli mekanik sistemlerin analizinde ve kontroliinde
kullanilan 6nemli bir aractir. Bu doniisiim, sistemin dinamiklerini daha anlasilir ve
kontrol edilebilir bir forma doniistiirmeyi amaglar. Kontrolcii tasarimini ve sistem
analizini kolaylastirir. Sistem dinamiklerinin daha derinlemesine anlasilmasini
saglar ve kontrol stratejilerinin etkin bir sekilde gelistirilmesine olanak tanir.
Koordinat doniisiimii, mekanik sistemlerin analizi ve kontrolii i¢in 6zellikle eksik
tahrikli sistemler lizerinde, bu doniisiimlerin yeniden tasarlanmasi ve optimize
edilmesiyle sistemin performansini maksimize etmekte kullanilan bir yaklagimdir.
Calismada, bir smif eksik tahrikli dogrusal olmayan mekanik sistem igin ayrik
zamanl koordinat doniigiimii tabanl kayan kipli kontrol tasarim yapilirken yapilan

yeni koordinat doniigiimii;

(g, pr) yeni koordinatlar temsil etmek iizere

qr(h) =myi(h — 1)z1(h) + mia(h — 1)z4(h — 1) 4.7)

seklinde ayrik zamanli bir koordinat doniistimii onerilmektedir. Burada onerilen
dogrusal olmayan koordinat doniisiimii [27] calismasinda Onerilen koordinat
doniisiimiiniin oldukg¢a basitlestirilmis halidir. ¢1(h) = —mya(h — 1)24(h —
1), p2(h) = —Thy(h — 1) olmak iizere, (4.7)- denklemlerinin bir 6rnekleme

zamani sonrasindaki dinamigi

¢ (h+ 1) =q.(h) + pr(h) + ¢1(h) 4.9)

olarak hesaplanmaktadir. Bu doniisiim sonrasinda, (3.7)-(3.10) denklem grubu

¢-(h + 1) =q.(h) + p.(h) + ¢1(h) (4.11)
pr(h+ 1) =p,.(h) + ¢2(h) (4.12)
z3(h + 1) =z3(h) + Tz4(h) (4.13)
zg(h+ 1) =(1 = T)z4(h) + Tu(h) 4.14)

halini almaktadir.
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Literatiirdeki caligmalarda, kismi geri besleme sonrasinda kontrol isareti dogrudan
hem ara¢ ve disk hem de sarka¢ dinamigini etkilemektedir. Ancak, bu ¢alismada
koordinat doniisiimii sonrasinda sadece ara¢ ve disk dinamigini etkileyen kontrol
isareti lizerinden kayan kipli kontrolcii insa edilmektedir. Onerilen ayrik zamanl
koordinat doniisiimii ile eksik tahrikli sistem, dinamik modeli geri beslemeli formda
Ozel bir kaskat dogrusal olmayan sisteme doniismiis olmaktadir. Bu doniisiim,
kontrol yonteminin insasini kolaylastirmakta ve ileri seviyeli ayrik zamanl kontrol
yontemlerinin uygulanabilirlifini arttirmaktadir. Bahsedilen avantajlar ilerleyen

basliklarda verilen boliimlerde incelenmektedir.
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ARABA SARKAC SISTEM UYGULAMASI

5.1 Araba Sarkag Sisteminin Denklemlerinin Elde Edilmesi

Araba sarkac sisteminde, araba ile yatay kuvvetler elde edilerek, sarkaci iist noktada
kararli kilinmasin1 veya yukar1 kaldirilmasini hedeflemektedir. Sekil ile araba
sarkag sistemi gosterilmektedir. Sekil [5.1] tizerinde ¢; sarkag agisini ve ¢, sistem
konumunu, ¢; sarkacin agisal hizini, ¢» sistemin hizini, m; ve ms sarka¢ ve arag
kiitlelerini, [ sarkacin uzunlugunu, 7 kontrol isaretini, g yercekimi ivmesini ifade
etmektedir. Sisteme ait hareket denklemlerinin elde edilmesi icin araba sarkag

sisteminin kinetik enerjisine ait ifade su sekildedir:

1 . 1 . 1 . 1
K = 5mlAf + §m1B12 + §m2A§ + §m2B22. (5.1
Burada A; = @9, Ay = 0,B; = @2 + lsin(q1), By = lcos(q1) olmak iizere elde
edilmektedir. Boylece araba sarkac eksik tahrikli dinamik sistem i¢in ayr1 ayri enerji

denklemleri

1 . |
K= §m1l2q% — mylcos(q1)q1qo + §(m1 +my)ga (5.2)

ve
V = myglcos(qr) (5.3)

olarak elde edilmektedir. Sonrasinda, Lagrangian ifadesi (5.4)) ile olusturulmaktadir.

L=K-V
:§m1l2q'f — mqlcos(q1) 1z
+ %(m1 +ma)q5 — magleos(qu). (5.4)
Devaminda,
%%_izﬁi:@% (5.5)
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Sekil 5.1 Bir araba sarkag sisteminin gosterimi

tekrar yazﬂarak, mn(zl) = m1l2, m12(21) = mgl(Zl) = mllcos(ql), m22(21) =

my + ma, hi(z1) = —maylgsin(qr), ha(z1, 22) = mylsin(q)¢? ve T = 75 atamalar
ile
mi1Gi + mizgo +hy =0 (5.6)
Ma1Gy + MazGo + hy = Ty (5.7)
olarak dinamik denklemler elde edilmektedir. Burada 7 = [r; 7)7 ile

tanimlanmaktadir. Eksik tahrikli bir yapida olan sistem i¢in 7y, = 0 alinmaktadir

36].

Araba sarka¢ sistemini durum uzay gosterimine gegirmek icin 23 = ¢,20 =

q1, 23 = (o, 24 = @ olarak tanimlanirsa,

21 = 2o (5.8)
mi12e + migzs +hy =0 (5.9)
33 = 24 (5.10)
Ma1Z2 + MagZy + hy = T (5.11)

denklem sistemi elde edilmektedir. Sistem (5.8)-(3.11)’e (5.12)) ile verilen ileri
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Euler metodu

uygulanirsa

ve

mq1(h) T +mia(h) T
+ hi(h) =0
zo(h+ 1) — z2(h) z4(h+ 1) — z4(h)
mai(h) T +mag(h) T
+ hz(h) = T2

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)

ifadesi elde edilmektedir. (5.14) denkleminde (z2(h + 1) — 22(h))/T cekilip diger

denklem ile beraber diizenlenirse ve

7a(h) = —magy (h)miy (h)hi(h) + ho(h) + (maa(h)
— ma1 (h)myy (R)maa(h))(u(h) — zs(h))

olarak verilirse,

denklem sistemi elde edilmektedir.

5.2 Koordinat Doniisiimii

(5.16)

(5.17)
(5.18)
(5.19)
(5.20)

Kismi olarak dogrusallastirilmig araba sarkag sistem dinamigi, dogrusal olmayan bir

koordinat doniisiimii sayesinde dordiincii mertebeden ayrik zamanli bir dinamige

doniistiiriilmektedir. Ayrica, elde edilen sistem dinamigine kolaylikla kayan kipli

kontrol yontemi uygulanmaktadir.
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(gr, pr) yeni koordinatlart temsil etmek iizere;

qr(h) :mu(h — 1)Zl(h) -+ mlg(h — 1),2’4(h — ].) (521)

seklinde ayrik zamanli bir koordinat doniisiimii onerilmektedir. Burada onerilen
dogrusal olmayan koordinat doniisiimii, [27] calismasinda Onerilen koordinat
doniigiimiiniin oldukga basitlestirilmis halidir. ¢1(h) = —mia(h — 1)ay(h —
1), ¢2(h) = =Thy(h—1) olmak iizere, (5.21)- denklemlerinin bir drnekleme

zamani sonrasindaki dinamigi

¢r(h+1) =q.(h) + p.(h) + ¢1(h) (5.23)
pr(h+ 1) =pr(h) + ¢2(h) (5.24)

4 (h + 1) =q:(h) + pr(h) + ¢1(h) (5.25)
pr(h + 1) =p,(h) + ¢2(h) (5.26)
z3(h + 1) =x3(h) + Txa(h) (5.27)
w4(h+1) =(1 — T)ay(h) + Tu(h) (5.28)

halini almaktadir.

5.3 Araba Sarkac Sisteminin Kayan Kipli Kontrolii

Esitlik kontrol tabanli ayrik zamanli kayan kipli kontrolcii i¢in daha sonra
onerilecek kayma yiizeyinin (s(h)) bir 6rnekleme zamani boyunca farki, farkli bir

ifadeyle exponansiyel erisim kurali
s(h+1) —s(h) = —qTs(h) — el'sign(s(h)) (5.29)

biciminde yazilabilmektedir [44} 45] ki burada ¢ > 0 ve € > 0 kontrolcii tasarim
kazanglaridir ve 1 — ¢7" > 0 esitsizligini saglayacak sekilde secilmektedir. Kayma

yiizeyi s(h)

5(h) = kigr + kop, + kszs + 24 (5.30)
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bi¢iminde segilirse, (5.17)- (5.20) kullamilarak s(h + 1)

s(h+1) =kig.(h+ 1)+ kop.(h + 1)
+ k3zz(h+1) 4+ z4(h + 1)
= ki(gr +pr + ¢1) + ka(pr + ¢2)
+hs(z3+Tz) + (1 —=T)za+Tu (5.31)

seklinde elde edilmektedir. (5.29) esitligini elde etmek igin sisteme uygulanmasi

gereken kontrol sinyali

u(h) =

_ k1(pr + 1) + katpo
T

+ (k3 — 1)zq4 +qs + esign(s)) (5.32)

seklinde tasarlamaktadir. Bu noktada, erisim kuralinin yakinsama analizi i¢in aday

Lyapunov fonsiyonu V(h)
V(h) = s*(h) (5.33)

olarak secilirse ve

=s*’(h+1)—s*h) <0, s(h)#0 (5.34)

saglanmas1 durumunda ayrik zamanli dogrusal olmayan sistem (5.17H5.20)
asimptotik olarak kararli olmaktadir. Ornekleme zamaninin yeterince kiigiik ve ¢

kontrolcii degiskeni (2 — ¢T") > 0 esitsizligini saglayacak sekilde secilmek iizere,

(3.39) esitsizligini,

s(h+ 1) — s(h) = —(qT'|s| + €T) sign(s) (5.35)
s(h+1)+s(h) = ((2—qT)|s| — €T)sign(s) (5.36)

esitlikleri ve

Eger s>0 ise (535)<0 & (5.36) >0
Eger s<0 ise (535)>0 & (5.36) <0
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durumlar1 goz 6niinde bulundurularak

s*(h+1) — s*(h)
=(s(h+ 1) — s(h)) (s(h + 1) + s(h))
=— (qT|s| + €T) ((2 — qT)|s| — €T)(sign(s))?
— (qT|s| + €T)((2—qT)|s| — €T") <0 (5.37)

seklinde gosterilmektedir. Boylece tasarlanan kontrol kurali (5.32), (5.17H5.20)
sistemini asimptotik olarak kararli kilmaktadir [46]. Ayrica, (5.17) ve (5.18)

denklemlerine uygulanan koordinat doniistiimii (4.9) ve (4.10)), z; durumunun sifira

stiriilmesi durumunda z; ve 2o durumlarinin denge noktasina siiriilmesini garanti

etmektedir.

5.4 Araba Sarkac Sisteminin Benzetim Calismalari

Eksik tahrikli araba sarkac sistemi i¢in Onerilen ayrik zamanli kontrol yapisinin
etkinliginin gosterilmesi, MATLAB ortaminda yapilan benzetim c¢alismalar ile
gerceklestirilmistir. Benzetim ¢aligmalarinda ¢oziicti adim siiresi 100 s, kontrolcii
ornekleme siiresi ise 50 ms olarak ayarlanmistir. Benzetimlerde kullanilan sistem
parametre degerleri [47] calismasindan my = 1.12 kg, my = 0.11 kg, [ = 0.1407m
ve g =9.8m/ s? olarak almmustir. Kontrolcii kazanglart k; = 0.2, ky = 5, k3 = 20
ve ¢ = 15, ¢ = 0.1 olarak atanmgtir. Onerilen yontemin etkinligi ii¢ farkl1 baglangig
degerlerinde test edilmistir. Her bir baglangi¢c noktasi sirasiyla [q1, go, 1, ¢2] =
[7/2 — 7/12, 0, 0, 0] (Benzetim 1), [q1, ¢, ¢1, ¢2] = [7/2 — w/12, 0.1, 0, 0]
(Benzetim 2), [q1, ¢2, ¢1, G2) = [0, 0.1, 0, 0] (Benzetim 3) olarak segilmistir.

Farkli baslangic noktalarindan baslatilan araba sarkac sisteminin 6nerilen ayrik
zamanli kontrolcii altindaki davranigi, sarka¢ acisinin de8isimi ve sisteminin
konum degisimi, Sekil [5.2Jde sarka¢ hizinin degisimi ve sisteminin hizinin
degisimi, Sekil ’de ve kontrol sinyalinin degisimi ve (g,,p,) koordinatlarinin
degisimi, Sekil [5.4de sunulmaktadir. Elde edilen sonuglar neticesinde, hem
sarka¢ acist hem de araba pozisyonunun denge noktasina yaklasik 2 sn’de
oturdugu goriilmektedir. Bunun yaninda koordinat doniisiimii degiskenlerinin
(¢r, pr) kontrolcii tarafindan kararh kilindig1 gézlemlenmektedir. Teorik analizlerin
15181nda, benzetim sonuglarindan anlagilmaktadir ki kismi geri beslemeli kontrolcii
sonrasinda daha basit bir dinamik yapiya uygulanan koordinat doniisiimii tabanl

kayan kipli kontrolciiniin basaris1 goriilmektedir.

Bu benzetim calismalarinin yaninda araba ters sarkac iizerinde yukari yiikseltme

27



Benzetim 1
Benzetim 2|
Benzetim 3

o ) w mmm e — L w— —

Benzetim 1 ||
Benzetim 2
Benzetim 3

Sekil 5.2 Kararli kilma problemi: Sarkag acisinin degisimi ve sisteminin konum
degisimi, [q1, qo, ¢1, ¢2] = [7/2 — w/12, 0, 0, 0] (Benzetim 1),
[q1, @2, G1, Go] = [7/2 — /12, 0.1, 0, 0] (Benzetim 2),
[q1, @2, ¢1, 2] = [0, 0.1, 0, 0] (Benzetim 3).

28



¢1(rad/s)

Benzetim 1
- — —Benzetim 2
----- Benzetim 3

Benzetim 1
- = = Benzetim 2
----- Benzetim 3

t(sn)

Sekil 5.3 Kararli kilma problemi: Sarkag¢ hizinin de§isimi ve sisteminin hizinin

degisimi, [q1, ¢2, ¢1, Go] = [7/2 — w/12, 0, 0, 0] (Benzetim 1),
(@1, @2, d1, Go] = [7/2 — /12, 0.1, 0, 0] (Benzetim 2),
[q1. @2, Gu, G2] = [0, 0.1, 0, 0] (Benzetim 3).
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O {, T = T — -

—_ Benzetim 1
\Z/ =201 Benzetim 2|

L e R Benzetim 3
= —40} -
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0 1 2 3 4
1 L Benzetim 1 |.

/k Benzetim 2
0.5 / ----- Benzetim 3|/

/‘\_m"—l—————-——nr—-——.——.—

degisimi, [q1, g2, 1, G2] =

1 2 3 4
',\-.~‘ _/.,,,.._-. ..... S S ——
: Benzetim 1 ||
Benzetim 2
----- Benzetim 3 |1
1 2 3 4
t(sn)

Sekil 5.4 Kararli kilma problemi: Kontrol sinyali ve (g, p,.) koordinatlarinin
[1/2 — /12, 0, 0, 0] (Benzetim 1),

(@1, @2, d1, Go] = [7/2 — /12, 0.1, 0, 0] (Benzetim 2),

[qh q2, lea Q2] =

30

[0, 0.1, 0, 0] (Benzetim 3).



problemi de Onerilen kontrol yontemi ile ele alinmisti. Aymi kontrol tasarim
parametreleri atamalar1 ile sarka¢ konumu kararli denge noktasindan ve arag
konumu ise sifir noktasindan baslatilarak benzetimler tekrar edilmistir. Sekil
5.5] [5.6] ve [5.7]de sarkag agisinin degisimi ve sisteminin konum degisimi, sarkag
hizinin degisimi ve sisteminin hizinin degisimi ve kontrol sinyali ve (g, p;)
koordinatlarinin degisimi sunulmaktadir. Benzetim c¢alismalar1 sonucunda ters

sarkac sisteminin yukari yiikseltme problemi bagari ile ¢oziildiigui goriilmektedir.
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q1(rad)

Sekil 5.5 Yukar: yiikseltme problemi: Sarkac acisinin degisimi ve sisteminin
konum degisimi.
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Sekil 5.6 Yukar yiikseltme problemi: Sarka¢ hizinin degisimi ve sisteminin
hizinin degisimi.
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Sekil 5.7 Yukar: yiikseltme problemi: Kontrol sinyali ve (g, p,-) koordinatlarinin
degisimi.
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6

ATALET DiSKLi SARKAC SISTEMI
UYGULAMASI

6.1 Atalet Diskli Sarkac¢ Sisteminin Denklemlerinin Elde

Edilmesi

Bu calismada ele alinan atalet diskli sarka¢ (ADS), ucuna simetrik bir disk
takili olan ve 0zel bir eksik tahrikli mekanik sistem ©Ornegi olan bir sarkactan
olusmaktadir. Disk ile sarka¢ paralel diizlemlerde donerler. Sarkacin donme
ekseni pasiftir, yani sarkacin konumuna dogrudan bir tahrik uygulanmaz. Bunun
yerine, bir DC motor, donme ekseninde serbestce donebilen tekerlege dogrudan
tork uygular. Bu nedenle, sarkag tahriksizdir ve sistem, donen tekerlegin momenti
araciligiyla kontrol edilmektedir. Atalet diskli sarkag¢ sisteminin temsili gosterimi
Sekil [.T]de gosterilmektedir.

ADS’nin dinamik modeli, Euler-Lagrange yaklagimi ile elde edilir. Sistemin kinetik

enerjisi K ve potansiyel enerjisi V' su sekilde ifade edilir:

1 1

K = -mil?¢7 + Smad; (6.1)
2 2

V =mqglcos(q1). (6.2)

Burada m; ve my sarkac ve disk kiitlesi, [ sarka¢ uzunlugu, g yercekimi ivmesi,

q1 = 6.2 sarkac acis1 ve go = ¢ disk agisidir.

Lagrangian £ = K — V olarak tanimlanir ve Euler-Lagrange denklemleri

kullanilarak dinamik denklemler elde edilir:
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Sekil 6.1 Atalet diskli sarkag sisteminin gosterimi.

d (0L oL .
pr (0%) — o0 7, i ={1,2} (6.3)

Sistem eksik tahrikli oldugu i¢in 7y = 0 alinir ve denklemler asagidaki gibi yazilir:

mi1Gr + ma1Gr + hy =0 (6.4)
miz2Gi + Ma2da + hy = To. (6.5)
Burada mi = Il + IQ, Moo — _[2, mo1 = Mg = _[2, hl = —mlgl sin(ql) , h2 =0

ve T = T, olarak tanimlanmustir.

Burada 7 = [r; 7|7 ile tanimlanmaktadir. Eksik tahrikli bir yapida olan sistem

icin 77 = 0 alinmaktadir.

Atalet diskli sarkag¢ sistemini durum uzay gosterimine gecirmek i¢in 21 = ¢, 29 =

G1, 23 = Qo, 24 = (9 olarak tanmimlanirsa,

21 = 29 (6.6)
Mmi122 + Miszs + h1 =0 (6.7)
25 = 24 (6.8)
Ma1Zs + MogZy + ho = Ty (6.9)
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ifadesi elde edilmektedir. Sistem (6.6)-(6.9)’e (6.10) ile verilen ileri Euler metodu

zi(h+ 1) — z;(h)

i={1,2,3,4}

uygulanirsa

veE

mn(h) T +m12(h) T
+ha(h) =0
z2(h+1) — z(h) z4(h +1) — z(h)
m21<h) T +m22(h) T
+ hg(h,) = T2

(6.10)

6.11)

(6.12)

(6.13)

ifadesi elde edilmektedir. (z9(h + 1) — 25(h))/T cekilip diger denklemde yerine

yazildiginda ve

7a(h) = —magy (h)m7y (h)hy(h) + ha(h) + (maa(h)
— ma1 (h)myy (R)maa(h))(u(h) — z4(h))

olarak verilirse,

(h+1)

22(h + 1) = Zg(h) - Tmilmm(u - Z4<h)) — Tmﬁlhl
(h+1)
(h+1)

ifadesi elde edilmektedir.

6.2 Koordinat Doniistimii

(6.14)

(6.15)
(6.16)
(6.17)
(6.18)

Kismi olarak dogrusallastirllmig atalet diskli sarka¢ sistem dinamigi, dogrusal

olmayan bir koordinat doniisiimii sayesinde dordiincii mertebeden ayrik zamanli

bir dinamige doniistiiriillmektedir. Ayrica, elde edilen sistem dinamigine kolaylikla

kayan kipli kontrol yontemi uygulanmaktadir.
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(gr, pr) yeni koordinatlart temsil etmek iizere;

q-(h) =my1(h — 1)z1(h) + mia(h — 1)z4(h — 1) (6.19)

seklinde ayrik zamanli bir koordinat doniisiimii onerilmektedir. Burada onerilen
dogrusal olmayan koordinat doniisiimii [27] calismasinda oOnerilen koordinat
doniigiimiiniin oldukga basitlestirilmis halidir. ¢1(h) = —mia(h — 1)ay(h —
1), ¢2(h) = —Thy(h—1) olmak iizere, (6.19)- denklemlerinin bir 6rnekleme

zamani sonrasindaki dinamigi

¢ (h +1) =q.(h) + pr(h) + ¢1(h) (6.21)
pr(h+ 1) =pr(h) + ¢2(h) (6.22)

4 (h + 1) =q:(h) + pr(h) + ¢1(h) (6.23)
pr(h + 1) =p,(h) + ¢2(h) (6.24)
z3(h + 1) =x3(h) + Txa(h) (6.25)
z4(h+ 1) =(1 — T)ay4(h) + Tu(h) (6.26)

halini almaktadir.

6.3 Atalet Diskli Sarkac Sisteminin Kayan Kipli Kontrolii

Esitlik kontrol tabanli ayrik zamanli kayan kipli kontrolcii i¢in daha sonra
onerilecek kayma yiizeyinin (s(h)) bir 6rnekleme zamani boyunca farki, farkli bir

ifadeyle exponansiyel erisim kurali
s(h+1) —s(h) = —qTs(h) — el'sign(s(h)) (6.27)

biciminde yazilabilmektedir [44} 45] ki burada ¢ > 0 ve € > 0 kontrolcii tasarim
kazanglaridir ve 1 — ¢7" > 0 esitsizligini saglayacak sekilde secilmektedir. Kayma

yiizeyi s(h)

5(h) = kigr + kop, + kszs + 24 (6.28)
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bi¢iminde segilirse, (6.15)- (6.18)) kullanilarak s(h + 1)

s(h+1) =kig.(h+ 1)+ kop.(h + 1)
+ k3zz(h+1) 4+ z4(h + 1)
= ki(gr +pr + ¢1) + ka(pr + ¢2)
+hs(z3+Tz) + (1 —=T)za+Tu (6.29)

seklinde elde edilmektedir. (6.27) esitligini elde etmek ic¢in sisteme uygulanmasi

gereken kontrol sinyali

u(h) =

_ k1(pr + 1) + katpo
T

+ (ks —1)24 +qs + esign(s)) (6.30)

seklinde tasarlamaktadir. Bu noktada, erisim kuralinin yakinsama analizi i¢in aday

Lyapunov fonsiyonu V(h)
V(h) = s*(h) (6.31)

olarak secilirse ve

=s*’(h+1)—s*h) <0, s(h)#0 (6.32)

saglanmasi1 durumunda ayrik zamanli dogrusal olmayan sistem (6.15H6.18)
asimptotik olarak kararli olmaktadir. Ornekleme zamaninin yeterince kiigiik ve ¢
kontrolcii degiskeni (2 — ¢T") > 0 esitsizligini saglayacak sekilde secilmek iizere,

(6:32) esitsizligini,

s(h+ 1) — s(h) = —(qT'|s| + €T) sign(s) (6.33)
s(h+1)+s(h) = ((2—qT)|s| — €T)sign(s) (6.34)

esitlikleri ve

Eger s>0 ise (633)<0 & (6.34) >0
Eger s<0 ise (6.33)>0 & (6.34) <0
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durumlar1 goz 6niinde bulundurularak

s*(h+1) — s*(h)
=(s(h+ 1) — s(h)) (s(h + 1) + s(h))
=— (qT|s| + €T) ((2 — qT)|s| — €T)(sign(s))?
— (qT|s| + €T)((2—qT)|s| — €T") <0 (6.35)

seklinde gosterilmektedir. Boylece tasarlanan kontrol kurali (6.30)),(6.15H6.18)
sistemini asimptotik olarak kararli kilmaktadir [46]. Ayrica, (6.15) ve (6.16)

denklemlerine uygulanan koordinat doniistiimii (4.9) ve (4.10)), z; durumunun sifira

stiriilmesi durumunda z; ve 2o durumlarinin denge noktasina siiriilmesini garanti

etmektedir.

6.4 Atalet Diskli Sarkac Sisteminin Benzetim Calismalar:

Eksik tahrikli atalet diskli sarka¢ sistemi i¢in Onerilen ayrik zamanli kontrol
yapisinin etkinliginin gosterilmesi, MATLAB ortaminda yapilan benzetim
caligmalar1 ile gerceklestirilmistir. Benzetim caligmalarinda ¢oziicii adim siiresi
100ps, kontrolcii drnekleme siiresi ise 50ms olarak ayarlanmistir. Benzetimlerde
kullanilan sistem parametre degerleri belirtilen ¢alismadan m; = 0.1kg, my =
0.11kg, I, = 0.1kgm? I, = 0.1kgm? | = 02m ve g = 9.8m/s? olarak
alimmistir. Kontrolcii kazanglart k; = 0.1, ky = 100, k3 = 20, ky = 2, v = 15

ve € = (.01 olarak atanmistir.

Onerilen yontemin etkinligi tic farkli baslangi¢ degerlerinde test edilmistir. Her

bir baglangi¢ noktasi sirastyla [q1,¢2,41,¢2] = [5 — 75.0,0,0] (Benzetim 1),
91,42, 41, 42] = [5 — 15,0.5,0,0] (Benzetim 2), [q1,q2,¢1,¢2] = [0,0.5,0,0]

(Benzetim 3) olarak secilmigstir. Farkli baglangi¢ noktalarindan baglatilan atalet
diskli sarka¢ sisteminin Onerilen ayrik zamanli kontrolcii altindaki davranisi,
Sekil ve [0.4/te sunulmaktadir. Elde edilen sonuglar neticesinde, hem
sarka¢c acis1 hem de disk pozisyonunun denge noktasina yaklasgitk 10 sn’de
oturdugu goriilmektedir. Teorik analizlerin 1s18inda, benzetim sonuglarindan
anlagilmaktadir ki kismi geri beslemeli kontrolcii sonrasinda daha basit bir dinamik
yapiya uygulanan koordinat doniisiimii tabanli kayan kipli kontrolciiniin basarisi

goriilmektedir.

Bu benzetim calismalarinin yaninda atalet diskli sarkag iizerinde yukar: yiikseltme
problemi de Onerilen kontrol yontemi ile ele alinmaktadir. Aymi kontrol tasarim

parametreleri atamalari ile sarka¢c konumu kararli denge noktasindan ve disk agisi
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—Benzetim 1
Benzetim 2
‘‘‘‘‘ Benzetim 3

1

q1(rad)

——Benzetim 1
Benzetim 2|
‘‘‘‘‘ Benzetim 3

Sekil 6.2 Kararli kilma problemi: Sarka¢ acisinin degisimi ve disk agisinin
degisimi, [q1, g2, G1, ¢2] = [7/2 — w/12, 0, 0, 0] (Benzetim 1),
(1, @2, G1, Go] = [7/2 — /12, 0.5, 0, 0] (Benzetim 2),
[, @2, ¢1, Gg2] = [0, 0.5, 0, 0] (Benzetim 3).
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Sekil 6.3 Kararli kilma problemi: Sarka¢ hizinin de8isimi ve disk hizinin degisimi,
a1, 2, G1, ¢2) = [7/2 — w/12, 0, 0, 0] (Benzetim 1),
(41, @2, 61, 4o] = [7/2 — /12, 0.5, 0, 0] (Benzetim 2),
(41, G2, G1, 2] = [0, 0.5, 0, 0] (Benzetim 3).
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Sekil 6.4 Kararli kilma problemi: Kontrol sinyali ve (g,, p,-) koordinatlarinin
degisimi, [q1, qo, ¢1, ¢2] = [7/2 — w/12, 0, 0, 0] (Benzetim 1),
(1, @2, G1, Go) = [7/2 — /12, 0.5, 0, 0] (Benzetim 2),
[q1, @2, ¢1, o] = [0, 0.5, 0, 0] (Benzetim 3).
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ise sifir noktasindan baglatilarak benzetimler tekrar edilmigtir. Sekil [6.5] [6.6] ve
6.77de sarkag agisinin degisimi ve disk konum degisimi, sarka¢ hizinin degigimi
ve disk hizinin degisimi ve kontrol sinyali ve (g,,p,) koordinatlarinin degisimi
sunulmaktadir. Benzetim c¢alismalar1 sonucunda atalet diskli sarka¢ sisteminin

yukar yiikseltme problemi basari ile ¢oziildiigui goriilmektedir.

4
3 i
2 i
=
£ 1 ,
s
0
—1 ]
_2 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 5 10 15 20 25 30

g2 (rad)

25 30

Sekil 6.5 Yukar1 yiikseltme problemi: Sarkac agisinin degisimi ve disk konum
degisimi.
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Sekil 6.6 Yukar: yiikseltme problemi: Sarkac hizinin degisimi ve disk hizinin
degisimi.
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Sekil 6.7 Yukar: yiikseltme problemi: Kontrol sinyali ve (g, p,.) koordinatlarinin
degisimi.
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SONUC

Bu caligmada, bir simif eksik tahrikli dogrusal olmayan mekanik sistem igin
ayrik zamanli koordinat doniigiimii tabanli kayan kipli kontrol tasarimi, kararsiz
denge noktasinin kararlilastirilmasi icin gerceklestirilmistir. Bahsedilen dogrusal
olmayan eksik tahrikli dogrusal olmayan sistem sinifindan iki 6rnek sistem iizerinde
onerilen kontrol yapis1 test edilmistir. Araba sarkag¢ ve atalet diskli sarkac sistemi
icin ayrik zamanlhi kayan kipli bir kontrolcii yapisi Onerilmigstir. ~ Sistemlerin
asimptotik kararhiligr uygun bir aday Lyapunov fonksiyonu ile gosterilmistir.
Ayrik zamanli kontrolcii 6ncesinde kismi geri beslemeli bir i¢ dongii kontrolcii
verilmigtir. ~ Sonrasinda, geri besleme ile kismi dogrusallagtirilmig sisteme
uygulanacak kontrol tasarimin basitlestirmek amacli dogrusal olmayan sistemlerde
ayrik zamanli bir koordinat doniistimii uygulanmistir. Ardindan, kayan kipli kontrol
yontemi ile sistemin kararsiz denge noktasinda kararlili1 saglanmaktadir. Kapali
cevrim sistemin asimptotik kararliligindan bahsedildikten sonra farkli baslangi¢

noktalarindan baglatilan sistemleri benzetim caligmalar1 gergeklestirilmistir.

Sistemlerin benzetim sonrasi sonuglarina bakildiginda araba sarka¢ sistemi i¢in
hem sarkag acis1 kararsiz denge noktasina hem de araba pozisyonunu sifir denge
noktasina yaklasik 2 sn’de, atalet diskli sarka¢c modelinde ise, sarka¢ acis1 ve
disk pozisyonunun denge noktasina yaklasik 10 sn’de oturdugu goriilmektedir.
Bunun yaninda koordinat doniisiimii degiskenlerinin (g,, p,) kontrolcii tarafindan
kararl kilindig1 gozlemlenmektedir. Benzetim calismalarindan 3 farkl baslangi¢
durumlariyla kontrolcii test edilmis olup, ikinci dereceden eksik tahrikli sistemlerin
alt sistemi olarak hem araba sarka¢c hem de atalet diskli sarkac sistemleri, kismi
geri beslemeli kontrolcii sonrasinda daha basit bir dinamik yapiya uygulanan
koordinat doniisiimii tabanli ayrik zamanl kayan kipli kontrolcii yapisinin bagarisin
gostermektedir.  Ayrica sistemlerin yukart kaldirma problemleri de incelenmis
olup, benzetim c¢alismalarinda bu problemin ¢oziimiinde de basarili oldugu

goriilmektedir.
Bu calisma sonrasinda, Onerilen kontrolcii yapisinin sistem belirsizlikleri ve dis
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bozucularin varliginda gelistirilmesi, bilinen kontrol yapilar ile kargilagtiriimasi
ve farkli eksik tahrikli dogrusal olmayan sistemlere uygulanmasi hedeflenmektedir.
Kontrolciiniin etkinligi, gerceklestirilecek deneysel calismalarla teorik bulgular
desteklenecektir. Bu caligmalarin sonucunda, 6nerilen kontrol yonteminin genis bir
uygulama alanina sahip oldugu ve cesitli mekanik sistemlerin kontroliinde ayrik
zamanli koordinat doniisiimii tabanli kayan kipli kontrol tasarimi etkili bir arag

olarak kullanilabilecegi ongoriilmektedir.
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