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OZET

Bu calismada degismeli birim elemanli halkalar ve mo-

diiller incelenmistir.

Bes b&liimden meydana gelen calismanin jlk iki bolu-
miinde konu ile ilgili temel tanimlar, teoremler verilmistir.
Halka ve modiillere, daha ileri kavram ve teoremler elde ede-
bilmek icin, bazi sonluluk kosullari eklemek gerekmektedir.
Bunlarin en uygunu "Zincir kosullari" dir. Zincir kosulla-

r1 halka ve modiillerin her ikisine de uygulanir.

fictinci bdliimde tamlik bdlgesi, her ne kadar cisim de-
gilse de onun bir cisme gémiilebilecegini gérecegiz. Tamsayi-

lar ctmlesi ile rasyonel sayilar ctimlesi buna bir Ornektir.

Dérdiincii bdliimde radikal, asal radikal ve jocobson

radikali incelenmistir.

Son b&liim ise Boole halkalarinin incelenmesine ayril-

mistir.



SUMMARY

In this study we will introduce a commutative rings
with identity and modules. These thesis consist of five
chapters. Chapter I and Chapter II containsan introduction
with the basic definition and theorems about subject. Chain

conditions applies both of rings and modules.

In the chapter III whether integral domain is not

field, we will see that 1t can embed to a field.

In the chapter IV we will introduce radical, prime

radical and jacobson radical.

In the last chapter, Boole rings have been examined.
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MODOLLER
BOLUM 1
GirRls I.L, ‘
R birimli bir halka ve (M, +) degismeli grup olsun.
reR ve aegM
l) I’agM
2) (r+s)a = ratsa
3) (rs)a = r(sa)
4) r(atb) = ratrb
5) la = a
ise M ye bir sol R-modiil denir.
Burada

ag2=R x M > M

a(r,a) = ra olup



ra elemani r ve a nin modil carpiml adini alir.

Eger R — F 1ise (F herhangi bir cisim) o taktirde bir

sol R—modﬁ%,F {izerinde bir vektdr uzayidair.

(G- 4+) degismeli grubu dogal bir bicimde bir sol

Z-modiil gibi diigtintilebilir.

Yani,
¥ Z x6*G ne Z aeG
i (n,a) + na na =a++ ......74a

icin yukaridaki aksiyomlar saglanir.

R bir halka ve I,R nin sol ideali olsun.

@ : RxI~> I

3. (ryx) > X

R deki elemanlarin carpimi olarak tarif edilirse, I bir

R-modildir.

"

. Vektdr uzaylarinda oldugu gibi

1) OR.a = OR (A, +) nin 6zdes elemani OA
. 29 OA.P = OA (R, 9 nin Szdes elemani OR
) 3) r(-a) _ (-r)a _ -(ra) VreR ve aeM kogullari ge-

cerlidir.



Tanim:

olmasi

o
Bir R-modiil M'in bastan farkli alt kimesi N olsun.

1) (N, 4 .., - (M, 4)  nain alt grubu 4

2) YreR ve aeN icin raeN

sartiyla N, M in R-alt modiiliidiir,

R-modil olan M ag¢ikg¢a iki asikar altmodilile sahiptir,

Bunlar {0} ve M dir,
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1.2 BOLUM MoDULU

N, R-modiil olan M in bir altmodiili olsun. M komutatif
oldugundan N<M dir. M/N bd8lim grubundan s&z edebiliriz.

Bu grubun elemanlari aeM olmak kosulu ile a+N kosetleridir.

M/N = {a+N | aeM}

M/N de toplama islemi

(a+N)+(b+N) = a+b+N dir.

Carpma islemi ise

r(a+N) = ratN dir.

Bunun iyi tanimli oldugu ((.) gbre) g&sterilmelidir.

r(atN) = r(a'+N)
r(b+N) = r(b'+N)

rab+N = ra'b'+N eoldugu gbsterilmelidir.



ra+ N=ra'+N
rb+ N=vrb'+N

ra —'ra'-I-Nl

I

rb'+N

rb 9

racsra'+N

rberb'+N

rab = (ra'+Nl)(rb'+N2)

Il

rab

1 1 1 1
ra'b'+ra N2+rb Nl-l-NlN2

rme TR T e e '
rab-ra'b ra N2+rb N1+N1N2

rab+N = ra'b'+N dir.



Tanim

1)
M ve N iki R-modiil olsun.

f: M > N dbnlisimii VreR ve aeM icin
1) f: M>> N bir grup homomorfisi

2) f(ra) = rf(a) 4 VreR ve agM sartlarini sagli-

yorsa, f'e R-modiil homomorfizmi denir.

Eger R = F ise (F herhangi bir cisim) o tak&irde

R homomorfizmalarina M den N'e lineer d&niistimler denir.

R =F ise R-modiil homomorfizmasina R-lineer ddnlisli-

mii denir.

Ornek:

i)

Bir R-modil olan M in altmodili N olsun.

NatN : M > M/N bir R-homomorfisidir.

1) Naty bir grup homomorfisidir.

Gercekten

NatN(afb) at+b+N

= atN+b+N

= NatN(a)+NatN(b)
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5y Flpa)- = rEla)

NatN(a) = a+N
NatN(ra)= ra+N

= 7r(a+N)

(a)
- rNatN%@g

Ornek: 2)

Tamsayilarin (Z, +) grubu bir Z-modildir.

mZ ={mn| neZ} climlesi bir altmodiildlr.

Teorem: 1)

M bir R-modiil ise ve M in biitlin altmodiillerinin

climlesi {Bj | ieI} olsun.

Bu takdirde A = ;fL.B; de M in bir altmodiludir.

Gercekten x,yeA 1ise her ieI igin x,ysB:.L olacagin-
dan x-ye€B; dir.

Dolayisiyla x-yeA dir. Benzer sekilde her reR icin
r¥cA dar.

R halka f: M > N bir R-modiil homomorfizmi

Cek £ ={aeM |f(a) = 0} climlesi M in bir altmodiili




BOLOM II

ZtNCiR  KOSULLARI

S bog olmayan kismi sirali bir klime olsun. Eger
x,yeT d¢cin x €y veya y & X oluyorsa S nin bir T alt

kiimesine zincir denir.

2, & bagintisi ile kismi siralanmis bir kiime olsun.

y lizerinde asagidaki kosullar denktir.

(i} T 5 her xl < Xy § e icin artan zinciri durur.

(x. = X = xpamrs olan bir n vardir.)

(ii) £ nin bos olmayan alt kilmesinin bir maximal ele-

mani vardir.

Eger I, bir M modilin € bagintisi ile siralanmis
altmodiillerinin kilimesi ise o zaman (i) ye artan zincir kosu-

1u denir. (ii) ye maximum kosul denir.

Bu iki denki%é kosuldan birini gergekleyen bir M modi-

1tine artan zincir kosulunu saglar denir.

Eger, D jle siralanmis ise o zaman (i) azalan zin-

cir kosulunu saglar (ii) ye minimal kosul denir.



Tanam: 1)

A bir modiil olsun. A nin altmodiillerinin

B 0 AQC: ..... ziniciri her 1 »n icin A, =:An

olacak gsekilde n tamsayisi varsa A altmodililler lizerinde

artan zincir kosulunu saglar denir.

B bir modiil olsun. B nin altmodiillerinin Bl.D BQD...

zinciri ¥V i > m igin Bi = Bm olacak sekilde m tam-

sayisi varsa, B altmodiiller lizerinde azalan zincir kosulunu

saglar denir.

Tanim: 2)

RnlnherIODIlDIZD...DInD ..... sag

ideallerinin azalan dizisi sonlu bir adimda durursa R ye
Artinian halka, R nin her IOC IlC IZC T e S A

sag ideallerinin artan dizisi sonlu bir adimda durursa

R ye Noetherian halka denir.

Ornek: 1)
Z tamsayilar halkasi Noetherian fakat Artinian
degildir.
Z de ideallerindf artan bir dizisi (nl)C: (n2)C;(n3)C"..

ise bu dizi sonlu bir adimda durmalidair.

Ciinkl (ni) C:(nj) ile ny nin n, yi b8lmesi de-

mektir. EZer dizi sonlu bir adimda durmaz ise n;'in sonsuz
sayida b8leni olmalidir. Bu ise hig¢bir sonlu tamsayida miim-

kiin degildir.
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Diger yandan

(2) D) D(8) D(16) D v..... FEE®Y D nrn s

dizisi Z de sonlu bir adimda durmaz. Bdylece 7 tamsayilar

halkasi Noetherian fakat Artinian degildir.

Tanim: 3)

Bir altmodiiller dizisinin terimleri arasina yeni
altmodiiller ekleyerek elde edilen yeni diziye ilk dizinin

incelmis dizisi denir.

Tanim: Y4)

A bir R-modiil olsun. A nin bir altmodiiller dizisi
AO(: A1C: A2C: e CZAn = A olsun. Bu dizi daha fazla in-
celtilemez ise yani her i ig¢in Ai ile Ai+l arasina A nin
herhangi bir alt modlili ilave edilemez ise diziye kompozis-

yon dizisi denir.

Tanam: 5)

AR bir sag R-modil olsun.

¢i) Ap nin alt modiillerinin her toplulugunun mini-

mal elemani varsa AR ye Artinian modiil denir.

(ii) AR nin altmodiillerinin her toplulugunun maximal

elemani varsa AR ye Noetherian modiil denir.
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Teorem: 1)

AR bir R-modil olsun. Bu modiil ancak ve ancak

azalan zincir kosulunu saglarsa Artiniandir.

Ispat:
A nin alt modillerinin azalan dizisi A DAy :)A2D"
B s s ve bu dizide s6z edilen A. lerin toplulu;u
n 1 r

ML“M

M ise M, A  azalan zincir kosulunu sagladigindan bir minimal
,,,,,,, /

At elemani bulundurur. At+1’ At iginde At+2’ At+l

icinde ve b&yle devamla kapsandigi ve Ay de minimal oldugun-

dan At = A 9 2 o o elde edilir vedizi t. adimda

= A
t+l t+ . : ;

durur.

AR azalan zincir kogulunu saglamis ve M de A nin

altmodiillerinin bir toplulugu olsun. A,eM alalim. AO, M de

minimal ise islem durur. Ao minimal degilse M de Ao da kap-

sanan bir Al elemani vardir. AlsM de minimal ise islem du-

rur. Minimal degilse M de A,'in kapsadigi bir A vardir.

2

Bdyle devam edilerek M in elemanlarindan olusan bir dizi
Ao 2 Al - A? 2. DAn n: elde edilir.

Kabul geregi bu dizi bir yerde durmalidir, sonlu bir

t i¢in

Bdylece M de aranan minimal eleman At dir.
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I1.1 HOMOMORFi ILE iLGiLI SONUCLAR

1) f:M - M' bir modiil homomorfizmi ise Kerf, M in

Imf, M' niin altmodilidir,

2) N ve N' bir M modiiliinlin altmodiilleri olsun. 0 tak-
tirde N4N' de bir altmodildir. ve

N/(N N N') = (N#N')/N'
dir.(ikinci Izomorfizma Teoremi)

3) M DM' DM" modlller ise o taktirde

(M/M" / (M'/M") =~ M/M'" dir. (Uclincli fzomorfizma Teo-

remi)

Eger f:M - M' bir modil-homomorfizmi ve N', M' nin

bir altmodiili ise bir kanonik homomorfizmaya sahibiz.
Fo. owe Tty — M'/N!

f bir modiil-izomorfizmidir.

Celr|:)o| L A
( ) 5 . \

¢ R
B) 0—G'\s 6l & e, o0 £ oap Aab =l
. o . \a St
Imf = Ker g ise bu dizi tam'dair. Dy A

Burada f,1-1 ve gjértendir.



G -

H, G nin altmodlilid ise

0—H—G —G/H—0

vardir.
f g
0~—>T" ﬂj ci'-——,o
0——H -G »G /H—0
Eif—ia H'el @' ve H =f 1@
IR+ sl e

3

f-l(H')_—ﬂH'

G—C '—G'

f~ : G/H—C

0 —>

fH!

'/H'

olsun.

m&———\

N 4

v
O—0
Hh
Hhi

izomorfizmadir.

;G'/H'
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BOLOM III

BIR TAMLIK BOLGESININ KESIRLER CiSMi

Q, rasyonel sayilar cismini Z tamsayilar halkasindan
elde ederken kullandigimiz ydntemi herhangi bir A tamlik
b8lgesine kolayca genigletebiliriz. BSylece A nin kesirler
cismini elde ederiz. Bu ydntemde a, seA ve s #0 olmak

lUzere blitlin sirali (a,s) ikilileri arasinda;

(a,s) 2 (b,t) <> at- bs =0 denklik bagintisi

tanimlansin.

Bu ancak, A bir tamlik b&lgesi ise gecerlidir. Clinki
bagintinin gecisken oldugu g&sterilirken kisaltma yapiliyor.

Yani A nin sifirdan farkli sifir bdlenleri yoktur.

A bir halka olsun. A nin ¢arpimsal kapali bir altkii-
mesi denince 1eS ve S carpma altinda kapali olmak lizere A
nin bir S altkilimesi anlasilir.

Simdi A x S de bir denklik bagintisini s&yle tanim-

layalim.

(a, s) = (b,t) <> at =bs

. bu bagintinin yansiyan,simetrik oldugu aciktair.
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Gecisken oldugunu gdstermek iginjg

(a,8) = (b,t) ve (b,t) = (c,u) alalim.
at = sb =% uat = usb
bu = tc => sbu = stc

uat = usb
stec = sbu

uat-stc = usb-sbu

t(au-sc) =0 t £ 0 au-sc = 0

(a,s8) = (c,u) olur.
A A ‘Lol L:égb?EWQUZ cxf+ kes- Qexar~—
, (a,s) nin denklik siniflaraini gdstersin.
Ry <Aeu1tlul.kka?m5m
Axéuy dzﬂdblsmmgdnz

Denklik siniflarinin kimesi S™ A olsun. O v

a

S

s™'A  da toplama islemij;

Gty d () = ( ZEIDE

5] t st
st A da carpma islemis
(~%—) (—%—) = %% seklinde tanimlansain.
-1

S A kilmesi yukaridaki (+) ve (.) islemlerine gdre
bir halkadair.



4-

= ( oi 55\> do L2l SWJVé&Qarvw'm @U;kbﬁ
SAriCaPTS) | (ais)gAl  -16-
A +ou ngle i;):ugn.
W XEA ‘u . Axex JorLlabder -
X 1

Ayrica f(x) = -—=- ile tanimli bir f: A - S A
1

homomorfizmasi vardir.

Bunu ispatlamak i¢in Once yukaridaki toplama islemi~

nin iyi tanimli oldugu ispatlanmalidair.

S_lA da toplama

a/’s + a'/s' = s'a+sa>/ss' seklinde tanaimlandx.

tyi tanimli oldugunu gbsterelim.

a/s = a'/s'

b/ = b'/r!
ar +bs = a'r'+b's'

sr ptg!
(ar+bs)r's' = (a'r'+b's')sr

arr's'-a'r'sr = b's'sr-bsr's'

arr's'-a'r'sr-b's'srt+bsr's' =0
rr'(as'-a's)+ss'(br'-b'r) =0
r,r'eS s,s'eS

rr'eS ss'eS
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(as'-a's) = 0 (br'-b'r) =0

Toplama iyi tanaimladair.

Carpmaya gobre;

ab/sr = a'b'/s'r!

abs'r'= a'b' sr

abs'r'-a'b'sr-br'a's+br'a's =

br'(as'-a's)+a's(br'-b'r) =0

Sonucta ¢arpma iyi tanamlidar.

0
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s™'A halkasi ve f:A + S"TA homomorfizmi asagidaki

6zellikleri saglar.

lA da birimseldir.

1) seS =>f(s), S~
2) f(a) =¥0 bir seS igin as = 0 dair.

3) S™1A nin her elemani, bir ageA ve bir seS icgin

ECaXEta) ™ - seklindedir,

Sonug:1)
Eger g: A - B
i) seS=> g(s), B de birimsel
ii) g(a) =40 => bir seS ig¢in as =0
iii) B nin her elemani g(a_)g(s)-1 bicimde olacak sekil-

de bir homomorfizm ise o zaman tek bir h:S_lA + B izomorfiz-

mi vardir ve g = hof olur.

h(—) = g(a)g(s)_l ile tanimli
s
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1

h: STTA » B ddnlislimiintin bir izomerfizm oldugunu

gbsterecegiz.

h 8rtendir ve h nin 1-1 oldugunu g&stermek ig¢in ¢ekir-

degine bakalim.
Eger n(-2) =0 ise gla) = 0--dip.
s

0 halde (ii) den bir teS i¢cin at= 0 ve bdylece

(a,s) = (0,1) bulunur. Yani slA da a _
D ~dap.

Tanim 1)
B bir halka ve A, B nin bir althalkasi olsun. a.eh,
weB ig¢in

ise

ceB ye A da tamdir denir.

Tanim 2)

f: A » B bir halka homomorfisi olsun (A,B degismeli
halka)

Eger B, f(A) lzerinde tam ise f'ye tam ve B ye tam

A-cebir denir.



.

f: A» B ve g: B> C tam ise o taktirde
gof: A > C tamdir.

Onerme 1.

g: A > B her seS i¢in g(s), B de birimsel ola-
cak sekilde bir homomorfi olsun. O zaman g = hof olacak

sekilde tek bir h: §"LE » B -homenonEiad vardir.

Teklik:

Eger h kosullari saglanirsa, o zaman her acA ig¢in

h(—2-) = he(a) = g(a) olur.
1

Bdylece seS ise

B e OB )™ o ala) ™
S il
0 halde
Ry ey (1)
S 1 S
= g(al)g(s)_l

Bu ylizden h,g ile tek olarak tanimlanir.



BN

ii) Varlik h(2-) =:g(a)g(s)_l olsun. O zaman
s

iyi tanaimli homomorfizm olacaktir.

1
Simdi —— = —— olsun. O halde
s it
(as'-sa')t =0 olacak sekilde te¢S vardair.

(gla)g(s')-g(s)gla'))g(t) =0

olur. g(t), B de birimseldir.

gla)g(s) ™t = glangls ™ elde edilir.

f: A > B tam olsun. S de A nin carpimsal alt kimesi

olsun. 0 taktirde s~1 ¢, s7ia & S_lB homomorfisi vardir.

(s £)(x/s) = £(x)/f(s) ile tanimlanir.

o
<

>

w0

>
~
V2]
|
>
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Onerme 2.

f: A > B tam ve S,A nin carpimsal altklimesi olsun. O

taktirde S”1 f£: s7'A » s71B  tamdar.

Ispat:

xeB ve aieA icin

X"t a; X 8, T 0 olur.

e S B (xeB, se8)

Yukaridaki esitlikten

LA T T N 4 —2 =0 dir.
s S S S
n
X -1
i S A da tamdair.

)

Teorem 1)

Eger AC BC C halkalar ve B, A da tam C, B de

tam ise o zaman C, A da tamdir.
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Tanim 3)
g
A bir halka olmak Ulzere, katsayilari A dan alinan
bir f(x) polinomu
f(x) .= % a x? —a ta.Kt...... ta_x + .
3 ] 0 1
seklinde bir sonsuz toplamdir. Oyle ki ajsA lara f(x) po-
linomunun = katsayilari ve x'e belirsiz veya degisken adzi
‘ verilir.
A lizerinde bitlin tek degigkenli polinomlarin cilmlesi
A[x] 1ile gbsterilir.
: Onerme 3. Asgagidakiler denktir.
1) xeB, A da tamdir.
2) A[x] sonlu iliretilmis A-modildiir.
Sonug 2.
o

< 1 <« n) ele-

~

A da kam olacak sekilde B nin X (1

manlarini alalim. O zaman A rxl....xnt1 halkasi sonlu Ure-

tilmis bir A-modiildiir.
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Ispat:

I
'_l

n {izerinde tilimevarim uygulayalim. n igin dogru
oldugunu biliyoruz. n>1 ve A, =A ['xl ..... X, ] ala-
lim. O zaman tlmevarima gdre An—l sonlu lretilmis bir A-mo-
dildtr. x_, An—l de tam oldugu ig¢in n = 1 durumundan

A =A

rx ] sonlu Uretilmis bir A modiildiir. A Dbir
n n-1 'n n-1 n

A-modi{il olarak sonlu Uretilmis olur.

Onerme U4)

AC B tamlik bdlgeleri ve B, A da tam olsun. B cisim-

dir e« A cisimdir.

Ispat:

A bir cisim olsun. yeB , y # 0 alalim, ayrica,

n n-1 4
y tayy F wusn e bel, = 0 (aigA)

B tamlik b&lgesi oldugu ig¢in a, # 0 dir. Dolayisiyla

n -1 n~1 -1 -1
y y +aly y -------- + any == O
-1 n-1 n-2 -1
(y© “ta;y Tt ... + ay ) =0
n
n-1_-1 -1 n-2 -1
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-1 -1 n-1

- n-2
y © = -a, (y© Ttayy o T e +an_l)eB

bdylece B cisimdir.

Tersine B bir cisim olsun. xeA, x # 0 alalim. O za-

man x_l€B olur.

B, A da tam oldugundan,

olur. Buradan

) T PO +a') =0
1 m
(x~ +a'l + a' x + ..... + a' xm_l) =0
2
-1 _ o 1 r,m-1
X (al+ anx N + ax YeA

dan A bir cigimdir.
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Tanim: 4)

S depismeli ve birim elemanli bir halka ve R, S nin
ls'i iceren bir alt halkasi olsun. O taktirde S'ye R nin
halka genislemesi denir.

Ornek: 1)

Cift tamsayilar kimesi E , Z tamsayilar kiimesinin
bir althalkasaidir.

1) E # 0@ (2,4,6¢E)

m,neZ olmak lizere 2m ,2neE E # @ dir.

2) 2m, 2neE

2m-2n = 2(m-n)eE

3) (2n) (2m) = YnmeE
E, 1'i icermediginden Z,E nin bir halka genislemesi-
degildir.
Tanim 5)

S nin her elemani R lizerinde tam ise S, R nin bir tam

genigslemesidir denir.

reR elemani, x-rER[x] in k&ki oldugundan = |R hal-

kas1i kendisi tizerinde tamdir. Z nin [R geniglemesinde



j-

e

% s x2- 1 t4n bir k&kii oldugundan, . » Z {lizerin-
V3 3
de cebirseldir, fakat ?i— , 7 lzerinde tam degildir.
3

Clinkl x2— 2L teki NN xatsayisi Z in elemani degildir.
3 3

Bununla birlikte 2 " x2— L 4n bir koki oldugundan

V3 3

Q rasyonel sayilar cismi lizerinde tamdir.
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BOLOM 1V

PRIMARY IDEALLER VE RADIKALLER

Tanim: 1)

I, R halkasinin bir ideali olsun. I nin radikali VI

ile gbsterilip

—

/I = {aeR ]ansI, n s> 0}

seklinde tanimlanir.

Z halkasinda,

/a2 =/(22)(3) = (2) (3) = (6)

-~
~
N
~
I

I

2

=
~
=
L
I

(2

/(32) = /(B =(2F = (2)

) = (2)



Teorem: 1)

1) /WT =7

-29-

2) V/ I3 =/INT = /I NJ/T

k

3) k>0 wve I CJ ise /ICYJ
Ispat:

1) /I =1

ac//T ise aXesT (a*)Me1

akmgI 3 kme Z

aev/I /WIC /T Q

JICHT O tanimdan

1 ve 2 den /I = /T dir

2)

Mg = 1N = /I n/T

ae/IJ olsun. a"eIJCINT

ae/INT
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ac/I NJ “salel ve aed => ae/INVJ

as/IVJ olsun.

ael ) aed
am+n = am.aneIJ
aeyIJd

3) k >0 ve Ikg; J ise JVICYT

e pmnsll

ae/I © /T

amEI

R L, o



Teorem:

Ispat:

1)

2)

a ,be /T

~EL=

2)

/T,

R halkasinin bir idealidir.

1) a-be/T

2) raevy/I

olsun. Buradan

n

ael, bmeI olur.

- k
(a-p)Rt M ¢ BIED TR K b el oldugundan

ise m pkm 1 b™eI  oldugundan

\4

el olur.

m+n-k > mtn-m

n

/n

m+n-k
€

el oldugundan a I olur.

(ra)neI

(pa)™ riaeT raev/I olur.



w® P

Tanim: 2)

Q, degismeli R halkasinin bir ideali olsun. Herhan-

gi a,beR igin

abeQ ve aﬁQ iken beQ (n3y 0) ise Q ya
primary ideal denir.
Ornek:1)

Her asal ideal acikg¢a primarydir.

abeQ ve agQ ise  beQ olur.

Teorem:3)

Q’degismeli R halkasinda primary ideal ise o taktir-
de /Q asal idealdir.
Ispat: abev/Q ve a#/a kabul edelim. O taktirde

a™" = (ab)"eQ olur. a¢/Q oldusundan a"¢Q olma-
lidir. Q primary oldugundan (bn)meQ olacak sekilde m > O
tamsayisi vardir.

Buradan bnmeQ ise be/Q olur.

abe/Q , af/qQ veya be/Q  ise )

asal idealdir.



-33-

Teorem: 4)

Y ve P, A halkasinda idealler olsun. Asagidaki ko-

sullar saglanirsa Y primary ve P, onun radikalidir.
1) YT P
2) ~ bxP ise o taktirde bTeY

3) abeY ve aﬁY ise beP dir.

Ispat:
11k olarak, ¥ nin primary oldugunu g8sterelim.
X abeY, agy ise b"ey
oldugunu gdstermeliyiz.
abeY  agy bePCY/ Y
bev Y b"eY  olur.

Bu ylizden Y primarydir.

Y nin, P nin radicali oldugunu gdstermek icin P =/ Y

oldugunu g&stermek yeterdir.

(1 ve 2 den)

. PC /Y dir  (x)



. vardir.

; bn—l¢Y

Bb&ylece

JYCP

(x)

Teorem:5)

A

ise bley olacak sekilde n
ise beYCP beP olur.
kabul edelim.
bneY
olmak kosulu ile (3) den beP
be/Y den
olur (x x)
ve (x x) dan /Y =P

tamsayisi

dir.

I nin maximal ideal olmasi icin gerek ve yeter ko-

sul her

afI

Sonug 1)

M bir R halkasinin maximal ideali ise M"

icin (I,a) = R

primary idealdirs

Ispat: Teorem

yazilair,

(4)

in

olmasidir.

3 iincl kosulundan

abeM”

bir

ve aﬁM



™
f

a b

M maximal ideal oldugundan Teorem 5 den (M,a) =R

yazilir. R birimli bir halka oldugundan

1 = mtra

1 = (mtra)®™

1 = (m"+r'a)

b = bﬁnyr'ab r'eR

b = bm ¢r'ab

be M" olur ve M" primary idealdir.

Tanim:3)

I, R halkasinin bir ideali ve P de R nin bir asal
ideali olsun. ICP ve bir P' idicin ICP'C P mimkiin de-

gilse P ye I nin en kiictik asal ideali denir.

Tanim:4)

R de bir ideal I olsun. n pozitif bir tamsayi ve

I ninn kere garpimi sifir ideal, 1™ = (0) ise I' ya
P y

nilpotent ideal denir.



Teorem:
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6)

I, R halkasinin bir ideali olsun. I, ancak ve ancak

R/I Db&lim halkasinin hir sifir bdleni nilpotent ise primary-

dir.

Ispat:

sifir

vardir.

I, R nin bir primary ideali ve a+I, R/I nin bir

b&leni olsun.

(a+I)(b+I) =1 olacak sekilde b+I # I koseti

(a+I)(b+I) =1

ab+I = 1

abeI ve Db+I # I oldugundan

b¢I dar. I primary oldugundan

aneI olmalidair.

(afI)n —a™I =1 dir.

(a+I) nilpotenttir.

R/I nin herhangi bir sifir bdleni nilpotent kabul

edilsin. R/I nin sifir bdleni a+I olsun.



(atI)(b+I) =1

b+I # I

Sifir bdlen nilpotent oldugundan

ang, b?fI
ve 1 primarydir.
Teorem:7)
QsQpseseses Q
X n
taktirde Q = N Qi
i=1

primary idealdir.

Ispat:

Qs komutatif R halkasinda primary ideal

asal idealdir.

T

R/Q bdliim halkasinin sifir b&leni

koseti

— 37

olacak sekilde

vardir.

(a+I)®* = 1 olur.

el dir.

primary ideal ve ise o

/Q. = P

de /Q =P olmak kosulu ile

n
ﬂ /_le nP:P
Ji=1

ise o taktirde

a+Q olsun.

(ab+Q) = (a+Q)(b4Q) = Q

olacak sekilde

b+Q # Q

koseti wvardir.
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b+Q # Q dan

bEQ =NQy bAQ;

i
Qs primary ideal oldugundan,

abeQ; bfQ a’eQ;

ae/Q a"eQ

n

(a+Q)™ = a'™+Q = Q

at+Q nilpotenttir.

Q,R nin bir primary idailidir.

Tanim:5)

Degismeli bir R halkasinin ideali I olsun. Her bir

Qs primary olmak kosulu ile I = Qlf]Q2f1 ...... nQ, ise
I, bir primary ayrisima sahiptir. Eger hicbir Q;,
Qlf] ...... NQ_1NQpqg N ceveees N Qn icermezse ve Q.

nin radikalleri farkli ise o taktirde primary ayrisim indir-

genmistir denir.
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R de bir I idealinin primary ayrisimi I nin primary

ideallerin sonlu bir arakesiti olarak yazilisidir, yani

n
I= N Q. dir
. i
i=1
Ayrica
1 Blitin rad(Qi) ler birbirinden farkli
2) Qs ;Q f\ Qj (1 ¢ 1 ¢ n)
J#EL
saglaniyorsa I= FH Q; primary ayrisima indirgen-
l:

mis denir.

Tanim:6)
R birimli, degismeli halka ve B bir R-modil ol-

sun. B nin bir A altmodiili reR, bfA ve rbeA=>7 BCA

olmasi sartiyla primarydir.

Tanim:7)

Bir R halkasinin Jacobson radikali radR ile gdste-

rilir.

radR = N {M|M, R nin bir maximal idealidir}

Eger radR = {0} ise o taktirde R ye Jacobson radikalsiz



-uQ-=

halka yada yari basit halka denir.

Birimli ve degismeli halka en az bir maximal ideale

sahip oldugundan daima Jacobson radikali vardir.

Teorem:8)

Herhangi bir R halkasinda a elemani ancak ve ancak

her reR i¢in l-ra tersinir ise rad R nin elemanidir.

Sonuc:?2)

Bir a elemani, ancak ve ancak a+radR , R/radR

bd1liim halkasinda tersinir ise R halkasinda tersinirdir.

Ispat:

atradR , R/radR de bir inverse sahip olsun.

(at+radR) (bt+radR) = l+radR

l-aberadR

Bir Onceki teoremde r =1 alinirsa

ab = 1-1(1-ab) den ab tersinirdir ve a elemani

R de bir inverse sahip olur.

Sonuc:3)

R nin her nilideali radR da bulunur.




Ty

Ispat:

N, R nin nilideali olsun. aeN alalim. Her reR iein
raeN dir. Bdyle ra carpimi nilpotenttir. ra, R halka-
sinda nilpotent eleman oldugundan 1l-ra, R de tersinirdir
ve aerad R olur. NCradR dir.

Teorem:9)

rad R de idempotent eleman sadece 0 dir.

Ispat:

a2 = a olmak kosulu ile agradR olsun. 1l-a, R de

bir inverse sahiptir.
(l1-a)b =1 beR

a(l-a)b — (a-ad)p= « 2 om0 dup,

Teorem:10)

Herhangi bir R halkasi ig¢in R/radR b&llm halkasa
yari basittir yani rad(R/radR)= {0} dar.

Ispat:
rad R yi I ile gd&sterelim. a+IeradR/I olmak lzere,
gbstermek istedigimiz a+I = I ig¢in ael oldugudur.

at+I, rad(R/I) nin elemani oldugundan

(1+D)-(r+ID)(atI) = l-ra+l

R/I da tersinirdir.
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(1-ra+I)(b+I) = (14I) olacak sekilde b+I koseti

vardir.

(1-ra+I)(b+I) = 1+I

1-(b-rab)e¢I = radR

b-rab = 1-1(1-b+rab)

R de bir ¢ inversine sahiptir.

(1-ra)bec = (b-rabl)ec =1

Style ki

(1-ra) , R de bir carpimsal inverse sahiptir.

Buradan aeradR = I bulunmus olur.

Teorem:11)

R birimli bir halka olsun. R nin her maximal ideali

asal idealdir.
Ispat:
M bir maximal ideal olsun. M in maximal ideal olmasi

ig¢in gerek ve yeter kasul her a¢M di¢in (M,a) = R olmasi-

A3,



il —

1 = mtra

b = bm+bra
~
eEm €m

bem bulunur ve M asal idealdir.

Tanim:8)

R bir halka olsun. R nin asal ideallerinin arakesiti-

ne asal radikal denir.

P(R) =N{P; P , R de asal ideal}

Eger P(R)= {0} ise R halkasina asal radikalsiz

yada sifir asal radikaline sahiptir denir.
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BOLOM V

BOOLE HALKALARI

X bir klime, R, X'in blitlin alt kimelerinin toplulugu
olsun. a,beR ic¢in

atb—= aab = (alUb)/(aNb) — a ile b nin simetrik
farka,

ab=—aflb=a ile b nin arakesiti olarak R
Uzerinde toplama ve carpma islemlerini tanimlayalim. R nin
bir halka oldugu asikardir. R in birimi X in kendisi, si-

firi @ kilmedir. Herhangi bir a elemani icin

a%:: a.a=—afla —a dan R nin her elemanz idempotent
olacaktir.

ab= aNb =bMNa —ba dan da R nin degismeli ola-

cagi sonucu c¢ikar. B&yle kurulan R halkasina X in alt kiimele-
ri halkasi denir.

Tanim:1)

Her elemani idempotent olan halkaya Boole halkasi

denir.
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Teorem: 2)

Her boole halkasi degismelidir.

Ispat:

a,beR ve R boole halkasi olsun.

atb = (afb)2 = a2-}ab+ba+b2 = a+t+ab+ba+b den

—
abt+ba = 0
elde edilir. (1) her a,b ic¢in dogru oldugundan
; ata = aataa = 2a =0
(2) den her a icin
a = -a

(1) ve (3) den

ab = -(ba) = ba olur ki

bu da R nin degismeli olmasi demektir.

(1)

(2)

(3)
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