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Buça]-rşmadadeğişmelibirimelemanlrhalkalanVemo-
düller ince]_enmiştir .

Beş bölümden meydana gelen çalrşmanrn ilk iki börü-

münde konu ile ilgili temel tanrmlan, teo:ıemlen verilrniştir,
Halka ve modüllere, daha ileni kavram ve teoremler elde ede_

bilınek için, bazı sonluluk koŞullanr eklemek genekmektedin,

Bunlanrn en uygunu "Zincin koŞullanr|| dı_r. Zincin koşulla-
nr halka ve modüllerin hen ikisine de uygulanrn.

Üçüncübölümdetamlrkbölgesi,hennekadarcisimde-
ğilse de onun bin cisme görnülebileceğini göreceğiz. Tamsayı_

lar cümlesi ile rasyonel sayrlar cümlesi buna bin örnektin,

Dördüncü bölümde nadikal, asal radikal Ve jocobson

nadikali incelenmiştin.

Son bölüm ise Boole halkalar]_n]_n incelenmesine aynr1-

mr-ştı-r.

a



sUMMARY

fn this study we will intnoduce a commutative rings

with identity and modules. These thesis consist of five

chapters. chapten I and chapten TI contairs an introduction

with the basic definition and theorems about subject. chain

conditions applies both of nings and modules,

field,

In

T^7 A

the chapten I1I whether integnal domain is not

will see that rt can embed to a field,

In the chapter Iv we wiıı introduce radical, prime

radical and jaeobson nadical.

In the last chapteiı, Boo1e rings have been examined.



lV]ODüLLER

BöLÜM I

einiş [,L,

R biniınli bir halka ve (M, t) değİşmelİ gı.up olsun.
reR Ve aeM

1) na eM

2) (rts )a : rafsa

3) (ns)a : n(sa)

4) r(afb) : nafnb

5) la

ise M ye bin sol R-modül denin.

Bunada

cıi R X M + M

cı(nra) : ra olup
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ra eleman]. r Ve nr-n modÜl ÇarPlma ad]-na a]-]-r.

Eğen R

sot R-rnodül, F

(G- ,t)
Z-modül gibi

: F ise (F henhangi bir cisim) o taktinde bin
üzerinde bir vektön uzayrdrn.

değişıneli grubu doğal bir biçimde bir sol
düşünülebilir,.

Yani,

ZxG+G

(nra) + na

neZ d.e \3

na:af......*a

için yukaı"rdaki aksiyomlaıı sağ}anrr,

R deki elemanlar]-n çanp]-ma

R-modüldür.

R bin halka ve I,R nin sol ideali olsun,

a:RxI->

a (r rx)

olanak tarif edilirse, I bir

Vektön uzaylanrnda olduğu gibi

1) 0R.. : 0R (A, t) nrn özdeş elemanr 0a

2) 0" .rf\
0A (R r,b) nrn özdeş eleman. OR

r(-a) _ (-r)a
çenlidin.

3) : - ( ııa ) Vne R ve aeM koşullanr ge-
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§
Mıin baştan fanklr altBin R-modül kümesi N olsun.

(N, t)

VneR

olınası şartıyla N,

R-ınodül olan

(M, +) n]-n alt gnubu

aeN için ııaeN

1)

2)

'lı ,ı4t ü ,n - Lİ{

Ve

in R-alt modülüdüıı.

açıkça iki aşikar altınodüle sahiptir.

Bunlaıı {0} ve },I dir.
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İ ,2 göLüt4 mooülü

N, R-modül olan M in biıı altmodü]_ü olsun. M komutatif
olduğundan N<M din. M/N bölüm g::ubund.an söz edebiliniz.
Bu gnubun elemanla:ır aeM o1mak koşulu ile a+N kosetlenİdİr.

M/N:{atNIaeM}

M/N de toplama işlerni

(a+N)*(btN) : atb+N din.

Çarpma işlemi ise

n(atN) : raıN din.

Bunun iyi tanı-rnlr olduğu ((. ) göne) göstenilrnelidir.

n(alN) : n(al+N)

ı:(btN) : r^(bıtN)

rabtN : ra'b'tN o1duğu gösterilınelidin.

t
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ra+ N:nal +N

rb* N:ııbllN

ra : naı*N,

rb : nbl*N,

rab: (ra'+Na)(nb'+Nr)

rab : ralb' +ra' NrtnbıNrtNrN,

ııab-rıaıbl : ]?aı Nrtrbl NltNlN2

rab+N : ra'bltN dir..

raeııa' +N

ııberb l *N

a
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Tanım : 1)

M ve N iki R-modül olsun.

f : M + N dönüşürnü VreR ve açM için

1) f: M:ü N bin grup homomorfisi

2> f(r^a) : :ıf (a) , VngR ve aeM şantlanınr sağlr-

yorsa, f 'e R-modül homornonf i.zrni- denin.

Eğer R : F ise (F herhangi bir cisirn) o takÜinde
R homomonfizmalarrna M dan Nle lineen dönüşümlen denir.

R : F ise R-modül homomoııfizmasına R-lineer dönüşü-
mü deniıı.

ör^nek: l )

Bin R-modül olan M in altmodülü N o1sun.

Nat, : M + M/N biıı R-homomorfisidir.

1) Nat* biıı gnup homomonfisidir.

Gerçekten

Natr(atb) : atbtN

: atN+b*N

: Nat*(a)+Nat*(b)
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f(ra) : rf(a)

Nat*(a) _ a+N

Nat*(ra): na+N

r(atN)

nNat, (cı)
ırğ

örnek: 2)

Tamsayılar]-n (Z, t ) grubu blr Z-modüldür,

mZ :{mnI neZi cümlesi bin altmodüldün.

r\
ı=Ui-=J]l . i/

M bin R_modül ise ve M in bütün altmodüllerinin
:;n]-esi {Bi I ieI} o1sun.

Bu takdinde A : ı!rB; de M in bir altmodülüdür.

Gençekten xryeA ise her ieI için xry.Bi olacağın-
dan x-yeB, din.

drr. Benzer şekilde hen neR için

2)

Dolayısıyla x-yeA
dı::.

R halka f: M + N bin R-modül

çek f :{aeM Irr") : 0} ctimlesi M

3)

u ul .

homomonfizmi

in bir
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BüLülVl II

ZİNCİR KOSULLARI

S boş olmayan kısmı
xryeT içinx(y veya y

kümesine zincir denir.

sınalr bir küme

\< x oluyonsa S

olsun. Eğer
nin bir T alt

üzerinde aşağı.daki koşullan denktir,

(i)ırherxr<*2-,

(*r:*r,_1 ] ,olan

için artan ziıci:ıi durur,

bir n vardrn. )

(ii)İninboşolmayanaltkümesininbirmaximalele-
man]- vandır.

Eğen x, bir M modülün e bağıntısı ile srralanmrş

altmodülleninin kümesi ise o zaman (i) ye antan zincin koşu_

1u deniıı. (ii) ye maximufrı koşul deniı:,

Bu iki aenkrX koşuldan birini gerçekleyen bin M modü_

lüne antan zincin koşulunu sağlan denin,

Eğen,
cin koşulunu

2 ile srnalanmrş ise o zaman (i) azalan zin-
sağlaıı (ii) ye minimal koşul denin,
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Tanı-m: 1)

A bin modü1 o1sun. A nın altmodülleninin
A. C A^ C zinicini her i ). fl için A_. : A_1- ,2- ]- n

olacak şekilde n tamsayıs]_ vaı]sa A altmodüllen üzeninde
aııtan zincir koşulunu sağlan denin.

B bir modü] olsun. B nin a]_tmodülleninin Ba ) B2)...
zincini V i ), fl için Bi : Bm olacak şekilde m tam-
say]-s]- vansa, B altrnodüllen üzeninde azalan zincin koşulunu
sağlan deni::.

Tanım: 2 )

R nin hen Io J 11 ) T2 )... )In ) sağ

idealleninİn azalan dizisİ sonlu bin adrmda dununsa R ye
Antinian halka, R nin hen IoC IrC 

'zC 
C I.rC

sağ idealleninİn antan dizisi sonlu bin adımda durursa
R ye Noetherian halka denin.

önnek: ]- )

Z tamsayrlar halkası Noetherian fakat Antinian
değildin.

Z de idealleni"#. antan bin dizisi (nr) C (nr)C (nr)C...

ise bu dizi sonlu bin adrmda dunmalıdın.

Çünkü (n1) C (n1) ile .j nin .i yi bölmesi de-

mektin. Eğen dizi sonlu bir adımda dunmaz ise nrlin sonsuz
sayrda böleni o]malıdrn. Bu ise hiçbiıı sonlu tamsayrda müm-

kün değildir .:
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Diğer yandan

(2) )(+) )(B) )(16) )......

dizisi Z de sonlu bin adrmda durmaz. Böylece
halkasr Noetheı:ian fakat Antinian değildir.

tamsayrlan

Tanım: 3 )

Bin altmodülleıı dizisinin tenimleni anasrna yeni
altmodüller^ ekleyenek elde edi]en yeni diziye ilk dizinin
incelmiş dizisi denin.

Tanrm: 4 )

A bir R-modü1
.... CA n

olsun. A nrn bin altmodüller dizisi
: A o1sun. Bu dizi daha fazl.a in-
i icin A. ile A. .- aras]_na A nrn'artf

ilave edilemez ise diziye kompozis-

AoC AlC AzC
celtilemez ise yani hen

henhangi bin alt modülü
yon dizisi denin.

Tan:-m: 5 )

AR bin sağ R-modül olsun.

(i) A_ nin alt modülleninin her topluluğunun mini-
İ(

mal elemanı- vansa A* ye Antinian modül denin.

(ii) A* nin altrnodüllet,inin hen topluluğunun rnaximal

elemanr vansa A_ ve Noetherian modül denir.
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Teonem: 1)

AR bin R-modül olsun. Bu rıodü1 ancak ve ancak
azalan zineiıı koşulunu sağlarsa Artiniandrr.

Ispat:

A nrn alt modülleninin azalan dizisi Ao ) Ar ) Or)..

A_ ) .... ve bu dizide söz edilen A_. lenin topluluğu:' n ]- A.-K--*
M ise Y, A ,azalan zincin koşulunu sağladığından bi" ,=19cL_-
At eleman:_ bulundunun. Aa*l , At içinde At+z , At*]_

içinde ve böyle devamla kapsandrğı ve Aa de minimal olduğun-

dan At : At*l : At+ 2 . . . .^ elde nedilin ve dizi t. adımda
ı fı n ^\. .' t ^_ 0,^^,

, du]3u]3 . A7o,JLo n }-t^^ c,l_ toç*_Q,^, \<re*
Y

AR azalan zincir koşulunu sağlamrş ve M de A nrn
altınodülleninin bin topluluğu olsun. AoeM alalrm. Ao, M de

minima]_ ise işlem dunun. Ao minİmal değilse M de Ao da kap-
sanan bin A, elemanr vandrı:. AaeM de minimal ise işlem du-

nu]?. Minimal değilse M de Arıin kapsadığı_ bin A, vaı.drn.

Böyle devam edilenek M in elemanlaıırndan o1uşan bin dizi
Ao)or)o?)... )arr) eldeediliı:.

Kabu1 geneği bu dizİ bin yende durmalıdın, sonlu bin
t için

At : oa*,

Böylece M de aranan minima1 eleman At din.
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II,I HOMoMoRFi iıE iı-eiı-i soııuçı_eR

1) f:M + Ml bin modü1

Imf, Ml nün altmodülüdün.

2) NveNl
tinde N+N' de bir

homomorf izmi ise Keı:f , M in

altmodülleni o1sun. O tak-

N/(N /-) N,)

bir M ınodülünün
altrnodüldür. ve

= (NtNl )/N'

dir. ( ikinci 1zomonfizma Teonemi)

3) M )M' ) M" ınodü]len ise o taktinde

( M/Mll / (I4l /M,l )

remi )

= M/M' din. (üçüncü izomonfizma Teo-

Eğen f:M + Ml

bin altmodülü ise bin
bir modül-homomorfizmi

kanonik homomonf i zmaya
ve N', M' nün

sahib iz.

ı

r bin modül-izomonfizmidin.

Ç<V\,|o\
4) 0--+G' { G-§

M/f -1(N' ) 
-> 

M, /N,

rİrl 
^\J --* U

r _J}\_}.^ı-^.Grt ,o bir."
f nü, 1-1 o\ı,e{" n,_

.99L Çc\cf =io\
O\mo 51JırImf : Ken g ise bu dizi tamldın.

Bunada fr 1-1 ve 9röntendin.
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H, G nin altmodülü ise

0-+H-+G -+G/H-0

f:G_şGı H,<G, ve H:f-l(H') olsun.

l:, r-l(H,) { G

G---JG l---+GllH'

6-_rG,_l-.G g 
)A,L-_rOllil-+H n +G /I]--*0

f- : G/H----ıG'/H,

\

0 

-_--_J 
H --ı ç --_---ıG / H ----__+ 0ılfİl

0 --------J* , , J, --------* YzH '---------- o

r izomorfizmadrn.
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Bt]Lü[{ I I I

BIR TAMLIK B()LGESİNİN KESİRLER CİSlvlİ

Q, nasyonel say]_lan cismini Z tamsayılar ha]-kasrndan
e]-de edenken kullandığımız yöntemi henhangi bin A taıiılrk
bölgesine kolayca genişletebiliriz. Böylece A nrn kesirler
cisınini elde edeniz. Bu yöntemde a, seA ve s * 0 olmak
üzene bütün srnalı_ (ars) ikilileni anasında1

(ars) = (brt) <,-> at- bs : 0 denklik bağıntrsr
tanrmlans rn.

Bu ancak, A bir tamlık bölgesi ise geçer.lidin. Çünkü
bağrntrnrn geçişken olduğu gösteııilinken krsaltma yaprlıyon.
Yani A nrn srfrndan fanklr srfrn bölen]eri yoktun.

A bin halka olsun. A nrn çarp]-msal- kapalr bin altkü-
mesi denince 1eS ve S çaııpma altında kapalr olmak üzene A
nrn bin S altkümesi anlaşrlın.

Şimdi A x S de bin denklik bağıntı_srnr şöy}e tan:_m-
1aya1 rm.

(a, s) = (brt) <> 3t : bs

bu bağıntının yans]_yan, simetnik o1duğu açıktrı:.
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Geçişken olduğunu göstenmek için;

(ar§) = (brt) ve (brt) = (cru) alalım.

_+ _ ^ı uat : usb

uat : usb

stc : sbu

uat-stc : usb-sbu

0

t(au-sc):0 t+0 au-sc:0

(ars) = (c ru) olur.

_ ? A ,Lo^reuL LUlg,,";"- d+ lr4rr* Aıı"/,-,
cı , (ars) nin denklik sın-rflanını göstensin.
' 3, Jerı tAl,- b,zufuı

Ax Ç y^ d2^ L-Qll, s,§kına
Denklik sınıflan]-n:-n küınesi S-la o1sun. tJ'rü"

S-la da toplama işlemi;

(a)t(b):( at+bs)
stst

S-1 A au. çarpma i-şlemi;
- b. ab(+-) (-t-) : 

"a 
şeklinde tan:_mlansrn.

S-1 e kümesi yukanıdaki (t) ve (.) işlemlenine göre
bin halkadrn.



t"7b) J-..nj.,s sı ırr,ı 

{İnrı 
ıt ı^

-l a 

-.S A = )G,s) ', (q ts)en,\ _ru-\ A +,"J,L b,J lp g2 l,,, n ,

V x € A ^,Ü 
^.x 

- x J'ob Qalo&-"

Aynıca f(x) - x ile tanrmlı bin fı A * S-lA
1

homomonfizması vaı:dıı:.

Bunu ispatlamak için önce yukanıdaki toplama işlemi,.
nin iyi tanımlı o1duğu ispatlanmalıdın.

,^^l^

ı

ı

-,tS -A da toplama

a/s 1 a'ls' : sra+sa'/""' şeklinde tanrmlandr.

tyi tanımlr olduğunu göstenelim.

a/s : allsı

b/r, : b| /r|

a]? fbs a?ı]ltb's'
s]? rlsl

(aı:+bs)nls' : (alrr+bls' )sn

arrlsl-ali. ls]? : blslsn-bsı:'S'

arrl sl -ali.l sr-b' s l sn+bsrrs r : 0

ı:nl (asl-al s)tssl (brl -blı?) : O

rrr'eS srsleS
ıırleS ssl65
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(asl-ats) :0 (brl-b'n) :0

Toplama iyi tanrmlrdrr.

Çanpmaya göre;

ab/sn : albl/slnl

abslnı: albl sn

abs lrr -a'bı sr-brlal S+bı]laı s : 0

br' (asl -a's)+a's(br'-b'r) : 0

Sonuçta çarpma iyi tanım]_rdır.

2ıf+\



-1B -

ve f:A + S-la homomonfizmi aşağrdaki-1S-A
özellikler"i

halkasr
sağlan.ı

1) seS:>f(s), s-ra da biriınseldir.

f(a) :r0 bin seS için as : 0 dın.

S-la nın heı: elemanı, bin agA ve bir. seS için

2)

3)

Sonuç: 1 )

f(a)f(s)-1

Eğeng:A+B

i) seS:> g(s),

şeklindedir.

B de binirnsel

iii) B nin hen elemanl g(a)g(s)-1 biçiınde olacak şeki1-
de bin homomonfizm ise o zaman tek bin h:S-lA * B izomonfiz-
mİ vandııı ve g : hof olun.

ob

h(a)
s

ile tanrmlr



a
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h: S-la + ğ dönüşürnünün bin izornorfizm olduğunu
gösteneceğiz.

h öntendin ve h nin 1-1 olduğunu göstenmek için çekin-
değine bakalrm.

Eğen h( a ):0 ise g(a):0 drr.
e

0 halde (ii) den bin teS için at:0 ve böylece
-,l(ars) = (0r1) bulunur. Yani S -A da . 

=0 drn.
s

Tanrm 1)

B bin halka ve A, B nin bir althalkasr olsun. aleA,
eeB için

^n n-1C-'tarc" *1 ..tan: ise

ceB ye A da tamdrn denin.

Tanrm 2)

f : A + B bin halka hornomoııfisi o1sun (ArB değişmeli
halka )

Eğe:ı B, f(A) üzeninde tam ise f'ye tam ve B ye tam
A-cebir denir.

ı
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f:A+B ve g:B+C tamiseotaktirde
gof:A+C tamdrr.

önenme 1.

g: A + B her s:S için g(s), B de binimsel ola-
cak şekilde bin homomonfi olsun. 0 zaman g : hof olacak
şekilde tek bin h: S-lA * B homornonfisi vaı:d]_ı:.

Teklik:

Eğen h koşullanı sağlanrrsa, o zaman hen aeA için

h(a):hş(a):g(a) olur.
1

BöyJ-ece seS ise

h(1):h(S)-1-g(s)-]
s1

0 halde

h( a ):h( a ).h( 1)
sls

_ ,,l

: g(a)g(s) f

Bu yüzden hr8 ile tek olanak tanrmlanrn.
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: g(a)g(s)-1 olsun. o zamanii) Vanlrk h(a)
s

iyi tanım]r homomonfizm olacaktır.

Şimdi al olsun. 0 halde

(ası-sal

s'

)t :0 olacak şekifde t eS va:ıdrıı.

a

S

(g(a)g( s'

oluı:. g(t), B

)-g(s)g(al) )g(t) : 0

de binimseldir.

g(a)g(s)-1 : g(a')g(s')-f e]_de ediliıı.

f: A + B tam olsun. S de A n]_n çarprmsal alt kümesi
olsun. O taktinde S-1 f: S-la * S-lB homomonfisi vardrn.

(s-lt)(x/s) : f(x)/f(s) ile tanımlanın.

1g

S

1a

S-B

A,

-1f
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öneııme 2.

f: A + B tam ve SrA nrn çanpımsa1 altkümesi olsun. O

-,l -,l - 1

taktinde S - f : S -A -+ S tB tamdrn.

I spat :

xeB ve a- eA için
-L

n n-lx'* d. x" -+ t a*:0 olun.ıan

- 
,,l

^ e S -B (xeB, seS)
s

Yukanrdaki eşitlikten

a-_a. x .n *1 x .n-1 --n( " )"+( - )( " )" - t ...+ " :0 drn.
oocs " "n

x ^-1"
s

Teonem 1)

Eğen gç Be_ C halkalar ve B, A da tam C, B de

tam ise o zaman C, A da tamdrn.



ı
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Tanım 3)

A bin halka olmak izere, katsayı]_arıı A dan alrnan
bir f(x) polinomu

şeklinde bir sonsuz toplamdı-r. Öyle ki a.eA lara f (x) po-

linornuıııün,-, , katsayrlanr ve xle be]_İrsİz veya değİşken adr
ver"iliı:.

A üzerinde bütün tek değişkenli polinomlar]-n cümlesi
A ["] ile gösterilir.

önerme 3. Aşağrdaki]en denktin.

xeB, A da tamdrn.

a ["] sonlu üneti]-miş A-ınodüldür.

Sonuç 2.

manlarrnr alalrm. O zaman A ["r....r.,l ha]kasr sonlu üne-

tilrniş bin A-modüldür.

1)

2)

J

,.,^ı
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Ispat:

n üzeninde tümevaıı:-m uygulayalrm. n : ]- için doğru

olduğunu biliyoruz. n > 1 ve Ar:A f"r.....*r] ala-

lrm. O zaman tümevanrma göne A.,_1 sonlu ünetilıniş bir A-mo-

düldür. *.,, An_1 de tam o1duğu için n : 1 dunumundan

An : An_l l_"rr] sonlu ünetilroiş bin A.,_ü modüldün. A.., bir

A-modül olanak sonlu üretilmiş o1un.

önerme 4 )

AC B tamlrk bölgeleri ve B, A da tam olsun. B cisim-
dir ş> A cisimdin.

Ispat:

A bir cisim olsun. ye B , y * 0 alalrm, ayr]_ca,

n n-ly"taly" -t .+ar, : 0 (areA)

B tamlrk bölgesi o1duğu için un * 0 drn. Dolayısryla
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böylece B cisimdir.

Tensine B bir cisim olsun. xeA, x * 0 alalrm. 0 za-
a.. *-l'B olur.

B, A da tam olduğundan,

-m -m*1* ta':0 (aleA)x*"ix+.t.rn_L

olur. Bunadan

dan A bin ciaimdir.

m-1. -m -m*1x"' '(x "'tarx lıılJt ......t ";) 
: 0

-1 
m_-l(x -+a'.,, t al x + .....+ .,l., ,"' ') : 0I2

-'] 
m-]x ' : -(a|t aix + .......t .,l.,*"' ')eA



ı

2) 2m, ZneE

2m-2n : 2(m-n)eE

*26-

Tanrm: 4 )

S değişmeli ve binim elemanlı- bin halka ve R, S nin
1 'i icenen bin alt halkası olsun. O taktir"de S'ye R nins'
halka genişlemesi denin.

önnek:1)

Çift tamsayrlaıı kümesi E ., Z tamsayrlaıı kümesinin
bin althalkasıdrn.

1) E + a (2,4,6eE)

fiırııeZ olmak üzene 2m ,2neE E + 6 drn.

3) (2n)(2m) : 4nmeE

E, 1ıi içenmediğinden ZrE nin bir. halka genişlemesi-
değildin.

Tanım 5)

S nin her elemanr R üzeı:inde tam ise S, R nin bir taın
genişlemesidin denin.

neR elemanı, x-rS, [x] in kökü olduğundan lR ha1-
kası kendisi üzeııinde tamdrn. Z nin R genişlemesinde

-,ı
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1 , *2- J_ tün bir kökü olduğundan, | ,Z üzerin-
/33/3

de cebirseldir, fakat * , Z üzerinde tam değildin,
yJ

çünkü ,2- J- teki -L çut".y,", Z in elemanı değildin,

1n']
Bununla birlikte -!_ , 12- --l- şn bin kÖkÜ o1duğundan

,/3 3

Q nasyonel sayılan cisini üzeninde tamd]_r,
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Bı]L[J|4 IV

pRIMARy iognı-ı-en vE RADiKALLER

Tanıro: 1 )

r, R halkasınrn bir ideali olsun. I nın radikali /I
ile göSterilip

,=.n_fi {a6R Ia"eT, n>0}

şeklİnde tanrmfanır.

Z halkasında,
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Teorem: 1)

rspat:

1) //T: fi

2) / IJ :lnnJ : lr nlj
v

3) k>0 ve I"ÇJ ise /ıC/ı

km-a---e r o kmeZ

aeli /TC la

aelfr ise 
"k, /T (ak)m.I

ıicı?T @ tanrmdan

o

:1 ve 2 den //l -- ll drn.

» ,fr: ffi: En,F

ae /TT o]-sun. "'.]JC InJ

ae /Tffi
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^. 
lİNİ o1s un .

m- n
a el ı d eLJ

mtn m n.a.." .. .a--erJ

a. /ffi

3) k > 0 ve rkc J ise lTçtr

ık:r

aelT Ç ,tr

u.*r T

.*k : (am...."')k ,ıkC J

nk-,:a eıJ ae /J olur.
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Teonemı 2 )

,ff, R halkasrnrn bin idealidir.

Ispat:

1) a-be fr

2> raefr

1) a rbefr olsun. Buradan

n - ,m -a"eI, b"'eI olur.

(a-b)ntm - ( "f,* 1.mtn-k bkrI olduğundan

k )z Ifl ise bm-bk-*.I bmer olduğundan

bkeI olur.

k<m mtn-k>mtn-m:n

n _ m+n-ka"eT olduğundan a"^"' ,.eT o1un.

2> (ra)neT

. .n n n(na)- : r a el ra.lT o1ur.



a
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Tan:-m: 2)

Q, değişmeli R halkasanan bin ideali o1sun. Henhan_

gi arbeR için

abeQ ve "fa iken bnrQ ( 
^ i 0) ise Q ya

primary ideal denir.

önnek:1 )

Hen asa1 idea1 açrkça primarydir.

abeQ ve "lQ 
ise beQ olur.

Teonem: 3 )

Qrdeğişneli R halkasında pııimary ideal ise o taktir_
de 4' asa1 idealdin.

ispat: abe (- ve "{q kabul edelim, O taktinde

"'b': 
(ab)neQ olur.. "{q o1duğundan "'lQ olma-

lrdın. Q pnimany olduğundan (Un)neq olacak şekilde m > 0

tamsayrsr vardı-ıı.

Bunadan b".Q ise b.4 olur.

abe re- , "f @ veya b,4- ise re

asa1 idealdir.

ı
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Teonem:4)

Y ve P, A halkasında
şullar sağlanırsa Y primany

idealler o1sun. Aşağrdaki ko-
ve P, onun radikalidir,

yaP

beP ise o taktinde bmey

3 ) abeY "lY ise beP drr.

Ispat:.

ilk olarak, Y nin pnimary olduğunu göstenelim,

abeY , at'Y ise bneY

olduğunu göstermeLj-yj-z,

abe Y afY be PC/T

n e ,/-Y bneY olur.

Bu yüzden Y pnimanydir.

Y nin, P nin radicali olduğunu gösteıımek

olduğurıı göstermek yeterdir.

(1ve2 den)

r)

2)

için P :/ Y

} PC/Y dir (x)

a



a
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b e ff ise bneY olacak şekilde n tamsayrsr
vaııdrn.

n : l ise be YCP be P olun.

n > ]- kabul edelim.

b'-lb : bneY

U'-lfY o1mak koşulu ile (3) den beP din.

Böylece belY den

,ffC p olur (x x )

(x) ye (xx) dan "tr:p din.

Teo,nem:.5 )

T nrn maximal ideal o1masr için gerek ve yeter ko-
şul her "fr için (T,a) : n olmasrdrn.

Sornıç 1)

r

M bin R halkas]_n]-n maximal ideali ise Mn bin
priina,ny j_dealdin;

q_
rspat:. Teonem (4) ün 3 üncü koşulundan abeMn ve 

^lM
yazıJ-ır,



a

M

yazl-l]-?.
maximal ideal

R binim]_i bir

-Jc-

otduğundan Teonem 5 den (Mra) : n

halka olduğundan

1 : rntna

l : (11na)n

1: (mntn'a)

b: bmn+rıab

b : bmn|nlab

nleR

ideali ve p de R

Pı için ]C P'C P

asal ideali denin.

be Mn olur ve Mn pnimany idealdir.

Tanrm: 3 )

T, R

ideali olsun.
ğilse P ye

halkasrnrn bin
IÇ P ve bin

I nrn en küçük

nin bin asal
mümkün de-

Tanrm: 4 )

R de bir idea]
f nrn n kere ça]]p]_m]_

nilpotent ideal denir.

T olsun. n pozitif bir
srfrr idea]_, I': (0)

tamsayı- ve
. _,J-Se l ya

}

-|
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Teoııem:6 )

I, R halkasrnrn bir
R/I bölüm halkasrnrn hir
din.

Ispat:

T, R nin bin primany

srfrn böleni olsun.

-36_

ideali ol-sun. I , ancak ve ancak

srfrn böleni nilpotent ise pnimany-

ideali ve a}I, R/I nan bir

ı

(atI) (u+r) : T

vandrn.
olacak şekilde btT + I koseti

(a+I) (btT) : T

ab+I : ]

abeT ve bfI + I olduğundan

b{ drn. I pnİmany olduğundan

anrI olmalrdrn.

(atT)' : antT : T drr,.

(atT) nilpotenttir.

R/I nrn herhangi bir srfrr^ böleni nilpotent kabul

edilsin. R/] n]_n sıfrn böleni atT olsun,



a

*

a
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(atl) (btI) : I olacak şekilde

btT *l koseti vandrn.

Srfrn bölen nilpotent olduğundan (atI)n : T olur.

abeI, blI aneT drr.

ve I pnimarydin.

Teonem: 7 )

Q1 ,Q 2,......Qn primany ideal ve ,/Q_, : e ise o

j

a

n
taktiııde a : n Q' de /0 : p olmak koşu]_u ile

r:l-
primaııy ideatdin.

Ispat:

/a: 6 Qi: ,Ö. /Qi: op: p

a

Qi komutatif R halkasrnda primany ideal ise o taktiııde

/-Oi asal idealdin.

R/Q bölüm halkas]-n]-n sıfrr böleni atQ olsun,

(abtQ) : (atQ) (b*Q) : Q

olacak şekilde btQ + Q koseti vardır.
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ı
ı

btQ + Q dan

bca:nai bla:_

Qi pnimary idea1 olduğundan,

.5eQi ulaı aneQi

"./Oi : P :,'Q

n
ae /Q a"eQ

(atQ)n:.'+Q:Q

atQ nilpotenttir.

Q ,R nin bir primany idai]-idir.

Tanrm: 5 )

Değişrneli bir R halkas]_nan ideali I olsun. Hen biıı
Qi pnimany olmak koşulu ile a : Qrn Q2 n fl Q., ise

I, bin pnimary aynaş]_ma sahiptin. Eğen hiçbin Qi,

Qr İ . O Qi_r i Qiş1 tl fl Q. içenmezae ve Qi

nin radikalleni farklr ise o taktinde pnimany aynaş]_m İndin-
genmiştin denin.

-|

3

t

a

a



a

t

-3g-

R de bir I idealinin primany ayraşam1 I nrn p]?]-many

ideallerin sonlu bin anakesiti olarak yazıLışrdrn, yani

n
T : n a.. dİr.

a:l

Ayrrca

r) Bütün rad(Q: ) ler binbirinden fanklr

» aiPn aj (1 -,işn)
i+i

sağlanryonsa I: . h Qi pnimany ayr]_şrma indingen-
r:l-

miş denir.

Tanrm:6 )

R biniınli, değişmeli halka ve B bin R_rnodül o1_

sun. B nin biıı A altmodülü neR, blA ve nbeA:rr'BCA
olmasr şartryla pnimanydrr.

Tanım: 7 )

Bin R halkas]_n]_n Jacobson nadikali radR ile göste-

rilir.

radR : fl {u|u, R nin biıı maximal idealidir}

Eğer radR : {o} ise o taktinde R ye .Tacobson nadikalsiz

ı

!

t



a
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halka yada yar]_ bas it halka denir.

Binimli ve değişmeJ-i halka en az bin maximal ideale
sahip olduğundan daima Jacobson nadika]i vandrrı.

Teonem: B )

Henhangi bir R halkasrnda a efemanr ancak ve ancak

hep ııe R için ]--na tensinj.n ise nad R nin elemanrdrn.

Sonuç : 2 )

Bİıı a elemanr, ancak ve ancak atı:adR , R/nadR
bölüm halkasrnda tensinin ise R halkasında tensinirdir.

1Spat:

atradR R/radR de bir inveııse sahip olsun.

(atnadR) (btnadR) : 1tnadR

1-abe nadR

Bir önceki teonemde n : 1 alrnrrsa

ab tensinindir ve a elemanrab : 1-1(1-ab) den
R de bin invense sahip o]_u::.

Sonuç : 3 )

.a

.t

a

a_

a

i;

ı R nin her nilideali radR da bulunur.
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Ispat:

N, R nin nilidea]i olsun. aeN a}alrm. Her reR için
ııae N dir. Böyle ]?a çanp]_m]_ nilpotenttin. na, R halka-
sında nİlpotent eleman olduğundan l-na, R de tersinindin.
ve aenad R o1un. NÇradR din.

Teoııem:9 )

nad R de idempotent eleman sadece 0 drr.

Ispat:

2a olmak koşulu ile aenadR olsun. l-a, R de

bir invense sahiptir.

(l-a)b : 1 beR

a(l-a)n : ("-r2)n: ( a : 0 drn.

Teonem: }0 )

Henhangi bin R halkasr için R/radR bölüm halkasr
yar]_ basittin yani nad(R/nadR): {0 } drr.

Ispat:

rad R yi I ile göstenelim. atIeradR/I olmak üzere,
gösteıımek istediğj-:mj-z atf : I için aeT olduğudun.

atf , nad ( R/ ] ) nı-n elemanr olduğundan

(1tT)-(ııtI) (a+I) : l-ratI

R/1 da tersinirdin.

t

ı

a

ı
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(f-natI)(n+r) : (1+T) olacak şekilde b+I koseti
vardrr.

(ı-natl)(btI) : 1tT

t-(b-nab)ef : nadR

b-nab : 1-1(l-b+nab)

R de bir c invensine sahiptin.

(l-na)bc:(b-nab)c:l

Şöyle ki

(l-na) , R de bir çanprmsal inyense sahiptin.

Bunadan aenadR : I bulunmuş olun.

Teorem:11 )

R binimli bin halka olsun. R nin hen maxİmal ideali
asal idealdir.

Ispat:

. M bir maximal ideal olsun. M in maxima]- ideal olmasr
için genek ve yeten koşol her alM için (M,a) : R olması-
drn.

!

a
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l : mtra

b : bm*bra
V \--l

Em em

bein bulunun ve M asal idealdir.

Tanrm: B )

R bir halka olsun. R nin asal ideallerinin aııakesiti-
ne asaf nadikal denin.

P(R) :Otp; p , R de asa]- ideal}

Eğen P(R): {0} ise R halkasrna asaf radikalsiz
yada srfrn asal nadika]_ine sahiptir denin.

a

!
a

a

?
a
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Bt)Lülvl V

BOOLE HALKALARI

ki-ime, R, Xıin bütün
için

alt kümeleninin topluluğuX bir
o]-sun. a rbgR

atb: aAb: (aUn)/(aflb): a
fankı,

ab: aOb:a ile
üzeninde toplama ve ça]?pma
bir. halka olduğu aşikand:_n.
frrr a kümedin. Henhangi

^2: a.a:aOa:a dan
olacaktrn.

ile b nin simetnik

b nin anakesiti olarak R

işlemlenini tanrmlayalrm. R nin
R in binimi X in kendisi ı sa-

bin a elemanr için
R nin hen elemanı idempotent

a

9

e

a

ı
a
C

ab-anb:bna-ba dan
cağr sonucu çrkan. Böyle kuııu]-an R

ri halkasr denir.

da R nin değişmeli ola-
halkasrna X in alt kümele-

Tanrm: 1 )

denin.
Hen e]_emanr İdempotent olan halkaya Boo]-e halkasr

,
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ı
: Teorem: 2 )

ı
Hen boole halkasr değişroelidin.

Tspat:

arbeR ve R boole halkasr olsun.

ı afb : (atb) 2 : .21"b*ba*b2 : a+ab+ba+b den

ablba : 0

elde edilir. (1) her arb için doğnu olduğundan

a

}

ı ata:aa+aa:2a:0

(2) den herı a için

a:-a

\-İ{

. 
(1) ve (3) den

ab : -(ba) : ba oluıı ki

bu da R nin değişmeli olmasr demektin.

(1)

(2)

(3)

ı.

L
a
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