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OZET

GUL REGLE YUZEYLERI
Damla BUDAK

Matematik Anabilim Dali
Yiiksek LISANS Tezi

Danigsman: Prof. Dr. Salim YUCE

Bu tez beg boliimden olusmaktadir. Birinci boliim, girig boliimii olup bu bdliimde
literatiir 6zeti, tezin amaci ve bulgular yer almaktadir. Ikinci boliimde, giil
egrileri ve giil yiizeyleri hakkinda temel kavramlar ve hesaplamalar verilmisgtir.
Uciincii boliimde, E? Oklid uzayinda regle yiizeyler ile ilgili temel tamm ve
teoremler verilmistir. Tezin orijinal boliimii olan dérdiincii boliimde, E? Oklid
uzaymda rektifiyan ve normal giil regle yiizeyleri ingsa edilmis, bu yiizeylerin
karakteristik 6zellikleri incelenmis ve bu yiizeyler MATLAB programi kullanilarak

gorsellestirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Giil egrisi, regle yiizeyi, giil regle yiizeyi, rektifiyan giil regle

yiizeyi, normal giil regle yiizeyi.
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This thesis consists of five chapters. The first chapter is the introduction chapter
and consists of the literature summary, the aim of the thesis and the findings. In the
second chapter, basic concepts and calculations about rose curves and rose surfaces
are given. In the third chapter, the basic definitions, and theorems about the ruled
surfaces in E? Euclidean space are given. In the fourth chapter, which is the original
chapter of the thesis, the rectifying and normal rose ruled surfaces were constructed
in [E? Euclidean space, the characteristic properties of these surfaces were examined,

and these surfaces were visualized using the MATLAB program.

Keywords: Rose curve, ruled surface, rose ruled surface, rectifying rose ruled

surface, normal rose ruled surface.
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GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

18. yiizyilin baginda Luigi Guido Grandi ¢igek sekline benzeyen egrilerin geometrik
bir tanimim1 ararken giil egrilerini buldu. Guido Grandi, buldugu giil egrilerinin
temel Ozelliklerini 1713 yilinin Aralik ayina kadar iki mektup araciligiyla Leibniz’e
iletti fakat giil egrilerinin yaygin bir bilgi haline gelmesi on yil sonra oldu.
Guido Grandi kesfettigi giil egrilerinin 6zelliklerini 1723 yilinda Royal Society of
London’da bir makale olarak sundu, [1]. Daha sonra 1728 yilinda Floransa’da
daha kapsamli bir makale yaymladi, [2]. Giil egrileri, 1875 yilinda yaprakli
egriler ad1 altinda Edward Wyllys Hyde tarafindan incelendi, [3]. 1987 yilinda
Peter Maurer tam say1 degerli giil egrileri yardimiyla olusturulan Maurer giillerini
tammladi, [4]. 2010 yilinda Sonja Gorjanc ii¢c boyutlu Oklid uzayinda giil
egrileri yardimiyla iiretilen giil yilizeylerini tanimlamis ve bu yiizeylerin 6zelliklerini
incelemistir, [S]. Ayrica giil egrilerinden sanat, mimari ve miithendislik gibi pek ¢ok
alanda faydalanilmaktadir. Hirvatistan’in Zadar sehrinde Aziz Meryem Kilisesi nin
Benedictine Manastiri’nin camlarinin giil egrisi seklinde olmas1 mimari alandaki

orneklerinden biridir, [6].

1.2 Tezin Amaci

Literatiir incelendiginde, giil egrilerinin temel ozellikleri, giil egrileri yardimiyla
tanimlanan egriler ve yiizeylerin ¢alisildig1 goriilmektedir. Ayn1 zamanda literatiirde
egriler yardimiyla iiretilen regle yiizeylerin var oldugu fakat giil egrileri ile
olusturulan regle yiizeylerin mevcut olmadig1 goriilmektedir. Bu tezin amaci
da giil egrileri ile iiretilen regle yiizeyleri olusturarak literatiirdeki bu boslugu

doldurmaktir.



1.3 Bulgular

Bu calismada ilk olarak giil egrileri, giil yiizeyleri ve regle ylizeyler ile ilgili
literatiirde olan temel tanim ve teoremler verilmistir. Daha sonra E? Oklid uzayinda
dayanak egrisi giil egrisi ve dogrultman vektorii bu egrinin Frenet vektorlerinin
acisal lineer birlesiminden olusan giil regle yiizeyleri insa edilmistir. Insa edilen
bu giil regle yiizeylerinin birim normal vektorleri, teget diizlemleri, temel form
katsayilari, Gauss egrilikleri, striksiyon egrileri, dagilma parametreleri, asimptotik
normal dogrultular: ve striksiyon noktasindaki merkez normalleri hesaplanmistir ve

bu yiizeyler MATLAB programu ile gorsellestirilmistir.



2

GUL EGRILERI VE GUL YUZEYLERI

Bu béliimde, tezin orijinal kismini olusturacak olan doérdiincii boliim i¢in gerekli

olan giil egrileri ile ilgili temel bilgiler verilmistir.

2.1 Diizlemsel Giil Egrileri

Tamim 2.1. Matematikte kutupsal koordinatlarda ¢izilen bir kosiniis ya da siniis

egrisine giil veya rhodonea egrisi denir. Giil egrisi
r = acos(k0) (2.1)

kutupsal denklemiyle ifade edilir. Burada, a giil egrisinin yapraginin uzunlugunu, k&
giil egrisinin yapraklarinin sayisini ve 6 kutupsal koordinat sistemindeki agiy1 temsil
eder. Kutupsal koordinatlardan kartezyen koordinatlara gecersek giil egrisinin

parametrik denklemleri de

{ x = rcos(f) = acos(kf) cos(0) (2.2)

y = rsin(f) = a cos(kf) sin(0)

seklindedir. Giil egrileri, siniis fonksiyonu kullanilarak da temsil edilebilir. Siniis

ve kosiniis fonksiyonlar1 arasindaki

sin (k0) = cos (0 = 5 ) = cos (k (0 - 37

bagmtisindan r = asin(k) ile belirtilen giil, » = acos(k#) ile belirtilen giiliin
pozitif yonde - radyan dondiiriilmiis haline esittir. Giil egrisi, kartezyen koordinat

sisteminde cizilen bir siniizoidin kutupsal koordinat versiyonudur, [6].

Not. Burada a # 0 ve k # 0 sabitleri pozitif reel sayilar olarak kabul edilebilir, [6].
Giil egrileri, k sabitinin aldig1 degerlere gore siniflandirilabilir:

3



2.1.1 Tam Say1 Degerli Giil Egrileri
k # 0 bir tam say1 olsun.

* Eger k = (2n — 1) ise egri k yapraga sahiptir ve 7 kutup agisinda kapanur.
* Eger k = (2n) ise egri 2k yapraga sahiptir ve 27 kutup agisinda kapanur.

* Giil egrisi, 7 = a ¢emberinin i¢inde kalir, [5,[7].

.
T
v

(@k=1 (b) k=2 ©k=3

X
-
*

dkik=4 e k=5 BHk=6

K
*
#*

@k=7 (h) k=38 k=09

*
*
*

() k=10 k) k=11 M k=12

Sekil 2.1 Farkli £ tam say1 degerleri i¢in giil egrileri



2.1.1.1 Cember

k = 1 igin giil egrisi 7 = acos(f) kutup denklemiyle verilen ¢ap1 kutup ekseni
tizerinde olan bir cemberdir. Egri tek bir yapraga sahiptir ve 7 kutup agisinda
kapanir. Kartezyen koordinatlarda denklemi (:c — ‘21)2 +? = (%)2 seklindedir,
(5. 6].

120° 60°
08
. 06 N\ 0¢
04 "
/7 \
/ \
02 A
{ \
180° 0 0
I |
./
N /
..
.’//
210 o 350
240 300°

Sekil 2.2 a = 1 ve k = 1 icin giil egrisi
2.1.1.2 Dort Yaprakh Giil Egrisi
k = 2 i¢in giil egrisi r = acos(260) kutup denklemiyle verilir. Egri 4 yapraga

sahiptir ve 27 kutup agisinda kapanir. Bu giil egrisine quadrifolium veya dort
yaprakli giil e8risi ad1 verilir, [} [7].

1200 yah ™ 0°

/ \
! 08 ﬂ\
I|
150° l 06 | 30°
|\ 0.4
T \ Sl
/ -
/ hY
{ Y
180°| j0°
N\ 2 /f'
. \ L
\
\
\

210° ( " 330°

240° N 4 300°

Sekil 2.3 ¢ = 1 ve k = 2 i¢in giil egrisi



2.1.1.3 Uc Yaprakh Giil Egrisi
k = 3 icin giil egrisi 7 = acos(30) kutup denklemiyle verilir. Egri 3 yapraga

sahiptir ve 7 kutup acisinda kapanir. Bu giil egrisine trifolium veya ii¢ yaprakl giil
egrisi ad1 verilir, [, 7]].

1200 50°
T
{ N 08
\
| N
\ \
1500 , 0% 30
\ \
\
N \ 04
\\ ‘II
N \
N o2 I S
“ -
\\\ | = — b \
180° /+ﬁ - Jos
P e
/ ‘ T
/
/ /
210 / 330
/ /
‘ /
/ /
| /
M- -~
2407 300°

270°

Sekil 2.4 a = 1 ve k£ = 3 icin giil egrisi

2.1.1.4 Sekiz Yaprakh Giil Egrisi

k = 4 i¢in giil egrisi r = acos(46) kutup denklemiyle verilir. Egri 8 yapraga
sahiptir ve 27 kutup acisinda kapanir. Bu giil egrisine octafolium veya sekiz
yaprakli giil egrisi ad1 verilir, [5].

120° /N 60°

240° 300

Sekil 2.5 a = 1 ve k = 4 i¢in giil egrisi



2.1.1.5 Bes Yaprakh Giil Egrisi

k = 5 icin giil egrisi 7 = acos(50) kutup denklemiyle verilir. Egri 5 yapraga
sahiptir ve 7 kutup ac¢isinda kapanir. Bu giil egrisine pentafolium veya bes yaprakl
giil egrisi ad1 verilir, [5].

120° Sy e

1s0c T / a0°

180°

330°

240° N a0

270°

Sekil 2.6 a = 1 ve k = 5 icin giil egrisi

2.1.2 Rasyonel Say1 Degerli Giil Egrileri
n ile d sifirdan farkli ve aralarinda asal tam sayilar olmak lizere k = Z pozitif bir

rasyonel say1 olsun.

* Eger nd tek ise egri n yapraga sahiptir ve dm kutup agisinda kapanir. Bu tiir

giil egrileri (n + d). dereceden cebirsel egrilerdir.

» Eger nd cift ise egri 2n yapraga sahiptir ve 2dm kutup agisinda kapanir. Bu

tiir giil egrileri 2(n + d). dereceden cebirsel egrilerdir.

* Gil egrisi, 7 = a ¢cemberinin i¢inde kalir, [5,(7].

2.1.2.1 Diirer Folium

k = % icin giil egrisi r = acos (g) kutup denklemiyle verilir. Egri 2 yapraga

sahiptir ve 47 kutup agisinda kapanir. Bu giil egrisine Diirer folium ad1 verilir.
Adini tinliit Alman matematik¢i ve sanat¢i Albrecht Diirer’den alir. 6. dereceden

cebirsel egridir, [S].
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Sekil 2.7 a = 1 ve k = 3 icin giil egrisi

2.1.2.2 Limacon Trisectrix

k = % icin giil egrisi r = acos (g) kutup denklemiyle verilir. Egri 1 yapraga
sahiptir ve 37 kutup ag¢isinda kapanir. Bu giil egrisine Limacon Trisectrix adi verilir.
4.dereceden cebirsel egridir, [5, (8]

90°
4
120° o 60°
P 08 )
/ N
150° / 06 N, 300
/ ,
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| |
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\ 02 \
Vs . |
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N,
~
e
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270°

Sekil 2.8 a = 1 ve k =  igin giil egrisi
2.1.3 Irrasyonel Say1 Degerli Giil Egrileri
k bir irrasyonel say1 olsun.

* Egri asla kapanmaz dolayisiyla sonsuz sayida yaprak vardir ve egri birim
diski doldurur, [6].



Sekil 2.9 [0, 107] araliginda @ = 1 ve k = /2 icin giil egrisi

120° 60"

150° 30°

180° 0

240° 300°

270°

Sekil 2.10 [0, 1007] arahiginda @ = 1 ve k = /2 icin giil egrisi

Sekil 2.11 [0, 10007] araliginda @ = 1 ve k = /2 i¢in giil egrisi



2.2 Giil Egrilerinin Frenet Elemanlar:

Kartezyen koordinatlarda, giil egrisinin parametrik denklemleri

{ x = acos(kf) cos(0)
y = acos(k) sin(0)

seklindedir. O halde giil egrisinin diizlemsel bir egri olmas1 kullamlarak E® Oklid
uzayinda giil egrisinin denklemi i¢in
a(s) = (acos(ks) cos(s), acos(ks)sin(s),0) (2.3)

yazilabilir.

Teorem 2.1. E3 Oklid uzayinda esitligi ile verilen giil egrisinin {T, N, B}
Frenet catisi, Kk egriligi ve T burulmasi

T(s) = (_ cos(ks)sin(s) + ksin(ks) cos(s) cos(ks) cos(s) — ksin(ks) sin(s) 0>
V (k2 — 1) sin(ks) + 1 ’ V (k2 — 1) sin®(ks) + 1 )

N(s) = _ cos(ks) cos(s) — ksin(ks)sin(s)  cos(ks)sin(s) + ksin(ks) cos(s) 0
V/ (k2 — 1) sin®(ks) + 1 7 V (k2 — 1) sin®(ks) + 1 )
(K= 1)sin’(ks) + k2 + 1

He) £ a ((k? — 1)sin®(ks) + 1)3/2

seklindedir. Ayrica burada giil egrileri diizlemsel egriler oldugundan ™ = 0 ve
B(s) = (0,0,1) oldugu acikr.

Ispat. E? Oklid uzayinda verilen
a(s) = (acos(ks) cos(s), acos(ks) sin(s), 0)
giil egrisinin birinci ve ikinci mertebe tiirevleri

as = (—acos(ks)sin(s) — aksin(ks) cos(s), a cos(ks) cos(s) — ak sin(ks) sin(s), 0)

(2.4)
ve
gs =(—acos(ks) cos(s) — ak? cos(ks) cos(s) + 2ak sin(ks) sin(s), 2.5)
— acos(ks)sin(s) — ak® cos(ks) sin(s) — 2ak sin(ks) cos(s), 0) '
seklindedir. Buradan
||| = a\/(k2 —1)sin®(ks) + 1, (2.6)
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as X ags = (0,0,a® ((k* — 1) sin® (ks) + k> + 1)), 2.7)
las X asl| = @® ((K* — 1) sin®(ks) + k* + 1), (2.8)
olarak hesaplanir. O halde giil egrisinin birim teget vektorii

s
sl

olmak tizere

T(s) = <_ cos(ks) sin(s) + ksin(ks) cos(s) cos(ks) cos(s) — ksin(ks) sin(s) ’ 0)

V2 =Dsin?(ks)+1 /(2 —1)sin(ks) + 1
(2.9)
elde edilir. Binormal vektOriiniin
Qs X «
B(s) = S °° g =(0,0,1) (2.10)
lovs X ovgs |

oldugu aciktir. Ayrica birim asli normal vektorii

N(s) =B(s) x T(s)
:< _cos(ks) cos(s) — ksin(ks)sin(s)  cos(ks)sin(s) + ksin(ks) cos(s) 0)

V (k2 — 1) sin®(ks) + 1 7 V (k2 — 1) sin®(ks) + 1
@2.11)
bulunur ve egriligi
e xag|l (K2 —1)sin?(ks) + k2 + 1 2.12)
[lovs a ((k* = 1)sin®(ks) + 1)3/2 .
seklindedir. [

Not. Vk ve Vs igin \/ (k2 — 1) sin?(ks) + 1 ifadesi iyi tamimhdr.

2.3 Giil Yiizeyleri
Tamm 2.2. P(0,0,p), z ekseni tizerindeki herhangi bir nokta ve R(n,d), z = 0

diizleminde r = cos (26) denklemi ile verilen bir giil egrisi olsun. R(n,d,p) giil
yiizeyi, z ekseni boyunca ( diizlemlerinde uzanan ve PR; caplarina sahip olan ¢;
cemberlerinden olusan bir sistemdir. Burada R; # 0, R(n,d) giil egrisinin ve ¢

diizleminin kesisme noktalaridir, [5]].
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2.3.1 Giil Yiizeylerinin Parametrik Denklemleri

0, ((0) ve y = 0 diizlemleri arasindaki a¢1 olsun. ((6) diizlemindeki PR ¢apina

sahip c cemberinin parametrik denklemleri

1
r=g (cosgﬁ—l— \/P? + cos? gﬁsimp) ,
z _! + 4 /p? + cos? %9 cos

seklindedir. Burada ¢ € [0,27), nd tek say1 ise # € [0,dn) ve nd gift say1 ise

(2.13)

0 € [0,2dr) olur. Bu nedenle R(n, d, p) giil yiizeyinin parametrik denklemleri

1
T = §cos0 (cos%9+ \/P* 4 cos? gﬁsinap) ,
. n n, .
y = —sinf (cos 36’ + 4/ p? + cos? 89 sin go) , (2.14)
L + 4 [p? + cos? 26 cos
z=- -
9 p p d ¥

seklindedir. Burada nd tek say1 ise (0, ) € [0,dmr) x [0,27) ve nd ¢ift say1 ise
(0, ) € [0,2dr) x [0,27) olur, [5].

DN | =
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3

REGLE YUZEYLERI

Bu boliimde, tezin orjinal kismini olusturacak dordiincii boliim igin gerekli olan E?

Oklid uzayinda regle yiizeyler ile ilgili temel kavram ve teoremler verilmistir.

3.1 Regle Yiizeyi

Tanm 3.1. E3 Oklid uzayindaki dogrularin 1-parametreli ailelerini kapsayan bir
yiizeye, regle yiizey denir. Bu ailedeki dogrularin her birine regle yiizeyin ana
dogrusu (dogrultmani) adi1 verilir. E? Oklid uzayinda regle yiizey, bir dogrunun
bir egri lizerinde hareket ettirilmesiyle olusan yiizey olarak da ifade edilebilir. Bu

durumda dogrunun dayandi81 egriye, regle ylizeyin dayanak egrisi denir.

Dayanak egrisi «(s) ve ||e]| = 1 olmak iizere dogrultman vektorii e olan regle

yiizeyin parametrik denklemi

o(s,v) = as) + ve(s) (3.1
seklindedir, [9].

Tamm 3.2. E? Oklid uzayinda ¢(s,v) = a(s) + ve(s) ile verilen regle yiizeyinin
dogrultman vektoriiniin birim kiire yiizeyi iizerinde cizmis oldugu egriye regle
yiizeyinin kiiresel gosterge egrisi ad1 verilir. Kiiresel gosterge egrisi (e) ile gosterilir

ve a(s) = e(s) olarak tanimlanir, [9]].

Tamm 3.3. E? Oklid uzayinda (3.1)) esitligi ile verilen regle yiizey

$(s +2m,v) = &(s,v) (3.2)
esitligini saglaniyorsa ¢(s, v) regle yiizeyine kapali regle yiizey ad1 verilir, [9].

Tamim 3.4. E3 Oklid uzayinda ¢(s,v) = a(s) + ve(s) ile verilen regle yiizeyinin
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dogrultman vektorii e ve e; = % olmak lizere
exes£0 (3.3)

esitligi saglaniyor ise regle ylizeye silindir olmayan regle yiizey adi verilir, [9].

3.2 Regle Yiizeyin Teget Diizlemi
Tamm 3.5. E3 Oklid uzayinda ¢(s,v) = a(s) + ve(s) ile verilen regle yiizeyinin
parametrik denkleminden ¢, = o, + ves ve ¢, = e olarak yazilabilir. Boylece regle

yiizeyin normal vektorii
¢s X ¢y = (a5 X ) +v (e X e) (3.4)

olarak bulunur. Regle yiizeyin birim normal vektorii de

[6s X dull |l (s X €) +v(es X €) |
olarak elde edilir, [9].
Tamm 3.6. E* Oklid uzayinda ¢(s,v) = «afs) + ve(s) regle yiizeyinin

dogrultmanin igeren ve yiizeyin birim normaline dik olan diizleme regle yiizeyin
teget diizlemi ad1 verilir. Burada X teget diizlem iizerinde temsili bir noktay1 ve P

diizlemin yiizeye teget oldugu noktay1 gostermek iizere teget diizlem denklemi
(N, 1755> —0 (3.6)

esitligiyle elde edilir, [9].

3.3 Regle Yiizeyin Ozellikleri
Tamim 3.7. E3 Oklid uzayinda (3.1) esitligi ile verilen yiizey icin ¢, = a, + ve, ve

¢, = e olmak iizere regle yiizeyin 1. temel form katsayilari

E = (¢s,9s), (3.7)
F= <¢S7 ¢v> 5 (38)
G = (Pv; Pu) (3.9)

ile verilir, [9]]
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Tanmm 3.8. E3 Oklid uzayinda li esitligi ile verilen yiizey icin ¢ss = a5 + vess,
Gsp = €5, Oy = 0ve W = /EG — F? # 0 olmak lizere regle yiizeyin 2. temel

form katsayilari

o det(0,,6,.0..)

o , (3.10)

_ det(¢sa ¢v7¢8v)
f= o : (3.11)
g — det((bs{/;ﬁv, vav) (312)

olarak verilir, [9].

Tamim 3.9. E? Oklid uzayinda (3.1) esitligi ile verilen yiizey icin Gauss egriligi

B (det(ozs,e,es))2
K=o x G-13)

ile hesaplanir, [9].

3.4 Regle Yiizeyin Global Ozellikleri
3.4.1 Striksiyon egrisi

Tammm 3.10. Regle yiizeyinin komsu iki ana dogrusunun ortak dikmesinin ana

dogrular tizerindeki ayaklarina regle yiizeyin striksiyon noktasi denir, [9].
Tanmm 3.11. ¢(s,v) = a(s) + ve(s) ylizeyinin dogrultman vektorii dayanak egrisi
tizerinde regle yiizeyi iiretirken, striksiyon noktalarinin geometrik yerlerine regle

yiizeyinin striksiyon egrisi ad1 verilir. Striksiyon egrisinin genel denklemi

— als) — <Oés,€s>€ s
o) = als) — =) 314

seklindedir, [9].

3.4.2 Regle Yiizeyin Acilabilirligi
Tamim 3.12. Teget diizlemleri, ana dogrular1 boyunca aymi kalan regle yiizeylere

acilabilirdir denir, [9].

Tamm 3.13. E? Oklid uzayinda ¢(s,v) = a(s) + ve(s) ile verilen regle yiizeyinin
iki komsu dogrultmani arasindaki en yakin uzakligin, bu iki dogrultman arasindaki
actya oranina regle yiizeyin drali veya dagilma parametresi denir. Regle yiizeyin
dagilma parametresi F, ile gosterilir ve

_ det(ay, e, €)

e (3.15)
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esitligi ile bulunur, [9].

Teorem 3.1. ¢(s,v) = a(s) + ve(s) yiizeyinin agilabilir olmast icin gerek ve yeter

kosul regle yiizeyinin dralinin P, = 0 olmasidir, [9].

Not. E3 Oklid uzayinda verilen ¢(s,v) = a(s) + ve(s) regle yiizeyi agilabilirse

striksiyon egrisi dayanak egrisine esittir, [9).

3.5 Regle Yiizeyin Geodezik Catisi ve Geodezik Frenet Formiil-
leri

Tammm 3.14. E? Oklid uzayinda verilen ¢(s,v) = a(s) + ve(s) regle yiizeyin

herhangi bir dogrultmani [ = ¢(sg,v) olsun. Bu dogrultman tizerindeki bir )

noktasinin hareketi sirasinda bu noktadaki normal dogrultu [ etrafinda doner. O

halde () noktasi [ iizerinde sonsuza yaklastiginda v de sonsuza yaklasir. Bu durumda

v — —oo iken regle yiizeyin elde edilen normal dogrultusuna asimptotik normal

dogrultu ad1 verilir ve g(s)|s—s, ile gosterilir. O halde asimptotik normal dogrultu
9(8)],_y, = limy—oo N(s,0)|,_,, seklindedir, [9].

Teorem 3.2. E? Oklid uzayinda esitligi ile verilen yiizeyin bir | = ¢(so,v)

dogrultmanina ait asimptotik normal dogrultu,

e X e,

(3.16)
les]

9(8)| =y =

S=50

seklindedir, [9].

Ispat. Asimptotik normal dogrultu tanimi1 geregince

9(8)] sy = Mim N(s,v)

vV——00

S$=s0

veya

olmak tizere

v (%a5+es) X e

2
|v] <H%as + es|| — # <ase>2)

g(s)|8:50 = lim

v——00 1/2
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yazilabilir. v — —o0 i¢in = — 0 ve [v] = —v oldugundan

es X e

les]

e X e

= lesll

9(8) =y =

S=50

elde edilir. v — oo i¢in birim normal vektorii e etrafinda 180° doner ve —g

konumuna gelir, [9]. |

Tamim 3.15. Striksiyon noktasinda N vektoriiniin dogrultusuna regle yiizeyin

merkez normali denir, [9].

Teorem 3.3. ¢(s, v) regle yiizeyinin bir ¢(s, vy) striksiyon noktasindaki merkez nor-

mali t olmak iizere
65

t=—
e

(3.17)

seklindedir, [9].

Ispat. ¢(s,v) regle yiizeyinin bir ¢(s,vy) striksiyon noktasindaki N normal
vektoriinii n ile ifade edelim. Merkez normal tanimindan (n,e) = 0 ve n,
asimptotik normaline de dik oldugundan (n,e x e;) = 0 yazlabilir. O halde n

ve e, vektorleri paraleldir. Bu durumda

y 4
Il
veya
fo O
e
elde edilir, [9]]. [ |

Tanmm 3.16. ¢(s,v) regle yiizeyinin e dogrultman vektorii, ¢ merkez normali ve
¢ asimptotik normalinin olusturdugu {e, ¢, g} ortonormal sistemine regle yiizeyin
geodezik Frenet 3-ayaklis1 ve bu sistemin her bir vektoriine de geodezik Frenet

vektorii ad1 verilir, [9]).

Sonug 3.1. ¢(s, v) regle yiizeyinin o(s) dayanak egrisinin normal ve geodezik egril-

igi, sirastyla,

SS?N
o) = % (3.18)
Ke(a) = M (3.19)
! [Jews[? '

seklinde bulunur, [9].
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Tamm 3.17. E? Oklid uzayinda

erex(s) = cosO(s)T(s) + sinb(s)B(s),
€osk(s) = cosB(s)T(s) +sinf(s)N(s),
€nor(s) = cosB(s)N(s) +sinb(s)B(s)

olmak iizere

erek(sa 1)) = Oé(S) + Uerek(s)u

(bosk(sa U) = CY(S) + veosk(s)a

qbnor(sa U) = O./(S) + Uenor(s)
regle yiizeylerine sirasiyla rektifiyan, oskiilator ve normal regle yiizeyi adi verilir,
[10].

18



4

GUL REGLE YUZEYLERI

Bu béliim, tezin orijinal kismini olusturmaktadir. Bu boliimde, E? Oklid uzayinda
giil egrilerini dayanak egrisi ve giil egrilerinin Frenet vektorlerinin agisal lineer
bilesimini dogrultman vektor kabul eden regle yiizeyler insa edilmistir. Ayrintili
olarak, giil egrilerinin birim teget vektorii ile binormal vektorlerinin agisal lineer
birlesimini dogrultman vektor kabul eden rektifiyan giil regle yiizeyleri ve giil
egrilerinin birim asli normal vektorii ile binormal vektorlerinin agisal lineer
birlesimini dogrultman vektor kabul eden normal giil regle yiizeyleri incelenmis
ve bu yiizeyler MATLAB programi ile gorsellestirilmistir. Burada, giil egrilerini
dayanak egrisi ve giil egrilerinin birim teget vektorii ile birim asli normal
vektorlerinin acgisal lineer birlesimini dogrultman vektor kabul eden oskiilator giil
regle yiizeyleri dayanak egrisinin ve dogrultman vektoriin ayni diizlemde olmasi

sebebiyle incelenmemistir.

4.1 Rektifiyan Giil Regle Yiizeyi
Tanim 4.1. E? Oklid uzayinda giil egrisini dayanak egrisi ve dayanak egrisinin
birim teget ile binormal vektorlerinin agisal lineer birlesimini dogrultman vektor

kabul eden yiizeye rektifiyan giil regle yiizeyi denir.

[E? Oklid uzayinda dayanak egrisi
a(s) = (acos(ks) cos(s), acos(ks)sin(s), 0)
ile verilen giil egrisi; ana dogrunun dogrultman vektorii

e(s) = cos0(s)T'(s) + sinf(s)B(s) 4.1)
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veya

Y

e(s) =| — cos 0(s)(cos(ks) sin(s) + ksin(ks) cos(s))
V (k2 —1)sin®(ks) + 1

cosf(s)(cos(ks) cos(s) — ksin(ks) sin(s)) sinf(s)
V(K2 = 1) sin®(ks) + 1 ’

4.2)

ve |le(s)|| = 1 olan bir rektifiyan giil regle yiizeyinin parametrik denklemi

o(s,v) =a(s) + ve(s)
=(acos(ks) cos(s), acos(ks) sin(s), 0)
o < _ cosB(s)(cos(ks)sin(s) + ksin(ks) cos(s))
V(K2 —1)sin®(ks) + 1
cosf(s)(cos(ks) cos(s) — ksin(ks) sin(s)) 5inf(s)
V (k2 = 1)sin?(ks) + 1 ’

)

b WS, A 0(s)(cos(ks)sin(s) + ksin(ks) cos(s))
_< ) \/(k‘2 —1)sin*(ks) + 1
vcosB(s)(cos(ks) cos(s) — ksin(ks) sin(s))

V (k2 — 1) sin?(ks) + 1

a cos(ks) sin(s) +

vsin 0(3))

4.3)

seklinde tanimlanir. Burada 7'(s), giil egrisinin birim teget vektorii ve B(s) giil

egrisinin binormal vektoriidiir.

Ornek 4.1. E? Oklid uzayinda a = 1 ve k = 2 degerleri i¢in (2.3) esitligi
yardimiyla elde edilen «(s) = (cos(2s)cos(s),cos(2s)sin(s),0) gil egrisini

dayanak egrisi kabul eden rektifiyan giil regle yiizeyini bulunuz.

Coziim. E? Oklid uzayinda a = 1 ve k = 2 degerleri icin (2.9) esitligi yardimiyla

a(s) giil egrisinin birim teget vektorii

_ cos(2s) sin(s) + 2sin(2s) cos(s) cos(2s) cos(s) — 2sin(2s) sin(s) 0>
3sin?(2s) + 1 ’ 3sin%(2s) + 1 ’

T(s) = (
ve (2.10) esitligi yardimiyla binormal vektorii

B(s) =(0,0,1)
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olarak bulunur. Burada «(s) giil egrisinin birim teget vektorii 7'(s) ile binormal

vektorii B(s) yardimiyla tanimlanan rektifiyan giil regle yiizeyinin dogrultmani

e(s) =cosf(s)T(s) + sinf(s)B(s)

—cos(s) [ — cos(2s) sin(s) + 2sin(2s) cos(s)

= ool )( 3sin®(2s) + 1
cos(2s) cos(s) — 2sin(2s) sin(s) ,

3sin?(2s) + 1 ’0) +sin0(s)(0,0,1)
[ _cos 0(s)(cos(2s) sin(s) + 2sin(2s) cos(s))
3sin?(2s) + 1
cosf(s)(cos(2s) cos(s) — 2sin(2s) sin(s)) sinf(s)
3sin?(2s) + 1 ’

I

9

seklindedir. Boylece «/(s) giil egrisini dayanak egrisi ve e(s) vektoriinii dogrultman

vektor kabul eden rektifiyan giil regle yiizey

v cos 6(s)(cos(2s) sin(s) + 2sin(2s) cos(s))

3sin?(2s) + 1
vcosB(s)(cos(2s) cos(s) — 2sin(2s) sin(s))
3sin?(2s) + 1

Y

o(s,v) :<cos(23) cos(s) —

cos(2s) sin(s) +

Y

vsin 9(5))
olarak bulunur. Bu ifadede 6(s) ifadesinin aldig1 farkli degerler i¢in farkli rektifiyan
giil regle ylizey ailesi elde edilir.
Ozel durum:
e 0 = 7 igin
¢1(s,v) = (cos(2s) cos(s), cos(2s) sin(s), v)

rektifiyan giil regle yiizeyi elde edilir. Burada s € [0, 27 ve v € [0, 1] alinirsa
Sekil . 1] elde edilir.

e 0= 7% igin

= cos(2s) cos(s) — v(cos(2s) sin(s) + 2sin(2s) cos(s))
P2(s,v) —< (25) cos(s) 2¢/3sin?(2s) + 1

v(cos(2s) cos(s) — 2sin(2s) sin(s)) \/§)

Y

cos(2s) sin(s) + ,V—
(25)sin(s) 2¢/3sin?(2s) + 1 2
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rektifiyan giil regle yiizeyi elde edilir. Burada s € [0, 27| ve v € [0, 1] alinirsa
Sekil @.2]elde edilir.

0.8

0.6 -

0.4

0.2 4

U

0.5 1
0 0.5

-0.5 05

Sekil 4.1 k£ = 2 ve § = 7 i¢in rektifiyan giil regle yiizeyi

Sekil 4.2 k = 2 ve § = % i¢in rektifiyan giil regle yiizeyi
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4.1.1 Rektifiyan Giil Regle Yiizeyinin Teget Diizlemi

Tanim 4.2. E? Oklid uzayinda rektifiyan giil regle yiizeyinin dogrultmanini igeren
ve ylizeyin birim normaline dik olan diizleme rektifiyan giil regle yiizeyinin teget

diizlemi denir.
Teorem 4.1. E3 Oklid uzayinda ¢(s,v) rektifiyan giil regle yiizeyinin birim normal
vektorii

1
2 v2 cos? 9(3)((k‘2—1)sin2(ks)+k2+1)2
(119/(5) — asin 9(5)\/(k2 — 1) sin®(ks) + 1) +

((kQ—l) sinz(ks)—&-l) :

N(s,v) =

( (cos(ks) cos(s) — ksin(ks) sin(s)) (asin 6(s) \/(k2 —1)sin®(ks) + 1 — v8'(s))
\/(k2 — 1)sin®(ks) + 1
vcos 0(s) sin 0(s) ( cos(ks) sin(s) + ksin(ks) cos(s)) (k2 — 1) sin®(ks) + k2 + 1)
(k2 — 1) sin(ks) + 1)*/? ’
(cos(ks) sin(s) + ksin(ks) cos(s)) (asin 9(5)\/(k2 —1)sin®(ks) + 1 — v0'(s))
V(2 = 1)sin® (ks) + 1
| veos 0(s) sin 0(s) (cos(ks) cos(s) — ksin(ks) sin(s)) ((k? — 1) sin®(ks) + k* + 1)
(k2 = 1) sin(ks) + 1)/ ’

B veos? 0(s) ((k* — 1) sin®(ks) + k* + 1)
((k2 —1)sin®(ks) + 1)

“4.4)

seklindedir.

Ispat. E? OKlid uzayinda ¢(s,v) = a(s) + ve(s) rektifiyan giil regle yiizeyinin
birim normal vektorii

N — bs X ¢y (asxe)+uves X e)
T s x ol (s x €) +u(es x €

seklindedir. O halde regle yiizeyin birim normal vektoriiniin hesab1 i¢in o, ve e

hesaplanmalidir. Birim teget vektoriin tanimindan

s
T(s)= Toul
oldugunu biliyoruz. O halde
as = [las[|T(s) (4.5)
yazabiliriz. ||a,|| hizli regiiler egri icin 77(s) = ||as || N (s), B'(s) = —||as||TN(s)

esitlikleri ve giil egrileri icin 7 = 0 oldugu goz Oniine alinarak e, ifadesini elde
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etmek i¢in rektifiyan giil regle yiizeyinin dogrultman vektoriiniin tiirevini alirsak

de
€y =—

ds
d(cos6(s)T(s) +sinf(s)B(s))
ds
= —0'(s)sinf(s)T(s) + cosO(s)T'(s) + 0'(s) cos O(s)B(s) + sin0(s) B'(s)
= —0'(s)sinf(s)T(s) + cosO(s)(||as||ckN(s)) + 0'(s) cos 0(s) B(s)
+sin 0(s)(—||as||[TN(s))
= —0'(s)sin0(s)T'(s) + |||k cos O(s)N(s) + 6'(s) cos O(s)B(s)

(4.6)

olarak bulunur. Burada rektifiyan giil regle yiizeyinin normal vektoriinii bulmak
icin (a5 X €) ve (es x e) degerlerini hesaplayalim. Burada (4.5)) ve (4.1)) esitlikleri
yardimiyla

(as x €) = (||as]|T(s)) x (cos@(s)T'(s) + sinb(s)B(s))
= [Jas|| cos O(s)(T'(s) x T'(s)) + |las|| sin6(s)(T(s) x B(s))  (4.7)
= —|los|| sin 6(s) N (s)

olarak bulunur. Aym zamanda (4.6)) ve (1)) esitlikleri yardimiyla

(es x €) =(—0'(s)sinO(s)T(s) + |||k cos (s)N(s) + 6'(s) cos O(s)B(s))

X (cosO(s)T(s) +sinf(s)B(s))

= —0/(s)sinf(s) cosO(s)(T(s) x T(s)) — #'(s)sin? (s)(T'(s) x B(s))
o]l cos? 6(s) (N(s) x T(s)) + sl cos 6(s) sin 0(s) (N(5)  B(s))
+6/(s) cos? 0(s)(B(s) x T(s)) + 6'(s) cos8(s) sinO(s)(B(s) x B(s))

=0/ (s)sin® O(s)N(s) — ||as||s cos® 0(s)B(s)
+ ||as|| ks cos B(s) sin B(s)T'(s) 4 6'(s) cos® O(s)N(s)

=||cvs || cos O(s) sin O(s)T(s) 4+ 0'(s)N(s) — ||as||k cos® O(s) B(s)

(
)

(4.8)

olarak bulunur. Regle yiizeyin normal vektorii
¢S X ¢v = (as+ves) X €= (Cl/s X €)+U(€S X 6)

seklinde hesaplandigindan rektifiyan giil regle yiizeyinin normal vektorii (4.7) ve
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(4.8) esitlikleri yardimiyla

bs X ¢y =0| ||k cos O(s) sinO(s)T'(s) + (—||cs|| sin O(s) + v8'(s))N(s) 49)
— vl|ag]|x cos? O(s) B(s)

olarak bulunur. Bu normal vektoriin normunu hesaplarsak

|65 X Gol| = (ds X Do, s X ¢y
=(v||as ||k cos (s) sin O(s)T(s) + (—||as| sinb(s) + v8'(s))N(s)
— vl|ag||x cos? O(s) B(s), v||as|| .k cos () sin O(s)T(s)
+ (= ||| sin () + v8'(s))N(s) — v]|as]| s cos? 9(3)B(s)>
=02 || s ||? K2 cos? O(s) sin? O(s) + (— ||| sin O(s) + v8(s))?
+ 02| s || K2 cos® O(s)
=0? ||, ||* 57 cos® O(s) + (—||as|| sin O(s) + v8'(s))?
(4.10)

oldugundan

165 x ull = V/v2[las|Pw2 cos? O(s) + (= las sinb(s) +v8(s))?  (4.11)

elde ederiz. Boylece rektifiyan giil regle yiizeyinin birim normal vektorii (£.9) ve
(@.T1) esitlikleri yardimiyla

G5 X Oy
N (&) =166

_ vl|a||k cos 8(s) sinO(s)T'(s)
V02|22 cos? O(s) + (—||as]| sinO(s) + v8'(s))?
(—||cws|| sin 6(s) + v8'(s))N(s)
V02 ||as] 262 cos? O(s) + (—||as]| sin O(s) + v8'(s))?
B v| ||k cos? 6(s) B(s)
V02 |les]|2k2 cos? 0(s) + (—||as|| sin O(s) + v8(s))?

(4.12)

seklindedir. Bu ifadede |||, &, T'(s), N(s), B(s) degerleri yerine yazilirsa (4.4)
denklemi elde edilir. |
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Ornek 4.2. E? Oklid uzayindaa = 1, k = 2 ve 0(s) = % degerleri igin verilen

v(cos(2s) sin(s) + 2sin(2s) cos(s))
24/3sin%(2s) + 1

v(cos(2s) cos(s) — 2sin(2s) sin(s)) U\/_§
2/3sin?(2s) + 1 2

Y

Go(s,v) = (cos(23) cos(s) —

cos(2s) sin(s) +

rektifiyan giil regle ylizeyinin P <%, -1, ‘/7§> noktasindaki Frenet elemanlarini ve
teget diizlemini bulunuz.

Coziim. E? Oklid uzayinda verilen ¢,(s,v) rektifiyan giil regle yiizeyi igin s = 3
ve v = 1 degerleri P (%, -1, \/7§> noktasina karsilik gelmektedir. Burada «/(s) giil
egrisi i¢in birim teget vektorii

T(s) = _ cos(2s) sin(s) + 2sin(2s) cos(s) cos(2s) cos(s) — 2sin(2s) sin(s) 0
3sin?(2s) + 1 ’ 3sin?(2s) 4 1 )

birim asli normal vektori

N(s) = _ cos(2s) cos(s) — 2sin(2s)sin(s)  cos(2s)sin(s) + 2sin(2s) cos(s) 0
3sin?(2s) + 1 ’ 3sin?(2s) + 1 )

binormal vektori
B(s) =(0,0,1),

las(s)]] = 1/ 3sin?(2s) + 1,

3sin%(2s) +5
(3sin?(2s) + 1)3/2

hiz1

ve egriligi

K(s) =

seklindedir. Bu ifadelerin P (%, -1, ?) noktasinda aldiklar1 degerler s = 7 ve

v = 1li¢in

T (%) = (1,0,0),
N (2) =(0,1,0),
B (%) =(0,0,1),
as (5)] = 1.

L (3) =

olarak bulunur. Bu ifadeler (4.12)) esitliginde yerine yazilirsa ¢, (s, v) rektifiyan giil
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V3

5 ) noktasindaki birim normal vektorii

regle ylizeyinin P (%, -1,

N 5v21  2v21  5V7
Pl 28 0 28 7 28

olarak hesaplanir. O halde rektifiyan giil regle yiizeyinin teget diizlemi iizerindeki
temsili bir nokta X (z,y, z) olmak iizere P (%, -1, ‘/75) noktasindaki teget diizlemi

EEs

2v21 V3 57
2) 7m0 (yH)T_(Z_T)K:O

olarak yazilir. Bu ifadeyi diizenlersek ¢,(s,v) rektifiyan giil regle yiizeyinin

P (%, -1, \/7§> noktasindaki teget diizlemi

5v/3z — 2\/§y — 5z =2V3
olarak elde edilir.

4.1.2 Rektifiyan Giil Regle Yiizeyinin Ozellikleri
Teorem 4.2. E3 Oklid uzayinda ¢(s,v) rektifiyan giil regle yiizeyinin 1. temel form

katsayilart

;

E = a?((k* — 1) sin®(ks) + 1) — 2av0'(s) sin 0(s)/(k* — 1) sin®(ks) + 1
—|—U2 ((9/(3))2 X cos20(s) ((k271) sin2(ks)+l€22+l) 7
(k21 sin2(ks)+1)
F = acos0(s)\/(k* — 1)sin®(ks) + 1,
G=1

\

seklindedir.

Ispat. E? OKlid uzayimda rektifiyan giil regle yiizeyinin 1.temel form katsayilari

B.7), (3.8) ve (3.9) esitlikleriyle elde edilir. Burada (#.5) ve (4.6) esitlikleri
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yardimiyla

E = (s, bs)

= (a5 + veg, as + veg)

{
{
(as, as) + (as, ves) + (ves, as) + (ves, veg)
{

s, (i) 4 20 (o, ) + v ey, eg)
= ([l | T(s). [l [|T(s)) + 2v([les[|T(s), —0'(s) sin 6(s) T (s)
+ ||vs||k cos O(s)N (s) + 0'(s) cos Q(S)B(s)>
+0*( — 6'(s)sin0(s)T(s) + |||k cos (s)N(s) + 0 (s) cos 6(s) B(s),
— 0'(s)sin0(s)T(s) + ||cvs||w cos O(s)N(s) + 0'(s) cos O(s) B(s))
=llaslPIT()II* + 20(=0'(s)l| s | sin O(s) | T'(s)]1*)
+0%((0'(s))? sin® O(s) | T(s)[I* + llews |7 cos® O(s) | N (s)]|?
+(0'(s))? cos® 0(s) [ B(s)[|*)
=las||* + 20(=0(s)|Jas || sin 0(s)) + v* (|| s ||*K7 cos? (s) + (6'())?)
=|las|* = 208’ (s)]ews|| sin (s) + v (||es||*K* cos® O(s) + (0’(8))2)
(4.13)

elde edilir. Bu ifadede ||a|| ve x degerleri yerine yazilirsa

E =a® ((k* — 1) sin®(ks) + 1) — 2avf'(s) sin 0(3)\/(k2 —1)sin®(ks) + 1

o 10 2 cos?0(s)((k* — 1) sin®(ks) + k* + 1)2)
+ 0 0'(s))” + 2
<( () ((k% — 1) sin®*(ks) + 1)

(4.14)

olarak bulunur. Ayni zamanda (@.1), @.5) ve (4.06) esitlikleri yardimiyla

F = (6 6)
:<a + veg, €)
= (s, e) +v (e, €)

= ([las||T(s), cos ()T (s) + sin6(s)B(s)) + v{ — 0 (s) sin 6(s)T(s)
)N (s) +6'(s) cos0(s)B(s), cos 0(s)T(s) + sin 6(s) B(s))
=l cos ()| T(s)||* — v¢'(s) sin O(s) cos O(s) | T(s)||*
+ v8'(s) cos §(s) sin O(s)|| B(s)|?
=||a|| cos O(s) — vh'(s) sin B(s) cos O(s) + v8(s) cos O(s) sinH(s)
=||as|| cos B(s)

+ |||k cos O(s

(4.15)
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elde edilir. Bu ifadede ||c|| degeri yerine yazilirsa

F = acos 9(3)\/(k2 —1)sin?(ks) + 1 (4.16)
olarak bulunur. Benzer sekilde (@.1)) esitligi yardimiyla

G = ¢y, Pv)
= <6, €>
= (cos0(s)T(s) + sinf(s)B(s),cosO(s)T(s) + sinH(s)B(s))
)

=cos? 0(s) (T'(s), T(s)) + cos 0(s)sinO(s) (T(s), B(s)) @17
+ sin 0(s) cos 0(s) (B(s), T(s)) + sin*0(s) (B(s), B(s))
=cos” 0(s)||T(s)||* + sin® 0(s)[| B(s)||*
= cos® 0(s) + sin® 4(s)
=
olarak bulunur. |

Ornek 4.3. E* Oklid uzaymnda a = 1, k = 2 ve 6(s) = I degerleri igin verilen

v(cos(2s) sin(s) 4 2sin(2s) cos(s))
2¢/3sin?(2s) + 1

v(cos(2s) cos(s) — 2sin(2s) sin(s)) \/§)

)

Go(s,v) = (cos(Qs) cos(s) —

cos(2s) sin(s) + ,V—
(2)sin(s) 2¢/3sin?(2s) + 1 2

rektifiyan giil regle yiizeyinin 1. temel form katsayilarini bulunuz.

Coziim. E? Oklid uzayinda o = 1, k = 2 ve (s) = I degerleri icin verilen ¢5(s,v)
rektifiyan giil regle yiizeyinin 1. temel form katsayilari sirastyla (4.14), (4.16) ve
(@.17) esitlikleri yardimiyla

3vsin?(2s)+5v 2
3s1n (28) + 1) + (W) 5

E=(
F = 1./3sin*(2s) + 1, (4.18)
G=1

olarak bulunur.

29



Teorem 4.3. E? Oklid uzayinda rektifiyan giil regle yiizeyinin 2. temel form kat-

sayilar
([ v2kcosO(s)(0/(s)]|os |/ [|xs |2 52 cos 0(s) sin 0(s) —0" (5) | s )
- \/(||a5||sin6(5)—v6’(s))2+v2Has||252 cos2 6(s)
i (v8'(s)—||as]| sin 9(3))(v||ozs||/£’ cos 0(s)—2v0' (s)||as || sin O(s)+||as ||2n)
V/ (llews || sin 0(s)—v0 (s))2+02 s |22 cos? 6(s) ’ (4.19)
f: —||xs || sin O(s) cos O(s)
\/(||ozs || sin 6(s)—v8’ (s))24v2||as||2K2 cos? 6(s)’
\ g - O
seklindedir.

Ispat. E? Oklid uzayinda rektifiyan giil regle yiizeyinin 2. temel form katsayilar

e = det(¢s’¢v’¢ss) — det(¢8>¢va¢ss)
w VEG —F?

_ det(dy, by bu) _ det(Bs, bu, bur)
w VEG — F?2 ’
o 0et0n 00, 0) _ det(dn,01.00)
W VEG — F?
seklindedir. Burada 2. temel form katsayilarini elde etmek icin det(o¢s, @y, dss),
det (¢, by, D) det(ds, Gy, duy) ve vVEG — F? ifadeleri hesaplanmalidir. O halde
Gss> Psvs Pup degerleri bulunmalidir. Burada ¢(s,v) = «a(s) + ve(s) oldugundan
Gs = Qg + Ve, Py = €, Pgs = Qg5 + Vess, Ggy = €5 VE Dy, = (0,0, 0) olarak elde
edilir. O halde ilk olarak ¢, degerini hesaplayalim. Burada

f

T'(s) = [|as|lwN (s),
N'(s) = =llas[|T'(s) + [los|[7B(s),
B'(s) = —[las[[TN(s),
esitlikleri ve giil egrileri i¢in 7 = 0 oldugu g6z Oniine alinarak
_dag
" ds
_d(lo]T(5))
ds
=llas]"T'(s) + flos || T(s)
=llaslI'T(s) + [l ([Jevs [ N (5))
=llaslI'T(s) + flos|[£N(s)

ass

(4.20)
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veE

deg
:c?f—H’(s) sinf(s)T'(s) + ||as||/1(2)s O(s)N(s) 4+ 0'(s)cosb(s)B(s))
=—0"(s)sinf(s)T(s) — 0'(s)0'(s) cos O(s)T'(s) — 0'(s) sinO(s)T"(s)
+ ||| K cos B(s)N(s) + [|as||x" cos B(s)N(s) — 0'(s)||as||x sin 8(s) N (s)
+ [Jas||k cos B(s)N'(s) + 6" (s) cosB(s)B(s) — 6'(s)8(s) sin 0(s) B(s)
+0'(s) cosO(s)B'(s)
=—0"(s)sinf(s)T(s) — 0'(s)0'(s) cos 6(s)T'(s) — 6'(s) sin O(s)([|ews[| kN (s))
+ [Jas ||k cos O(s)N (s) + || || <" cos O(s)N(s) — 0'(s)]|as ||k sin O(s) N (s)
+ llas|m cos 0(s) (= llas |KT'(s) + llasllTB(s)) + 6" (s) cos 0(s) B(s)
— 0'(s)0'(s) sin 0(s) B(s) + 6'(s) cos O(s) (s [[ TN (s))
— (0"(s) sinB(s) + 6'(s)6'(s) cos 0(s) + || as||*k* cos 6(s)) T'(s)
+ (lovs|'k cos B(s) + ||as || cos B(s) — 26/ (s)||cvs|| e sin 6(s) ) N (s)
+ (0"(s) cos O(s) — 6'(s)6'(s) sin O(s)) B(s)

€ss =

4.21)

olarak hesaplandigindan

Pss = Quss + Ve
= (Jla]|" — v8”"(s) sinb(s) — v8'(s)8'(s) cos O(s) — v||a||*k* cos O(s)) T'(s)
+ (las|?k + vl sk cos B(s) + v ||’ cos B(s) — 2v8'(s)]|as|| £ sin O(s) ) N (s)
+ (v8"(s) cos O(s) — v8' ()8 (s) sin6(s)) B(s)
(4.22)

seklinde bulunur. Buradan det(¢s, ¢y, ¢ss), det(ds, du, dsy) Ve det(ps, by, Do)
degerleri
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(43

det(¢s; du, Pss) = (s X Do, Pss)

=(v||a||r cos b(s) sinO(s)T(s) + (—|as| sin6(s) + v8(s))N(s) — v||o]|x cos® 6(s) B(s),
([Jews]l” — v0”(s) sinO(s) — v(6'(s)) cos O(s) — v||as||*k* cos 0(s)) T'(s) + (||evs||*k + v]|es||k cos O(s)
+ |||k cos O(s) — 208 (s) || s ||k sin O(s) ) N (s) + (v8”(s) cosO(s) — v(0(s))* sinb(s)) B(s))

=0 ||as|||| s || 5 cos (s) sin O(s) — v?0"(s)||cis ||k cos O(s) sin? O(s) — v* (' (s))?|| s || cos? B(s) sin O(s)
— v?[|as||PK® cos® 0(s) sin O(s) — || ||Pk sin 8(s) — vl|as]|||cs||'s cos B(s) sin O(s) — v]|a]|*K’ cos O(s) sin O(s)
+ 200 () || || 1 sin® O(s) + v8' ()| aws||* K + 020 (8) || s ||k cos O(s) + v°0' (s)||as|| K cos O(s)
—20%(0'(5))?||cs|| 5 sin O(s) — v?0"(5)]|cvs |k cos? O(s) cos B(s) 4+ v* (0 (s))?||cws || & cos® O(s) sin O(s)

= — 020" (s)||as||k cos O(s) — v?||as||* k> cos? O(s) sin O(s) + 0?0 ()| ||k cos O(s)
+ (0(5) — v sinB(s) (vl 15’ cosB(s) — 208 (5) v sin B(s) + [l |)

108 0(5) ()]’ — [l [*5? cos 6(s) sin B(s) — () v )
+ (v8'(s) — |Jas|| sin6(s)) (v]|as |k cos O(s) — 208 (s)||aws|| ke sin O(s) + [|as||*k)

(4.23)



det(gs, Pu, Psv) = (05 X Pu; Ps0)

=(v||as||K cosO(s) sinB(s)T'(s) + (v8'(s) — ||ovs|| sin 6(s)) N(s)
— vl|arg||k cos? O(s) B(s), —6 (s) sin 6(s)T(s)
+ || || 5 cos 6(s)N(s) + 6'(s) cos 0(s) B(s))

= — vl (s)|as|| 5 cos O(s) sin? O(s) || T(s)|*
+ (v ()| ews| |k cos O(s) — ||os ||k sinb(s) cos B(s)) || N(s)]?
— 00/ ()| s || cos® () cos O(s) || B(s) ||

= — vl (s)||as|| 5 cos O(s) sin® O(s) + v8 (5)]|cws||x cos O(s)
— || ||* K sin O(s) cos O(s) — v8'(s)||cs|| s cos® B(s) cos O(s)

= — v0'(3)||as||x cos O(s) + v ()] s ||k cos O(s)

~—_

— ||ews||? s sin O(s) cos O(s)
= — ||as|[*k sin O(s) cos O(s)
(4.24)
ve
det(¢sa ¢v7 ¢vv) =0 (425)

olarak bulunur. Rektifiyan giil regle yiizeyinin 1. temel form katsayilar1 yardimiyla
W =VEG— F?

olmak tizere

W = /(||| sin@(s) — v (s5))2 + v2||as |22 cos? H(s) (4.26)

seklindedir. O halde rektifiyan giil regle yiizeyinin 2. temel form katsayilar1 (4.19)
denklemiyle bulunur. |

Teorem 4.4. E3 Oklid uzayinda rektifiyan giil regle yiizeyinin Gauss egriligi

a? cos? 0(s) sin? 0(s)((k*—1) sin? (ks)+k?+1)?
(k2—1) sin?(ks)+1

2
. . v2 cos? 0(s 2_1)sin?(ks 2 2
((W@) —asinf(s)\/ (k2 — 1) sin®(ks) + 1) - e e ey pr

(4.27)

K=-—

2

seklindedir.

Ispat. E? OKklid uzayinda rektifiyan giil regle yiizeyinin Gauss egriligi

(det(as,e,es))2
[ds X ¢l
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esitligi yardimiyla hesaplanir. Burada {.6) ve (4.7) esitlikleri yardimiyla

det(as, e, e5) = (as X e, es)
=( — |l sinB(s)N(s), =0 (s) sin 6(s)T(s)
+ ||s ||k cos B(s)N (s) + 0'(s) cos §(s) B(s))
=+ 0/(s)[|cs sin® 0(s) (N (s), T(s))

(4.28)
— k|| ||* sin O(s) cos O(s) (N (s), N(s))
— 0/(5) ]| sin 0(s) cos (s) (N (5), B(s))
= — klla|* sin 0(s) cos O(s) | N (s)|*
= — k|as||* sin O(s) cos O(s)
elde edilir. O halde
(det(a, e, e5))” = K2||as||* sin? A(s) cos® O(s) (4.29)

olarak bulunur. Aym zamanda (.11 esitligi yardimiyla
2
|ps % @ul|* = <(||ozs\| sinf(s) — 1}«9’(5))2 + v?|| s || 57 cos? 9(3)) (4.30)

olarak hesaplamir. Burada (4.29) ve (#.30) esitlikleri yardimiyla rektifiyan giil regle
yiizeyinin Gauss egriligi
K% v ||* sin? O(s) cos? 6(s)

((||ozs|| sin0(s) — v0'(s))” + v2]| s[4 cos? e(s))

K _ 4.31)

olur. Bu esitlikte x ve ||c|| degerleri yerine yazilirsa (4.27) esitligi elde edilir. W

™

Ornek 4.4. E? Oklid uzayinda a = 1, k = 2 ve 6(s) = I degerleri igin verilen

| cos(25) cos(s) — v(cos(2s) sin(s) + 2sin(2s) cos(s))
Pa(s,v) —( (2s) cos(s) 2/35in2(25) + 1

v(cos(2s) cos(s) — 2sin(2s) sin(s)) ﬁ)

)

cos(2s) sin(s) + , U
(25)sin(s) 2¢/3sin?(2s) + 1 2

rektifiyan giil regle yiizeyinin P <%, -1, \/7§> noktasindaki Gauss egriligini bulunuz.
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Coziim. E* Oklid uzayinda verilen ¢,(s, v) rektifiyan giil regle yiizeyi i¢in s = %
ve v = 1 degerleri P (%, -1, ‘/75) noktasina karsilik gelmektedir. Bu noktada a(s)
giil egrisi icin Has (g) H =1vekr (%) = 5 oldugu bilinmektedir. Ayni zamanda
cos(f) = 5 vesin(§) = ‘/75 oldugu goz o6niine alindiginda bu ifadeler 1“}
denkleminde yerine yazilirsa ¢ s, v) rektifiyan giil regle yiizeyinin P <— — %

noktasindaki Gauss egriligi K = 78 I 5 olarak elde edilir.

4.1.3 Rektifiyan Giil Regle Yiizeyinin Global Ozellikleri
4.1.3.1 Rektifiyan Giil Regle Yiizeyinin Striksiyon Egrisi
Teorem 4.5. E? Oklid uzayinda ¢(s,v) rektifiyan giil regle yiizeyinin striksiyon

egrisi
B ] acos 0(s) sin (s)(cos(ks) sin(s) + k sin(ks) cos(s))d'(s)
o(s) = (acos(ks) cos(s)— (0/(5))2 + 22002 D) s (hs) 12 1)2 ’
((k2—1) sin?(ks)+1)2
. acosB(s) sin 0(s)(cos(ks) cos(s) — ksin(ks) sin(s))0'(s)
a cos(ks) sin(s)+ 0()2 + c0520(s)((k2—1) sin? (ks)+k2+1)2 )

(k2—1) sin?(ks)+1)2

ab’ (s) sin® A(s)+/ (k2 — 1) sin’ k:s)—|—1>
0

0032 (s)((k2—1) sin®(ks)+k241)2
(0'(s))* + (2 —1)sin2(ks)+1)2

(

(4.32)
seklindedir.
Ispat. ¢(s,v) = a(s) + ve(s) regle yiizeyinin striksiyon egrisinin
B (s, €5)
e(s) = afs) = (s
oldugu bilinmektedir. Burada {.5)) ve (4.6) esitlikleri yardimryla
(s, e5) =(llasl|T(s), =0'(s) sin ()T (s) + [|exs]| s cos O(s) N (s)
+6'(s) cosO(s)B(s))
= —0'(s)||as]|sinf(s) (T'(s s
(i 10 (0. 7(0) .
+ [les "R cos 0(s) (T'(s), N(s))
+0'(s)||os|| cos O(s) (T'(s), B(s))
= — 6'(s)[|as| sin 6(s)
elde edilir. O halde ||| degerini yerine yazdigimizda
(s, .) = —at!(s) sinO(s)y/ (k? — 1) sin®(ks) + 1 (4.34)
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bulunur. Ayni zamanda (.6) esitligi yardimiyla

(es,e5) =( —0'(s)sinf(s)T'(s) + |las||r cos O(s)N(s) + 0'(s) cos 0(s)B(s),
— 0'(s)sin0(s)T(s) + ||s||x cos (s)N(s) 4 0'(s) cos 6(s) B(s))
=(0'(s))*sin® 0(s) [ T(s)|* + [l [|** cos® (s) || N ()|
+(0/(5))* cos 0(s) || B(s) ||
(0/(s5))?sin? 0(s) + ||as||*x* cos® O(s) + (0'(s))? cos® O(s)
(0/(5))2 + [lxs 252 cos? 0(s)

(4.35)

elde edilir. Burada ||a|| ve x degerlerini yerine yazdigimizda

cos? 0(s)((k* — 1) sin®(ks) + k% 4+ 1)?
(k2 — 1) sin?(ks) + 1)2

bulunur. Burada (2.3), (4.2), (#.34) ve (4.36) esitlikleri yardimiyla rektifiyan giil
regle yiizeyinin striksiyon egrisi (4.32)) olarak bulunur. |

(eg,es) = (0'(5))* + (4.36)

Ornek 4.5. E? Oklid uzaymdaa = 1, k = 2 ve 0(s) = % degerleri icin verilen

— | cos(2s) cos(s) — v(cos(2s) sin(s) + 2sin(2s) cos(s))
da(s, v) —( (2s) cos(s) 2/3ein2(2s) £ 1 7

v(cos(2s) cos(s) — 2sin(2s) sin(s)) \/_5)

cos(2s) sin(s) + , U
(25) sin(s) 2¢/3sin?(2s) + 1 2

rektifiyan giil regle yiizeyinin striksiyon egrisini bulunuz.
Coziim. E3 Oklid uzayinda verilen ¢,(s, v) rektifiyan giil regle yiizeyinin dayanak
egrisinin

a(s) = (cos(2s) cos(s), cos(2s) sin(s), 0)

oldugu bilinmektedir. Burada esitligi yardimiyla k = 2 ve 0(s) = % icin
(g, e5) =0
oldugu bulunur. O halde ¢5(s, v) rektifiyan giil regle yiizeyinin striksiyon egrisi
c(s) = (cos(2s) cos(s), cos(2s) sin(s), 0)

olarak bulunur. Burada striksiyon egrisi dayanak egrisine esittir.
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4.1.3.2 Rektifiyan Giil Regle Yiizeyinin Acilabilirligi
Teorem 4.6. 3 Oklid uzayinda ¢(s,v) rektifiyan giil regle yiizeyinin drali

__acosf(s) sin0(s)((k*—1) sin®(ks)+k>+1)
V/ (k2—1) sin®(ks)+1

cos2 0(s)((k2—1) sin?(ks)+k2+1)2
(6"(s))? + ((()iigq)si)n%ki)ﬁ;;? =

P, =

(4.37)

seklindedir.

Ispat. E? OKklid uzayinda regle yiizeyinin drali

P det(as, e, e5)
’ les?

olmak iizere burada (4.28)) esitliginden
det(a, e,e;) = —kllag]|? sin §(s) cos O(s)
ve (@.35) esitliginden
lesl® = (8'(5))* + llas | ** cos® ()

oldugu goriinmektedir. O halde rektifiyan giil regle yiizeyinin drali

— k| ||* sin 0(s) cos O(s)
(0'(s))? + ||avs||2K2 cos? B(s)

P, = (4.38)

seklindedir. Bu ifadede x ve ||a,|| degerleri yerine yazildiginda (4.37) esitligi elde
edilir. |
Sonug 4.1. E? uzayinda verilen ¢(s,v) rektifiyan giil regle yiizeyi 0(s) = (M) T

degerleri icin acilabilirdir.

Ornek 4.6. E* Oklid uzaymdaa = 1, k = 2 ve f(s) = % degerleri icin verilen

— | cos(2s) cos(s) — v(cos(2s) sin(s) + 2sin(2s) cos(s))
¢a(s, v) —< (2s) cos(s) 2 /35in2(25) + 1

v(cos(2s) cos(s) — 2sin(2s) sin(s)) \/§)

bl

cos(2s) sin(s) + ,U—
(25) sin(s) 24/3sin?(2s) + 1 2

rektifiyan giil regle yiizeyinin dralini bulunuz.
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Coziim. E? Oklid uzayinda «(s) giil egrisinin hiz1
los|| = 1/3sin?(2s) + 1
egriligi

3sin?(2s) + 5
(3sin?(2s) + 1)3/2

K(s) =

ve §'(s) = 0 seklindedir. Burada (4.38)) esitligi yardimiyla ¢5(s, v) rektifiyan giil

regle ylizeyinin drali
V3(3sin?(2s) + 1)3/2
3sin?(2s) +5

P=-

olarak bulunur.

4.1.4 Rektifiyan Giil Regle Yiizeyinin Geodezik Catis1 ve Geodezik Frenet
Formiilleri

Teorem 4.7. E? Oklid uzayinda verilen ¢(s,v) rektifiyan giil regle yiizeyinin bir
[ = ¢(so,v) dogrultmanmina ait asimptotik normal dogrultu,

1
g(s) =
\/(6/(8))2 4 60320( )((k2_1)51n2(k¢5)+k2+1)2

?(k271) sin?(ks)+1)2

(cos(ks) cos(s) — ksin(ks) sin(s))é(s)
V/ (k2 — 1) sin®(ks) + 1
N cosf(s) sin 0(s)(cos(ks) sin(s) + ksin(ks) cos(s))((k? — 1) sin?(ks) + k2 + 1)
(k2 —1)sin?(ks) + 1)3/2 ’
(cos(ks) sin(s) + ksin(ks) cos(s))d(s)
V/ (k2 — 1) sin®(ks) + 1
~ cosf(s) sin0(s)(cos(ks) cos(s) — ksin(ks) sin(s))((k% — 1) sin?(ks) + k? + 1)
(k2 —1)sin?(ks) 4+ 1)3/2 ’
cos?0(s)((k? — 1) sin?(ks) + k? + 1)
(k2 — 1) sin®(ks) + 1

(4.39)
seklindedir.

Ispat. E? uzayimda verilen ¢(s,v) rektifiyan giil regle yiizeyinin bir [ = ¢(sg,v)

dogrultmanina ait asimptotik normal dogrultu,

e Xe
9(3)|5180 = ”6—H5|8:50
S
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olmak iizere (4.8) esitliginden

= —(|Jas||r cos O(s) sin O(s)T(s) + &' (s)N(s) — ||| cos 0(s) B(s))
= |||k cos O(s) sin O(s)T'(s) — 0'(s)N(s) + ||as||x cos? O(s) B(s)
(4.40)

ve (@.33)) esitliginden

lesll = V/(8/(5))? + [l [[252 cos? 6(s) (4.41)
elde edilir. Boylece

o(s) = —||cvs|| 5 cos O(s) sin O(s)T'(s) — 0'(s)N(s) + ||as||x cos® O(s) B(s)
V(0(5)) + llow|P2 cos? 0(s)

(4.42)
seklinde bulunur. Bu ifadede ||as||, &, T'(s), N(s), B(s) degerleri yerine yazilirsa
(@.39) esitligi elde edilir. [

Ornek 4.7. F? Oklid uzaymdaa = 1, k = 2 ve f(s) = % degerleri igin verilen

v(cos(2s) sin(s) + 2sin(2s) cos(s))
24/3sin%(2s) + 1

v(cos(2s) cos(s) — 2sin(2s) sin(s)) V3 )

Y

Pa2(s,v) = <cos(23) cos(s) —

cos(2s)sin(s) + , U——
(25)sin(s) 2¢/3sin*(2s) + 1 2

rektifiyan giil regle yiizeyinin bir [ = ¢ (g, v) dogrultmanina ait asimptotik normal

dogrultusunu hesaplayiniz.

Coziim. E® Oklid uzayinda verilen a(s) giil egrisinin s = Z i¢in

T (%) = (1,0,0),
N (%) = (07 170)7
B (3) =1(0,0,1),

degerlerini aldigim biliyoruz. Boylece (4.42) esitligi yardimiyla E? Oklid uzayinda
verilen ¢s(s,v) rektifiyan giil regle yiizeyinin bir [ = ¢ (%, v) dogrultmanna ait
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asimptotik normal dogrultusu

1(5)=(-%03)

olarak elde edilir.

Teorem 4.8. E* Oklid uzayinda verilen ¢(s,v) rektifiyan giil regle yiizeyinin bir

o(s,vg) striksiyon noktasindaki merkez normali

1

c0s20(s)((k2—1) sin? (ks)+k2+1)2
V(Os))2 + =g

sin 0(s)(cos(ks) sin(s) + ksin(ks) cos(s))d'(s)
V (k2 — 1) sin®(ks) + 1
_ cost(s)(cos(ks) cos(s) — ksin(ks) sin(s))((k% — 1) sin?(ks) + k2 + 1)
(k2 — 1) sin®(ks) + 1)3/2 ’
cos(s)(cos(ks) sin(s) + ksin(ks) cos(s))((k* — 1) sin?(ks) + k2 + 1)
(k2 — 1) sin?(ks) + 1)3/2
_ sinf(s)(cos(ks) cos(s) — ksin(ks) sin(s))6'(s) cos0(s)0' (s
V(E2 = 1) sin?(ks) + 1 @ )>

t(s) =

(4.43)

seklindedir.

Ispat. E? OKklid uzayinda verilen ¢(s,v) rektifiyan giil regle yiizeyinin bir ¢(s, vo)

striksiyon noktasindaki merkez normali ¢ olmak iizere

€s

N ”65“

seklinde bulunur. Burada (4.6) esitliginden
es = —0'(s)sin0(s)T(s) + |||k cos O(s)N(s) + ' (s) cos 0(s)B(s)

oldugu ve {@.41) esitliginden

lles]| = /(0/(5))2 + ||ows]|252 cos? O(s)
oldugu bilinmektedir. Boylece

_ —0'(s)sin@(s)T(s) + ||as||k cosO(s)N(s) + 0'(s) cos 0(s)B(s)

s) VG2 + P cos?005)

(4.44)
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olarak elde edilir. Bu ifadede ||as||, &, T'(s), N(s), B(s) degerleri yerine yazilirsa
(4.43) esitligi elde edilir. [

Ornek 4.8. E? Oklid uzayinda a = 1, k = 2 ve §(s) = Z degerleri icin verilen

= cos(2s) cos(s) — v(cos(2s) sin(s) + 2sin(2s) cos(s))
Pa(s,v) —< (25) cos(s) 24/3sin?(2s) + 1

v(cos(2s) cos(s) — 2sin(2s) sin(s)) ﬁ)

, U
2¢/3sin?(2s) + 1 2

bl

cos(2s) sin(s) +

rektifiyan giil regle yiizeyinin bir ¢(s, 1) striksiyon noktasindaki merkez normalini

bulunuz.

Coziim. E® Oklid uzayinda verilen (s) giil egrisinin birim teget vektorii

T(s) = ~ cos(2s) sin(s) + 2sin(2s) cos(s) cos(2s) cos(s) — 2sin(2s) sin(s) 0
3sin?(2s) + 1 ’ 3sin?(2s) 4 1 )

birim asli normal vektori

N(s) = _ cos(2s) cos(s) — 2sin(2s)sin(s)  cos(2s) sin(s) + 2sin(2s) cos(s) 0
3sin?(2s) + 1 ’ 3sin?(2s) + 1 )

binormal vektori
B(s) =(0,0,1),

las(s)]| = 4/3sin*(2s) + 1,

3sin?(2s) +5
K(s) = )
(3sin”(2s) + 1)3/2
olmak iizere (4.44) esitligi yardimiyla rektifiyan giil regle yiizeyinin bir ¢(s, 1)
striksiyon noktasindaki merkez normali i¢in

hiz1

ve egriligi

Hs) = [ - cos(2s) cos(s) — 2sin(2s) sin(s)  cos(2s) sin(s) + 2sin(2s) cos(s) 0
3sin?(2s) + 1 ’ 3sin?(2s) + 1 ’

elde edilir.
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Sonug 4.2. E? Oklid uzayinda verilen ¢(s,v) rektifiyan giil regle yiizeyinin o/(s)

dayanak egrisinin normal ve geodezik egriligi, sirastyla,

_ vl|e||'ksin0(s) cos O(s) + v8'(s)]|a |k — ||as||*k sin O(s)

o) lcsllv/ (sl sin f(s) — v8'(s))? + v2[|os[|2K2 cos? O(s)

(4.45)

ve B .
() = vl||as||K* cos® 6(s) (4.46)
\/(||as|| sinf(s) — v (s))? + v2||as||2k2 cos? (s)

seklindedir.

Ispat. E? OKlid uzayinda verilen ¢(s,v) regle yiizeyinin a(s) dayanak egrisinin
normal ve geodezik egriligi, sirasiyla,

(ass, N)
@) = P
<as X assaN>
55(®) = P

oldugundan (@.9) ve (#.20) esitlikleri yardimiyla

(s, b5 % du) =([lasl'T(s) + [|as| kN (s), vllas]| 5 sin O(s) cos O(s) T (s)
+ (v8'(s) — [Jas|| sinO(s)) N (s) — v|jas||k cos® B(s) B(s))

=|as||||cvs]| 5 sin () cos B(s) 4+ v8' () || ||*k — ||ws||* s sin O(s)
(4.47)
olarak hesaplanir. Buradan
(s, @5 X D)
()= oo
olmak iizere
vl [Jas||wsin€(s) cos O(s) + v8'(s)]|as ||k — ||| Pk sin O(s)

(ass, N) =

V (JJas]| sin 0(s) — v8'(s))2 + v2 || ||2K2 cos? O(s)
(4.48)

elde edilir. O halde ¢(s,v) rektifiyan giil regle yiizeyinin «(s) dayanak egrisinin
normal egriligi (4.45) olarak bulunur. Benzer sekilde,

oy X ags =[las[|T(s) x ([lasl'T(s) + [lovs[|*£N ()

(4.49)
=lla|*5B(s)
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oldugundan

(s X g, 05 X G} =(||as||PkB(s), v||as || sin 6(s) cos 6(s) T (s)
+ (v8'(s) — ||as|| sin6(s)) N (s) — v||as||x cos® 0(s) B(s))
= — v||a||*K? cos? O(s)
(4.50)

olarak hesaplanir. Buradan

—v||as||*K% cos? O(s)

<as X ass>N> = -
V ([las]| sin0(s) — v0'(s))? + v2||as||2k2 cos? O(s)

(4.51)

elde edilir. O halde ¢(s,v) rektifiyan giil regle yiizeyinin «(s) dayanak egrisinin
geodezik egriligi (4.46) olarak bulunur. [
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4.1.5 Rektifiyan Giil Regle Yiizeylerinin Gorsellestirilmesi

Bu boliimde a = 1 olmak iizere farkli £ ve 6 degerleri i¢in elde edilen rektifiyan giil

regle ylizeyleri MATLAB programu ile gorsellestirilmisgtir.

Sekil 4.3 k£ = 1 ve 0 = 7 icin rektifiyan giil regle yiizeyi

Sekil 4.4 k = 1 ve § = % i¢in rektifiyan giil regle yiizeyi
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Sekil 4.5 k = 2 ve 0 = 7 i¢in rektifiyan giil regle ylizeyi

Sekil 4.6 & = 2 ve 0 = % icin rektifiyan giil regle yiizeyi
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Sekil 4.7 k = 3 ve 0 = 7 i¢in rektifiyan giil regle ylizeyi

Sekil 4.8 & = 3 ve 0 = % icin rektifiyan giil regle yiizeyi
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Sekil 4.9 & = 4 ve 0 = 7 i¢in rektifiyan giil regle ylizeyi

Sekil 4.10 k& = 4 ve 0 = % icin rektifiyan giil regle yiizeyi
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Sekil 4.11 k£ = 5 ve 6 = 7 i¢in rektifiyan giil regle ylizeyi

Sekil 4.12 k = 5 ve 0 = % icin rektifiyan giil regle yiizeyi
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Sekil 4.13 £ = % ve ¢ = 7 i¢in rektifiyan giil regle ylizeyi

Sekil 4.14 k = % ve 0 = % icin rektifiyan giil regle yiizeyi
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4.2 Normal Giil Regle Yiizeyi
Tammm 4.3. E? Oklid uzayinda giil egrisini dayanak egrisi ve dayanak egrisinin
birim asli normal ile binormal vektorlerinin acisal lineer birlesimini dogrultman

vektor kabul eden yiizeye normal giil regle yiizeyi denir.

[E? Oklid uzayinda dayanak egrisi
a(s) = (acos(ks) cos(s), acos(ks)sin(s), 0)
ile verilen giil egrisi; ana dogrunun dogrultman vektorii
e(s) = cosO(s)N(s) + sinf(s)B(s) (4.52)

veya

e(s) =[ — cost(s)(cos(ks) cos(s) — ksin(ks) sin(s))
\/(k;2 —1)sin®(ks) + 1

cos 0(s)(cos(ks) sin(s) + ksin(ks) cos(s)) sind(s)
V(K2 —1)sin?(ks) + 1 ’

ve |le(s)|| = 1 olan bir normal giil regle yiizeyinin parametrik denklemi

(4.53)

8(5,v) =a(s) + ve(s)
=(acos(ks) cos(s), a cos(ks) sin(s), 0)
N v( _cosf(s)(cos(ks) cos(s) — ksin(ks)sin(s))
V (k2 — 1) sin’(ks) + 1

_ cosf(s)(cos(ks) sin(s) + k sin(ks) cos(s)) sin 6(s)
V (k2 = 1)sin?(ks) + 1 ’

Y

=| acos(ks) cos(s) — v cos f(s)(cos(ks) cos(s) — ksin(ks) sin(s))

_( () costs) \/(k2 — 1) sin?(ks) + 1

veosB(s)(cos(ks)sin(s) + ksin(ks) cos(s))
\/(k2 —1)sin?(ks) + 1

?

acos(ks)sin(s) —

vsin@(s))

seklinde tanimlanir. Burada N (s), giil egrisinin birim asli normal vektorii ve B(s)

Y

(4.54)

giil egrisinin binormal vektoriidiir.
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Ornek 4.9. E? Oklid uzayinda a = 1 ve k = 2 degerleri i¢in (2.3) esitligi
yardimiyla elde edilen a(s) = (cos(2s)cos(s),cos(2s)sin(s),0) gil egrisini

dayanak egrisi kabul eden normal giil regle yiizeyini bulunuz.

Coziim. E? Oklid uzaymda a = 1 ve k = 2 degerleri i¢in (2.11) esitligi yardimiyla
a(s) giil egrisinin birim asli normal vektorii

N(s) = ~ cos(2s) cos(s) — 2sin(2s)sin(s)  cos(2s) sin(s) + 2sin(2s) cos(s) 0
3sin?(2s) + 1 ’ 3sin?(2s) + 1 ’

ve ([2.10) esitligi yardimiyla binormal vektorii
B(s) =(0,0,1)

olarak bulunur. Burada «a(s) giil egrisinin birim asli normal vektorii N (s)
ile binormal vektorii B(s) yardimiyla tanimlanan normal giil regle yiizeyinin

dogrultmani

e(s) =cosf(s)N(s) + sinf(s)B(s)

—cosd(s) [ — cos(2s) cos(s) — 2sin(2s) sin(s)

y 4 >( 3sin?(2s) + 1
_ cos(2s) sin(s) + 2sin(2s) cos(s) <ind(s
3sin%(2s) + 1 ’0) +simb()(0.0.1)
[ cos 0(s)(cos(2s) cos(s) — 2sin(2s) sin(s))

3sin?(2s) + 1
_ cosB(s)(cos(2s) sin(s) + 2sin(2s) cos(s)) sind(s)
3sin?(2s) + 1 ’

Y

Y

seklindedir. Boylece «/(s) giil egrisini dayanak egrisi ve e(s) vektoriinii dogrultman

vektor kabul eden normal giil regle ylizey

(s,0) 2(005(23) cos(s) — v COoS 0(5)(cos(?z)scirolz((;l)—flsin@s) sin(s))

v cos 0(s)(cos(2s) sin(s) + 2sin(2s) cos(s))
3sin?(2s) + 1

I

cos(2s) sin(s) —

vsin&(s))

olarak bulunur. Bu ifadede 6(s) ifadesinin aldig1 farkli degerler i¢in farkli normal

I

giil regle ylizey ailesi elde edilir.
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Ozel durum:
e 0 = 7 igin
¢1(s,v) = (cos(2s) cos(s), cos(2s) sin(s), v)

normal giil regle yiizeyi elde edilir. Burada s € [0,27] ve v € [0, 1] alinirsa

Sekil elde edilir.

0.8
0.6

0.4 4

0.2 4

LR

0.5 1

‘0.5 _[}5

Sekil 4.17 £ = 2 ve = 7 i¢in normal giil regle ylizeyi

e 0= % igin

(cos(2s) cos(s) — 2sin(2s) sin(s))
2/3sin?(2s) + 1 ’
v(cos(2s) sin(s) + 2sin(2s) cos(s)) ﬁ)

Go(s,v) = <c03(25) cos(s) — !

cos(2s) sin(s) —

, U
24/3sin*(2s) + 1 2

normal giil regle yiizeyi elde edilir. Burada s € [0,27] ve v € [0, 1] alinirsa
Sekil @.18]elde edilir.
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Sekil 4.18 & = 2 ve 0 = % i¢in normal giil regle ylizeyi

4.2.1 Normal Giil Regle Yiizeyinin Teget Diizlemi
Tanim 4.4. E? Oklid uzayida normal giil regle yiizeyinin dogrultmanini iceren ve
yiizeyin birim normaline dik olan diizleme normal giil regle yiizeyinin teget diizlemi

denir.

Teorem 4.9. E? Oklid uzaymnda ¢(s,v) normal giil regle yiizeyinin birim normal
vektorii

1
\/<a\/(k2 — 1) Sil’l2 (ks) 1o v cos 9(3)((k;2_1) sin2(ks)+k2+1)>2 N 2 (0/ (S))2

((k2—1)sin2(ks)+1)

N(s,v) =

cos (ks) sin (s) + ksin (ks) cos (s)) 0’ (s)
V (k2 = 1)sin? (ks) + 1
vcosf (s)sinf (s) (cos (ks) cos (s) — ksin (ks) sin (s)) ((k% — 1) sin? (ks) + k2 + 1)
((k2 = 1) sin? (ks) +1)/2 ’ (4.55)
v (cos (ks) cos (s) — ksin (ks) sin (s)) 0’ (s)
V (k2 —1)sin? (ks) + 1
vcos B (s)sin @ (s) (cos (ks) sin (s) + ksin (ks) cos (s)) ((k? — 1) sin? (ks) + k2 + 1)
((k2 = 1) sin? (ks) +1)/? ’
veos? 0 (s) ((k? — 1) sin? (ks) + k2 + 1)>
(k2 — 1) sin? (ks) + 1

<a sin 0 (s) (cos (ks) cos (s) — ksin (ks) sin (s)) + it

asinf (s) (cos (ks) sin (s) + ksin (ks) cos (s)) —

acosf (s) \/(k2 —1)sin? (ks) +1 —

seklindedir.
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Ispat. E3 Oklid uzayinda ¢(s,v) = a(s) + ve(s) normal giil regle yiizeyinin birim

normal vektori

N s X Oy _ (s X €) +v(es X €)
[¢s x @ull  [[(as x ) +v(es X )

seklindedir. O halde regle ylizeyin birim normal vektoriiniin hesabr i¢in o ve e

hesaplanmalidir. Birim teget vektoriin tanimindan

s
T(s) = Tl
oldugunu biliyoruz. O halde
0 = [l T(5) (456)
yazabiliriz. |||l hizli regiiler egri icin N'(s) = —|las||T(s) + |las||TB(s),
B'(s) = —|las|]|TN(s) esitlikleri ve giil egrileri icin 7 = 0 oldugu goz Oniine

alimarak e, ifadesini elde etmek icin normal giil regle yiizeyinin dogrultman

vektoriniin tiirevini alirsak

de
€y =—

ds
:d(cos 0(s)N(s) + sinf(s)B(s))
ds
= —0'(s)sinf(s)N(s) + cosO(s)N'(s) + 0'(s) cos0(s)B(s) + sin0(s)B'(s)
= —0'(s)sinf(s)N(s) + cosO(s)(—||as||T(s) + ||as||TB(s))
+60'(s) cos B(s)B(s) + sin 0(s)(—||as||[TN (s))
= — |||k cos O(s)T(s) — 6'(s) sinB(s)N(s) + 0'(s) cos 6(s) B(s)

(4.57)

olarak bulunur. Burada normal giil regle yiizeyinin normal vektoriinii bulmak icin
(as x €) ve (es x e) degerlerini hesaplayalim. Burada (4.56) ve (4.52) esitlikleri
yardimiyla

(as x €) =(||as||T(s)) x (cosB(s)N(s) + sinf(s)B(s))
=||a|| cosO(s)(T'(s) x N(s)) + ||as||sin@(s)(T'(s) x B(s)) (4.58)
= — ||as|| sin@(s)N(s) + ||| cos O(s)B(s)
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olarak bulunur. Ayn1 zamanda (.57) ve (4.52) esitlikleri yardimiyla

(e % €) =(—llasllicos O(s)T(s) — 0'(s) sin 6(s) N (5) + 0'(s) cos 6(s) B(s))
X (cos@(s)N(s) +sinf(s)B(s))
— sl cos? 0(s)(T(s) x N(s)) — [losll cos B(s) sin B(s)(T'(s) x B(s))
— 0/(s) sin 0(s) cos 0(s) (N () x N(5)) — 0'(s) sin? 0(s)(N (s) x B(s))
+ 0/ (s) cos? O(s)(B(s) x N(s)) + 0'(s) cos0(s) sin0(s)(B(s) x B(s))
= —0'(5)T(s) + ||as||s cos B(s) sin O(s) N (s) — ||as]||x cos® O(s)B(s
4.59)

olarak bulunur. Regle yiizeyin normal vektorii
Gs X Oy = (a5 +ves) X e = (ag X e) +v(es X e)

seklinde hesaplandigindan normal giil regle yiizeyinin normal vektorii (4.58) ve
(@.59) esitlikleri yardimiyla

G5 X ¢y = — 00 (8)T(3) + (v]|a||x cos B(s) sin O(s) — ||| sinO(s))N(s)
+ (||lovs]| cos (s) — v||ws|| 5 cos® O(s)) B(s)
(4.60)

olarak bulunur. Bu normal vektoriin normunu hesaplarsak

s X ¢|* = (s x ¢va¢s X ¢y)
=( — 00 (s)T(s) + (v||as || cos O(s) sin O(s) — ||| sin B(s))N(s)
+ (|Jas|| cos B(s) — vl|as||x cos® B(s)) B(s), —vd' (s)T'(s)
+ (v||evs||k cos O(s) sin O(s) — ||as|| sin O(s)) N (s)
+ (las]| cos O(s) — v]| s cos® 0(s)) B(s))

=0%(0'(5))* + (v]|avs]| 5 cos B(s) sin O(s) — ||| sin O(s))?

) —
+ ([l cos O(s) — v]a]|r cos? 0(s))?
=v*(¢/'(s))? + sin” 0(s) (v]|as |15 cos O(s) — [lexs])?
+ cos? 0(s)(||as|| — v|| s ||k cos B(s))?
=v*(0'(5))” + ([las|| — vllews|| e cos 0(s))*
(4.61)

oldugundan

165 x @ull = V/v2(0'(5))? + (llavs[| = vllexs[# cos O(s))2 (4.62)
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elde ederiz. Boylece normal giil regle yiizeyinin birim normal vektorii (#.60) ve
(@.62) esitlikleri yardimiyla

_Ps X Py
N ) =55l

v'(s)T(s)
VPO + (e = vllallrcos 0(s)?

(v HasHﬂacosG( )smG( ) — ||| sin O(s)) N (s) (4.63)
VR0 (5))? + (las|| — vllas]lk cos 6(s))?

(HO‘sHCOSQ( )—U”OCSHFJCOS 0(s))B(s)

V(0 (5))2 + ([Jas|| — v]|as][k cos 0(s))2

seklindedir. Bu ifadede || o[, &, T'(s), N(s), B(s) degerleri yerine yazilirsa (4.55)
esitligi elde edilir. [

Ornek 4.10. E? Oklid uzayinda a = 1, k = 2 ve §(s) = I degerleri igin verilen

| cos(2) cos(s) — v(cos(2s) cos(s) — 2sin(2s) sin(s))
da(s, ) —< (25) cos(s) 2/35n2(25) + 1

v(cos(2s) sin(s) + 2sin(2s) cos(s)) vﬁ
2/3sin2(2s) + 1 2

)

cos(2s) sin(s) —

normal giil regle ylizeyinin P ( —5, ‘/7§> noktasindaki Frenet elemanlarin1 ve

teget diizlemini bulunuz.

Coziim. E? Oklid uzaymda verilen ¢(s,v) normal giil regle ylizeyi i¢in s = 7
35 {) noktasina karsilik gelmektedir. Burada «(s) giil
egrisi icin birim teget vektorii

ve v = 1 degerleri P (O —

T(s) = _ cos(2s) sin(s) + 2sin(2s) cos(s) cos(2s) cos(s) — 2sin(2s) sin(s) 0
3sin?(2s) + 1 ’ 3sin?(2s) + 1 )

birim asli normal vektori

N(s) = ~ cos(2s) cos(s) — 2sin(2s)sin(s)  cos(2s)sin(s) + 2sin(2s) cos(s) 0
3sin?(2s) + 1 ’ 3sin?(2s) + 1 )

binormal vektori
B(s) =(0,0,1),

hiz1
llas(s)]| = 3sin2(23) +1,
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ve egriligi
3sin?(2s) + 5
(3sin?(2s) + 1)3/2

r(s) =

seklindedir. Bu ifadelerin P (O, —%, 73> noktasinda aldiklar1 degerler s = 7 ve

v = 1icin

(T (3)=1(10,0),
N (5) =(0,1,0),
B(3) = (0,0,1),
los (5)1] = 1,
[ 7 (3) =5
olarak bulunur. Bu ifadeler esitliginde yerine yazilirsa ¢ (s, v) normal giil
regle ylizeyinin P (O, —%, \?) noktasindaki birim normal vektorii

olarak hesaplanir. O halde normal giil regle yiizeyinin teget diizlemi iizerindeki

temsili bir nokta X (z, y, z) olmak iizere P (O, —%, \/73) noktasindaki teget diizlemi

<x_o>o+(y+1)£_(z_£)1:o

2) 2

olarak yazilir. Bu ifadeyi diizenlersek ¢o(s,v) normal giil regle yiizeyinin
P <0, 1 ﬁ) noktasindaki teget diizlemi

T2 72
2V3y — 22 +2V3=0

olarak elde edilir.

4.2.2 Normal Giil Regle Yiizeyinin Ozellikleri

Teorem 4.10. E? Oklid uzayinda ¢(s,v) normal giil regle yiizeyinin 1. temel form

katsayilar

(

2
B = oV = Trhe) +1 - ==
+U2 (8/(3))2 ’
F =
G =

)

\

seklindedir.
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Ispat. 3 Oklid uzayinda normal giil regle yiizeyinin 1. temel form katsayilar1 (3.7)),
(3.8) ve (3.9) esitlikleriyle elde edilir. Burada (4.56)) ve esitlikleri yardimiyla

Ps; Ps)

as + veg, as + veg)

g, i) + 20 (i, €5) +v* (e, €5)
a1 T(s), [l T(s)) + 2v (||| T(s), —llevs|n cos (s) T (s)
— 6'(s)sinf(s)N(s) + 0'(s) cos 0(s)B(s))

+0*{ — |las|lk cos8(s)T(s) — 6'(s) sinO(s)N(s) + 0 (s) cos 6(s)B(s),

— |las||m cos 0(s)T'(s) — 6'(s)sin(s)N(s) + 0'(s) cos0(s) B(s))
=laslPIT ()17 + 20 (—las]|*m cos 0(s) [ T(s)[]*)

v? (las |4 cos® 8(s) [ T(s)II* + (¢ (s))” sin® B(s)[| N (s)]

+ (6/(s))" cos” 0(s) || B(s)[|*)

=l || = 2v]jas||*r cos B(s) + v* ([|as||*K? cos® B(s) + (6'(s))?)

=(|levs|| — v||as || cos 9(3))2 +0 (0(s))°

=
(
(as, as) + (as, ves) + (ves, ag) + (ves, ves)
(
{

(4.64)

elde edilir. Bu ifadede ||c|| ve x degerleri yerine yazilirsa

_ 9 1) w2 _ veosf(s) ((kQ )sm (ks) + k2 + 1) 2
E = (a\/(k: 1)sin®(ks) + 1 ( ) 1) )

v* (0 (5))”
(4.65)

olarak bulunur. Ayn1 zamanda (4.52), #.56) ve (@.57)) esitlikleri yardimiyla

=
(s
= (s, €) + <6sa e)
= ([las||T(s), cos 0(s)N(s) + sin0(s) B(s)) + v{ — ||a||x cos O(s)T(s)
— 0'(s)sinB(s)N(s) + 6'(s) cos0(s)B(s), cos 0(s)N(s) + sin 0(s) B(s))
=v (—0'(s)sinf(s) cosO(s)|N(s)||* + 0 (s) cos 6(s) sin 6(s)|| B(s)|?)
=v (—0'(s)sinf(s) cosO(s) + 6'(s) cos O(s) sin O(s))
=0
(4.66)
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olarak bulunur. Benzer sekilde (4.52)) esitligi yardimiyla

G = (v, du)
= <€a €>
= (cos0(s)N(s) + sinf(s)B(s),cosO(s)N(s) + sin0(s)B(s)) (4.67)
= cos” 0(s)[| N (s)[|* + sin” 0(s)|| B(s)||*
= cos? 9(3) + sin? 9(8)
=1
olarak bulunur. u

Ornek 4.11. E? Oklid uzayinda o = 1, k = 2 ve f(s) = % degerleri igin verilen

=] cos(2s) cos(s) — v(cos(2s) cos(s) — 2sin(2s) sin(s))
P2(s,v) —< (25) cos(s) 2¢/3sin?(2s) + 1

v(cos(2s) sin(s) + 2sin(2s) cos(s)) \/_§)

, U
24/3sin*(2s) + 1 2

Y

cos(2s) sin(s) —

normal giil regle yiizeyinin 1. temel form katsayilarini bulunuz.

Coziim. E? Oklid uzaymda a = 1, k = 2 ve 6(s) = % degerleri i¢in verilen

¢2(s,v) normal giil regle yiizeyinin 1. temel form katsayilari sirasiyla (4.65),
ve (@.67) esitlikleri yardimiyla

. 3vsin?(2s)+5v 2
< 3sin?(2s) + 1 — %) )

6 sin
0,
1

QT3
Il

olarak bulunur.

Teorem 4.11. E? Oklid uzayinda normal giil regle yiizeyinin 2. temel form kat-

sayilart

( e = (=00 (s) laus || 40’ (s)||as || —v||evs||2 62 cos O(s) sin O(s)+]||as ||? K sin O(s)) (—1+vk cos 8(s))

v/ lasl—vllas][x cos 6(s))2+v2(8 (5))2
020’ ()| s ||k’ cos O(s)—2v2 (0" (5))?||as ||k sin O(s)
) Vsl —vlaslncos 0@ P2 @' )2
e 0/ (3)llos |
V (loss[[=v]laslr cos (s))2+v2 (0 ()2
\ g - O
(4.68)

seklindedir.
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Ispat. E? Oklid uzayinda normal giil regle yiizeyinin 2. temel form katsayilari

e = det (¢S’¢v’¢55) — det(¢$>¢v7 ¢ss)
w VEG—F2 '

_ det(ds, 00 bar) _ det(@s, by, )
w VEG — F?2
0000, 00) _ det(dn,0,.00)
w VEG — F?
seklindedir. Burada 2. temel form katsayilarini elde etmek icin det(¢s, @y, dss),
det (s, by, Gs) det(ds, Gy, uy) ve vVEG — F? ifadeleri hesaplanmalidir. O halde
Gss> Psvs Pup degerleri bulunmalidir. Burada ¢(s,v) = «a(s) + ve(s) oldugundan
Gs = Qg + Ve, Py = €, Pgs = Qg5 + Vegs, Ggy = €5 VE Dy, = (0,0, 0) olarak elde
edilir. O halde ilk olarak ¢, degerini hesaplayalim. Burada

f

T'(s) = [las[l=N (s),
N'(s) = —|lasl|l£T(s) + l|lesl|7B(s),
B'(s) = =[lasllTN(s),

esitlikleri ve giil egrileri i¢in 7 = 0 oldugu goz Oniine alinarak

_dag
 ds
_d(llaliT(s)
ds
=[lasI'T(s) + llews ]| T"(s)

(
=llasl"T(s) + llas| (laslwN (s))
=llasl'T(s) + [ls|*£N (s)

aSS

(4.69)
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veE

deg
" ds
:d (—||as||rcos@(s)T(s) — 0'(s)sinO(s)N(s) + ¢'(s) cosO(s)B(s))
ds
s) — |||k cos O(s)T(s) + 6'(s)]|cs||x sin O(s)T(s)
s) —0"(s)sinO(s)N(s) — (0'(s))? cos O(s)N(s)

688

= — ||ag||'k cos O(s)T
— ||as||x cos O(s)T"
—0'(s)sin@(s)N'(s) + 0"(s) cos0(s)B(s) — (0'(s))*sin0(s)B(s)
+6'(s) cos0(s)B'(s)

= — [Jas||'k cos O(s)T'(s) — |las||k cosB(s)T(s) + 6'(s) | as||x sin 6(s)T'(s)

— ||evs || % cos O(s) (J|as| [k N (5)) — 8" (s) sin §(s)N(s) — (6(s))? cos O(s)N(s)
— 0'(s)sin O(s)(—||as||[KT'(s) + ||as||[TB(s)) + 0" (s) cos 8(s) B(s)
— (#(5))sin B(s) B(s) + 0'(5) cos 6(s)(— [N (5))
= (—||as||'x cos O(s) — ||as||x" cos B(s) + 26" (s)||as||x sinB(s)) T'(s)
+ (—||as|[*k? cos B(s) — 0" (s) sin §(s) — (8'(s5))? cosO(s)) N (s)
+ (0"(s) cos O(s) — (8'(s))*sinB(s)) B(s)

(
(

(
(

(4.70)

olarak hesaplandigindan

Pss =Qss + Ve
=(llos|l" = vlas |k cos O(s) — vl|as||&’ cos B(s) + 2v8'(s)]cis|| 5 sin O(s)) T'(s)
+ (las)*r — vl ||?K* cos B(s) — v8"(s) sin6(s) — v(#'(s))* cos O(s)) N (s)
+ (v0"(s) cosO(s) — v(6'(s))*sinb(s)) B(s)
4.71)

seklinde bulunur. Buradan det(¢s, ¢y, ¢ss), det(ds, du, dsy) Ve det(ps, Py, Do)
degerleri
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€9

det(es, du, Pss) = (Ps X P, Pss)
=( — v (s)T(s) + (v]|as||x cos O(s) sin O(s) — [|a,| sin6(s))N(s) + (||as|| cos O(s) — v||a||x cos® (s)) B(s),
(lles]|” = v|ews|'k cos O(s) — |||k cos (s) + 208 (s) |||k sin O(s) ) T'(s)

+ (las|*k — vl|as||?K* cos B(s) — v8"(s) sin6(s) — v(6'(s))* cos O(s)) N(s) + (v8”(s) cos O(s) — v(6'(s))*sin6(s)) B(s))
= — 00 ()| || + V?0 (5)||as||'k cos O(s) + 1?0 (5)]|as|| K cos O(s) — 20%(0(5))?||aus|| s sin O(s) + v]|as||*k? cos O(s) sin O(s)
— v?||as||PK® cos® O(s) sin B(s) — 020" (s)|| s ||k cos B(s) sin? B(s) — v*(0(5))?||cus || cos® O(s) sin O(s) — || ||* sin 6(s)

+ v|ag||? K2 cos O(s) sin O(s) + v (s)]|as|| sin® 8(s) + v(6'(s))?||as|| cos O(s) sin O(s) + v0”(s)]|as|| cos? O(s)
— (0 (5))?| s || cos () sin B(s) — v?0" (s)||cus ||k cos? () cos B(s) + v* (0 (5))?|| v ||k cos® O(s) sin O(s)
= — 00" (s)]|as|[ (=1 + vecos B(s)) + v8'(s)| || (=1 + vk cos O(s)) — vlas||*k* cos O(s) sin O(s)(—1 + vk cos O(s))
+ || ||k sin 0(s) (=1 + vk cos (s)) + v20 (s)]|aws|| &' cos O(s) — 20% (0 (5))?||cvs || s sin O(s)
=(—v0" ()| s + v8'(5)]|cws]|” — v]|cs||*K? cos (s) sin O(s) + ||aws||*k sin O(s))(—1 + vr cos O(s))
+ 020 (8) || s || cos O(s) — 202(8'(5))?| v || 4 sin O(s)

(4.72)



det(¢s, v, Psv) = (s X Pu, Psv)

=(—v0'(s)T(s) + (v]|es ||k cos B(s) sin O(s) — || sin B(s)) N (s)
+ (||evs || cos B(s) — vl|as||k cos? O(s )) (s), —||as||k cos O(s)T'(s)
— 0'(s)sinf(s)N(s) + 0'(s) cos§(s)B(s))

=08 (s)||cvs|| ks cos B(s) — v (5) || || cos B(s) sin® O(s)
+0'(5)||os || sin® O(s) + ()| cs|| cos® O(s)
— vl (s)||as||k cos® B(s) cos B(s)

=08 (s)||as||k cos O(s) — v8'(s)]| ||k cos O(s) + & (s)||as]|

=0'(s)| o]l

4.73)

veE

det(¢s, Dy, Puw) =0 (4.74)

olarak bulunur. Normal giil regle yiizeyinin 1. temel form katsayilar1 yardimiyla
=VEG — F?

olmak tizere

W = /(||| — v]|as||x cos B(s))2 + v2(6(s))? (4.75)
seklindedir. O halde normal giil regle yiizeyinin 2. temel form katsayilar: (4.68))
denklemiyle bulunur. [
Teorem 4.12. E3 Oklid uzayinda normal giil regle yiizeyinin Gauss egriligi
a®((k? — 1) sin?(ks) + 1)(0'(s))?

2
((a\/(k2 —1)sin?(ks) + 1 — “059((8 ),fikgl il)nSIHij)$k2+l)> + 02 (9’(3))2>
(4776)

K=-—

seklindedir.

Ispat. E? Oklid uzayinda normal giil regle yiizeyinin Gauss egriligi

(det (o, €, es))2
|ds X @l

K=-—
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esitligi yardimiyla hesaplanir. Burada ve ({.58) esitlikleri yardimiyla

det(a, e, e5) = (as X e, eg)
=( = llas]l sin (s)N (s) + [lavs[| cos 0(s) B(s),

— |las ||k cosO(s)T'(s) — 0'(s) sinB(s)N(s) + 0'(s) cos §(s) B(s))
=0'(s)l|cws | sin® () [ N ()] + 6 (s)l|cvs || cos™ O(s) ]| B(s)]*
=0'(s)l|cvs | sin® 0(s) + 0'(s) | xs || cos™ O(s)
=0'(s) |||

)
)
4.77)

elde edilir. O halde
(det(a, e,e4))? = (0'(5))?||as|? (4.78)

olarak bulunur. Ayni zamanda (4.62)) esitligi yardimiyla

60 % 6ull* = (el — vllallncos 6 () +?@()) @479)

olarak hesaplanir. Burada (4.78]) ve (4.79) esitlikleri yardimiyla normal giil regle
yiizeyinin Gauss egriligi

/ 2 2
4 GO @50,

(sl = vllasllr cos 6(s))* + v2(0/(5))2)”

olur. Bu esitlikte x ve ||c|| degerleri yerine yazilirsa (4.76)) esitligi elde edilir. W

Ornek 4.12. E? Oklid uzayinda a = 1, k = 2 ve 0(s) = % degerleri icin verilen

v(cos(2s) cos(s) — 2sin(2s) sin(s))
2¢/3sin?(2s) + 1

v(cos(2s) sin(s) + 2sin(2s) cos(s)) @)

)

bo(s,v) = (cos(Qs) cos(s) —

cos(2s) sin(s) —

, U
2¢/3sin?(2s) + 1 2

normal giil regle yiizeyinin P <0 —5, %) noktasindaki Gauss egriligini bulunuz.

Coziim. E® Oklid uzaymnda Verilen ¢2(s,v) normal giil regle yiizeyi igin s = =

2
oL ‘2[ noktasina karsilik gelmektedir. Bu noktada
a(s) giil egrisi i¢in ||, (5)]] = 1 ve k() = 5 oldugu bilinmektedir. Aym
zamanda cos (5) = 5 ve #(s) = 0 oldugu goz dniine alindiginda bu ifadeler

denkleminde yerine yazilirsa ¢»(s,v) normal giil regle yiizeyinin P <0, —%, 73>

ve v = 1 degerleri P (0 =

noktasindaki Gauss egriligi K = 0 elde edilir.
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4.2.3 Normal Giil Regle Yiizeyinin Global Ozellikleri
4.2.3.1 Normal Giil Regle Yiizeyinin Striksiyon Egrisi

Teorem 4.13. E3 Oklid uzayinda verilen ¢(s,v) normal giil regle yiizeyinin strik-

siyon egrisi

acos? 0(s)((k*—1) sin?(ks)+k2+1)
. . (k2—1) sin?(ks)+1
c(s) = (a cos(ks) cos(s) 0(5)? + c0520(3) (k2—1) 5in? (ks) £ k24 1)2
(k2=1)sin2(ks)+1)2
(cos(ks) cos(s) — ksin(ks) sin(s)),
acos? 0(s)((k*—1) sin?(ks)+k2+1)
(k2—1) sin?(ks)+1
c0s20(s)((k2—1) sin?(ks)+k2+1)2
(6"(s))* + ((()l~(cg—1)szr?2(ki)4-)$2 =
(cos(ks) sin(s) + ksin(ks) cos(s)),
a cos (s) sin O(s)((k2—1) sin?(ks)+k241)
V/ (k2—1) sin? (ks)+1 >

c0520(s)((k2—1) sin? (ks)+k241)2
(9/(8))2 + ((k2—1) sin?(ks)+1)2

acos(ks) sin(s)—

(4.81)

seklindedir.

Ispat. ¢(s,v) = a(s) + ve(s) regle yiizeyinin striksiyon egrisinin

=a(s) — <as’65>es
) = als) = 220

oldugu bilinmektedir. Burada (.56) ve (#.57) esitlikleri yardimiyla

(s, e5) =(||as||T(s), —||ows|| s cos O(s)T'(s) — 0 (s) sin O(s) N (s)
+ 6'(s) cos 0(s)B(s))
= — |las|[*r cos 0(s) (T(s), T(s))
— 0'(s)llas || sin6(s) (T'(s), N(s)) (4.82)
+6'(s)[|os |l cos 6(s) (T'(s), B(s))
IT(s)]”

1%k cos O(s

(
(

- Has

V)

)
— || |? K cos B(s)

elde edilir. O halde ||| ve x degerlerini yerine yazdigimizda

acosf(s)((k* —1)sin?(ks) + k2 + 1)
V (k2 — 1) sin®(ks) + 1

(o, €5) = — (4.83)
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bulunur. Ayni zamanda (4.57) esitligi yardimiyla

(es,€5) =( = |las||k cos B(s)T'(s) — 6'(s) sinO(s)N(s) + &' (s) cos 6(s) B(s),
— |las||ls cos8(s)T(s) — 0'(s) sinB(s)N(s) + 0'(s) cos6(s)B(s))
=2 cos* 0(s) (T'(s), T(s))
+(0'(s))?sin” 0(s) (N (s), N(s))
+(0'(s))* cos® 0(s) (B(s), B(s))
=|las[[** cos? 8(s) | T (s) |*
+(0'(s))?sin” 0(s) [N (s) ||
0

=||cws||?K? cos® O(s) + (6'(s))?*sin? O(s) + (8'(s))? cos® O(s)
=||aws||?K? cos® B(s) + (0'(s))?
(4.84)
elde edilir. Burada ||a|| ve x degerlerini yerine yazdigimizda
20(s)((k* — 1) sin®(ks) + k? + 1)?
(e, e0) = (0(s))2 4 0N = Dsin (ks) + K7+ 1) (4.85)

(k2 — 1) sin?(ks) + 1)2

bulunur. Burada (2.3), (4.53)) (4.83)) ve(@.83) esitlikleri yardimiyla normal giil regle
ylizeyinin striksiyon egrisi (4.81)) olarak bulunur. [

™

Ornek 4.13. E? Oklid uzaymda a = 1, k = 2 ve 0(s) = % degerleri igin verilen

=| cos(2s) cos(s) — v(cos(2s) cos(s) — 2sin(2s) sin(s))
ba(s,v) —( (2s) cos(s) 2¢/3sin?(2s) + 1

v(cos(2s) sin(s) + 2sin(2s) cos(s)) U\/_§
2/3sin?(2s) + 1 T2

)

cos(2s) sin(s) —

normal giil regle ylizeyinin striksiyon egrisini bulunuz.
Coziim. E? Oklid uzayinda verilen ¢(s,v) normal giil regle yiizeyinin dayanak
egrisi

a(s) = (cos(2s) cos(s), cos(2s) sin(s), 0)
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ve dogrultman vektorii

Y

(s) :< ~ (cos(2s) cos(s) — 2sin(2s) sin(s))
24/3sin*(2s) + 1

_ (cos(2s) sin(s) + 2sin(2s) cos(s)) \/3)

2v/3sin?(2s) + 1 T2

seklindedir. Burada (4.83) ve (4.85) esitlikleri yardimiylaa = 1,k =2ve 0(s) = §
icin

3sin?(2s) + 5
2¢/3sin%(2s) + 1

(as,e5) = —

ve
(3sin?(2s) + 5)?

(€5:€5) = 4B em?(2s) £ 172

bulunur. O halde ¢, (s, v) normal giil regle yiizeyinin striksiyon egrisi

B @3 sin?(2s) + 1)(cos(2s) cos(s) — 2sin(2s) sin(s))
c(s) = <cos(25) cos(s) 3ein?(25) 1 5
(3sin?(2s) + 1)(cos(2s) sin(s) + 2sin(2s) cos(s))
3sin?(2s) + 5 ’

Y

cos(2s) sin(s) —

V3(3sin%(2s) + 1)3/2>

3sin?(2s) + 5

olarak bulunur.

4.2.3.2 Normal Giil Regle Yiizeyinin Acilabilirligi
Teorem 4.14. E3 Oklid uzayinda ¢(s,v) normal giil regle yiizeyininin drali

al (s)\/(k? — 1) sin®(ks) + 1

c0s20(s)((k2—1) sin? (ks)+k2+1)2
(0(s))* + ((()lggfl)sgn%kg)j:;? =

P, = (4.86)

seklindedir.

Ispat. E? OKklid uzayinda regle yiizeyin drali

P det(as, e, es)
‘ les]1?

olmak iizere burada (4.77) esitliginden

det(as, €, €5) = 0'(s)| s
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ve (4.84) esitliginden
lesll* = llows|[*x? cos® O(s) + (6'(s))*

oldugu goriinmektedir. O halde normal giil regle yiizeyinin drali

b G

B ||as||?x2 cos? O(s) + (0'(s))? (4.87)

seklindedir. Bu ifadede x ve ||a,l| degerleri yerine yazildiginda (4.86) esitligi elde
edilir. |

Sonug¢ 4.3. E3 uzayinda verilen ¢(s,v) normal giil regle yiizeyi 6'(s) = 0 ve
cos0(s) # 0 kosulunu saglayan 0(s) degerleri icin agilabilirdir.

Ornek 4.14. E? Oklid uzayinda a = 1, k = 2 ve 0(s) = % degerleri icin verilen

| cos(25) cos(s) — v(cos(2s) cos(s) — 2sin(2s) sin(s))
Pa(s,v) —( (25) cos(s) RIS

v(cos(2s) sin(s) + 2sin(2s) cos(s)) \/§)

)

cos(2s) sin(s) — ,V——
2¢/3sin?(2s) + 1 2

normal giil regle ylizeyinin dralini bulunuz.

Coziim. E3 Oklid uzayinda o(s) giil egrisinin hiz1
s = 1/3sin?(2s) + 1,

egriligi
3sin?(2s) + 5
'%(5) = ) 5
(3sin”(2s) + 1)3/2
ve §'(s) = 0 seklindedir. Burada (4.87) esitligi yardimiyla ¢» (s, v) normal giil regle

yiizeyinin drali

P.=0

olarak bulunur.
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4.2.4 Normal Giil Regle Yiizeyinin Geodezik Catisi1 ve Geodezik Frenet For-
miilleri

Teorem 4.15. E3 Oklid uzayinda verilen ¢(s,v) normal giil regle yiizeyinin bir
[ = ¢(so,v) dogrultmamna ait asimptotik normal dogrultu,

1

9s) = y 2 | c0s20(s)((k2—1) sin?(ks)+k2+1)>
(0" (s))” + (k2 —=1) sin? (ks)+1)

< _ (cos (ks) sin(s) + ksin(ks) cos(s)) 0'(s)

\/(k:2 — 1)sin®(ks) + 1
| oos 0(s)sinf(s)(cos(ks) cos(s) — ksin(ks) sm(s)
((k2 — 1) sin®(ks) + 1)
cos 0(s) sin B(s)(cos(ks) sin(s) + ksm(ks) cos( N((k? = 1) sin®(ks) + k> + 1)
(k2 — 1) sin®(ks) 4 1)3/2
n (cos(ks) cos(s) — ksin(ks)sin(s))0'(s) cos?0(s)
(

/(2 — 1) sin®(ks) + 1 7

)((k? — 1) sin®(ks) + k2 4 1)
1)3/2

b

((k? — 1) sin®(ks) + k2 + 1))
k2 — 1) sin?(ks) + 1

(4.88)

seklindedir.

Ispat. E? uzayinda verilen ¢(s,v) normal giil regle yiizeyinin bir [ = ¢(sg,v)

dogrultmanina ait asimptotik normal dogrultu,

e X e
g(s)|5180 = ||6 ||S|S:SO
s

olmak iizere (4.59) esitliginden

—(—0'(5)T(8) + ||aws || cos O(s) sin O(s) N (s) — |||k cos® O(s) B(s))
= 0'(5)T(s) — ||caws||x cos O(s) sin O(s)N(s) + || v || cos® 0(s) B(s)

(4.89)
ve (4.84) esitliginden
lesll = V/(8/(5))? + [|vs[[252 cos? 6(s) (4.90)
elde edilir. Boylece
o(s) = 0'(s)T(s) — ||| cos O(s) sin O(s)N(s) + ||cus|| < cos? O(s) B(s) @91

V(0(5)) + llo|*K2 cos? 0(s)

seklinde bulunur. Bu ifadede ||asl|, &, T'(s), N(s), B(s) degerleri yerine yazilirsa
[@88) esitligi elde edilir. -
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Ornek 4.15. E? Oklid uzaymda a = 1, k = 2 ve 0(s) = % degerleri igin verilen

v(cos(2s) cos(s) — 2sin(2s) sin(s))
2¢/3sin%(2s) + 1

v(cos(2s) sin(s) + 2sin(2s) cos(s)) U\/_§
2/3sin%(2s) + 1 T2

)

Go(s,v) = (cos(Qs) cos(s) —

cos(2s) sin(s) —

normal giil regle yiizeyinin bir [ = ¢ (g, v) dogrultmanina ait asimptotik normal

dogrultusunu hesaplayimiz.

Coziim. E* Oklid uzayinda verilen a(s) giil egrisinin s = % i¢in

(T (%) = (1,0,0),
N (5) = (0,1,0),
B (3) = (0,0,1),

degerlerini aldigim biliyoruz. Boylece (4.91)) esitligi yardimiyla E® Oklid uzayida
verilen ¢9(s,v) normal giil regle yiizeyinin bir [ = ¢ (%, v) dogrultmanina ait
asimptotik normal dogrultusu

(5)= (-5 3)

olarak elde edilir.

Teorem 4.16. E3 Oklid uzayinda verilen ¢(s,v) normal giil regle yiizeyinin bir

&(s,vo) striksiyon noktasindaki merkez normali

1

c0s20(s)((k2—1) sin? (ks)+k2+1)2
V(O(5))2 + 2T s e e )

(sin 6(s)(cos(ks) cos(s) — ksin(ks) sin(s))0'(s)
V (k2 — 1) sin®(ks) + 1

cos 0(s)(cos(ks) sin(s) + ksin(ks) cos(s))((k? — 1) sin?(ks) + k% + 1)
(k2 — 1) sin?(ks) + 1)3/2 ’

cos 0(s)(cos(ks) cos(s) — ksin(ks) sin(s))((k* — 1) sin®(ks) + k% + 1)
(k2 — 1) sin®(ks) + 1)3/2

sin f(s)(cos(ks) sin(s) + ksin(ks) cos(s))8 (s) cos 8()0 (s

" V (k2 —1)sin®(ks) + 1  cosBs)6 >>

t(s) =

+

(4.92)
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seklindedir.

Ispat. E? OKklid uzayinda verilen ¢(s,v) normal giil regle yiizeyinin bir ¢(s, vy)

striksiyon noktasindaki merkez normali ¢ olmak lizere

€s

les]

seklinde bulunur. Burada (4.57) esitliginden
es = —|las||k cos B(s)T(s) — 0'(s) sinB(s)N(s) + 0'(s) cos 6(s) B(s)

oldugu ve {#.90) esitliginden

les|l = +/(07(5))2 + || ||2K2 cos? 6(s)
oldugu bilinmektedir. Boylece

) = —||as||rk cos O(s)T'(s) — 0'(s) sinO(s)N (s) + €'(s) cos0(s)B(s) 4.3
1 VP + a0 005) o

olarak elde edilir. Bu ifadede ||as||, &, T'(s), N(s), B(s) degerleri yerine yazilirsa
(4.92) esitligi elde edilir. [

Ornek 4.16. E? Oklid uzayinda a = 1, k = 2 ve 0(s) = % degerleri icin verilen

v(cos(2s) cos(s) — 2sin(2s) sin(s))
2¢/3sin?(2s) + 1

v(cos(2s) sin(s) + 2sin(2s) cos(s)) ﬁ)

)

¢a(s,v) = <Cos(23) cos(s) —

cos(2s) sin(s) —

, U
2¢/3sin?(2s) + 1 2

normal gill regle yiizeyinin bir ¢(s, 1) striksiyon noktasindaki merkez normalini

bulunuz.

Coziim. E? Oklid uzayinda verilen (s) giil egrisinin birim teget vektorii

T(s) = _ cos(2s) sin(s) + 2sin(2s) cos(s) cos(2s) cos(s) — 2sin(2s) sin(s) 0
3sin?(2s) + 1 ’ 3sin?(2s) + 1 )

birim asli normal vektori

N(s) = ~ cos(2s) cos(s) — 2sin(2s)sin(s)  cos(2s) sin(s) + 2sin(2s) cos(s) 0
3sin?(2s) + 1 ’ 3sin?(2s) + 1 )
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binormal vektori
B(s) =(0,0,1),
hiz1

s ()| = 4/ 3sin?(2s) + 1,

ve egriligi
3sin?(2s) + 5
(3sin?(2s) + 1)3/2

olmak iizere (4.93) esitligi yardimiyla normal giil regle yiizeyinin bir ¢(s, 1)

r(s) =

striksiyon noktasindaki merkez normali i¢in

cos(2s) sin(s) + 2sin(2s) cos(s)  cos(2s) cos(s) — 2sin(2s) sin(s) 0)
3sin®(2s) + 1 ’ 3sin?(2s) + 1 ’

t(s) = (
elde edilir.

Sonu¢ 4.4. E3 Oklid uzayinda verilen ¢(s,v) normal giil regle yiizeyinin o(s)

dayanak egrisinin normal ve geodezik egriligi, sirasiyla,

—v0'(s)||as||” + vlas||Pk? cos O(s) sin O(s) — ||as||*k sin O(s)

Kn(a) = (4.94)
lvsl? v/ (llews| — vllewslr cos 0(s))2 + v2(6'(5))?
v ||avs|| 5 cos O(s) — v||as||k? cos? O(s)
Kky(a) = 2 i (4.95)
Vllasll = vllas]ls cos 0(s))* + v*(0(s))?
seklindedir.

Ispat. E? OKklid uzayimnda verilen ¢(s,v) regle yiizeyinin a(s) dayanak egrisinin

normal ve geodezik egriligi, sirasiyla,

<assaN>
wl@) = o
(g X ags, N)
") = T

oldugundan (@.60) ve (#.69) esitlikleri yardimiyla

(s, s X du) =(llaslI'T(s) + [las[*aN (s), —v8'(s)T(s)
+ (v]|as||k cos B(s) sin B(s) — ||| sin B(s)) N (s)
+ (|levs|| cos 0(s) — vl|ew||r cos® 6(s)) B(s))
= — 00 (s)||as]| + v]|as||*K* cos B(s) sin O(s) — ||as||*k sin O(s)

(4.96)
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olarak hesaplanir. Buradan

<assa ¢s X ¢v>

sst:
e N = G

olmak tizere

—v'(s)||as]|” + vl|as||?K* cos 0(s) sin O(s) — || ||>k sin O(s)

V (sl = vllaslli cos 0(s))? + v2(0'(s))?

(4.97)

(0435,./\/> =

elde edilir. O halde ¢(s,v) normal giil regle yiizeyinin «(s) dayanak egrisinin

normal egriligi (4.94) olarak bulunur. Benzer sekilde,

as X ogs =[las|T(s) x (lasl'T(s) + os[I*xN (s))

5 (4.98)
=llos "< B(s)
oldugundan
(s X Qg 5 % @) =([ls|PHB(s), —v8'(s)T(s)
+ (v||ag||xk cos B(s) sinB(s) — |||l sin@(s))N (s
(v]las]] (s)sin6(s) — [|asl sin6(s)) ()(4'99)
+ ([levs|| cos O(s) — vl|ew||r cos® 6(s)) B(s))
=||as||*k cos O(s) — v]|as||*K? cos® O(s)
olarak hesaplanir. Buradan
(0 X s, V) = llas||*s cos O(s) — vl ||*K2 cos? O(s) 4.100)

V(llsll = vllaslli cos0(s))? + v*(0'(s))?

elde edilir. O halde ¢(s,v) normal giil regle yiizeyinin «(s) dayanak egrisinin

geodezik egriligi (4.93) olarak bulunur. |

4.2.5 Normal Giil Regle Yiizeylerinin Gorsellestirilmesi

Bu boliimde a = 1 olmak {iizere farkli £ degerleri i¢in elde edilen normal giil regle

yiizeyleri MATLAB programi ile gorsellestirilmistir.
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Sekil 4.19 £ = 1 ve 0 = % i¢in normal giil regle ylizeyi

Sekil 4.20 k& = 2 ve § = % icin normal giil regle yiizeyi
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Sekil 4.21 £ = 3 ve 0 = % i¢in normal giil regle ylizeyi

Sekil 4.22 k = 4 ve § = % icin normal giil regle yiizeyi
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Sekil 4.23 k = 5 ve = % i¢in normal giil regle yiizeyi

Sekil 4.24 k = % ve 0 = % icin normal giil regle yiizeyi
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Sekil 4.25 k

4.3 Rektifiyan ve Normal Giil Regle Yiizeylerinin Karsilastiril-

masi

Bu boliimde (4.1) ve (4.2)’de verilen 6rnekler kullanilarak ayn1 & ve 6 degerleri igin

her iki regle yiizeyin gorsel olarak karsilastirilmas1 amag¢lanmustir.

icin rektifiyan ve normal giil regle yiizeyi

s
3

Sekil 4.26 k = 1 ve 0
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Sekil 4.27 k = 2 ve § = % i¢in rektifiyan ve normal giil regle yiizeyi

T A

Sekil 4.28 £ = 3 ve 0 = % i¢in rektifiyan ve normal giil regle yiizeyi

Sekil 4.29 k = 4 ve = % i¢in rektifiyan ve normal giil regle yiizeyi
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ktifiyan ve normal giil regle yiizeyi

icin re
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Sekil 4.
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Sekil 4.32 &
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SONUC

Bu calismada, E? Oklid uzayinda dayanak egrisi giil egrisi ve dogrultman
vektorll bu egrinin Frenet vektorlerinin acisal lineer birlesimi olan regle ylizeyler
tanimlanmugtir.  Ayrintili olarak, giil egrilerinin birim teget vektorii ile binormal
vektorlerinin acisal lineer birlesimini dogrultman vektor kabul eden rektifiyan
giil regle yiizeyleri ve giil egrilerinin birim asli normal vektorii ile binormal
vektorlerinin agisal lineer birlesimini dogrultman vektor kabul eden normal giil
regle yiizeyleri incelenmistir. Bu regle yiizeylerin birim normal vektorleri, teget
diizlemleri, temel form katsayilari, Gauss egrilikleri, striksiyon egrileri, dagilma
parametreleri, asimptotik normal dogrultular1 ve striksiyon noktasindaki merkez
normalleri hesaplanmis ve bu yiizeyler MATLAB programu ile gorsellestirilmistir.
Bu calisma kapsaminda tanimlanan giil regle yiizeyleri kavram, literatiirde var
olan giil yilizeyleri kavramindan farkli bir bakis agis1 ile olusturulmustur. Yapilan
analizler sonucunda giil regle yiizeylerinin, giil yiizeylerinin 6zel bir hali olmadigi
aciktir.  Dolayisiyla, giil regle yiizeyleri, giil ylizeylerinden farkli bir yiizey

kavramini temsil etmektedir.
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