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fonksiyonlarla ilgili baz1 temel bilgileri 6ncelikli olarak tanitmak ve ayrica hem onlarin
temel Ozelliklerinin bazilarina hem de aralarindaki ¢esitli bagintilara odaklanmaktir.
Daha sonra, ilgili 6zel fonksiyonlarin doniisiim teorisindeki yadsinamaz ¢esitli etkileri,
0zel sonuclar1 ve ayrica ilgili arastirmacilar i¢in bazi oneriler de farkli alanlar i¢in 6zel
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ABSTRACT

Master of Science Thesis

INTEGRAL TRANSFORMATIONS IN THE COMPLEX
PLANE: RELATED DEFINITIONS, THEORIES AND SOME
APPLICATIONS

Tolga Han ACIKGOZ

Cankir1 Karatekin University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Advisor: Prof. Dr. Hiiseyin IRMAK

The main purpose of this thesis study is firstly to introduce certain fundamental
information in regards to various extensive special functions, which play a big role in
both (applied) mathematics and many engineering sciences, and also to center upon
both some of their basic properties and several relationships between them. Afterwards,
several undeniable effects of the relevant special functions in the transformation theory,
various special results and some suggestions for the relevant researchers will be
considered as special information for diverse fields.
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ONSOZ VE TESEKKUR

Hem matematik bilimi hem de matematikle dogrudan iligkili olan miihendislik bilimleri
acisindan, teoride ve ¢esitli uygulamalarda oldukca 6nemli roller iistlenen ve literatlirde
de sikca karsilasilan (reel veya kompleks degiskenli (parametreli)) 6zel fonksiyonlar
(special functions) ve bu ozel fonksiyonlarla dogrudan iliskili olan (baz1 6zel)
doniistimler (transformations) teorisi bu bilimsel tez arastirmasinin temel hedefi olup
ozellikle, aragtirmamiz agisindan, ilgili 6zel fonksiyonlarla ve doniisiimlerle ilgili olan
(cesitli temel) bilgilerin, teorilerin ve bazi orneklendirmelerin Oncelikli olarak
sunulmasi, ardindan da bu tez ¢alismasimin tim Ozgiin sonuglarinin literatiire
kazandirilmis halini igeren ve Irmak ve A¢ikgoz (2023) tarafindan olusturulmus olan iki
genel integral doniisiimii (operatorii) tanitilmis ve ilgili doniisiimlerin ¢esitli kompleks

fonksiyonlara olan olasi etkilerinin paylasilmasi hedeflenmistir.
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sabirla yon gosteren, alisilmisin disinda ufuklar agan, oldukga farkli bakislar kazandiran
ve yardimlarini da higbir zaman esirgemeyen danismanim Saym Prof. Dr. Hiiseyin
IRMAK ’a da ¢ok tesekkiir ederim.
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SIMGELER DIiZiNi

Beta fonksiyonu

Kompleks sayilarin olusturdugu kiime
(A-mertebeden) kesirsel integral operatorii
(A-mertebeden) kesirsel tiirev operatorii
Dogal sayilarin olusturdugu kiime

N U {0} seklindeki kiime

Reel (gergel) sayilarin olusturdugu kiime
R — {0} seklindeki kiime

(a, B - parametreli) Tremblay operatorii
(Kompleks diizlemdeki) agik birim disk
Z, gibi bir noktanin § agik komsulugu
Tam sayilarin olusturdugu kiime
Negatif tam sayilarin olusturdugu kiime
Gamma fonksiyonu



SEKILLER DiZiNi

Sekil 2.1 Reel degiskenli iistel fonksiyona iliskin grafik

Vi



1. GIRIS

Temelde dort boliimden olusacak olan bu tez calismasinin bu bdoliimiinde,
arastirmalarimiza esas dayanak teskil edecek sekilde c¢ok temel literatiir
bilgilendirmeleri ile farkli bakis agilarina zemin olusturacak sekildeki ekstra
bilgilendirmeler {izerine agiklayici ve belirleyici konumda olan cesitli 6zel bilgiler

vurgulanacaktir.

Bu 06zgilin arastirmanin her bir bolimiinde, bu arastirma agisindan ¢ temel bilgi
birikimini igerecek olan temel aragtirma konularina gére gerekli agiklayici bilgilere yer
alacaktir. Bunlar ise (reel (gergel) veya kompleks degiskenli (parametreli)) bazi 6zel
fonksiyonlar (special functions) teorisi, bu fonksiyonlarin oldukga etkin olarak rol
oynadig1 (6zel) doniistimler (transformations) teorisi ve onlarin belirlemis olacagi (veya
belirleyecegi) ¢esitli tamimlara, teorilere veya uygulamalara yonelik olup bunlar da ¢ok
temel bazi bilgiler kapsaminda ele alinacaktir. Ayn1 sekilde, iistte vurgulanan doniisiim
teorisi ¢esitli integral dontisiimleri kapsaminda olup ayni zamanda, ilgili doniistimleri
ifade eden operatorler seklinde karsilagilan 6zel bilgilendirmelerden de bahsetmis

olacagiz.

Literatiir bilgilendirmelerine gelindiginde, oncelikli olarak bu arastirmamizin esas
amaci, arastirmayi kompleks diizleme ¢ekmek (iliskilendirmek) olacagindan dolayi,
kompleks fonksiyonlar teorisi ile olan ¢ok temel bilgilendirmeler de kag¢milmaz
olacaktir. Bu baglamda, ilgili alanla yani ¢ok temel olan klasik (kompleks) analiz
bilgileriyle dogrudan ilgili olabilecek bazi esas eserler olarak Whittaker and Watson
(1963), Rudin (1964) ve Ahlfors (1966), Dettman (1970) ve Brown and Churchill
(1966) eserleri oldukga temel teskil etmesine ragmen Nehari (1952), Henrici (1977),
Kayman (1994), Gradshteyn and Ryzhik (2007) ve Olver et al. (2010) ile verilen
eserler de daha farkli kapsamlarda bilgiler i¢eren arastirmalar i¢in onemli referanslar

olarak karsimiza ¢ikacaktir.

Bu aragtirmanin diger konusu da (reel veya kompleks degiskenli (parametreli)) 6zel

fonksiyonlar olup bu fonksiyonlar da 6zellikle Gamma fonksiyonu, Beta fonksiyonu ve



bunlar arasindaki olduk¢a kapsamli olan (6zel) iliskiler ¢alismamiz agisindan farkli ve
onemli roller uistlenecektir. Faktoriyel kavraminin reel sayilara genisletilmesi géz oniine
alindiginda bu ve ileri boyuttaki uygulamalar1 olarak integral teorisindeki boyutu da
oldukca genisleyecek ve uygulama alanlar1 da artacaktir. Bu gibi durumlar 6zellikle
klasik analiz bilgileri gbz oniine alindiginda her iki tipteki bilindik (reel veya kompleks
formdaki) genellestirilmis integrallerin yakinsamalarindaki etkinligi ¢ok sayida integral
dontistimlerine de kapsamli verimlilik kazandiracaktir. Her iki 6zel fonksiyon igin;
Birkhoff (1913), Press et al. (2007), Choi and Srivastava (2009), Al-Sirehy and Fisher
(2011) eserleri baz1 temel kaynak olmakla birlikte, onlarin gerek kendi aralarindaki
gerekse diger (bazi) 6zel fonksiyonlarla ve onlarin g¢esitli (alanlardaki) uygulamalarina
yonelik olarak da Lebedev (1965), Bell (1968), Abramowitz and Stegun (1972),
Andrews (1985), Wolfram (1998), Polyanin and Manzhirov (2007), Beals and Wong
(2010), Olver et al. (2010), Wang and Guo (2010) seklindeki eserler olduk¢a kapsamli

referanslar olacaktir.

Bu arastirmanin ilgili olacagi diger bir kapsamli konusu da (integral) doniisiimleri
olacaktir. Yukarida da vurguladigimiz gibi integral doniisiimleri ile 6zel fonksiyonlar
arasinda yakindan ve kapsamli iliskileri vardir. Integral déniisiimlerinin en o6zel
hallerinden biri olarak bilinen Laplace doniisimii (ve dogal olarak tersi konumunda
olan Ters Laplace Doniisiimii) ile ilgili temel teoriler ve uygulama boyutlar1 g6z 6niine
alindiginda olusturulacak olan ¢esitli bilindik veya 6zel integral doniisiimleri i¢in de ana
hedef kendini gosterecektir. Hem ilgili (temel) donlisim hem de vurgulanan ozel
fonksiyonlar arasindaki bazi iligkiler iceren temel referans kaynaklari olarak Spiegel
(1965), Qi (2018), Press et al. (2007) ve Aghili and Zeinali (2014) eserleri oncellikli
olarak sunulabilir. Ozellikle bu o6zel déniisiimiin disinda diger ¢esitli (integral)
doniistimleri ve hatta genel anlamda integral doniisiimleri i¢in de Offord (1935), Erdelyi
(1954), Churchill (1954), Sneddon (1972), Meyer (1992), Bracewell (2000), Davies
(2001), Bohner and Peterson (2002), Khan and Khan (2008), El-tayeb and Kilicman
(2010), Poularikas (2010), Elzaki (2011), Kashuri and Fundo (2013), Lokenath and
Dambaru (2014), Bardaro and Mantellini (2014), Boyadjiev and Luchko (2017) ve
Yang (2017) eserleri gesitlilik yonleriyle oldukga detayli kaynaklar olarak sunulabilir.



Yukarida klasik tipte integral doniisiimlerinin diginda, kesirsel mertebeden tiirev-
integral dontisiimleri de vardir. Bu doniisiimler (veya ilgili operatorleri), literatiir
acisindan oldukca aktif bir dali olan ve belirtilen 6zel fonksiyonlarin da ciddi
katkilarinin  rol aldigr kesirsel mertebeden hesaplamalarla belirlenen integral
dontigiimlerdir. Bu doniisiimler, bizim arastirmamiz agisindan 6nemli olmakla birlikte;
Ross (1975), Owa (1978), Samko et al. (1993), Miller and Ross (1993), Grozdev
(1997), Kilbas et al. (2006) ve Daftardar-Gejji (2014), seklindeki eserler temel kaynak
kapsaminda olan eserlerdir. Ayrica, diger kapsamli eserler olarak da Owa (2009), Chen
et al. (1997, 1998), Hilfer (2000), Vinagre (2005), Kilbas et al. (2006), Agarwal (2012),
Zhuravkov and Romanova (2015), Irmak and Engel (2019) ve Irmak (2020, 2021, 2022)

eserleri ¢esitli zenginlikteki ¢alismalar1 icermektedir.

Son olarak, cesitli miihendislik bilimlerine yonelik ¢esitli (farkli tip) uygulamalar
acisindan da Hartley (1942), Churchill (1954), Erdelyi (1954), Whittaker and Watson
(1963), Rudin (1964), Dettman (1970), Sneddon (1972), Boas (1983), Meyer (1992),
Miller and Ross (1993), Dattoli et al. (1997), Wolfram (1998), Hilfer (2000), Davies
(2001), Vinagre et al. (2005), Arfken and Weber (2005), Gradshteyn and Ryzhik
(2007), Choi and Srivastava (2009), Zhuravkov and Romanova (2015), Boyadjiev and
Luchko (2017) and Yang (2017) eserleri oOzellikle incelenmeli ve ilgili sonuglar

arastirmamiz agisindan da goz 6niine alinmalidir.



2. MATERYAL VE YONTEM

2.1. Baz1 On Bilgiler

2.1.1 Tammm. R reel (gercel) sayilar kiimesini gostermek {iizere, her x,y € R igin, C

simgesi ile kompleks sayilar kiimesi gosterilir ve bu kiime de
C={z:z=x+iy vei?=-1}

seklinde tanimlanir (Ahlfors 1966).

Yukarida gegen kompleks sayilar kiimesi zaman zaman “Kompleks Diizlem”, “Analitik
Diizlem” veya “z—diizlemi” seklinde de anilir ve bu uzayin her noktasi ile z gibi bir
kompleks sayinin 1-1 olarak karsilik getirilen 6genin reel kismi1 X ve sanal (imajiner)

kismi da y ifade edilir. Bunlar da sirasiyla,
Re(z) =x ve JIm(z)=y

seklindeki gibi sembolik gosterimlerle ifade edilir.

2.1.2 Tamm. U gosterim ile kompleks diizlemdeki agik birim disk olarak bilinen kiime

gosterilir ve
U:={z:z€Cve |z| <1}

seklinde tanimlanir (Ahlfors 1966).

2.1.3 Tamim. Bos kiime olmayan G ve H gibi iki (Kompleks) kiime verildiginde eger

GNH =0 kosulu saghyorsa Gve H kiimelerine ayrik kiimeler veya kisaca ayriktir
denir (Ahlfors 1966).

2.1.4 Tanmim. § > 0 bir keyfi say1 ile z, gibi bir kompleks sayis: verilsin. Bu durumda,

z, noktasinin § (-agik-) komsulugu Us(z,) gosterimi ile ifade edilir ve
Us(zp) ={z€C: |z—2zyl < 6 (6>0)}

seklindeki kiime ile tanimlanir (Ahlfors 1966).



Bilindigi tizere, Tanim 2.1.4 ile tanitilan ilgili 6zel kiime, matematik literatiiriinde “z,
merkezli ve § birim yaricaph agik disk” olarak da bilinir. Ozellikle, § := 1 segilmesi
durumunda da ilgili kiime, yani komsuluk “z, merkezli agik birim disk” olarak belirtmis

oldugumuz, yani

U = Uy(2)

seklindeki kiimenin olacag agiktir.

2.1.5 Tanim. @ # H c C gibi bir (kompleks) kiimesi verilsin ve z, € H olsun. Eger
Us(zy) € H olacak sekilde z, noktasinin (en az bir agik) komsulugu var ise z,

noktasina H kiimesinin (C'de) bir i¢ noktasidir denir.

2.1.6 Tammm. @ # G c C (kompleks) kiimesi verilsin. Eger G’nin biitiin noktalar1 birer

i¢ nokta ise G kiimesine (C'de) bir agik kiime veya kisaca agiktir denir (Ahlfors 1966).

2.1.7 Tammm. Ayrik ve acik iki (kompleks) kiimenin birlesimi seklinde yazilamayan
kiimeye baglantili kiime veya kisaca baglantilidir denir (Ahlfors 1966).

2.1.8 Tammm. Agik ve baglantili kiimelere bolge adi verilir (Ahlfors 1966).

219 Tanim. p # Hc C ve @ # Gc C (kompleks) kiimeleri verilsin. Fonksiyon
olma kosullar1 altinda, H kiimesinin elemanlarini G kiimesinin elemanlarina gétiiren
kurala (z-bagimsiz degiskenli) fonksiyon adi verilir ve bilindigi iizere, boylesi bir
durum ¥ ile ifade edilirse;
Y :H—> G
z = =)
seklindeki gibi (yazilarak) gosterilir (Ahlfors 1966).

2.1.10. Tanim. Y(z) : Hc C - Gc C gibi bir (z-bagimsiz degiskenli kompleks)
fonksiyonu z, € H gibi bir noktanin en az bir komsulugunda tanimli olsun ve wy € G
gibi noktasi da verilsin. O zaman, verilen € > 0 keyfi sayisi1 igin dyle bir § > 0 sayisi

var Oyle ki her z € Ug(z,) igin



[Y(2) —wol <€
oluyor ise ¥ (z) fonksiyonun z, noktasindaki limit w, dir denir ve bu durum;
“z —zy iken Y(z) > wydir”
veya
limy(z) = w,

Z—-Zg

seklinde yazilarak ifade edilir.

2.1.11 Tanmm. Y(z): Hc C - Gc C gibi bir (z-bagimsiz degiskenli kompleks)
fonksiyonu ve z, € H noktasi verilsin. O zaman, verilen € > 0 keyfi sayis1 i¢in dyle bir

6 > 0 sayis1 var Oyle ki her z € Ug(z,) icin,

[¥(2) —P(z0)| <€
oluyor ise ¥ (z) fonksiyonun z, noktasinda siireklidir denir ve bilindigi gibi bu durum;
“z —z, iken Y(z) — P(z,) dir.”

seklinde ifade edilir ve

lim ¥(z) = ¥(z0)

Z—>Zg

seklinde yazilir.

2.1.12 Tamim. Y (z) gibi verilen bir (kompleks degiskenli) fonksiyonu z, gibi noktanin

en az bir komsulugunda tanimli olsun. Bu durumda,

lim Y(2)-(z0)
ZoZ Z—Zo
(2.1.1)
seklindeki (kompleks) limit mevcut ise ilgili limite (z) fonksiyonun z = z,

noktasindaki tiirevi (diferansiyeli) adi verilir ve bilindigi gibi ilgili o limit de genellikle,

Y (zy) veya L

az lz:=z,
seklindeki gosterimlerinden herhangi biri ile yazilarak ifade edilir. Bu tanim yerine,
eger
z—2o=h->0 & z-z

gibi iligkiler g6z oniine alinirsa (2.1.1) ile verilen limite denk gelen;



lim Yoth)-¥(zo) (2.1.2)
h—0 h

seklindeki gibi de tanimlanir (Ahlfors 1966).

Yukarida (2.1.1) ve (2.1.2) ile verilen (kompleks) limitler birbirine denk ifadeler olmas1
ozellikle, kompleks fonksiyonlarla ilgili olan (karmasik) limit arastirmalarinda, (2.1.2)

ile verilen limitle birgok yapilar olduk¢a kolaylik saglamaktadir.

2.1.13 Tammm. (z) gibi bir (z-kompleks degiskenli) fonksiyonu, eger z, gibi bir
noktanin en az bir komsulugundaki her bir noktada tiirevlenebiliyor ise (2)
fonksiyonuna z, noktasinda analitik bir fonksiyondur veya kisaca analitiktir denir
(Ahlfors 1966).

2.1.14 Tammm. Y(z) gibi bir (z-bagimsiz degiskenli) fonksiyonu, eger verilen herhangi
bir E c C gibi (kompleks) bolgenin her noktasinda tiirevlenebiliyor ise (z) fonksi-
yonuna E kiimesinde analitik bir fonksiyondur veya kisaca analitiktir denir (Ahlfors
1966).

2.1.15 Tamm. C’de analitik olan fonksiyonlara tam fonksiyon veya kisaca tamdir denir

(Ahlfors 1966).

2.1.16 Tamim. [a, b] gibi bir araliktan C kompleks sayilar kiimesine tanimlanan (reel
(gergel)) fonksiyonlara, C’de bir kompleks egri adi verilir. Boylesi bir kompleks egri y
ile gosterilecek olunursa y(a)’ya ilgili egrisinin baslangi¢ noktasi ve y(b)’ye de bitis
noktas1 ad1 verilir (Ahlfors 1966).

2.1.17 Tanmm. Bir kompleks egrisi kendi kendini sadece baslangi¢ ve bitis noktalarinda
kesiyor ise 0 egriye basit kapali egri ad1 verilir (Ahlfors 1966).

2.1.1 Teorem. (z) gibi bir (z bagimsiz degiskenli) kompleks fonksiyonu z, gibi bir

noktasin1 kapsayan bir basit kapali y (kompleks) egrisinin {izerinde ve bu egri ile



smirlandirilmis olan bolgede analitik olsun. Bu durumda, her ¢ € N, := N U {0} dogal

sayi1s1 i¢in,

?! Y(2)
YD (z,) = — fy ezl dz (2.1.3)
veya
(2) 2mi
[, iz =259 (z) (2.1.4)

dir (Ahlfors 1966).

Yukarida, yani (2.1.3) ve (2.1.4)’te gegen;
YpD(zy) (£=0,12,--n;n€N)

ifadesi bilindigi gibi ¥(z) (z-kompleks (bagimsiz) degiskenli) fonksiyonun #. (adi)
tiirevini ifade ettigini 6zellikle vurgulayalim. Ayrica, literatiirde Teorem 2.1.1%in (2.1.3)
ile verilen hali Cauchy Tiirev teoremi (formiilii) ve (2.1.4) ile verilen hali ise Cauchy
integral teoremi (formiilii) olarak bilinen 6nemli teoremlerdir. Onlarmn kompleks
fonksiyonlar teorisine kattigi teorik ve uygulama alanlarindaki agirlik oldukca
onemlidir. Kapsamli bilgiler i¢in Nehari (1952), Ahlfors (1966) ve Brown and Churchill
(1996) temel eserleri oldukga kapsamli bilgiler igermektedir.

Tiim cisim uzaylarinda say1 dizileri, fonksiyon dizileri ve bunlarinla dogrudan alakal
olan say1 serileri ve fonksiyon serileri i¢in hatirlatilmasi yerinde olabilecek bazi temel
bilgilere ihtiya¢ duyulacaktir. Bunlarin her biri i¢in oncelikli olarak N, gibi bir 6zel

notasyonun tanimi kolaylik acisindan ihtiyag olacaktir. Tlgili bu kiime;
No:={r,r+1, r+2, - : r€ Ny}

seklindeki gibi tanimlanan dogal sayilarin olusturdugu sonsuz elemanl bir kiimeyi ifade

ettigini belirterek ilgili tanimlamalara gegelim.

2.1.18 Tanmm. N, kiimesinden C kiimesine tanimlanan fonksiyonlara (kompleks) say1

dizileri ad1 verilir ve ilgili say1 dizisi genellikle;

{zidn=r {237+ {2z} veya {z,} (2.1.5)



seklindeki gibi gosterimlerden herhangi biri ile ifade edilir ve bu sayi1 dizisinin belirttigi
kural, yani ilgili fonksiyon
zp = z(n): N, » C

seklindeki gibi ifade edilebilen bir fonksiyondur (Ahlfors 1966).

Ozellikle, eger z, dizisi i¢in deger kiimesi R olarak secildiginde yine (2.1.5)
formundaki gosterimlere sahip olan sayi dizileri de “gergel (reel) sayr dizileri”
ifadesiyle anilacaktir. Dogal olarak ilgili deger kiimesi C olarak oldugunda da ilgili say1
dizisinin “kompleks say1 dizisi” adiyla anildigini ve { z, }, seklinde gosterildigini ifade
etmistik. Hatta ”z,, genel terimli kompleks say1 dizisi” adiyla da ifade edilebilmektedir.

Temel amacimiz ise yine kompleks formlar olacaktir.

2.1.19 Tammm. z,, : N, - F gibi bir (kompleks) say1 dizisi verilsin. Bu durumda, verilen
her € > 0 sayist i¢in Oyle bir N := N(€) € N,. (dogal) sayist var ve her n > N igin
|z, — zo| < € olacak sekilde bir z, € F gibi bir (kompleks) sayisi var ise {z,}

(kompleks say1) dizisinin limiti z,’dir denir ve genellikle;

lim z, =12, Vveya n—- o iken z, - z, (2.1.6)

n - oo

seklinde yazlarak gosterilir. Ustteki gibi tamimlanan ve (2.1.6)’deki gibi gosterilen
ilgili (kompleks) limitin var olmasi durumunda, ilgili say1 diziSinin “z,’a yakinsayan
(kompleks say1) dizisi” veya kisaca ‘“yakinsak (kompleks say1) dizisi” gibi ifadelerle
de sikg¢a vurgulanmaktadir. Ayrica, ilgili limit s6z konusu degil ise o sayr dizisine
“yakinsak olmayan dizi” denildigi gibi kisaca “iraksak dizi” veya “iraksaktir” da

denmektedir (Ahlfors 1966).

2.1.20 Tanmm. | c F verilsin ve F(I)’da, I kiimesi iizerinde tanimli olan z bagimsiz
degiskenli (kompleks) fonksiyonlarin olusturdugu fonksiyonlar ailesi olsun. Bu

durumda,

Yn(2) =yY(z,n) : Ny - F(I)

seklinde tanimlanan fonksiyonlara, fonksiyon dizileri adi verilir ve (2.1.5)’teki say1

dizilerine benzer olarak;



W@ = + W@} veya {yYn(2)} (2.1.7)

seklindeki gosterimlerin herhangi biri ile ifade edilir (Ahlfors 1966).

Tanim 2.1.20°de, ilgili cisim uzayr eger F:= R seklindeki gercel sayilar kiimesi
secilseydi (2.1.7) ile gibi gosterilen fonksiyon dizileri “gergel fonksiyon dizileri” adini
alan ve genellikle {1, (x)} seklinde gosterilen dizileridir. Ozellikle, F := C seklindeki
kompleks sayilarin olusturacagi cisim uzay1 secgildiginde de ilgili fonksiyon dizileri
“kompleks fonksiyon dizileri” adini alan ve genellikle {,,(z)},>s seklinde gosterilen

dizilerdir.

2.1.21 Tamm. | c F kiimesi iizerinde tanimli olan herhangi bir {1,,(2) },,=s fonksiyon
dizisi verilsin. Eger, her bir z € I i¢in elde edilen v,(z) dizisinin limiti yY(z) gibi
fonksiyon oluyor ise {i,,(z)},»s fonksiyon dizisi (z) fonksiyonuna yakinsiyor veya

noktasal yakinstyor denir ve boylesi bir yakinsama ig¢in,
"n - oo iken Y,(2) (iz Y(z) dir"

seklindeki gibi bir sembolik yazimla ifade edilir (Ahlfors 1966).

2.1.22 Tamm. | c F kiimesi {tizerinde tanimli olan {,,(z)},ss gibi bir fonksiyon

dizisi ¥(z) gibi bir fonksiyonuna (noktasal) yakinsasin. Bu durumda her € > 0 sayisi

verildiginde 6yle bir N € Ny sayis1 var 6yle ki her n > N € Ng ve her w € Iigin,
[Yn(2) —Y(2)| <&

oluyor ise {,(w)}s fonksiyon dizisi ¥ (w) fonksiyonuna diizgiin (olarak) yakinsiyor

denir ve boylesi bir durum,;
d
"n - oo iken Y, (2) 9 Y(z) dir" (2.1.8)

seklindeki gibi ifade edilir (Ahlfors 1966).

2.1.23 Tamm. z, = z(n) : Ng > F gibi bir say1 dizisi verilsin. Bu dizinin terimlerin-
den elde edilen;

Zgt Zgyq1 t Zgyp t o F Uyt

seklindeki gibi sonsuz tane terimin toplami;
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Zs+ Zsy1 F Zsyo t ot Zoyn t o =1 Xnes Zn (2.1.9)
seklinde gosterilir ve bu sonsuz tane say1 toplamina da say1 serisi adi verilir (Ahlfors
1966).

Yine bilindigi tizere ilgili {z,}; (kompleks) say1 dizisine ilgili (kompleks say1) serinin
“genel terimi” veya “n. terimi” adlar1 verilir. Ayrica {z,}, dizisinin “ilk n tane
terimin toplami olan diziye” ilgili say1 serinin “kismi toplamlar dizisi” adi verilir ve
bilindigi gibi ilgili say1 dizisi de

{S,} = {S,}35tn1 (2.1.10)

=Zs+ Zsyq1 T Zsyp Tt Zgynoa

seklindeki gibi olusturulan say: dizisidir.

Burada, 6zellikle vurgulayalim ki arastirmanin her boyutunda 1ilgili tanimlar kompleks
formda sunulmustur. Elbette ki ilgili tiim bilgiler gergcel formlar i¢in de gecerli
olmaktadir. Genellikle, “z, genel terimli (kompleks veya reel (gergel)) say1 serisi”

ifadeleriyle de anilabilmektedir.

2.1.24 Tanmm. z, genel terimli bir (kompleks say1) seri verildiginde bu serinin kismi
toplamlar dizisi yakinsak ise ilgili seriye yakinsak seri veya kisaca yakinsaktir denir.

Yakinsak olmayan (kompleks say1) serilerine de iraksak seri veya kisaca iraksaktir denir

(Ahlfors 1966).

Bilindigi tizere, (2.1.9) formundaki herhangi bir (kompleks say1) serisine ait (2.1.10)
formundaki “kismi toplamlar dizisinin limitini belirlemek her zaman kolay degildir. Bu
bakimdan (2.1.9) formuna sahip (kompleks say1) serilerinin yakinsakliklar1 hakkinda
bilgi sahibi olmak durumundayiz. Bu gibi durumlar i¢in ¢ok sayida test (kriter) onemli
kolayliklar saglamaktadir. Burada, bilgi amagli olarak o temel testlerden (kriterlerden)

sadece ikisini hatirlatmay1 uygun goriiyoruz.

2.1.25 Tammm. {z,},-, genel terimli bir (kompleks) say1 dizisi verilsin ve r, = |z,]|

olsun. O zaman, eger

Yne1Tn
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seklindeki (gercel) say1 serisi yakinsak ise
Yin=1Zn
seklindeki say1 serisine mutlak (modiilce) yakinsaktir denir (Ahlfors 1966).

2.1.2 Teorem. Her bir terimi sifirdan olmayan olan herhangi bir {z,}s (kompleks say1)

dizisi verilsin, r,, == |z,| ve
1imnmr’;ﬁ =A veya lim,,, = A (0<A< o) (2.1.11)

olsun. Bu durumda,

Zg;s Zn

seklindeki bir say1 serisi;
1) A < 1iseilgili seri modiilce (mutlak) yakinsaktir.

i) A>1veyalL = oo iseilgili seri iraksaktir.

1) A = 1 ise ilgili serinin yakinsaklig1 ya da iraksakligi igin bir sey sdylenemez.

2.1.26 Tammm. s € N olmak lizere, asagidaki gibi verilen;

{Yn(2) }ni=s

bir (kompleks) fonksiyon dizisi I gibi bir (kompleks cisim uzayinin bir alt) kiimesi

tizerinde taniml1 olsun. Bu durumda,

l/)s(z) + l/)s+1(z) + ¢s+2(z) + ot lpn+s+1(z) + = 21010=s 1/)n(Z) (2-1-12)

seklinde tanimlanan kompleks serisine, (I kiimesi iizerinde tanimlanmis olan) kompleks

fonksiyon serisi ad1 verilir (Ahlfors 1966).

Tanim 2.1.20, Tanim 2.1.21 ve Tanim 2.1.22, Tanim 2.1.23 tanimlarinda ve (2.1.7),
(2.1.8) ve (2.1.9)’daki ve hatta (2.1.10)’da 6zel ifadelerin her biri tim cisim uzaylarinin
alt kiimelerinde gecerli olmasima ragmen sadece kompleks (cisim) uzaylar1 dikkate
alinmigtir. Dogal olarak asagidaki gibi tanitilacak olan ve (2.1.12)’de verilen kompleks

fonksiyon seriler ait;

{Sn@DRET veya {S,(2)}5 T
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seklindeki kismi toplamlar dizileri s6z konusu olacaktir ve ilgili cisim uzay1 da F := C

olup I c T gibi bir alt kiime g6z 6niine alinacaktir.

2.1.27 Tamm. I gibi kiimesi lizerinde taniml1 olan ¥ (z) gibi bir (kompleks) fonksiyon
dizisini genel terim kabiil eden Y. _,(z) seklindeki (kompleks) fonksiyon serilerine
ait olan {S, (2)}s kismi toplamlar dizisi yakinsak ise Y n—s¥s(z) fonksiyon serisine (I

kiimesi tlizerinde) yakinsak bir (fonksiyon) serisi veya kisaca yakinsaktir denir (Ahlfors

1966).

Karmasadan kurtulmak adina, Tanim 2.1.27°de ifade edilen ve yakinsak olan herhangi
bir fonksiyon serisinin kismi toplamlar dizisini {S,(2z)}; seklinde diisiinelim. Dogal

olarak ilgili (kompleks) fonksiyon dizisi her z € I igin yakinsak olup;
lim,_,.S,(z) = s(2)

seklindeki gibi I kiimesinde tanimli olan bir s(z) gibi bir (kompleks) fonksiyon s6z

konusudur ve
Yn=1Ys(2) = s(2)

seklindeki gibi bir yazimin yine s6z konusu olacaktir.

Ayni zamanda, ilgili kompleks serinin “kalan terimler toplami” olarak adlandirilan

genellikle K, (2) ile gosterilen ve

Kn(2) = Y (2) + Pri1(2) + Pp42(2) + - (2.1.13)
seklindeki gibi bir (kompleks) fonksiyon serisi olacaktir. Ozellikle,

2?:1 Pn(2) = ?:1 Yn(2) + Z?=n+1 Y (2)
veya

Liz1¥n(2) = 5u(2) + Kn(2)
iligkileri de agik olup ve

5(z) = limy5,(2) = limy,,e,[s(2) — S,(2)]

= lim,,, K, (2)

13



seklindeki iliskinin dogal bir sonucu geregi, her z € I kompleks sayisi igin (2.1.13)
formuna sahip olan ilgili kalan terimler dizisi, yani K,,(z) (kompleks) fonksiyon dizisi

de sifira yakinsayan bir dizi olacaktir.

2.1.28 Tammm. I iizerinde tanimli olan bir (kompleks) fonksiyon serisinin kismi
toplamlar dizisi (I tizerinde) diizgilin yakinsak ise ilgili (kompleks) fonksiyon serisine
(I kiimesi tizerinde) diizglin yakinsak bir (kompleks fonksiyon) serisidir veya kisaca
diizgiin yakinsaktir denir (Ahlfors 1966).

2.1.3 Teorem. I fizerinde verilen bir (kompleks) fonksiyon serisinin s(z) gibi bir
fonksiyona yakinsamasi i¢in gerek ve yeter sart her € > 0 sayis1 verildiginde ve her bir

z € I oldugunda oyle bir N := N(z; €) € Ny sayis1 igin

1Sn(2) = s(2)| = |[Kn(2)| < €
dir (Ahlfors 1966).

2.1.4 Teorem. I tizerinde verilen bir (kompleks) fonksiyon serisinin s(z) gibi bir
(kompleks) fonksiyona diizgiin olarak yakinsamasi igin gerek ve yeter sart her € > 0
sayis1 verildiginde Oyle bir N := N(&) € N; sayisi vardir yle ki her z € I ve her n >
N icin

1Sn(2) = s(2)| = |[Kn(2)| < €
dir (Ahlfors 1966).

Kompleks say1 serilerine ait kismi toplamlar dizilerinin yakinsaklik durumlarmin
arastirtlmasi isinin giligliigiinii belirtmistik. Dogal olarak benzeri bir arastirmanin
(kompleks) fonksiyon serilerine ait kismi toplamlar dizileri i¢in de hi¢ de kolay
olmayacaktir. Bu gibi aragtirmalar agisindan, ilgili fonksiyon serilerinin yakinsaklik ve
ozellikle diizgiin yakinsaklik durumlarinin aragtirmasi igin de Weierstrass M Kriteri
(Testi) olarak bilinen kriter (teoremi) olduk¢a kolaylik saglamaktadir. Yine detayli

bilgiler i¢in Ahlfors (1966) eseri dnemli bir eser olacaktir.

2.1.5 Teorem. I kiimesi tizerinde verilen i, (z) gibi genel terimli bir (kompleks)

fonksiyon serisi verilsin. Bu durumda, her z €1 igin |¢Y,(2)| < k, (gibi bir pozitif
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terimli) reel (gergel) bir say1 dizisi var ve Yq—,k, (reel) say: serisi de yakinsak ise
Ym=sWn(2) (kompleks) fonksiyon serisine (I lizerinde) diizgiin yakinsaktir (Ahlfors
1966).

2.1.6 Teorem. I kiimesi tizerinde ¥, (z) genel terimli bir Y, ¥, (z) fonksiyon serisi
verilsin. Her bir n € N, sayisi i¢in ¥, (z) (kompleks) fonksiyonlar tiirevlenebilir ve
Yoo Wn(z) (kompleks) fonksiyon serisi de diizgiin yakinsak ise Yo—q ¥n(2)
(kompleks) fonksiyon serisi terim terime hem tiirevlenebilirdir hem de
integrallenebilirdir (Ahlfors 1966).

2.1.29 Tamm. {z,,} bir sayis1 serisi olmak lizere,

0y (2) = (z = 20)"zp
genel terimli (kompleks) fonksiyon serilerine (kompleks) kuvvet serisi adi verilir
(Ahlfors 1966).

Dogal olarak Teorem 2.1.2 geregince (2.1.11) ile verilen limitler ile Tanim 2.1.29’da

vurgulanan (kompleks) kuvvet serileri i¢in goz oniine alindiginda

Qnt1(2)
Qn(2)

lim,,_ o <1 (2.1.14)

veya

lim, ./ [2,(2)] <1 (2.1.15)

kosullarini saglayan kompleks formdaki kiimeler,

Y= (2)  (Qn(2) = (2 —20)"2, )
seklindeki (kompleks) fonksiyon serilerinin, yani (kompleks) kuvvet serilerinin mutlak
(veya modiilce) yakinsaklik durumlari ile ilgili bolgeler hakkinda detayli bilgi verecektir
(Ahlfors 1966).

2.1.30 Tamim. Y = (z) gibi bir (kompleks degiskenli) fonksiyonu z = z, gibi bir

noktanin (en az) bir komsulugunda analitik olsun. Bu durumda, asagidaki gibi verilen;

V(@) = P(20) + V' (2)(z — 20) + L2 (7 — 702
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(6)]
+ ..+ w}—fZO) (z —zp)% + -

) .
— Zj'ozo Y fj!(Zo) (Z _ Zo)j (2116)
seklindeki (kompleks kuvvet) serisine, i (z) fonksiyonunun z = z, noktasindaki Taylor

seri a¢ilimi adi verilir (Ahlfors 1966).

Ozellikle, (2.1.8)’de verilen kuvvet seri agiliminda z, = 0 almarak elde edilen;

/ 6)) .
PO+ (0z + L2z ot L)

J!

Y(2)

= W00
= IR 27 (2117)

seklindeki (kompleks) kuvvet seri agilimina da (z) (z-bagimsiz degiskenli) kompleks
fonksiyonunun z, = 0 noktasindaki Taylor seri agilimi1 veya kisaca MacLaurin seri

acilimi ad1 verilir. Bilindigi gibi,

d

6 _ Jy ,
YO@ =L (eny)
dir (Ahlfors 1966).

Hem (2.1.16) hem de (2.1.16)’nin &zel bir durumu olan (2.1.17)’deki kompleks
serilerinin katsayilariin belirleyicisi konumunda olan ilgili kompleks sayilar ve onlarin

da

. dan
PO (2) =y @), = 4

Z=Z
seklindeki acik olan ifadeleri ile birlikte, Teorem 2.1.1 ile verilen ilgili kompleks tiirev

ve integral iligkileri de gdz oniine alindiginda da ilgili katsayilarda rolleri olan sayilarin;

. jl Y(z) ;
YD (z) =— [, iz-z0l=¢ g—gyi1 92 (U € No)

2mi

seklindeki iliskileri de agiktir.

Ayrica, binom agilimi olarak bilinen (Coolidge 1949)

(z+20) =%)_o ()22 (j €Np)
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seklindeki meshur agilim eger (2.1.16)’da gecen ilgili kompleks kuvvetler serileri igin
g6z Oniine alinirsa (2.1.16) ile verilen kompleks serilerinin (ve dogal olarak onun 6zel
hali olan (2.1.17)’deki serilerinin) en genel formunun;

@(2) = L3(2) = wp 2™ + Wpps 2™ + Wpygpq 2P 4 - (2.1.18)

(s,neNy; w, €D cC)

seklindeki gibi kompleks fonksiyon serileri olacagi agiktir. Yukarida yazilan D kiimesi,
elbette ki (2.1.18) serisine karsilik gelecek olan kompleks fonksiyon serisinin diizgiin
yakinsak olmasi kosulunda zorunlu olan ilgili bolge olup Tanim 2.1.28 ve Teorem
2.1.4’te belirtilen bilgiler 1s18inda, D gibi bir (kompleks) bolgede ilgili (kompleks)
fonksiyon serisi ¢(z) gibi analitik fonksiyonu ifade edecektir. Hem (2.1.18)’deki gibi
verilen (kompleks) fonksiyon serileri hem de bu genel formun daha 6zel hallerini igceren
ve asagidaki gibi sunulacak olan bazi elementer (kompleks) fonksiyonlarinin
yakinsamayla ilgili teoremler ile (2.1.11)-(2.1.15) verilen bilgiler kapsamina gore

gerekli yakinsaklik arastirmalarini arastirmacilarin ilgisine birakiyoruz.

2.1.1 Ornek. (z) = e? kompleks (degiskenli) iistel fonksiyonu C kiimesinde analitik,
yani tam bir fonksiyondur. Dolayisiyla, bu tam fonksiyonunun her mertebeden tiirevi
vardir ve her n € Ny i¢in de,

am am

L (p2) = p2Z
dzm (e ) € = dzm

] _ =1

dir. Bu durumda, (2.1.17) formundaki kompleks fonksiyon serisi de;

1 1 1
Y@ =e=1+z+ 22 +52° ++— 2"+ (2.1.19)
seklindeki kompleks fonksiyon serisi olacaktir. Hemen yukarida belirtilen 6zel
aciklamalar paralelinde, (2.1.19) ile verilen ilgili fonksiyon serisinin U bdlgesinde

yakinsak hatta diizgiin yakinsak oldugu goriilebilir.

2.1.2 Ornek. ¥ (z) = Sinz olsun. Bu kompleks degiskenli trigonometrik fonksiyonu
tam fonksiyon oldugundan dolay1 her mertebeden tiirevi de mevcuttur. Dolayisiyla, her
£ € N, sayis1 i¢in

a2’

dz2?

_ ) a ..
(Sinz) = (-1)Sinz = -——;(Sinz) yo 0

dz 0

17



ve

d2€+1 ? n
e (Sinz) = (=1)*Cosz = e =(-1)
olur. O zaman, ilgili kompleks fonksiyonun serisi agilim1 da
Sin(z) =z—= 23 4+2 25— o + 2414 L (zeU)  (2.1.20)
3! 5! (2n+1)!

seklindeki gibi bir kuvvet serisi olur. Bu kompleks fonksiyon serisi de U bolgesinde

diizgiin yakinsak olan bir kompleks kuvvet serisidir.

2.1.3 Ornek. (z) =Cosz olsun. Bu durumda, bu kompleks (degiskenli)

trigonometrik fonksiyon da yine bir tam fonksiyon olup her n € N, i¢in

2n
(Cosz) = (—1)"Cosz = d—z(Cosz) | = (D"
dz=n z:=0

dz?2n

ve

d2n+1 2n+1

(Cosz) = (-1)"Sinz =

=0

dz 2n+1 =0

dz 2n+1

sonuglar1 kolayca elde edilir. Boylece ilgili fonksiyonuna ait MacLaurin serisi agilimi
da

1Lyt ey OO0 o
Cos(z) =1——z"+z"+ +(2n)! z°" + (z e U) (2.1.21)

seklindeki kompleks serisi olur.

2.1.4 Ornek. Kesirsel formda verilen;
1
Y@= (el
seklindeki gibi bir kesirsel formundaki kompleks (bagimsiz degiskenli) fonksiyonu U

acik diskinde analitik bir fonksiyon olup her n € N, i¢in

am 1 n! dn 1
E(E) T Gt E(E) 20:=0 n
dir. Bu durumda, ilgili kompleks kuvvet serisi de
L 142422423+ 2%+ 42"+ - (z€U) (2.1.22)

1-z

seklindeki seri olur.
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Bu boliimiin son 6zel bilgilendirmeleri olarak (2.1.19) ve (2.1.22) arasinda verilen
elementer kompleks fonksiyonlarindan yararlanarak ilgili fonksiyonlarin daha da
kompleks formlarina iliskin asir1 sayida fonksiyon seri agilimlari da kolayca elde
edilebilir. Ornegin, Ornek 2.1.4°te, eger

Z:=§ (lz| < |a|;x € C* == C—{0})

gibi bir se¢im g6z Oniine alinirsa kolayca,

S () @ e ()

kompleks fonksiyonu ile bunun ifade ettigi kompleks fonksiyon serisi elde edilir.

2.2 G(v;u)(t) integral Déniisiimleri

Bu alt boliim de hem reel hem de kompleks parametrelerle ifade edilebilen ve genel bir
yapiya sahip olan bir doniisim olmakla birlikte kapsaminda integral teorisi esas rol

oynayacaktir. Bunun i¢in 6ncelikli olarak

m#*n , meN, ve n€eN, (2.2.1)
olmak tizere 6zellikle,

e d (2.2.2)
seklindeki reel degiskenli genellestirilmis integraller ve bunlarin ¢oziimleri, klasik
analiz bilgilerimizin yeterli olmadigi durumlarda, olduk¢a faydali matematiksel araglar
olarak basta matematik bilimi olmak iizere, bilim ve teknoloji agisindan 6nemi asla
inkar edilemez 6zel integrallerdir. Ciinkii ilgili m ve n dogal sayilarinin gesitli se¢ilmesi

sonucu, (2.2.2) formundan elde edilebilecek sonsuz sayida genellestirilmis integral s6z

konusudur. Bunlarin en bilindik 6zel halleri olan
foooe"‘dic, fooo e V¥dx, fooo e~ Vidi, fooo e Vidk (n€N,), -

seklindeki genellestirilmis integrallerinin yakinsak olduklar1 hepimiz tarafindan zaten
bilinmekte ve esiti olan ilgili sayilar da analiz bilgileriyle kolayca belirlenebilmektedir.
Ayni zamanda (2.2.2)’nin O6zel hallerinden biri olan ve  m = 2n olacak sekilde

secilmesi sonucu elde edilen

J, e di (2.2.3)
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seklindeki genellestirilmis integralinin yine yakinsak oldugunu ve herkesge bilinen iki
katli integraller yardimiyla ilgili yakinsayan saymin belirlenebildigini hepimiz
hatirlariz. Yukarida vurgulanan 6zel formlar disinda, diger (2.2.2) formundaki
genellestirilmis  tim integrallerin yakinsadiklar1 sayilar1 belirlemek reel analiz
bilgileriyle miimkiin degildir. Ornegin, (2.2.1) kosuluna sahip olan m ve n dogal

sayilari olmak iizere, m = ¥n (¢ € N3) sartinin da olan her £ dogal sayisi1 i¢in

[ e dx (2.2.4)

seklindeki genellestirilmis integrallerin yakinsakligi bilinmesine ragmen ilgili reel

sayilar temel reel analiz bilgileriyle belirlenemez.

Faktoriyel kavramimin reel sayilara genisletilmesi ve akabinde 06zel fonksiyonlar
smifinda yer alan ve hem teorik hem de uygulamali alanlarda sik¢a karsilagilan
fonksiyonlardan biri olan Gamma fonksiyonu olusturulmasi, (2.2.2) formuna sahip olan
tiim genellestirilmis integrallerin belirlenmesine de 6nemli zemin olusturmustur. Simdi

bu 6zel fonksiyonu dnce tanitalim ardindan esas amacimiza yonelelim.

Literatiirde hem reel (gercel) hem de kompleks parametreli (degiskenli) olarak sikc¢a

karsilagilan ilgili 6zel fonksiyonun temel islevleri igin ncelikli olarak
Zo =7 U{0} ve R:=R-1Z; (2.2.5)

seklindeki 6zel kiimeler 6nemli rol oynayacaktir.

2.2.1 Tanim. Her n € R i¢in, n parametreli (degiskenli) Gamma fonksiyonu I'(n) ile

gosterilir ve

r(n) = fooo wile=Wdw (2.2.6)

seklindeki gibi genellestirilmis integralle tanimlanir (Birkhoff 1913).

Ustteki integralde belirtilen integral sinir1, integralde gecen;
pw) =wi™

seklindeki w (reel) bagimsiz degiskenli fonksiyonu ile n parametresi birlikte géz oniine

aliir ve reel analiz bilgileri kapsaminda incelenirse (2.2.5)’te belirtilen kosullar altinda,
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(2.2.6) ile tamimlanmis integralin belirli integral veya genellestirilmis integral iligkileri
kolayca goriilebilir. Literatiirde,  parametresinin reel sayr olmasi durumunda 1 > 0
sart1 veya n parametresinin kompleks say1 olmasi1 durumunda da Re(n) > 0 sart1 (2.2.6)

integralinin varligini asikar kilar. Fakat, € > 0 olmak iizere,

[00] _ _ € _ _ co _ _
[Twi le™Wdw = [ wT le™Wdw + [ wT le™Vdw
0 0 €

seklindeki iligkilerde gegen birinci tipten ve ikinci tipten genellestirilmis integralleri de
iceren olast tiim integraller hakkindaki detayli klasik analiz bilgileri ve bu tez
caligmasinin devamindaki ekstra bilgiler, Tanim 2.2.1°de gecen n € R olma kosulunu da

dogrulayacaktir.

Dolayisiyla, Tanim 2.2.1°deki (2.2.6) formunda verilen genellestirilmis integralin
yakinsakligi i¢in 7 reel parametresi i¢in konulmasi gereken kosul goz Oniine alinarak n
parameteresinin kompleks olmasi durumundaki gerekli sart da kolayca belirlenebilir.
Bunun i¢in, n € C olmast durumu hakkinda bazi 6nemli bilgilendirmede bulunmak

faydali olacaktir.

Bu durumda, ilgili parametre n = a + i seklinde olsun. (2.2.6) ile verilen integralin

varlig1 goz oniine alinarak asagidaki 6zel bilgilendirme;
Iwn—le—wl — |Wa+i[>’ —1e—w|

— |Wi,8wa —1e—w|

= [w#|lwete™| (2.2.7)
= |w? —1e—wl
< ©

olmasini zorunlu kilacaktir. Dolayisiyla, (2.2.7)’nin varligi da ancak Re(n) = a € R

olmasi ile miimkiin olacaktir.

Kompleks parametreli Gamma fonksiyonun varlig: igin gerekli bilgilendirmeden sonra
Tanim 2.2.1 tanimiyla dizayn edilmis ilgili genellestirilmis integral, w (reel) degiskenli
ve w=>0 kosulu altinda tanimlanan ilgili fonksiyon hakkinda baz1 6zel

bilgilendirmeleri de hatirlatmakta fayda gérmekteyiz. Klasik analiz bilgileri géz oniine
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alindiginda ilgili genellestirilmis integralin yakinsakliginin 6nemli olmasi zorunluluk
geregi olup ancak (2.2.2) ile verilen sartlar altindan, (2.2.6) ile verilen genellestirilmis

integral i¢in asagida verilenler de kolayca goriilebilir.

i) Her n € Z; i¢in (2.2.6)’da gegen fonksiyon goz Oniine alindiginda ilgili genelles-
tirilmis integralin 1raksakligi kolayca goriilebilir. Bu durumda, T'(n) degerleri soz

konusu bile olamaz.

i) Her n € R degerleri icin (2.2.6) ile verilen genellestirilmis integralin yakinsakligi

kolayca goriilebilir. Bu durumda, I'(t) degerleri mevcut olacaktir.
iii) (i) ve (ii) ile verilen bilgilerin detayli incelenmesi sonucu, her x :=7n € R sayist

icin, y = f(x):=T'(x) gibi bir fonksiyonuna ait grafik asagidaki bilgileri i¢eren 6zel
bir grafiktir.

Sy =1

Sekil 2.1 Reel parametreli Gamma fonksiyonunun grafigi

iv) Her x:=k €N oldugunda, art arda uygulanan kismi integrallenme yontemiyle,
Gamma fonksiyonunun;

Ik+1)=xIl(k)="-=k!
seklindeki faktoriyel iliskisini sagladigi kolayca gortilebilir.
v) (iv) ile verilen genel bilginin yardimiyla, her k € R sayisi igin, asagida verilen
gerektirme;
Tern)

I'k+1)=xTI'(k) = I'(k)=

kolayca elde edilir.
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Yukaridaki verilen bilgiler ve analiz bilgileri yardimiyla, asagidaki verilen 6zel sonuglar
hem Sekil 2.1 grafigi ile verilen verilerle karsilastirilabilir hem de her biri kolayca
hesaplanabilir. Ayrica hem reel hem de kompleks parametreli (degiskenli) Gamma
fonksiyonu ile ilgili daha detayli 6zel sonuglar ve hesaplamalar i¢in de Abramowitz and
Stegun (1972), Olver et al. (2010) ve Beals and Wong (2010) ile verilen eserlere

odaklanilabilir.

2.2.1 Ornek.

i) r(25) = [ we™vdw
— 24T(24) = 24 - 23 T(23)
= 24! dir.

ii) F(%) = fooow_l/ze W dw

=+ dir

ii) r(3) =/ w2edw

1 1
=57(3)
= VE dir
2
iv) r (— %) = fooow"3/ze"w dw
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—ﬂ dir.
8
i) M(=2)=f w72 aw
_r(=5+1)
r _5
2

__2T(-5+1)
==

4 1
== 1(-3)
=—1£5\/E dir

Simdi, Irmak ve A¢ikgoz (2023) tarafindan tanimlanmis ve oldukga genel bir forma
sahip olan ilgili (integral) doniistimiiniin hem karakterizasyonu hem de genel ifadesi igin
amaca uygun olan reel (gergel) degiskenli v(t) ve u(t) gibi iki fonksiyon verilsin.

[0, o0) gibi bir aralikta sinirli olan reel (gergel) degiskenli w(t) gibi bir fonksiyon ise
w(t) :=v(t) e O (2.2.8)

seklinde tanimlansin. Bu durumda, ozellikle, v := v(t) fonksiyonunun karakterize
edecegi ilgili (integral) doniistimiinii;

Glv; ul(®) = G[v(t) ;u(t)]
seklinde gosterelim ve

Glv(t) ;u(@®]:= [, w(t)dt (2.2.9)

seklindeki gibi (birinci tipten) genellestirilmis integral ile tanimlayalim.
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Kisacasi, klasik analiz bilgileri goéz Oniine alindiginda belirtilen araliktaki degerlere
gore, sinirliliklar oldukga 6nemli olan ve (2.2.8) ile (2.2.9) arasindaki iliskinin mantikli
bir doniisiim agisindan 6nemli olup amacimizin kapsamina uygun olan v(t) ve u(t) reel

degiskenli fonksiyonlar yardimiyla ve
Glv(®);u(®)] = [, v(t)e ™ Odt

seklinde olan bir genellestirilmis integral ile tanimlanan bir (integral) doniisiim olup
boylesi bir doniisiimiin varligi ise elbette ki ilgili genellestirilmis integralin yakinsakligi

ile miimkiin olan bir (integral) doniisiim olmak durumundadir.

Ozellikle, ilgili bir yakinsama agisindan her t € [0, %) reel degerleri i¢in dogal olarak
klasik analiz bilgilerinin yani sira ilgili u := u(t) fonksiyonunun belirleyecegi tistel

formun sinirliligi bir zorunluluktur.

Gerek integral doniistimleri gerekse operatoér teorisinde Onemli olan bazi temel
onermeleri ilgili donlisiimiimiiz i¢in ele alalim. Onlarm ispatlari i¢in de temel integral
teorisinin bazi bilindik o6zelliklerini dikkatlice goz Oniine almak yeterli olacaktir.
Ozellikle, skalarla garpma ve v := v(t) fonksiyonuna gore dikkate alinacak olan
lineerlik 6zelligini (andiran) en temel olan 6zelliklerdir. Her C; ve C, skalarlar1 ve her
v;1(t) ve v,(t) reel bagimsiz degiskenli fonksiyonlari igin asagidaki onermeler kolayca
olusturulabilir. Asagida verilen ve (2.2.9) genellestirilmis integral doniistimii ile ilgili
olan tiim teorik ve (bazi) uygulamali sonuglarin her biri Irmak ve Agikgoz (2023)

tarafindan literatiire kazandirilmis makaledeki 6zel bilgileri icermektedir.

2.2.1 Onerme. Her C, ve C, skalarlari ve her v, (t) ve v,(t) fonksiyonlar igin asag-

daki verilen 6nermeler daima dogrudur.

) GG, (0); u(®)] = G Glv, (8); u(®)] (2.2.10)

i) G[Civ1(8) + Cvp(0); u(®)] = GG v, (8); u(®)] + GG, (2); u(B)]

= GGy, (t); u(t)] + C,Glv, (1); u(t)] . (2.2.11)
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Klasik integral (doniisiim) teorisi bilgilerinden faydalanarak yukarida gegen (2.2.10) ve
(2.2.11) onermelerinin igerdigi ¢ok temel Ozellikler disinda veya bilindik integral
doniistimlerinin 1s18inda ¢esitli 6zellikler de yine olusturulabilir. Ayrica (2.2.8) ile
verilen 6zel fonksiyon ve (2.2.9) ile verilen 6zel (yakinsak olan genellestirilmis) integral
g6z Onilinde bulundurularak klasik analiz bilgileri 1s1ginda ve u ile v olarak ifade edilen
ilgili reel degiskenli fonksiyonlarinin farkli ve uygun bigimleri segilerek ¢ok sayida
asina olunan sonuclara kolayca da varilabilir. Ornek 2.2.1 ile verilen &zel bilgileri
kullanarak (2.2.6)-(2.2.11) arasinda elde edilen 6zel sonuglarin (veya bagmntilarin)
yardimiyla ¢ok sayida 6zel sonuglara (veya bagmtilara) kolayca varilabilir. Simdi,
onlardan bazilarin1 6zel 6rnekler seklinde sunalim.

2.2.2 Ornek.

i) G[1;t] := [ 1e~tat

o N

=I@1)
= 0!
=1
olur. O halde,
G[1;t] =1

olur.

i) Glt;t] : = [ tetdt
= [ t> e tdt
=T(2)
=1!
=1

dir. O halde,

G[t;t] =1
olur.
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iii) Glat; ft] := fooo(at) e Btdt
=af teFldt (@eR =R-{0};5>0)
olup ve burada, eger ft = T seklindeki gibi bir degisken degisimi gbz oniine alinirsa
Glat; Bt] = a [, te Ptdt

= %foooT e_Tdt

a oo
_/320

= —4l

BZ

T2 1e Tdt

_ail a
-
sonucuna varilir. O halde,

a

Glat; pt] = ra

(¢ € R8> 0)
olur.
iv) G[2-3t;t]: = ["(2—3t) e~tdt
I —t @ -t
= [, 2e7tdt+ [ (=3t)e~"dt

=2 [ tl e tdt —3 [ t¥ L e tdt

= 2T'(1) — 3I'(2)
elde ederiz. O halde,

olur.

V) G[VEt] : = [ Ve tdt
= [ t2etat

— f0°° t1/2+41-15-t 4¢
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3
=T)
1 1
=<
_ VT
T2
elde edilir. O halde,
G[vEie] =T
vi) G[-1;vt] i = [ (-1) eVlde
= —fooo e Vedt

olup ve burada, eger t = T2 seklindeki gibi bir degisken degisimi yapilirsa
© _Jt (™ _T 2
J, eVtdt= [ e7Td(T?)
=2 [ Te TdT
=2 [ T e TdT

= 2I'(2)

elde edilir. O halde,

= —fooo e Vidt
=-2

olur.

vii) GVEVE| == [ VEe Vidt

olup ve burada t = T? seklindeki gibi bir degisken degisimi tekrar uygulanirsa
J, VteVtdt = ["Te Td(T?)

=2/ T2 "dT
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=2 [ T e TdrT

=2r(3)

sonucu elde edilir. O halde,
G[\/E; \/E] 1= fow\/fe—‘/fdt

=4
olacaktir.
L 2| . ooi —t2
viii) G[ﬁ,t].—foﬁe dt
olup ve burada T = t? seklindeki gibi bir degisken degisimi gdz dniine alinirsa
©1 2y, (®1l -1 2
foﬁe dt—fo 76 d(T#)
=2 [ e TdrT
=2 [ T e TdT
= 2I'(1)
=2

sonucu elde edilir. O halde,
1 2. @1 42
G[ﬁ't]"fo e da

=2

olur.

ix) [Zetdt=mn

klasik analiz derslerinde karsimiza g¢esitli sekillerde ¢ikan bu sonucu bir kez de Gamma
fonksiyonu yardimiyla gérelim. Integralde gegen iistel fonksiyon bir ¢ift fonksiyon olup

ve integralin arali§1 da gz oniine alinirsa

[2 et dt =2 foooe‘tzdt
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seklindeki onemli integral iliskileri elde de edilir. Burada, t = +/T gibi bir degisken

degisimi uygulanirsa

G[1;t?] = foooe‘tzdt
= J, eTd(WT)
=~ J, T7Y2%e7Tdr
— %fo‘” T-1/2+1-1,=T 4T
=~ J T2 e Tdr
=37

_Vr

2

sonucu elde edilir. Dolayisiyla,

[5 et dt =2 fooo e tdt
= Va
seklindeki sonug elde edilir. Ve boylece (2.2.3) ile vurgulanan 6zel sonug da belirlenmis
olur.
X) J, e7t"dt (m>0)

seklindeki (genellestirilmis) integral igin eger t = T'/™ gibi bir degisken degisimi goz

Oniine alinirsa
G[1;t™] = [ e t"dt
= [ e Td(T/™)
= % fooo TYm=1e=TdT
=—T(1+-)

=r(1+-)
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sonucuna kolayca varilir. Burada o&zellikle m sayisinin dogal say1 olmasi durumunda

da

G[1;t™] = foo e t"dt

1 1
=—T()
1 1 1
_?m—l I‘(m—l)
1 1 1 1
_?m—l m-—l1 1-‘(m—l) (l <m)
1 1 1 1
= 7 T(3)
_Wr
T m

seklindeki gibi 6zel bir sonug edilir. Boylece, (2.2.4) ile verilen genellestirilmis integral

de belirlenmis olur.

Xi) Glat™; pt™] = [ (at™)e P" dt
=af treP"dt (@#0n>-1L;m>-1;,4>0)
seklindeki (genellestirilmis) integral i¢in eger

T=pt" < t:(?

= a=22(0)" ar

_ 1 (1 1/m 1/m-1
gibi bir degisken degisimi gdz Oniine alindiginda da
Glat™ pt™] = a [ t"e F"dt

() G)

= a2 (2)" e rar
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1 (n+1)/m L
2%(3) fo T(+1)/m=1,=T g

a (1 \@tD/m i
-+ (%) r(%5)
sonucuna varilir. Bu yukarida sonugta, eger n:=s =:m > —1 gibi bir se¢im soz

konusu oldugunda da
Glats; pts] = [ (at)e Pdt (a #0;s > —1;8 > 0)

= afooo tSe P dt
o) e

=) r ()

sonucu elde edilir. Ozellikle, s dogal say1 oldugunda da

s s —M i 1+1/s
Glat®; pt°] = ss!(ﬁ)

olur.

Bu alt bolimiin son 6zel bilgilendirmeleri olarak (reel veya kompleks parametreli)
Gamma fonksiyonu (veya bunun diger 6zel fonksiyonlarla arasindaki gesitli 6zel
iligkilere sahip olan) asir1 sayida 6zel sonuglara veya bagintilara da sahiptir. Onlar i¢in
Birkhoff (1913), Abramowitz and Stegun (1972), Press et al. (2007), Olver et al.
(2010), Beals and Wong (2010) ve Al-Sirehly and Fisher (2014) eserleri de
incelenebilir ve ilgili her 6zel (veya genel) sonug veya ilgili bagintilar dogrudan (2.2.9)
ile verilen genel formdaki integral dontisimii ile iliskilendirilebilir. Onlarin

belirlenmesini ilgilenen aragtirmacilarin ilgisine birakiyoruz.
2.3 B(v; w)(t) Integral Doniisiimleri

Bu boliimde de Irmak ve Acikgdz (2023) tarafindan tanimlanmisg ve hem reel hem de
kompleks parametreler (degiskenler) iceren genellestirilmis formdaki farkli bir
(genellestirilmis integral) doniisiimii (operatorii) tizerine odaklanilacaktir. Tanimlanacak
olan bu ikinci genel (integral) doniistimiiniin kapsaminda giren ve bazi O6zel tip

integrallerle dogrudan iliskili olan yapilar1 hakkinda bilgi vermek adina, 6ncelikli olarak

32



n,m,s € Z* =7 — {0}
olsun. O zaman,

[Ha=enm) e (1-kvm > 0) (2.3.1)
veya (2.3.1)’deki integral tiplerini de igeren ve genellik agisindan
f(;’V(W_Kn/m)l/de. (w>0;w—k™™>0) (2.3.2)

seklindeki integrallerin gesitli 6zel halleriyle basta matematik biliminde olmak iizere
matematik ile dogrudan iligkili olan fen veya mihendislik bilimlerinde de sikga
karsilagilir. Tam sayilardan olusan ilgili parametrelerin uygun secilmesiyle ya belirli
tipte olan integraller ya da genellestirilmis integral tipindeki integraller elde edilir. Bu
gibi 6zel hallerin bazilar1 temel analiz derslerinde sikca karsilagilan ya ¢6ziimii kolayca
belirlenebilen integral tipleridir ya da yakinsakligi (veya iraksakligi) cesitli yollarla

aragtirilabilen genellestirilmis integral tipleridir. Ornegin;

1s 1 dk 1s 1 dk
fO‘Vl—KdK,fOﬁ, fOV].—KZdK ve foﬁ (SENZ)

seklindeki gibi verilen genellestirilmis integrallerin yakinsakliklar1 elementer yollarla

arastirilabilinir ve hatta esiti olan ilgili sayilar bile belirlenirken,

f01T\/1—KS dk ve f:% (r €Ny ; s € N3)

seklinde wverilen tipteki integrallerden elde edilebilecek olan sonsuz c¢okluktaki
genellestirilmis integrallerin bilindik bazi testler yardimiyla yakinsakliklari (veya
wraksakliklar1) arastirilabilse de oOzellikle yakinsak olanlar igin ilgili sayilarin
belirlenmesi hi¢ de kolay bir is degildir. Hem daha detayli bilgi hem de daha fazla
ornekler icin sadece temel (reel veya kompleks) analiz kitaplarina odaklanmak yeterli
olmasina ragmen Rudin (1964), Abramowitz and Stegun (1972), Henrici (1977),
Wolfram (1998), Olver et al. (2010), Wrede and Spiegel (2010) ve Roussos (2013)

eserleri de detayli bilgiler igermektedir.

Yukarida yani (2.3.1)’deki tiim formlar1 da i¢ine alan (2.3.2)’deki gibi genel form ile
belirtmis oldugumuz (belirli veya genellestirilmis) integral tiplerinden daha da kapsamli
integralleri i¢eren onlarin hesaplanmasinda olduk¢a yardimci olan ve 6zel fonksiyonlar

ailesinde yer alan Beta fonksiyonu olduk¢a Onemli roller oynamaktadir. Bu 6zel
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fonksiyon da yine hem reel (gergel) parametreli hem de kompleks parametreli olarak
karsilagilan bir fonksiyondur. Simdi, ilgili fonksiyonu tanitalim ve ardindan da bazi

ozelliklerini sunalim.

2.3.1 Tanmm. r,s € R* := {r € R:r > 0} olsun. Bu durumda, r ves parametreli

(degiskenli) Beta fonksiyonu B(r, s) notasyonu ile gosterilir ve
B(r,s) = fol k™11 — k)5 ldk (2.3.3)

seklinde tanimlanir (Lebedev 1965).

Ozellikle (2.3.3)’teki integral smri, ilgili integralde gecen;
R(K)=x""11—-kK)! (r,s €eR)

seklindeki x (reel) bagimsiz degiskenli fonksiyonu ile birlikte r ve s parametreleri goz
Online almir ve reel analiz bilgileri kapsaminda incelenirse (2.2.3) ile tanimlanmis
integralin hem belirli integralle hem de genellestirilmis integralle iliskili oldugu kolayca

goriilebilir.

Gamma fonksiyonu i¢in vurguladigimiz benzeri bilgilendirmeleri Beta fonksiyonu i¢in
de vurgulamak yararl olacaktir. Literatiirde, r ve s parametrelerinin reel sayilar olmasi
durumunda her ikisinin de sifirdan biiylik olmasi sart1 veya ilgili parametrelerin birer
kompleks sayilar olmasi durumunda da Re(r) > 0 ve Re(s) > 0 sartlarn (2.2.3) ile

verilen integralinin varligi igin yeterlidir. Fakat, e > 0 olmak {izere,

1 _ _ € _ _ 1 _ _
fo k™11 —k)Sldk =f0 k11— K)S 1d1c+f6 k™11 — k)5 ldk

seklindeki iligkilerde gegen birinci tipten genellestirilmis integralleri de igeren olasi tiim
integraller hakkindaki detayli klasik analiz bilgileri ve bu tez ¢aligmasinin devamindaki
ekstra bilgiler Tanim 2.3.1°de gecen r, s € R* olma kosulunu zorunlu olarak gerektire-

cektir.

Ayrica Tanim 2.3.1°deki genellestirilmis integralin yakinsakligi icin ilgili r ve s
parametreleri icin konulmasi gereken kosul goz oOniine alimarak n parameteresinin

kompleks olmast durumundaki gerekli sartlar1 da kolayca belirlenebilir. Bunun igin

34



7,5 € C olmasi durumu hakkinda bazi 6nemli bilgilendirmede bulunmak faydali
olacaktur.
Eger
T'=al+i,81 ve S:a2+iﬁz
olarak segilir ve (2.2.3) ile verilen integralin varlig1 da g6z 6niine alinirsa asagidaki 6zel
iliskilere
|K.r—1(1 _ K)s—ll — |Ka1+iﬁ1—1(1 _ K)a2+iﬁ2—1|
— |K1B1K1B2KC{1—1(1 — K.)C{z—ll
= |kiPrthp®=1(] — ) %21 (2.3.4)

= |Ki(B1+Bz)||Ka1—1(1 e L

= kM7 (1 - )27
< ©

kolayca varilir.

O halde, (2.3.4) ile verilen agiklama ilgili temel tanimla birlikte disiiniildiginde
(2.3.3) ile verilecek olan bir kompleks parametreli Beta fonksiyonun varlig: da ancak
Re(r) =a; ERT ve Re(s) =a, €R*

seklindeki kosullarinin saglanmasi hem gerekli hem de zorunlu konumda olacaktir.

Hem reel ve hem de kompleks parametreli Beta Gamma fonksiyonu igin gerekli
bilgilendirmelerden sonra Tanim 2.3.1 ile dizayn edilecek olan genellestirilmis integral
i¢in, Kk (reel) degiskenli ve k € [0,1] kosulu altinda tanimlanan ilgili fonksiyon hakkinda
bazi ekstra bilgilendirmeler de asagida verilmistir. Hem ilgili 6nerme hem de detayli
bilgiler olarak Abramowitz and Stegun (1972), Olver et al. (2010) ve Beals and Wong
(2010) ile verilen eserlere yine odaklanilabilir.

2.3.1 Onerme. Her r,s € R* igin
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_ T r(s)
B(r, S) T I(r+s)

saglanir. Eger, 6zellikle, r, s € N olmas1 durumunda,

_ rres) _ r-1!(s-1)!
B(r,s) = T(r+s)  (r+s-1)!

olur (Lebedev 1965).

2.3.1 Ornek.
) B(1,2) = f, k"1 (1 — k) \dx

(E fol(l - K)dK)

r@)re)
r@)

=1 dir.
2
i) B(%, 1) = [, K211 = 1) de

(E fol K_l/zdlc)

_ 3w

i) B(5,2) = [y k271 (1 — )/?1dxc
(E fol Kk~ 1/2(1 - K)_l/zd}c)

=2
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= T dir.
. 1 1 1 _ —
IV) B(;,?) = fO K1/2 1(1 - K)1/3 1dK

(E f01 Kk~1/2(1 - K)_2/3dlc)

Hedefimizde olan ikinci genel doniisiimiimiiz ise (2.3.3)'te verilen integral yapisini
iceren ve oldukca fazla sayida kapsamli uygulamalari olan bir déniisiimdiir. ilgili
kapsamli doniisiimiin olusumu i¢in amaca uygun olarak verilen v(t) ve u(t) gibi (reel t

bagimsiz degiskenli) iki fonksiyonun belirledigi

W,y (0= vO(w —u®)’ (2.3.6)

seklindeki fonksiyon ile tanimlanan;
Blv; u](t) = By, [v(£); u(t)]

= [ wwy(t)dt (2.3.7)
seklindeki integral doniisiimii olup tanimda yer alan w ve V parametreleri ise w,V € R
seklindeki reel sayilardir. Bu yukarida tanimlanmis olan (integral) doniisiimii Irmak ve
Acikgoz (2023) tarafindan olusturulmus ve esasta v := v(t) fonksiyonunun karakterize
edecegi bir doniisiim olup asagida gecen ve (2.3.7) doniisiimii ile alakal1 tiim teorik ve

uygulamali sonuglar da ilgili makalede yer almaktadir.

Burada bazi 6nemli uyarilar1 yapmakta fayda gormekteyiz. Yukaridaki gibi tanimlanan
dontistimde yer alan fonksiyonlara ve parametrelere odaklanildiginda (2.3.6) seklindeki
fonksiyonlarmin c¢esitliligi dogal olarak (2.3.7) ile sunulan doniigiimiin cesitliligini de
belirleyecektir. Fakat, bu cesitlilik integral doniisiim teorisi agisindan, B, [v(t); u(t)]
donilisimiiniin yakinsakligina zemin olusturmasiyla anlam kazanir. Ayni zamanda,
tanimda yer alan w ve V parametrelerinin se¢imi ilgili doniisiim i¢in belirli integraller

veya genellestirilmis integraller iiretecek seklinde olmalar1 da 6nemlidir. Ayrica, (2.3.4)
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ile birlikte (2.3.3) tanimi1 goz Oniine alindiginda, ilgili parametreler elbette ki kompleks

sayilar olarak da secilebilir.

Simdi, yine v:=wv(t) fonksiyonunun Kkarakterize edecegi bu yeni (integral)
doniistimiine ait temel 6zelliklerinden bazilarina ve onlarin bazi olas1 uygulamalarina

odaklanalim. Yine onlar1 da yine remark ve 6rnekler olarak sunalim.

2.3.1 Onerme. Her C; ve C, skalarlar1 ve her v, (t) ve v,(t) fonksiyonlar1 igin asag-

daki verilen 6nermeler daima dogrudur:
) B[Cyv,(8);u(®)] = CiB[v, (); u(®)] (2.3.8)

i) B[C,v(t) + Civ(8); u(®)] = B[Cy v, (8); u(®)] + B[Cov,(8); u(t)]
= (1 B[v, (0); u()] + CB[v,(); u(t)] (2.3.9)

2.3.1 Remark. Ilgili v ve u fonksiyonlari
vi=v(t):=tr ve u:=u(t):=wt (2.3.10)
seklinde secilsin. O zaman, ilgili genel doniisiim de
By, [thwt] = wV ["t2 (1 - t)Vdt (2.3.11)

seklini alir.

Eger Remark 2.3.1’de w := 1 gibi bir se¢im gbz Oniline alinirsa (2.3.10) ve (2.3.11)’de
ki ifadelerden, Beta fonksiyonu ile iligkili olan
— (142 4
BA+1LV+1)=[ t'A-Vdt 4V >-1),
veya denk olarak
B(LV) = [ t*"'(1-0)V"'dt (4,V > 0)

seklindeki sonug da elde edilir.

Yukarida elbette ki eger A € R ve V € R olmast durumda A > —1ve V > —1 olmasi
ve ayni zamanda A € C ve V € C olmasi durumunda da Re(1) > —1 ve Re(V) > —1

olmasi gerekmektedir.
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Yani kisacasi
Byy_1[t*¢] =B, V)
dir.

2.3.2 Remark. lgili v ve u fonksiyonlari:
vi=v(t):=t" ve u=u(t):=t
seklinde secilsin. Bu durumda da
Buy[tht] = [ th (w—t)Vdt (2.3.12)
sonucuna varilir. Eger (2.3.11)’de elde edilen ifade de
t=wt = dt=wdrt

seklinde degisken degisimleri géz dniine alinirsa
By, v[(wDA wt] = fol(wr)l (w —wr)"d(wr)
= wltA+v fol (1 - 1)Vdr
=witHVB(1 4+ ;14 V)

seklindeki gibi iliskiler kolayca elde edilir. Burada eger Gamma fonksiyonu gz Oniine

alinirsa

B(1,V) =B,y [(W‘L’)A; Wt]

_ A+V+1 I‘(l+1)F(V+1)
=w _
r(A+v+2)

seklindeki o6zel iliskileri ve 6zellikle ilgili A ve V parametrelerinin dogal sayilar olmasi

durumunda da
B4, V) = IBW,V[(WT)A; Wt]

Al V!
— W/1+V+1 =
A+V+1)!

seklindeki 6zel iligkiler elde edilir.

Ornek 2.3.1 ile verilen dzel bilgileri kullanarak (2.3.8)-(2.3.12) arasinda elde edilen &zel
sonuglar (veya iliskiler) 1s18inda asir1 sayida Ozel (elementer) sonuglar da elde

edilebilinir. Simdi bunlardan bazilarini1 6rnekler seklinde sunalim.

2.3.2 Ornek.
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i) Byo[2;t] = [) 2(1 — t)%dt
=2[)(1-t)%dt
=2 t'71(1 - )3 dt

= 2B(1,3)

L TTI®A)
T % r@1+3)

., T(T®)
o r(4)

0! 2!
=2—
3!

i) By.[2 —3t;t] = [,(2 - 30)(1 — £)%dt
=2[(1 - 0)%dt — 3 [, t(1 - t)%de
=2 [](1 - t)%dt — 3 [, t(1 - t)%dt
=2[ ' A -3 e -3 ) 271 (1 - )% lde

= 2B(1,3) — 3B(2,3)

_,IWre ., r@re)
7 r(1+3) r(2+3)
EPRIOLONERICE)
- r4) r(s)
=2 0! 2! 1! 2!

3! 4!

-2_1
T3 4
BT}

1

iii) Bi12[—1t] = [, (=11~ t)"/?dt

= — [, (1 -0Y2dt
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- _ fol t171(1 — £)V/2+1-1g¢
= — [t (1 - )3 de

= —B(1,3/2)

TG/
- r(1+3/2)

__ T@rE/2)
- I'(5/2)

_ TG/

3/2T(3/2)
—_2
T3
. 2
iv) B,1/2[1;t] = [, (2 — ©)'/2dt

integrali i¢in eger t = 2T seklindeki gibi bir degisken ve diferansiyel degisimleri goz
Ontine alinirsa

2 1
Jy@=0)'2dt = [ (2 —2T)"/22TdT
= 2vZ [, (1 - T)Y2dT

= 2V2 [ TN (1 - 1)V de

=2v2B(1,3/2)

_ r(1)r(3/2z)

=22 r(1+3/2)

_ 42

o3
sonucu elde edilir. O halde,

4] = A2
B, 1,201 t] == 3

olur.
V) By, [C1t/1 + C,ytP; t] = fol(Clt’1 + Cztﬁ)(l —t)?dt

= [ (Cit? + C,tP) (1 — £)2dt

= [ Citr(1 = 0)2dt + [ CotF (1 — )%dt
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=C, [, A1 —)%dt + C, [) tF (1 — t)%dt

=(,B(1+1,3)+CB(1+1,3)

_ - TQ+DrEB) r(B+1)I(3)
71 B+ 2 B@4+p)
_ r(1+21) r(1+p8)

=2 (Cl B(4+2) t Ll B(4+ﬁ))

C1 Cl
2 ((1+A)(2+A)(3+A) T (1+,8)(2+ﬁ)(3+ﬁ))

olur.

vi) By1o[1;6%] = [)(1—t3)Y2de

g6z Oniine alindiginda ilgili integralin (bilindik) elementer yollarla ¢6ziilebilmesinin
miimkiin olmadigin1 biliyoruz. Fakat ilgili (genellestirilmis) integral icin t3 =T

seklindeki degisken degisimi yapilirsa
fol(l —t3)3/24d¢ = fol(l — T)1/24(T/3)
== [ T~?3(1 - T)/2dT
=</,
— %folT_Z/B-H_l(l _ T)1/2+1—1dt
— %fol T1/3—1(1 _ T)3/2—1dt

= % B(1/3,3/2)
_ 1 T(1/3)13/2)
T3 TI(1/3+3/2)

_ 1 T(/3)T(3/2)
T3 Tr(11/6)

_ 1 r(1/3)1/21(1/2)
T3 r(11/6)

_ VR 1(1/3)

6 T(11/6)

sonucu elde edilir.
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O halde,

1
Bi,1/2[1;t%] = [ (1= t3)"2dt

_ﬂ r(1/3)
T 6 T(11/6)

olur.

Hem Gamma ve Beta fonksiyonlarmin hem de onlar arasindaki ¢ok sayida baginti
vardir. Onlar i¢in Birkhoff (1913), Abramowitz and Stegun (1972), Press et al. (2007),
Olver et al. (2010), ve Beals and Wong (2010) ve Al-Sirehly and Fisher (2014) eserleri
gozden gegirilebilir ve gozlemlenen her 6zel (veya genel) sonug¢ veya bagmtilar
dogrudan (2.3.7) ile verilen genel formdaki integral doniisiimii ile iliskilendirilebilir.

Onlarin olusturulmast isini yine ilgilenen aragtirmacilarin ilgisine sunuyoruz.
3. BULGULAR VE TARTISMA

Bu esas bolimde de (reel (veya kompleks) parametreli (degiskenli)) Gamma ve Beta
fonksiyonlarmin da olduk¢a belirleyici etkisinin olacagi (2.2.9) ve (2.3.7)’deki gibi
onceden Irmak ve Acikgoéz (2023) tarafindan Once tanimlanmis ve ardindan da
belirlenmis olan ilgili (integral) doniistimlerinin ¢esitli  doniisiimlerle (veya
operatorlerle) olan bazi kapsamli iligkileri iizerine (yeniden) odaklanilacak ilgili 6zel
cikarimlar ve c¢esitli sonuglarla ile birlikte bazi 6zel uygulamalar ve Oneriler

sunulacaktir.
3.1 Olasi Cikarimlar I

Bu 6zel kisimda ise (2.2.6)’da ki gibi tanimlanan (reel (veya kompleks) parametreli)
Gamma fonksiyonun da oldukca aktif rol oynayacagi ve (2.2.9)’da ki gibi olusturulan
genel formlu G[ - ; - | (integral) doniisimiine 6ncelikli olarak odaklanilacak ardindan da
bu G[-;-] doniisiimiiniin baz1 kapsamli (diger integral) doniisimleri {izerine gesitli

(6zel) etkileri irdelenecektir.
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Irmak ve Agikgoz (2023) tarafindan olusturulmus olan ilgili G[-; -] doniisimiiyle
alakali olan ¢ok sayida 6zel formdaki bilindik (reel veya kompleks parametre igeren)
doniistimler s6z konusu olup, bunlardan sadece iki tanesi remark seklinde sunulacaktir.
Ardindan da onlarin bazi 6zel uygulamalar1 belirlenerek ¢esitli onerilere de zemin

olusturulacaktir.

3.1.1 Remark. Asagida verilen:
A>0 , te[0,0) ve [v(t)e ™| <
kosullart altinda, eger ilgili u reel (degiskenli) fonksiyonu da
u:=u(t):=At
seklinde secilirse (2.2.9)’da tanimlanmis olan ilgili integral doniistimiiniin
Glv(t) ; At] = L[v](2)

= L[v(t)]

= fooov(t)e‘“dt 3.1D)
seklindeki v := v(t) gibi bir fonksiyonun Laplace doniisiimiiyle olan iliskisi elde edilir.
Ve dogal olarak ilgili doniisiimiin 6zel halinin sahip oldugu

Lv(O]=v@) ve v(t) =L V]

seklindeki iligkiler de zaten Laplace doniisiimii iizerine asina olunan ve kapsamlari
olduk¢a genis olan 6zel iligkilerdir. Bu meshur doniisiimii i¢in daha detayli bilgiler
olarak referanslarda gegen Erdelyi (1954), Spiegel (1965), Sneddon (1972), Davies
(2001), Aghili Zeinali (2014) ve Lokenath and Dambaru (2014) eserlerindeki detayli
bilgilere odaklanilabilir.

Genel formdaki doniisiimiin iligkili olacag1 diger alisilmisin disindaki 6zel (kompleks
formdaki) integral doniisiimlerinden birini de yine asagidaki gibi remark seklinde

tanitalim.

3.1.2 Remark. Verilen:

te[0,0) ve [|v(t)eD|< o
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kosullar altinda, her A € [0, ) igin p :=p(1) £ 0 ve q = q(1) > 0 (reel degiskenli
(siirekli)) fonksiyonlar olmak iizere, eger ilgili u reel (degiskenli) fonksiyonu
u=u(t):=igM)t (i?=-1)

seklinde segilirse (2.2.8) yardimiyla tanimlanan (2.2.9) doniistiimii de

Spqlv(D)] = Spq[v]E©)
= p(D Glv(t) ;ig(Dt]
=q) [y v(®)e 1P dt (32)

seklindeki gibi bir v := v(t) bir fonksiyonlarinin integral doniisiimiinii ifade eder ve bu
0zel dontisim de SEJI integral doniisimi olarak anilan (kompleks formdaki) bir

integral doniisiimiidiir. Dogal olarak bu kompleks integral doniistimii agisindan

Sp (Ol =V, ,(D) Ve v,,(0) =S5V, (D]
seklindeki iligkilerde, integral doniisiim teorisi geregince SEJI doniisiimiin dogal olan
(notasyon) iligkileridir. Hem bu 6zel (kompleks) integral doniisimii ve hem de ters
doniistimii i¢in bazi temel olan bilgiler ve gesitli uygulamalar: olarak Davies (2001),
Kashuri and Fundo (2013), Lokenath and Dambaru (2014) ve Mehdi et al. (2022, 2023)
eserleri oldukga detayli bilgi igermektedir.

Ayrica yukarida sadece (2.2.9) yardimiyla tanimlanmis (reel veya kompleks
parametreli) GJ[-;-] dontsimiiyle kolayca ifade edilebilen sadece iki (bilindik)
dontigim ile ilgili olast iligkileri olusturulmustur. Bilindigi tizere integral doniisiim
teorisi olduk¢a kapsamli bir (teorik ve uygulamali) bilim alan olup GI[-; -]
doniistimiiyle elde edilebilecek ¢ok sayida farkli tipte (6zel) doniisiimlerin de oldugunu
belirtmistik. Bunlar i¢in de Offord (1935), Dattoli et al. (1997), Bracewell (2000),
Bohner Peterson (2002), Khan and Khan (2008), El-tayeb and Kilicman (2010), Elzaki
(2011), Aghili and Zeinali (2014), Bardaro and Mantellini (2014), Boyadjiev Luchko
(2017), Yang (2017), Mansour et al. (2022) and Mehdi et al. (2022, 2023) makaleleri
incelenebilir. Bu arastirmanin kapsami agisindan hem ilgili diger (reel veya kompleks
tipteki) doniisiimlerle olan (kapsamli) iliskilerin ortaya ¢ikarilmasini arastirmacilarin

dikkatine sunarak hem de asagidaki gibi belirlenecek olan (3.1)’deki gibi elde edilen
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bazi 6zel hesaplamalarin, (3.2)’deki ve diger (bazi) doniisiimler i¢in belirlenmesini de

ilgilenenlerin dikkatine sunuyoruz.

Remark 3.1.1 goz Oniine alindiginda asagida verilen 6nermelerin her biri, sunulan

bilgilendirmeler sonucu kolayca olusturulabilir.

3.1.1 Ornek. G[v(t);u(t)] doniisimde yer alan (reel) bagimsiz degiskenli ilgili
fonksiyonlar

v(t):=tF ve u(t):=At (1>0)

seklinde secilsin. O zaman, eger [ parametresinin 8 € N olarak kabul edilmesi
durumunda, v := v(t) fonksiyonunun ilgili integral doniisiimii, klasik analiz bilgileri
yardimiyla kolaylikla hesaplanabilir. Ancak, ilgili § parametresi eger f > —1 kosulunu
saglayan herhangi bir reel say1 oldugunda elbette ki ilgili fonksiyonun ilgili integral
donligimiinii hesaplamak (veya belirlemek) bilindik elementer yollarla miimkiin
olamaz. Bu durumda eger (2.2.6)’daki (reel (veya kompleks) formdaki) 6zel fonksiyon
kullanilirsa istenen fonksiyona ait olan ilgili donisiim kolayca belirlenebilir. Bu

kapsamli hesaplamay1 i¢eren 6zel iligkiler ise
G[tP; at] = £[tF]
= [ tPe~Mat (3.3)

r(f+1)
= TmE A>0;>-1)

seklinde olacaktir. Bu 6zel ¢ikarimdan ve Laplace dontigiimiiyle ilgili bilinen bilgiler
paralelin de

L[ef] =TE ve of =t [DE2] (3.4)

seklindeki iliskiler zaten 6nceden bilinen iliskilerdir. Ayn1 zamanda, 6zellikle eger f €
N seklindeki gibi dogal say1 olmas1 durumda, (3.4) ifadelerinin

L[tP] = Afi’ ve tP=r"1 [;11ﬁ_+'/3 (3.5)

seklindeki ifadelere denk olacaklar1 agiktir.
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3.1.2 Ornek. C # 0 ve 1 > 0 olmak iizere, ilgili doniisiimler de yer alan reel degiskenli
fonksiyonlar;
v(t):=C ve u(t)=2At

seklinde segilsin. Bu durum da v(t) :== C (C # 0) gibi bir sabit fonksiyonunun Laplace
dontisimii de

G[C; At] = £[C]
=C [ e Mdt (3.6)

=CcAt
seklinde olur. Dogal olarak, (3.6) ifadesinden

c=£13] c€=02>0 (3.7)

seklindeki bilindik 6zel iliski de kendini gosterir. Ozel olarak A := 1 =:C secimi goz
Oniine alindiginda da

G[;tl=£L[1]=1 ve 1=L"1[1]

cok ozel iligkiler kendilerini gosterir.

3.1.3 Ornek. Eger ilgili 6zel fonksiyonlar:
v(t) =1 ve u(t):=AtP

seklindeki gibi segilirse asagidaki verilen ve oldukg¢a kapsamli sonuglari da igeren ve

genel bir integral formuna sahip olan
G[1; AtP] = G (B)
= [Te M dt (A>0;8>0)
seklinde genellestirilmis integralle olan iligkiler elde edilir. Burada eger
k=P & t=21"1B /B

— dt = = 1" VB/B-1gy
B

seklindeki gibi degisken ve diferansiyel degisimleri ilgili genellestirilmis integrali i¢in

g0z Online alinirsa

G,(B) := %,1-1/1? [ kMEt e g

=/1—1//>’1‘(1+%) (A>0;8>0) (3.8)
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seklindeki 6zel sonug elde edilir.

Son olarak Ornek 3.1.3’{in baz1 dzel sonuglarini da burada yine netlestirelim. Onlar i¢in
oncelikli olarak eger [ parametresi 8 = m (m € N) seklindeki gibi dogal sayilar

olarak secilirse asagidaki gibi oldukga kapsamli olan
G,(1/m) := foooe‘lm‘/fdt
=A""T(1+m) (3.9
=2~ (1>0; meN)

sonuglarina kolayca varilir. Bu sonucun daha 6zel (klasik) sonuglarinda iki tanesi de

asagidaki gibi olusturulmustur
G1(1/m) = [ e~ Vdt = m! (3.10)

ve

Ga(1) = [ e7Mdt =— (1> 0). (3.11)
3.1.3 Remark. y, B ve A parametrelerinin alabilecegi uygun olan (mantikli) her
degerleri i¢in ilgili reel degiskenli fonksiyonlar1 da

vi=v(t) = Sin(ytP) ve wu(t)=2at

seklindeki gibi genel formlar olsun. Bu durumda, birinci boliimdeki gibi sunulan
fonksiyon serileriyle ilgili Tanim 2.1.21-Tanim 2.1.30 ile Teorem 2.1.4-Teorem 2.1.8
arasindaki detayli bilgiler 1s183inda ve (2.2.6)’da verilen Gamma fonksiyonunun
yardimiyla, v fonksiyonuna iliskin hem Maclaurin seri agilim1 hem de v fonksiyonunun

(2.2.9)’daki doniisiimii ve bu doniisiimle ilgili olan Laplace doniisiimii arasindaki

iliskiler kolayca belirlenebilir. Simdi bunlar1 sirasiyla belirleyelim:

1) (2.1.20) ile elde edilmis olan trigonometrik siniis fonksiyonuna ait kuvvet serisinde
eger
z=ytF (y#0;8>-1)

secimi yapilirsa,

. w (1) 2j+1
Sln(ytﬁ) = Zf=°(2ji1)! (ytﬁ) !
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o ( l)JV] 2741

seklindeki gibi bir seri agilimi kolayca elde edilir. Bu serinin yakinsakligina iligkin

gerekli arastirmalar Teorem 2.1.2 yardimiyla yapilabilir.

i) Gamma fonksiyonuna ait (2.2.6)’daki tanimi1 g6z Oniine alindiginda ilgili v ve u
(reel degikenli) fonksiyonlariin (2.2.8)’deki yapinin belirledigi (2.2.9) gibi bir integral
doniisiimii ise

(G[Sin(ytﬁ); At] =:L[Sin(ytﬁ)]

= [" Sin(ytF) e~at (3.13)

co (_1)j 2j+1 oo i -
=2j=0 {—(ZjL)! fo tB2j+1) o Atdt}

o TB@I+D] 1vj 2j+1
=0 Ty G

seklindeki gibi kolayca belirlenebilir. Ayn1 zamanda, i)’de vurgulandig: gibi, (3.13) ile
verilen serinin yakinsakligina iliskin gerekli arastirmalar yine Teorem 2.1.2 yardimiyla

yapilabilir.

Iii) Yukarida elde edilen (3.12) ve (3.13)’teki sonuglarda, eger y := 1 ve B = 2 gibi

0zel se¢imler goz Oniine alinirsa

GRS
Sin(t?) = X%, 2D t2+1, (3.14)

L[Sin(tH)] = G[Sin(t?); e~ ]

= [, Sin(t?) e~*dt (3.15)
oo (@j+1)! ;
_Zj=O (2]-)! (_1)]
Ve dogal olarak
4j+1 P
Sin(t?) =L~ [2] O((sz),)( 1)1] (3.16)

0zel sonuglar ve dogal olan 6zel iliskiler kolayca elde edilir.
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Bu 0zel bolime bazi 6zel katkilar sunmak adina Oncelikli olarak yukarida
gerceklestirilen (3.3)-(3.11)’deki gibi 6zel bilgilendirmeler ve Remark 3.1.3’teki gibi
olusturulan ve (3.12)-(3.16) arasindaki gibi tim (benzeri) adimlar aynen (2.1.19),
(2.1.21) ve (2.1.22) ile verilen (reel (veya kompleks) degiskenli) elementer fonksiyonlar

i¢in de gerceklestirilebilir. Yani ilgili serilerden kolayca
exp(ytf) , Cos(ytP) ve (1—ytF)” (3.17)

seklindeki 6zel formlar yardimiyla olusturulacak olan fonksiyonlar ve bunlara ait

seriler goz Oniine ¢esitli agilardan da incelenebilir.

Ayni zamanda Remark 3.1.2 ile olusturulan, yani SEJI integral doniisiimiiyle
olusturulacak olan ¢ok sayida 6zel (elementer fonksiyonlarla ilgili) sonuglar da (3.2)’de
gecgen her uygun formdaki fonksiyonlarin farkli farkli segimleriyle gergeklestirilebilir ve
hatta (2.2.29) formuyla olan kapsamli (kompleks formdaki) iliskiler de ortaya
c¢ikarilabilir. Biitiin bu ekstra sonuglarin olusturulmasini ve irdelenmesini de yine ilgili

olan aragtirmacilarin dikkatine sunuyoruz.
3.2 Olasi Cikarmmlar |1

Bu ikinci o6zel alt bolimde, (reel (veya kompleks) parametreli) hem Gamma hem de
Beta fonksiyonlarinin olduk¢a aktif rol oynayacagi ve (2.3.6) ile belirtilen
fonksiyonlarinin yardimiyla (Irmak ve A¢ikg6z (2023) tarafindan) olusturulmus B - ; -
] (integral) doniisiimiine yonelik temel bazda bazi bilgilendirmelere odaklanilacak
ardindan da bu B[ ;-] doniisiimiiniin baz1 kapsamli (integral) doniistimleri lizerine
cesitli (6zel) etkileri irdelenecektir. Fakat burada bir onceki kisimda ele alinan veya
Onerilen integral dontisiimleri degil de kesirsel hesaplamalarla ilgili bazi temel

dontistimler (operatdrler) amaglanmistir.

Mgili B[ -; -] (integral) déniisiimiiyle ifade edilebilecek olan cesitli hem reel hem de
kompleks formdaki kesirsel merteden hesaplamalar ile ilgili olan bazi doniigiimler yine
remark seklinde tanitilacak ve ardindan da onlarin bazi 6zel sonuglari veya

uygulamalari belirlenerek c¢esitli dnerilere yine zemin olusturulacaktir.
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Kesirsel hesaplamalar ile ilgili olan birinci 6zel ¢ikarim, kesirsel mertebeden integral
operatorii ile ifade edilen integral dontisiimii olup sunulacak olan bilgilendirmeler de

kompleks fonksiyonlar teorisi kapsaminda ele alinacaktir.

3.2.1 Remark. Verilen 8(z) gibi bir (kompleks degiskenli) fonksiyon orijini i¢ine alan
herhangi bir basit kapali kompleks bolgede analitik bir fonksiyon olsun ve ¢ > 0 sayisi
verilsin. Bu durumda, 6(z) kompleks fonksiyonunun ¢-mertebeden kesirsel integrali,
genellikle

D,?[0(2)] = D,*[6](2) (3.19)

seklindeki gibi denk notasyonlarindan herhangi biri ile gosterilir ve

- 1 6(0)
D102 =15 fy o AT (3.20)

seklinde tanimlanir.

Yukarida verilen tanimda gegen, dogal olarak

D,%[61(2) (¢ >0)
ifadesinin varligi ancak (3.18) ile verilen integralin varligiyla miimkiin olacaktir.
Ayrica, (3.19)’daki integralde gecen z —t ifadesinin pozitif olmasi durumunda
log (z— 1) ifadesinin degeri gercel alnarak ilgili integral de gegen (z—1)17¢

kompleks terimin olas1 katliligi da kaldirilir (Owa 1978).

Basit bir odaklanmanin 6zel sonucu olarak ilgili (3.18)’deki operator ile (2.3.7)’deki

operator arasindaki

D,’[01(2) = 15 Bup-1[0(0; (2 = )97] (3.20)

seklindeki gibi bir denklik iligkisi kolayca goriliir.
Kesirsel hesaplamalar ile alakali olan ikinci 6zel ¢ikarim ise kesirsel mertebeden tiirev

operatorii ile ilgili olan integral donilisimii olup yine gerekli bilgilendirmeler de

kompleks fonksiyonlar teorisi kapsaminda verilecektir.
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3.2.2 Remark. Verilen 6(z) gibi bir (kompleks degiskenli) fonksiyonu orijini igine alan
herhangi bir basit kapali kompleks bolgede analitik bir fonksiyon olsun. O zaman, 6 (z)

(kompleks degiskenli) fonksiyonun ¢ - mertebeden kesirsel tiirevi genellikle

D7 [6(2)] = D7[0](2) (3.21)
seklindeki denk notasyonlardan herhangi biri ile gosterilir ve

1 d (z o(t)
I(1-¢)dz -0 (z—t)®

%{Q}f‘f[g](z)} eger 0 < @ —j < lise

dt eger 0 < ¢ < lise

DY[0(2)] = (3.22)

seklinde tanimlanir (Owa 1978).

Remark 3.2.2 ile verilen tanimda, dogal olarak

D7[01(2) (0<op<1)

ifadesinin varligi ancak (3.22) ile verilen (genellestirilmis) integralin varligiyla
mimkiin olacaktir. Ayni zamanda aynen Remark 3.2.1°de vurgulandigi f{izere,
(3.22)’deki integralde yer alan z — 7 seklindeki kompleks ifadesinin pozitif olmasi
durumunda, log (z — t) ifadesinin degeri gergel alinarak ilgili integralde yer alan
(z — 1)? seklindeki kompleks terimin (olas1) katliligi da kaldirilir (Owa 1978).

Ozellikle, basit bir odaklanmanin sonucu olarak, ilgili (3.20) ve (2.3.7)’deki operatorler

arasidaki

d
I‘(l —@) dz

D7[0]1(2) = — (B, [0(); (z = )~%]) (3.23)

seklindeki gibi bir bagintinin varlifi yine kolayca goriilebilir. Dogal olarak (3.22)

geregince

D,[0](2) = = (D, *[61(2)) 1< <2)
di( 2101) (0<p<1)

= (By-1-o[0(D); (z — )7179]) (3.24)

r(- 40) dz

iliskisi de kolayca goriilebilir.
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Yukarida tanitilan hem kesirsel mertebeden integral operatorii hem de kesirsel
mertebeden tiirev operatdrii ile ilgili hem temel bazi kaynaklar olarak hem de ¢esitli
teoremler ve sonuglar igeren bazi 6zel galismalar olarak da Miller and Ross (1975),
Grozdev (1997), Owa (1978, 2009), Chen at al. (1997, 1998), Hilfer (2000), Kilbas et
al. (2006), Irmak and Engel (2019), Agarwal (2012), Kulal1 (2023), Irmak (2020, 2021,
2022) ve Yildiz (2023) eserleri incelenebilir.

Bu alt boliimiin son operatorii de literatiirde Tremblay operatorii olarak anilan ve
kesirsel mertebeden tiirev operatorii yardimiyla tanimlanan bir integral doniistimiidiir.
Bu integral doniisimii de yine remark seklinde sunulacak ve bu doniigiim, kompleks
fonksiyonlar kapsaminda ele alimacak ve onun (2.3.7)’deki gibi genel integral

doniistimii ile aralarindaki bazi 6zel iliskiler veya uygulamalar sunulacaktir.

3.2.3 Remark. Asagida verilen parametrelerle ilgili olan
0<a<l, 0<f<1 ve 0=<a—-fB<1

seklindeki Kkosullar altinda, verilen 6(z) gibi bir analitik fonksiyonunun a ve B

parametreli Tremblay operatorii

T o pl0(2)] (3.25)
seklinde gosterilir ve
r - - —
T pl0(2)]: = %zl B DY Fz9-19(2)] (3.26)

seklinde tanimlanir.

Ozellikle, (3.23) ve (2.3.7)’deki ilgili operatdrlerinin (3.26) ve (3.22)’deki gibi verilen
tanimlar dikkate alindiginda

Ta,ﬁ'[g](z) = Ta,ﬁ [6(2)]

_ T _1-p maBr a1
=T 2 D, "[z710(2)]

:¢ 1_.8i Zia-1 _ \B-a
= Tora-ap) > @ (f; t* 100 (z — )P~ *dt)

__® _pd PP _
= toraan ? L 5 (Bap-alt®0(); (z - )F77]) (3.27)
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seklindeki gibi iliskileri de vurgulayalim.

Elbette ki (3.24) ile verilen operator kesirsel mertebeden tiirev operatorii yardimiyla
tamimlanan bir operator oldugundan dolayr Remark 3.2.2°de yer alan ilgili esas
tanimdan hemen sonra vurgulanan 6zel kosullarin gegerliligi burada da zorunlu olmak
durumundadir. Bu 6zel integral dontsiimii ile ilgili olan bazi (6zel veya detayl)
calismalar i¢in, Yildiz (2023) ve Irmak and Engel (2023) ile verilen eserlerdeki sonuglar

da incelenebilir.

Ayrica, yukarida tanitilan Remark 3.2.1, Remark 3.2.2 ve Remark 3.2.3’teki gibi verilen
tim operatorlerin, “Skalarla Carpma” ve “Lineerlik” gibi ¢ok temel ozelliklerinin
saglandig1 kolayca goriilebilir. Ayn1 zamanda verilen tiim tanimlarda ilgili parametreler
elbette ki kompleks sayilardan da olusabilir. Bu gibi durumlarda, ilgili parametrelerin
reel kisimlarinin pozitif olmasi zorunlulugu ilgili genellestirilmis integrallerin

yakinsakliklar1 geregidir.

Onceki boliimlerde de vurgulandig: gibi klasik integral déniisiim (veya operatdr) teorisi
g0z Oniine getirildiginde ornegin, herkesce cok i1yi bilinen Laplace dontisiimii ile ilgili
olan gerek teorik gerekse cesitli uygulama alanlar1 i¢in bilmis oldugumuz kapsamli

bilgiler elbette ki hem
Glv@®su®)] ve B,y [v(e);u®)] (3.28)

seklindeki genel integral doniisiimleri hem de bu genel doniisiimlerle dogrudan ilgili ve

kesirsel mertebeden tiirevlerce tanimlanmis olan
D,%001(z) , D7[01(z) and T,gl6](2) (3.29)

seklindeki gibi tanitilmis operatorlerin gesitli temel 6zellikleri, teorileri ve uygulamaya
yonelik kapsama alanlar1 hafizalarimizda kolayca canlandirilabilir. Ozellikle, Erdelyi
(1954), Sneddon (1972), Davies (2001), Gradshteyn and Ryzhik (2007), Khan and Khan
(2008), Poularikas (2010), Lokenath and Dambaru (2014) ve Aghili and Zeinali (2014)
ile sunulan eserlerindeki temel integral dontistiimii ile ilgili kapsamli bilgiler herkese de

ufuk acacaktir. Bu baglamda (3.28) ve (3.29) ile verilen ilgili (kompleks parametreleri
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iceren) operatorler arasindaki bazi 6zel sonuglar1 da sadece 6nerme seklinde asagidaki

gibi sunmakta yarar goriiyoruz.

3.2.1 Onerme.
0(z)==z" (m>—-1;z€ C")
seklindeki gibi verilen kompleks kuvvet (iistel) fonksiyonu ig¢in, asagida verilenler

dogrudur.

i) Her ¢ > 0igin,

B, 1-o[t™; t] = T(9)D,*[z™]
_ @I+ oy
T TmtetD 2 (3:30)
dir.

i) Her 0 < ¢ < 1 igin,
d
— (B[t t]) = T(1 — @)D [2"]

_ T(1-¢) T(m+1)

T zm=¢ (3.31)

dir.
iii) 0 <oa—B < 1kosulunu saglayan her0< a <1 ve 0 < 8 <1 igin,

d _ _ M) T@-a+p) -
o (B poalt™ 2 t]) = = s 21T 2]

_ TA-a+B)T(m+a) mip-1
= T z (3.32)

dr.

Onerme 3.2.1°de gegen tiim sonuglarda ilgili m sayisinin m € C olmas1 da elbette ki
Re(m) > —1 sartim zorunlu kilar. Aymi zamanda, kullanilan diger parametrelerin
kompleks sayilar olmasi durumunda, onlarin reel kisimlar1 sifirdan biiylik olacak

sekildeki kosullar1 da s6z konusudur.
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Ispat. Yukarida verilen 6nermeler igin sirasiyla (3.18) ile (3.20), (3.22) ile (3.23) ve
(3.26) ile (3.27) doniistimleri ile beraber (2.37) ile verilen genel doniisiim kullanilir,
elde edilen genellestirilmis integrallerin her biri i¢in

T=2zt = dt=zdt
gibi bir degisken degisimleri uygulanir, klasik Gamma ile Beta fonksiyonlar1 birlikte
g6z Online alinir ve detayli elementer islemler yapilirsa sirasiyla, (3.31), (3.32) ve (3.33)
ile verilen esitliklere (veya denkliklere) kolayca wvarilabilir. Detaylar ilgilenen

arastirmacilarin ¢abasina birakilmistir.

3.2.2 Onerme.
0(z) = Sin(yzﬁ) y#0;,>-1,z€ )
seklindeki gibi verilen kompleks trigonometrik fonksiyonu icin, asagida verilenler

daima dogrudur:

i) Her ¢ > 0 igin,

B,1-,[Sin(yz?); t] = T(p) D,°[Sin(yzP)]

— —¢ [yoo CDIYH* paiig
=T(p)?D, [ijowtﬁ( a )]

_1V)Jj2j+1 _ .
=T(p) X2 {%gz¢[tﬁ(21+1)]}

(—l)jyzj“

2j+1)! (3.33)

=T(p) 320

F[ﬁ('2j+1)+2] Zﬁ(2j+1)+(p}
T[B(2j+1)+¢p+1]

dir.

i) Her ¢ > 0 igin,
]B%Z'_q,[Sin(yzﬁ) ; t] =T'(p) DY [Sin(yzﬁ)]

— w (DIl i
=T(1-¢)D; [2j=owtﬁ(2’+l)]

== g et

DIyt
j+1)!

=T(p) T2 f
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dir.

T[B(2j+1)+2]

LA R N (TR0 Dl
TBZj+D)—p+1] > } (3.34)

iv) 0 < o — B < 1 kosulunu saglayan her 0< a < 1 ve 0 < f < 1 sayilari igin,

iz (Bop-alSin(yz") ;1))

— INa) T(1-a+p)

L)

I

rp)

— I'a) T(1-a+p)

rg)

: I'(a) T(1-a+p)

rp)

I'a) T(1-a+p)

S

zP1T [ Sin(yzF)]

INa) T(1-a+p) _ o (=1)Jy2i+t .
v merP) LB T g [Zj_o—ytﬁ(2]+1)]

(2j+1)!

SB-1 Zﬁo{(—l)"y”*l T [tB(2j+1)]}

2j+1)!

ZB-1 Z;’;o { (=Dfy2H Top [tﬁ(2j+1)]}

2j+1)!

(_1)jy2j+1
2j+1)!

(3.35)

FrA-a+pB) T(BRRj+1)+a) Zm+[,>_1)
T'(B(2j+1)+B)

dir.

Ispat. Onerme 3.2.1’in ispatinda vurgulanan tim adimlarmin bir kez de (3.12)’de
verilen kompleks degiskenli trigonometrik fonksiyonuna ait kuvvet serisi i¢in goz
ontine alinmasi gerekli ispat icin yeterli olacaktir.

Yukarida sadece tanimlamis oldugumuz iki kapsamli doniiglimiin baz1 06zel
doniistimlerle olan iligkileri belirledik ve ardindan da onlarla ilgili sadece iki kapsamli
onerme olusturduk. Bilindigi gibi bilindik 6zel doéniisiimlerin genel ozellikleri ve
bunlarin gesitli (uygulama) alanlardaki rolii oldukca genistir. Ilgili arastirmacilar icin

farkli ufuklar agmak adina, asagidaki 6zel bilgilendirmelerin yine elde edilecek olan

diger (farkli) doniisiimler i¢cin de géz Oniine alinabilecegini belirtmek istiyoruz.
Ornegin;

I. Ikinci ve {iciincii béliimlerde (veya ilgili alt béliimlerde) sunulmus olan tiim

sonuglarda (6nermelerde, remarklarda veya ozel orneklendirmelerde) gegen ilgili
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parametrelerin uygun (mantikli) secilmesi durumunda, asir1 sayida 6zel sonuglar
kolayca elde edilebilir. Ornegin, Remark 3.1.3 yardimiyla olusturulmus olan (3.12)-
(3.16) arasindaki 6zel sonuglar gibi ¢cok sayida farkli sonuglar yeniden iiretilebilir. Bu
gibi 6zel sonuglarin her biri igin (2.2.9) ve (2.3.7) doniisiimleri (veya bu doniisiimlerin

daha 6zel halleri olan bilindik doniistimler) yeniden belirlenebilir.

Il. Remark 3.1.3 go6z Oniine alinarak (3.17)’de belirtilen daha kapsamli (reel veya
kompleks) formdaki yapilar i¢in (2.2.9) ve (2.3.7) doniisiimleri (veya bu doniisiimlerin

daha 6zel halleri olan 6zel doniisiimler) yine yeniden belirlenebilir.

I11. ikinci boliimde gegen ve (2.1.18) seklindeki genel forma sahip (reel veya kompleks)
seri agilimli I3 (z) seklindeki fonksiyonu igin Kesirsel Mertebeden Integral
Operatoriinii, Kesirsel Mertebeden Tiirev Operatoriinii ve Tremblay Operatoriinii
kapsayan (2.2.9) ve (2.3.7) integral operatorleri goz Oniine almabilir ve (2.1.18)
fonksiyon seri aciliminda ilgili katsayilar farkli farkli secilerek farki elementer
fonksiyonlarin belirtilen 6zel ve genel doniisiimleri belirlenebilir. Ornegin, seri agilimda
gecen;
a)n:=% (n=1;2;3; -+ )

secilmesi sonucu,

o 1
Li(z):=e?—-1= Yoo 2"

seklindeki elementer formdaki (kompleks degiskenli) fonksiyonu ile onun kuvvet seri

acilimi elde edilir.

IV. Bu aragtirmada 6zel fonksiyonlardan olan sadece Gamma ve Beta fonksiyonlari
tanitilmisti. Gerek bu fonksiyonlarla alakali olan gerekse cok sayida diger o6zel
fonksiyonlarla iligkilendirilebilen ¢esitli fonksiyonlar mevcut olup bunlarin her biri
belirlenebilir ve dnceden tanitilmis olan temel veya genel doniigiimler altindaki etkileri
belirlenebilir. Ozellikle 6rnegin Mittag-Lefler fonksiyonu, Hypergeometrik Geometrik
fonksiyonlar gibi 06zel fonksiyonlar ile elde edilebilecek sonuglar ilgili 6zel
fonksiyonlar veya denklemlerle dogal iliskilerine odaklanilabilir ve belirtilen operatorler

altindaki degisimleri de belirlenebilir. Oldukca 6zel bir O6rnek olmasi agisindan,
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literatiirde hem reel hem de kompleks parametreli formu olarak sik¢a karsilasilan ve
hem miihendislik hem de uygulamali bilimlerde oldukg¢a 6nemli rolii olan

2

erf(z) = = foze_pzdp
seklindeki gibi bilinen hata (error) fonksiyonununda gegen ve o6zellikle (2.1.19) ile

verilen iistel fonksiyonuna iliskin seri agilimdan, yani

—p? (o] (_1)j ]
e = 570 5 p?

seri agilimindan faydalanarak

—1)J ,
i) = 2 (S

2 co (_1)j z i
R f=°{ 7o pZJdp}

_ 2y DI 504
= =20 5am 2 (ze ©)

seklindeki gibi karsilasilan ilgili hata (error) fonksiyonunun ikinci tanimi olarak bilinen
seri acilimi da elde edilir. Boylesi bir seri agilimli fonksiyonun yukaridaki (adimlardaki)
gibi vurgulanan o6zel ve genel doniisiimler kolayca belirlenebilir. Ilgili &zel
fonksiyonlarla da ilgili olan daha fazla 6zel (veya 6zgiin) sonuglar (teoriler ve bagintilar
vs) acisindan Lebedev (1965), Zhang and Jin (1966), Abramowitz and Stengun (1971),
Andrews (1985), Olver et al. (2010), Wang and Guo (2010), Beals and Wong (2010),
Akkoyun (2020), Yildiz (2023) ve Kulali (2023) eserleri olduk¢a detayli bilgi

icermektedir.

V. 2.2 ve 2.3 ile verilen alt boliimlerde tanimlanmis olan ilgili genel iki doniisiimiin
bilindik 6zel doniisiimleriyle belirtilen ¢esitli 6zel iliskilerden (denkliklerden) hareketle,
(2.2.9) ve (2.3.7) genel doniisiimlerinin teorileri ve uygulamalar1 da genisletilebilir.
Ornegin, asagidaki gibi verilen ve herkesce c¢ok iyi bilinen Laplace déniisiimii ile
kesirsel mertebeden integral doniisimii ve kesirsel mertebeden tiirev dontisimii
arasindaki asagidaki iki 6nerme, vurgulanan tartismalarin veya onerilerin boyutunu da

yine oldukca genisletecektir.

59



i) neN*, p €C ve Re(ep) > 0 olmak tizere, (3.20) ile verilen v := v(t) gibi bir
fonksiyonunun kesirsel mertebeden integral doniisiimiiniin Laplace doniisiimii ile olan
iligkisi:

s?L{D,*[v(®)]}(s) = LIv(D)](s) .

i) neN*, seC ve n—1<Re(p) <n olmak tizere, (3.22) ile verilen v := v(t)
gibi bir fonksiyonunun kesirsel mertebeden tiirev doniisiimiiniin Laplace doniisiimii ile

olan iligkisi:
L{DL[v(O1}s) = s2L [v()](s) — T3zis! DY [w(0)]

seklindeki bagmtilar yine yukarida vurgulanan (genel veya 6zel) donisiimler
kapsaminin genisletilmesinde yol gosterici olacaktir. Bu aragtirmada, yukaridaki temel
bagintilara benzer olarak bilinen baz1 6zel doniisiimlerle ilgili olan ¢esitli ¢calismalar

referanslar verilmistir. Her biri tizerine odaklanilabilir.

4. SONUC VE ONERILER

Temelde dort boliimden olusan bu bilimsel ¢alismanin ilk béliimiinde ¢alismanin esas
konusu ile dogrudan iligkili olan baz1 (reel veya kompleks parametreli (degiskenli)) 6zel
fonksiyonlar ile (integral) doniisiim teorisi hakkinda bazi temel bilgilendirmeler ile
birlikte literatiir sunumu gerceklestirilmistir. ikinci béliimde ise baz1 6zel fonksiyonlara
iligskin gesitli bilgiler ve Irmak ve Ac¢ikgdz (2023) tarafindan tanimlanmis ve tlizerinde
calistlmis genel formda olan iki (integral) doniisiimii sunulmus, ardindan da ilgili
fonksiyon ve doniisiimlerle ilgili ¢esitli 6zellikler, onermeler ve 6rnekler sunulmustur.
Ugiincii  boliimde de ikinci boliimde olusturulmus olan genel formdaki integral

dontisiimlerinin ¢esitli (reel veya kompleks formdaki) doniistimlerle olan bazi iliskileri
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aciga cikarilmis ve onlarla ilgili ¢esitli onermeler, sonuglar, bazi 6nerilerde bulunulmus
ve her biri i¢in de elementer Ornekler verilmistir. Ayrica, ilgili (genellestirilmis)
integrallerin (operatorlerin) ¢esitli (bilim) alanlarindaki kapsamli uygulamalarina
yonelik bazi 6zel agiklamalara (veya orneklendirmelere) yer verilmistir. Ozellikle,
cesitli hazir programlar yardimiyla, ilgili Onermelerde, remarklarda veya ilgili
sonuglarda kullanilan parametrelere iliskin uygun (mantikli) kisitlamalar altinda ve
uygun se¢imlerle olusturulacak olan (reel veya kompleks parametreli) fonksiyonlardan
yararlanarak (2.2.2)-(2.2.4), (2.3.1)-(2.3.3), (2.3.11)-(2.3.12), (3.3)-(3.16) ve (3.30)-
(3.35) arasinda gegen her bir 6zel sonuca iliskin 6zel hesaplamalar yapilabilir ve hatta
bu 6zel hesaplamalar kullanilarak 2D veya 3D boyutlarindaki cesitli grafikler de
olusturulabilir (veya gergeklestirilebilir).
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