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OZET

EPIDEMIK SIR MODELININ VE LINEER OLMAYAN PANTOGRAF
DIFERANSIYEL DENKLEMLERININ MORGAN-VOYCE POLINOMLARI
YARDIMIYLA YAKLASIK COZUMLERI

Gozde SAHIN

Yiiksek Lisans Tezi,
Matematik Anabilim Dal1
Damigman: Dr. Ogr. Uyesi Ozgiil ILHAN
Ocak 2024, 82 Sayfa

Bu calismada, Morgan-Voyce siralama metodu kullanilarak bir popiilasyonda 6limciil
olmayan bir hastaligin yayilmasi probleminin ve lineer olmayan pantograf diferansiyel
denklemlerin yaklasik ¢oziimleri elde edilmektedir. Bu metot, bilinmeyen katsayili
Morgan-Voyce serisini kullanarak yaklasik c¢oziimleri genisletip problemi lineer
olmayan bir cebirsel denklem sistemine indirger. Morgan-Voyce polinomlarinin bu
katsayilar1 tlirevlerin matris islemleriyle birlikte siralama yontemi kullanilarak
hesaplanir. Boylece istenilen yaklasik ¢6ziimler bulunmus olur. Ayrica metodun
hassasligini tayin etmek i¢in hata analizi yapilmistir. Metodun kullanilabilirligini ve
etkinligini gostermek icin birka¢ Ornek verilmistir. Bu Orneklerden elde edilen
sonuglar literatiirde bulunan diger metotlarla karsilastirilmistir. Hesaplamalari yapmak
icin MATLABR2022a programi kullanilmastir.

Anahtar kelimeler: SIR Model, Lineer Olmayan Pantograf Diferansiyel Denklem,
Morgan-Voyce Siralama Metodu, Morgan-Voyce polinomlari
ve Serileri, Yaklasik ¢oziim, Siralama noktalar1



ABSTRACT

APPROXIMATE SOLUTIONS OF THE EPIDEMIC SIR MODEL AND
NONLINEAR PANTOGRAPH DIFFERENTIAL EQUATIONS USING
MORGAN-VOYCE POLYNOMIALS
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Master of Science (M.Sc.)
Department of Mathematics
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Ozgiil ILHAN
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In this study, approximate solutions of the problem of the spread of a non-fatal disease
in a population and nonlinear pantograph differential equations have been obtained by
using the Morgan-Voyce collocation method. This method expands the approximate
solutions using the Morgan-Voyce series with unknown coefficients and reduces the
problem to a nonlinear system of algebraic equations. These coefficients of Morgan-
Voyce polynomials are calculated using the collocation method together with matrix
operations of derivatives. Thus, the desired approximate solutions are found. In
addition, error analysis is performed to determine the sensitivity of the method. A few
examples are given to demonstrate the usability and effectiveness of the method. The
results obtained from these examples are compared with other methods found in the
literature. MATLABR2022a program is used to perform the calculations.

Keywords: SIR Model, Nonlinear Pantograph Differential Equation, Morgan-Voyce
Collocation Method, Morgan-Voyce Polynomials and Series,
Approximate Solution, Collocation points
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1. GIRIS

1.1. Sir Modeli

Adi diferansiyel denklem ve sistemleri, biyoloji, fizik miithendisligi, finansal veya
sosyolojik alanlarda 6nemli 6l¢iide matematiksel ifadeler igerdiginden bazi gercek
hayat problemlerini temsil etmede kullanilmaktadir. Bu alandaki birgok lineer
olmayan problemin adi diferansiyel denklem ve sistemleri ile iyi modellenebilecegi

bilinmektedir.

Bolmeli modeller genellikle bulasici hastaliklarin matematiksel modellemesinde
kullanilir. SIR modeli de bulasici hastaliklarin matematiksel modellemelerinden
biridir. Burada, S duyarli birey sayisini, I enfekte bireylerin sayisini, R de iyilesen

bireylerin sayisin1 gostermektedir.

Burada S, I, R'nin siras1 akis modellerini gosterir. Ornegin SEIS duyarli, maruz
kalms, enfekte ve tekrar duyarli durumlarini ifade eder. Bu tiir modeller ilk olarak 20.
Yiizyilin baglarinda goriilmiistiir. Bu konu ile ilgili baslica ¢alismalar 1916’ da Ross
(1916), 1917’ de Ross ve Hudson (1917), 1927°de Kermack ve McKendrick (1927) ve
1956’ da Kendall (1956) tarafindan yapilmistir. Bu modeller genellikle adi diferansiyel
denklemlerle modellenirler. Fakat daha dogru modeller stokastik (rastgele)

denklemlerle olusturulur ama bu denklemlerin analizi ¢ok karmasiktir.

Bir bulasici hastaligin nasil yayildig1 veya enfekte olan toplam say1 veya bir salginin
sliresi gibi seyleri tahmin etmekle birlikte iireme sayisi gibi epidemiyolojik
parametreleri yaklasik olarak hesaplayabilmek i¢cin bu modeller kullanilir. Bu tiir
modeller farkli halk sagligi miidahalelerinin salginin seyrini nasil etkileyebilecegini
belirlemede biiyiik bir rol oynar. Ornegin, belitli bir popiilasyonda sinirli sayida as1

yapmak i¢in en etkili yontemin ne oldugunu gosterebilir.


https://en.wikipedia.org/wiki/Basic_reproduction_number
https://en.wikipedia.org/wiki/Basic_reproduction_number

SIR modellerinin kesin ¢dziimlerini bulmak 6nemlidir. Ciinkii biyologlar, dogal
baslangic kosullarin1 ele alarak bulagic1 hastaliklarin yayilmasini gézlemlemede
deneyler tasarlamak ve yiiritmek i¢in SIR modelini kullanabilirler. Bu deneyler ve
matematiksel modelleme aracilifiyla, salginlarin yayilmasini kontrol etmenin yollar1
Ogrenilebilir. Aslinda bu tiir doga olaylarim1 temsil eden problemler icin kesin

¢Ozlimler elde etmek son derece zordur.

En basit bulasict hastalik modellemelerinden birisi SIR modelidir. Bu model {i¢ tip
bireyden olusur: hastaliga duyarl olabilecekler, hastaliga yakalanmis olabilecekler ve

iyilesmis veya hastaliga bagisikligi olabilecekler.
Model bu nedenle ii¢ sinifa veya duruma sahiptir.

S: Duyarli bireylerin sayisi. Duyarli ve bulasici bir birey "bulasici temasda"

bulundugunda, duyarl birey hastaliga yakalanmis olur ve bulasici boliime aktarilir.

I: Enfekte bireylerin sayisi. Bu boliimdekiler, enfektedirler ve duyarli bireyleri enfekte
edebilirler.

R: Iyilesen bireylerin sayisi. Bunlar, hastaliktan kurtulmus ve iyilesen bolmeye gecen
ya da 6lmiis kisilerdir. Olii sayis1 toplam niifusa gdre 6nemsiz sayilmaktadir. Bu

bolme " kurtarilmis " veya " direngli " olarak da isimlendirilir.

Bu model, insandan insana bulasan ve kizamik , kabakulak, kizamikgik ve covid gibi

iyilesmenin kalici direng sagladigi bulagici hastaliklar i¢in uygun bir modeldir (Yang
vd., 2020).

Bununla birlikte, epidemiyoloji disinda, sarki popiilaritesinin yayilmasi, siyasi
etkinin, sOylentilerin ve silah sahipliginin modellenmesi gibi durumlarda kullanilmistir

(Shirzad ve Viney, 2023).

(S, Ive R), belirli bir zamanda her bolmedeki insan sayisimi ifade eder. Duyarli,
enfekte ve iyilesen bireylerin sayisinin zamana bagli olarak degisecegini ifade
edebilmek i¢in (toplam popiilasyon sabit kalmak iizere), S, I ve R’yi t'ye bagl bir
fonksiyon olarak gosteririz: S (t), I (t)veR (t) fonksiyonlar: birt anindaki
sirastyla duyarli, enfekte ve iyilesen bireylerin sayisini gosterir. Toplam popiilasyon
biiyiikliigi sabit kalsa bile S(t), I(t) ve R(t) fonksiyonlari zamanla degisebilir. Belirli
bir popiilasyondaki bir hastalik i¢in salginlari tahmin etmek ve onlart kontrol altina

alabilmek i¢in bu fonksiyonlar ele alinabilir (Yang vd., 2003).
2


https://en.wikipedia.org/wiki/Measles
https://en.wikipedia.org/wiki/Mumps
https://en.wikipedia.org/wiki/Rubella

S,1 ve R, t zaman degiskenine bagli fonksiyonlar olarak yazildigindan her bolmedeki
sayilarin zamana bagli olarak dalgalanabilmesi yoniinden model dinamiktir. Bu
dinamik yoniin 6nemi, Birlesik Krallik’ta 1968’de bir aginin tanitilmasindan onceki
kizamik hastaliginda da goriildiigli gibi kisa bir bulasic1 doneme sahip endemik bir
hastalikta en belirgin sekilde ortaya ¢ikar. Bu tiir hastaliklar zamanla S(t) sayisindaki
degisimden etkilenerek salgin dongiileri seklinde gozlemlenir. Bir salgin esnasinda,
duyarl bireylerin sayisi, daha ¢ok duyarli birey enfekte oldukca ve bdylece bulasici
ve iyilesen bolmelere girdikce hizla diiser. Bu dongii, 6rnegin duyarli bélmede dogan
bireylerin bir sonucu olarak, duyarli kisilerin sayis1 yeniden olusana kadar devam

eder.

Popiilasyonun her bir {iyesi tipik olarak duyarlidan bulasiciya ve iyilesene yoniinde
ilerler. Bu boliimlerin farkli bolmeleri ve oklarin bolmeler arasindaki gegisi asagidaki

sema ile gosterilir,

BSI/N vl
Duvarl e Bulasici — Kurtarilds

Sekil 1.1. Bir SIR epidemi modelindeki durumlar ve bireylerin bunlar arasinda gecis oranlari

Modelin tam o6zellikleri igin, oklar bdlmeler arasindaki gecis oranlari ile

etiketlenmelidir.

N toplam niifus, £ her bir kisi basina bir zaman birimi i¢indeki ortalama temas sayisini
gostermek tizere, S ve I arasindaki gegis hizinin %? = — % oldugu kabul edilir. 3,
duyarli bir bireyin bulasict bir nesne ile temasinda hastaligin bulasma olasilig: ile
carpitlir. SI/N? bulasic1 ve duyarli bireyler arasindaki temaslarin, duyarli kisinin
enfekte olmasiyla sonuglanan temaslara oranidir. Bulasici bireylerin sayisi olan y/ ile
I ve R arasindaki gec¢is oraninin orantili oldugu kabul edilir. Bu durum, bulasict bir
bireyin herhangi bir dt zaman araliginda iyilesme olasiliginin ydt oldugunu kabul
etmekle denktir. Bir birey ortalama bir D siiresi boyunca bulasiciysa, o zaman y =
1/ D. Bir bagka ifadeyle y, bir bireyin bulasici durumda gecirdigi siirenin iistel
dagilima sahip rastgele bir degiskenidir.


https://en.wikipedia.org/wiki/Epidemic

SIR modeli, I-R gecis hiz1 i¢in daha karmasik ve gergeke¢i dagilimlar kullanilarak
degistirilebilir (6rn. Erlang dagilimi (Wang vd., 2023) ). Bulasici bolmeden ¢ikis
olmadigr 6zel durumda SIR modeli ¢ok basit bir SI modeline doniisiir. Bu SI

modelinde her birey sonunda enfekte olacak sekilde lojistik bir ¢6ziim bulunur.

Basit boliim modellerinde dogum ve 6liim ¢ogunlukla g6z ardi edilir. Cilinkii grip gibi

bir salginin dinamikleri genellikle dogum ve 6liim dinamiklerinden ¢ok daha hizlidir.

Hayati dinamikler icermeyen (dogum, &liim) SIR sistemi, asagida verilen adi

diferansiyel denklemler sistemi ile ifade edilebilir (Beckley vd., 2020; Simon,2020),

(45 _ _BIS
at N’
a _ BIs _
L &=n
dt Y,

Burada S, duyarl niifus sayisini, I enfekte niifus sayisini, R kurtarilmig (6lmiis veya

iyilesmis) niifus sayisin1 ve N de bu {igiiniin toplamin1 gosterir.

Bu sistem lineer degildir, ancak analitik ¢6ziimiinii kapali bigimde tiiretmek

miimkiindiir (Harko vd., 2014). ilk olarak, sunu not edelim,
ds  dl , dR _
FTTRIPTA

denkleminden
S(t) +I(t) + R(t) = sabit = N,

elde edilebilir.

Burada niifus sabiti matematiksel olarak N ile ifade edilir. Yukaridaki iliski, denklemi

yalnizca ii¢ degiskenden ikisi i¢in incelenmesi gerektigini gosterir.

Ikinci olarak, bulasic siifin dinamikleri asagidaki oranla ifade edilebilir,

B
Ry ==
07y


https://en.wikipedia.org/wiki/Erlang_distribution

Bu oran, temel ¢ogaltma orani olarak da adlandirilir. Bu sayi, tiim deneklerin duyarl
oldugu bir popiilasyondaki tek bir enfeksiyondan beklenen yeni enfeksiyon sayisi
olarak elde edilir (bu yeni enfeksiyonlara bazen ikincil enfeksiyonlar denir) (Krylova
ve Earn, 2013; Hethcote, 2000).

Yukaridaki modelde,
F =pI
fonksiyonu duyarli bireylerin bolmesinden bulasici bireylerin bolmesine gegis oranini

modeller ve enfeksiyonun giicii olarak adlandirilir.

Bununla birlikte, bulasici hastaliklarin biiytlik siniflar1 i¢in, bulasict kisilerin mutlak
sayisina degil, bunlarin fraksiyonuna (toplam sabit N popiilasyonuna gore) bagl bir

enfeksiyon giiciinii dikkate almak daha gercekei olacaktir ve F agsagidaki gibi olacaktir,
I
F = ,8 N

Capasso (1993) ve daha sonra diger yazarlar, bulagsma siirecini daha gergekgi bir

sekilde modellemek i¢in enfeksiyonun dogrusal olmayan kuvvetlerini 6nerdiler.

1.2. SIR Modeline Tam Analitik Coziimler

Harko ve digerleri (2014), SIR modeline tam olarak analitik ¢6ziim adi verilen

(yalnizca sayisal olarak hesaplanabilen bir integral iceren) bir ¢ozliim tiirettiler.

S(u) = S(t), vb., hayati dinamik kurulumunun olmadig1 durumda, t =

N 1 du*

=2 icin ve
B uu*I(u*)’ p - ﬁ’lgln

(5(1),1(1),R(1)) = (5(0), N — R(0) — S(0),R(0)),ur <u <1,
baslangi¢ kosullar ile

S(w) =SO)u
I(u)=N—-R(u) —S()
R(u) = R(0) — plIn(w)



zaman parametresine karsilik gelir. Burada, u;, I(uy) = 0 kosulunu saglar. R, igin

_RoQ—R(O)
transandantal denklemden, S(0) #0 ve I, # 0 ise ur =e » (= T;’)) sonucu

cikar.

Miller (Eyliil 2017; Subat 2017) tarafindan bulunan esdeger analitik ¢oziim (yalnizca

sayisal olarak hesaplanabilen bir integral igeren) asagidaki gibidir,

S(t) = §(0)e~¥®

I(t) =N —-S(t) —R(t)

R(t) = R(0) + pe(t)
t

e(t) = %f 1¢Hdt”

0

Burada, &(t) bir bireyin t zamanmna kadar almasi beklenen iletim sayisi olarak

yorumlanabilir. iki ¢oziim e ~® = v ile iliskilidir.

Etkili olarak aym1 sonug, Kermack ve McKendrick'in orijinal calismasinda

bulunabilir (Kermack ve McKendrick, 1927).

Bu ¢oztimler, orijinal diferansiyel denklemlerin sag taraflarindaki tiim terimlerin | ile
orantili olduguna dikkat edilerek kolayca anlasilabilir. Boylece denklemler I ile
boliinebilir ve sol taraftaki diferansiyel operator basitce d/d, olacak sekilde zaman

yeniden dlgeklendirilebilir. Burada d, = Idt yani t = [ Idt seklindedir. Diferansiyel
denklemler artik tamamen lineerdir ve Z—}: = sabit formundaki ti¢lincii denklem, 7 ve
R'nin (ve yukaridaki &'nin) basit¢ce dogrusal olarak iligkili oldugunu gosterir.

SIR modelinin son derece dogru bir analitik yaklasiminin yani sira So,, I, V€ Ro, SON
degerleri icin kesin analitik ifadeler Kroger ve Schlickeiser (Kroger ve Schlickeiser,
2020) tarafindan saglanmistir, boylece SIR modelini ¢ozmek igin sayisal bir
entegrasyon gerceklestirmeye gerek yoktur. Parametrelerini mevcut verilerden elde
etmek veya SIR modeliyle modellenen bir salginin gelecekteki dinamiklerini tahmin
etmek i¢cin Microsoft Excel kullanilarak COVID-19 sayisal simiilasyonuna iliskin
basitlestirilmis bir O6rnegin uygulamasina buradan ulasilabilir (Miller, 2012).
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Yaklasim, Microsoft Excel , MATLAB ve Mathematica gibi tiim temel veri

gorsellestirme yazilimlarinin bir pargasi olan Lambert W islevini igerir .

Kendall (1956) baslangi¢ kosullar1 S(0),1(0) ve R(0) 'in yukaridaki iliskiler yoluyla
baglandig: tiim zamanlarin SIR modeli denilen modeli degerlendirirken, Kermack ve
McKendrick (1927) S(0) ve I1(0)1n her ikisinin de keyfi oldugu daha genel yari
zamanli durumu incelemeyi 6nerdi. Yar1 zamanli SIR modeli (Kroger ve Schlickeiser,
2020) olarak adlandirilan bu ikinci versiyon, yalnizca t > 0 gelecek zamanlar igin
tahminlerde bulunur. Yar1 zamanli SIR modeli i¢in de son degerlere yonelik analitik

bir yaklasim ve kesin ifadeler mevcuttur (Schlickeiser ve Kroger, 2021).

1.3. SIR Modeline Yaklasimlarla Sayisal Coziimler

SIR modelinin sayisal ¢dziimleri literatiirde bulunabilir. COVID-19 yayilma verilerini
analiz etmek i¢in modelin kullanilmasi buna bir érnektir (Hart vd., 2021; Smith vd.,

2022). Sayisal yaklagimla analiz edilen verilerden {i¢ ¢ogaltma sayisi ¢ikarilabilir,

Temel ¢cogaltma sayisi: Ry = %
0
Gercek zamanli cogaltma sayisi: R, = %
t
ve gercek zamanl etkili ¢ogaltma sayisi: R, = %
t

Ry, tiim popiilasyonlarin duyarli oldugu varsayildiginda yayilmanin baslangicindaki
tireme hizim1 temsil eder; B, = 0.4giin~! ve y, = 0.2giin~! ise ortalama olarak
bulasic bir kisinin giinde 0.4 duyarl kisiye bulagtirdigi ve 1/0.2 = 5 giinde iyilestigi
anlamina gelir. Ry = 2, bulasici kisilerin sayis1 5 giinliik bir dongiide ikiye katland1
yani kisi iyilestiginde, bu kisiden dogrudan bulasan iki kisi hala bulasicidir. Model
tarafindan simiile edilen verilerin R, = 2 ile uygun hale getirilmis gercek verilerle
karsilastirilmasi, enfekte olan kisi sayisinin 5 giinden daha kisa bir siirede iki katina
¢ikmasina neden olacaktir. Ciinkii bu iki enfekte olan kisi baskalarin1 enfekte
etmektedir. SIR modelinden, £ ’nin hastaligin dogasi tarafindan belirlendigini ve ayni
zamanda bulasici kisi [ ile duyarl kisiler S arasindaki etkilesim sikligiyla ve ayrica
etkilesimin yogunlugu/siiresiyle, yani ne kadar yakin etkilesimde bulunduklari, ne
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kadar siireyle etkilesimde bulunduklar1 ve maske takip takmadiklar1 gibi faktorlere
bagli olarak bir fonksiyon oldugunu anlayabiliriz. Bu nedenle, tasiyicilarin ve duyarl
kisilerin ortalama davraniglar1 degistik¢e f zaman i¢inde degisir. Model, bu faktorleri
temsil etmek i¢in SI” y1 kullanir ancak aslinda yayilmay1 dnlemek icin higbir 6nlem
alinmadig1 ve tiim popiilasyonun duyarli oldugu, dolayisiyla tim degisikliklerin
degisikligi tarafindan absorbe edildigi baslangi¢ asamasina referans verilmektedir. y,
bulasici kisinin semptomlar gosterdiginde tibbi yardim isteyecegini veya kendini izole
edecegini varsayarsak, genellikle zaman iginde daha stabildir. Yani R;'de degisiklikler
bulursak, biiyiik olasilikla toplumdaki insanlarin davranislari salgindan 6nceki normal

kaliplarindan farkli hale gelmistir veya hastalik yeni bir forma doniismiistiir.

Duyarli yakin temaslarin masrafli kitlesel tespiti ve izolasyonunun, 1/y’ nin
azaltilmasi tlizerinde etkileri vardir, ancak bunlarin verimliligi tartisilmaktadir. Bu
tartisma biiylik Ol¢lide, enfekte duyarl bir kiside bir semptomun ortaya ¢ikmasindan
once, bulasic1 veya tespit edilebilir olduktan sonra (hangisi 6nce gelirse) gegen giin
sayisinin kisaltilmasi1 konusundaki belirsizlik {izerinedir. Kisi semptomlar ortaya
ciktiktan sonra bulasiciysa veya tespit yalnizca semptomlart olan bir kiside ise
yartyorsa, bu dnleme yontemleri gerekli degildir ve kendi kendine izolasyon veya tibbi
miidahale 1/y degerlerini azaltmanin en iyi yoludur. COVID-19 bulasici doneminin
tipik baslangici, semptomlarin ortaya ¢ikmasindan itibaren bir giin kadardir ve bu da
birkac giin i¢inde tipik siklikta yapilan yogun tespitleri ise yaramaz hale getirir. R
bize, toplumdaki duyarl kisilerin oraninin iyilesme veya asilama sonrasinda dnemli
Olciide duistiigii sonraki agamalarda yayilmanin hizlanip yavaslamayacagini soylemez.
R,, duyarli popiilasyonun fraksiyonunu toplam popiilasyonla ¢arparak bu seyreltme
etkisini diizeltir. Hastaligin yayilmasimin orta ve ge¢ evrelerinde etkilesimin ¢ogu
bagisiklik kazandiginda, bulasici bir kisi ile toplumun geri kalami arasindaki

etkili/bulasici etkilesimini diizeltir.

Boylece,

R, > 1 ise, iistel benzeri bir salgin goriiliir;

R, = 1 ise, sabit bir duruma ulasilmistir ve bulasici kisilerin sayis1 zamanla degismez,;

R, < 1 ise, hastalik zamanla ¢iiriir ve kaybolur.



SIR modelinin diferansiyel denklemlerini kullanarak ve bunlari niimerik ayrik
formlara doniistiirerek, tekrarlama bagintilar1 kurulabilir ve herhangi bir baslangic
kosuluyla S, I ve R popiilasyonlar1 hesaplanabilir, ancak referans noktasindan itibaren
uzun bir hesaplama siiresi boyunca hatalar birikir. Bazen hatalar1 tahmin etmek igin

yakinsama testine ihtiya¢ duyulur.

Verilen bir dizi baslangi¢ kosulu ve hastalik yayilma verileri ile, veriler ayn1 zamanda
SIR modeli ile uyumlu hale getirilebilir ve genellikle hatalar, referans noktasindan kisa
zaman adimi nedeniyle ihmal edilebildiginde {i¢ lireme sayisimi elde etmek
miimkiindir. (Miller, 2012; Miller, 2017). Zamanin herhangi bir noktasi, niifus gibi
zamanla gelisen parametrelerin varsayimiyla bu sayisal model kullanilarak gelecegi
tahmin etmek ic¢in baslangi¢ kosulu olarak kullanilabilir. Ancak bu referans
noktasindan uzakta, hatalar zamanla birikecektir, bu nedenle daha dogru sonugclar i¢in
en uygun zaman adimimni bulmak amaciyla yakinsama testine ihtiya¢ vardir. Bu ii¢
tireme numarast arasinda Ry, Kkontrol baskisin1 degerlendirmek igin oldukca
kullanighidir; 6rnegin biiyiik bir R, degeri, hastaligin ¢ok hizli yayilacagi ve kontrol
edilmesinin ¢ok zor olacagi anlamima gelir. R;, hastaligin gelecekteki durumunu
tahmin etmede en faydali olanidir; 6rnegin, sosyal etkilesimlerin salgin 6ncesine gore
%50 oraninda azaldigini ve insanlar arasindaki etkilesim yogunluklarinin ayni
oldugunu biliyorsak, bu durumda R; = 0.5R, alabiliriz. Sosyal mesafe ve maskeler
enfeksiyon verimliligine %50' lik bir azalma daha eklerse, R, = 0.25R,, alabiliriz. R,,
yayllmanm dalgalariyla mitkemmel bir sekilde iligkilenecektir ve R, > 1 oldugu
zaman yayilma hizlanir, R, < 1 oldugunda ise yayilma yavaslar; bu nedenle R,, kisa
vadeli egilimlere dair tahminler olusturmak i¢in kullanish olacaktir. Ayrica, siirii
bagisikligi asamast icin asilama/bagisiklamanin esik popiilasyonunu dogrudan

hesaplamak i¢in R, = R alinabilir.

1.4. Hayati Dinamiklere ve Sabit Niifusa Sahip SIR Modeli

Oliim oram1 u ve dogum orami A ile karakterize edilen ve bulasici bir hastaligin

yayildig1 bir popiilasyonu ele alalim. (Beckley vd., 2013)



Hastaliksiz dengenin (DFE) (S(t),1(t),R(t)) = (%,o,o) oldugu, kitle etkili

yayilima sahip model asagidaki gibidir,

dS_A . BIS
dt K N
dl  BIS

— = yI—ul
aa_ N ' TH
dR_ ; R
prad il

Bu durumda, temel bir ¢ogaltma sayisi tiiretebiliriz, bu sayi

B

Ry = ——
" Tu+y

seklindedir ve esik oOzelliklere sahiptir. Aslinda biyolojik olarak anlamli baslangic

degerlerinden bagimsiz olarak sunu gosterebiliriz,
. A
Ry < 1= lim(S(),1(t), R(t)) = DFE = (;,0,0)

Ro=>1,1(0)>0= EL@O(S(t),I(t),R(t)) =E

= (%“%(Ro 1), 5 (R~ 1)>.
EE noktasina Endemik Denge denir (hastalik tamamen ortadan kaldirilmaz ve
popiilasyonda kalir). Bulugsal argiimanlarla, Ry'mn tamamen duyarl bir popiilasyonda
tek bir bulasic1 denegin neden oldugu ortalama enfeksiyon sayisi olarak okunabilecegi
gosterilebilir; yukaridaki iligki biyolojik olarak bu saymin birden az veya bire esit
olmast durumunda hastaligin yok olacagi anlamina gelir, oysa bu say1 birden biiyiikse

hastalik popiilasyonda kalic1 olarak endemik kalacaktir.
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1.5. Diger Coziim Yontemleri

Lineer olmayan terimleri iceren adi diferansiyel denklem sistemlerinin kesin
¢oziimlerini bulmak ¢ogu durumda son derece zor olabilir. Ayrica, adi diferansiyel
denklem sistemlerinin tam ¢oOziimleri kesin olarak bulunamayacagindan, yaklagik
coziimler bulmak icin sayisal ve yaklasik yontemlere ihtiyacimiz vardir. Adi
diferansiyel denklem sistemlerini ¢6zmek icin birgok arastirmaci tarafindan incelenen
bircok yontem vardir. Hojjatiet v.d. (2004) ¢ok adiml1 yontemleri, Mastorakis (2005)
siralama metodunu, Shawagfeh ve Kaya (2004) Adomian ayristirma yontemini,
Yiizbas1 ve Karagayir (2017) Ustel Galerkin metodunu, Yiizbas1 (2016) iistel siralama

metodunu, Al-Omari v.d. (2013) Galerkin sonlu elemanlar metodunu onermislerdir.

Son zamanlarda, (1.1) denkleminin yaklasik ¢6ziimlerini elde etmek i¢in, bazi
arastirmacilar bu modeli farkli yontemler kullanarak incelemislerdir. Denklem (1.1)
icin, Argub ve El-ajou (2013) farkli parametre degerleri i¢in homotopi analiz
metodunu, Fadi v.d. (2009) homotopi analiz metodunu, Biazar (2006) Adomian
ayristirma metodunu, Rafei v.d. (2007) homotopi pertiirbasyon metodunu, Ibrahim ve
Ismail (2017) diferansiyel doniisim yaklagimi kullanmiglardir. Bu sistem Laplace-
Adomian ayrigtirma yontemi kullanilarak ¢oziilmiistir (Dogan ve Akin, 2012).
Harman ve Johnston (2016) salgin modelini stokastik Galerkin yontemini kullanarak
cozdiiler. Denklem (1.1), Kousar v.d. (2012) tarafindan 4. mertebe Runge-Kutta
yontemi kullanilarak ¢oziilmiistiir. Hussain v.d. (2017) tarafindan Euler, Runge Kutta-

2 ve Runge-Kutta-4 yontemleri kullanilarak ¢oztilmiistiir.

Siralama metodu, diferansiyel denklemleri ¢ézmek i¢in son zamanlarda birgok
aragtirmaci tarafindan kullanilmaktadir. Bu yontem, biiyiik boyutlu salgin modeller
icin adi diferansiyel denklem = sistemlerinin ¢Oziimiiniin  karmagikliginm
azaltabileceginden ve diferansiyel denklemlerin tam ¢oziimiine yakin sonuglar

bulmaya katki saglayacagindan dolay1 oldukc¢a kullanighdir.

Pantograf diferansiyel denklemlerinin ¢oziilmesi, bilimsel olaylarin ve miithendisligin
modellenmesindeki rollerinden dolayr olduk¢a 6nemlidir. Bu nedenle literatiirde ¢ok
sayida calisma bulunmaktadir. Ornegin, (Ahmet vd., 2020; Balachandran vd., 2013;
Fan vd., 2007) calismalarinda pantograf diferansiyel denklemlerinin ¢6ziimlerinin

varligi ve tekligi incelenmistir. Ayrica, analitik ¢6ziimlerin elde edilmesi asamasindaki

11



zorluklardan dolayi, bu denklemleri yaklasik olarak ¢6zmek i¢in ¢esitli sayisal
yontemler  gelistirilmistir.  Pantograf diferansiyel denklemlerinin  yaklasik
¢Ozlimlerinde uygulanan sayisal yontemlerden bazilar1 Bernoulli operasyonel matris
yontemi (Tohidi vd., 2013), Lucas siralama yontemi (Giimgiim vd., 2020), Daftardar-
Jafari yontemi (Y1lmaz ve Yaman, 2020), Taylor matris yontemi (Sezer vd., 2008) ve
degistirilmis diferansiyel doniisim yontemi (Noori ve Taghizadeh, 2020) seklinde

siralanabilir.

Deniz ve Sezer (Deniz ve Sezer, 2020) dogrusal olmayan 1s1 transferi denklemlerini
rasyonel Chebyshev siralama yontemi kullanarak yaklasik olarak c¢ozmislerdir.
Srivastava ve digerleri (Srivastava ve Deniz., 2021) Laplace doniisiimii ile optimal
pertiitbasyon iterasyon teknigini kullanarak Atangana-Baleanu tiirevi ile
genellestirilmis diizenli uzun dalga denklemlerinin yaklasik ¢Oziimlerini elde
etmislerdir. Khaled ve digerleri (Khaled vd., 2021) kesirli Nagumo denklemini
homotopi analizi doniisim yontemini kullanarak ¢ozmislerdir. Kesirli tiirevler igin

Caputo-Fabrizio ve Atangana-Baleanu tiirevleri ele alinmistir.

Manuel ve digerleri (Manuel vd., 2021) Caputo, Caputo—Fabrizio ve Atangana-
Baleanu tiirevleri ile birlikte kesirli Chua devre modeli i¢in optimal pertiirbasyon
yineleme yontemini dnermislerdir. Bonyah ve digerleri tarafindan yapilan ¢alismada,
Atangana—Baleanu—Caputo anlaminda nonlineer bir sistem olan kesirli koronaviriis
modeli incelenmistir. Benzer sekilde Agarwal ve ark. (Agarwal vd., 2020) zamanla
degisen katsayilara sahip genellestirilmis Fitzhugh-Nagumo denklemini ¢6zmek i¢in

optimal pertlirbasyon iterasyon yontemini kullanmislardir.

Bildik ve Deniz'in ¢alismasinda (Bildik vd., 2020), yazarlar tarafindan optimal iteratif
pertiirbasyon yontemi kullanilarak Jeffery—Hamel akisi iizerinde manyetik alanin ve
nanopartikiiliin etkileri incelenmistir. Jaaffar ve digerleri, (Jaaffar vd., 2020) ikinci
dereceden gecikmeli diferansiyel denklemleri dogrudan sinir kosullariyla ¢6zmek icin

besinci dereceden dogrudan ¢ok adimli blok yontemini kullanir.

Wazwaz ve digerleri tarafindan yapilan ¢alismada, lineer ve lineer olmayan
diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri icin hem Adomian ayristirma yontemi hem de
varyasyonel iterasyon yontemi uygulanmistir (Wazwaz vd., 2017). He ve Latifizadeh
He ve Latifizadeh (2020), dogrusal olmayan problemler ic¢in genel bir sayisal
algoritma, varyasyonel iterasyon yontemi kullanmislardir.
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Rani ve Mishra'nin ¢alismasinda (Rani ve Mishra, 2020), Duffing denklemi, Van der
Pol denklemi, Blasius denklemi ve jerk denklemi gibi lineer olmayan diferansiyel
denklemlerin ¢6ziimii i¢in, Bernoulli polinomlar1 ve sayisal ters Laplace doniisiim
yontemi kullanilmistir. Bu yontemler, tam ¢oziimii bilinmeyen sorunlar1 ¢6zmek i¢in

kullanilmistir.

Yuttanan vd. (Yuttanan vd., 2021) Taylor wavelet yontemini, lineer olmayan kesirli
gecikme ve lineer olmayan kesirli pantograf diferansiyel denklemlerine

uygulamislardir.

Bahgat (Bahgat, 2020) lineer ve lineer olmayan multipantograf gecikmeli diferansiyel
denklemlerin yaklasik analitik ¢oziimiinii elde etmistir. Jafari ve arkadaslar: (Jafari vd.,
2021) pantograf tipi lineer olmayan kesirli integral diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii

icin yeni bir sayisal yontem 6nermislerdir.

Literatlir taramasinda Morgan-Voyce siralama yonteminin heniiz epidemik SIR
modeli ve lineer olmayan pantograf denklemlerine uygulanmadigi goriilmektedir.
Morgan-Voyce siralama yontemi ile elde edilen yaklasik c¢oziimler iyi sonuglar
vermektedir. Bununla ilgili bazi ¢alismalar su sekilde siralanabilir; adi diferansiyel,
multi pantograf, genellestirilmis pantograf denklemleri (ilhan, 2012, 2021), degisken
gecikmeler ve degisken sinirlar iceren adi dogrusal gecikmeli integral-diferansiyel
denklemler (Ozel vd., 2021), yiiksek mertebeli lineer diferansiyel-fark denklemleri
(Tirkyilmaz vd., 2016), Volterra tipi genellestirilmis fonksiyonel integro-diferansiyel
denklemler (Ozel vd., 2019), Kuadratik ve kiibik terimleri igeren nonlinear siradan
diferansiyel denklemler (Tarakg¢i vd., 2020), Degisken gecikmeler igeren homojen
olmayan diferansiyel denklem (Ozel vd., 2018).

Bilinen baz1 yontemlere alternatif olarak etkili bir teknik olan Morgan-Voyce siralama
teknigi Onerilmistir. Lineer olmayan pantograf denklemlerinin yaklasik ¢oziimleri
daha 6nce Cakmak tarafindan Fibonacci siralama metodu ile elde edilmistir (Cakmalk,
2022). Ayrica bu denklemlerin ¢oziimiinde Bernoulli operasyonel matris yontemi,

Lucas siralama yontemi gibi yontemler kullanilmastir.

Sunulan yontem, dogrusal olmayan diferansiyel denklemler sinifinin ¢oziimiinii elde
etmek i¢cin uygun bir sekilde uygulanmistir. Ayrica, bu yontemde bazi karmasik
problemlerin manuel olarak hesaplanmasi zor oldugundan, bunlar bilgisayar yazilimi

kullanilarak kolayca ve basitce hesaplanabilir. Bu c¢alismada Morgan-Voyce
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polinomlart kullanilmistir. Sunulan yontemin en 6nemli avantaji, SIR modelini ve
lineer olmayan pantograf diferansiyel denklemi, kolayca ¢oziilebilen lineer olmayan

bir cebirsel denklem sistemine doniistiirmesidir.

Bu tez ¢alismasi referanslarla birlikte toplam 6 boliimden olusmaktadir. Birinci boliim
olan giris boliimii literatiir Ozeti ile birlikte epidemik SIR modeli ve pantograf

diferansiyel denklemleri ile ilgili kisaca bilgi vermektedir.

Ikinci béliim olan kaynak &zetlerinde epidemik SIR modeli ve buna benzeyen diger
epidemik modeller ile birlikte lineer olmayan pantograf diferansiyel denklemler
ayrintili bir sekilde aciklanmistir. Ayrica Morgan-Voyce polinomlarinin bazi

ozellikleri verilmistir.

Ucgiincii boliim olan materyal ve yontemde de epidemik SIR modeli ve lineer olmayan
pantograf diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii igin Morgan-Voyce siralama yontemi
tanmitilmistir. Bu denklemleri ¢ozmek i¢in gerekli matrisler ve matris bagintilari

olusturulmus, bu matrisler kullanilarak bu denklemler ¢coziilmiistiir.

Dordiincii boliim olan arastirma bulgularinda verilen metodun dogrulugunu ve
etkinligini  gostermek icin  Ornekler sunulmustur. Gerekli hesaplamalar

MATLAB(R2022a) bilgisayar programi yardimi ile yapilmistir.

Son boliim olan tartigmalar ve sonuglar kisminda metodun uygulanabilirligi, etkinligi

ve dogrulugu hakkinda yorumlar yapilip sonuglar ¢ikartilmistir.
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2. KAYNAK OZETLERI

2.1. Lineer Olmayan Pantograf Diferansiyel Denklemler

Lineer olmayan pantograf diferansiyel denklem u©@ (x) = u(x),u°(x) = 1 ve u(x)

bilinmeyen fonksiyon olmak iizere,
Titolaixu®(a) + byu® (b)] = §;,i = 0,1 (2.1)

baslangi¢ kosulu ile birlikte

n

Z Z Pkr(x)ur(aer + Bkr (x))u(k) (Aer + ykr(x))

k=071=0

£ QU (@ + B (O (R + Vi (1)) 22

k=17r=1
=gx),a<x<b

seklinde tanimlanir. Burada Py, (x), Qg (x), g(x) € Cla, b, ajk, bj, Qgr, A UyguUN

sabitlerdir. Ayrica, S, (x) Ve yi,-(x) uygun sabitler veya keyfi degiskenlerdir.

2.2. Epidemik SIR Model

1927'de W. O. Kermack ve A. G. McKendrick, yalnizca {i¢ boliimden olusan sabit bir
popiilasyonu dikkate aldiklar1 bir model olusturdular.

Bu model i¢in kullanilan bélmeler ii¢ siniftan olusur (Kermack ve McKendrick, 1927).

S(t): t zamaninda hastalikla heniiz enfekte olmayan bireyleri veya popiilasyondaki

hastaliga duyarl kisileri temsil etmek i¢in kullanilir.
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I(t): t zamaninda popiilasyonda hastalikla enfekte olan ve hastaligi duyarl

kategoridekilere yayma kapasitesine sahip bireyleri belirtir.

R(t): t zamaninda popiilasyonda enfekte olan ve daha sonra asilama veya oliim
nedeniyle hastaliktan kurtulan bireyler i¢in kullanilan bolmedir. Bu kategorideki
kisilerin tekrar enfeksiyon kapmasi veya enfeksiyonu baskalarina bulastirmasi

miimkiin degildir.
Bu modelin akisi su sekilde diisiiniilebilir,
S>I1->R

Sabit bir popiilasyon kullanarak, N = S(t) + I(t) + R(t) ifadelerini kullanmak, SIR
modelini ¢6zmek i¢in yapilan simiilasyon i¢inde N degerinin sabit kalmasi gerektigini

sOyler.

Alternatif olarak bir simiilasyon yapilmadan da analitik yaklasim (Kroger ve
Schlickeiser, 2020) kullanilabilir. Model S(t =0),I(t = 0) ve R(t = 0)'nin
degerleriyle baglatilir. Bunlar, zamanin sifir oldugu andaki duyarli, enfeksiyon kapmis
ve cikarilmis kategorilerdeki kisi sayisidir. SIR modelinin her zaman gegerli oldugu
varsayilirsa bu baslangi¢ kosullar1 bagimsiz degildir (Kroger ve Schlickeiser, 2020).
Daha sonra akis modeli, her zaman noktasi igin ti¢ degiskeni 8 ve y i¢in ayarlanan
degerlerle giinceller. Simiilasyon ilk once etkilenen kategoriyi duyarli olandan
giinceller ve ardindan kaldirilan kategori, bir sonraki zaman noktas: (t = 1) igin
etkilenen kategoriden giincellenir. Bu, li¢ kategori arasindaki kisilerin akisini tanimlar.
Bir salgin sirasinda duyarli kategori bu modelle degistirilmez; f ve y de salginin
gidisatina gore degisir. Bu degiskenler salginin uzunlugunu belirler ve her dongiide

glincellenmesi gerekir. SIR modeli matematiksel olarak asagidaki gibi ifade edilir,

s BsI

dt N

dl _ BSI ; )3
dr _

at 7
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Bu denklemlerin formiilasyonunda ¢esitli varsayimlar yapilmistir. Ilk olarak,
popiilasyondaki bir bireyin, birim zamanda temasta bulundugu kisi sayisinin a ve esit
oranda b ile hastaliga yakalanma olasihiginin diger tim bireylerle esit oldugu
distiniilmelidir. O halde a ile b'nin ¢arpimi £ olsun. Bu, iletim olasilig1 garp1 temas
oranidir. Ayrica enfekte bir kisi birim zamanda b kisiyle temas kurarken bunlarin

yalnizca S/N kismi duyarhdir. Boylece, her enfeksiyonlu kiginin

abS = BS duyarl kisileri enfekte edebilecegini biliyoruz ve bu nedenle, enfektifler
tarafindan birim zamanda enfekte edilen duyarl kisilerin tam sayis1 fSI'dir. ikinci ve
ticlincii denklemler i¢in, duyarli siniftan ayrilan popiilasyonun, enfekte sinifa giren
niifusa esit oldugunu diistinelim. Ancak, her birim zamanda bu siniftan ¢ikarak iyilesen
sinifa giren enfekte kisilerin sayisi, ortalama iyilesme/6liim oranini temsil eden y (veya
ortalama bulasic1 silireyi temsil eden 1/y) kesirine esittir. Eszamanli olarak
gerceklesen bu siireglere Kitle Hareketi Yasasi ad1 verilir; bu, bir poptilasyondaki iki
grup arasindaki temas oraninin ilgili gruplarin her birinin boyutuyla orantili oldugu
yoniinde yaygin olarak kabul edilen bir fikirdir. Son olarak enfeksiyon ve iyilesme
oraninin dogum ve 6liim zaman 6l¢eginden ¢ok daha hizli oldugu varsayilmaktadir ve

bu nedenle bu faktérler bu modelde goz ardi edilmektedir (Padua ve Tulang, 2010).

Rachah ve Torres, SIR modelini (Rachah ve Torres, 2015) gelistirmislerdir. Verilen
baslangi¢ kosullariyla beraber asilama ile birlikte SIR modelini asagidaki gibi

modellemislerdir, 0 < t < a i¢in

@ _ S()1 S
— = =BS(OIE) ~ 5®

dl

2; = PSOI®) —yI®) (2.4)

R _
= = Y1) +35(0)
S(0) = N, 1(0) = N;, R(0) = Ng

burada o, her giin asilanan bireylerin yiizdesidir (Yon, 2010).
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2.3. Kararh Durum Coziimleri

T, 'nin hayatta kalinan siireyi (yasam beklentisi) yansittig1 ve Ts'nin de enfekte olmadan

once duyarli durumdaki silireyi yansittigi diisliniiliirse, beklenen duyarlilik stiresi

E[min(T;\Ts)] olacaktir ve bu, su sekilde basitlestirilebilir (May ve Anderson, 1992),

| [ 1
Elmin(T\Ty)] = | e"#+9%dy = ——
0

Oyle ki, duyarl kisilerin sayis1 duyarli bolmeye girenlerin sayis1 uN carp1 duyarlilik

siiresine esit olacaktir,

uN
u+A’

Benzer sekilde, sabit durumdaki enfekte kisilerin sayisi, duyarli durumdan enfekte

duruma girenlerin sayisidir (duyarl say1 ¢arpi enfeksiyon orani) yani, A = % , carpi

. .1
bulasicilik siiresi —,
u+9

__ UN 1
T oA ptd

2.4. Diger Bolmeli Modeller

SIR modelinde, iyilesme sonrasinda bagisikligin olmadig: (SIS modeli), bagisikligin
yalnizca kisa bir siire devam ettigi (SIRS), gizli bir bagisiklik siiresinin oldugu dogum
ve Oliimleri icerenler de dahil olmak iizere bircok modifikasyon vardir. Kisinin bulasici
olmadig1 (SEIS ve SEIR) ve bebeklerin bagisiklikla dogabilecegi (MSIR) hastalik
modelleri de vardir. B6lmeli modeller ayn1 zamanda birden fazla risk grubunu ve hatta

birden fazla patojenin etkilesimini modellemek i¢in de kullanilabilir.
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2.4.1. SIS modeli

Soguk alginlig1 ve grip gibi bazi enfeksiyonlar uzun siireli bagisiklik saglamaz. Bu tiir
enfeksiyonlar gegici direng saglayabilir ancak enfeksiyon iyilestikten sonra uzun stireli

bagisiklik saglamaz ve bireyler yeniden duyarl hale gelir.

BSI
DUYARLI | = | BULASICI

+———

yi
Sekil 2.1. SIS modelinin akis semasi

Bu durumun matematiksel modeli asagidaki gibidir,

dS_ BSI+ ;
a_ N 7Y
ar _ psi _
a— N ]/I

Toplam niifus N ile gosterilir ve asagidakiler saglanir,

dS+dI—0:>S(t)+I(t)—N
dt  dt o

Asagidaki gibi devam eder,

dl B

—=@-nI-5

= 17,
dt

yani bulasiciligin dinamikleri lojistik bir fonksiyon tarafindan yonetilir, boylece

VvI(0) > 0 igin,

RRI™>

<1= lim I(t) =0,

—+00

§>1: lim I(t)=<1—Z)N.

t—>+o0 'B
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Bu modele analitik bir ¢6ziim bulmak miimkiindiir (I = y~! degiskenlerin doniisiimii
yapilarak ve bunu ortalama alan denklemlerinde yerine koyarak) (Hethcote, 1989),

Oyle ki temel yeniden iiretim orani birimden biiyiik olur. I, = (1 —y/f)N endemik

bulasict popiilasyon, x = —vy, ve V =Ilﬁ— 1 olmak iizere ¢6ziim su sekilde
0

verilmistir,

I
I = —
() 1+ Vet

Sistemin kapali oldugu varsayildigindan duyarl popiilasyon S(t) = N — I(t) olur.

2.4.2. SIRD modeli

Duyarli-Bulasici-lyilesen-Olen modeli, lyilesen (6zellikle hastaliktan kurtulan ve artik
bagisik olan bireyler anlamma gelir) ve Olen arasinda ayrim yapar (Bailey, 1975).
SIRD modelinin dort par¢ca yontemine dayanan yari analitik ¢oziimleri vardir (Al-

Raeei, 2021). Bu model i¢in asagidaki diferansiyel denklem sistemi kullanilir,

s pIS

dt N’

dl  BIS

— =yl —ul,
aa N I'TH
dr _

ac

a _

ac M

burada B, y, u sirasiyla enfeksiyon, iyilesme ve 6liim oranlaridir.

2.4.3. SIRV modeli

Duyarli-Bulasici-Kurtarilan-Asilanmis modeli, duyarli popiilasyonun asilanmasini
hesaba katan genisletilmis bir SIR modelidir (Schlickeiser ve Kroger, 2021). Bu model

icin agagidaki diferansiyel denklem sistemi kullanilir,
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s BIS

dl  B)IS

i _ I
I N y(@©I,
dR (O]

ac Wb

av

d_t = U(t)S,

burada B,y,v sirasiyla enfeksiyon, iyilesme ve asilama oranlaridir. Yar1 zamanli
baslangi¢ kosullar1 S(0) = (1 —n)N, 1(0) = nN, R(0) = V(0) = 0 ve sabit oranlar
k=y(@t)/B(t) ve b=v(t)/B(t) igin model yaklasik olarak ¢Oziilmiistiir
(Schlickeiser ve Kroger, 2021). Pandemik bir patlamanin meydana gelmesi k + b <
1 — 27n olmasim gerektirir ve bunun 6tesinde duyarli bolimiin kararli durum boyutu
Sw'Nin Sy'a nispeten yakin kaldigi kritik bir azaltilmig agilama orani b, vardir. S(0) +
1(0) + R(0) +V(0) = N denklemini saglayan keyfi baslangi¢ kosullari, R(0) =
V(0) = 0 ile ¢oziilmiis 6zel duruma eslenebilir (Schlickeiser ve Kroger, 2021).

2.4.4. MSIR modeli

Kizamik da dahil olmak iizere pek cok enfeksiyonda, bebekler duyarli bolmede
dogmazlar ancak anneden gelen antikorlara (plasentadan ve ayrica kolostrum yoluyla
gecer) karst koruma nedeniyle yasamin ilk birka¢ ayinda hastaliga kars1 bagisiklik
kazanirlar. Buna pasif bagisiklik denir. Bu eklenen ayrinti, modelin basina bir M sinifi

(anneden tiiretilen bagisiklik i¢in) dahil edilerek gosterilebilir.

Anneden

kaynaklanan

bagisiklik

—»] Duyarlh |— | Bulasier |__ | Kurtanld:

Sekil 2.2. MSIR modelinin akis semasi

Bunu matematiksel olarak belirtmek i¢in M(t) ek bolmesi eklenmistir. Bunun

sonucunda asagidaki diferansiyel denklemler elde edilir,
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— =A—68M—uM
dt oM =~
s BSI
dt N H
dl  BSI
a-n M
dR—I R
dt_y u

2.4.5. Tastyic1 Durumu

Tiiberkiiloz gibi bulasici bir hastaliga yakalanmis olan bazi kisiler hi¢bir zaman tam
olarak iyilesmezler ve kendileri hastaliktan muzdarip olmasalar da enfeksiyonu
tasimaya devam ederler. Daha sonra bulasici boliime geri donebilirler ve semptomlar
yasayabilirler (tiiberkiilozda oldugu gibi) veya semptomlara maruz kalmadan tastyici
olduklarinda baskalarina bulagtirmaya devam edebilirler. Bunun en {inlii 6rnegi
muhtemelen 22 kisiye tifo bulastiran Mary Mallon'dur. Tasima bolmesi C olarak

etiketlenmistir.

Tasiyic1

Duyarli | ——— | Bulasic1

e
\

Kurtarilmis

Sekil 2.3. Tasiyic1 durumun akis semasi

2.4.6. SEIR modeli

Pek ¢ok onemli enfeksiyon icin, bireylerin enfekte oldugu ancak kendilerinin heniiz
bulasic1 olmadigi onemli bir gecikme donemi vardir. Bu silire zarfinda birey E

bolmesinde (maruz kalmak i¢in) bulunur.
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Duyarlh |— | Maruz | —— | Bulasio | — | Kurtarld:

Sekil 2.4. SEIR modelinin akis semasi

Gecikme siiresinin, a parametresi ile listel dagilima sahip rastgele bir degisken
oldugunu (yani, ortalama gecikme siiresi a~! 'dir) ve ayrica dogum oran1 A'nin 8liim
orani N, 'ye esit oldugu hayati dinamiklerin oldugunu varsayalim (bdylece toplam N

sayist sabit olur). Bu durumda model i¢in denklemler asagidaki gibidir,

s _ ¢ BIS
ac M TH N
dE _ pIS E
al = aE + u)l
i y+uw
dR _ R

ac VT THY

Elimizde S+ E + 1+ R = N bulunmaktadir, fakat bu yalnizca dogum ve Olim

oranlarinin esit oldugu kabuliinden dolay: sabittir; genel olarak N bir degiskendir.

2.4.7. SEIS modeli

SEIS modeli, sonunda herhangi bir bagisiklik kazanilmamasi disinda SEIR modeline
(yukaridaki) benzer.

SoE->I->S

Bu modelde enfeksiyon herhangi bir bagisiklik birakmaz, dolayisiyla iyilesen bireyler
duyarli hale doner ve S(t) bolmesine geri doner. Asagidaki diferansiyel denklemler bu
modeli agiklamaktadir,

ds pIS

A2 syl
dt N Ty
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—=€eE—-(y+wl

2.4.8. MSEIR modeli

Pasif bagisiklik faktorleri ve gecikme siiresi i¢eren bir hastalik durumunda MSEIR

modeli vardir.

M->S->FE->I->R

am _ A —6M — uM
dt K
ds _ o BIS ¢
dt N M
dE _BIS . . o
al =eE + u)l
=€ y+uw
dR o R

Pl it

2.4.9. MSEIRS modeli

Bir MSEIRS modeli MSEIR'e benzerdir, ancak R simifindaki bagisiklik gegici
olacaktir, boylece gecici bagisiklik sona erdiginde bireyler duyarliliklarini yeniden

kazanacaktir.

M->S->FE->]I->R->S
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2.5. Morgan-Voyce Polinomlarinin Toplam Formiilleri

Morgan-Voyce polinomlar1 (Swamy, 1968; Hoggat vd., 1974),

n

B,(x) = ; ("* f: 1) (2.5)
ve
bn(x) = Zn: () (2.6)
k=0

seklinde gosterilir. (2.1) ve (2.2) n. dereceden Morgan-Voyce polinomlarini ifade
eder. Ilk birkag Morgan-Voyce polinomlarini acik sekilde yazalim:
By(x) =1
B;(x) =x+2
B,(x) =x?+4x + 3
B3(x) = x3 + 6x% + 10x + 4
By(x) = x*+8x3 + 21x? + 20x + 5
Bs(x) = x5 + 10x*+36x> + 56x? + 35x + 6
Bg(x) = x® + 12x°> + 55x*+120x3 + 126x2 + 56x + 7
B,(x) = x7 + 14x® + 78x° + 110x*+330x3 + 252x2 + 84x + 8

Bg(x) = x® + 16x7 + 105x® + 364x° + 715x*+792x3 + 462x2% + 120x + 9

n

Bn(x)=2(n—ril-f;|€-1)xk

k=0
bo(x) = 1
bi(x)=x+1

b,(x) =x?+3x+1
25



by(x) =x3+5x?>+6x+1
by(x) = x* + 7x3 + 15x% + 10x + 1
bs(x) = x° + 9x* + 28x3 + 35x% + 15x + 1
be(x) = x® + 11x° + 45x* + 84x3 + 70x% + 21x + 1
b;(x) = x7 + 13x° + 66x° + 165x* + 210x3 + 136x% + 28x + 1

bg(x) = x® + 15x7 + 91x° + 286x° + 495x* + 462x3 + 210x2 + 36x + 1

n

bn(x) = z (Z * i) xk

k=0

2.5.1. Morgan-Voyce polinomlarinin tekrarlama (Rekiirans) bagintisi

Morgan-Voyce polinomlari arasinda (Swamy, 1968; Hoggatt vd., 1974)

Bn(x) = (x + 1)Bp_1(x) + bp_1 (%)

bn(x) = xBp_1(x) + b1 (%)
bagintilar1 vardir. Ayrica

Bn(x) = byp(x) + Byp—1(x)
ve

bn(x) = Byp(x) = By-1(x)

bagmtilar1 da vardir (Swamy, 1968; Hoggatt vd., 1974).

2.5.2. Morgan-Voyce polinomlarmin alternatif tekrarlama bagintilar:

Bo(x) = by(x) =1 ve Bi(x) =x+2, by(x) =x+1 olmak flizere, ardisik ii¢

Morgan-Voyce polinomlar1 arasinda
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By(x) = (x + 2)Bp_1(x) — B2 (x) n=23-:-

ve

b(x) = (x + 2)by_1(x) — Bp_,(x) n=23,-

bagintisi vardir (Swamy, 1968; Hoggatt vd., 1974). Bunlarin yaninda

bpy1bn_1 — bn2 =X

ve

Bn+1Bn—1 - an =-1

bagintilar1 vardir (Swamy, 1968; Hoggatt vd., 1974)
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Lineer Olmayan Pantograf Diferansiyel Denklemlerinin Morgan-Voyce

Siralama Metodu ile Coziim Yontemi

Lineer olmayan pantograf diferansiyel denklem u(®(¢t) = u(t), u®(t) = 1 ve u(t)

bilinmeyen fonksiyon olmak iizere,

m
D laju® (@ + bra® ®)] = 5, = 0,1 3.1)
k=0

baslangic kosulu ile birlikte

Z Z Pkr(t)ur (akrt + ﬁkr(t))u(k) (Akrt + Vkr(t))

k=07r=0

+ kz Z Quer (DU @t + B (O)UE (At + Vier (1)) (3.2)

=g(t),a<t<bhb
seklinde tanimlanir. Denklem (3.2) nin
u(t) = Xk=o cxBi (1) (3.3)

seklinde kesilmis (sonlu) Morgan-Voyce serisi formunda bir yaklasik ¢oziimiiniin

oldugunu varsayalim.

Amacimiz Denklem (3.3)'i kullanarak Denklem (3.2)' nin matris formlarini

belirlemektir. (3.3) denklemini

[u(®)] = B(O)C (3-4)
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seklinde bir matris formuna doniistiirebiliriz. Burada B(t) ve C matrisleri
B(t) = [B1(t) B2(t) ... By+1(0)]
C=lcicacs o cyal”
seklinde tanimlanir.

(i) Ay = Ay = 1 Ve Biyr(t) = Y4 (t) = 0 olmasi durumunda (2.5) Morgan-

Voyce polinomlart matris formunda asagidaki gibi yazilabilir,

B(t) = X(t) (3.5)

Burada X (t) = [1t t* t3 ... t"] 1 v+1) VE

¢
N R
e 06
oy ey ey

Denklem (3.5) ve Denklem (3.4) kullanilarak matris iliskisi su sekilde ifade edilir,
u(t) = uy(t) = X()RC,
u'(t) =u'y() = X(t)MRC,

W) = u' y(t) = X(t)M?RC, (3.6)

u® (@) = u®,(t) = X(t)M*RC.

X(t) matrisi ile tiirevleri olan X'(t), X" (t), ... , X% (t) matrisleri arasindaki iliski

asagidaki gibidir,
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X'(t) = X(OM, X" (t) = X(t)M?,

X"(t) = X(OM3, ..., X®) = X(t)M* (3.7)

Burada tiirev matrisi asagidaki gibi tanimlanir,

0 100 00 01
0020 00 0
0003 00 0

y=0 000 40 0
0000O0S5 0
000000 0
S N
000000 0-
1 0 0 0 0 0 - 0
010000 - 0
001000 - 0

wo|0 00 100 0
000010 ~ 0
000001 ~ 0
S 0
000000 - 1

(i)  agr, Akrs Brr(t) ve yi-(t) keyfi sabitler veya degiskenler olmasi
durumunda, kesikli bir Morgan-Voyce serisi olan denklem (3.3) tarafindan

tanimlanan yaklasik ¢oziimii matris formunda asagidaki gibi gosterebiliriz.

u(lkrt + Vkr(t)) = uN(/lkrt + ykr(t)) = B(Akrt + Ykr(t))c-

Denklem (3.5) ve Denklem (3.4) iligkileri kullanilarak matris iligkisi su sekilde ifade
edilir,

u(Akrt + Vkr(t)) = uN(Akrt + ykr(t)) = B(Akrt + ykr(t))c
= X(irt +vir (O)RC,

U Qgert + Vier (0) = upy (Art + ¥ (1)) = X2y (©OMRC,
U Qert + Vier () = uy (At + 73 (0)) = X2, () MZRC,

(3.8)
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U® Wrt + ¥ir () = w2 (At + v2er(£)) = X2y ()MFRC,

Ayrica  X(At +yi-(@®)  matrisi il X' (At + vir (), X (At +
Yier (), X" (Qert + Vir (8)), oo XO (At + ¥4 () tiirevleri arasindaki iliskiler de
sOyledir,
X' (Art + Vi () = X (At +vir (D) M,
X" (Art + Vir () = X(Ager t + ¥ier () ) M? (3.9)
X”,(Akrt + Vkr(t)) = X(Akrt + Vkr(t))Msl :X(k) (Akrt + )/kr(t))
= X(/lkrt + ykr(t))Mk

seklindedir.

Denklem (3.8) ve Denklem (3.9) iliskilerini kullanarak asagidaki matris iliskisini elde

ederiz,

u(k) (Akrt + Vkr(t)) = X(/lkrt + ykr(t))MkRC- (3-10)

Chebyshev siralama noktalart Youssri (Youssri vd., 2021) tarafindan asagidaki gibi

tanimlanir,

(b—a)i . _

ti=a+",i=01,..,N. (3.11)

(3.11) Chebyshev siralama noktalarini Denklem (3.10)’da yerine yazarsak asagidakini
elde ederiz,

u® Qert; + vir (6)) = Xp, (6)M*RC, k=01, ...,m (3.12)

ve Denklem (3.12) bagmntisinin kapali formu su sekilde olur,

U® =X, M*RC,k =0,1,...,m (3.13)

ve
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X(/lkrto + ykr(to)) [ 1 )Lkrto + )/kr(to)
XA — X(Akrtl + ykr(tl)) — | 1 Akrtl + )/kr(tl)
,Y M 1 .

Xurty +vir )] 11 Aty + v (8

yazilabilir.

Burada,

[u® Qierto + Vier (£0)) |
U = | u® Aty + vier (81)) |

Lu® Aty + ¥ier (Ea)))]

seklindedir. Benzer sekilde X, o asagidaki gibidir,

Xt)] [1 to - ]

N

N lll T J'
X(tN) 1 tN A t]IVV

(Akrto + Vkr(to))N]
(Akrtl + .Vkr(tl))N |

(/’lkrtN + -Vkr (tN))NJ

Ek olarak, Denklem (3.2) ve Denklem (3.6)’y1 kullanarak lineer olmayan kisimda

goriinen (0)"U® ve (0™ U® matris formlarini da asagidaki gibi elde edebiliriz,

[ U (Qgrto + Brr (£0))U™ (Airto + Vier (o))
O)yu® = u" (agrty + ﬁkr(t1))1f(k) (Akrty + Vier (t1))

|

ur(akrtN + ﬁkr(tN))u(k) (AkrtN + ykr(tN))

I[ur(akrto + ﬁkr (to)) 0 ]
— [ 0 ur(akrtl '.I'.Bkr(tl)) j (3.14)
6 0 u” (akrtN + ﬁkr(tN))

[u(k) (Akrto + Vkr(to))]
X u(k) (Akrtl + Vkr(tl))

u(k) (AkrtN + Vkr(tN))
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[ u(r) (akrto + Bkr(to))u(k) (Akrto + Vir (to)) ]
(HMu® = U™ (arrty + Bier (8))u® Aperty + ¥ier (£1) |

Lu® @yt + By Ex))1® G by + Vier (Ea)))

u (ayrto + Bir (to)) 0 0
0 u® (aprty + Brr(t1)) .. 0 (3.15)
0 0 R (S )
[u(k) (Akrto + Vier (t0)) ]
o | 4 Rty + ¥ier (£0)) |
u (Airtn + Vier (En))
Burada,
0 = XR¢ ve (0)” = (M) RE
X/LV =
X(/lkrto + ykr(to)) 0 0
0 X(Arty + Vi (t1)) - 0
0 0 o X(Arty + Vier (E))
M 0 0 R O 0 cC 0 0
w=|0 M 0l gol0 R o0lg_jo ¢ 0
0 O M 0 O R 0 0 C
seklindedir.

(t;=a+ (b;la)i,i =0,1,..,N) swralama noktalarm1 Denklem (3.14)’te yerine

yazarsak denklem sistemini asagidaki gibi elde ederiz,
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z z Pir (6) U™ (@per i + Brer (€))U (Aier b + ¥ier (£)

k=01r=0

' kz=1 Z:l ri (ti) U(r) (akrti + ﬁk?‘(ti))u(k) (Akrti + ykr(ti))

= g(ty),

Bu ifade, Denklem (3.12) ve Denklem (3.14) yardimiyla su sekilde ifade edilebilir,

i Zn: P, (HU® + i zn: Qe (NHPU® =6 (3.16)

k=07r=0 k=1r=1
Burada
Py, = diag[Per(to) Per(t1) - Prr(tn)]

Qir = diag[Qur(to) Qir(t1) - Qir(ty)]
ve
G=1[g(t) gt) - gwl.

Denklem (3.13) ve Denklem (3.15) bagintilarin1 Denklem (3.16)'da yerine koyarak,

temel matris denklemi asagidaki gibi olur,

m n m n
{Z Z P (X, 3RC)' X, M*R + Z Z QirXop(M)'RCX;,, MR C = G.
k=07r=0 k=1r=1

(3.17)

Kisaca Denklem (3.17) su sekilde de gosterilebilir,
WC = G veya [W; (], (3.18)
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Burada

m m n
W= Z Z Pier(Xo pRC) X5, M*R + z z QurXap(M)"RCX,,, M*R.
k=07r=0 k=1r=1

Burada Denklem (3.18), (N + 1) bilinmeyen Morgan-Voyce katsayili (N + 1)
dogrusal olmayan cebirsel denklem igeren bir sistemdir. a ve b noktalarinda Denklem
(3.13) kullanilarak denklem (3.1)'deki kosullarin matris gosterimi asagidaki sekilde

verilir,
m—1
{z [ajxX (@) + by X(D)|(M)*R{C = 6;,j =0,1,2,...,m— 1,
k=0

veya

Vi€ = [§;] veya[V;;8;];/ =0,1,2,..,m—1 (3.19)

olarak yazabiliriz.

Burada,
m-—1
Vi= ) lapX(@) +bpX(BD)] (MFR =[vjo v Yz - VUin]
k=0
seklindedir.

Boylece Denklem (3.19)'daki kosul matrislerini genisgletilmis matris Denklem (3.18)'in

m satir1 ile degistirirsek, yeni artirilmig matris séyle olacaktir,
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Woo Wo1 Wo2 Won ; g(to) T
Wio Wi Wi, Win ;o 9(ty)
Wao W31 W, Won ;o g(ty)
| Wa-mp Wiv-myr Wv-myz - Wavemyn 5 g(ty-m) (3.20)

Voo Vo1 Vo2 Von ; 6o ' '
V10 V11 V12 Uin ; 81
V20 V21 V22 UanN ; 8,

L Vim-10  VYm-1D1 VYm-1)2 - Vm-O)N Om-1 |

Bu sekilde ¢,, n =1,2,...,N + 1 bilinmeyenli Morgan-Voyce katsayilar1 Denklem
(3.20)'deki sistem ¢oziilerek elde edilir. Daha sonra bu katsayilar Denklem (3.3)'te

yerine konularak yaklasik ¢6ziim bulunur.

3.2. Epidemik SIR Modelinin Morgan-Voyce Siralama Metodu ile Coziim

Yontemi

Bu boéliimde, Epidemik SIR modelin yaklasik ¢6ziimlerini elde etmek i¢in Morgan-
Voyce siralama yontemi kullanilmaktadir.
Denklem (2.4)’ iin, kesilmis Morgan-Voyce serisi formundaki yaklasik ¢éziimlerinin

asagidaki gibi oldugunu varsayalim,

N N N
S =) CLBO,  10=) CuBi® ve RO =) CyBi(o.
=0 =0 =0

(3.21)

Burada;

N > m (m sistemdeki denklem sayisidir) iken N herhangi bir pozitif say1, Cy ;, C,,
C3; (I=01.2,...,N) bilinmeyen Morgan-Voyce Kkatsayilar1 ve B;(t), I =
0,1,2,...,N Morgan-Voyce polinomlaridir.

N

By(t) = z (N; f: 1) tk (3.22)

k=0
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Morgan-Voyce polinomlari ol

arak tanimlanmistir (Swamy, 1968; Hoggat vd., 1974).

Denklem (2.4)"li matris formunda yazmak igin ilk olarak yaklasik ¢oziimleri asagidaki

gibi yazabiliriz,

S() =B(t)C,
I(t) = B(t)C,
R(t) = B(t)C;
burada
B(t) = [B1(8) B»(t)

(3.23)

By_1(t) Bn(®)],

C; =[Co Ciy Cin]"
C,=1[Cp (o Con]T, C;=[C39 C31 Can]”
() o o 0
ol (6 Qo = o 1]
t 3 4 5 t?
ol | @ W "l
T | (1) (73 - (R
(3.24) !
X®)=[1 ¢t t? tN].

Bu nedenle, asagidaki denklemleri yazabiliriz,

S(t) = X(O)RT ¢,

1(t) = X(t)RTC,

R(t) = X()RTC;
(3.25)
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X(t) matrisi ile tiirevi olan X ¥ (¢t) matrisi arasindaki baglant: asagidaki gibidir,

XD =x(M (3.26)
Burada
0 1 0 .. O
[o 0 2 .. 0]
M=]: : & =
0 0 0 .. N
0 0 O 0

seklindedir. Denklem (3.25) ve (3.26)'den asagidaki denklemleri elde ederiz,

SO@) = X(t)MRTC,, IV (t) = X()MRTC,, RD(t) = X(t)MRTC,
(3.27)

Boylece v(t) matrisini olusturabiliriz ve v (t) matrisi asagidaki gibidir,

v(t) = XFC ve vV (¢t) = XMFC (3.28)

Bu matrisler asagidaki gibi tanimlanir,

S(t) 0] Xt 0 0
(@) =IO |, v@©) =[O0 |, X®O = 0 Xx@®) 0 |,
R(t) RD(t) 0 0 X(@
RT 0 0 M 0 0 C,
ﬁ(t)=[0 RT 0 ,1\71=[0 M 0],C=\62]
0 0 RT 0 0 M C;

Denklem (2.4)’i matris formunda asagidaki gibi ifade edebiliriz,

vD() — Kv(t) —Ev(t) —Dvy, = g (3.29)
Burada

0 0 0 0 — 0 0 -B
g=10,K=|0 =y OLE=[0 0 0| .,D=|pB |, viz=I[S@®OI®)]

0 0 v O g 0 0 0

Simdi Cy,, C,; veCs; bilinmeyen katsayilarim belirlemek i¢in siralama noktalarim

asagidaki gibi tanimlayalim,
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a<t<banbgignt =a+-"ii=01..,N (3.30)

Denklem (3.30)’daki siralama noktalarini kullanarak, asagidaki sistemi elde ederiz,

v () — Kv(t) — Ev(t) — Dvy,(t) = g (3.31)
[v(l)(to)] K 0 0 v(to) g

yo =[P g0 K - 0 o= " 69|
L?(l)(tN) 0 0 .. Klw+nxw+n v(ty) g
E 0 .. 0 [v2(t)] [D 0 .. ©

B=| F o A e e
0 0 .. Elw+nxw+1) lez(tN)J 0 0 - Dlw+nxw+n

Ust matrislerin yardimiyla Denklem (2.4) asagidaki matris formunda yazilabilir,

VO KV —EV-DV =G (3.32)
Denklem (3.30)’ daki siralama noktalari Denklem (3.28)' de yerine yazilarak asagidaki
bagmntilar elde edilir,

v(ti) = X(tl)ﬁC ve U(l) (tl) = X(tl)MEC

V =XRCveV® = XMRC (3.33)
Boylece
Xt) O 0
X =[X(ty) X)) .. X', X@E)=| 0 X&) 0
0 0 X(t)

Siralama noktalar1 vy ,(t)’de yerine yazilarak asagidaki matris formunu elde edilir,
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[Vi2(t)] [I(t) O .. 0 7[S(t)

7= | Ul,zz(tﬂ | _ 0 I(:tl) 0 S(f1) —J3 (3.34)
V1,2 (tn) 0 0 - IwILS(ty)
[=XFC,veS=TRC (3.35)
Boylece
X(to) 0 0 c, 0 0
SRR N
0 0 = X(ty) 0 0 - Clyiiyrewsen
RT 0 0 X (to)
~ T =
g=|0 R ‘ 0 A X(:tl)’
0 0 - RT (N+1D)x(N+1) X(tN)
0 0 .. O
R=@rr s s s=|090 0
0 0 ... Olwinxw+n)
(3.33)-(3.35) denklemlerinden temel matris denklemi asagidaki gibidir,
{xMR — RXR - DXFCXF}C = G. (3.36)
Kisaca Denklem (3.36) su sekilde yazilabilir,
WC = G veya [W; G] (3.37)
W = XMR — KXR — EXR — DXFC,XF (3.38)

Denklem (2.4), bilinmeyen c; ;,c,; Ve c3; Morgan-Voyce katsayilar ile 3(N + 1)

lineer olmayan cebirsel denklem sistemine karsilik gelir.

Denklem (3.23)’te t = 0 igin baslangi¢ kosullarinin matris formu asagidaki gibi ifade

edilebilir,
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S(t) = B(0)C,=[Ns]
I(t) = B(0)Co=[N,] (3.39)
R(t) = B(0)C3=[Ng].

Boylece, bu matris formlar1 su sekilde ifade edilebilir,

U =500)=1[C0 €11 - Cin]
U, =1(0) = [C20 €21 - C2n] (3.40)
U; =R(0) =[C30 C31 - C3n].
Denklem (3.40)'taki satir matrisleri Denklem (3.37)’deki matrisin herhangi 3 satir1 ile
degistirildiginde,
wec=a¢ (3.41)

arttirilmis matrisi elde edilir.
Katsayilar1 belirlemek i¢in bu sistemin ¢oziilmesi gerekir. ¢; o, ¢; 1, ..., ¢y, (i = 1,2,3)

katsayilar1 denklem (3.21) de yazilir ve yaklasik ¢6ziim bulunur.

3.3. Morgan Voyce Toplaminin Hesaplanmasimin Kararhhg ve Hata Tahmini

Bu béliimde sunulan metodun dogrulugunu test etmek i¢cin Morgan-Voyce toplaminin
hesaplanmasinin kararliligi ve Ey (t) mutlak hata fonksiyonu ele alinmustir. Ey (t) hata

fonksiyonu,

En(®) = luy () —u(0)] (3.42)

seklinde tanimlanir. uy yaklasik ¢oziim, u(t) tam ¢oziimdir. S,,, Morgan-Voyce

serisinin kismi toplami olsun ve asagidaki gibi verilsin,

s, 2 biBy(£) = byBy(t) + byBy(£) + -+~ + by B, (£) (3.43)
i=0

Bu denklem vektor formunda

S,=b".B (3.44)
seklinde yazilir.

b" =(by by - by)ve BT=(By By - Byp)
seklindedir.
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CT=(Co G - Cp)
seklinde bir vektor tanimlayalim. Bu asagidaki gibidir,
CT.A=bT (3.45)

Buradaki A matrisi (n + 1) X (n + 1) tipinde

1 0 0 0 0 0 0
—(t—-2) 1 0 0 0 0 0
1 —(t-2) 1 0 0 0 0
A= 0 1 —(t—-2) 1 0 0 0
0 0 1 —(t—-2) 1 0 0
0 0 0 0 0 1 —(t—-2) 1.
olarak verilir.
Bu asagidaki tekrarlama bagintisin verir,
di - (t + Z)di+1 + di+2 = bi ,i = 0,1, e, n (346)
dpt1 = dpiz =0
Simdi bir n sabit sayisi icin yeni a” = (ay a; °*°  @n) vektorii tammlayalim.

a; = d,_; girdileriyle i yerine n —i ve b,_; yerine A; yazarsak asagidakiler elde

edilir.

dpi — (t+2)dp_—1) + dn_(i—2) = b

ya da
a—(t+2)a;_1+a,_,=4;,i=01,-,n (3.47)
(a-1=a,=0)

(3.47) denklemi Morgan-Voyce polinomlarina 6zellik olarak denktir ve

By(t) =1, B;(t) =t + 2 olmak iizere Morgan-Voyce polinomlari igin tekrarlama
bagintis1 agagidaki gibidir,

Bi - (t + Z)Bi—l + Bi—2 =0
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Boylece

AB=D,(D"=1 0 0 - 0) (3.48)

(3.45) ve (3.48) denklemlerini (3.44) denkleminde yerine yazarsak asagidaki denklemi
elde ederiz,

S, =CT.A.B =c, = a, (3.49)

Simdi yuvarlama hatasinin biiylimesini ve metotta hata yayilimini gérmek i¢in iizeri

bar igareti ile buna karsilik gelen hesaplanmig degeri gosterilsin.

a,—(t+2)a;_,+a_,=4;,i=01,-,n
Denkleminden,
a=t+2)a;_1—a_,+4,—¢ (3.50)
yazilabilir.
Buradaki €, A’daki hatadir. Boylece a;’deki hatayi
a;—a; =n;
seklinde tanimlayalim ve

Sp =

Ql

0 (3.51)

S, —S,=A (3.52)

(3.50) ve (3.51) denklemlerinden, asagidakini yazabiliriz.
n; = (t + Z)ni_l +n_,+¢
ve

A= ng dir.
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(3.50) denklemi a; = n; ve g; = A; alirsak, (3.47) denklemine denk olur. Boylece,

A= Y, & Bi(t) (3.53)

olur.

Boylece |t| < 1 igin, ({lhan, 2012)

n

Bl < Y (M) (3.54)

n
k=0

Hata smirlamast ig¢in L, normunu kullanirsak (3.53) ve (3.54) denklemlerinden
asagidaki gibi yazilabilir.

n

Z &B;(t)

i=0

1Al =

o

n
< ) leileo- 1Bl
i=0

n
<T.) leile
i=0

Burada

T = (n+k+1

n—k

n
k=0
3.4. Coziimiin Kontrolii ve Hata Hesabi

(3.3) ve (3.21) ifadelerindeki kesilmis Morgan-Voyce serisi formundaki yaklasik
¢cozlimler sirasiyla (3.2) ve (2.4)’te verilen denklemleri yaklasik olarak saglar. Boylece
her(t=t)(—o<a<t<b<w),i=01,..,N,igin
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E(t;) = [U(t) — Un(t)

ya da

E(t;) < 107%i (k; herhangi bir pozitif tamsay1)
olmalidir. Eger maksimum (107%i) = 107% (k herhangi bir pozitif tamsay1) dnceden

belirlenirse, 0 zaman N kesme sinir1 ¢; noktalarinin her birindeki E'(t;) degeri alinan

10~%°dan kiiciik oluncaya kadar artirilir.

Diger yandan hata fonksiyonunu

E®) = |U(®) — Un(®)
seklinde bulunur.

(2.4) denkleminde verilen epidemik SIR modelinin ¢6ziimlerinin dogrulugunu kontrol
etmek i¢in, Denklem (3.21) ile elde edilen ¢ozlimler Denklem (2.4)’te yerine yazilir.
Denklem (3.21) polinom ¢oziimii (2.4) sisteminin bir ¢dziimii oldugundan Denklem
(2.4)’ i saglamalidir. O halde, t; verilen araliklarin se¢ilmis noktalar1 olmak iizere,
Denklem (2.4) i¢in, 0 < t < a aralifinda rezidii hata fonksiyonlar1 asagidaki gibi

olacaktir,

ds(t;)

Bun(t) = [ + BS(EDI(8) + 05(69)|
E,n(t;) = % — BS(tDI(t;) + Vl(ti)|
Ea(t) = [~ yi(t) = 05 (1)

Siralama noktalarinda E; y(t) = 0 (i = 1,2,3) olmas:t beklenir. 0 <t <a igin

yi(t) = yin(t)ise E; y(t) = 0° dir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu bolimde, sunulan Morgan-Voyce siralama yonteminin kullanilabilirligini,
dogrulunu ve etkinligini géstermek amaci ile epidemik SIR modeli ve lineer olmayan
pantograf diferansiyel denkleminin 6rnekleri verilmistir. Epidemik SIR model igin iki
tane ornek sunulmustur. Ilk ornekte hatalar ve ¢oziimler diger metotlarla
karsilastirilmistir. Bu hatalar rezidii hata ile elde edilmistir. ikinci &rnekte farkl
asilanma oranlar1 i¢in sonuglar karsilastirilmistir. Cizelge ve sekiller verilen bir
araliktaki belirli noktalardaki karsilastirmalar1 gostermektedir. Lineer olmayan
pantograf diferansiyel denklem igin dort tane 6rnek sunulmustur. Bu 6rneklerin mutlak
hata fonksiyonlar1 u(t) tam ¢oziim ve uy(t) yaklasik ¢6ziim olmak tizere ey (t) =
|lu(t) — uy(t)| ile hesaplanmis ve sonuglar gizelge ve sekillerle verilmistir. Sonuglar
Lucas siralama metodu (Giimgiim vd., 2020), Fibonacci siralama metodu (Cakmak,
2022) ile elde edilen sonuglarla karsilastirilmistir. Biitiin niimerik hesaplamalar

MATLABR2022a programi kullanilarak yapilmistir.

Ornek 4.1. Tam ¢oziimii Upgy, (t) = 4t? — 6t + 5 olan degisken katsayili
t
-t @)+t (t—-1)—u <§> =8t3 +49t2 — 61t —5

homojen ve lineer olmayan pantograf denklemini 0 <t < 1 arahiginda u'(1) = 2

kosulu altinda N = 2 i¢in sonlu Morgan-Voyce siralama yontemi ile ¢ozelim.
Q2(t) = t* —1t, Az =1, B22(t) = 0,2, = 1,65,(t) =0
5 1
Pio(t) = t%,410 = 0,8:0(t) =t = 1, Pyo(t) = —1,4¢ = 5;500(15) =0
g(t) =8t3 +49t? — 61t — 5
seklindedir.

Burada N = 2 i¢in Morgan-Voyce seri ¢oziimii olan
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N

w(©) = ) caBa(®)

n=0

bulmak i¢in siralama noktalari,

bagintis1 kullanilarak

seklinde bulunur.

Boylece temel denklem,
{QZZ)?LOMZ}?CAXlo(M)ZR + PyoX, _MRT + POOXEOR} C=G
.
W = Q2810M*RCX1,0(M)*R + P1oX1 1 MR + PooX1 R (4.1)
>

seklindedir. Buradaki matrisler asagidaki gibidir.

o [c o0 o0 -2
,C=[0 ¢ o|G=|-=|

100  [R OO
R=12 1 0|, R=|0 R 0 ”
3 4 1 [0 0 R 0 0 C -9
0 0 O M 0 O 0 0 O 0O 0 O
M:[l 0 0],1’\’7: 0 M 0],Q22: 0 _i 0], Pro =10 i 0],
0 2 0 0O 0 M 0 0 0 0 0 1

-1 0 0 1 0 O X(0) 0 0
Poo—[o -1 0|, X0=|1 % i, Xio=| 0 X(%) 0
0 0 -1 1 1 1 0 0 X
1 -1 1 100
Xpa=(1 -2 Hox, =t 5w
2’ 1 1
1 0 0 T

seklindedir. Bu matrisler Denklem (4.1)’ de yerine yazilirsa artirilmis matris asagidaki

gibi bulunur,
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[—1 -2 -3 -5 ]
| 1 5 117 89|
W:6] =| 16 4 |
. 3 5 . J
2 4

Denklem (3.16)’ dan baslangi¢ kosullarinin matris formu, [Vy;d,] = [0,1,6:2]

seklinde bulunur. Boylece problemin yeni eklenmis [VT/: G] matris formu asagidaki

gibi elde edilir,
-1 -2 -3 : =5
— 117 89
W:G|=|-1 -2 -— . ——
[ ] 1 2 16 4
0 1 6 : 2

Bu sistem ¢oziildiikten sonra, Morgan-Voyce katsayilar matrisi agagidaki gibi bulunur;

37 Co
v [—22] _ [
4 Co

N = 2 icin Morgan-Voyce polinomlari ile elde edilen yaklasik ¢éziim asagidaki

,C=1[37 =22 4]

gibidir,
u,(x) = 4t> — 6t +5

Ornek 4.2. (Giimgiim vd., 2020) Tam ¢oziimii Urg,, (x) = et olan
t 2
u"(t) +u'(t — t?) — t?u (t + E) + (W @®) —uw@®u®) = g(t)

g(t) = el + et—tz — t2g3t/2

lineer olmayan pantograf diferansiyel denkleminin yaklagim ¢6ziimleri u(0) =1,
u'(0) = 1 kosullart altindave 0 < t < 1 araliginda N = 3,4, 7,9 igin Morgan-Voyce

siralama metodu ile incelenmistir.

Cizelge 4.1°’de N = 7,9 i¢in Onerilen yontem ile elde edilen hatalar Lucas siralama
metodu (Glimgiim vd., 2020), Fibonacci siralama metodu (Cakmak, 2022) ile elde
edilen hatalar ile karsilastirilmistir. Bu hatalar hata fonksiyonu kullanilarak elde
edilmistir. Bu ¢izelgedeki sonuglara gore verilen yontemin bazi noktalarda Lucas
yontemine gore daha iyi sonuglar verdigi goriilmiistiir. Sekil 4.1.’de N = 3 ve 4 igin
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Onerilen yontemle elde edilen yaklasik ¢oziimlerin ve tam ¢oziimiin karsilagtirmasi
sunulmaktadir. Sekil 4.2.'"de N = 7 ve 9 igin onerilen yontemle elde edilen yaklasik
¢Oziimlerin ve tam ¢Oziimiin karsilastirmasi verilmistir. Cizelge 4.1, Sekil 4.1. ve Sekil

4.2.°’den N arttik¢a hatanin azaldig1 sonucu ¢ikarilabilir.

Cizelge 4.1. Ornek 4.2°nin N’in farkh degerleri icin En hata fonksiyonlarinin karsilastiriimasi

Lucas siralama metot Fibonacci siralama metot Onerilen yéntem
X E, Eo E, Eo E, E,
0.2 2.79x107°  1.86x10712 2.42x107°  2.20x107"2 2.42x10°  2.88x10712
0.4 5.53x10°  3.56x107"2 4.12x107°  3.92x10°"2 4.12x10°  1.01x10™
0.6 8.75x10°  4.95x107'2 5.23x10°  4.97x10"? 5.21x10°  2.95x10™"
0.8 4.84x10°  8.55x10™ 2.79x107°  6.62x10™" 2.84x107°  2.99x1071'2
1 5.35x1077 4.78x107° 5.57x1077  3.93x107° 5.57x107  3.77x107°
3 T T T T T T T T T
281
2671
24r
22r
= 2
1.8r
167
141
" .l N S S hetei N=3 igin yaklagik gozum
12 4+ N=4 igin yaklasik péziim
1 -t i ] 1 1 C"‘ Tamwzum
1] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

X
Sekil 4.1. Ornek 4.2°nin N=3,4 icin yaklasik ¢éziimleri ve tam ¢oziimiiniin karsilagtirilma
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__mr""ﬁ Tam gozim
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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Sekil 4.2. Ornek 4.2°nin N=7,9 icin yaklasik ¢éziimleri ve tam ¢oziimiiniin karsilastiriimasi

Ornek 4.3. (Yilmaz ve Yaman, 2020)

Tam ¢dzimii Upgy, (t) = e~2¢ olan

W () + u(t) — 5u? (%) ~0

Lineer olmayan pantograf denkleminin yaklasik coziimleri
u(0) = 1,u(1) = e 2 kosullart alinda 0 <t <1 araligmda N =4,5,7,9 igin

Morgan-Voyce siralama yontemi ile incelenmistir.

Cizelge 4.2°de N =5,7,9 igin Onerilen yontem ile elde edilen hatalar Fibonacci
siralama metodu (Cakmak, 2022) ile elde edilen hatalar ile karsilastirilmistir. Bu
hatalar hata fonksiyonu kullanilarak elde edilmistir. Bu c¢izelgedeki sonuglara gore
verilen yontemle elde edilen hatalarin Fibonacci siralama yontemi ile elde edilen
hatalara yakin oldugu goriilmiistiir. Sekil 4.3, Sekil 4.4. ve Sekil 4.5." te siras1 ile N =

4,5,7 i¢in Onerilen yontemle elde edilen yaklasik ¢ozlimlerin ve tam ¢dzliimiin
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karsilagtirmasi sunulmaktadir. Cizelge 4.2, Sekil 4.3, Sekil 4.4. ve Sekil 4.5.°ten de
goriildiigii gibi N arttik¢a hata azalir.

Cizelge 4.2. Ornek 4.3’iin N’in farkli degerleri icin En hata fonksiyonlarimin karsilastirilmasi

Fibonacci siralama metot Onerilen yontem
X Es E, Eqg Eg E, E,
0.2 3.88x107*  4.39x107¢  3.04x1078 3.88x107*  4.39x107¢  3.02x107®
0.4 8.31x10™* 9.31x107®  6.45x1078 831x10™*  9.31x107° 6.46x1078
0.6 1.35x107%  1.50x10™°  1.04x1077 1.35x107  1.50x107° 1.04x1077
0.8 1.79x107%  2.16x107°  1.50x1077 1.79x107*  2.16x107° 1.52x1077
1 0 0 0 7.76x107°  4.13x107° 0
1 "\.. T T T T T T T T T
09 * 1
0.8r i \ 1
0.7 r : 1
"
06 F * .
> R
\.
051 T
041 H, -
0.3 f ]
————— M=4 igin yaklasik pozim el
Tam gbzim
D1 i i i i i |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

X

Sekil 4.3. Ornek 4.3’iin N=4 icin yaklasik ¢6ziim ve tam ¢6ziimiiniin karsilastirilmasi
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H

0.8r ’ 7

0.5[ * -

0.2 F — — ek ]
————— M=5 igin yaklasik gozim Ty

#  Tam gbzim
D1 ] ] ] ] ]
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

X

Sekil 4.4. Ornek 4.3’iin N=5 icin yaklasik ¢oziim ve tam c¢oziimiiniin karsilastirilmasi

09 * -

0.8 r -~ 4

06t * -

0.3 o i

0.2 F — — TH— T
————— N=7 igin yaklagik gozum T

4  Tam gozim
D1 i i i i i
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

X

Sekil 4.5. Ornek 4.3’iin N=7 icin yaklasik ¢6ziim ve tam ¢6ziimiiniin karsilastiriimasi
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Ornek 4.4 Tam ¢oziimii Uy g, (t) = et cost olan

u” (%) [u(®)]? + Ze¥ cost sin%u’(t) +u (%) =g(t)

5t _ ot 5t
gty =e2 (— sin 2t sinz + cos?>

Lineer olmayan pantograf diferansiyel denkleminin «(0) =1, u'(0) = 1 kosullar1

altinda 0 < t < 1 araliginda yaklasik ¢oziimleri N = 3,4, 7,9 i¢in incelenmistir.

Cizelge 4.3.° te N = 3,4, 7,9 igin Onerilen yontem ile elde edilen hatalar verilmistir.
Bu hatalar hata fonksiyonu kullanilarak elde edilmistir. Bu ¢izelgedeki sonuglara gore
verilen yontem ile elde edilen hatalar olduk¢a diizgiindiir. Sekil 4.6.” da N = 3,4,5
icin elde edilen yaklasik ¢oziimler ile tam ¢ozliimiin, Sekil 4.7."de de N = 5,7 igin
elde edilen yaklasik ¢oziimler ile tam ¢Oziimiin karsilastirmasi gosterilmektedir.
Cizelge 4.3.” ten de goriildiigii gibi N arttikga hata azalir. Sekil 4.6. ve Sekil 4.7.°den

N arttik¢a yaklasik ¢oziimlerin tam ¢oziime daha yakin oldugu goriiliir.

Cizelge 4.3. Ornek 4.4’iin N’in farkli degerleri i¢in En hata fonksiyonlariin karsilagtirilmasi

X Es E, E, E,
0.2 3.9x107* 1.7x107° 2.0 x107° 7.7x10710
0.4 7.9x107* 1.0x107* 1.1x107° 1.4x1078
0.6 5.9 x107° 6.1 x107* 7.0 x 107° 6.7 %1078
0.8 3.5x 1072 9.1 x107* 7.5 %1076 4.7 x 1077
1 1.1 x1071 12x1073 2.6 x1075 1.0 x 107
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Sekil 4.6. Ornek 4.4’iin N=3,4,5 icin yaklasik coziimleri ve tam ¢éziimiiniin karsilastirilmasi

0.9 T T T T T T T T T

0.8 e
07 r & 4

0.6 [ A |

0.3} A -

D21 & 1

01k # M=5 igin yaklasik gozum
' qx.-' +  M=Tigin yaklagik gozum
0 Tam gozim

D 3 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

x
Sekil 4.7. Ornek 4.4’iin N=5,7 icin yaklasik ¢oziimleri ve tam ¢éziimiiniin karsilastiriimasi

54



ORNEK 4.5. (Secer vd., 2018)

Bu ornekte asisiz SIR modeli 0 <t < 1 araligi i¢in asagidaki parametre degerleri

kullanilarak ele alinmaktadir.
Ng = 20, N; = 15,N; = 10,8 =0.01,y = 0.02,v=0

Onerilen yontemle elde edilen sonuglar (Secer vd., 2018) calismasindaki sonuglarla
kargilastirilmistir. N =5 i¢in yaklasik ¢oziimler sunulan yontem kullanilarak

asagidaki sekilde elde edilir:

Ss(t) = 20.00000000 — 2.999999999t — 0.04499957685t2
+0.02804671200t> + 0.0008058035642t*
—0.0003329149155¢°

Is(t) = 15.00000000 + 2.699999999t + 0.01799970470t>
—0.02816759777t> — 0.0006626352597t*
+0.0003329022387t°

R<(t) = 10.00000000 + 0.300000000t + 0.2699987216t2
+0.0001208857706t3 — 0.0001431683045t*
+0.126768711610 x 10~7t>

Epidemik SIR modelinin kesin bir ¢6ziimiiniin olmadig1 bilinmektedir. Bu nedenle
elde edilen ¢oziimler kullanilarak sunulan yontem Hermite siralama metodu (HSM)
(Secer vd., 2018), Homotopi Pertiirbasyon metodu (HPM) (Rafei vd., 2007), Laplace-
Adomian ayristirma metodu (LADM) (Dogan ve Akin, 2012) ile elde edilen yaklasik
¢oziimlerle karsilagtirilmistir. Ayrica kalan hatalar da sunulmaktadir. Cizelge 4.4- 4.9
dave Sekil 4.8,4.9,4.10'da N = 5 i¢in sonuglar verilmistir. Bu ¢gizelge ve sekillerden
de goriildiigii gibi sunulan yontemle elde edilen hatalar HPM ve LADM ile elde
edilenlerden daha kiiciiktiir ve HSM ile elde edilenlere benzerdir. Yani sunu
sOyleyebiliriz ki sunulan yontem sonugclari iyilestirmistir. Sekiller ve cizelgelerin
gosterdigi gibi, M-VSM dogrusal olmayan bir denklem sisteminin ¢6ziimiinde etkili

ve kullanighdir.
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Cizelge 4.4. N=5 icin Ornek 4.5 i¢in S(t) degerlerinin niimerik sonuc¢larimmn karsilastirilmasi

t S(t) (HPM)  S(t) (HSM, N=5)  S(t) (LADM)  S(t) M-VSM

0.2 19.39842557  19.39842556  19.39842557  19.3984255735
0.4 18.79461232  18.79461227  18.79461232  18.7946122770
0.6 18.18993727  18.18993677  18.18993727  18.1899367871
0.8 17.58578366  17.58578115  17.58578366  17.5857811555
1 16.98352883  16.98352001  16.98352883  16.9835200246

Cizelge 4.5. N=5 icin Ornek 4.5 i¢in S(t) degerlerinin rezidii hatalarimn karsilastiriimasi

t ERg (HPM)  I(t) (HSM,N=5)  ERg (LADM) ERS M-VSM
0.2 2.2416x107%  1.0080x107° 2.2417x107%  3.8045x10~°
0.4 6.6425x1077  1.0201x10~° 6.6427x1077  4.4120x107°
0.6 4.6388x107°  1.0363x107° 4.6389x107®  5.2320x107°
0.8 1.7832x107%  1.0566x107° 1.7833x1075  6.3120x107°
1 49171x107>  1.9918x1077 49172x1075  1.9256x1077

Cizelge 4.6. N=5 i¢cin Ornek 4.5 icin I(t) degerlerinin niimerik sonuclarimin karsilastiriimasi

t 1(t) (HPM) I(t) (HSM, N=5)  I(t) (LADM)  I(t) M-VSM
0.2 15.54049369  15.54049370 15.54049369  15.5404936937
0.4 16.08106363  16.08106367 16.08106363  16.081063672
0.6 16.62033527  16.62033570 16.62033527  16.6203357015
0.8 17.15693346  17.15693567 17.15693345  17.156935671
1 17.68949465  17.68950236 17.68949464  17.6895023739

Cizelge 4.7. N=5 i¢in Ornek 4.5 icin I(t) degerlerinin rezidii hatalarinin karsilastirilmasi

t ER, (HPM)  ER; (HSM,N=5) ER, (LADM) ER;M-VSM
0.2 2.0373x107%  1.0080x10~° 2.0375x107%  8.9114x107°
0.4 5.9888x1077  1.0201x107° 5.9892x1077  9.0230%x107°
0.6 4.1424x107%  1.0363x107° 4.1426x107%  9.0493x107°
0.8 1.5741x107%  1.0566x10~° 1.5741x1075  8.9952x107°
1 4.2787x1075  1.9918x1077 4.2789x107%  4.4706x1077
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Cizelge 4.8. N=5 icin Ornek 4.5 i¢cin R(t) degerlerinin niimerik sonuclarinin karsilastiriimasi

t R(t) (HPM) R(t) (HSM, N=5) R(t) (LADM) R(t) Morgan-Voyce
0.2 10.06108073 10.06108073 10.06108073 10.0610807329
0.4 10.12432405 10.12432405 10.12432405 10.1243240513
0.6 10.18972750 10.18972751 10.18972750 10.1897275117
0.8 10.25728304 10.25728317 10.25728304  10.2572831742
1 10.32697698  10.32697760 10.32697698 10.3269776025

Cizelge 4.9. N=5 icin Ornek 4.5 i¢cin R(t) degerlerinin rezidii hatalarinin karsilastiriimasi

t ERy, (HPM) ERy (HSM for L=5) ERg (LADM) ERp M-VCM
0.2 1.5573x107° 1.7802x10~1? 1.5573%x10~° 1.9663x107°
0.4 7.7657x107°  3.5556x10~12 7.7656x10~° 2.7950x10~°
0.6 2.0477x10~7 5.3304x10°1? 2.0477x10~7 3.7913x107°
0.8 1.1701x10°% 7.1090x10~12 1.1701x107° 4.9600x10~°
1 4.1334x107°% 4.5486x1077 4.1334x107° 2.4930x10~7
-4
0= & —HPM
—-8-—HCM R CH]
LADNM N v
10°5 —F— MORGAN WVOYCE ) v

hata

1079

op

‘h.ﬂ""#—f ; =

0.2 0.3

0.4 0.5

0.6

t

0.9 1

Sekil 4.8. S(t) i¢in rezidii hatalarinin diger metotlarla karsilastirilmasi
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Sekil 4.10. R(t) icin rezidii hatalarinin diger metotlarla karsilastirilmasi
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Ornek 4.6.

0<t<1 arahgmda  Ns;=095N,=0.05N; =0=02y=01 o=

0.005,0.01,0.02,0.03,0.06 parametre degerleri i¢cin denklem (2.4)’ i ele alalim.

Bu parametreler (Rachah ve Torres, 2015) ¢alismasindan seg¢ilmistir. S(t), I(t), R(t)
igin rezidii hatalar Cizelge 4.10.-Cizelge 4.14. ve Sekil 4.11-Sekil 4.14." de farkli o
degerleri i¢in sunulmustur. Kii¢iik 6 degerleri i¢in S(t) ve R(t) hatalar1 daha kiigtiktiir,

ancak I(t) hatas1 pek degismez. ¢ = 0.02 degeri i¢in en kii¢iik I(t) hatasi elde edilir.

S(t) ve R(t)'nin en kiicik hatalar1 ¢ = 0.01ve 0.03 degerleri igin elde edilir.

Boylece en iyi yaklasimin ¢ =0.02 i¢in elde edildigini soyleyebiliriz.

Cizelge 4. 10. 6 = 0.005 icin Denklem (2.4)’ iin rezidii hatalar

t ERg ER, ERg
0.1 2.0017x1077 2.0805%1078 1.0544x1078
0.2 2.4419x1077 2.5143x1078 1.1137x1078
0.3 2.9299x1077 2.9958x1078 1.1797x1078
0.4 3.4678x1077 3.5273x1078 1.2529%x10~8
0.5 4.0577x1077 4.1114x1078 1.3337x10°8
0.6 4.7020x10~7 4.7505x1078 1.4226x1078
0.7 5.4027x1077 5.4471x1078 1.5200x1078
0.8 6.1622x1077 6.2036x1078 1.6262x1078
0.9 6.9824x1077 7.0221x1078 1.7416x1078
1 7.8657x10~7 7.9046x1078 1.8661x1078
Cizelge 4.11. 6 = 0.01 icin Denklem (2.4)’ iin rezidii hatalar

t ERs ER, ERg

0.1 5.1591x1078 9.3905%1078 1.7736x10~°
0.2 5.5453x1078 1.1294x1077 2.5089x10°
0.3 5.9708x1078 1.3399x10~7 3.4104x107°
0.4 6.4395x1078 1.5712x1077 4.4980x10°
0.5 6.9554x1078 1.8243x1077 5.7929x107°
0.6 7.5227x1078 2.1000x10~7 7.3172x107°
0.7 8.1458x1078 2.3993x1077 9.0941x10°
0.8 8.8295x1078 2.7229x10~7 1.1148x1078
0.9 9.5794x108 3.0717x1077 1.3503x10~8
1 1.0402x10~8 3.4464x1077 1.6184x1078
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Cizelge 4.12. 6 = 0.02 icin Denklem (2.4)’ iin rezidii hatalar

t ERg ER, ERg
0.1 3.1084x1077 1.0500x107°  2.4970x10~7
0.2 4.0778%1077 2.0300x107°  2.9760x10~7
0.3 5.2230x1077 3.2950x107°  3.5110x1077
0.4 6.5640x10~7 4.0000x107°  4.1066x1077
0.5 8.1100x10~7 6.8300x107°  4.7650x10~7
0.6 9.9065x10~7 9.2000x10~° 5.4925%x107
0.7 1.1948x10~7 1.2043x1078 6.2904x10~7
0.8 1.4266x1077 1.5405x1078 7.1630x10~7
0.9 1.6880x1076 1.9000x10~8  8.1140x1077
1 1.9819x107¢ 2.4010x1078  9.1494x1077
Cizelge 4.13. 6 = 0.03 icin Denklem (2.4)’ iin rezidii hatalar
t ERg ER, ERg
0.1 2.2100x1078 3.7200x1078  6.9600x10~10
0.2 2.7380x1078 4.9700x1078  1.7400x10~°
0.3 3.3490x1078 6.4701x1078  3.0619x107°
0.4 4.0500x1078 8.2200x1078  4.6670x107°
0.5 4.8700x1078 1.0270x10~7  6.6010x10~°
0.6 5.7000x10~8 1.2640x10"7  8.9000x10~°
0.7 6.8390x1078 1.5347x1077  1.1605x1078
0.8 8.0117x1078 1.8420x1077  1.4750x1078
0.9 9.3220x108 2.1914x1077  1.8380x1078
1 1.0780x1077 2.5836x1077  2.2531x1078
Cizelge 4.14. 6 = 0.06 icin Denklem (2.4)’ iin rezidii hatalar
t ERg ER, ERg
0.1 8.5647x1077 5.4000x1078  2.0762x1077
0.2 9.5890x10~7 5.3700x1078  2.4940x1077
0.3 1.0660x1076 5.2000x1078  2.9568x10~7
0.4 1.1792x107° 4.9930x1078%  3.4662x1077
0.5 1.2972x1076 4.6100x1078  4.0240x1077
0.6 1.4202x107° 4.0964x108  4.6333x1077
0.7 1.5484x1076 3.4200x1078  5.2955x1077
0.8 1.6819x1076 2.5800x1078  6.0120x1077
0.9 1.8205x1076 1.5672x10"8  6.7870x10~7
1 1.9641x1076 3.7710x10™°  7.6213x1077
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5. SONUCLAR VE TARTISMA

Epidemik SIR modelinin ve lineer olmayan pantograf diferansiyel denklemlerin tam
cozlimlerini bulmak genellikle kolay olmadigindan bu denklemlerin yaklasik
¢Oziimlerini bulmak 6nemlidir. Bu tezin amaci bulagici hastaliklarin modeli olan
epidemik SIR modelinin ve de lineer olmayan pantograf diferansiyel denklemlerin
yaklasik ¢Oziimlerini Morgan-Voyce siralama metodu ile bulmaktir. Ayrica
¢ozlimlerin dogrulugu ve yontemin etkinligi de incelenmistir. Epidemik SIR modelin
tam ¢ozlimleri bilinmediginden dolay: yaklasik ¢oziimlerin dogrulugu rezidii hata ile
incelenmistir. Lineer olmayan pantograf diferansiyel denklemlerin yaklasik

¢oziimlerinin dogrulugu da mutlak hata ile incelenmistir.

Morgan-Voyce polinomlar1 (—oo, o) araliginda tanimli oldugundan dolayr Morgan-
Voyce siralama metodu istenilen herhangi bir lineer diferansiyel, integro diferansiyel,
kesirli diferansiyel, pantograf diferansiyel, lineer olmayan diferansiyel, kismi
diferansiyel denklem ve denklem sistemlerinin yaklagik ¢oziimlerini a < x < b

araliginda bulmak i¢in uygulanabilir.

Bu ¢alismanin 4. boéliimiinde epidemik SIR modelinin ve lineer olmayan pantograf
diferansiyel denklemlerinin yaklasik ¢6ziimlerinin bulunmasi ile ilgili 6rnekler
verilmistir. Bu 6rneklerde yaklasik ¢oziimler farkli N degerleri i¢in bulunmustur. N’
nin kiiglik olmasi durumunda bulunan yaklasik ¢oziimler istenilen dogrulukta
olmayabilir. N biiyiikk alindigi zaman ¢ok biiyiik boyutlu matrisler olusacagindan
dolay1 bilgisayardaki hesaplamalar uzun zaman alacaktir. O yiizden uygun degerleri
i¢in kiiciik hatalar elde edilmistir. Bu yontemin avantajlari, epidemik SIR modelin tam
¢ozlimleri bilinmemesine ragmen rezidii hata analizi yardimiyla bu modelin
hatalarinin hesaplanmasi ve bu modelin ve lineer olmayan pantograf diferansiyel
denklemlerin yaklasik ¢oziimlerinin bilgisayar programiyla kolayca bulunabilmesidir.
Daha sonraki galismalarda Morgan-Voyce siralama metodu, diger lineer olmayan
diferansiyel denklem sistemlerin ve kesirli diferansiyel denklemlerin yaklasik

¢Ozlimlerini bulmak i¢in kullanilabilir.
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