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OZET

KESIRLI TUREV VE UYGULAMALARI
YUKSEK LiSANS TEZI

PAMUKKALE UNIVERSITESI FEN BiLIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

(TEZ DANISMANI:DOC. DR. SERPIL HALICI)
DENIZLIi, HAZIRAN - 2016

17. yy. dan itibaren Leibniz, Euler, Lacroix ve Abel, Kesirli tiirev ve
integrallerle ilgili yaklasimlar sunmustur.

Dort boliim olarak hazirlanan bu ¢alismanin ilk boliimiinde; Kesirli integral
ve kesirli tiirevin tarihi gelisimi ele alindi. ikinci boliimde; daha sonraki
boliimlerde kullanacagimiz bazi tanim ve teoremlere yer verildi. Ugiincii bliimde
ise kesirli mertebeden tiirevin tanimi, 6zellikleri, elde edilisi ve bazi 6rneklere yer
verildi. Son bdliim olan dordiincii boliimde ise kesirli mertebeden tiirevin fiziksel
ve geometrik yorumu incelendi.

ANAHTAR KELIMELER:Kesirli tiirev, Gama fonksiyonu, Beta fonksiyonu,
Hata fonksiyonu



ABSTRACT

FRACTIONAL DERIVATIVE AND APPLICATIONS
MSC THESIS

PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS

(SUPERVISOR:ASSOC. PROF. DR. SEPIiL HALICI)

DENIZLi, JUNE 2016

Starting from 17th century, taking up fractional derivative and integral, Leibniz,
Euler, Lacroix, Abel, Liouville and many other mathematicians suggested various
ideas and approaches.

At the first part of this study consisting of four sections, the historical
development of fractional integral and fractional type have been discussed. We
included some definitions and theorems in the second part, which are to be used in
the subsequent parts. In the third part, the definition and the properties of the kind
of fractional order have been obtained and then exemplified.

In the fourth and the last part has been examined physical and geometrical
interpretation of the kind of fractional order

KEYWORDS:Fractional derivative, Gama function, Beta function, Error
function
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1. GIRIS

Uygulamali alanlarda kesirli tiirev ve kesirli integral kavramlari hakkinda
fiziksel sekillerin matematiksel modelinin olusturulmasinda, ¢ogu zaman tiirev
kavramina ihtiya¢ duyulur. Ciinkii sistemlerdeki degisimleri ifade edebilmek ig¢in
tiireve ihtiyac vardir. Eger bir sistemde degisim s6z konusu degilse, o sistemle ilgili
cok bir sey yapmaya gerek yoktur. Analizi ve analiz sonuglar1 6nemli olan sistemler
¢ogu zaman kendisinin hali hazirdaki durumu ve degisimi ile beraber ifade edilebilir.
Bu amagla ilk ¢caligmalar, L’Hospital, Abel, Euler, Riemann tarafindan yapilmistir.
Kisaca matematikgiler, sistemlerin modelini olusturan bagintilarin
(fonksiyonlarin)asimptotik davraniglarini incelemek icin bagimsiz degiskenlerde
meydana gelen en kiiclik degisikliklere karst bagintinin (fonksiyonun) davranisini

incelemek isterler.

Tiirev kavramini ilk kullanan bilim adami Isaac Newton’dur. Newton, klasik
mekanigin temellerini tanimlarken, bagimsiz parametrelerde meydana gelen
degisikliklere karsilik bagimli parametrenin cevabini incelemek igin ilk olarak tiirev

kavramina basvuran bilim adamlarindan biridir.

Newton bu ¢alismalarini “Philosophie Naturalis Principia Mathematica” adli
kitapta toplamistir ve bu kitapta Newton’un geometrik ispatlari,  yergekimi

kuvvetikanunu ve kiitle ¢gekimi kuvvetleri ile ilgili konular bulunmaktadir.

Newton’dan sonra baska bilim adamlar1 da tiirev kavramu ile ilgilenmislerdir.
(Karc1 2015).



2. BAZI TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, kesirli tiirev almak i¢in bilmemiz gereken genel kavram ve

tanimlar1 verdik.

2.1 Bazi Tanimlar

Tanmm 2.1.1: Bir veya daha ¢ok bagimli degiskenin bir veya daha ¢ok bagimsiz
degiskene gore tiirevlerini veya diferansiyellerini iceren bagintiya diferansiyel

denklem denir (Basar 1996).

Tanmm 2.1.2: Bir diferansiyel denklem iginde bulunan en yiliksek mertebeli
tirevinmertebesine, diferansiyel denklemin mertebesi; en yiiksek mertebeli tiirevin
derecesine de, yani kuvvetine, diferansiyel denklemin derecesi denir. Diferansiyel
denklemin derecesi hesaplanirken, denklem tiirevlerine gore polinom olarak

yazilmahidir (Basar 1996).

Tanim 2.1.3: A C R, x5 € A, Anin bir yigilma noktasi ve f ise A dan R ye bir
fonksiyon olsun. Eger,

lim ~ (x) = f (xo)

X—Xg X — xO

limiti veya x = x, + h koymakla elde edilen

Y f(xo + ) — f(x0)
m
h—0 h

limiti varsa, f fonksiyonu x, noktasinda tiirevlenebilirdir denir ve bu limit degeri f
nin x, noktasindaki tiirevi adin1 alir. Bu tiirev,



df (xo)
dx '’

f'(x0), Df (x0)

sembollerinden birisi ile gosterilir ( Balc1 2003).
Tanim 2.1.4: Tirevi f(x) veya diferansiyeli olan f(x)dx olan F(x) ifadesine, f(x)

in belirsiz integrali denir ve

[ reax = e

biciminde gosterilir. Bu ise,

d
F(x) = f Fdx & FG) = f(0) @.1)

olmasi demektir. Diger taraftan, bir sabitin tiirevi sifir oldugundan

d

—[F +cl = f@)

yazilabilir ki bu da f(x) in integralinin F(x) + c seklinde de yazilabilecegini
gosterir. Tamamen keyfi olan bu ¢ sabitine integrasyon sabiti denir, O halde, (2.1)

ifadesi

ff(x)dx =F(x)+c @%F(x) = f(x)

bigiminde yazilabilir. Demek ki, [ f(x)dx hesaplamak demek; tiirevi f (x) olan
fonksiyonu bulmak demektir (Balc1 2003).

Tamm 2.1.5: f: [a, b] = R fonksiyonu sinirli olsun. Eger;

b b
Jf(x)dx =jf(x)dx =]

ise, f fonksiyonu [a, b] araliginda Riemann anlaminda integrallenebilirdir denir ve

fonksiyonun bu integrali

b
J f(x)dx

biciminde gosterilir. Bu tanim kullanilarak bir fonksiyonun integralini hesaplamak

cok zordur. Simdi integrali asagidaki gibi tanimlayacagiz (Unlii 2011).

3



Tamim 2.1.6: f: [a, b] = R fonksiyonu sinirli olsun. [a, b] araliginin
P = {xy, x4, ..., X, } pargalanisi i¢in

My = sup{f(x): x4 < x < x4}, my = inf{f (x):xp_1 < x < x;}

olsun.

U(f,P) = ZMkAxk
k=1

ve

A(f,P) = kaAxk
k=1

toplamlarina, sirasi ile f fonksiyonunun P pargalanmasina karsilik gelen iist darboux
toplam1 ve alt darboux toplami denir. Yani par¢alanmalar sonsuza iraksarken

artiklarin toplamu sifira yakinsar (Balc1 2003).

Tamm 2.1.7: f(x,y) fonksiyonu —co <a < b <0, —oo<c<d< o araliklar

tizerinde Olciilebilir bir fonksiyon olmak iizere ;

f fxf(x,y)dy dx=f ff(x.y)dx dy
a a a y

esitligine Dirichlet formiilii denir (Balc1 2003).
Tamm 2.1.8: f: X — R™ bir fonksiyon ve A bir 6l¢iilebilir uzay olsun. Bu durumda

a > 0 i¢in
fl(—w,0) ={x€X: f(x)>a}€EA

oluyorsa, f fonksiyonuna olgiilebilir fonksiyon denir (Balc1 2003).

Tanim 2.1.9: 0< a < 1 olmak lizere

f) = % Of =D p@dr, x>0

ifadesine Abel integral denklemi denir ( Miller 1974).



Tamim (Fourier serisi) 2.1.10: Periyodik bir f(t) fonksiyonunun cosiniis ve

siniislerinin sonsuz toplami bi¢giminde bir agilimidir.

f@) = % + Y (a, cosnwt + b,sinnwt) olup

- (temel frekans)
dir.

2.2  Gama Fonksiyonu

Euler, I'(n) gama fonksiyonunu

r(n) = j- x" e ™*dx;n >0 (2.2)
0
olarak tanimladi (Lavoie and digl976). Bu belirli integral, n nin pozitif degerleri

icin yakinsar; dolayistyla n nin bir fonksiyonudur. Simdi

(2.2) formiiliinde n =1
alinirsa

(0]

r( =Jx°e‘xdx; n>0

(2.3)
0
elde  edilir.  Eger, (2.2) formilinde n yerine n+1 alinirsa
'n+1) = J x™ e *dx (2.4)
0
olup bu integralde kismi integrasyon metodunu Kkullanarak
u=x"dv=e%*dx ; du=nx""ldx, v=—e7*
olur ve bulunan degerler
fudv = uv — [ vdu (2.5)

formiiliinde yerine konulursa

o)

'n+1) = f x"e *dx = nf x" e *dx
0

0
olur.



Bu son esitlikten
I'n+ 1)=nl'(n)
elde edilir. Bu esitlik, gama fonksiyonu i¢in rekiirsiyon formiiliidiir.

(2.5) formiiliinden

I'(n) = @ (2.6)

elde edilir. Eger
-1<n<0 (2.7)

ise  n+ 1 pozitif olacagindan I'(n) hesaplanabilir. (2.5) ve (2.2) den asagidaki
esitlikler yazilabilir.
n=1 igin, r)=1I1)=1
n=2 igin, rGe)=2r2)=2.1
n=3 igin, I'4)=31(3)=3.2.1
bu sekilde devam edilirse,
n=n i¢in, I'n+1)=n! (2.8)
elde edilir. Bu esitlikte , n=0 yazilarak
0!=T(1)=1 (2.9)
bulunur.
n(n) =T(n+ 1) =n! (2.10)

esitligine Gauss Pi fonksiyonu denir (Basar 1996). (2.6) dan ve yukardan n = 0 koyarak

B rq) 1
rq) = o "0 (2.11)
re o
r(-1 =_(_1)=__1= —o00 (2.12)

bulunur. Eger n=-1 ise (2.6) ve (2.11) den

ro 0o
r-1) = _—(1)=_—1=—oo

bulunur.



(2.2) integralinde x = y? koyalim. (dx = 2ydy):

I'(n) = f y2n=2 o= 2y dy = 2[ y2n=1e-¥%qy (2.13)
0 0

Bu ifadede n = 1/2 koyalim :

r(l) =2 fooe-yz dy = 2\/2—E - (2.14)
0

oldugundan
1
n= _71 : r(%) = 51(5)2 = —2T(1/2) = —2Vx (2.15)
ve (2.15) den
-3 3 (-3 NG
n=:r(0-3)- _(3/3) ~3Cnm =

elde edilir; bu isleme boyle devam edilebilir.



[T(x) = T(x+1)

Sekil 2.1: Gama fonksiyonu (Karci 2015).

Sekil 2.1 de, gama fonksiyonunun sifir civarindaki durumu goéziikmektedir. Negatif
tam say1 degerleri i¢in gama fonksiyonu sonsuza gider. Tam say1 olmayan degerler

i¢in ise tanimlanmamuistir (Basar 1996).

2.3  Beta Fonksiyonu

B(m, n) beta fonksiyonu asagidaki belirli integralle tanimlanir (Basar 1996).

1
B(m,n) = f x™m (1 — x)" 1dx m>0, n>0 (2.16)
0

Integralde
x=1—-y,(dx = —dy) (2.17)

koyalim.(x =0iciny =1,x =1liciny =0):

Blmm) = - | L=y yidy = [ 3=y iy = Bum) (2.18)
0 0

Yani B fonksiyonunda m yerine n ,n yerine m gelebilir.



(2.16) ifadesinde x = sin?@ koyalim. (dx = 2sinfcosdd0):
/2

B(m,n) = 2f (sinB)?™1 (cos8)*""1do (2.19)
0

Buradax = 0i¢in 8 = 0,x = 1 i¢in 8 = /2 yazilmustir.

Bu defa (2.16) formiiliinde x = y/a yazalim.(dx = dy/a):

1 a
B(m,n) = W,f y™1l(a—y)*tdy (2.20)
0

Simdi de (2.16) ifadesinde x = y/(1 + y) koyalim. (dx = dy/(1 + y)?):

oy o y ., dy
B(m,n =f —)ym-1(1 - n-1
(m, m) o(1+y) ( 1+y) (1+y)?
© ymt 1 dy

) YT A+y)n (1 +y)?

0o m-1

y

S, e

dy (2.21)
dir (Kalin 2012).

2.4  Gama ve Beta Fonksiyonlar1 Arasindaki Iliski

(2.12) formiiliinii tekrar yazalim.

[0e]

rn)= 2 j y2n=1o-¥%qy (2.22)
0

su ifadeyi de yazalim:

[ee]

2

['(m) = 2[ x21 e~ dx (2.23)
0

Bu iki ifadeyi taraf tarafa carpalim:
r(m)r(n)= 4J f x2m=1y2n=1 o=(* 4 3,2 dx(y (2.24)
o Jo

9



xy diizleminde polar koordinatlardaki elemanini yazalim.
x=rcosf , y=rsinf , dxdy=rdrdf
Bunlar yerlerine koyalim (x? + y? = r%(cos?8 + sin?0) = r? ve

y/x = tanf dan y = 0 i¢in 8 = 7 /2 yazarak):
/2

r(m)r(n) = 4f f r2min=1)04002m=1ging2n=1 o~ rqrdg
0
0

/2 (o)
=] cos@?m-1 sin@zn‘ldej r2min=1) o—r? g,
0 0

(2.20) yi kullanalim (m ile n yer degistirebilir):
r(m)'(n) = B(m,n).2) J p2min=1) o=1* gy
0
(2.24)’e gore

Zf r20m+n=1) o=* gy = I(m + n)
0
elde edilir. (2.24) de ki m yerine burada m + n geldi). Bunu yerine koyalim:
Buradan
r(m)+rm)

B(m,n) = W (2.25)

elde edilir. Bu ifade bazi belirli integrallerin kullanilmasinda ¢ok faydalidir

(Rainville 1973).

2.5 Genisletilmis Gama Fonksiyonu

x in pozitif degerleri i¢in tanimlanan gama fonksiyonu negatif x degerleri i¢in
de tanimlanabilmektedir. Yani r(x), tim reel sayilara genisletilebilir.
r(x+1) = xr(x)
ozelligini kullanarak negatif x degerleri i¢in r(x) degeri-n < x < —n + 1 ise

0< x + n < 1 olmak lizere

10



r(x +n)

) = x(x+1Dx+2)..(x+n—-1)

esitliginden hesaplanabilir. Buradan goriilmektedir ki gama fonksiyonu sifir ve

negatif tamsayilar i¢in sinirsizdir. Yani, degeri sonsuzdur.

Faktoriyel oOzelligi tim pozitif x degerleri i¢in bir anlam ifade
etmektedir.Ancak negatif x ler i¢in ayni sey sdylenemez. Ciinkii x in negatif
tamsayilara yakin degerleri icin r(x) ler pozitif ve negatif degerler alarak sinirsiz

sekilde biiyiimektedir (Lavoie and dig. 1976).

2.6 Kompleks Degiskenli Gama Fonksiyonu

Gama fonksiyonunun tanimindaki genellestirilmis integral ifadesinde x
yerine z alarak, bu fonksiyon kompleks diizleme genisletilebilir. Yani z € C olmak

uzere,

[0e]

r(z) = j t? te"tdt ; Rez >0
0

icin yakinsaktir. v(z + 1) = zr(z) ve

r(z+1) r(z+m)

T = T T DG D =D

m=12,3,..

ozellikleri burada da gegerliligini korumaktadir. Bu son esitlikten gériilmektedirki,
gama fonksiyonu kompleks diizlemin negatif tamsayilara karsilik gelen noktalarinda
ve z = 0 da birer kutuba sahiptir (Rainville 1973).

2.7  Hata Fonksiyonu

x € Rigin

Erf(x) = £ e~ t’dt (2.26)
\/Eo

11



olarak tanimlanir. Hata fonksiyonu tiimleyeni

Erf.(x) =1—Erf(x)

ile gosterilir. (2.26) nin bir sonucu olarak Erf(0) = 0 ve Erf (o) = 1 dir (Rainville

1973).

2.8  Mittag-Lefler Fonksiyonu

Mittag-Lefler fonksiyonu e* iistel fonksiyonunu bir genellestirmesi olup

kesirli tiirevlerin hesap edilmesi i¢in 6nemlidir. Bir ve iki parametreli Mittag-Lefler

fonksiyonunun gdsterimi

Ea(X)=kz=0m , a>0

Ea‘B(X)=kZ=Om a>0, >0

kuvvet serisi olarak tanimlanir. (2.27) de Ki seri (2.28) deki serinin bir

genellestirmesidir. (2.28) de verilen bir tanimin sonucu olarak,

1
Eqp(x) = X)) + XEq a045(X)

d
Eqp(x) = BEgp+1(x) + axaEa,ﬁ+1(x)

yazilir. (2.30) esitliginden

d 1
aEa,B+1(x) =— [Eap ()] — BEgp+1(x)
dir. 8 yerine B — 1 alinirsa

d 1
aEa,B (x) = E [Ea,ﬁ—l(x) - (B - 1)]Ea,ﬁ(x)

olur. Simdi (2.29) esitliginin ispatin1 yapalim. Bunun i¢in (2.28) yardimiyla

1

d Xk d X+
Eap(x) = kz:;)l“(ak + B) - kzlf(ak(a + B)

12

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)



(o8] (°9)

k

= z X - = ! +xz a
L r(ak(a+ ) TB) "~ &r(ak(a+p))

k

1
E
I-'(B) +x aa+ﬁ(x)
elde edilir. Burada E, g(0) = 1 dir. a ve f nin baz1 6zel degerleri igin Mittag-Lefler

fonksiyonu bilinen baz1 6zel fonksiyonlara indirgenir. Ornegin;

W= Tk+ D) Likr €
k=0 k=0
k

o X ,
E 1(x) = — = eY Erf.(—x)
2 kZOr(g +1)

x_q
Ei2(¥) = Zf(k +2) Z k+1D! x

dir (Lavoie 1976).

2.9  Mellin-Ross Fonksiyonu

Mellin-Ross fonksiyonu e®¢ nin kesirli integrali bulundugu zaman ortaya
cikmustir.

Bu fonksiyon tam olmayan gama ve Mittag-Lefler fonksiyonlarin ikisi ile
iliskilidir. Mellin-Ross fonksiyonu

E.(v,a) = t’e™I'*(v,t)

seklinde tanimlanir.

(at)”

E —ry 9
(wa)=t SYICETESY

= t"E; 41 (at)

olarak da yazabiliriz (Miller 1974).

2.10 Riemann-Liouville Kesirli Tiirevin Laplace Doniisiimii

13



Riemann-Liouville kesirli tiirevlerinin laplace doniigiimii, a > 0 olmak iizere

n—1

LEDEF (893} = 59F (5) = ) sFIMDEF 1 ()]mg , (R =1 <@ < 1)
k=0

ile verilir. Bununla birlikte t = 0 alt limitinde kesirli tiirevlerin limit degerlerinin

fiziksel gosteriminin bulunmamasi nedeniyle pratik olarak uygulanabilirligi sinirlidir

(Miller 1974).

2.11 Caputo Tiirevinin Laplace Doniisiimii

Caputo kesirsel tiirevinin laplace doniistimii

n-—1
LEDEF(©); s} = s°F(s) = ) s KA, (n=1<a<n)
k=0

ile verilir. Caputo kesirsel tiirevinin laplace doniisiimiiniin bu ifadesi f(t) ve onun
tiirevlerini icermektedir. Bu haliyle bazi fiziksel siire¢lere uygulanmasi ¢ok daha
kolaydir. Ornegin, f(0) baslangic durumu, f'(0) baslangic hiz1 ve f"(0) baslangig
ivmesi olabilir. Bununla birlikte lineer kesirli diferansiyel denklemlerin ¢dziimiinde
de kullanigh bir ifadedir ( Lavoie ve dig 1976).

2.12  Griinwald Letnikov Kesirli Tiirevinin Laplace Doniisiimii

0<a<1,L{EDAf(t); s} = sOF(s)

ile verilen bagmti Griinwald-Letnikov kesirli tiirevinin laplace doniisiimii olarak

adlandirtlir (Podlubny 1999).

14



3. BAZI TEMEL KAVRAMLAR

Simdi n. mertebeden tiirevlerin

df (t) d*f(t) d*f(t)
dt ' dt?z ' dt3 7

f@®,

sonsuz dizisini géz Oniine alalim. Keyfi mertebeli diferansiyel diisiincesi, aslinda

tekrarlanan  diferansiyelin  bir  genellestirmesidir. Burada temel amag,

dn o o . - oo -
o sembolii ile gosterilen operatdriin n tam say1 degerli parametresini, tam say1

olmayan bir p parametresi ile yer degistirmektir. Dolayisiyla, kesirli tiirevlerin tanim

ve Ozelliklerini incelemek gerekir (Dalir 2010).

3.1 Kesirli Tiirevlerin Elde Edilisi

0 <a<1olmakizere x>a

f0) = [ 0O -0 3.1)
I'(a)

seklindeki Abel integral denklemi ele alinsin. Buradaki (3.1) de x yerine t, t yerine

s yazilirsa

@) = % [ o -sras 32)

bulunur. Elde edilen bu (3.2) integralinin her iki yan1 (x — t)~% ile ¢arpilarak a dan

x e kadar integrali alindiginda,

A —-a — 1 A : a—1 —-a
j(x—t) f(t)dt—mj J(p(s)(t—s) ds|(x —t)"%ds

15



X t
1 - -a
:maf af(p(s)(t—s) (x —t)%ds|dt

bulunur elde edilen bu esitlikte Dirichlet formiilii olarak bilinen

f fx (f (%, y)dy)dx = f fb (f (x,y)dx)dy (3.3)
aa 0

esitligi kullanilirsa;

fx( —t)‘“f(t)dt—fo (s) fx(t— ) (x —t)~%dt|d (3.4)
x @ Q(s S s .

elde edilir. (3.4) ifadesinin sag integralinin i¢ kisminda
t=s+1(x—15s) , dt = (x — s)dt

degisken degistirmesi yapilirsa;

x 1
f(t —5) Y (x—-t)*dt = f(s +1(x—5s)— s)a_l(x —-s—1(x— s))_a(x —s)drt
s 0

g r(@ra -
fra-lm — ) %dr = f(a,1-a) = —(a)r((n &

0

oldugu goriiliir. Bu ifade (3.4) de yerine yazildiginda;

f(x -t f(t)dt=T(1—a) f @(s)ds

X

1 X
[o@ds = r—= [ - 07 e

a

olur. Bu iki ifadenin her iki yaninin x e gore tiirevi alinirsa;

o)=L [a-o (35)
rl—a)dx

bulunur. Elde edilen (3.5) ifadesine a inci mertebeden fractional ya da kesirli tiirev
denir ( Ozen ve Oztiirk 2004). Bu tiireve Riemann-Liouville tiirevi de denir.

Tamim 3.1.1: m,m < p < m + 1 sartin1 saglayan bir tamsayu, f siirekli bir

16



fonksiyon, f*(t), (k=1,2,...,m+1) tiirevleri ile [a, t] kapali araliginda siirekli olsun

bu takdirde f fonksiyonunun p. mertebeden Griinwald-Letnikov kesirsel tiirevi

GLDP = i f®(a)(t — a)P+k

F(p+k+D) TCp+tk+D ] (¢ =™ (@) dr (3.6)

dir (Ozen ve Oztiirk 2004).

Tammm 3.1.2: f fonksiyonu her sonlu (a,t) araliginda siirekli ve integrallenebilir
olsun.m € Nym — 1 < p < m olmak {izere t > a i¢in reel bir f fonsiyonunun p.

mertebeden Riemann-Liouville kesirsel tiirevi

seklinde tamimlanir (Ozen ve Oztiirk 2004).

Tanmmm 3.1.3: m,m — 1 < p < m olacak sekilde pozitif bir tamsayi, p herhangi bir
pozitif say1 ve f fonksiyonu da m defa siirekli diferansiyellenebilir olsun. Bu

takdirde f fonksiyonunun p. mertebeden Caputo kesirsel tiirevi

j f™(r)dt
F(m p)J (t—opri—m

¢pf = (3.8)

ile tanimlanir.

t >0 i¢cin m+ 1 siirekli tiireve sahip f(t) fonksiyonlarinin bir sinifi ele
alinirsa bu takdirde tanim3.1.1 ile verilen Grinwald- Letnikov kesirsel tiirevi, Tanim
3.1.2 ile verilen Riemann-Liouville kesirsel tiirevine esittir. Bununla birlikte ayni
sartlar altinda Caputo kesirsel tiirevi ile diger iki yaklasim arasinda boyle biresitlik
s0z konusu degildir. Simdi Griinwald-Letnikov ve Riemann-Liouvilleyaklagimlarinin
hangi sartlar altinda esit olduklarmi gosteren bir teorem ifade edelim (Ozen ve

Oztiirk 2004).

Teorem 3.1.4: f(t) fonksiyonu [a,7] arahginda (n—1) defa siirekli
diferansiyellenebilir ve f™(t) tiirevleri de [a, 7] araliginda integrallenebilir olsun.

Bu takdirde her p (0 < p < n) igin LDP f(¢) Riemann-Liouville tiirevi mevcuttur

17



ve SLDP f(t) Griinwald-Letnikov tiirevine esittir.

Eger0OSm—1<p <m<nisebutakdirdea <1< 7 i¢in

m-1 _Nj- t
RiDP = %D} = sz e b [ o

esitligi saglanir (Ozen ve Oztiirk 2004).

3.2 Kesirli Tiirevin Ozellikleri

Kesirli tiirev alirken kullanacagimiz 6zelliklerden bahsedelim.

3.2.1 Lineerlik Ozelligi

Kesirli tiirevlerde tamsayi tiirevlere benzer bir lineer 6zellige sahiptir.
DP(af(t)) + bD"g(t) = aD"f(t) + bD" g(t)

Bu 6zellik dogrudan Griinwald-Letnikov tanimindan

DF(af (£)) + bD"g(t) = lim h™P Z(—l)r () (af(t —rh) + bg(t —h))
r=0

nh=t—a
=alim,oh P X" (—1D)" ®) f(t —rh) +
nh=t—a

n

blimh? ) (=1)" () f(t = 1)

r=0
nh=t—a
= a%DPf(t) + bD; g(t)
oldugu goriilebilir. Ayni sekilde p. dereceden (k — 1 < p < k) Riemann-Liouville

kesirli tiirevleri i¢in

D7(af ©) + D" 9(0) = = f (k= D*P(af (1) + bg(0)dr
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d t
= F(kL—p)@f(k - T)k_p_lf(‘[)d‘[ +

—F(k ) dtkf( — )P 1 g(r)dr

= afLDP F(t) + bRLDP g(t)

lineerlik 6zelligi dogrulanabilir (Miller ve Ross 1974).

3.2.2 Homojen Olma Ozelligi

Differintegrallerin homojen olma &6zelligi
ReDECIf (O] = c[RepE f(0)]

ile verilir. Burada C herhangi bir sabittir (Miller and Ross 1974).

3.2.3 Kesirli Tiirevlerin Leibniz Kural

Eger f(t) ve g(t) fonksiyonlarinin tiirevi [a, t] araliginda siirekliyseler

RDP(9(OF ©) = ) gt () DY
k=0

ifadesi Leibniz kurali olarak adlandirilir. Leibniz kurali 6zellikle kesirli tiirevi bilinen
bir fonksiyon ile polinomun ¢arpiminin kesirli tiirevini hesaplamada ¢ok kullanighdir

(Podlubny 1999).

3.2.4 Kaesirli Tiirevlerin Bileskesi

, . e i .an
Tam say1 mertebeden tiirevler ile kesirli tlirevlerin bileskesi; —gn tam say1

mertebeden tiirev, RLD! kesirli tiirev ve f*(a)=0 (k = 0,1, 2, ...) olmak iizere

dn dn +n
P RiD{ (ﬁ) = REDYTf ()
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esitligi saglanir.

3.2.5 Birlesme ozelligi

Iki kesirli tiirevin birlesimi; 0 S m<p<m+1ve0<n<g<n+1ve
f(®); f™(a) =0, (k=0,1,2,...) olmak iizere RtDP ve RLD! kesirli tiirevlerinin
birlesimi

REDI(RLDY f(1)) = REDP (RED{f (1)) = REDPMf (D)
dir.

Bir fonksiyonun kesirli tiirevi: «=0¢; +o¢,+0¢3+ -+ +¢,, olmak {izere

D* = DXttt tn f(1) = DX1p%2D%s | D*nf(t) dir (Miller and Ross 1974).

3.3 Kesirli Tiirev ve Adi Tiirev Arasindaki Farklar

1) Kesirli tiirevi adi tiirevden ayiran en belirgin 6zellik, kesirli tiirev alirken 6zel
fonksiyonlardan (Gama, Beta, Mittag- Lefler, Mellin-Ross, hata fonksiyonu...)
yararlaniriz.

2) Adi tiirevde sabitin tlirevi her zaman sifirdir fakat kesirli tiirevde sabitin tlirevi
sifirdan farkli yani bire yakin bir deger olarak bulunur.

ORNEK 3.3.1: f(x) = x fonksiyonunun 1/2. mertebeden kesirli tiirevini bulalim.

0<-<1 n=1

N |-

elde ederiz.
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2 | I | | I | I I |

flx)=x
18¢ Derece=0
161 Derece=0.2
Derece=0 4
14} = Derece=0.6
= Derece=0.8
12+ Derece=1

] ]
0 02 04 06 038 1 12 14 16 138
Sekil 3.1: f(x) = x fonksiyonunun grafigi (Karci 2015).

ORNEK 3.3.2: f(x) = 1 fonksiyonun 2/3. mertebeden kesirli tiirevini

hesaplayalim. Riemann-Liouville tanimina gore

t
RLpx _ 1 i n f(y) — RL 2
aDt - F(Tl—OC) (dt) J‘(t _y)oc_n+1 - ath(t)

1 d cdy 1 1

t
= @ (a)"af C—12P T G) <_ (t — a)?/3

21
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f{x)=1
187 Derece=0
16 Derece=0_2
' Derece=0.4
14F Derece=0.6
Derece=0_8
12} Derece=1
1
0.8
06}
041
021
0
| | | | | | | | | |

0 02 04 06 038 1 12 14 16 18 2

Sekil 3.2: f(x) = 1 fonksiyonunun Riemann-Liouville kesir dereceli tiirevleri (Karct
2015).

ORNEK 3.3.3: f(t) = t? fonsiyonunu goz dniine alalim. p = %ve p= z icin
(p mertebe) bu fonksiyonun Griinvald-Letnikov kesirsel tiirevlerini hesaplayalim.

a) p= %igin Tanim 3.1.1 dikkate alinirsam = 0, m < p < p + 1 sartin1 bir

tam say1 olmalidir. Ayrica I’ G) = +/m oldugundan

m

o NP @ - ) 1L
Gan—Z r(-p+k+1) +F(—p+k+1)f(

t — )™ P fFm+D () dr

O(a)(t - a)z g i
_f (a_)l(t a) N _11 J(t — D)7 f(Ddr
rG+1n  r(Z+1)

a

[y

a?(t — a)_T1 1 : -1
= T + (t—1)2 2tdt
riz) i) f
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-1
a’(t—a)z

t—a
2 -1
:T-I_\/_Eof uz (t—u)du

Q(t-a)z 2 L2
=T+\/—E[2t(t—a)2—§(t—a)2]
17, -1 14 3
== (t—a)2+4t(t—a)2—§(t—a)2]
I +4t(t—a)2——(t—a)]

Vi |(t - ay:

_3a®+12t(t —a) —4(t —a)® 8t —a®—4at
- 1 - 1
3(t — a)zvm 3(t —a)zvm

p= %olsun m,,m <p <p+ 1 sartin1 saglayacagindan m = 1 dir.

r G) =+mver G) = /1 oldugu dikkate almirsa

cipp i FO@(E = )P

_ A \ym-p £(m+1)
r(-p+k+1) +F(—p+k+1)f(t P (n)de

Z FO @yt —a) ="

f (t—f)l‘a f"(0)dr
r(-2+k+1) F(——+k+1

FOW@E-a)z f’(a)(t—a)z 1
= n + T T (t—‘[) ZdT
r(-3) r) F(z J
2(t—a)z 2a(t—a)z
Tt e o

-3

L= C a7 P 4t — o)

= — a\t —a) 2 —Qa)z
Vi 2

[y
]
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—a? 2a 1
5+ -+ 4(t —a)z

Tl2(t - a)z (t —a)z

Sl

—a’+4a(t—a) +8(t —a)®> 8t +3a*—12at
3 - 3
2(t —a)2vn 2(t —a)2vn
elde edilir (Ozen ve Oztiirk 2004).

ORNEK 3.3.4: f(t) = t? fonksiyonu gbz oOniine alinirsa p =% ve p =§ i¢in
Riemann-Liouville kesirsel tiirevlerini hesaplayalim.

ap = % i¢cin Tanim 3.1.1 dikkate aliirsa m, m — 1 < p < m sartin1 saglayan bir tam
say1 olacagindan m = 1 dir.

Boylece I’ G) = /1 oldugu gozoniine aliarak

t
1 dj 114
=————— | (t—1) 2 t2dt
r(l_l)dt
a

2

t t—a
1 d 1 1 d 1 d 1
— _ _ 372 - = “2(t — 2
r(l)dtj(t T) 274dT N=rT: \/_dfu(t u)“du
2 a
1 1 3
\/_dt (tzu z — 2tuz + uz)du
t—a
- dj 20(t - )t — 2 (¢t — ) + 2 (¢ — a))d
_\/Edt ( a 3 a z a)z)du
0

_1y, L, 2 1 :
_ﬁ[t(t_a)z+t(t—a)2—§(t—a)2]

1 1 2
=—|2t(t—a)z + ——(t—a)
v [ (t — a)z ]
_6t(t—a)+3t? - (t—a)® 8t’—a®—4at
3(t — a)ivT 3(t — a)ivT
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bulunur.

b)p = % alinirsa Tanim 3.1.2 den m = 2 oldugu goriiliir. Buradan fonksiyonun p = %

mertebeli Riemann-Liouville kesirsel tiirevi

t
RLDP — 1 d™ m—-p—1 d

a

1 > 1 d? 1 d? -1
F(Z_E)F_F(E)dtz_\/ﬁdtzj
2

N

1 d?

- ﬁﬁ[th(t —ay —%(t — ) +§(t - a)i]

1 d*y, =1 1 3
2 -1 1 3
= \/%% [tz(t —a)z —2t(t —a): —%(t - a)g]

2 2 3 -1 1
=%%[—?(t—aﬁ+3t(t—a)7+;(t—aﬁl
_ L [_ t + 3t + 3 (t— a)%]

Vr| 2 -ap (t-a) 2

3(t —a)? + 6t(t — a)% —t2
2(t — a);\/E

B 8t2—a? — 12at
3
3(t —a)2vn
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olarak hesaplanir (Ozen ve Oztiirk 2004).

ORNEK 3.3.5: f(t) = t? fonksiyonunu gozoniine alalim. p = %ve p= % alalim ve

fonksiyonun Caputo kesirsel tiirevlerini hesaplayalim.

a) Tanim 3.3.3 dikkate alinirsa m =1 dir. Ciinkii m,m —1 <p < m sartin1
saglayan bir tamsay1 olmalidir. O halde I G) =/ oldugu dikkate alinarak

cnp 1 g fm(t)dr B 1 _
o L e T
2 12 3 2 12 i(t—a)%
- = |26 - 2 - S (e - )7 = = |26 - 2 =S (¢ - o =
2 [6t(t —a) — 2t(t — a)zl _ 8t?—4at — 4a?
Vi 3(t — a): 3(t — Q)iVE
elde edilir.

b)p = %igin Tanim 3.3.3 den m = 2 oldugu goriilebilir. Burada I G) = +/m oldugu

g0zoniine alinirsa

t

cpP — 1 f™(r)dr

a“'t F(m _ p) (t _ T)p+1—m
a

L (-0 pr@dt = —— [ (= D) 2edt
r(1-3); O

_ i(t _ T)% _ 8t2—4at — 4a?
v 3(t — @)V

Ornek 3.3.1 ve Ornek 3.3.3 den hareketle Griinwald —Letnikov ve Riemann-
Liouville kesirsel tiirevlerinin belirli sartlarda ayni1 sonuglart  verdigini
sdyleyebiliriz.Ornek 3.3.2 teoremin bir uygulamasi olarak karsimiza ¢ikar. Ornek
3.1.1, Ornek 3.1.2 ve Ornek 3.3.3 ile birlikte degerlendirilirse Caputo kesirsel
tirevinin Griinwald-Letnikov ve Riemann-Liouville kesirsel tiirevlerinden farkli
oldugunu gorebiliriz. Simdi de Riemann-Liouville ve Caputo kesirsel tiirevlerinin

hangi sartlarda esit olduguna bakalim (Ozen ve Oztiirk 2004).
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TEOREM 3.7.10: f fonksiyonu her sonlu (a,t) araliginda siirekli ve

integrallenebilir, m,m — 1 < p < m olacak sekilde pozitif bir tamsay1 ve p herhangi
bir pozitif say1 olmak tizere f QIGY (k =0,1,2,...,m — 1) tiirevleri de [a, t] kapali
araliginda siirekli ve integrallenebilir olsun. Bu takdirde eger k = 0,1,2,...,m — 1
icin f® (a) = 0 sartlar1 saglanirsa

RLDp CDp
dir (Ozen ve Oztiirk 2004).

ORNEK 3.7.11: f(x) = x fonksiyonu igin,
1 3
(RLD2 f (x)) RLD "2 f(x) = RED?f (x) esitliginin dogrulugunu gosterelim.

1

COZUM: f(x) = x olduguna gore 6nce di (RLD2 f (x)) hesaplanirsa,

e
(x —t)2

1 o
dEx df tdt
dxz d d

2

]=—2\/———\/—

\/_dx[S dx[\/_ ]:\/%

buradan

d RLD% ( ) — 1
dx a tf X _\/ﬁ
olarak elde edilir.

3
Diger taraftan ®;D? f (x) hesaplanirsa

dix d? [ 1 d?
I r dxzoj(x t)gz\/_;dx2[3 ] \/_dx[\/_ x]
ve boylece
3
dzx 1
dx%_\/ﬁ

iki tiirevde de sonug birbirine esit oldu.

27



ORNEK 3.7.12: f(t) = (t — a)? fonksiyonu ele alalm. p =% ve p

fonksiyonun Riemann-Liouville kesirsel tiirevini hesaplayalim.

ap= 2 alinrsa Tanm 3.1.2 denm = 1 oldugu goriiliir. Buradan
2

1 . . . .
p=; mertebeli kesirsel tiirevi alinirsa

t
UDEF(©) = s i [ €= 0" (e

1 am 1

G

t—a

1 df 2 Y
u?z —a—u u
dt

Vm )

1 d 1 d 8
= —— = —— t—a)z

Jmdt \/Edt N

d
d

olarak hesaplanir.

3. .
= 3 i¢in bu

fonksiyonun

b) p =2 icin  Tanim 3.3.2 dikkate alinwrsa m, m—1<p <m sartim
saglayacagindan m = 2 dir. Bdylece p =% mertebeli Riemann-Liouville kesirsel
tiirevi
UDLFO) = s o f (£~ "I f (r)d
1 @ 231
=——— [ (t—17)2 (r—a)idr
_3 dtZJ
(-3,
I e
= )2 (T — a)?dr
1 dtZ
GRS
t—a
d? -1
:Ff uz (t —a—u)?du
0
=3 f [uz t—a)?—2(t- a)uz +u2] du
0
2
= \/%:tz = \/_dtz [16 (t—a)2 ] =— (t - a)z sonucuna ulasilir
(Ozen ve Oztiirk 2004).
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ORNEK 3.7.13: f(t) = (t — a)? fonksiyonu ele alahm. p == ve p == igin bu
fonksiyonun Caputo kesirsel tiirevini hesaplayalim.

a p= 2 alinrsa Tamm 3.3.3 denm = 1 oldugu goriiliir. O halde fonksiyonu
2

1 . . . .
p=; mertebeli kesirsel tiirevi;

fr@de 1 fr@r

cnpP —

abe = rim- p)z[(t — )pti-m F(l __) (t — 1)z Z41-1

1 f(t—r) 2 (t—a)drt
5

t

—ift— 32 (1—a)d
_\/Ea( )22 (t—a)dr

j- u22 (t—a—u)du
a
2

\/Eaf_ uZ(t—a) uZ] du

2 ) 3 2 EX 3
_ﬁ[ (t—a)z—g(t—a)Z]—m(t—a)z

b) Tanim 3.3.3denp = % icin m = 2 oldugu dikkate alinirsa

cnP —

Wt—mm—mfa—ﬂka‘

fM(r)de f f”(T)dr
2 _ _ +1

-2

j(t—r) 2 (t—1)dt=— f(t—r) 22 dt

NI»—\

2 1 4 1
= \/—E[Z(t—a)Z] == (-

bulunur (Ozen ve Oztiirk 2004).

3.4 Baz1 Pratik Kesirli Tiirev Alma Kurallar:

Baz1 fonksiyonlarin pratik tiirev alma kurallar vardir. Ornegin f(x) = x2 nin

tirevi f'(x) = 2x dir. Bu kurallar1 ¢ogaltabiliriz, bizim merak ettigimiz acaba kesirli
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tirevlerde de boyle pratik kurallar var midir? Adi tiirevde oldugu kadar olmasa da
bazi fonksiyonlarin kesirli tiirevlerinin pratik kurallar1 vardir. Simdi kesirli tiirev

hakkindaki pratik kurallar1 gosterelim.

3.4.1 Polinom Fonksiyonlarin Kesirli Tiirevleri

Oncelikle xP nin kesirli tiirevine bakalim daha sonra diger polinomlara

genelleyelim, daha 6nceden bildigimiz gibi.

DO(xPy=xP,  D'(xP) =pxP"1,  D*(x¥) = p(p— DxP?..

D" (xP) =pp—D{@P—-2)..(p —n+1xP™" dir. Burada pay ve
paydasini

(p — n)! ile ¢arpar ve gerekli diizenlemeleri yaparsak.

_p@-DP-2).p-n+HE-np-n-1)..1
p-m)p-n-1)

D™xP xp™ 1
p!

(» —n)!

-n

xP

sonucunu verir. Acaba kesirli tiirevlerde durum nasil? Burada kesirli sayilar oldugu
icin I" fonksiyonuna ihtiyacimiz vardir. I'(p + 1) = p! degerini gama daha dnceden

gama fonksiyonunun 6zelliklerinden bilindigi i¢in yukaridaki kurali su sekilde

yazabiliriz.

p—n

prgp = L@+ DxP

'p—m+1)

Bu ifadenin  kesirli  formunu  asagidaki  bigimde  yazilabilir.

p—-a

peyp = L@+ DA

'b—a+1)

Burada

f&) = i anXx"
n=0

fonksiyonuna genisletip terim terim tiirev alinirsa

o)

=S apan =S a, LD
Df(x)—ZanD X _Zanl“(p—a+1)x

n=0 n=0

bagintis1 elde edilir (Dalir 2010).

30



3.4.2 Uslii Fonksiyonlarin Kesirli Tiirevleri

D kesirli tiirevi gostermek tizere aD%(e®) = a*e®* dir. Daha 6nceden
bilindigi iizere D1(e®*) = ae®™ , D?(e*) = a?e® , D3(e*) = a3e? ... dir.
Demek ki fazla bir degisiklik yok bunu iistel bir Fourier serisinde f(x) i

genisletilebilir halegetirelim. Bu durumda

o)

fE)= ) cpe™

n=-—oo

olur. Terim terim tiirevlendirme yaparsak

o

DGO = ) enlim)e™

n=—oo

ifadesi elde edilir (Dalir 2010).

3.4.3 Bazn Trigonometrik Fonksiyonlarin Kesirli Tiirevleri

Adi tiirevden bildigimiz {izere her tiirev aldigimizda sinx in grafigi g kadar
sola kayar boylece sinx ‘in n defa tirevlendirilmesi sinx in grafiginin n% sola

kaymasma neden olur. Yani Dmsinx = sin (x + ng) olur. Burada kesirli tiirev

olursa da sonug degismez. D*sinx = sin (x+<x g),D“cosx = cos (x+oc g) olur.

Daha o6nce verilen tistel fonksiyonlarla ilgili kurallardan su ¢ikarilabilir.Euler’in

e™ = cosx + isinx ifadesini kullanarak,

D¥el* = [XelX=pinX/2gix — ollx+(m/2)X) = (g (x+0< E) + isin (x+0< E)
2 2
oldugu goriiliir. Boylece bu kurallar sayesinde kesirli tiirev daha pratik hale gelebilir
(Miller and Ross 1974).

ORNEK 3.4.4: f(t) = t° — t* + 3t? + 2 polinomunu ele alalim.

Bu polinomun 5 mertebeden tiirevini hesaplarken kesirli tirevin lineerlik

Ozelliginden yararlanarak fonksiyonlarin ayri ayr1 tirevini alip, bulduktan

sonratoplama yapilarak sonug elde edilir.
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COZUM: f(t) = t° alalm

rp+1)

D%ttt =
rv+u—m+1)

gu-m (3.9)

Yukaridaki tamimdan u =5, a = % dir. Kesirli tirev tanimindan v = m — « dir.
Dolayistyla (3.9) da buldugumuz sonug yerine

D — ru+1)

- iu-a
'u—a+1)

yazilabilir. Buraday =5 ve a = % yazilarak

rG+1) s

rG—s+1)

bulunur. Diizenlersek ve gamanin I'(n) = (n — 1)! 6zelligine gore I'(6)=5! dir.

Gama tanimindan I G) = +/m dir.

F(g)—71“(7)—751"(5)—753F<3)—7531F<1>
2) 2 \2) 22 \2) 222 \2) 2222 \2

Q-

2
9135
2 16
D1/2¢5 — 256 £9/2
63V

sonucu elde edilir.

Simdi f(t) =t*alalmu =5 vea = % dir. Buna gore,

| |
D2t = 1;(5) t4_% =7 4.7 = 75341. t%
G+ 3@ 5Vm
pi/zgs _ 128
35V

bulunur.

f(t) =t?alalm.u=2 vea = % dir.

, I3 2=t _ 2!

G () B



128 3

3V

D1/2¢2 —

bulunur.

f(t) = 2 ele alalm. u = 0 segilirse (3.9) denkleminden

DYK _&tv—m (r'(1) = o)
T T(v-m+1) -

DaK——K v-mo(3.10
_F(v—m+1)t (3.10)

(3.10) a gore K = 2 dir. = - dir.

(3.10) 1 v = m — a ya gore diizenlersek

O G S——
'—a+1)
olur. Buradan
pl/29 = 12 t—1/2 = 21 t—1/2 :it—l/Z
r(+1 re) Vi
bulunur. Boylece  kesirli tirevlerin  lineerlik  ozelligini  kullanarak;

f®)=t>—t*+3t2+2

polinomunun 1/2. mertebeden kesirli tiirevi

DYV2 = (t5 —t* + 3t2 + 2)

63V 35V 3Wr Vm
— ﬂt‘?/z _ £t7/2 +it3/2 + it—l/z

63VT 35VT NG Vr

olarak elde edilir.

ORNEK 3.4.5: 3x3+2x+e* fonksiyonunun 1/2. mertebeden tiirevini
hesaplayimiz.

COZUM: Riemann-Liouville kesirli tiirev tanimina gore;

DY2(3x3 4 2x + e¥) = 3DV/2x3 + 2D1/2x 4 D1/2¢*
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Kesirli tiirevin lineerlik 6zelligini kullanarak ¢dziim yapilirsa;

f@®)dt

3DY2x% =3

elde edilir.

1 < o
q=5; n= 1 degerleri yerine yazilirsa;

'n—gq)dx® Of (x —t)l-nta

1+
B 1 d f tdt
B d
F(—) = v/ oldugundan
£ 319‘1/2 4 ix1/2
NN
1 d[
tat
pp /i = g d_J 1-1
r(1-3)%3 -0
_ 11 if tdt _ ixl/Z
r;dc) —ps) m
n X
2Dy — 1 dnf tdt :
I'n—q)dx ) (x— D R
n — 1 < g < n oldugundan burada
1
f(t):et' n=1, q:E
bu veriler yerine yazilirsa;
X
dt?2ex 1 d f etdt 1 d
= 1 —_— T = 1 —_—
dx1/2 ra- E) dx ) (x— D1+ F(E) dx

olur.
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dir. Bunun x e gore tiirevi alinirsa

j—xex\/?erfﬁ = ix + e*Vmerf (V)

\/_
di/2ex 1
YR =ﬁ+exerf(\/§)

olarak bulunur. Kesirli tiirevin lineerlik 6zelliginden yararlanarak ayr1 ayr tiirevini

aldigimiz fonksiyonlar1 toplanir:
24 4 1
= —x32 + —xV2 + — + e%erf (x)

v v Vxm

boylece istenilen sonug elde edilir.
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4. KESIRLI TUREVIN GEOMETRIK VE FiZIKSEL
YORUMU

Tamsay1 mertebeden tiirev ve integralin geometrik yorumu basit bir sekilde
tamimlanir. Fakat kesirsel mertebeden tiirev ve integralin geometrik yorumu kolay
degildir. Bu caligmada kesirsel mertebeden tiirev ve integralin basit bir yorumunu

verdik ki bu yorum konunun uygulamasinda kullanigli olacaktir.

Bir polinom fonksiyonunun kesirli mertebeden tiirevleri asagidaki (4.1)

formiilii ile hesaplanabilir.

= m X (41)

ki burada « tiirevin mertebesini gosterir ve 0 << 1 dir. (4.1) de ve Kkesirsel

mertebeden tiirevin lineerlik 6zelliginden,

fx)=x3veg (x)= x* + x3
fonksiyonunun x = 2 deki kesirsel tlirev degerlerini asagidaki (4.1) ve (4.2) de

sirastyla hesapladik.

Bu tanimlar1 f (x) = x3 fonksiyonunun tiirevlerine uygulayalim. Oncelikle
DX%f(x)= 12 oldugunu belirtelim simdi A; de x ekseninden gegen ve B(2,0) da
P(2,8) noktasindan x eksenine dik olarak ¢izilen f; o tegetiyle A alanim1 buluruz. Bu

A alan1 P, A, B tiggeniyle sinirlidir ve AP( A, B) = 2.6667 dir.

«=1/2 ve x = 2 i¢in tiirevini hesaplayalim.

Dayh — 0 << 1
T+ 1-x)
re+1 .
D/253 = . x3-1/2
ré+1-3
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3! 3! 3! 3! 3!

_ £5/2 = £5/2 = £5/2 — : £5/2 — 55/2
7 5 5 (5 5 (3 53 . (3
r@) riz+1) 2 G) G+ 22 )
3! 6
= T x°/? = ——=25/2 = 10,2228
531p (3) 18Vm
222" \2
elde edilir.
3L
-4
b s
|[— f(x) =® =—L1.0—- L0 L0.6 —-— L04--~- L0.2
Sekil 4.1: f(x) = x3 fonksiyonunun grafigi (Tavassoli 2013).
Benzer sekilde P(2,8) den gecen fo1, fo2, e foo tegetleriyle
A M1 ,MQg2 ;e ven e ,Mgo kesirsel tirev degerlerini kullanarak biitiin {liggenler

olusturulabilir.

Bu tliggenlerin alani hesaplandi ve sonuglar tablo (4.1) de gosterildi. Benzer
sekilde P(2,24) noktasinda g(x) = x* + x® fonksiyonu igin iiggenlerin alanlari
hesapland: ve tablo 4.2 de verildi. Simdi g(x) = x* + x3 fonksiyonunun kesirli

tiirevini inceleyelim.
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r@+1 .

Dayh = — L "7 0 <x< 1
I'g+1-x)
D1/2x4 — ﬂxél-—l/Z — 4| x7/2 — 4' x7/2
1 9 7
r(4+1-3) r@) r(z+1)
e S V- S LY ) S L 7'
7 7 7 5 75 5 5331 1
() r(t+a) 2r(3) 2225 (3)
6
= 27/2 = 10,2228
18w
elde edilir.
100 5
80
60
40
‘-\‘ 20
"
—l4 —Iz 0
_20_
[— f=" + ¢ — LL0—-108 — -L06 L0.4 L02]

Sekil 4.2: g(x) = x3 + x* fonksiyonunun grafigi (Tavassoli 2013).

Sekil 4.1 ve 4.2 sunu gosterir 0.2, 0.4, 0.6 ve 0.8 mertebeden kesirli tiirevlerle

olusturulan tiggenlerle birlikte f(x) ve g(x) fonksiyonlarin grafiklerini gosterir.

Tablo 4.1 ve Tablo 4.2 f(x) ve g(x) fonksiyonlarinin grafiklerinden sunu
goriiriiz. Eger kesirsel ~mertebeden tiirevin degeri artarsa o zaman tiiggenlerin

alaniazalir. Eger kesirsel mertebeden tiirevlerin degeri azalirsa o zaman iiggenlerin
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alani artar. Bu nedenle kesirsel mertebeden tiirev degerleri ile tiggenlerin alanlar ters

orantilidir.
x =2 f=tan"'m (A)
m = tan0
DO f(x)] Mgy, = 1.4530 0o, = 1.4530 | APAy,B = 3.7865
DO2[f(x)] mg, = 1.4589 0o, = 1.4589 | APA,,B = 3.5948
DO3[f(x)] Moz = 1.4642 0o3 = 1.4642 | APA,3B = 3.4231
DO4[f (x)] Moy4 = 1.4690 0o.4 = 1.4690 | APA,.B = 3.2698
DOS[f(x)] moys = 1.4732 0os = 1.4732 | APAy,sB = 3.1333
DO6[f (x)] moye = 1.4769 006 = 1.4769 | APAy¢B = 3.0124
DO7[f(x)] mg, = 1.4802 0o, = 1.4802 | APA,,B = 2.9062
DO8[f(x)] myg = 1.4831 0os = 1.4831 | APA,gB = 2.8136
D%°[f(x)] myo = 1.4856 0o = 1.4856 | APAyoB = 2.7339
DXO[f(x)] my o = 1.4877 0,0 = 14877 | APAy,B = 2.6667

Tablo 4.1: f(x) fonksiyonunun olusturdugu tggenlerin alanlari (Tavassoli 2013)

Benzer

sekilde P(2,24) noktasmda g(x) = x* + x3 fonksiyonu

ticgenlerin alanlar1 hesaplandi ve tablo 4.2 de verildi.

i¢in

Kesirli Mertebeden x =2 f=tan"'m (A)

Tlrevler m = tan0
D% g(x)] mg, = 25.787 001 = 1.5320 APAy1B = 11.1684
D%2[g(x)] Mo, = 27.642 0y, = 1.5346 APA,,B = 10.4185
D%3[g(x)] my3 = 29.561 005 = 1.5370 APAy 3B = 9.7427
D%[g(x)] mg4 = 31.535 04 = 1.5391 APAy 4B = 9.1328
D%°[g(x)] mys = 33.557 05 = 1.5410 APA,sB = 8.5825
D%¢[g(x)] mye = 35.617 0o = 1.5427 APA,¢B = 8.0860
D%"[g(x)] mg7 = 37.705 0y, = 1.5443 APA,-,B = 7.6383
D%8[g(x)] myg = 39.807 Oyg = 1.5457 APA,gB = 7.2349
D%°[g(x)] Mmoo = 41.911 09 = 1.5469 APA, 9B = 6.8718
D[g(x)] my o = 44.000 0;0 = 15481 APAy 1B = 6.5455

Tablo 4.2: g(x) fonksiyonunun olusturdugu Ugcgenlerin alanlari (Tavassoli 2013).

Sekil 4.1 ve 4.2 sunu gosterir 0.2, 0.4, 0.6 ve 0.8 mertebeden kesirli tiirevlerle

olusturulan tiggenlerle birlikte f(x) ve g(x) fonksiyonlarmn grafiklerini gosterir.

Tablo 4.1 ve Tablo 4.2 f(x) ve g(x) fonksiyonlarin grafiklerinden sunu goriiriiz.

Eger kesirsel mertebeden tiirevlerin degeri azalirsa o zaman {iggenleri alanlari

artar. Bu nedenle kesirsel mertebeden tiirev degerleri ile tiggenlerin alanlar: ters

orantilidir.

DIfC0] o 5
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D™ -
9G] e 3

D*[f (x)]Acx D¥[g(x)]A= sabit

Sonug¢ olarak kesirsel mertebeden tiirev ile karsilik gelen alanin ¢arpimi
sabittir. Bu yiizden kesirsel mertebeden tiirev , 6zel bir noktadaki teget dogrusuyla ve
bu noktadan gecen dik dogruyla ve yukaridan x ekseniyle g¢evrelenen iiggenin
alanindaki degisimi verir. Alandaki degisim fiziksel bir 6zelliktir, bundan dolay1
kesirli tiirevler ; 1s1da , basingta , gradiyent , divergence ve curl vs. gibi miktarlardaki

degisimi 6l¢mek i¢in kullanilir (Tavassoli 2013).
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5. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada kesirli tiirevin mevcut dort tanimindan, 6zelliklerinden ve bu
tanimlarin uygulama alanlar1 karsilagtirilmali olarak incelendi. Kesirli tiirev
uygulamalarinda kullanigli ve sonuca daha kolay gotiiren kesirli tiirev taniminin
hangisi olabilecegi orneklerle agiklanmaya calisildi. Ozel fonksiyonlarin kesirli

tiirevdeki islevleri anlatildi.

Son boliim olan doérdiincii boliimde ise polinom fonksiyonlarinda kesirli
tirevinin fiziksel geometrik ve yorumundan bahsedildi. Trigonometrik, {istel
Jogaritmik vb. fonksiyonlarmin da geometrik yorumu incelenerek farkli sonuglar

elde edilebilir.
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