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OZET

BOLEN FONKSiYONLARI YARDIMIYLA YAPRAKLARIN
MODELLENMESI
YUKSEK LiSANS TEZi
ESRA COLAK
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

(TEZ DANISMANI: YRD. DOC. DR. NAZLI YILDIZ iKIKARDES)

BALIKESIR, HAZIRAN - 2016

Bu tezde, bdlen fonksiyonlari yardimiyla yapraklarin modellenmesi
tizerine ¢alisiimistir.

Birinci bolimde, bolen fonksiyonlarinin tarihsel gelisiminden ve bu
stiregte bulunan baz1 sonuglardan bahsedilmektedir.

Ikinci béliimde, bélen fonksiyonlari ve matematiksel modelleme hakkinda
On bilgiler verilmistir.

Uglincii bolim, tezin teorik kismudir. Bir k pozitif tamsayisi icin
(1<k <100), n tam kare olmayan bir tek tamsay1 olmak iizere o (n)=o (n+2k)

denkleminin tiim ¢6ziimleri verilmistir. Ayrica ¢ pozitif bir tamsay1 ve q tek asal
say1 olmak iizere o, (nN) =0, (q) denkleminin hicbir sonucu yoktur.

Dordincu boliim, tezin uygulama kismidir. Bu boliimde, eliptik, yelpaze
ve bes loblu yapraklarin alanlarmma ve yapraklarin biiyiime siireclerine, bdlen
fonksiyonlart yardimiyla modelleme yapilmstir.

Son boliimde, sonug ve Oneriler verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Bolen fonksiyonu, tek bolen fonksiyonu,
modelleme, yapraklarin modellemesi.



ABSTRACT

MODELLING OF THE LEAVES WITH THE HELP OF DIVISOR
FUNCTION
MSC THESIS
ESRA COLAK
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS DEPARTMENT
(SUPERVISOR: ASSIST. PROF. DR. NAZLI YILDIZ iKiKARDES )
BALIKESIR, JUNE 2016

In this thesis, modelling of the leaves with the help of divisor functions are
worked on.

In the first chapter, the historical development of divisor functions and
some results found in this process are mentioned.

In the second chapter, preliminary information about divisor functions and
mathematical modelling are given.

The third chapter is the theoretical part of the thesis. For a positive integer
k (1<k <100), all solutions of the equation o (n)=o(n+2k) with odd square-

free integer n are given. Also, for a positive integer ¢ and odd prime g, there are
no results of the equation o, (n)=0,(q).

The fourth chapter is the application part of the thesis. In this chapter, the
elliptic, flabellate and five-lobes leaves’s area and the growth process of the
leaves were made modelling with the help of divisor functions.

In the final chapter, conclusions and recommendations are given.

KEYWORDS: Divisor function, odd divisor function, modelling, modelling of
the leaves.
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1. GIRIS

Bu ¢alismada bolen fonksiyonlar1 ve bolen fonksiyonlari lizerine inga edilmis

matematiksel modelleme incelenmistir.

Modelleme, gercege yakin goriintiiler yapmaktir. Matematiksel modelleme
ise gercek hayat durumlarinin matematiksel sekilde ifade edilmesidir. Uygulamali
matematik baglaminda modelleme ise ger¢ek hayatta kullanilan matematigin pratik
uygulamalarinin yapilmasidir [1,2]. Bu tezde, matematiksel modellemeden yola
cikarak, cesitli yapraklarin alanlarina ve biliyiime durumlarina bolen fonksiyonlar

kullanilarak modelleme yapilmistir.

Bolen fonksiyonlari, bir tamsayinin bolenleri ile iliskili olan bir aritmetik
fonksiyondur. Sayilar teorisinde, bolen fonksiyon, k karmasik say1r olmak tizere, n

tamsayisinin d pozitif tamsay1 bolenlerinink . kuvvetinin toplamlari

o (n)=> d"

dln

seklinde tamimlanir. k =1 alinarak o (n)=o;(n) bolen fonksiyonu daha sade bir

sekilde de gosterilebilir [3].

Boélen fonksiyonlariyla ilk ilgilenenlerden olan Liouville, en verimli oldugu
1856-1857 wyillarinda sayilar iizerine ¢esitli formiiller kesfetti. Liouville’nin
formalleri 18 makalelik bir seriden olusuyordu. Ayrica bu formiillerin formlara
uygulanmasini igeren 90 sayfalik makaleler serisi de literatiirde yerini almisti. Fakat
saglik sebepleri nedeniyle Liouville bu formiillerin ispatlarint asla yaymlayamadi.
Liouville’nin iizerinde durdugu bir¢ok formiil Jacobi, Kronecker ve daha bir¢ok

meslektagi tarafindan temel aritmetik ilkelerle ispatlandi [3].

Aradan gecen zamandan sonra Glaisher, 1940 yilinda d(n) fonksiyon

tablosunun n < 10000 igin yayinladi [4]. Bu tabloyu kontrol ettigimizde



d(n)=d(n+1)=d(n+2)=d(n+3)=8

esitligini saglayan n = 3655, 4503, 5943, 6853, 7256, 8393, 9367 degerleri

karsimiza ¢ikar.
Sonrasinda J. Mycielski n = 40311 i¢in
d(n)=d(n+1)=d(n+2)=d(n+3)=d(n+4)
esitliginin saglandigini bize gostermistir [5].
Makowski 1960 yilinda
o(n)=o(n+1)

denkleminin n < 10000 i¢in ¢Oztimlerini aragtirmistir. Sonu¢ olarak 9 tane
¢Oziminii listelemistir. Bu ¢Oziimler ise;

n = 14, 206, 957, 1334, 1364, 1634, 2685, 2974,4364 dir [6].
Sierpinski ise 1964 yilinda
o(n)=o(n+1)

esitligini saglayan sonsuz c¢oklukta n dogal sayilarinin var olup olmadiginin

bilinemedigini tespit etmistir [5].
1970 yilinda Mientka ve Vogt tarafindan,
o(n)=o(n+1)

denklemine 15 yeni ¢6ziim daha bulunmustur. Bunlar n =14841, 18873, 19358,
20145, 24957, 33998, 36566, 42818, 56564, 64665, 74918, 79826, 79833, 84134,
92685 dir [7].



Devaminda daha genel sonuglara gidilmeye ¢alisilmis ve belli bir k degeri

icin o ( n) = O'(n + k) denkleminin ¢oziimleri arastirilmaya baslanmistir. Olast

degerlerin neler olabilecegi tizerine diisiiniilmiistiir.

N <10000 alinarak sirasi ile k =2,3,4,5icin ¢0zim sayilar1 bulunmustur.

Bu sayilar sirasi ile 19, 2, 14 ve 6 dir [8,9].

Paul Erdés,
o,(n)=0,(n+2)

denkleminin ¢6ziimlerini incelemis ve bu denklemin ¢ok sayida ¢oziimii oldugunu
sOylemistir. Yine 03(n) = 03(n+2) icin ise higbir ¢6zimin olmadigini belirtmistir

[10].

2002 yilinda J. M. De Koninck, ¢ sabit bir pozitif tamsayr olmak {iizere

o, (n) =0, (n +/ ) denkleminin ¢6ziimlerini arastirmigtir. Burada ¢ tek iken sadece

sonlu birkag ¢ozim bulunurken, ¢ ¢ift iken sonsuz sayida ¢oziim bulunmaktadir
[11].

Ayrica 2011 yilinda Weingartner, K sabit bir ¢ift tamsayr iken,

o(n)=o(n+k) denkleminin sonsuz coklukta ¢éziiminin oldugunu Schinzel’s

Hipotezi H ile gostermistir [9].

Bu tezde ise O'(n) :0(n+2k) denkleminin ¢ozlimleri arastirilmigtir.
0<k<100 iken sabit bir k pozitif tamsayr degeri i¢in o(n)=o(n+2k)
denkleminin ¢oziimleri hesaplanmistir. Ayrica | pozitif bir tam say1 ve g tek asal
say1 olmak iizere o, (n)= o, (q)denkleminin ¢oziim sayilan ile ilgili teorem ve

sonuglar verilmistir. Bolen fonksiyonlarina dair bulunan bu sonuglar, eliptik, yelpaze
ve bes loblu yaprak cesitleri iizerine modellenmistir. Yapraklarin alanlari, biiyiime

hizlar1 ve sekilleri {izerindeki olas1 degisimler gosterilmistir.



Calismanin birinci  bolimi, bolen fonksiyonlarinin tarihsel siirecinin

bahsedildigi ve tezin bdliimlerinin tanitildig1 giris boliimiidiir.

Ikinci boliimde, ilerleyen béliimlere temel olusturacak bazi 6n bilgiler yer
almistir. Bu boliimde bolen fonksiyonlart ve matematiksel modellemeden

bahsedilmistir.

Ucgiincii ve dordiincii boliimde ise orijinal sonuglara yer verilmistir.

Ugtincti bélimde, o(n)=o(n+2k) denkleminin sonuglarmna yer verilmis
olup n=p,p,ve n=p,p,p;icin sonuclar liste halinde gosterilmistir. Bulunan asal
sayillar deger araliklarina gore ayrilmistir. 2k degerlerinin n= p,p,...p, i¢in
alabilecegi en  kuguk alt simrlar tablolagtirtlmigtir. 1<k <42  igin
o, () =0,,(n+1),...,0,,(n) = o,,(n+42) denklemlerinin sonuglarinin sayilar1 da
tablo iizerinde gosterilmistir. Ayrica o, (nN)=0, (q) esitli§inin ¢dziim sayilari ile

ilgili teorem ve sonuglar da bu boliimde yer almaktadir.

Calismanin dordiincii boliimiinde, bolen fonksiyonu yardimiyla eliptik,
yelpaze ve bes loblu yapraklara modelleme yapilmistir. Yapraklara uygulanan bu

modelleme, yapraklarin alanlarinin hesaplanmasinda boélen fonksiyonlari kullanilarak
yapilmistir. Yapraklarn alan1 S,,S,,S; alanlarina ayrilmis ve bu alanlar bir iggenin
alan formili ve Arsimet teoremi kullanilarak hesaplanmistir.  Yaprak
modellemelerinde S, alaninin sekli incelenip buna uygun genellemelere ulagilmistir.
Bulunan sonuglar gorsellerle desteklenmistir. Ayrica zamana gore yapraklarin
biiylimesi bolen fonksiyonlar1 yardimiyla modellenmis ve bir grafik olusturulmustur.
Bu bélimde son olarak o (n)=o(n+2k) denkleminin ¢oziiminden elde edilen

farkli tek asal sayilarin oranlari incelenerek altin orana en yakin degerler bulunarak

tablo ile gosterilmistir.

Besinci boliimde caligmadan elde edilen sonuglardan ve yapilabilecek daha

farkli modellemeler iizerine olan onerilerden bahsedilmistir.



2. ON BILGILER

Bu boliimde sayilar teorisinin temel tanimlari, bodlen fonksiyonlari,
matematiksel modelleme, Arsimet teoremi ve son olarak altin oran ile ilgili bilgiler
yer almaktadir.

2.1  Bolen Fonksiyonlari

2.1.1 Tanmm: n bir tamsayr olsun. n=d.e olacak bicimde d ve e

tamsayilar1 yazilabiliyorsa d ve e ’ye n’nin bolenleri denir. d sayis1 n’yi tam

boler ve bu d | n seklinde ifade edilir. Eger d sayist n’yi tam bélmiyorsa din

seklinde gosterilir ve e sayisi i¢inde benzer sekilde ifade edilir [12].

Aciktir ki 0* n ve 1 n’dir.

2.1.2 Tamm: 1 ve kendisinden baska pozitif boleni olmayan 1’den biiyiik

tam sayilara asal say1 denir [12].

2.1.3 Teorem (Aritmetigin Temel Teoremi): 1’den biiyiik her dogal sayi,

carpanlarin siras1 hari¢, sonlu sayida asal saymin carpimi olarak bir tek bigimde

yazilabilir [12].

2.1.4 Tamm: Tanim kiimesi dogal sayilar olan, f: N—C bicimindeki

fonksiyonlara aritmetik fonksiyonlar denir [12].

Eger f aritmetik fonksiyon ve ng Nise f(n)=0 dir.



2.1.5 Tanmmm: ave b aralarinda asal sayilar olsun. f aritmetik fonksiyonu

f(a.b)=f(a).f(b) kosulunu sagliyorsa f fonksiyonuna garpimsal fonksiyon
denir [13].

Eger f carpimsal aritmetik fonksiyon ve ne N sayisi, n=p™p,™...p,

seklinde asal ¢arpanlarina ayriliyor ise

f(n)=1f(p™)f(p,™)... T (p,"™)

seklinde gosterilir [13].

2.1.6 Teorem: h(n) carpimsal aritmetik fonksiyon olsun. Bu durumda

carpimsal fonksiyondur [3].

2.1.7 Teorem: neN olsun.d, n’in pozitif tam bolenleri oldugu igin n| d

de tersten n’in pozitif bolenleridir.

Eger f aritmetik fonksiyon ise,

S )= f (gj
&R

seklinde ifade edebiliriz [3].

2.1.8 Teorem: neNolsun. f aritmetik fonksiyon ise,



3 )= f(d)

deN deN
dln ) dln
n/d gift d| (n/2)

seklinde gosterilir [3].

2.1.9 Teorem: neNolsun. f aritmetik fonksiyon ise,

3 fd)=Y fd)- 3 f(d)

deN deN deN
dln dln dln
n/d tek d|(n/2)

seklinde gosterilir [3].

2.1.10 Tanmm: keC, neZve d, n’in pozitif tamsay1 béleni olsun.

Gk(n):c§dk
dln

seklinde tanimlanan fonksiyona b6len fonksiyonu denir [3].
Ozel olarak k =0 ve k =1 icin tanimlamalar asagida verilmistir.
d(n)=0,(n)=>_1

deN
d\n

d(n) fonksiyonu, bir sayinin pozitif tam bolenlerinin sayisini vermektedir.

o(n)=oy(n)=>.d
i

o(n) fonksiyonu ise, bir saymin pozitif tam bdlenlerinin toplamini ifade etmektedir.



2.1.11 Teorem: Bolen fonksiyonu ¢arpimsal aritmetik fonksiyondur [3].

2.1.12 Teorem: p asal bir say1 olsun. k,n €N olmak (izere

o (pn)—(p* +1)o, (n)+ p*o, (n/ p)=0

esitligi vardir [3].

2.1.13 Teorem: Eger p asal say1 ve a negatif olmayan tamsayu ise;

o (p*)=1+p*+ p™ +.. 4 p¥ =

seklindedir [3].

2.2 Matematiksel Modelleme

2.2.1 Tamm: Karmagik sistemleri ve yapilari yorumlamak ve anlamak i¢in

zihinde var olan kavramsal yapilar ile bu yapilarin dis temsillerinin biitiiniine model

denir [1].

2.2.2 Tamm: Gergedi matematiksel bir dille taklit etmeye yardim eden

diisiince ve islem sekline matematiksel modelleme denir [1].

Matematiksel modelleme gercek vyasamda karsilagilan  durumlarin
matematiksel olarak ifade edilmesidir. Matematiksel modelleme karmasik bir
matematiksel aktivitedir ve 6grenmenin bir¢ok yonlerini igerir [1].

2.2.3 Teorem (Arsimet teoremi): Bir parabol ve onu kesen dogru ile
aralarinda kalan alan, ayni1 tabana ve yiikseklige sahip bir ti¢genin alaninin 4/3'{ine

esittir.



Sekil 2.1: Ucgen iizerinde Arsimet parabollenmesi.

Uggenin alan1 1 olarak alinirsa toplam alan

Ao A

serisiyle ifade edilebilir. Kesirler sadelestirildiginde

sonucuna ulagilir. Bu, ortak orani1 1/4 olan bir geometrik seridir. Kesirli bolim 1/3'e
esittir.

DA =144 447447 so=2
n-0 3
Bir parabol ile onu kesen dogru arasinda kalan alan
L
1-r

olarak hesaplanir [14].



2.2.4 Tanmm: ¢ = 1+

sayisina altin oran denir.

Altin oran, uyum agisindan en uygun oldugu diisliniilen matematiksel orandir.
Fibonacci dizisinde kendinden bir 6nce gelen sayiya boliinerek bulunan bu oran

1,618 sayisina siirekli yaklasacak sekilde olugsmaktadir [15].

10



3. o(n)=0(n+2k) DEKLEMININ COZUMLERI

3.1  Tek Boélen Fonksiyonu

3.1.1 Tanmm: n bir dogal say1 ve meC olsun. d, n’nin pozitif tek tamsayi

bolenleri olmak lizere,

2, d"

dln
d tek

fonksiyonuna tek bdlen fonksiyonu denir.

3.1.2 Ornek: m=1 igin 12 sayismin tek bolenleri;

Z di=1'+3'=4

dl 12
d tek

seklinde gosterilebilir.

3.1.3 Teorem: k sabit bir pozitif tamsayr olsun. p ve q tek asal sayilar

olmak tizere o(p)=0(q) denklemini saglayan pve g degerleri yoktur.

Ispat: Tersine varsayalim ki 0( p) = O'(q) denklemini saglayan pve  farklh
tek asal sayilari olsun. o(p)=1+p ve o(q)=1+q oldugundan p+1=q+1 yani
p = qelde edilir. Varsayimla ¢elistiginden 0( p) = O'(q) denklemini saglayan farkli

tek p ve q asallar1 yoktur.

11



3.1.4 Teorem: k sabit bir pozitif tamsayr (1<k <100) olsun. p,,p,,q

farkli tek asal sayilar olmak tizere = p,p, + 2K esitligi verilsin. Bu durumda k=1,
2, 3,13, 14, 16, 19, 28, 29, 34, 37, 40, 43, 49, 52, 58, 61, 64, 67, 68, 70, 73, 79, 82,
85, 88, 89, 94, 97, 100 degerleri i¢in o (p,p,)=0(q) denkleminin ¢éziimii yoktur.

Ispat: p,, p,,q farkli tek asal sayilar olsun. Bélen fonksiyonunu goéz 6niine

alarak

O'( plpz)zo-(q)

(1+p,)(1+p,)=(1+q)

bigiminde yazabiliriz. Hipotez geregi q = p, p,+ 2k oldugundan

1+ P+ P+ PP, =1+ p1p2+2k

p1+p2=2k

esitligi elde edilir. p, ve p, farkli tek asal sayilar oldugundan p, < p, olmak lzere
p, =23, p, 25 dir. O halde yazilabilecek en kiigiik degerler p, =3 ve p, =5 dir.
Buradan

p,+p,=3+5=2k
8=2k

elde edilir. Yani 2k ‘nin alabilecegi en kiigiik deger 8 “dir. Dolayisiyla 2k = 2,4,6

degerlerine karsilik tek asal sayilar mevcut degildir.

Bu yilzden 2k icin 2k >8 durumunu diigiinmeliyiz. 2k =8 igin p, =3,
p, =5 ve =23 ¢ozumlerdir. 2k >8 durumunu ise Mathematica 9.0 programi

kullanarak hesapladigimizda

k=1, 2, 3,13, 14, 16, 19, 28, 29, 34, 37, 40, 43, 49, 52, 58, 61, 64, 67, 68, 70, 73,
79, 82, 85, 88, 89, 94, 97, 100

degerleri icin o (p,.p,)=0o(q) denkleminin ¢dzimii yoktur.
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3.1.5 Teorem: k sabit bir pozitif tamsayr (1<k <100) olsun. p,, p,, Ps,q
farkli tek asal sayillar olmak Uzere q=p,p,p,+2k esitligi verilsin.

o(p.p,p;)=0(q) denkleminin tim ¢ozimleri asagidaki tabloda verilmistir.

Tablo 3.1: o(p,p,P;)=0(q) denkleminin ¢dziimleri.

k 2K P[P, | Ps PP,P;s | @ (2k, p,p,Ps, Q)
43 86 3 5 7 3.5.7 191 (86, 3.5.7, 191)
76 152 3 7 11 3.7.11 383 (152, 3.7.11, 383)
88 176 3 5 17 3.5.17 431 (176, 3.5.17, 431)
97 194 3 5 19 3.5.19 479 (194, 3.5.19, 479)

Ispat: P, P,, Ps, g farkli tek asal sayilar olsun. Bolen fonksiyonu tanimi

geregi
O'( PP, p3)= O'(Q)

(1+p,)(1+p,)(1+ ps) = (1+0q)

bi¢iminde yazabiliriz. Hipotez geregi q = p, P, P; + 2K oldugundan

(1+p,)(1+ p,)(1+ p;) =1+ p,p, Py + 2K
ve

p1+p2+p3+p1p2+p1p3+pzp3:2k

esitligi elde edilir. p,, p,, p, farkli tek asal sayilar oldugundan p, < p,<p, olmak
uzere p, 23, p,=5 vep,>7dir. O halde yazilabilecek en kii¢lk degerler p,=3,
p, =5 ve p, =7 dir. Buradan

(1+3)(1+5)(1+7)=1+3.5.7+ 2k

86 = 2k

elde edilir. Yani 2k ‘nin alabilecegi en kiiciik deger 86 dir. O halde 2 < 2k <86
araliginda sonug yoktur.

2k =86 icin,
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p1:3' p2 :51 p3 :7 ve q :191

cozimlerdir. O halde 2k >86 durumunu incelemeliyiz. Mathematica 9.0 programin
hesapladigimizda o ( p,.p,.p,)=0o(q) denkleminin

k =43,76,88,97

degerleri icin ¢ozumleri elde edilir.

3.1.6 Teorem: k sabit bir pozitif tamsay1 (L<k <100) olsun. n tam kare

olmayan bir pozitif tamsayr ve q tek asal sayt olmak iizere

o(n)=o(n+2k)=0(q) denkleminin tiim sonuglari asagidaki tabloda verilmistir.

Tablo 3.2: o(n)=0o(n+2k)=0c(q) denkleminin ¢dziimleri.

2k n(p.p,...p,) q (2k, n, q)

8 35 23 (8, 3.5, 23)

10 3.7 31 (10, 3. 7, 31)

12 5.7 47 (12,5. 7, 47)

14 3.11 47 (14,3. 11, 47)
16 511 71 (16, 5. 11, 71)
18 5.13 83 (18, 5. 13, 83)
20 3.17 71 (20, 3. 17, 71)
22 3.19 79 (22,3.19,79)
22 5.17 107 (22, 5. 17, 107)
24 11.13 167 (24, 11. 13, 167)
30 7.23 191 (30, 7.23,191)
30 11.19 239 (30, 11. 19, 239)
30 13.17 251 (30, 13. 17, 251)
34 3.31 127 (34, 3. 31, 127)
34 5.29 179 (34,5.29,179)
36 531 191 (36, 5. 31, 191)
36 7.29 239 (36, 7. 29, 239)
36 17.19 359 (36, 17. 19, 359)
40 3.37 151 (40, 3.37, 151)
40 11.29 359 (40, 11.29, 359)
40 17.23 431 (40, 17.23, 431)
42 5.37 227 (42,5.37, 227)
42 11.31 383 (42, 11.31, 383)
42 13.29 419 (42, 13.29, 419)
42 19.23 479 (42, 19. 23, 479)
44 3.41 167 (44, 3. 41, 167)
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Tablo 3.2: o(n)=0(n+2k)=0(q) denkleminin ¢éziimleri. (devam)

2k n(p.p,..-p,) q (2k, n, q)

46 5.41 251 (46, 5. 41, 251)
48 5.43 263 (48, 5. 43, 263)
48 19.29 599 (48, 19. 29, 599)
50 3.47 191 (50, 3. 47, 191)
52 11.41 503 (52, 11.41, 503)
52 23.29 719 (52, 23.29, 719)
54 7.47 383 (54, 7.47, 383)
54 13.41 587 (54, 13.41, 587)
54 17.37 683 (54, 17.37, 683)
60 753 431 (60, 7.53, 431)
60 19.41 839 (60, 19.41, 839)
60 23.27 911 (60, 23.37, 911)
62 3.59 239 (62, 3.59, 239)
64 559 359 (64, 5.59, 359)
64 11.53 647 (64, 11.53, 647)
64 17.47 863 (64, 17.47, 863)
66 7.59 479 (66, 7.59, 479)
70 3.67 271 (70, 3.67, 271)
70 11.59 719 (70, 11.59, 719)
70 17.53 971 (70, 17.53, 971)
70 23.47 1151 (70, 23.47, 1151)
70 29.41 1259 (70, 29.41, 1259)
72 11.61 743 (72,11.61, 743)
72 13.59 839 (72, 13.59, 839)
72 29.43 1319 (72, 29.43, 1319)
76 571 431 (76, 5.71, 431)
76 29.47 1439 (76, 29.47, 1439)
78 573 443 (78, 5.73, 443)
82 11.71 863 (82, 11. 71, 863)
82 23.59 1439 (82, 23. 59, 1439)
82 29.53 1619 (82, 29. 53, 1619)
84 5.79 479 (84,5.79,479)
84 11.73 887 (84, 11. 73, 887)
84 17.67 1223 (84, 17. 67, 1223)
84 23.61 1487 (84, 23. 61, 1487)
84 37.47 1823 (84, 37. 47, 1823)
84 41.43 1847 (84, 41. 43, 1847)
86 3.5.7 191 (86, 3. 5. 7, 191)
88 5.83 503 (88, 5. 83, 503)
90 19.71 1439 (90, 19. 71, 1439)
90 43.47 2111 (90, 43. 47, 2111)
92 3.89 359 (92, 3. 89, 359)
94 4153 2267 (94, 41. 53, 2267)
96 7.89 719 (96, 7. 89, 719)
96 17.79 1439 (96, 17. 79, 1439)
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Tablo 3.2: o(n)=0(n+2k)=0(q) denkleminin ¢éziimleri. (devam)

2k n(p.p,..-p,) q (2k, n, q)

96 29.67 2039 (96, 29. 67, 2039)
100 17.83 1511 (100, 17. 83, 1511)
100 47.53 2591 (100, 47. 53, 2591)
102 5.97 587 (102, 5. 97, 587)
102 13.89 1259 (102, 13. 89, 1259)
106 47.59 2879 (106, 47. 59, 2879)
106 17.89 1619 (106, 17. 89, 1619)
108 29.79 2399 (108, 29. 79, 2399)
110 3.107 431 (110, 3. 107, 431)
112 3.109 439 (112, 3. 109, 439)
112 5.107 647 (112, 5. 107, 647)
112 11.101 1223 (112,11. 101,1223)
112 41.71 3023 (112, 41. 71, 3023)
114 5.109 659 (114, 5. 109, 659)
114 7.107 863 (114, 7. 107, 863)
114 13.101 1427 (114,13. 101,1427)
114 31.83 2687 (114, 31. 83, 2687)
114 43.71 3167 (114, 43. 71, 3167)
114 53.61 3347 (114, 53. 61, 3347)
118 5.113 683 (118, 5. 113, 683)
118 29.89 2699 (118, 29. 89, 2699)
120 7.113 911 (120, 7. 113, 911)
120 11.109 1319 (120,11. 109,1319)
120 13.107 1511 (120,13.107, 1511)
120 17.103 1871 (120,17.103, 1871)
120 19.101 2039 (120,19.101, 2039)
120 23.97 2351 (120, 23.97, 2351)
120 31.89 2879 (120, 31.89, 2879)
120 37.83 3191 (120, 37. 83, 3191)
120 41.79 3359 (120, 41. 79, 3359)
120 53.67 3671 (120, 53. 67, 3671)
120 59.61 3719 (120, 59. 61, 3719)
124 11.113 1367 (124,11. 113,1367)
124 23.101 2447 (124,23.101, 2447)
124 41.83 3527 (124, 41.83, 3527)
126 17.109 1979 (126, 17.109,1979)
126 29.97 2939 (126, 29.97, 2939)
126 59.67 4079 (126, 59.67, 4079)
130 23.107 2591 (130, 23.107,2591)
130 41.89 3779 (130, 41.89, 3779)
132 29.103 3119 (132, 29.103,3119)
132 61.71 4463 (132, 61.71, 4463)
138 29.109 3299 (138, 29.109,3299)
138 59.79 4799 (138, 59. 79, 4799)
142 5.137 827 (142, 5. 137, 827)
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Tablo 3.2: o(n)=0(n+2k)=0(q) denkleminin ¢éziimleri. (devam)

2k n(p.p,..-p,) q (2k, n, q)

142 11.131 1583 (142,11. 131,1583)
142 41.101 4283 (142,41. 101,4283)
142 59.83 5039 (142, 59. 83, 5039)
144 5.139 839 (144, 5. 139, 839)
144 7.137 1103 (144, 7. 137, 1103)
144 13.131 1847 (144,13. 131,1847)
144 47.97 4703 (144, 47. 97, 4703)
148 59.89 5399 (148, 59. 89, 5399)
150 13.137 1931 (150,13. 137,1931)
150 43.107 4751 (150,43. 107,4751)
150 67.83 5711 (150, 67. 83, 5711)
152 3.149 599 (152, 3. 149, 599)
152 3.7.11 383 (152, 3. 7. 11, 383)
154 3.151 607 (154, 3.151, 607)
154 23.131 3167 (154, 23.131,3167)
154 41.113 4787 (154, 41.113,4787)
154 53.101 5507 (154, 53.101,5507)
154 71.83 6047 (154, 71.83, 6047)
156 5.151 911 (156, 5. 151, 911)
156 47.109 5279 (156,47. 109,5279)
156 59.97 5879 (156, 59. 97, 5879)
160 3.157 631 (160, 3. 157, 631)
160 47.113 5471 (160,47. 113,5471)
162 5.157 947 (162, 5.157, 947)
162 11.151 1823 (162, 11.151,1823)
162 13.149 2099 (162, 13.149,2099)
162 23.139 3359 (162, 23.139,3359)
162 53.109 5939 (162, 53.109,5939)
162 61.101 6323 (162, 61.101,6323)
162 73.89 6659 (162, 73.89, 6659)
162 79.83 6719 (162, 79.83, 6719)
166 17.149 2699 (166, 17.149,2699)
166 29.137 4139 (166, 29.137,4139)
168 5.163 983 (168, 5.163, 983)
168 19.149 2999 (168, 19.149,2999)
168 59.109 6599 (168, 59.109,6599)
172 83.89 7559 (172, 83.89, 7559)
174 17.157 2843 (174, 17.157,2843)
174 43.131 5807 (174, 43.131,5807)
174 47.127 6143 (174, 47.127,6143)
174 71.103 7487 (174, 71.103,7487)
174 73.101 7547 (174, 73.101,7547)
176 3.5.17 431 (176, 3.5.17, 431)
180 13.167 2351 (180, 13.167,2351)
180 31.149 4799 (180, 31.149,4799)
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Tablo 3.2: o(n)=0(n+2k)=0(q) denkleminin ¢éziimleri. (devam)

2k n(p.p,..-p,) q (2k, n, q)

180 41.139 5879 (180, 41.139,5879)
180 53.127 6911 (180, 53.127,6911)
180 71.109 7919 (180, 71.109,7919)
180 83.97 8231 (180, 83. 97, 8231)
182 3.179 719 (182, 3. 179, 719)
184 3.181 127 (184, 3. 181, 727)
184 11.173 2087 (184,11. 173,2087)
184 17.167 3023 (184,17. 167,3023)
184 53.131 7127 (184, 53.131,7127)
186 5.181 1091 (186, 5.181, 1091)
186 7.179 1439 (186, 7.179, 1439)
186 19.167 3359 (186, 19.167,3359)
186 47.139 6719 (186, 47.139,6719)
186 89.97 8819 (186, 89.97, 8819)
190 41.149 6299 (190,41.149, 6299)
190 53.137 7451 (190, 53.137,7451)
190 59.131 7919 (190, 59.131,7919)
192 29.163 4919 (192, 29.163,4919)
192 43.149 6599 (192, 43.149,6599)
192 53.139 7559 (192, 53.139,7559)
192 83.109 9239 (192, 83.109,9239)
194 3.5.19 479 (194, 3.5.19, 479)
196 5.191 1151 (196, 5.191, 1151)
196 29.167 5039 (196,29. 167,5039)
196 89.107 9719 (196,89. 107,9719)
198 5.193 1163 (198, 5. 193, 1163)

Ispat: p,, p,,... p, farkli tek asal tamsayilar ve n tam kare olmayan pozitif tek

tamsay!r olmak iizere n=p,p, ...p, verilsin. r=1, r=2ve r=3 icin elde edilen
sonuclar 3.1.3 Teorem, 3.1.4 Teorem ve 3.1.5 Teorem ile verilmistir.

r=4 icin n=p,p,p,p, olur. Burada o (n)=oc(n+2k)=0o(q) denklemini
ele alirsak

O'( PP, p3p4)=0(q)

(1+p,) 1+ p,)(1+ ps)(1+ p,)=(1+0)

elde edilir. = p,p,p,p, +2k olarak tanimlandigindan
(1+p,)(1+ p,)(1+ p;)(1+ p,) =1+ p,p, P3P, + 2k
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(1+p,)(1+p,)(1+ py)(1+ p, ) =@+ p,p, Py p,) = 2k

esitligi bulunur. p;, p,, p; ve p, farkli tek asal sayilar oldugundan p, < p,<p, < p,
olmak tizere p, =23, p, =5, p; =27, p, 211 dir. Buradan

(1+3)(1+5)(1+7)A+11) - (1+3.5.7.11) = 2k

1148 = 2k
elde edilir. 2k "nin alacagi en kiigiik deger 1148 “dir. r =4 icin 2k alt sinir1 200’den

biiylik oldugundan 2k <200 (1<k <100) icin ¢6zum bulunamaz. r >4 igin de
inceledigimizde benzer sekilde sonuglanir.

3.1.7 Teorem : n tam kare olmayan pozitif bir tamsay1 ve | pozitif tamsay1

iken g=n+2k (k=>1) olsun. O halde o, (n)=0,(q) denklemini saglayan hi¢bir
sonu¢ bulunamaz. Ayrica p; ve q farkli tek asal sayilar iken n= p,*p,”...p,"

(1<i<r)olsun. Eger

i. #{i:oci tek,lSiSr}ZZ veya
i. o,=1(mod4)vea,=a,=..=a, =0 veya

ii. =3 (mod4)ve tim1< j<ricin, ; cift (i = ]) ise

o (PP, 0, ) % 0y ()
dir.

Ispat: p,, p,,... p, ve q farkli tek asal sayilar ve n= p,p,...p, olsun. O
halde

oy (P P,--P,) = (B2 +)(p,” +1)...(p," +1) Ve o,(q) =1+
seklindedir. Bilindigi iizere p*|n ve p**|n iken p?|| n oldugundan
2'(p2 +1)(p,2 +1)...(p,2 +1) ve 2|| 1+¢?

oldugu agikca goziikiir.

Eger r > 2 ise,
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o, (p.P,...p,) =0 (mod 4)
ve
0, (q)=2 (mod4)
olur. Bunun sonucunda
0y (PP, D) # 0, ()
elde edilir. Eger r =1 ise,
(P +1)= (9" +1) ve p,=q

olmast gerekir. Bu ise | >0 olmast ile ¢elisir. Bu yiizden o, (p,) # 0,,(q) dir. Sonug
olarak, n tam kare olmayan tek tamsay1 ise n = qolmak tzere o,,(n) # o,,(q) dir.

Diger yandan varsayalim ki n=p,“p,...p, , #{i: ¢, tek, 1<i<r}>2 ve
a, =a, =1 (mod 2) olsun. O zaman

oy (p) =1+ p® +..+ p2 =0 (mod 2) (i=2)
ve
0y (p2) =1+ p +..+ p?“ =0 (mod 2) (i =2)

olur.
n=p.p, icin 4 ‘am (n) ve o, (q)=2 (mod4) oldugundan o, (n) # o,,(q)
gosterilmis olur.

Eger o, =1 (mod4) ve o, =, =...=, =0 ise,

4m+1 (4m+1)(21)

oy (P ™) =0,(p"") =1+ plz' + plz(z" +..4+ P

ve
o, (Q)=1+ q?

esitlikleri saglanir. Buradan

(4m+1)(21) _

21 2(21) 21
pl + pl +...+ pl g

elde edilir. Esitligin sol tarafin1 p,”' parantezine alalim.
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P (L p o p ™) =07

Hipotez geregi p; ve q farkli tek asal sayilar oldugundan

p.lq ve o(p*) # o(q)
dir.

Eger o =3 (mod4) ve tim 1< j<r icin o, cift (i j) ise
oy (P, ) = @+ p +o+ p AL+ p, P+ 4 p, ) =0 (mod 4)
seklinde ifade edilebilir.

o, (P "...p,“)=0 (mod 4) ve 0,(q) =2 (mod4) oldugundan
oy (N) # 0y (q) dur.

3.1.8 Sonug: Bu tabloda 2k degerlerinin araliklari sirayla 2-100,102-1000,
1002-10000, 10002-100000 seklinde dort parcaya ayrilmis ve her bir parcadaki

n=p.p,, N=pP,P; Ve n=p,p,p,P, i¢in bulunan ¢oziimlerin sayis1 #(2k, p,.p,,q)

H#(2K, p.p,.ps, Q) ve #(2K, p..p,.ps.P,, 0) ile gosterilmistir.

Tablo 3.3: o(n)=0(n+2k) denklemini saglayan 2k degerlerinin belli

araliklardaki sayzst.

2<2k <100 | 102 <2k 1002 < 2k 10002 < 2k
<1000 <10000 <100000
#(2Kk, p,.p,,q) 73 1808 63906 2911232
#(2K, p.p,-p,0) |1 57 1261 18356
#(2K, p,-p,-Ps-P,»q) | O 0 53 1571

Goriildiigii tizere asal ¢arpanlarin sayisi arttikca, elde edilen ¢ozumlerin sayist

azalmaktadir.
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3.1.9 Sonug: Bu tabloda ise o(p,...p,) =0(q) bdlen fonksiyonlarinda 2k

degerinin alt sinirlar1 verilmistir. Mathematica 9.0 programi kullanilarak on tane

deger asagidaki tabloda verilmistir:

Tablo 3.4: o(n)=o0(n+2k) denklemini saglayan 2k degerlerinin alt smnir listesi.

n Alt Sinir (2k) | n Alt Sinir (2k)

PP, 8 Dy, 10015844

P1-Pz-P; 26 Dy Ps 3023391704

Py Py 1322 Py Po 7465944254

Py Ps 25178 Dy Puo 249278458694

P, Ps 325352 PPy 8389624896636703538812454
3.1.10 Sonug: Bu tabloda  o,,(n)= Z d“  fonksiyonu icin

d\n
d tek

t, = #{n| o,(N)=0,(n+k), 1<n< 231} tanimlanmigtir. K, 1 ile 42 arasinda olup

t« , o,(n)=0,(n+1),..,0,(n)=0,,(n+42) denklemlerinin ¢6zlim sayilarm

gOstermektedir.

Hesaplamalar Mathematica 9.0 programi kullanilarak yapilmistir.

Tablo 3.5: t, listesi (1<k <42).

k t, k t, k t,

1 53 15 3 29 60

2 731 16 1877 30 4027
3 2 17 54 31 70

4 1394 18 2857 32 2973
5) 3 19 77 33 2

6 1967 20 2340 34 999
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Tablo 3.5: t, listesi (1<k <42). (devam)

7 32 21 3 35 4

8 1850 22 1050 36 5750
9 2 23 54 37 77
10 784 24 5684 38 1054
11 55 25 3 39 3

12 2767 26 1012 40 3422
13 60 27 2 41 69
14 251 28 2203 42 3563

Tablo incelendiginde k degeri ¢ift segildiginde daha fazla sayida ¢6zim elde
edildigi gorulmektedir.
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4. YAPRAKLARIN MODELLENMESI

Bu calismada bolen fonksiyonlarmin &zellikleri, yapraklarin alanlarim
modellemede ve g¢esitli yapraklarin biliylime siirecini gostermede kullanilmistir.
Yapraklar bitkilerin 6nemli bir boliimiinii olusturmakta ve gesitli yollarla bitkilere
yardim eden bu kisimlar degisik sekillerde karsimiza gikmaktadir. Ornegin kimi
yapraklar birbirinin ardi sira dizilmis iken kimi yapraklar ise karsilikli siralanabilir.
Ozelliklerine gore cesitlerine ayrilan bu yapraklardan eliptik, yelpaze ve bes loblu
yaprak tiplerini bu c¢alismada modelleme yapmakta kullanacagiz. Modellemeyi,
yapraklarin alanin1 hesaplarken boliim fonksiyonu yardimiyla yapacagiz. Yapraklarin

yiizey alan1 hesaplanirken U¢ ana boliime ayrilmistir.

4.1  Eliptik ve Yelpaze Seklindeki Yapraklarin Modellenmesi

Eliptik seklindeki yapraklarin modellenmesi i¢in Cotoneaster sp. yapragi ve
yelpaze seklindeki yapraklarin modellenmesi i¢in de Ginkgo yapragi seg¢ilmistir.
(Sekil 4.1 ve Sekil 4.2)

Sekil 4.1: Eliptik tipi yapraklarin modellenmesi.
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S,=p,

P, P,

-

S,=p,

Sekil 4.2: Yelpaze tipi yapraklarin modellenmesi.

Eliptik ve yelpaze seklindeki yapraklarin yiizeylerinin  alaninin
hesaplanmasinda bélen fonksiyonu kullanilarak modelleme yapilmistir. Oncelikle

yapragin ylizey alan1 S,,S,,S; olarak adlandirilan G¢ boliime ayrilmistir. Sekil 4.1 ve
Sekil 4.2 incelendiginde alan1 S, olan Ucgen bir ikizkenar (ggen olarak
modellenmistir. Bu durumda ikizkenar tiggenin yiiksekligi p,, taban1 2p, dir. S,’in

alanmi

S, = (taban x yukseklik) /2= p, p,

olur. S, ve §; diye adlandirilan diger alanlar i¢in ise Arsimet Teoremi’nden

faydalanilmistir. Arsimet’in geometrik seriler toplamini, bir parabol ve onu kesen
dogru ile aralarinda kalan alani hesaplamak i¢in kullanabiliriz. Bu methot bir iggenin
alaninin sonsuz c¢oklukta pargalara ayrilmasi olarak tanimlanabilir. Sekil 4.3’te

adlandirilan A ve B, liggenlerine dikkat edelim. Arsimet B, licgeninin alaninin, A
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licgeninin alaninin %’i oldugunu ispatlamistir. Bu bilgiyi uyguladigimizda S, "nin

alani;

S, = A1+2(ﬁj+4(ﬁ2J+8(ﬁ3]+...
8 8 8

seklinde ifade edebiliriz.

Sekil 4.3: Eliptik tipi yaprak iizerinde Arsimet Teoremi’nin uygulanmasi.

Ayrica
1
A 25(2 plhl) =ph
oldugundan S, alani
4
S, = § plhl

olarak elde edilir. Benzer olarak bu uygulamay diger tarafta kalan iiggen alan1 igin

uygulayalim. S, alam
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S;=A +2(ij+4(i2j+8(i3j+...
8 8 8

biciminde elde edilir. Diger taraftan A, = %(1/ D2+ p,? )h2 oldugundan S, alan:
4
Ss = E(\/ p12 + p22 )hz

biciminde elde edilir.

Simdi bolen fonksiyonlar1 yardimiyla uygun modellemeyi yapmak igin

h, ve h, yerine

h 3P, ve h, = 3P,

:4_p1 i 4, p’+p,°
se¢imi yapilirsa
S,=p,ve S;=p,
elde edilir. Boylece bu eliptik tipindeki yapragin alani
S=5+S,+S,
S=p+P,+ P,
olarak bulunur.
3.1.6 Teorem’de ifade edilen o(n)=o(n+2k)=0(q) denklemini ele
alahm. p, ve p, farkli tek asal sayilar olmak izere n = p, p, olsun. Bu durumda
o(pp,)=c(p)o(p,)=0c(q)
ve

ptP,+ PP, =q
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elde edilir. Eliptik tipindeki yapragin alanini bulurken yaptigimiz modelleme sonucu

elde ettigimiz alan formiilii ise

S= P+ P, + PP,

seklindedir. Ornegin, p, =3, p, =5 ve k = 4 sectigimizde

S=3+5+35

S=23

eliptik tipindeki yapragin alaninin 3 ve 5’ten farkli bir tek asal say1 oldugunu ve

O'(n) = G(I’] + Zk) = G(q) denkleminin (8,3.5,23) seklinde bir ¢6ziimii oldugunu

gostermis oluruz.

Asagidaki tabloda G(n)=0(n+2k)e§itliginde n=p,p,icin bulunan ilk 8

deger gosterilmistir. Alan hesaplamalarina 6rnek olmasi agisindan her bir p,, p, i¢in

yukarida gosterilen h,h, degerleri hesaplanmistir.

Tablo 4.1: k=4,5,6,7,8,9,10,11 i¢in h, ve h, yiksekliklerinin degerleri.

2k P P, n q p/p | h h,

8 3 5 15 23 1,666667 | 1,250000 | 0,385872
10 3 7 21 31 2,333333 | 1,750000 | 0,295439
12 5 7 35 47 1,400000 | 1,050000 | 0,435929
14 3 11 33 47 3,666667 | 2,750000 | 0,197338
16 5 11 55 71 2,200000 | 1,650000 | 0,310352
18 5 13 65 83 2,600000 | 1,950000 | 0,269234
20 3 17 51 71 5,666667 | 4,250000 | 0,130339
22 5 17 85 107 3,400000 | 2,550000 | 0,211625
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4.2  Bes Loblu Yapraklarin Modellenmesi

Yeni bir modelleme igin bes loblu olan Sardunya (Pelargonium sp.) yapragi
secilmistir. Bu yapragin modellenmesi, diger yaprak modellerine benzer olarak
yapilmis ve bolen fonksiyonlar1 kullanilarak hesaplanmistir. Bes loblu yapragin alani

S diye adlandirilip ii¢ alana ayrilmistir ve toplam alan

S=5+S,+S;

ile gosterilir.

m{ ,2 P1_

Sekil 4.4 : Bes loblu yaprak {izerinde Arsimet Teoremi’nin uygulanmasi.

S, , bir ikizkenar tG¢gendir. ikizkenar iiggenin yiiksekligi p, ve taban
uzunlugu 2p, ’dir. O halde S, = p,p, olmak lizere A :%( p.h, ) olur. Arsimet

Teoremi kullanilarak S, ’nin alani
A A A
SZ=2|:A1+2(§ +4 8_2 +8 8_3 +...
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olarak bulunur. Burada modelleme igin h, = j& olarak secildiginde

1
Szzpz

elde edilir. S, ’lin alanin1 benzer sekilde hesapladigimizda

st} 1)
A8} 45
i35

ve
S, = 2[A+A+A]

seklinde ifade edebiliriz. x+y+z=./p?+p,” olmak lizere A,, A, ve A, alanlarini

hesapladigimizda
1 1 1
A ZE(XhZ)' A, :E(yhs) ve A, ZE(Zh“)

elde edilir. Uygun olan modellemeyi yapmak icin h, :&, h, P ve h, _ P
8x 8y 8z
degerlerini secersek
S;=py
bulunur. Sonug olarak bes loblu yapragin alani
S= Pt P, + PP,

olarak elde edilir.

3.1.6. Teorem’deki o(n)=o(n+2k)=0(q) denklemiicin p, ve p, farkh

tek asal sayilar olmak tlizere n= p,p, alalim. p, ve p, asallarina gére denklemden

P+ P+ PP, =0
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esitligini elde ederiz ki modelleme sonucu buldugumuz alan formiiliidiir. Ornegin;
p,=3, p,=7ve k=5 alirsak

S=3+7+3.7
S=31

bes loblu sardunya yapraginin alan1 3 ve 7 den farkli bir tek asal say1 olan 31 asal

sayisin1 elde ederiz. Yani 3.1.6. Teorem’deki denklemin (10,3.7,31) biciminde bir
¢Ozlimiiniin var oldugunu sdylemis oluruz.

4.3  Yapraklarmm Modellenmesinde S; Alam

P, P, veq farkli tek asal sayilar, n=pp, ve q=n+2k olmak Uzere
o(n)=o(n+2k)=0c(q) denkleminin (2k, p,p,,n,q) ¢dziimleri kullanilarak

modelleme yoluyla bir yaprak elde edebiliriz. Simdi Sekil 4.5’te verildigi gibi bir
yapragi somutlagtiralim.

_1|'|

=

Sekil 4.5: Modelleme ile ortaya ¢ikan yaprak.
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Kirmiz: ¢izgilerle gosterilen S, , yiiksekligi p,, taban uzunlugu 2p, ve alani
P, P, olan bir ikizkenar iiggendir. Arsimet’in fikrini uygulayarak S, ve S, alanlarini
hesaplayabiliriz. Buradan S, ’nin alant p, olarak bulunur. Arsimet’in fikrini

degistirerek uyguladigimizda S, alanini elde ederiz. S, alami i¢in Arsimet

Teoremi’ni uygularken her adimda t¢genlerin sayis1 2 kat artarken, icgenlerin alani

da 8 kat azalmaktadir. Dolayisiyla buradaki ortak oran % olur.

S, alamin1 hesaplama sirecinde ortak orana r diyelim. Uggenin alani, taban
uzunlugu ve yiiksekligi ise sirasiyla A, K, ve H,_ olsun. Tablo 4.2°’de A , K, ve
H, ’nin her birinin iligkisel esitlikleri verilmistir. Tablo 4.2’de gorilen N, ise

geometrik serinin n’inci adimindaki toplam iiggen sayisin1 vermektedir.

Tablo 4.2: A, K., H,, N, ’nin iliskisel esitlikleri.

n=1 Yineleme Iligkisi (n > 2)
1-r r
A A=, A=ZA.
Kn K — [ 2 2 2
' pl ’ p2 Kn = \/(1 Kn—lj +(Hn—1)2
Hn H. = 2A1 H =h
1 n
v p12 + pz2 K“
N, 1 N, =2""

Ucgenlerin sayisinin artis orani ile {iggenin alaninin azalis oranini ¢arparak

ortak oran r’yi elde ederiz.
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esitliklerini

(s
A JUN, ) 2

biciminde carparak elde ettigimiz ortak oran r'yi kullanarak S,’t hesaplayabiliriz.

S, 'lin seklinin r 'ye bagl nasil degistigi Tablo 4.3'te gosterilmistir.

Tablo 4.3: r’ye gore degisen S, ‘lin sekli (p, =3, p, =5, n=10. adim).

e | | e

o | —

Asagidaki tabloda, geometrik serinin n’inci adiminda (n=10) S, “lin sekli
cizilmistir. Burada r ’nin farkli degerlerinde S, ’iin nasil bigimde ortaya ¢iktig

gosterilmistir.

Tablo 4.4: r’ye gore degisen yapragin sekilleri (p, =3, p, =5, n=10. adim).

|_\
H
| =




Tablo 4.4: r’ye gore degisen yapragin sekilleri (p, =3, p, =5, n=10. adim).
(devam)

N

Tablo 4.3 ve Tablo 4.4, Python 2.7.9 (Turtle Module) programi kullanilarak

¢izilmistir.

4.4  Yapragm Biiyiimesinin Modellenmesi

Bu boliimde bolen fonksiyonlar: temel alinarak bir yapragin biiylime modeli
tasarlanmistir. Bolen fonksiyonlarinin matematiksel anlami incelendiginde, bdlen
fonksiyonlarin1 bir yaprak modeline uyguladigimizdaki avantajlar1 ortaya ¢ikabilir.
Blylme modeli kuralli bir temele sahip olmalidir. Basit ve sezgisel olmamalidir.

Bunun i¢in bu modeli olustururken karmagik parametrelere ihtiyag vardir.

Yapragin gelisimine genel olarak bakarsak, ilk asamada yavasca biiyiir. Tkinci
olarak yapragin biiyiime hizi artar ve inanilmaz bir biiyiime yasar. Son olarak
yetiskin bir hale geldiginde, yapragin biiyiime hiz1 yavaglar. Bu dogal gelisimi goz
Oniine alarak, ayni1 periyotlarda farkli biiyiime hizlarina sahip dort asama

belirlenmistir.

Bir yapragin belli periyotlardaki biiyiime modelini tasarlamak i¢in zamani t

ile ve sabit periyodu | ile gosterelim. Burada zaman T, (i =1,2,3) olmak lzere
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I :[O,Tl] ve |, =[Ti,Ti+1]

ve herhangi bir t zamaninda yapragin uzunlugu I(t) olsun. 3.1.6 Teorem’deki
o(n)=o(n+2k)=0(q) denkleminin ¢5ziimlerine gore yapilan modelleme sonucu

bir yapragin belli periyotlardaki uzunlugu

PP,
(PP, + P+ P)T, el

(pz - p1) pz t+ (p1T2 B pzT1) pz te |1

|(t): (p1p2+p1+p2)(T2—T1) (p1p2+p1+p2)(l'2—T1)

(p=Bpp, . (-PT)AP tel
(p1p2+p1+p2)(T3_Tz) (p1pz+p1+p2)(T3_T2) ’ ;
(PPA=Po) Pt P) TR 2P =D p)-Ti(Po(BR+ P+ )
(p1p2+p1+pz)(T4_T3) (p1p2+p1+p2)(T4_T3) o

olur. Zamana bagli biiyliyen yaprak modeli animasyonla somutlastirildiginda, bu
formiil bize yapragin boyutunu vermektedir. Buradan yola ¢ikarak eliptik ve yelpaze
tipindeki yapraklarin zamana bagli biiylime grafigi, dort asamada olmak tizere Sekil

4.6 ve Sekil 4.7’de verilmistir.

“Biiyiime

Ift)

Py

AT AT

”
I
PR R P
—h g
Bp R D,

Sekil 4.6 : Eliptik tipi yapragin zamana gore biiyiime grafigi.
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“MBiiylime

P - S A R AR S S e S SR S S B S e SR R R S R R R SR

PPy
7
T R R 2

L2 Py
FYSV T

B Py
EYST ey

>
Zaman

Sekil 4.7 : Yelpaze tipi yapragin zamana gore biiyiime grafigi.

45  Yapraklarin Modellenmesinde Ortaya Cikan Altin Orana En
Yakin Degerler

Evrende, dogada, yapraklarda, kisacasi her yerde karsimiza altin oran
¢ikmaktadir. Altin oran, bir bitlin ve pargalari arasinda gézlenen uyum agisindan en

giizel boyutlar1 verdigi diisiiniilen bir oran bagintisidir.

“Bolen  fonksiyonlart  kullanilarak  yapilan modelleme, yapraklara

uygulanabildigine gore, acaba elde edilen sonucglarda altin orana rastlanabilir mi?”

sorusuna yanit aramak icin p, ve p, farkli tek asal sayillar olmak iizere
o(pp,)=0c(pp,+2k)=0c(q) denkleminin  0<2k <199900  araligindaki

¢oziimleri incelenmistir. P,/ p, oraninin, altin orana en yakin olan degerleri

asagidaki tabloda verilmistir:

Tablo 4.5: p,/ p, oraninin, altin orana en yakin olan degerleri.

2k P, P, q P/ P,
13962 8629 5333 46032419 1,618039
41200 25463 15737 400752431 1,618034
60144 37171 22973 853989527 1,618030
63490 39239 24251 951648479 1,618036
68616 42407 26209 1111513679 1,618032
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Tablo 4.5: p,/ p, oraninin, altin orana en yakin olan degerleri. (devam)

2k P P, q P/ P,
68878 42569 26309 1120016699 | 1,618039
75868 46889 28979 1358872199 | 1,618034
83052 51329 31723 1628392919 | 1,618037
85314 52727 32587 1718300063 | 1,618038
87780 54251 33529 1819069559 | 1,618032
92304 57047 35257 2011398383 | 1,618033
98488 60869 37619 2289929399 | 1,618039
113730 70289 43441 3053538179 | 1,618034
114636 70849 43787 3102379799 | 1,618037
117390 72551 44839 3253231679 | 1,618033
125904 77813 48091 3742230887 | 1,618037
130030 80363 49667 3991519151 | 1,618036
134664 83227 51437 4281081863 | 1,618038
137790 85159 52631 4482141119 | 1,618039

Mathematica 9.0 programi  kullanilarak 0 < 2k <1000000 araligi
incelendiginde altin orana en yakin olan deger (842538, 321821.520717, 74783651)

olarak bulunmustur. p, ve p, , 100000°den kiiciikk asal sayilar olmak fiizere,
(199440,99721.99719,9944277839)  degeri ile en kuguk p,/p, oranmin

1,000020056358367 ve (99974,99971.3,399887) degeri ile en buylk p,/ p, oraninin
33323,666666666664 oldugu tespit edilmistir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu c¢alismada, bdlen fonksiyonlart ve bolen fonksiyonlari yardimiyla

yapraklarin modellenmesi ¢aligilmistir.
[k boliimde, bdlen fonksiyonlar: ve ilgili calismalardan bahsedilmistir.

Ikinci boliimde gerekli tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Ugtincii bélimde, 1<k <100 araliginda o(n)=o(n+2k) denkleminin tiim
coziimleri verilmistir. Ayrica ¢ pozitif bir tamsay1 ve ¢ tek asal sayr olmak iizere

0,,(n) =0,,(q) denklemini saglayan hi¢bir sonucun olmadig1 gosterilmistir.

Dérdiincii boliimde, bolen fonksiyonlar: yardimiyla yapraklarin alanlarina ve

yapraklarin biiylime siire¢lerine modelleme yapilmaistir.

Uclinciti ve dordinci bolim 6zgunddr.

Calismada temel alinan o(n)=o(n+2k) denklemine benzer sekilde

a(n) = 0(n +2k +1) denklemi igin de ¢ozimler arastirilabilir. Ayrica baska yaprak

tiplerine, farkli modellemeler de yapilabilir.
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/. EKLER

EK A Mathematica 9.0 Program Kullanilarak Elde Edilen o (n)=o(n+2k)
Denkleminin Kodlarmn i1k Alt: Ornek Listesi (1< k <100)

nie- oddDivisorSigma[n ] := sum[d, {d, Select[Divisors[n], 0ddQ]}]:
Do[If[oddDivisorSigma[n] == oddDivisorsigma[n+ 1], Print["n= ", n, "; ",

FactorInteger[n], "; ", FactorInteger[n+1]], null], {n, 1, 2A31}];
Clear[oddDivisorSigma]

mie- oddDivisorsigma[n ] := Sum[d, {d, Select[Divisors[n], 0ddQ]}]:
Do[If[oddDivisorSigma[n] == oddDivisorsSigma[n + 2], Print["n= ", n, "; ",
FactorInteger[n], "; ", FactorInteger[n+2]], null], {n, 1, 2A31}];
Clear[oddDivisorsSigma]

ni- oddDivisorSigma[n_] := Sum[d, {d, Select[Divisors[n], 0ddQ]}]:
Do[If[oddDivisorSigma[n] == oddDivisorSigma[n +3], Print["n= ", n, "; ",
FactorInteger[n], "; ", FactorInteger[n+3]], null], {n, 1, 2A31}];
Clear[oddDivisorsSigma]

oddDivisorsSigma[n_] := sum[d, {d, Select[Divisors[n], 0ddQ]}]:
Do[If[oddDivisorSigma[n] == oddDivisorSigmal[n +4],
Print["m= ", n, "; "

H I

FactorInteger[n], "; ", FactorInteger[n+4]], null],
{n, 1, 2nA35}];

Clear [oddDivisorsigma]

n7- oddDivisorSigma[n ] := Sum[d, {d, Select[Divisors[n], 0ddQ]}]:
Do[If[oddDivisorSigma[n] == oddDivisorSigma[n +5], Print[™n= ", n, "; ",

FactorInteger[n], "; ", FactorInteger[n+5]], null], {n, 1, 2A31}];
Clear[oddDivisorSigma]

nezj- oddDivisorSigma[n_] := Sum[d, {4, Select[Divisors[n], 0ddQ]}];
Do[If[oddDivisorSigma[n] == oddDivisorSigma[n+6],
Print["n= ", n, "; ",
FactorInteger[n], "; ", FactorInteger[n+6]], null],
{n, 1, 2A31}7];

Clear[oddDivisorsigma]
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EK B Mathematica 9.0 Programm Kullanilarak Elde Edilen Ik Yiiz Asal Saymnin
Gosterimi

Table[Prime[n], {n, 100}1]

ows= {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, &1,
&7, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137,
139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 139,
211, 223, 227, 229, 233, 239, 241, 251, 257, 263, 269, 271, 277,
281, 283, 293, 307, 311, 313, 317, 331, 337, 347, 349, 353, 359,
367, 373, 379, 383, 389, 397, 401, 409, 419, 421, 431, 433, 439, 443,
449, 457, 461, 463, 467, 479, 487, 491, 499, 503, 509, 521, 523, 541)
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EK C Mathematica 9.0 Programi Kullanilarak n’inci (n=10°) Asal Sayinin
Gosterimi

In[1]

Prime[1049]

Cut[1]= 22801763 489
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EK D Mathematica 9.0 Programi Kullanilarak Bir Saymmin Asal Olup

Olmadigimin Gosterimi

In[1]

PrimeQ[13]

True

[=]
[ =
[}

=
%]
]

PrimeQ[10" 100+ 1]

= False

=
c
Ta
i
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