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ÖZET 

Bu çalıĢmanın ilk üç bölümünde Bernstein-Schurer, Bernstein-Stancu ve Schurer-Stancu 

operatörlerinin yaklaĢım özellikleri incelendi. Son bölümün ilk kısmında iki değiĢkenli 

Schurer-Stancu operatörlerinin yaklaĢım derecesi kısmi süreklilik ve tam süreklilik modülü 

cinsinden ve Lipschitz fonksiyonları yardımı ile verildi. Ġkinci kısımda ise Schurer-Stancu 

operatörlerinin genelleĢtirilmiĢ Boolean toplamları tanımlanarak Bögel sürekli fonksiyon 

uzayında karma süreklilik modülü ve karma Lipschitz sınıfı yardımıyla yakınsaklık oranı 

bulunmuĢtur. En son olarak operatörlerin belirli fonksiyonlara yakınsaklık oranı bazı 

grafikler yardımıyla resmedildi. 
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SĠMGELER VE KISALTMALAR 

Bu çalıĢmada kullanılmıĢ simgeler ve kısaltmalar, açıklamaları ile birlikte aĢağıda 

sunulmuĢtur.  

Simgeler Açıklamalar 

                            [a,b] aralığındaki sürekli fonksiyonlar uzayı 

                                üzerinde B-sürekli fonksiyonlar 

uzayı 

                            Ln lineer operatörünün  sürekli f fonksiyonuna uygulanması 

                            f fonksiyonunun süreklilik modülü 

                             f fonksiyonunun Petree K-fonksiyoneli 

                           f fonksiyonunun 2. süreklilik modülü 

                            Bernstein operatörü 

                          Bernstein-Schurer operatörü 

                       Bernstein-Stancu operatörü 

                         Schurer-Stancu operatörü 

            Ġki değiĢkenli Schurer-Stancu operatörü 

     Ġki değiĢkenli Schurer-Stancu tip GBS operatörü 

              f fonksiyonunun Bögel(karma) süreklilik modülü 

                             karesinde C sabitine göre μ mertebeden 

Lipschitz sınıfı
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1. GĠRĠġ 

YaklaĢım teorisinin ilgilendiği problemlerden biri sonlu kapalı aralık üzerinde sürekli 

fonksiyonlara lineer pozitif operatör dizileri ile yaklaĢım özelliklerinin incelenmesidir. 

1885 yılında Karl Weierstrass, yaklaĢım teorisinin en temel teoremini ispatlamıĢtır. Bu 

probleme göre,  ∈C[a,b] olmak üzere her ε>0 ve her x∈[a,b] için 

 

Ģartını sağlayan en az bir  polinomu bulunabilir [9]. Weierstrass teoremi olarak bilinen 

bu teorem kapalı aralıkta sürekli olan fakat türevli olmayan fonksiyonlara polinomlarla 

düzgün yaklaĢılabileceğini göstermektedir. Birçok matematikçi bu teoremi gerçekleyen 

polinomlar tanımlamıĢtır. Bunlardan biri de S.N.Bernstein'dır. 1912 yılında, [0,1] 

aralığında tanımlı sürekli fonksiyonlar için 

                                    (1.1) 

polinomunu tanımlamıĢtır. Açık olarak,  lineer pozitif operatördür ve 

her n∈ℕ için  operatör dizisi Korovkin teoremini sağlar [1]. 1962 yılında F.Schurer, 

p∈ℕ sabit sayı, her n∈ℕ, her k∈{0,1,...,n+p} olmak üzere her  ve her 

 için  için 

                   (1.2) 

lineer pozitif operatörünü tanımlamıĢtır [11]. 1968 yılında D.D.Stancu  , [0,1] aralığında 

sürekli ve 0≤α≤β koĢulunu sağlayan α,β, n'den bağımsız parametreleri için 

                       (1.3) 

operatörünü tanımlayarak [0,1] aralığında tanımlı sürekli fonksiyonlara yaklaĢım 

özelliklerini incelemiĢtir [13]. 

Bu tezde, öncelikle tek değiĢkenli Bernstein-Schurer, Bernstein-Stancu ve Schurer-Stancu 

operatörlerinin temel yaklaĢım özellikleri verilecektir. Daha sonra iki değiĢkenli Schurer-
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Stancu operatörünün yaklaĢım özellikleri incelenecek ve bu operatörün Bögel sürekli 

fonksiyonlara yaklaĢım özellikleri verilecektir. 

Bu tez yedi bölümden oluĢmaktadır. Birinci bölüm giriĢ bölümüdür. 

Ġkinci bölüm diğer bölümlere yardımcı temel tanım ve yaklaĢım teorisinin önemli 

teoremleri verilmiĢtir.     

Üçüncü bölüm Bernstein-Schurer ve Bernstein-Stancu tip operatörlerinin Korovkin 

teoreminin koĢullarını sağladığı gösterilip, yaklaĢım derecesi, süreklilik modülü, ve Petree 

K-fonksiyoneli cinsinden incelenmiĢtir. 

Dördüncü bölüm üçüncü bölümdeki operatörlerin bir genelleĢmesi olan ve Dan Bărbosu 

tarafından [3] de çalıĢılan Schurer-Stancu tip operatörün yaklaĢım özelliğinin incelendiği 

bölümdür.     

BeĢinci bölüm iki kısımdan oluĢur. Ġlk kısım da iki boyuta geniĢletilen Schurer-Stancu 

operatörü çalıĢılmıĢtır. Bu operatör için tam ve kısmi süreklilik modülü cinsinden yaklaĢım 

derecesi verilerek Lipschitz sınıfından fonksiyonlar ile bağlantılı yakınsaklık sonuçları 

bulunmuĢtur. Ġkinci kısım da ise sürekli fonksiyonlar sınıfından daha geniĢ bir sınıf olan 

Bögel sürekli fonksiyonlar ile yaklaĢım incelenmiĢtir. Bu anlamda iki değiĢkenli Schurer-

Stancu operatörünün genelleĢtirilmiĢ Boolean toplamı tanımlanarak karma süreklilik 

modülü ve Bögel sürekli fonksiyonlar için Lipschitz sınıfından fonksiyonlar için 

yakınsaklık sonuçları bulunmuĢtur.     

Altıncı bölümde önceki bölümlerde çalıĢılan operatörlerin belirli fonksiyonlara yaklaĢımını 

veren grafiklere yer verilmiĢtir. 

Yedinci bölümde bu çalıĢmamızdan elde ettiğimiz bazı sonuçlara yer verilmiĢtir.  
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2. TANIM VE TEOREMLER 

Bu bölümde yaklaĢım teorisinin önemli bir problemi olan lineer pozitif operatör dizilerinin 

yaklaĢım özelliklerine iliĢkin genel tanım ve teoremler verilecektir. 

2.1. Tanım 

X ve Y birer normlu fonksiyon uzayları L: X→Y bir lineer operatör ve f∈X olsun. Eğer  ≥0 

için  ise L operatörüne, lineer pozitif operatör denir. 

L nin X den Y ye bir lineer pozitif operatör olması durumunda aĢağıdaki sonuçlar 

gerçeklenir. 

1) Her f,g∈X için  ise  dir. 

2) Her f∈X için  dir. 

 ve her n∈ℕ için  lineer pozitif 

operatör olsun. (Ln(f)) dizisinin   ye düzgün yakınsaklığı x∈[a,b] için (Ln(f;x)) dizisi için 

f(x) e düzgün yakınsaklığı anlamındadır. Aynı zamanda   normundaki yakınsaklık 

düzgün yakınsaklık anlamındadır. 

Bohman 1951 yılında toplam Ģeklindeki lineer pozitif operatörler dizisinin [0,1] aralığında 

sürekli fonksiyonlara yaklaĢmasını incelemiĢtir. Bohman, her x∈[a,b], 0≤αk,n≤1 olduğunda 

 

pozitif operatörler dizisinin, n→∞ için [0,1] aralığında f fonksiyonuna düzgün yakınsak 

olabilmesi için gerek ve yeter koĢulların ek(x)=x
k
,k=0,1,2 olmak üzere, 
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Ģeklinde olduğunu göstermiĢtir [9].     

1953 yılında Korovkin, Bohman teoremini genelleĢtirerek aĢağıdaki teoremi vermiĢtir. 

2.2. Teorem (Korovkin Teoremi) 

Her n∈ℕ için  Ģeklinde tanımlı (Ln) lineer pozitif operatörler dizisi 

olsun. Her bir k=0,1,2 için ek(x)=x
k
 olmak üzere 

 

koĢulları sağlanıyorsa, bu durumda [a,b] kapalı aralığında sürekli ve tüm reel eksende 

sınırlı olan her f∈C[a,b]  fonksiyonu için 

                                                                                      (2.1) 

dır [1,9,10]. 

2.3. Tanım 

Herhangi bir I⊂ℝ aralığında tanımlı f fonksiyonunun süreklilik modülü, δ∈[0,∞) olmak 

üzere ω:[0,∞) →ℝ için 

 

olarak tanımlanır [1].     

Süreklilik modülü aĢağıda verilen özelliklere sahiptir: 

i) ω(f;δ)≥0,     

ii) δ₀≤δ₁ ise ω(f;δ₀)≤ω(f;δ₁),     

iii) m∈ℕ ise ω(f;mδ)≤mω(f;δ),       

iv) Her λ∈ℝ⁺ için ω(f;λδ)≤(λ+1)ω(f;δ), 

v) f, I üzerinde düzgün sürekli ⇔ lim δ→0⁺ ω(f;δ)=0, 
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vi) |f(t)-f(x)|≤ω(f;|t-x|), 

. 

2.4. Teorem [1] 

 ve  olmak üzere (Ln) lineer pozitif operatör dizisi olsun. 

x∈[a,b] için olmak üzere  ve  için     

 
 

 
 

EĢitsizlikleri sağlanır. 

2.5. Tanım 

f∈C[a,b] ve δ≥0 olmak üzere 

 

ifadesine Peetre K-fonsiyoneli denir. Burada  üzerindeki norm 

 

ile verilir [8]. 

2.6. Tanım 

Herhangi bir ⊂ℝ aralığı,  için δ>0 olmak üzere  nin 2. süreklilik modülü

 

olmak üzere, M>0 sayısı vardır ki; 
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dır [8]. 

2.7. Tanım 

Her ve φ: →ℝ,  aralığına bağlı bir adım-ağırlık fonksiyonu olsun. Her 

n∈ℕ ve δ≥0 için 

 

Olduğunda 

 

ifadesine, Ditzian-Totik düzgünlük modülü denir. 

 φ: →ℝ, φ≠0, Ditzian-Totik düzgünlük modülünün adım-ağırlık fonksiyonu olarak 

alalım. Buradaki φ fonksiyonu aĢağıdaki özellikleri sağlar. 

(i) Her [a′,b′]⊂[a,b] alt aralığı için öyle bir M₀≡M(a′,b′)>0 sabiti vardır ki her x∈[a′,b′] 

için 

 

dir. 

(ii) β(a)≥0 ve β(b)≥0 iki sayısı için 

 

sonucu çıkarılır [8]. 
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3.  BERNSTEĠN-SCHURER VE BERNSTEĠN-STANCU      

OPERATÖRLER DĠZĠSĠNĠN YAKLAġIM ÖZELLĠKLERĠ 

S.N. Bernstein, [0,1] aralığında tanımlı sürekli fonksiyonlar için Bn(f;x) operatörler dizisini 

tanımlamıĢtır ve [0,1] aralığında düzgün olarak f fonksiyonuna yakınsadığını göstermiĢtir 

[1]. 1962 yılında F. Schurer, fonksiyonun süreklilik aralığını geniĢleterek [0,1+p] de 

tanımlı sürekli f fonksiyonları için Bn,p(f;x) lineer pozitif operatörünün yaklaĢım 

özelliklerini çalıĢmıĢtır [11]. 1968 yılında da D. D. Stancu, f fonksiyonunun [0,1] 

aralığındaki düğüm noktalarını sıkılaĢtırarak  lineer pozitif operatörünü tanımlamıĢ 

ve [0,1] aralığı üzerinde tanımlı sürekli fonksiyonlara yaklaĢım özelliklerini incelemiĢtir 

[13]. 

3.1. Bernstein Operatörü 

3.1.1. Tanım 

Her k∈{0,1,...,n}, her n∈ℕ, her x∈[0,1] ve her f∈C[0,1] için Bn: C[0,1]→C[0,1] olmak 

üzere 

 

Ģeklinde tanımlı operatöre Bernstein operatörü denir. Burada, Pn,k, Bernstein taban 

polinomudur.     

Açık olarak Bernstein operatörü C[0,1] den C[0,1] e bir lineer pozitif operatördür ve (Bn) 

operatör dizisi için Korovkin teoremi sağlanır [1]. 

3.1.2. Teorem 

Her f∈C[0,1] ve yeterince büyük n'ler için 

 

eĢitsizliği sağlanır. 
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Buradan, Bernstein operatörünün f∈C[0,1] fonksiyonuna süreklilik modülü ile yaklaĢım 

derecesi δn ile belirlenir ve  olup n→∞ için δn→0 dır. Dolayısıyla Tanım 2.4.1 (v) 

den ω(f;δn)→0 dır. 

3.2. Bernstein-Schurer Operatörler Dizisinin YaklaĢım Özellikleri 

3.2.1. Tanım 

p∈ℕ sabit sayısı, her n∈ℕ, her k∈{0,1,...,n+p}, her x∈[0,1+p] ve her f∈C[0,1+p] için 

Bn,p:C[0,1+p]→C[0,1] olmak üzere 

                       (3.1) 

olarak tanımlanan operatöre Bernstein-Schurer operatörü denir [1]. Burada, , Schurer 

taban polinomu olarak isimlendirilir. 

3.2.2. Lemma  

ek(t)=t
k
 ; k=0,1,2, t bir parametre ve her x∈[0,1] olmak üzere 

 

dir. 

Lemma'dan 

 

olduğundan Korovkin Teoremi gereğince [0,1+p] aralığı üzerinde her f∈C[0,1+p] için 
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dır. 

3.2.3. Teorem 

Her f∈C[0,1+p] için Bn,p (f;x), (3.1) ile verilen Bernstein-Schurer operatörü olsun. Bu 

durumda, 

 

ii) f, [0,1+p] üzerinde diferensiyellenebilir ve f′∈C[0,1+p] için 

 

dir. 

İspat 

i) Bn,p operatörünün süreklilik modülü ile f fonksiyonuna yaklaĢım derecesini bulalım. 

Her x,t∈[0,1+p] için ψx(t)=t-x olsun. 

Her x,t∈[0,1+p] için 

 
ve 

 

olur. 
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f∈C[0,1+p] ve x,t∈[0,1+p] için süreklilik modülünün (vii) özelliğinden, 

                                                                       (3.2) 

olup (3.2) eĢitsizliğinin yardımıyla 

 

olur. δn,p(x), teoremdeki gibi seçilirse 

 

 elde edilir. n→∞ için limit alındığında x∈[0,1+p] için δn,p→0 ve ω(f;δn,p)→0 sonucu 

bulunur. 

ii) Ortalama değer teoreminden, 

 

olup 

 

yazılabilir. 

Süreklilik modülünün tanımından dolayı 
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yazalım. Buradan, Bn,p eĢitsizliğin her iki tarafına uygulanarak 

 

bulunur. 

3.2.4. Teorem 

Her f∈C[0,1+p] ve Bn,p(f;x), (3.1) ile verilen Bernstein-Schurer operatörü olsun. Her 

g∈C⁽²⁾[0,1+p] için 

 

olup burada M,M₀>0 sabit sayılar, ω2,ω sırasıyla 2. ve 1. süreklilik modülleri ve δn,p(x) de 

Teorem 3.2.3 ün (i) Ģıkkında tanımlanmıĢtır. 

İspat 

 f∈C[0,1+p] olmak üzere Bn,p yardımcı operatörümüzü, 

                                                                   (3.3) 

olarak tanımlayalım. Açık olarak 

 

 ve böylece 

 olur. 

g∈C⁽²⁾[0,1+p] ve t∈[0,1+p] olsun. g için Taylor formülünden, 
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yazılır.  operatörünü eĢitliğin her iki yanına uygularsak 

 

(3.3) den 

 

bulunur. 

f∈C[0,1+p] için (3.3) ile tanımlanan  den 

 

olur. Buradan, f∈C[0,1+p] ve g∈C⁽²⁾[0,1+p] olmak üzere  

 

ifadesinin sağ tarafının g∈C⁽²⁾[0,1+p] için infimum alırsak Petree K-fonksiyoneli'nin 

tanımından 
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bulunur. 

3.2.5. Teorem 

Her f∈C[0,1+p] ve Bn,p , (3.1) ile verilen Bernstein-Schurer operatörü olsun. Bu durumda

 

dir. Burada,  , ϕ adım-ağırlık fonksiyonu ve ϕ², φ²/ϕ² konkavdır. 

İspat 

f∈C[0,1+p] olmak üzere  yardımcı operatörümüzü,  

 

olarak tanımlayalım. Açık olarak 

,  olup  olur. 

g∈C⁽²⁾[0,1+p] için Taylor formülünden, 

 

dir.   operatörünün eĢitliğin iki yanına uygulanması ile, 
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olur.  nin tanımının yardımı ile 

 

bulunur. 

Her s,t∈[0,1+p] için u=t+s(x-t) olsun. ϕ² nin konkavlığı kullanılarak 

 

olur ve bu eĢitsizliği bir önceki eĢitsizlikte yerine yazarsak, 

 
sonucuna ulaĢılır. 
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3.3. Bernstein-Stancu Operatör Dizisinin YaklaĢım Özellikleri 

3.3.1. Tanım 

0≤α≤β olacak Ģekilde α,β, n den bağımsız reel parametreler olsun. Her n∈ℕ, her 

k∈{0,1,...,n} ve her x∈[0,1] için : C[0,1]→C[0,1] olmak üzere 

                       (3.4) 

olarak tanımlanan operatöre Bernstein-Stancu operatörü denir [1]. Burada, Pn,k ,  Bernstein 

taban polinomudur. 

3.3.2. Lemma  

ek(t)=t
k
 ; k=0,1,2, t bir parametre ve her x∈[0,1] olmak üzere 

, ,   

dir. 

Lemma'dan 

 

olduğundan Korovkin Teoremi gereğince [0,1] aralığı üzerinde her f∈C[0,1] için 

 

dır. 
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3.3.3. Teorem 

Her f∈C[0,1] ve  , (3.4) ile verilen Bernstein-Stancu operatörü olsun. Bu durumda, 

 

ii) f∈C[0,1] diferensiyellenebilir ve f′∈C[0,1] için 

 

 

dir 

İspat 

i)  operatörünün süreklilik modülü ile f fonksiyonuna yaklaĢım derecesini bulalım. 

Her x,t∈[0,1] için ψx(t)=t-x olsun. 

Her x,t∈[0,1] için 

 
ve 

 

olur. 

f∈C[0,1] ve x,t∈[0,1] için süreklilik modülünün (vii) özelliğinden, 
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                                                               (3.5) 

olup (3.5) eĢitsizliğinin yardımıyla 

 

olur. , teoremdeki gibi seçilirse her f∈C[0,1] için 

 

elde edilir. n→∞ için limit alındığında x∈[0,1] için  ve sonucu 

bulunur. 

ii) Ortalama değer teoreminden, 

 

olup 

 

yazılabilir. Süreklilik modülünün tanımından dolayı 

 

eĢitsizliği sağlanır. Buradan,  eĢitsizliğin her iki tarafına uygulanarak 
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bulunur. 

3.3.4. Teorem 

Her f∈C[0,1] ve  (3.4) ile verilen Bernstein-Stancu operatörü olsun. Her g∈C⁽²⁾[0,1] 

için 

 

olup burada M,M1>0 sabit sayılar, ω2,ω sırasıyla 2. ve 1. süreklilik modülleri ve de 

Teorem 3.3.3 ün (i) Ģıkkında tanımlanmıĢtır. 

İspat 

f∈C[0,1] olmak üzere yardımcı operatörümüzü, 

                                                               (3.6) 

olarak tanımlayalım. Açık olarak; 

,  ve böylece olur. 

g∈C⁽²⁾[0,1] ve t∈[0,1] için Taylor formülünden, 

 

yazılır. operatörünü eĢitliğin her iki yanına uygularsak; 
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olur. (3.6) den; 

 

bulunur. f∈C[0,1] için (3.6) ile tanımlanan  den; 

 

olur. Buradan, f∈C[0,1] ve g∈C⁽²⁾[0,1] olmak üzere 

 

ifadesinin sağ tarafının g∈C⁽²⁾[0,1] için infimum alırsak Peetre K-fonksiyoneli'nin 

tanımından 
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bulunur. 

3.3.5. Teorem 

Her f∈C[0,1] için  operatörünün düzgünlük modülü ile yaklaĢım derecesi, 0≤α≤β için

 

bulunur. Burada, , ϕ adım-ağırlık fonksiyonu ve ϕ², φ²/ϕ² konkavdır. 

İspat   

f∈C[0,1] olmak üzere  yardımcı operatörümüzü, 

 

olarak tanımlayalım. Açık olarak; 

ve  olup     olur. 

g∈C⁽²⁾[0,1] için Taylor formülünden 

 

dir. operatörünün eĢitliğin her iki yanına uygulanması ile 

 

bulunur. 

nin tanımından, 
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bulunur. 

Her s,t∈[0,1] için u=t+s(x-t) olsun. ϕ² nin konkavlığı kullanılarak 

 

olur ve bu eĢitsizliği bir önceki eĢitsizlikte yerine yazarsak, 0≤α≤β için 

         (3.7) 

elde edilir. Buradan (3.7) eĢitsizliğinin de yardımıyla 
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sonucuna ulaĢılır. 
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4.  SCHURER-STANCU OPERATÖR DĠZĠSĠNĠN YAKLAġIM 

ÖZELLĠKLERĠ 

Bu bölümde, üçüncü bölümde verilen Schurer ve Stancu operatörlerinin daha genel bir 

durumu olan Schurer-Stancu operatörünü çalıĢacağız. [3] de Dan Bărbosu, Schurer-Stancu 

tip operatörünü tanımlayarak Korovkin tip teorem ve bilinen süreklilik modülü ile 

yaklaĢımını vermiĢtir. Bu bölümde, bu özelliği inceleyerek türevin süreklilik modülü 

cinsinden yaklaĢım derecesini vereceğiz.    

4.1. Tanım 

p≥0 tamsayı ve 0≤α≤β koĢulunu sağlayan α,β reel parametreler olsun. Her n∈ℕ , her 

x∈[0,1+p] ve f∈C[0,1+p] için :C[0,1+p]→C[0,1] olmak üzere 

                    (4.1) 

Ģeklinde tanımlı olan operatöre Schurer-Stancu operatörü denir [3]. 

(4.1) ile tanımlanan Schurer-Stancu operatöründe α=β=0 alındığında Bernstein-Schurer 

operatörü, p=0 alındığında Bernstein-Stancu operatörü ve p=α=β=0 alındığında ise klasik 

Bernstein operatörü elde edilir [3]. 

4.1. Lemma  

ek (t)=t
k
 ; k=0,1,2, t bir parametre ve her x∈[0,1+p] olmak üzere 

, ,  

dir. 

Sonuç olarak; 
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dır. Yani, 

 

olduğundan [0,1+p] aralığı üzerinde her f∈C[0,1+p] için Korovkin teoreminin koĢulları 

sağlanır. Dolayısıyla her f∈C[0,1+p] için 

 

gerçeklenir. 

4.2. Teorem 

Her f∈C[0,1+p] için , (4.1) ile verilen Schurer-Stancu operatörü olsun. Bu durumda 

,  

 

ii) f∈[0,1+p] diferensiyellenebilir ve f′∈C[0,1+p] için 

 

 

dir.    

İspat     

i)  operatörünün süreklilik modülü ile f fonksiyonuna yaklaĢım derecesini bulalım. 

Her x,t∈[0,1+p] için ψx(t)=t-x olsun. 

Her x,t∈[0,1+p] için 
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ve  

  

olur. 

f∈C[0,1+p] ve x,t∈[0,1+p] için süreklilik modülünün tanımından, 

                                                            (4.2) 

olup eĢitsizliğin her iki tarafına operatörü uygulanarak ve (4.2) eĢitsizliğinin de 

yardımıyla 

 

bulunur.    seçilirse 
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elde edilir. n→∞ için limit alındığında x∈[0,1+p] için  ve  sonucu 

bulunur.  

ii) Ortalama değer teoreminden, 

 

olup 

 

yazılabilir. 

Süreklilik modülünün tanımından dolayı 

 

yazılır. operatörünün uygulanması ile 

 

bulunur. 
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5.  ĠKĠ DEĞĠġKENLĠ SCHURER-STANCU OPERATÖRÜ 

5.1. Ġki DeğiĢkenli Schurer-Stancu Operatörünün YaklaĢım Özellikleri 

Bu bölümde, Dan Bărbosu tarafından [3] de verilmiĢ olan Schurer-Stancu operatörünün iki 

değiĢkenli fonksiyonlara yaklaĢım özelliklerini ele alacağız. Dan Bărbosu, iki değiĢkenli 

düzgünlük modülü yardımıyla yaklaĢım derecesini [4] de vermiĢtir. Biz burada, tam 

süreklilik ve kısmi süreklilik modülleri yardımıyla operatörün fonksiyona yaklaĢım 

derecelerini ve bununla bağlantılı olarak Lipschitz sınıfından fonksiyonlar için yaklaĢım 

oranına iliĢkin sonuçları elde edeceğiz. 

5.1.1. Tanım     

p ≥ 0, q ≥ 0 tamsayılar, 0 ≤ α1 ≤ β1 , 0 ≤ α2 ≤ β2 koĢulunu sağlayan α1, β1, α2, β2 reel 

parametreler, m, n ∈ℕ, her x ∈[0,1 + p] × [0,1 + q] ve her f ∈ C([0,1 + p] × [0,1 + q]) için  

 :C([0,1 +p]×[0,1 + q]) → C([0,1] × [0,1]) olmak üzere  

 

,  

                                                                                  (5.1) 

olarak tanımlanan operatöre iki değiĢkenli Schurer-Stancu operatörü denir [4]. Burada, 

 ve , Schurer taban polinomlarıdır. 

5.1.2. Teorem  

Her f∈C([0,1+p]×[0,1+q]) için  

 

dir. 
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İspat 

Tanım 4.1 den 

 ve    olduğunu biliyoruz. 

 

Olduğundan 

 

bulunur. 

Tanım 4.1 den 

  

ve 

  

olduğunu biliyoruz. O halde, 

 

eĢitliğinden 
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elde edilir. 

Benzer olarak; 

        

ve  

 

dir. Öyleyse 

 

eĢitliği 

 

sonucunu verir. 

 

eĢitliği yardımı ile 
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dır. O halde, her f∈C([0,1+p]×[0,1+q]) için Volkov Teoreminden, 

 

elde edilir. 

5.1.3. Tanım  

f fonksiyonu D=[0,1]×[0,1] karesinde sürekli bir fonksiyon, δ pozitif bir sayı olmak üzere, 

                              (5.2) 

fonksiyonuna f fonksiyonunun tam süreklilik modülü denir. Burada, 

 dir. 

Bu süreklilik modülünün özellikleri bilinen süreklilik modülünün özellikleriyle aynıdır [8]. 

5.1.4. Tanım  

f fonksiyonu D=[0,1]×[0,1] karesinde sürekli bir fonksiyon δ pozitif bir sayı olmak üzere, 

                                   (5.3) 

ve 

                                   (5.4) 

fonksiyonlarına sırasıyla, f fonsiyonunun x değiĢkenine göre ve y değiĢkenine göre kısmi 

süreklilik modülleri denir [8]. 



31 

 

5.1.5.Teorem 

f∈C([0,1+p]×[0,1+q]) için  (5.1) ile verilen operatör olsun. Bu durumda, 

 

dir. 

İspat 

(5.5) 

  alırsak (5.2) den, 

 

dir. Bu değeri (5.5) da yerine yazarsak 

 

olur. 

 

alınırsa 
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olup  

 ve dersek 

 

 

bulunur. Buradan,  

    

ve   

     

olup n,m→∞ için  dır. 

5.1.6. Teorem 

f∈C([0,1+p]×[0,1+q]) için, (5.1) ile verilen iki değiĢkenli Schurer-Stancu 

operatörü olsun. Bu durumda, 

 

dir. 

İspat 

  

olduğundan, 

 

olarak yazılır. Buna göre, 
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diyelim. O halde, 

                                               (5.6) 

olur. 

 

olur. 

    

olduğundan   
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olur. Benzer Ģekilde     hesaplanırsa 

 

elde edilir. (5.6) dan 

 

olur. Burada; 

  

ve 

     

olup n,m→∞ için  dır. 

5.1.7. Tanım     

Eğer D=[0,1]×[0,1] karesinde tanımlı f fonksiyonu, (x1,y) ve (x2,y) bu karenin keyfi 

noktaları olmak üzere, 

 

koĢulunu sağlarsa, o zaman f fonksiyonu D karesinde x değiĢkenine göre Lipschitz 

koĢulunu sağlar veya x değiĢkenine göre Lipμ sınıfındandır denir ve bu 

biçiminde gösterilir. 
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Benzer Ģekilde (x,y1) ve (x,y2), D karesinde keyfi noktaları olmak üzere 

 

koĢulunu sağlarsa, f fonksiyonu y değiĢkenine göre Lipschitz koĢulunu sağlar veya y 

değiĢkenine göre Lipμ sınıfındandır denir ve bu biçiminde gösterilir. 

5.1.8. Tanım     

f, D birim karesinde tanımlı bir fonksiyon, x=(x1,x2), t=(t1,t2) ve  olmak üzere 

 

  

ise f,  D karesinde C sabitine göre μ.mertebeden Lipschitz sınıfındandır, denir. Ayrıca 

  ile gösterilir. 

5.1.9. Teorem 

, (5.1) ile verilen iki değiĢkenli Schurer-Stancu operatörü olsun. Bu durumda,  

i)  için 

 
 

ii)  için 

 

dir. 

İspat 

i)  için 
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Yani, 

 

olur. 

 

   alırsak     den     alınarak Hölder eĢitsizliğinden 

 

ve  
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seçilirse 

  

olur. Benzer Ģekilde, 

  

ve         

 

olup; 

 

bulunur. 

ii)  için 

 
 

bulunur. Burada     ve  den  alınarak Hölder eĢitsizliğinden, 

 

dır. Burada  
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ve  

  

olduğundan, 

  

olur. 

5.2. Ġki DeğiĢkenli Schurer-Stancu Tip GBS Operatörü ile YaklaĢım 

Bu bölümde, sürekli fonksiyonlar uzayından daha geniĢ olan Bögel sürekli fonksiyonlar 

uzayında çalıĢacağız. Bögel sürekli fonksiyonlara yaklaĢmak için Schurer-Stancu tip 

operatörün genelleĢtirilmiĢ Boolean toplamını kullanarak karma süreklilik modülü 

yardımıyla yaklaĢım derecesini elde edeceğiz. Bu tip bir çalıĢma Dan Bărbosu tarafından 

[5] de verilmiĢtir. Daha sonra, [12] de verilmiĢ olan Bögel Lipschitz sınıfını dikkate alarak 

bu sınıfa ait olan fonksiyonlara genelleĢtirilmiĢ Boolean operatörü yardımıyla yakınsaklık 

oranını elde edeceğiz. Bögel sürekli fonksiyon kavramı, Karl Bögel tarafından [6] da 

tanımlanmıĢtır. Ġlk olarak C. Cottin ve H.H. Gonska tarafından Bögel sürekli fonksiyonlar 

uzayında Korovkin tip teorem [2] de ispatlanmıĢtır. 

5.2.1. Tanım     

X,Y kompakt reel aralıklar ve A=X×Y olsun. f:A→ℝ fonksiyonunun karma farkı 

   ile gösterilir. Her (x0,y0)∈A için f(x,y) nin karma farkı, 

 

olarak tanımlanır. 
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Eğer herhangi (x,y)∈A noktası için  

 

ise f:A→ℝ fonksiyonu (xⁿ,yⁿ)∈A noktasında B-süreklidir (Bögel süreklidir) denir. 

EĢdeğer olarak, her ε>0 için |x-xⁿ|<δ ve |y-yⁿ|<δ olduğunda olacak 

biçimde en az bir δ>0 varsa f, (xⁿ,yⁿ)∈A noktasında Bögel süreklidir. Bögel sürekliliği B-

sürekli olarak ifade ediyoruz. A üzerindeki bütün B-sürekli fonksiyon uzayını   ile 

gösteriyoruz [8]. 

5.2.2. Teorem 

Her sürekli fonksiyon B-süreklidir. 

İspat 

f fonksiyonu A'da sürekli olsun. Öyleyse her ε>0 sayısı için |x-xⁿ|<δ ve |y-yⁿ|<δ Ģartlarını 

sağlayan pozitif bir δ>0 sayısı vardır öyle ki tüm (x,y),(xⁿ,yⁿ)∈A için 

 

dur. 

 

olur. Böylece her sürekli fonksiyon B-süreklidir, ancak tersi doğru değildir. 

Örnek 

 

fonksiyonunun (2,-2) noktasında hem sürekli hem de B-sürekli olduğu açıktır. 
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fonksiyonunun (0,0) noktasında B-sürekli fakat sürekli olmadığı açıktır. 

5.2.3. Tanım     

0≤α1≤β1, 0≤α1≤β1 koĢullarını sağlayan α1, β1, α2, β2 reel parametreler ve 

  ve  (x,y)∈[0.1+p]×[0,1+q] olsun. (4.1) ile verilen Schurer-

Stancu operatörünün parametrik geniĢletmeleri sırasıyla 

                                               (5.7) 

ve 

                         (5.8) 

ile tanımlanır. Burada,  ve   lineer ve pozitif operatörlerdir. Bunların çarpımı, 

(5.1) ile tanımlanan iki değiĢkenli Schurer-Stancu tip operatörünü verir [5]. 

5.2.4. Tanım 

operatörü (5.7) ve (5.8) operatörlerinin 

GenelleĢtirilmiĢ Boolean Toplamı olarak 

                       (5.9) 

biçiminde tanımlanır. Bu operatöre Schurer-Stancu tip GenelleĢtirilmiĢ Boolean Toplamı 

(GBS) denir. 

Her  ve  lineer pozitif operatörünün GBS operatörü, her (x,y),(t,s)∈J için

 olmak üzere  
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  (5.10) 

dir [5]. 

5.2.5. Lemma 

  operatörü lineer ve pozitiftir. 

Gerçekten, (5.9)'den dolayı Schurer-Stancu operatörü lineer ve pozitif operatör olduğundan  

operatörünün de lineer ve pozitif olduğu açıktır. 

5.2.6. Lemma 

ei,j(s,t)=s
i
t
j
 (i,j∈ℕ, 0≤i+j≤2), s,t, parametreler, her (x,y)∈J ve  

olmak üzere 

 

dir. 

İspat 

 nin (5.9) tanımı dikkate alınarak  ve  

olduğundan 
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dir. 

 olduğundan 

 

dir ve benzer Ģekilde 

 

dir. 

Benzer hesaplama ile  olduğundan 

 

dir ve benzer Ģekilde 

 

olur. 

Lemma 5.2.6 dan, her x,t∈[0,1+p] ve y,s∈[0,1+q] için ψx(t)=t-x ve ψy(s)=s-y olsun. 
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Her x,t∈[0,1+p] için 

 

ve y,s∈[0,1+q] için 

 

yazılabilir. 

5.2.7. Tanım 

 nin karma süreklilik modülü, her (x,y),(t,s)∈J ve herhangi δ1,δ2∈[0,∞)×[0,∞) 

olmak üzere   için 

 

olarak tanımlanır. 

 , klasik süreklilik modülü ile aynı özelliklere sahiptir [7]. 

5.2.8. Teorem 

Her  için her bir (x,y)∈J noktasında (5.10) operatörü 

 

dir. Burada,  
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  ve  dir. 

İspat 

 tanımı ve temel özellikleri kullanıldığında 

                   (5.11) 

dir.     

Her (x,y),(t,s)∈J ve her bir δ₀,δ₁>0 için ve (5.11) eĢitsizliğinin de yardımıyla 

          (5.12) 

Yazılabilir.    nin tanımından, 

 

olarak yazılır. 

Her iki tarafa lineer  operatörü uygulanırsak 

 

olur. Burada (5.10) ile verilen  tanımından ve  olduğundan 

 

yazılır. Böylece (5.12) eĢitsizliği dikkate alınabilir. 
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olur. Burada 

 ve                                              (5.13) 

alınarak istenilen sonuç elde edilir. 

5.2.9. Tanım 

Her için Lipschitz sınıfı, μ,η∈(0,1] olmak üzere  

 

olarak tanımlanır. Burada, M>0 dır. 

5.2.10. Teorem 

M>0, μ,η∈(0,1] için  olduğunda  

 

dir. Burada δ1 ve δ2, Teorem 5.2.8 ile aynıdır. 

İspat 

 operatörünün tanımı ve  operatörünün lineerliğinden, 
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yazılabilir. Buradan, 

 

olur. 

,  ve ,  alınarak Hölder eĢitsizliği kullanıldığında, 

 

olur. δ1 ve δ2, Teorem 5.2.8 de olduğu gibi seçilerek 

 

bulunur. 
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6. GRAFĠKLER YARDIMI ĠLE YAKINSAKLIK ORANLARI 

Bu bölümde önceki bölümlerde çalıĢılan operatörlerin belirli fonksiyonlara, belirli 

durumlarda yakınsaklıkları grafiklerle incelenecektir. 

Örnek 

1.  fonksiyonu verilsin ve p=1, α=0.1, β=0.5 olsun. ġekil 6.1’ de n=10, 

ġekil 6.2’de n=50 için tek değiĢkenli Bernstein (siyah), Bernstein-Schurer (gri) ve 

Bernstein-Stancu (sarı) operatörlerinin f(x) (mavi) fonksiyonuna yakınsaklığı verilmiĢtir. 

n’nin büyüyen değerleri için yakınsaklığın daha iyi olduğu görülmektedir. 

        

ġekil 6.1. n=10 için tek değiĢkenli operatörlerin yaklaĢımı 

    

ġekil 6.2. n=50 için tek değiĢkenli operatörlerin yaklaĢımı 
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2. Ġki değiĢkenli Bernstein-Schurer (gri), Bernstein-Stancu (sarı) ve Schurer-Stancu 

(pembe) operatörlerinin ġekil 6.3' de n=m=10, p=q=1,α=γ=0.1, β=δ=0.5 ve ġekil 6.4'de de 

n=15, m=10, p=q=1,α=γ=0.1, β=δ=0.5 olması durumunda f(x,y)=x
2
sin(

 

 
 )y

 
(mavi) 

fonksiyonuna yakınsaklıkları resmedilmiĢtir. 

        

ġekil 6.3. n=m=10 için iki değiĢkenli operatörlerin yaklaĢımı     

      

 ġekil 6.4. n=15 ve m=10 için iki değiĢkenli operatörlerin yaklaĢımı 
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3. ġekil 6.5' de iki değiĢkenli Schurer-Stancu operatörünün n=m=5 (sarı) ve n=m=10 

(pembe), p=q=1,α=γ=0.1, β=δ=0.5 olması durumunda n ve m' nin büyüyen değerleri için 

(mavi) fonksiyonuna yaklaĢtığı gösterilmiĢtir. 

 

ġekil 6.5. n=m=5 ve n=m=10 için iki değiĢkenli Schurer-Stancu operatörünün yaklaĢımı 

4. ġekil 6.6' da (sarı), iki değiĢkenli Schurer-Stancu operatörü ve 

(kırmızı), Schurer-Stancu tip GBS operatörünün n=m=10, p=q=1,α=γ=0.1, β=δ=0.5 olması 

durumunda fonksiyonuna yakınsaklıkları gösterilmiĢtir. GBS 

operatörü için yakınsama oranının daha iyi olduğu görülmektedir. 

 

ġekil 6.6. n=m=10 için iki değiĢkenli Schurer-Stancu ve GBS operatörünün yaklaĢımı 
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7. SONUÇ 

Bu bölümde çalıĢmamızda elde ettiğimiz bazı sonuçlardan söz edilecektir. 

Bernstein operatörleri ve onun genelleĢtirmeleri yaklaĢım teorisinin en çok kullanılan ve 

uygulama alanı en fazla olan operatörleridir. Bu çalıĢmada Bernstein operatörünün 

aralıklara genelleĢtirmesi olan Schurer metodu ile fonksiyonun düğüm noktalarının 

genelleĢtirildiği Stancu yöntemi ele alındı. 

Schurer-Stancu operatörlerinin bilinen süreklilik modülü haricinde Petree K-fonksiyoneli 

ve düzgünlük modülü cinsinden yaklaĢım dereceleri verildi. 

[3] ve [4] izlenerek Schurer-Stancu operatörlerinin tek ve iki değiĢkenli fonksiyonlar için 

yaklaĢım özellikleri incelendi. [5] izlenerek Schurer-Stancu tip operatörlerin Bögel sürekli 

fonksiyonlara GenelleĢtirilmiĢ Boolean Toplamı(GBS) tanımlanarak karma süreklilik 

modülü cinsinden yaklaĢım derecesi çalıĢıldı. [12] de tanımlanmıĢ olan karma Lipschitz 

fonksiyonlar sınıfı dikkate alınarak, Schurer-Stancu operatörlerinin GBS tipi için Lipschitz 

sınıfından olan fonksiyonlar için yakınsaklığın derecesi bulundu. Böylece sürekli 

fonksiyonlardan daha geniĢ bir sınıf olan Bögel sürekli fonksiyonlar sınıfına bir 

genelleĢtirme elde edildi. 

Son bölümde ise tüm operatörler için farklı koĢullar altında çeĢitli fonksiyonlara yaklaĢım 

oranları grafikler ile verildi.  
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