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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu c¢alismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler
Cla,b]
Cy(J)

L (f:x)
o(f,6)
K(f.9)
@2(f.06)
B.lfix)
B p(fix)
BEP (fx)
Sis” (f:x)
Srmos 2 (fx.3)
Ure st PR 9% )
@ mied(f501,62)

Lip, i

Aciklamalar

[a,b] araligindaki siirekli fonksiyonlar uzay1

J=1[0,1+p]x[0,1+4g] tizerinde B-siirekli fonksiyonlar

uzay1
L, lineer operatoriiniin siirekli f fonksiyonuna uygulanmasi
f fonksiyonunun siireklilik modiilii

f fonksiyonunun Petree K-fonksiyoneli

f fonksiyonunun 2. siireklilik modiilii

Bernstein operatorii

Bernstein-Schurer operatorii

Bernstein-Stancu operatorii

Schurer-Stancu operatorii

Iki degiskenli Schurer-Stancu operatdrii

Iki degiskenli Schurer-Stancu tip GBS operatérii

f fonksiyonunun Bogel(karma) stireklilik modiilii

D = [0,1]x[0,1] garesinde C sabitine gore pu mertebeden

Lipschitz sinifi






1. GIRIS

Yaklasim teorisinin ilgilendigi problemlerden biri sonlu kapali aralik {izerinde siirekli
fonksiyonlara lineer pozitif operatdr dizileri ile yaklasim ozelliklerinin incelenmesidir.
1885 yilinda Karl Weierstrass, yaklagim teorisinin en temel teoremini ispatlamistir. Bu

probleme gore, f€C[a,b] olmak iizere her £>0 ve her x€[a,b] i¢in
[flx) - P(x)| < ¢

sartin1 saglayan en az bir P(x) polinomu bulunabilir [9]. Weierstrass teoremi olarak bilinen
bu teorem kapali aralikta siirekli olan fakat tlirevli olmayan fonksiyonlara polinomlarla
diizgiin yaklasilabilecegini gostermektedir. Birgok matematik¢i bu teoremi gergekleyen
polinomlar tanmimlamistir. Bunlardan biri de S.N.Bernstein'dir. 1912 yilinda, [0,1]

araliginda taniml siirekli fonksiyonlar i¢in

B(fix) = 3 o PralOf(%) 3 Puiel) = ()1 -x)* (1)

polinomunu tanimlamustir. Acik olarak, 27 C[0,1] = C[0,1] jjpeer pozitif operatordiir ve

her neN i¢in (B») operator dizisi Korovkin teoremini saglar [1]. 1962 yilinda F.Schurer,
PEN sabit sayi, her n€N, her ke{0,1,..,n+p} olmak iizere her * €[0.1+r] ve her

fe C[O.l +p] lgln Bn.p : C[071 +P:| =% C[071] 1(;111

Bup(fix) = Y0 PusC(E) 5 Pasl) = (77 k(1 —x)"7* (12)

lineer pozitif operatoriinii tanimlamistir [11]. 1968 yilinda D.D.Stancu f, [0,1] araliginda

stirekli ve 0<a<p kosulunu saglayan a,f, n'den bagimsiz parametreleri igin

BEP(fx) = 37 Pn,k(x)f(%) s P = (2 )xF(1 - x)™* w3

operatoriinii tanimlayarak [0,1] araliginda tanimli siirekli fonksiyonlara yaklagim

ozelliklerini incelemistir [ 13].

Bu tezde, oncelikle tek degiskenli Bernstein-Schurer, Bernstein-Stancu ve Schurer-Stancu

operatorlerinin temel yaklasim ozellikleri verilecektir. Daha sonra iki degiskenli Schurer-



Stancu operatoriiniin yaklasim ozellikleri incelenecek ve bu operatoriin Bogel siirekli

fonksiyonlara yaklasim 6zellikleri verilecektir.
Bu tez yedi boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris boliimiidiir.

Ikinci boliim diger boliimlere yardimci temel tanim ve yaklasim teorisinin &nemli

teoremleri verilmistir.

Uciincii  boliim Bernstein-Schurer ve Bernstein-Stancu tip operatdrlerinin  Korovkin
teoreminin kosullarini sagladig1 gosterilip, yaklasim derecesi, siireklilik modiilii, ve Petree

K-fonksiyoneli cinsinden incelenmistir.

Dordiincti boliim ticlincli boliimdeki operatorlerin bir genellesmesi olan ve Dan Barbosu
tarafindan [3] de calisilan Schurer-Stancu tip operatoriin yaklasim 6zelliginin incelendigi

bolumdiir.

Besinci béliim iki kisimdan olusur. ilk kisim da iki boyuta genisletilen Schurer-Stancu
operatdrii ¢aligilmistir. Bu operator igin tam ve kismi siireklilik modiilii cinsinden yaklagim
derecesi verilerek Lipschitz sinifindan fonksiyonlar ile baglantili yakinsaklik sonuglari
bulunmustur. Ikinci kisim da ise siirekli fonksiyonlar sinifindan daha genis bir sinif olan
Bogel siirekli fonksiyonlar ile yaklagim incelenmistir. Bu anlamda iki degiskenli Schurer-
Stancu operatoriiniin  genellestirilmis Boolean toplami tanimlanarak karma siireklilik
modiili ve Bogel stirekli fonksiyonlar icin Lipschitz sinifindan fonksiyonlar igin

yakinsaklik sonuglart bulunmustur.

Altinc1 boliimde onceki boliimlerde ¢alisilan operatorlerin belirli fonksiyonlara yaklagimini

veren grafiklere yer verilmistir.

Yedinci boliimde bu ¢alismamizdan elde ettigimiz bazi sonuglara yer verilmistir.



2. TANIM VE TEOREMLER

Bu béliimde yaklasim teorisinin 6nemli bir problemi olan lineer pozitif operator dizilerinin

yaklagim Ozelliklerine iligskin genel tanim ve teoremler verilecektir.

2.1. Tanim

X ve'Y birer normlu fonksiyon uzaylari L: X—Y bir lineer operatér ve fEX olsun. Eger >0

icin L() 2 0 jse L operatdriine, lineer pozitif operatdr denir.

L nin X den Y ye bir lineer pozitif operatér olmasi durumunda asagidaki sonuclar

gerceklenir.

1) Her f,gEX igin /' = 8 ise L(fix) = L(g:x) (djr,

2) Her feX igin ILUE0)| = LUA:%) dir,

Cla.b] = {f | f:[a.b] > Rstrekli} v per neN igin L : Cla.b] = Cla.b] Jineer pozitif
operatdr olsun. (Ln(f)) dizisinin f ye diizgiin yakinsakligi X&[a,b] i¢in (La(f;X)) dizisi i¢in

f(x) e diizgiin yakinsakligi anlamindadir. Ayni1 zamanda I lews1 normundaki yakinsaklik

diizglin yakinsaklik anlamindadir.

Bohman 1951 yilinda toplam seklindeki lineer pozitif operatorler dizisinin [0,1] araliginda

stirekli fonksiyonlara yaklagmasini incelemistir. Bohman, her x& [a,b], 0<ax,<1 oldugunda

Ln(f_:x) = Zﬂakm)Pkﬁ(x);Pkm(x) >0
#=0

pozitif operatorler dizisinin, n—oo igin [0,1] araliginda f fonksiyonuna diizgiin yakinsak

olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosullarm e (x)=x*,k=0,1,2 olmak iizere,

hm|[Z,(ex) — exll 017 = 0



seklinde oldugunu gostermistir [9].
1953 yilinda Korovkin, Bohman teoremini genellestirerek asagidaki teoremi vermistir.

2.2. Teorem (Korovkin Teoremi)

Her nEN icin L~ : Cla:0] = Cla,b] geklinde tanimh (L,) lineer pozitif operatorler dizisi

olsun. Her bir k=0,1,2 icin ex(x)=x* olmak iizere

hm|L,(ex) — ekl ¢rap = 0:6=0,1,2

V=

kosullar1 saglaniyorsa, bu durumda [a,b] kapali araliginda siirekli ve tiim reel eksende

sinirli olan her f€C[a,b] fonksiyonu i¢in

lm,... |[Z,.(f) = fl Clab] = 0 (2.1)
dir [1,9,10].
2.3. Tanim

Herhangi bir ICR araliginda tanimli f fonksiyonunun siireklilik modiilii, €[0,0) olmak

tizere ®:[0,00) —R i¢in

@(f,0) = sup_y<s{|flxz) — flx1)|:|x2 —x1| £ 6,x1,x2 € I}

olarak tanimlanir [1].

Siireklilik modiilii agagida verilen 6zelliklere sahiptir:

1)  of;0)>0,

i) 06:<6, ise o(f;01)<w(f;d,),

i) meN ise w(f;md)<mw(f;d),

iv) Her AeR" igin o(f;A0)<(A+1)w(f;d),

V) f, I iizerinde diizgiin siirekli & lim 5+ o(f;6)=0,



Vi) [f(t)-FO0) <o (F;[t-x]),
vii) [(1) = )| < (2L + Do(fi6)

2.4, Teorem [1]

L, : Cla,b] - Cle.d] ye [c.d] < [a.0] olmak iizere (L,) lineer pozitif operator dizisi olsun.

x&[a,b] igin a5(x) = Ln((1 = x)*) () olmak iizere / € Cla.5] yg x € [a.6] igin

D) [La(fix) —S10)| < ) ILn(1;2) = 1] + L(1;%) + La(15%)) ) (f, @n(x))

i) ' € Cla,b] ise
Lo(fi) — )] < A ILn(L) = 1]+ [F @)Lt — 1)) + (1 + Ln(10)A)tn f' ()

Esitsizlikleri saglanir.

2.5. Tanim

feCla,b] ve 6>0 olmak {izere

K(:8) = inf {1~ gl cary *+ 518l coopass ¥

2eCP[ab]

ifadesine Peetre K-fonsiyoneli denir. Burada €?[a.2] {izerindeki norm

”g”c‘(h[a:b] = ”gllc[a:b] + ||gl “C’[a,b] + ”g” ”C’[a,b]
ile verilir [8].

2.6. Tanim

Herhangi bir [#2]cR araligi, €C[@.0] i¢in §>0 olmak iizeref nin 2. siireklilik modiilii

@2(f;6) = sup  sup |fix+2h) - 2f(x + h) — f(x)]

0<h<d xx+2hela.b]

olmak iizere, M>0 sayis1 vardir ki;



K(f:8) < Mo(f; J5)
dir [8].
2.7. Tamim

Her /€Cla.b]ye ¢: [a.0] R, [a.0] araligia bagh bir adim-agirlik fonksiyonu olsun. Her

neN ve 6>0 i¢in

Sl = L0 (M) (52 ) ]ows 52 e
Oldugunda

w}(f:6) = sup{sup{|A%flx)| : x € [a,b]}:h € [0,6]}

ifadesine, Ditzian-Totik diizgiinliik modiilii denir.

o: [a.b] LR, 070, Ditzian-Totik diizglinlik modiiliiniin adim-agirlik fonksiyonu olarak

alalim. Buradaki ¢ fonksiyonu asagidaki 6zellikleri saglar.

(i) Her [a’,b']c[a,b] alt aralig: i¢in dyle bir My;=M(a’,b")>0 sabiti vardir ki her x€[a’,b’]

i¢in
A/f_l < ¢(X) <M
dir.

(if) p(a)=0 ve f(b)=0 iki say1s1 i¢in

§) ~ {xﬁ@ ’“‘”}

(1-x)F®, x 51—

sonucu ¢ikarilir [8].



3. BERNSTEIN-SCHURER VE BERNSTEIN-STANCU
OPERATORLER DiZiSININ YAKLASIM OZELLIiKLERI

S.N. Bernstein, [0,1] araliginda tanimli siirekli fonksiyonlar i¢in Bp(f;x) operatorler dizisini
tamimlamustir ve [0,1] araliginda diizgiin olarak f fonksiyonuna yakinsadigini1 gostermistir
[1]. 1962 yilinda F. Schurer, fonksiyonun siireklilik araligimi genisleterek [0,1+p] de
taniml1 siirekli f fonksiyonlar1 igin Byp(f;x) lineer pozitif operatdriiniin  yaklasim
ozelliklerini ¢alismigtir [11]. 1968 yilinda da D. D. Stancu, f fonksiyonunun [0,1]
araligindaki diigiim noktalarini sikilastirarak 2 “P(£2) lineer pozitif operatoriinii tanimlamig

ve [0,1] aralig1 tizerinde tanimli siirekli fonksiyonlara yaklasim 6zelliklerini incelemistir

[13].
3.1. Bernstein Operatorii
3.1.1. Tanim

Her ke{0,1,...,n}, her neN, her xe€[0,1] ve her f€C[0,1] i¢in B,: C[0,1]—C[0,1] olmak

uzere

Bn(f,x) = ZPmk(x)ﬂ%);Pn,k(x) & (Z)xk(l _X)n—k
=0

seklinde tanimli operatére Bernstein operatorii denir. Burada, P,k Bernstein taban

polinomudur.

Acik olarak Bernstein operatorii C[0,1] den C[0,1] e bir lineer pozitif operatordiir ve (By)

operatdr dizisi i¢in Korovkin teoremi saglanir [1].
3.1.2. Teorem
Her f€CJ[0,1] ve yeterince biiyiik n'ler i¢in

B0 -0 < So(fint)

esitsizligi saglanir.



Buradan, Bernstein operatoriiniin f€C[0,1] fonksiyonuna stireklilik modiilii ile yaklasim

s 1
derecesi 6, ile belirlenir ve o= olup n—o igin 8,—0 dir. Dolayisiyla Tanim 2.4.1 (v)

den o(f;6,)—0 dir.
3.2. Bernstein-Schurer Operatérler Dizisinin Yaklasim Ozellikleri
3.2.1. Tanim

PEN sabit sayisi, her neN, her ke{0,1,...,n+p}, her x€[0,1+p] ve her feC[0,1+p] igin
Bnp:C[0,1+p]—C[0,1] olmak iizere

Bn-p(ﬁx) = Z:ﬁﬂ%)/ﬁnk(x) s ﬁn:k(x) = (n']:}? )xk(l _x)n+p—k (31)

olarak tanimlanan operatdre Bernstein-Schurer operatorii denir [1]. Burada, P nk, Schurer

taban polinomu olarak isimlendirilir.
3.2.2. Lemma

ex(t)=t“: k=0,1,2, t bir parametre ve her x€[0,1] olmak iizere

B.p(eo;x) =1,
Bup(er;x) = (1 - %)x,
. PN, (n+p)
Bn.p(e?.:x) . (l # ﬁ) X TX(I -x)
dir.
Lemma'dan
Li_{nx”Bn.p(ek) - ek“C[O;l-t-p] = 0;k=0,1,2

oldugundan Korovkin Teoremi geregince [0,1+p] araligi iizerinde her fEC[0,1+p] i¢in

%LIQHB;:(/‘) _f”C[OJ-f-p] =0



dir.

3.2.3. Teorem

Her feC[0,1+p] i¢in B,y (f;x), (3.1) ile verilen Bernstein-Schurer operatérii olsun. Bu

durumda,

) [Brp () ~ S| < 20(£6,5),8,5() = [ + Z2x(1 =)
i) f, [0,1+p] tizerinde diferensiyellenebilir ve f'€C[0,1+p] igin

[Brp(f:%) = fix)] < 26,p(X)0(f'36np) + I ()]

dir.

fspat

1) Bnp operatdriiniin siireklilik modiilii ile f fonksiyonuna yaklagim derecesini bulalim.
Her x,te[0,1+p] igin yy(t)=t-x olsun.

Her x,te[0,1+p] igin

Bnp(Wxix) = Byp(t—x;x)
= Bi(t:x)=2xB::5(1;%)

= (1+%)x—x
2

ve

Bm,(y/;’,;x) = Bn.p((t_x)z;x)
= Bnp(1? — 2tx + x*;x)

=2 2y n+2px(l—x)

n- n

olur.
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feC[0,1+p] ve X,t€[0,1+p] icin siireklilik modiiliiniin (vii) 6zelliginden,

(1) — f(x)| < &(f:6np)(1 + 6551 — x]) (3.2)

olup (3.2) esitsizliginin yardimiyla

1Bro(fix) = f1x)| < |Brp ({);%) = Brp (fx):X)| + [fx) |1 Bnp (€0(x);x) — €0(x)]|
= |B,,J,(f(t);x) — Bnp(f(x);x”
< Bn.p([f(t) —ﬂX)|;X)

< Bup(0(fi6np)(1 + 8751 — x1):x)

2
< a)(f;é‘,w)(l +6;j,,1/i_2x2+ ﬂ’;l’x(l —x))

olur. d, p(X), teoremdeki gibi segilirse

|Bn=p(f;x) _ﬂx)l = 2a)f(6”=P)

elde edilir. n—oo igin limit alindiginda x€[0,1+p] i¢in &pp—0 ve o(f;86np)—0 sonucu

bulunur.

ii) Ortalama deger teoreminden,

flt) —fix) = f ()t —x).c € (x,0)

olup

J10) = fx) = (f(e) = f ()t —x) + [ (x)(t - x)

yazilabilir.

Stireklilik modiiliiniin tanimindan dolay1

I(€) —f%)| € o(f';6)A +655c—x]) x<c<t
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yazalim. Buradan, By esitsizligin her iki tarafina uygulanarak

[Brp (i) —f1x)| < 265,()(f":6np) + Z1f (%))

bulunur.

3.2.4. Teorem

Her feC[0,1+p] ve Byy(f;x), (3.1) ile verilen Bernstein-Schurer operatérii olsun. Her

geC®@[0,1+p] igin

Bro(1:2) = f0)| < MK(f:26,,,()) + o(f: %)

< A/Il(og(f; 126, (x) ) + a)(f %‘c)

olup burada M,M>0 sabit sayilar, w,,0 sirastyla 2. ve 1. siireklilik modiilleri ve dnp(X) de

Teorem 3.2.3 iin (i) sikkinda tanimlanmaistir.

fspat

feC[0,1+p] olmak tizere By, yardimci operatdriimiizii,

Brp(£:%) = Bup(fix) + ) — AL + £)x) (33)
olarak tanimlayalim. A¢ik olarak

Brp(eo;x) = 1, Brplersx) = x

ve boylece

Bupt—x:%) = 0 oy,

geC[0,1+p] ve te[0,1+p] olsun. g i¢in Taylor formiiliinden,

g() = g()+ (10w + [ (1~ w)g"(w)d.
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yazilir. By operatoriinii esitligin her iki yanina uygularsak

B0 - Brn(@():x) = & (0Bt -0 + By ([ (1- g i)

B ([ - wg' x|

1B p(g:x) — g(x)| =
(3.3) den

(1+2)x

B (g:%) ~ g)| < By Uilf— ullg”(u)|du5x) N Qe LOL
< 18" I (Brollt =)+ | (14 5 )x-x]")

R 2
< lg"ll (Bw(y/;;x)-f- %’c) )
< 1g" 1265 (x))

bulunur.

feC[0,1+p] i¢in (3.3) ile tanimlanan Bro den

Bro (i)l = |Bup (i) +10) (14 7 )x) |
< B (0 + @)1+ (1 + 5 )x) |
<311

olur. Buradan, feC[0,1+p] ve geC?[0,1+p] olmak iizere

Brp (%) = )| = | Brp (£:) = f10) + /({1 + 5 )x) /)|
< [Bup(f— &%) | + 1Brp(g:x) — 8(x)| + [fx) — g(x)]
# (14 37 )x) A0
<3172l + llg" 1@8ns @) + IF-gll + o (| (1+ 5x) —x|)
Brp(£:%) = )| < 417~ gl + llg" (26,5()) + o(f: 5%)

ifadesinin sag tarafinin gEC®[0,1+p] icin infimum alirsak Petree K-fonksiyoneli'nin

tanimindan
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Bro(£i) = f)| < MK(f:25,,(x)) + o(f: &%)

< Mla)g(f; 126, ,(x) ) + o(f ‘%t)

bulunur.
3.2.5. Teorem

Her feC[0,1+p] ve By, , (3.1) ile verilen Bernstein-Schurer operatérii olsun. Bu durumda

_ 2 2
1Bro (- ) — fX)] < 41<§,(f; (1 222 ) 528 ) +o(f:5x)

< 403 (f J(l " P—nz;ﬂ ) (g((g ) +o(f: 5x)

dir. Burada,?® = v*1*2=%) 4 adim-agirlik fonksiyonu ve ¢2, ¢?/¢? konkavdir.

fspat

feC[0,1+p] olmak iizere B=» yardime1 operatdriimiizii,
Bro() = Buo0) + /) —/((1+ % )x)

olarak tanimlayalim. A¢ik olarak

B p(eo;x) = I,B—w(el.:x) =X olup Bp(t—x:x) =0 olur.

geC@[0,1+p] i¢in Taylor formiiliinden,

20) = 8 + (=02 + [ (- w)g'"(wd,

dir. B=» operatoriiniin esitligin iki yanina uygulanmast ile,
p g Yy yg

1Brp(g:x) — g(x)| =

B ([ (- we' wdsx )|
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B

olur. 272 nin taniminin yardimi ile

"

— t
Bra(g:%) ~ 80| < Brof

Ji) + [

(1 +2 )x ~ xl lg" (u)|d.

S“‘ﬁngHBn.p(J‘ ((zzz(ll))du )+|I¢7gl!||.|.( >x|p‘f¢
ool e )

bulunur.

Her s,te[0,1+p] igin u=t+s(x-t) olsun. ¢* nin konkavligi kullanilarak

t—u| _ slx — ¢
$*(w)  P(r+s(x—1)
- slx —¢|
T PO+ ¢ (s(r-x))
six~ i}
T PO +s¢P(x—1)
slx — ¢
T PO+ s0* @) - s02()
< Shk—1
T 5¢*(x)
< k-1

T ()

olur ve bu esitsizligi bir 6nceki esitsizlikte yerine yazarsak,

Bro (i) =) = |Brp (i) = ) + A (1 + 5 )x) = f9)|
< |Bup(f— &:%)| + |Bnp(g:x) — g(x)| + [fTx) — g(x)|

(1 5 )x) 1)
< 4lf-gll + 16" [62(x)0> (v>(1+
7)) 4

<o [(1+ 52 ) 28 ) ol )

sonucuna ulasilir.

22 )+ o(f:4)
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3.3. Bernstein-Stancu Operatér Dizisinin Yaklasim Ozellikleri
3.3.1. Tanim

0<o<f olacak sekilde a5, n den bagimsiz reel parametreler olsun. Her neN, her

a.f
ke{0,1,....n} ve her x€[0.1] igin B - C[0,1]—C[0.1] olmak iizere
B P (fix) = D S EEVPie(); Prie(x) = (2)xM(1 —x)™* 3.4)

olarak tanimlanan operatore Bernstein-Stancu operatorii denir [1]. Burada, Pnx, Bernstein

taban polinomudur.
3.3.2. Lemma
ex(t)=t“; k=0,1,2, t bir parametre ve her x€[0,1] olmak iizere

eta B(a B) (87 ’C) n:x3+nx(1—x)+2anx+a3

(aﬁ)(eo x) = 1 B( ’ﬁ)(el;x) =

R (n+B)?
dir.
Lemma'dan
lim|| B (ex) — ex || 0:k=0,1,2

C[OI]

oldugundan Korovkin Teoremi geregince [0,1] aralig1 tizerinde her f€C[0,1] i¢in

lim || B2 - f| ... =

n—mw Cl0.1]

dir.
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3.3.3. Teorem

(a.p)
Her feC[0,1] ve B , (3.4) ile verilen Bernstein-Stancu operat6rii olsun. Bu durumda,

2aB)2
< 20(f:659),65P(x) = e Bl

2(n+p)

i) feC[0,1] diferensiyellenebilir ve f'€C[0,1] igin

|BY? (fix) - )| < 265D @) (f:657) + | ()| 121

dir

fspat

1) B operatdriiniin siireklilik modiilii ile f fonksiyonuna yaklagim derecesini bulalim.
Her x,t€[0,1] i¢in wy(t)=t-x olsun.

Her x,t€[0,1] i¢in

By ix) = Bt x:x)

B2 (t;x) — xBi P (1;x)
= Xxta,
n+p-
a— Bx
n+p

ve

B (yx) = BEP((t-x)%x)
= B&P (12 — 21x + x2:x)
nx(1 —x) + (a — px)?
- (n+B)?

olur.

feC[0,1] ve x,t€[0,1] igin siireklilik modiiliiniin (vii) 6zelliginden,
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A0~ < o) (1+ (57) i) (35)

olup (3.5) esitsizliginin yardimiyla

BEP (F 5y = fix) | < |B(r,a’ﬂ)(f(t);x) - Bg,“’ﬁ)(ﬂx);x)| - ]f(x)||Bf1a’ﬁ)(eo(x);x) —ep(x) |
= |BP(0:x) - B (i) |
< BEP(If0) - f):x)
< B&P (a)(f;ci,(f’ﬁ)) (1 +(552) e~ x|);x)
< w(f;csff‘ﬁ))(l R e )

§ 2(n+p)

(a.p)
olur. = " (¥), teoremdeki gibi segilirse her f€C[0,1] i¢in

|BED ()~ 1) | < 207659

- . . A 9 .. s(@p) o F8@PY
elde edilir. n—o igin limit alindiginda X€[0,1] igin 9= = 0 ve O(f’o” ) % sonucu

bulunur.

i) Ortalama deger teoreminden,

SO —fx) = f(c)(t—x)c € (1)
olup

J0) = fx) = (F(©) = ()t —x) +f ()t —x)

yazilabilir. Stireklilik modiiliiniin tantimindan dolay1

Ifle) —fx)] < a)(f;&(fﬁ))(l + (5§1a=ﬂ))_l|c—x|);c <€ <t

« w(f;cs;"ﬁ))(l + (55,“=ﬂ))'1|z—x|)

B

esitsizligi saglanir. Buradan, esitsizligin her iki tarafina uygulanarak
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|B§1aﬁ)(flx) —f(x)l < 2651aﬁ)(x)a>(f;5ffﬁ)) + [f’(x)y%

bulunur.

3.3.4. Teorem

Her feC[0,1] ve B (3.4) ile verilen Bernstein-Stancu operatdrii olsun. Her geC®[0,1]

i¢in

|B5f’ﬁ)(f;x) —f(x)l < MK(f;25§f’ﬁ)(x)) + m( : ja - Px| )

n+p

olup burada M,M1>0 sabit sayilar, m,, sirasiyla 2. ve 1. siireklilik modiilleri ve 53P(x) de

Teorem 3.3.3 iin (i) sikkinda tanimlanmastir.
fspat

feC[0,1] olmak {izere BYP yardimci operatoriimiizii,

(a.B8) £ (@.B) (£ ;
BEP ) = B2 G 100 - (5 a0
olarak tanimlayalim. A¢ik olarak;
Bl(za:ﬁ)

B(e0;x) = E B (e13x) = x e boylece (t—x:x) = Og|yr,

geC@[0,1] ve t€[0,1] icin Taylor formiiliinden,

g() = &)+ (-0 W + [ (- wg" W),

(a.B) v e e JPTION o
yazilir. B=" operatoriinii esitligin her iki yanina uygularsak;
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BEP(g(0):x) - BYP (g(x); %) = g'(0)BYP (1 - x);x) + BP ( [fa- u)g”(u)du;x)

B ([ (- we' wdix )|

B (gx) - g()| =

olur. (3.6) den;

@B (e 1) _ @B ( [*1r_ ulio” (1), | nta
B (61~ ¢ | < B ([ lt-ullg' @lduix ) + [ 7| 2L

2
<l I{ BP0+ (B8 —x) )
<llg’| (Bff‘ﬁ)(wi;x) (25) )

< llg" (2657 ))

n

bulunur. f€C[0,1] i¢in (3.6) ile tanimlanan B (f X) den;

B0 - B2 < - 254
¢ st e p(E)
< 3]l

olur. Buradan, feC[0,1] ve geC®[0,1] olmak iizere

BEP (1) - )| < |BEP (F-g0)| + [P (g0) - 8(0) | + 1) - 2]
g )

<31r-gl + 1g"1(2657)) + I~ gl + o

< 4lf- gl + 1" 1267 ) + o L2 )

BT ..
n+,B .

ifadesinin sag tarafinm geC®[0,1] icin infimum alirsak Peetre K-fonksiyoneli'nin

tanimindan

|B2 () )| < MK 205“‘9)(r))+a>(f Lzl

n+p

= lez(f M) +O( ’ g n+[,ZCI )
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bulunur.

3.3.5. Teorem

(a.B)
Her feC[0,1] i¢in B operatoriiniin diizgiinliik modiilii ile yaklasim derecesi, 0<a<f i¢in
X) . n—Px
) o\f; n+p
¢*(x) n—px
2(x) @S> n+p

|B(aﬁ)(f' x) ﬂr)l < 4K2 (f ﬂn +2'g ) ;E

Y
¢
<aai(r(52)2

bulunur. Burada, G “x(l —%) , & adim-agirlik fonksiyonu ve ¢2, ¢?/¢ konkavdir.

fspat

feC[0,1] olmak {izere By yardime1 operatorimiizii,
(aﬁ) (ab‘) ] _ A nx+a
(%) = BEP (0 + o) —f{ L)
olarak tanimlayalim. A¢ik olarak;

Bg‘la:ﬂ)(eo_:X) ) ].Ve Bgzaﬁ)(el-x) =X Olup B;(qaﬁ)(l—x;x) =0 Olur

geC®[0,1] i¢in Taylor formiiliinden
t
g(0) = g() + (- 0)g' (W) + | (1 w)g" (W
dir. 3+ operatoriiniin esitligin her iki yanina uygulanmasi ile

B (g0~ 8| = [BEP ([ - we'wdix )|

bulunur.

(a.B) .
B hin tanimindan,
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ML o

nm+a
e Yoo | 2
5 ) n+p

I
) “ o' (7

"

B P () - g | < B

g w)-

Sl a, (t ll) a ﬂ‘(‘

< Ieg' 1870 (| 4o al; LB w)|a)
2,0 (@h) (t—u) i ) b | a— ,B‘c 5 )

< 1o 150 (|[1 4ok [P g |a

bulunur.
Her s,te[0,1] igin u=t+s(x-t) olsun. ¢ nin konkavligi1 kullanilarak

|t —u| slx — ¢
¢*w)  P*(t+s(x—1)

2 slx — ¢

T (D) + P (s(t—x))

sx=1]
T PO +sPx-1)
slx — ¢

$*(2) + 5¢* (x) — s¢*(2)
< Skk—1|
T sp?(x)
< |x — tl

G

olur ve bu esitsizligi bir 6nceki esitsizlikte yerine yazarsak, 0<oa<f i¢in

BEP " p(@B) x| wifl a=Px\?
0 -¢00| < 1012 |[ L taix )« 190 ( 4355

e 2
- 18" 102 (B2 -0+ (1))

< 14%" 1> @o 0 25" )

(3.7)

elde edilir. Buradan (3.7) esitsizliginin de yardimiyla
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|B( ﬁ)(fr) ﬂv)l |B( ﬁ)(f‘f) ﬂ’C) 'f'f( nx-+-a) ﬂ’C)

< [BEP(- g0 | + 110 - g)| + |BEP (g:0) ~ g )|

pCg )
< 4l gl + 19%" 19 @0 L 20 ) + o 4B )
- ()58) )

< 403 (f J ( nn_+2§2 ) (gjg; ) + a)(f 0:1_-1-%‘ )

sonucuna ulasilir.
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4. SCHURER-STANCU OPERATOR DiZiSININ YAKLASIM
OZELLIKLERIi

Bu béliimde, tiglincli boliimde verilen Schurer ve Stancu operatorlerinin daha genel bir
durumu olan Schurer-Stancu operatéoriinii ¢alisacagiz. [3] de Dan Barbosu, Schurer-Stancu
tip operatoriinii tanimlayarak Korovkin tip teorem ve bilinen siireklilik modili ile
yaklagimini vermistir. Bu boliimde, bu o6zelligi inceleyerek tiirevin siireklilik modiilii

cinsinden yaklagim derecesini verecegiz.
4.1. Tanim

p>0 tamsay1 ve 0<a<f kosulunu saglayan o, reel parametreler olsun. Her neN , her

x€[0,1+p] ve feC[0,1+p] igin 5+ :C[0,1+p]—C[0,1] olmak iizere

slap) P B kta . B = (P N\ k(] — x\rirk
np (fY) ZA.=0pi7=k(x)ﬂ ntp ):Pn:k(x) - ( k )x (1 x) Sad (4.1)

seklinde tanimli olan operatore Schurer-Stancu operatorii denir [3].

(4.1) ile tamimlanan Schurer-Stancu operatoriinde a=$=0 alindiginda Bernstein-Schurer
operatorii, p=0 alindiginda Bernstein-Stancu operatorii ve p=a=$=0 alindiginda ise klasik

Bernstein operatorii elde edilir [3].
4.1. Lemma
e ()=t*; k=0,1,2, t bir parametre ve her x€[0,1+p] olmak iizere

x4 () 1—x )+ (px+a) (2n+p)xc+a)
(ntp)?

(>z—+p)x+a S,({zpﬁ) (82 .x) ==
71+ﬁ

S5 (eosx) = 1, 555 (ers) =
dir.

Sonug olarak;

lim | %7 ¢) /|

cfo. l+p]
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dir. Yani,

lim | 5557 (ex) — e || ., = 0k = 0.1.2

oldugundan [0,1+p] aralig1 lizerinde her feC[0,1+p] i¢in Korovkin teoreminin kosullari

saglanir. Dolayisiyla her f€C[0,1+p] i¢in

C[0.1+p]
gerceklenir.

4.2. Teorem

(a.B) . .
Her f€C[0,1+p] i¢in Snp | (4.1) ile verilen Schurer-Stancu operatorii olsun. Bu durumda

. it ~(a. [7') J(n+p)x(l—x)+(a—ﬂx):+2px(a—ﬂ)+p:x:
i) |85 (fr) -S| < 20(£:6157) 6n5 o

ii) fe[0,1+p] diferensiyellenebilir ve f'€C[0,1+p] igin
|S;aﬁ)(f ’C) ﬂx.)l < 205&.5)0(]‘ O,aﬁ)) i IJJ(Y)| |(P—’i);+a|
dir.

fspat

(a.p)
i) Snp operatdriiniin siireklilik modiilii ile f fonksiyonuna yaklasim derecesini bulalim.

Her x,te[0,1+p] icin wy(t)=t-x olsun.

Her x,te[0,1+p] igin
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S5 P )= 8Dt x:%)
= St x) — 2552 (1;%)
o WO,
n+p
@P-p)+a

n+p

Ve

@)/ 2. @) _
SeP(wx) = SSP((t-x)%x)
ff}ﬁ) (t? — 2tx + x%:x)

_ (+p)x(1-x) + (@ = pr)* + 2px(a— p) + px*
(n+B)*

olur.

feC[0,1+p] ve x,t€[0,1+p] i¢in siireklilik modiiliiniin tanimindan,

1091 2011+ 657 o) «a

o (a.p)
olup esitsizligin her iki tarafina S»2 operatorii uygulanarak ve (4.2) esitsizliginin de

yardimiyla

5" (fx) - f) | <

S (A0;x) - SP ()0 | + )| S50 (eo(0);x) — eo(@) |

< SSP (D) - fx) ;%)
<S("ﬁ)(a>(f5(“ﬁ))(l+(o,,"ﬁ)) |H|) )

Sw(f;(;%ﬁ))(l_'_(&(aﬁ) -1 J(n+P)\’(1—r)+(a Bx)? + 2px(a — ) + pAx> )

n+p

(@B) _ A0rp)x(1-x)y+(a-Bx) +2px(a-p)rpx’
)
bulunur. =" np secilirse
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< 20( J(n—fp)x(l x)+(a—::; 24 2px(a—B)+p x? )

- T g N CY.) o(£5@PY
elde edilir. n—oo i¢in limit alindiginda X€[0,1+p] igin %72 ~ 0 ve o(f:5:57) = 0 sonucu

bulunur.

il) Ortalama deger teoreminden,

SO - fix) = f ()t —x),c € (x,0)
olup

JO) = fx) = (f(©) = f @)t —x) +f () (1 - x)

yazilabilir.

Siireklilik modiiliiniin tanimindan dolay1

[fle) — flx)| < co(f o(“ﬁ))(l - (o(aﬁ)) ) x<c<t

< off:65) (1+ (65) 1e-x|)

S(aﬁ)

yazilir. ©7# operatdriiniin uygulanmasi ile

< 265P (16550 ) +|f ()| 222l

bulunur.



27

5. iIKi DEGISKENLI SCHURER-STANCU OPERATORU

5.1. ki Degiskenli Schurer-Stancu Operatoriiniin Yaklasim Ozellikleri

Bu béliimde, Dan Barbosu tarafindan [3] de verilmis olan Schurer-Stancu operatdriiniin iki
degiskenli fonksiyonlara yaklasim 6zelliklerini ele alacagiz. Dan Barbosu, iki degiskenli
diizgiinlik modiilii yardimiyla yaklasim derecesini [4] de vermistir. Biz burada, tam
stireklilik ve kismi siireklilik modiilleri yardimiyla operatoriin fonksiyona yaklasim
derecelerini ve bununla baglantili olarak Lipschitz simifindan fonksiyonlar i¢in yaklasim

oranina iligkin sonuglart elde edecegiz.
5.1.1. Tanim

p>0,q>0 tamsayilar, 0 < a1 < 1, 0 < ap < B2 kosulunu saglayan ay, f1, az, S reel
parametreler, m, n €N, her x €[0,1 + p] x [0,1 + q] ve her f € C([0,1 + p] x [0,1 + q]) i¢in

(a1.f1.02.82)
Swrzd " :C([0,1 +p]<[0,1 + q]) — C([0,1] x [0,1]) olmak iizere

ntp mtq
| o) ]\ : ’
SEEI (N (y) = 303 BB (K, £,
k=0 j=0
Brate) = (77 -9k
Pis )= mre F(1 — v \m+a—~
Pm.,i(J) ( ; )y/(] }) g (5.1)

olarak tanimlanan operatore iki degiskenli Schurer-Stancu operatdrii denir [4]. Burada,

Poi(x) vg Prmi ("’), Schurer taban polinomlaridir.
5.1.2. Teorem

Her feC([0,1+p]x[0,1+q]) i¢in

- (ay.p1.a2.82) _
hm e ”S"’m‘“”’q ) f” CO0.1+p]x[0.14q]) 0

dir.
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fspat

Tanim 4.1 den

m+q

ntp
D P =1 Y Pus) = 1 .
=0 ve o oldugunu biliyoruz.

ntp m+q

Z Z?nk(’()fﬁm(y) =1

k=0 j=0
Oldugundan

ntp m+q

Z ijﬁn,k(X),i)mj(y) s

k=0 j=0

lim =0
nm—=w

bulunur.

Tanim 4.1 den

nt+p

ray NS _ (mtp)xtay
Z( n+B) )P”J‘(x) T mpy
=0

ve

ntp
ktay \ 255 _ nixd+(mp)x(1-x)+ (px+ay ((Rn+p)x+ay )
2 (g ) Pra) = (1)’

k=0

oldugunu biliyoruz. O halde,

ntp mtq - - ntp e e s
22 Gt JPur@Pus ) = D (s YPor®) D Ps) = T2
k=0 j=0 k=0 J=0

esitliginden
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ntp mtq

17 PR Z Z( as )Pnk(r)PmJ ) -x| =0

=0 j=0

elde edilir.

Benzer olarak;

m+q

Jta2 D _ (mtghtay
> e B~
=0
ve
m+q
Jtas m= 1 +(m+q)1(1—1)+(q1‘-t-aw)((2m+q)v—+—aw)
Z( m+B3 ) mi¥) = (m+B2)?
J=0
dir. Oyleyse
np mtq m+q
jtay B P P Jtan "P s\ e (m+g)+ar
2. 2 (5 Pk @Prs ) = Z nk(")Z(mﬁ») ) =
k=0 j=0
esitligi
mp omtg
limsnoce || 3 D (5555 ) Prs (P @) =y || = 0
=0 j=0

sonucunu Verir.

%2 miq(( k+a, ) (M)z)ﬁnik(ﬁﬂﬁm_:@) _ n*x* + (n+p)x(1 —x) + (px + a1)(2n+ p)x + a1)

=0 =0 ot B m+ B2 (n+ p1)?

m‘y +(m+q)y(l-y)+(@y+a)(Cm+q)y+as)
(m+ B2)?

esitligi yardimu ile
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ntp m+q

a 2 o 2N\ A~ - <
Z Z( :—tﬁi :,:l{: )Pmk(x)PmJ y) — (x? +y2)

=0 j=0

Bt 00

dir. O halde, her feC([0,1+p]*[0,1+q]) i¢in Volkov Teoreminden,

. (a1.81.a2.52) —
i e ”S"”"“”’q 2 ” C([0.1+p]x[0.1+4]) ¢
elde edilir.

5.1.3. Tanim

f fonksiyonu D=[0,1]x[0,1] karesinde siirekli bir fonksiyon, 6 pozitif bir say1 olmak iizere,
o(f;0) = max ,u, aes|fX1,31) — fx2,32)|.M1,M> € D (5.2)

fonksiyonuna  f  fonksiyonunun  tam  siireklilik  modiilii  denir.  Burada,

PM1M) = JGer —x)7+ 01 -32)% i

Bu siireklilik modiiliiniin 6zellikleri bilinen siireklilik modiiliiniin 6zellikleriyle aynidir [§].

5.1.4. Tanim

f fonksiyonu D=[0,1]x[0,1] karesinde stirekli bir fonksiyon & pozitif bir say1 olmak tizere,

@V (f;6) = maX(x,y),(xy0)eD MAK x5 (X1, ) = fx2,9)) (5.3)
ve
@D (f;6) = MaX(xy,),(xy2)ep MAKp,—y 5l 31) = fx.32))| (5.4)

fonksiyonlarina sirasiyla, f fonsiyonunun x degiskenine gore ve y degiskenine gore kismi

siireklilik modiilleri denir [8].
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5.1.5.Teorem

(ay.pr.a02.82)
feC([0,1+p]x[0,1+q]) icin S»7za  (5.1) ile verilen operatér olsun. Bu durumda,

S y) - fen) | < 20(f: 557 + 555 )

dir.
Ispat

ntp m+q

Z Z -flsn,k(x)‘ﬁpmgf(y) _f(x=y)
=0 j=0

ntp mt+q

<3 Y PP | E25, L29 ) —fiey)|

=0 j=0

Simpa P2 () (x.y) — fx.y) | =

(5.5)

- ktay O e 2
Onm = J =y ) (;ﬁﬁz y) alirsak (5.2) den,

k+ay jtaz kt+ar Jtax ?
n+ﬂ1’m+ﬂ2) ﬂY’y)I ( \/ n+ B x) +(m+[32 }) )

<o () - (e )

dir. Bu degeri (5.5) da yerine yazarsak

SSEEPP (D@D —f53) | < 0(Fi8am)| 1+ 67 (SEP (- 0% + S5 (G -m)) " |

olur.

Snm = ST ((t—2)%%) + ST (s — 1) %)

alinirsa

SN ~ x| < 20(8 fSHP =250 + SHFP G- )
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olup

(a1.81) (a1.81) <(ai.p1) (a2.82) 2
Snp = Snp” V((t - x)%:x) Veo d Sniq ((S_y)’:y)dersek

SEEE (1)) - fey) | < 20(f; 67+ 5557 )

bulunur. Buradan,

5,(1&1 ﬁl) (mp)zx(I_X)+(a1_ﬁlx)2+2px(al_ﬁl)+p2x2
) (n+B1)?
ve
52hy o (m+)y(1=y)+(a2-B ) +2q0(@r—P2)+a*y*
m.g :
(m+p2)*
s (a1.p1) -(a B2
olup n,m—co i¢in Onp” "0 -0 dgyr.

5.1.6. Teorem

(a1.f1.22.82) .
feC([0,1+p]x[0,1+q]) icin, S»7zd ~ (5.1) ile verilen iki degiskenli Schurer-Stancu

operatdrii olsun. Bu durumda,

Sinoi P (Nxy) —fey) | < 2(0D(:6337) + 0D (f:6157) )
dir.

fspat

> B> Pk (0)Py () = 1

oldugundan,
ntp m+q

fx,3) = DD Pux@Pr;(0)A,y)
=0 j=0

olarak yazilir. Buna gore,
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ntp mtq

S(“lﬁl .a3.p> )(f)(x,y) _ﬂx,y) = Zzﬁmk(x)ﬁm;i(y)

k=0 j=0

x( k+ay >j+a2 )—ﬂx,y))

n+p1’ m+ B

ntp m+q 5
B 7 B e k+a; Jtax \ L k+a;
_zzpmk(x)PmJ(}')( n+ﬁl,m+,32) ﬂﬂ'*'ﬂl :y))
=0 j=0
ntp m+q < 5 k+ al
+ ZZP;zk(x)Pm_](y) n+ﬂ >y _ﬂxay)
=0 j=0 :
= ]1 +]2
diyelim. O halde,
Snmza P ()(x,y) = fx) | < 1|+ L) (5:6)
olur.

| |

IA

IA

IA

ntp m+q
D By k+ a1 j+ (15) _ k+ ay |
ZZPn:k(x)PmJ(}’) 77+ﬁ1’m+ﬂ2) ﬂn+ﬁl ,y)
=0 j=0
ntp m+q N N -
>3 BP0 (£ 222 y|)
; ' m+ 2
k=0 j=0
ntp m+q

ZZPa1k(‘C)PmJ(y)(1+5§,§’qﬁ) |7]7.2-:-—aﬂzz_ Dm(z)(f 5l ﬂ))

=0 ;=0

ntp m+q
@) (£ 5(2.82) (a2.82)"" Jjtax
o0 (165 )[Hém.q (ZZPnk(r)ij(y) s

=0 j=0

0’(2)(f ~(a*ﬁ ))I:l +5(a~ﬂ«) (S(a«ﬂ )((s—y)z_;y))%]

= Sud (- 9%

oldugundan
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1] < 200(f:655")
olur. Benzer sekilde 12| hesaplanirsa

2] = 2a)(1>(ﬁ5§$ﬁ1))

elde edilir. (5.6) dan

|55 P (N y) —fay) | < Ihl+ D
<2[a®(£8537) + 0@ (£:855") ]

olur. Burada;
5@y _ (n+p)x(1=x)+(a1—B1x)*+2px(a1—B1 +pPx?
np = 3
(n+B1)”
ve

(a2.8) _ (m+@)y(1-p)+(ar—pw) +2q0(ar-P2)+a’y?
(m+f2)?

.. clappy) c(aa.pa)
olup n,m—o igin 72" :0ma " = 0 gy,

5.1.7. Tanim

Eger D=[0,1]x[0,1] karesinde tamimli f fonksiyonu, (xi,y) ve (xz,y) bu karenin keyfi

noktalar1 olmak {izere,

fxip) = p)| = Crei—x3]* ;0 c =l

kosulunu saglarsa, o zaman f fonksiyonu D karesinde x degiskenine gore Lipschitz

kosulunu saglar veya x degiskenine gore Lipu sinifindandir denir ve bu f € Lipxpu

biciminde gosterilir.
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Benzer sekilde (X,y1) ve (X,y2), D karesinde keyfi noktalari olmak {izere

fley1) —fe32)| S Cyi—»2" ,0<pu<1

kosulunu saglarsa, f fonksiyonu y degiskenine gore Lipschitz kosulunu saglar veya y

degiskenine gore Lipu sinifindandir denir ve bu € Lipy bi¢iminde gosterilir.

5.1.8. Tanim

f, D birim karesinde tanimli1 bir fonksiyon, X=(X1,X2), t=(t1,t) ve lPell = Jxi v olmak tizere

[fx1,%2) —fltr,02)| < Cllx—¢*, 0 < p <1
ise f, D karesinde C sabitine gore p.mertebeden Lipschitz simifindandir, denir. Ayrica
Lipyctt e gosterilir.

5.1.9. Teorem

(a1.81.a2.52)
Snmi , (5.1) ile verilen iki degiskenli Schurer-Stancu operatorii olsun. Bu durumda,

|) fE Llphu N Lipxn 1@11'1

[s5i852 (D) ~ x| < € (6557) T + Ca(85) 10 < < 1

ii) /€ LiP2ck igin
Simpi Y (N@y) ~faey)| < €(63” +6md ) 0 <p <1

dir.
fspat
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mp mt+q

SEEP D) ~e3) = 30 3 PraPs0) (f{ A18L, L28 )~ )

n+ m+
=0 j=0 2 B>

ntp m+q

=2 Pu®P,)

=0 ;=0

kvay jrax ) o Jra jrary_
x( n+ﬁ1:m+ﬂ2) x’m+ﬁ2)+f(x’m+/32) j(x,y))
i k+ jta jt+a
- S PP (A2 L0 f(x L10Y)

k=0 ;=0

ntp m+q

+ 22 PP (f{x L5 ) -

=0 ;=0

=L+

Yani,

Srmos PP (N@.y) —fx.) | < 1L+ L]

olur.
i k+ jta jta
» > % a1 2 ) 2
s
ntp mtq u
<ZZPnk(Y)PmJ(y)C -x| ,0<pu<1
=0 j=0 ath
= k+ 3
=C P, (x a1 —x|
1 2 k( ) ﬂl
o Z Ry | qg= > e e
P= % alwsak 7 ¢ den -« alinarak Holder esitsizliginden

2—u

(14

2
| < cl(ank(x) k:gl ~x ’ )

= G (S (r=adn) )P

(ZP"U (}7))

ve
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,(103 ﬂl)((t \7)2 x) 5;:_2;:51) - (n+p)‘X(1-X)+(a1;::;);:2px(a1-ﬂ1)+p‘x‘
1

secilirse
< Ci(87) 0 <<

olur. Benzer sekilde,

S:‘z]ﬁz) ((s = };)2; y) 5(0“ B2 _ (M+q)‘y(1-}')+(az(;lf+zt;'3;:2q3’(az-ﬁ:)+q‘,v‘

ve
12| < C2 (6% '“) 0<n<1
olup;

Siwpa PP (D) - fxy)| < 1L+ 15|
S Cl (5511;151))

[S1hS
(S}

+C(6mg™), 0 <y <1

bulunur.

ii) / € LP2ck jgin
ntp m+q

|Sin2s PP (N x3) =) | < D0 D Prs®)Pr;

=0 =0

= CZZPnk(Y)PmJO’)((

k=0 ;=0

m+0o

o T
)+ m+o y))

) —flx y)‘

bulunur. Burada B over ' q den 2-u aliarak Holder esitsizliginden,

Sisa P (N x,y) — 6y | < [ S -%)%%) + 8a5™ (- 3)%5y) |

dir. Burada

(5143

[k
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@) ()25 = §@B) o (rp)x(-0H(@r-Bio ™+ 2px(ar-py)ipx’

Ve

Sg‘ic:]ﬁ:) ((S _y)z;y) - 5;72{'32) - (m+q)2y(1- 1)+(aw(;i;)):+ 2q1(ar—B1)+gy?

oldugundan,

S (1) (x,3) — ) | < C(85P0 +553P) T 0 < p< 1
olur.
5.2. iki Degiskenli Schurer-Stancu Tip GBS Operatorii ile Yaklasim

Bu boliimde, siirekli fonksiyonlar uzayindan daha genis olan Bdgel siirekli fonksiyonlar
uzaymda calisacagiz. Bogel siirekli fonksiyonlara yaklagsmak i¢in Schurer-Stancu tip
operatoriin  genellestirilmis Boolean toplamini kullanarak karma siireklilik modiili
yardimiyla yaklasim derecesini elde edecegiz. Bu tip bir ¢alisma Dan Barbosu tarafindan
[5] de verilmistir. Daha sonra, [12] de verilmis olan Bogel Lipschitz sinifin1 dikkate alarak
bu smifa ait olan fonksiyonlara genellestirilmis Boolean operatdrii yardimiyla yakinsaklik
oranini elde edecegiz. Bogel siirekli fonksiyon kavrami, Karl Bogel tarafindan [6] da
tanimlanmustir. Tlk olarak C. Cottin ve H.H. Gonska tarafindan Bogel siirekli fonksiyonlar

uzayinda Korovkin tip teorem [2] de ispatlanmistir.
5.2.1. Tamim

X,Y kompakt reel araliklar ve A=XxY olsun. f:A—R fonksiyonunun karma farki

R} (x.y)f[x 0,Y03%,] ile gosterilir. Her (Xo,Y0)€A ig¢in f(X,y) nin karma farki,

Aafxo,y0:%.3] = fx.y) = fxo,y) = fix,30) + fx0.0)

olarak tanimlanir.
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Eger herhangi (X,y)EA noktasi i¢in

hm A(x_y)f[x():}:o;x:.y:l = 0

(xy)-=(xo¥0)

ise f:A—R fonksiyonu (Xo,Yo)EA noktasinda B-siireklidir (Bogel siireklidir) denir.

Esdeger olarak, her >0 icin [x-Xo|<8 ve [y-Yo|<6 oldugunda 1A ca/[¥0:30:%.¥]| < €gjacak
bi¢imde en az bir >0 varsa f, (Xo,Yo)EA noktasinda Bogel siireklidir. Bogel siirekliligi B-
siirekli olarak ifade ediyoruz. A iizerindeki biitiin B-siirekli fonksiyon uzaym C:) ile

gosteriyoruz [8].

5.2.2. Teorem

Her siirekli fonksiyon B-siireklidir.
fspat

f fonksiyonu A'da siirekli olsun. Oyleyse her £>0 sayis1 igin |[X-Xo|<8 ve |y-Yo|<8 sartlarmi

saglayan pozitif bir >0 sayis1 vardir dyle ki tim (X,Y),(Xo,Yo)EA igin

[fx,y) — fTx0,30)| < &

dur.

1A X0, 30:%,3]] = [flx,y) — fx0,y) = fTx,30) + fx0,30)|
= lf(xay) _f(x0=)")| T V(x:}"o) _ﬂx0>J’0)|

<€

olur. Boylece her siirekli fonksiyon B-siireklidir, ancak tersi dogru degildir.

Ornek

S Pty xy) = (2,-2)
lf(x«}) { 0 2 (x,y) = (2‘_2) }

fonksiyonunun (2,-2) noktasinda hem siirekli hem de B-siirekli oldugu agiktir.
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el g y*+1 ; y#0
2. fix,y) = ’ + ’
S&y) {O ;x=0} {O ;y=0}

fonksiyonunun (0,0) noktasinda B-siirekli fakat siirekli olmadig1 agiktir.
5.2.3. Tanim

0<01<Bf1, 0<0ou<pf; kosullarmi saglayan a1, p1, oo, p» reel parametreler ve
feCo([0-1+p]x[0,1+49]) ve (x,y)€[0.1+p]x[0,1+q] olsun. (4.1) ile verilen Schurer-

Stancu operatdriiniin parametrik genisletmeleri sirasiyla

( 57‘;9] ﬁl)f) (’C y) = nﬂé ﬁn,k(x)ﬂ%:y) (57)

Ve

(SS5720) @) = e B0 (%)

(5.8)

Snlﬁ) ve qu

ile tanimlanir. Burada, * hneer ve pozitif operatorlerdir. Bunlarin ¢arpima,

(5.1) ile tanimlanan iki degiskenli Schurer-Stancu tip operatdriinii verir [5].

5.2.4. Tanim
USE52P) - Cy()) > Co() (U = [0,1+p] x [0,1+g]) operatorii (5.7) ve (5.8) operatorlerinin

Genellestirilmis Boolean Toplami olarak

Uff;}fglqa B2 _ S(alﬁl) + S(a B2) Sffr}ffnféa:ﬁ:) (5.9)

bigiminde tanimlanir. Bu operatore Schurer-Stancu tip Genellestirilmis Boolean Toplami

(GBS) denir.

Her 7 € Co() ve Swiod ™ lineer pozitif operatoriiniin GBS operatorii, her (X,y),(t,S)€J igin

Usps?P2) ¢ ¢4y > Cs@) olmak iizere
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Uiios P (ft,5);x,9) =< Sig P (ft,5):%,9) +5 S5z’ (t,5):%,) — Suimbia 2 (A1, 5);%,)
= SEHELPD (e, y) + flx, 5) — f1t,5); %)

ntp mtq

= >3 BB )

=0 j=0

k+ay Jtax N\ fk+an jtaz
X( n+ﬁ1’})+f(x’m+ﬂz) n+p1’ m+ P

(5.10)
dir [5].
5.2.5. Lemma
Giadsedl 2 o) ~Cod) operatdrii lineer ve pozitiftir.

Gergekten, (5.9)'den dolay1 Schurer-Stancu operatorii lineer ve pozitif operator oldugundan

i Brafa) . g r . =
mmpq ~ operatoriiniin de lineer ve pozitif oldugu agiktir.

5.2.6. Lemma

eij(s.)=s't (i,jEN, 0<i+j<2), st, parametreler, her (xy)ed ve Urinini™™ 1 Co()) = Co()

olmak tzere

Al (PO
L B e sy it
UL gy =iy
U™ (ez0:%,5) = o

B o ) e
dir.

fspat

day.Br.a2.82) . . (a1.81) : _ (a2.82) . .
Unrivg nin (5.9) tamim dikkate alinarak Snp” " (€00:%,3) = 1 yg ySmz " (00:%.y) = 1

oldugundan
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DAoL P o 5-x.9) = Sud?Vesn:x.) + S92 (eip;2:5) = Sano ™ (evi; x:y)
T
=}

dir.
ySing” (er0;%,y) = 1 oldugundan

gLl siny) = Seaf eimx.p)+ S ) oy ) — BBl )

x Sffl’ﬂl)(el,o;xay) F Sf:l’ﬁl)(61,0;Ly)ys;(if{ﬁ:)(el,o;xdf)

. (dlﬁl)(e 63 x,y)+r xS(al ﬁl)(el,0;x;y)

=X

dir ve benzer sekilde
Gt s P e, (2%, ) =

dir.

T .
Benzer hesaplama ile 57 (e00:%.3) = 1 oldugundan

Urileeslidp, ooxip) w. et essn.9) 4, St eypxy) — Sio 2 (g5 1.9

- (alﬁl)(ezo ) +x2— S,(1J)l=ﬁl)(ezo x,y) S ﬁ )(eoo x.9)

dir ve benzer sekilde
Usinod ™ (e02:%,y) = ¥
olur.

Lemma 5.2.6 dan, her x,t€[0,1+p] ve y,s€[0,1+q] icin yy(t)=t-x ve yy(s)=s-y olsun.



Her x,te[0,1+p] igin

Uoss s oy o UGB )

m GG Gy gy TS (5 )
=0

ve y,s€[0,1+q] i¢in

Uiesh By sy e Do P2 =)

w PR G i USSP ()
=(

yazilabilir.

5.2.7. Tanim

43

/€ Co(J) nin karma siireklilik modiilii, her (x.y),(ts)€J ve herhangi 81,8,€[0,00)%[0,00)

olmak iizere @mived * [0,%0) X [0,00) > R 05y

a)mixed(f;51,52) = SUP{|A(xJ)f[x0:}’0;x:J’]| : !X— 1K51;b7_5|<52}

olarak tanimlanir.
0]
5.2.8. Teorem

Her /'€ Co() i¢in her bir (x,y)€J noktasinda (5.10) operatdrii

Uinoi P (f.x.9) = f&.3) | < 40 micea(/161,82)

dir. Burada,

mixed | Klasik stireklilik modiilii ile ayni ozelliklere sahiptir [7].
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L= SEEEP 020 g 62 = SSEEG-0%) g,
fspat
D mixea(f:61:62) tanimi ve temel dzellikleri kullanildiginda

Opived(fi 2161,4262) < (1 +21)(1 + 22)Opinea(f:61,62) 1 21,42 > 0 (5.11)

dir.

Her (x,y),(t,S)€J ve her bir 61,6,>0 igin ve (5.11) esitsizliginin de yardimiyla

IA(xAvv)f[taS;x>y]| lf(xay) —ﬂx,s) _ﬂt>y) +ﬂt75)|

a)mixed(f; |t_ x|> |S _}’D

< (1 S 3 |tt—x|)(l + |S_y| )wmixed(ﬁ51962)
01 02

Yazilabilir. 2c/1685:%3] pin tanimindan,

IA

(5.12)

j(x,s) +ﬂ[7y) _.f(t: S) = ﬂxay) - A(x._y)f[tas;xay]

olarak yazilir.
. . S(“I:Bl:“l:ﬁﬁ(}(‘.r ) o~
Her iki tarafa lineer ®#m2.q :%.Y) operatorii uygulanirsak

Siiwga " (,s) +f1t9) ~fit.5)) = foe.)Siia (eon;x.y) = Siwpi™ Bt 55,7 }2,3)
olur. Burada (5.10) ile verilen Usiod™ tammindan ve Swnsa (eo0ix.) = 1 oldugundan

USeLBrorb (£ 5 ) = flx,y) — SSEELP(A A1 53%, 9T %,9)

yazilir. Boylece (5.12) esitsizligi dikkate alinabilir.
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a1.f1.02.81) o a1.p1.a2.52 : 2
|U§1=’;’=P=lq . )(f.-an’) _ﬂxa}))| S S’(”zgl‘] $ )(|A(m‘lﬂt>s:x>}’]|.-x>y)
< oy )((1 + Vf—x' (1 + @)wmixw(ﬁ&,éz);x,y)
2

< Siovlronhs )((1 el )(1 + _155—}’| );x:y)@mixed(ﬁ51,52)

1+670 [SE@buab((r— x)2x) + 650 [SELBLaPI ((5—3)2:y)

IA

+57185 ST (=R (s~ ) %)

X Comixed(f;SI:SZ)

olur. Burada

51 = [SEEEP (- 0)%x) g 62 = JSHEEP (- 2)%) (5.13)
aliarak istenilen sonu¢ elde edilir.

5.2.9. Tanim

Her /'€ C:()igin Lipschitz smifi, x,7#€(0,1] olmak iizere

Lipu(u,m) = {f € Co(J) : Ayt 5:x.3]| = Mt —x|*|s = y|", (£.9). (x,y) € J}

olarak tanimlanir. Burada, M>0 dir.
5.2.10. Teorem

M>0, u,7€(0,1] igin / € Lipa(kn) oldugunda

L)Q

Uizl (fix.y) - fx.y) | < Mo

dir. Burada 61 ve §7, Teorem 5.2.8 ile aynidir.

fspat

ai.frarfy) p e ai.fpr.ax.f1)
Uiz ? (fix.y) operatOriinlin tanimi ve Simoi ™" (fix,) operatoriiniin lineerliginden,
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gpaditilors 5 - S oirails i) - St en. it S TR, )

yazilabilir. Buradan,

|URBs " (fix,y) - fxep) | < Simbs™ ™ (A1, 5:%,15%,3)

< MSSBLP (1t = x|Mls — ¥ x,9).f € Lipa(u,m)
= MSI5p5 " (= x|#083525™7 (s = 317:9)

olur.

£ = 21 ve P2 n, 21 alinarak Holder esitsizligi kullanildiginda,

| USR5 0, ) — fin,y) | < M(SEEE™P (- 0)%%) ) (S5 teons,3)) ™
xi(SaEetd (-3} ) (S i) )

a ar /2 ay.fr.ax.pa 2
< M{SSELPD (- x)%6) ) (SS25P2 (- ) %) )"
olur. 81 ve 6,, Teorem 5.2.8 de oldugu gibi secilerek

| U525 (i) — flxy) | < MoY%s3?

bulunur.
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6. GRAFIKLER YARDIMI iLE YAKINSAKLIK ORANLARI

Bu boliimde onceki boliimlerde calisilan operatorlerin belirli  fonksiyonlara, belirli

durumlarda yakinsakliklar1 grafiklerle incelenecektir.

Ornek

1. /) = x(x—D(x-2) fonksiyonu verilsin ve p=1, 0=0.1, p=0.5 olsun. Sekil 6.1’ de n=10,
Sekil 6.2°de n=50 i¢in tek degiskenli Bernstein (siyah), Bernstein-Schurer (gri) ve
Bernstein-Stancu (sar1) operatorlerinin f(x) (mavi) fonksiyonuna yakinsakligi verilmistir.

n’nin bliyliyen degerleri i¢in yakinsakligin daha iyi oldugu goriilmektedir.

Sekil 6.1. n=10 i¢in tek degiskenli operatdrlerin yaklasimi

Sekil 6.2. n=50 i¢in tek degiskenli operatorlerin yaklagimi
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2. Iki degiskenli Bernstein-Schurer (gri), Bernstein-Stancu (sar1) ve Schurer-Stancu
(pembe) operatdrlerinin Sekil 6.3' de n=m=10, p=qg=1,0=y=0.1, p=6=0.5 ve Sekil 6.4'de de
n=15, m=10, p=g=1,0=y=0.1, P=06=0.5 olmasi durumunda f(x,y):XZSin(gx)y (mavi)

fonksiyonuna yakinsakliklari resmedilmistir.

= \
SR NN

SR

Sekil 6.3. n=m=10 i¢in iki degiskenli operatorlerin yaklagimi

1))
!

L

Sekil 6.4. n=15 ve m=10 i¢in iki degiskenli operatdrlerin yaklagimi
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3. Sekil 6.5' de iki degiskenli Schurer-Stancu operatoriiniin n=m=5 (sar1) ve n=m=10

(pembe), p=q=1,0=y=0.1, p=6=0.5 olmas1 durumunda n ve m' nin biiyliyen degerleri i¢in

2) = 341 l -’2
Jx,y) = x Sm( 2 lrx)) (mavi) fonksiyonuna yaklastig1 gosterilmistir.

G oo ;i
osee s prtti

&L

Sekil 6.5. n=m=5 ve n=m=10 i¢in iki degiskenli Schurer-Stancu operatdriiniin yaklagimi

ap.y.é ra.B.y.5)
4. Sekil 6.6' da Sniip.g (sar1), iki degiskenli Schurer-Stancu operatorii ve Unmaa

(kirmiz1), Schurer-Stancu tip GBS operatoriiniin n=m=10, p=q=1,0=y=0.1, f=6=0.5 olmas1

R el P 2
durumunda 0) = ¥ sm(;nx)) fonksiyonuna yakinsakliklar1 gosterilmistir. GBS

operatdrii i¢in yakinsama oraninin daha iy1i oldugu goriilmektedir.

Sekil 6.6. n=m=10 i¢in iki degiskenli Schurer-Stancu ve GBS operatoriiniin yaklagimi
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7. SONUC

Bu boliimde ¢alismamizda elde ettigimiz bazi sonuglardan s6z edilecektir.

Bernstein operatorleri ve onun genellestirmeleri yaklagim teorisinin en ¢ok kullanilan ve
uygulama alan1 en fazla olan operatorleridir. Bu calismada Bernstein operatoriiniin
araliklara genellestirmesi olan Schurer metodu ile fonksiyonun diigiim noktalarinin

genellestirildigi Stancu yontemi ele alindi.

Schurer-Stancu operatorlerinin bilinen siireklilik modiilii haricinde Petree K-fonksiyoneli

ve diizgiinliik modiilii cinsinden yaklagim dereceleri verildi.

[3] ve [4] izlenerek Schurer-Stancu operatorlerinin tek ve iki degiskenli fonksiyonlar igin
yaklasim 6zellikleri incelendi. [5] izlenerek Schurer-Stancu tip operatorlerin Bogel siirekli
fonksiyonlara Genellestirilmis Boolean Toplami(GBS) tanimlanarak karma siireklilik
modiili cinsinden yaklagim derecesi ¢aligildi. [12] de tanimlanmis olan karma Lipschitz
fonksiyonlar sinifi dikkate alinarak, Schurer-Stancu operatorlerinin GBS tipi i¢in Lipschitz
sinifindan olan fonksiyonlar i¢in yakinsakligin derecesi bulundu. Bodylece siirekli
fonksiyonlardan daha genis bir smif olan Bogel siirekli fonksiyonlar smifina bir

genellestirme elde edildi.

Son béliimde ise tiim operatorler i¢in farkli kosullar altinda cesitli fonksiyonlara yaklasim

oranlari grafikler ile verildi.
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