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OZET

OPTIK ORGUDE ULTRASOGUK ATOMLAR

Saadet BURGU
Fizik Anabilim Dali

Anadolu Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Nisan, 2016

Danisman: Prof. Dr. Cem YUCE

Bu ¢alismada lazer 1s181yla olusturulan tig-boyutlu periyodik potansiyelli
optik Orgiiniin Bose-Einstein yogusmasi ic¢ine yiiklenmesi ele alinmistir.
Harmonik potansiyelde tuzaklanmig ultra-soguk bozonlarin  &zellikleri
incelenmistir. Bloch ve Wannier fonksiyonlar1 kullanilarak bu gibi sistemlerin
bant yapilar1 tartisilmistir. Parabolik potansiyelli zamana bagli bir boyutlu optik
orgiide siki baglanma yaklasikligi kullanarak, bu sistemlerin kuantum etkileri
calistlmigtir. Bu amagla Gross Pitaevskii esitligi ve Schrodinger denklemi
kullanilmigtir. Atomik hareketi tanimlayan dinamik denklemi ¢oziilmiistiir.
Titresimli bir optik Orgiide Bose-Einstein Yogusmasinin dinamik yerlegimi

anlatilmistir.

Anahtar Kelimeler: Bose-Einstein Yogusmasi, Optik Orgii, Gross - Pitaevski

Denklemi, Bloch Fonksiyonlari



ABSTRACT

ULTRACOLD ATOMS IN OPTICAL LATTICE

Saadet BURGU
Physics Program

Anadolu University, Graduate School of Sciences, April, 2016

Supervisor: Prof. Dr. Cem YUCE

In this thesis, a Bose-Einstein condensate is loaded into a three-
dimensional optical lattice potential formed by a standing wave laser light field.
Ultracold bosons trapped harmonic plus optical potential is studied. The band
structure together with Bloch functions and Wannier basis are discussed for this
system. Using tight-binding method, corresponding discrete equation and
investigate quantum dynamics for a modulated optical potential is derived.
Analytical solution and perform numerical computation are found. Dynamical

localization in our system is reported.

Keywords: Bose-Einstein Condensation, Optical Lattice, Gross-Pitaevski

Equation, Bloch Functions
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GIRIS

Asirt soguk alkali atomik gazinin Bose-Einstein yogusmasi (BEC), deneysel
olarak 1995 yilinda gerceklestirilmistir [1]. Bu deneyle, kuantum gazlarinin hem
manyetik tuzaklar hem de optik orgiiler i¢indeki davranislari incelenmistir. BEC
uygulamalar i¢in gerekli bilgi ve deneysel olanaklar, 1995 yilindan bu yana hizli bir
sekilde artmistir. 2000 yilina kadar gegen zaman igerisinde yapilan ¢alismalarda BEC
karakterize edilmistir. Ozellikle, optik orgii i¢indeki yogusma ve tuzaklanmis yogusma
icindeki girdaplar tizerine yapilan ¢alismalar, bu konuya olan ilgiyi her giin daha da
artirmistir [1].

Bu ¢alismada optik 6rgii ve harmonik tuzagin birlikte kullanildig: bir sistem ele

alinmistir ve ultrasoguk atomlarin dinamik yapisi incelenmistir.



1. BOSE-EINSTEIN YOGUSMASI

Bose-Einstein istatistigine uyan pargaciklar i¢in bir Pauli disarlama ilkesi yoktur.
Bu nedenle, alcak sicakliktaki davranislar1 fermiyonlardan ¢ok farkli olur; birbirinden
uzak kalmak bir yana, alcak sicaklikta hep birlikte taban durumuna inmeye calisirlar.
Yine, klasik istatistik mekanikle agiklanamayan kuantum etkiler bozon sistemlerinde de
deneysel olarak gozlenir. Ornegin; fotonlarin kara cisim 1s1ma spektrumu, sivi *He
izotopunun 2.17K sicakligr altinda siiperakiskan faza gegisi vb. gibi.

Bose-Einstein yogusmasi bir tiir faz gecisidir. BEC tipki buharin su damlalar
halinde yogusmasi gibidir. Ancak bu, momentum uzaymnda bir yogunlagmadir. Yani,
bozonlar gazin hacmi iginde bir yere toplanmazlar, sadece enerji ve momentumlari
olabilecek en diisiik diizeyde olur [2].

BEC, deneysel olarak 1995 yilinda rubidyum, sodyum ve lityum alkali
atomlarinda gozlenmistir [3]. E. Cornell, C. Wiemann ve W. Ketterle, bu basarilarindan
dolay1 2001 yilinda Nobel Fizik Odiilii’nii almislardir. Bu tiir sistemler siradan kati, siv1
ve gazlardan pek c¢ok yoniiyle farklhidir. Diisiik sicakliklarda oldukga seyreltik olan
maddenin bu yeni halinde atomlarin makroskobik bir boliimii, ayn1 kuantum durumuna
yerlesirler ve lazer tarafindan olusturulan 11k dalgasi gibi ortak bir madde dalgasi
olustururlar. Gaz fazindaki bu kuantum akigkaninin 6zellikleri hem deneysel hem de
teorik agidan oldukc¢a fazla ilgi gormekle birlikte, makroskobik bir 6l¢ekte kuantum
fenomenlerinin incelenmesine de olanak saglar. Ciinkii biitlin faz degisimleri atomlar ve
molekiiller arasindaki kuvvetlerle aciklanirken BEC, kuantum mekanigi yasalarinin bir
sonucu olarak olusur.

BEC, atomik bulutunun merkezinde pargacik yogunlugu 10'3-10'5 cm™3
mertebesindedir. Bu durum oda sicakligt ve atmosferik basing altinda havadaki
molekiillerin yogunlugu olan 10'°cm™3 ile kiyaslanacak olursa, BEC’in ne kadar
seyreltik oldugu daha net goriilebilir. BEC’in elde edildigi ilk deneyde, baslangi¢
noktas1 oda sicakligindaki rubidyum atomlariydi. Bu atomlar alti dogrultudaki lazer
1isinlari tarafindan 10 uK mertebesindeki sicakliklara kadar sogutulabildiler [3].

1995 yilindaki deneyler BEC igin bir doniim noktasi olmustur. BEC
makroskobik olgekte kuantum mekaniksel ozellikleri gosteren orneklerden biridir.
Alkali atomlarla yapilan deneyler, kuantum istatistiksel mekaniginin teorik

ongoriilerinin karsilig1 olmasi nedeniyle oldukc¢a 6nemlidir. Bu deneyler pargaciklarin



kuantum davraniglarinin makroskobik boyutta arastirilmasini saglayan essiz bir firsattir.
Bu nedenle bozon sistemlerine ve BEC olayia olan ilgi son yillarda oldukg¢a artmistir
[4].

BEC, ¢ok sayida bozonun bulundugu sistemlerde ¢ok diisiik sicakliklarda olusan
bir faz degisikligidir. 1995 yilinda alkali atomlarin zayif etkilesimli seyreltilmis
buhariyla yapilan bir seri deney sonucunda gozlenmistir [5]. Bu deneylerde atomlar
once manyetik tuzaklarla hapsedilmis ve mutlak sifir sicakligina yakin sicakliklara
kadar sogutulmustur. Bu sicakliklar mikrokelvin mertebesindedir. Atomlar sinirlayici
tuzagin kapatilmasini takiben yayilmaya terk edilmis ve optiksel islemler uygulanmistir.
Belli bir sicakligmn altinda hiz dagiliminda sifir hiz civarinda keskin bir pikin
gozlenmesi, BEC’in agik bir kanit1 olmustur [5].

BEC, faz uzay yogunlugu yeterince genis oldugu zaman veya de Broglie dalga
boyu parcaciklar arasi mesafeye genisletildigi zaman, 6zdes boson gazinda faz gecisi

olmasidir. Yogusmanin olugmasi igin

2 3/2 > 2612 1.1

kriteri saglanmalidir. Burada n atom yogunlugunu gosterir. BEC’nin basarilmasinda
yogunlugunun yeterince genis yapilmasi veya sicakligin Es. (1.1)’i saglayacak kadar
diisiik olmas1 gerekir.

BEC’de elastik olmayan ¢arpigmalar 6nemli bir rol oynar ve tuzaklanmus tiirlerin
seviyesini degistirir. Bu islem tuzaklanmamis seviyeleri ortaya ¢ikarir. Ayni1 zamanda
elastik olmayan islemde kinetik enerji ortaya ¢ikararak 1sinmasina sebep olur.

Ug boyutlu yeniden olusumu igeren elastik olmayan carpismalar, yogusma ve
yogusma bi¢imi igin Onemlidir. Ciinkii bunlar 1sinmaya sebep verdigi gibi elastik
olmayan carpismalar buharlastirarak sogutmayi etkileyebilir. Yogusmanin omriini
carpisma islemleri tanimlar. Eger vakum yeterince diisiik degilse geri zemindeki sicak
gaz atom tlrleri tuzaklanan veya yogunlasan atomlar ile carpigabilir. Bu yilizden
atomlara momentum transfer edilir. Geri zemindeki gaz atomlan tipik olarak 300 K
mertebesinde enerjilere sahip olduklarinda soguk atomlar tuzaktan atilmasi igin
yeterince enerji alir. Ayrica, birka¢ tane atom yollanarak carpisma ¢ok az miktarda

momentum transferi yapabilir. Fakat hala bu durum tuzaklanmis atomlar iiretir. Bu



sorun manyetik atom tuzaklarinda gozlenmistir. Hatta vakum yeterince iyi bir seviyede
ise tuzaklanmis tiirlerin arasinda elastik olmayan carpigsmalar tuzaklanmis gaz veya
yogusmalarin 6mriinii sinirlayabilir [6].

Tuzakta birbiri ile etkilesmeyen Bose-Einstein (BE) gaz1 6zellikleri istatistiksel
mekanik araciligiyla belirlenebilir. Sistemin denge durumundaki 6zellikleri, enerji
spektrumunun siirekli oldugu yari-klasik yaklasim ile hesaplanabilir. Bu yaklagimin
gecerli olabilmesi i¢in sicaklik, Ag birbirine komsu iki enerji seviyesi
arasindaki fark olmak tizere (Ae/ K) *dan biiyiik olmalidir [3].

Bu baglikta yari-klasik kelimesinden kasit, 15181n elektrik alan bileseni klasik,
atomlarin enerji seviyesi kuantum mekaniksel olarak inceleniyor olmasidir. Notr bir

atom degisken bir E elektrik alanina yerlestiginde w = 2mf agisal frekansiyla salinir.

Elektrik alan d dipol momenti igerir. Dipol momentin kompleks bileseniyle ayni

frekansta salinir. Yani;

d=a(w)E (1.2)
a(w) kompleks kutuplasabilirlik ve o frekansina baghdir. Elektrik alandaki atomun

enerjisi pertiirbasyon teorisi kullanilarak hesaplanabilir. Elektrik alan ig¢in dipol

yaklasimda, etkilesim Hamiltonyeni

H =-d.E (1.3)

J= —ezﬁ (1.4)

dir ve 7] elektronlarin konum operatoriidiir. w frekansli zamana bagli elektrik alan

E(r,t) = Eo(r) cos wt = E"T(r)(

i@t + g~iot) (1.5)



seklinde yazilabilir. Atomik sistemin her [¥) durumu, |n) pertiirbe olmamis durumlar

cinsinden asagidaki gibi agilabilir:

)= ) an() e~Ent/n) (16)

n

Zamana bagl Schrodinger denklemi

ihan, = ) (n|H'|k)ai(Del@nkt (1.7)
2

halini alir. wy,, = (E, — Ex)/h [7].



2. LAZERLE SOGUTMA

Lazer ile sogutma kavrami ilk olarak 1968 yilinda Letokhov, 1970 yilinda A.
Ashkin tarafindan 6ne siiriildii [8]. Bu konuda farkli ¢alismalar yiiriitildiigt yillarda ilk
defa lazer 1518min serbest atomlar1 sogutmada kullanilabilecegini gosterdiler. Lazer ile
sogutmadaki amag, foton-atom sagilmasinda “Doppler etkisini” kullanarak atomlarin
ortalama hizlarini diisirmek ve bu yolla onlarin sicakligini diistirmektir.

Lazerle sogutma ile ulasilan sicakliklar, olduk¢a diisiik olmasina ragmen BEC’in
gbzlenmesine yeterli olmadigindan yogusmay1 elde etmek i¢in gereken yol, gelistirilen
sogutma yontemlerinin birlestirilmesinden gegmektedir. ilk olarak, lazerle sogutulan
pargaciklar buharlagtirma yontemi ile ikinci bir sogutmaya tabi tutulur. Buharlagtirarak
sogutmadaki amag, yiliksek enerjili atomlarin tuzaktan kagmasina izin vermektir.
Boylece tuzak icerisinde diisiik enerjili parcaciklar kalir [8].

MikroKelvin sicaklik bolgesine ulasmak, iki islemin birlestirilmesi ile miimkiin
olur. Lazer, 6nce gazi sogutur. Daha sonra sogutulan seyreltik gaz manyetik tuzaklarla
hapsedilir. Ikinci durumda zorlamali buharla sogutma, tuzak derinligi azaltilir ve
enerjisi fazla olan atomlarin ¢arpisma sonucunda kagmasi saglanir. Geriye kalan
atomlar yeniden 1s1l olarak daha diisiik sicakliklara gider. BEC deneylerinde kuantum
yozlasmasi sicakliklart 500 nK ve 2 pK arasinda ve yogunluklar1 10'* ve 10%° cm™3
arasinda olur. En genis yogusma Na’da 30 milyon atom ve H’de 1 milyar atomdur ve en
kiicigli birka¢ yliz atomu igerir. Manyetik tuzaga bagli olarak yogusmanin sekli
yaklagik olarak hem 10-50 um capli yuvarlak veya yaklagik 15 pm ¢apli ve 300 um
uzunlugunda sigara sekline sahiptir [6].

Kuantum dejenere gazlar1 elde edebilmek i¢in esas teknik sogutma teknigidir.
Ciinkii yiiksek sicakliktaki seyreltik atomlar klasik olarak davranir. Atomlarin de-
Broglie dalga boylar1 Ayp_7i/(2ukgT)/?, atomlar arasi mesafeyle karsilastirildiginda
kiicliktlir. Seyreltik gazdaki atomlarin sogutulmasi ile de Broglie dalgaboyu A4z,
atomlar aras1 mesafeye esitlenmeye basladigi zaman kuantum yozlasma durumu baslar.
Atomik dalga paketleri iist {iste biner ve gaz ayirt edilemeyen pargaciklar haline
dontigiir ve “kuantum corbast” tabiri ile tanimlanir. Eger atomlar bozon ise aym
kuantum seviyeyi olusturan atom bulutu olarak tanimlanilan yogusma belli bir
sicaklikta ortaya ¢ikar (bu ideal gaz i¢in nAgg = 612,23 sartina baglidir [6]).

BEC deneylerinin yapilabilmesi igin gerekli olan ¢ok diisiik sicakliklara

6



ulagsmak, 1980’lerde ndtral atomlarin lazerle sogutma tekniklerinin gelismesinden sonra
mimkiin olmustur. Lazerle sogutma BEC deneylerinin hepsinde kullanilan bir
yontemdir. Bu yontemde, ayni acisal frekansa ve aynmi siddete sahip iki lazer demeti
birbirine zit olacak sekilde yerlestirilir. Lazer demetinin frekansi, kullanilan gazin
uyartlma durumu ile taban durum arasindaki atomik gecis frekansi araliginda segilir [4].

Ayn1 kuantum durumunda bulunan milyarlarca fotonun olusturdugu lazer 1gin1
sogutulmak istenen atoma gonderildiginde atomu yavaslatabilir. Burada ilk kosul,
gonderilen fotonlarin atomlarla etkilesmelerinin ardindan gelis enerjilerinden daha
biiyiik enerjiyle geri sacilmis olmalaridir. Bu ylizden lazer 1s181inin frekansi yani enerjisi
buna gore ayarlanmalidir. Bu yolla maddeler mutlak sifirin (0 K) milyarda bir derece
lizerine kadar (nanokelvin mertebesine kadar) sogutulabilirler. Ikinci kosul ise lazer
15181in frekansinin i¢inden gegecegi maddenin atomlarinin enerji diizeyleri arasindaki
farkla uyumlu olmasidir. Boyle olmazsa atomlar bu 1518a tepki vermezler ve fotonlar
atomlar tarafindan sogurulmadan gecip gider [9].

Atomlarin yavaglamasi atomlarin disaridan foton sogurmasi ile gerceklesir.
Ciinkii foton sogurma ile atomun momentumunu degistirir. Doppler kaymasi olarak
bilinen, atomun enerjisini azaltma yontemi sayesinde, atom siirekli olarak hareket yonii
dogrultusunda momentum sogurur [8]. Atomun lazere dogru bir Gtelenme hareketi
varsa, Doppler etkisinden otiirii, lazer 15111 rezonans frekansina yakin olarak algilar.
Bu durumda atom, bir foton ve bu fotonun momentumunu sogurarak uyarilmig st
enerji seviyesine gecger, ayni zamanda da yavaglamis olur. Elektron kisa bir siire sonra
kendiliginden alt enerji diizeyine gegerken, atomun yaydigi foton herhangi bir yonde
hareket edecektir. Dolayisiyla, istatistiksel olarak, yayilan fotonun atoma aktaracagi
ortalama Otelenme hizi sifirdir. Boylece lazer 1sin1 kaynagina dogru belirli bir hizla
hareket eden atom yavaslatilmis olur. Ancak, zit yonde hareket ediyorsa, yine Doppler
etkisinden 6tiirli rezonanstan uzaklasir, bu durumda lazer 1sin1yla etkilenmez [9].

Lazer ile sogutma diizeneginde atomlar hapsedilemez, sadece ortalama hizlari
distiriilir. Eger tic boyutlu bir lazer diizenegi saglanirsa, atomlar tiim serbestlik
dereceleri dogrultusunda sogutulabilir. Lazer ve degisen manyetik alanin birlikte
kullanilmast ile olusturulan Manyetik Optik Tuzak (MOT), atomlar iizerinde konuma
bagh bir kuvvet uygulayarak uzayin belli bir kisminda bu soguk atom bulutunu bir

arada tutabilir. Manyetik alan ile etkilesen atomlar, Zeeman yarilmasima maruz kalir.



Atomlar, manyetik alanin sifir oldugu tuzak merkezine dogru geri ¢agirici bir kuvvet
algilarlar [8].

Atomun iki zit yonde, bir lazer ¢iftiyle aydinlatilmasi saglandiginda, atomlarin
yavaslamasi ve gazin sogumasi beklenir. Ciinkii atom hangi yonde hareket ederse etsin,
o yonden gelecek 151n tarafindan yavaslatilmis olur.

Eger atom, 151na dogru hareket ediyorsa ve 1sinin atom tarafindan sogurulmast
isteniyorsa, 151min duragan bir atom i¢in gerekli olan frekanstan biraz daha diisiik bir
frekansa sahip olmasi gerekir [9]. Doppler kaymasi nedeniyle atom lazerin frekansini
oldugundan daha diisiik goriir [4]. Uyarildiktan sonra, yiiz milyonda bir saniye gibi bir
siire sonunda, bu uyarilmis atom, 1g1ma yapacaktir. Atomun 1simasindan sonra, bu foton
akisindan yeni bir foton tekrar sogurulabilir. Eger her yonden uygun frekansa sahip
fotonlar geliyorsa, atom hangi yone hareket ederse o yonden gelen fotonlarca
yavaglatma etkisi uygulanacaktir [9].

Notr atomlar i¢in periyodik bir potansiyel olusturmanin en kolay yolu, bir 151k
alanindaki atomlarin karsilastigi 1sik-kaymasindan yararlanmak olacaktir. Bu, bir
boyutta, dogrusal olarak polarize edilmis, zit yonlerde yayilan, paralel ya da dik
polarizasyona sahip iki lazer demetinin {ist liste binmesiyle basarilabilir.

0 acisina sahip bir-boyutlu optik orgiide, komsu kuyular arasindaki d mesafesi
(Orgii sabiti),

msin(0/2)
d=——7—
ki

(2.1)
ile bir orgii olusturan iki lazer demeti arasindaki 0 acis1 aracilifiyla degistirilebilir.
Burada k;, lazer dalga numarasidir [10].

Atomik ornekle, duran 1sik dalgalarini {ist {iste bindirerek farkli gesitlerde
periyodik Orgii potansiyelleri yaratilabilir. Duran dalgalar zit yonlerde ilerleyen
demetlerin dogrusal polarizasyon ile girismesi sonucunda olusur.

Bir 2D ve 3D sistemi olusturmak i¢in, sirasiyla iki ve {i¢ tane duran dalga iist
tiste bindirilir. Demetler birbirine diktir, boylece basit bir kiibik 6rgii olustururlar. 2D
orgii i¢in her eksende ayni frekanstaki 11k kullanilir [11].

BEC deneylerinin yapilabilmesi i¢in ¢ok diisiik sicakliklara ulagsmak gerekir.

Atom ve molekiiller iizerinde spektroskopik gozlemler yapmak, yiiksek hizla hareket
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ettikleri siirece, ¢cok kesin sonuglar vermeyecektir. Bir sistemde pargaciklarin kinetik
enerjilerini kaybetmesi hizlarinin azalacagi anlamina gelmektedir. Sicaklik, bir parcacik
sistemi i¢in bir anlama sahiptir ve bdylece bir sistemin kinetik enerjisi sicakligin
parametrik bir Ol¢iisiidiir. Dolayisiyla, sistemdeki pargaciklarin kinetik enerjilerini
azaltmak fiziksel olarak sistemin sicakligini diislirmeye yani sogutmaya karsilik gelir.
Diger yandan tuzaklama ise atomun tim serbestlik dereceleri dogrultusunda
hareketlerini kisitlama olarak bilinir.

En 1yi gbzlem yapilan deneyler, diisiik boyutlu yapilar ve atomlar arasi1 kuvvetli
etkilesme olan deneyleridir. Bu sistemler optik orgii i¢inde BEC’in olusmasini saglar.
Optik orgii karsilikli olan ve birbirine dik ti¢ boyutlu olarak yerlestirilmis lazerden
olusan bir yapidir. Optik tuzagin derinligi uygulanan lazer 1simminin yogunlugu ile
orantilidir. Eger {i¢ boyutlu olarak yerlestirilmis lazerlerin iki tanesinin yogunlugu
digerinden fazla ise atomlar yogunlugun diisiik oldugu dogrultuda hareket ederler.
Boylece iki boyutlu bir yap1 olusturulur ve parcaciklar bir boyutta hareket ederler.
Yeterince yiiksek 151 yogunlugu génderilirse olusturulan iki boyutlu tiip benzeri yapilar
arasinda ge¢is imkansiz hale gelir ve sistem etkin olarak bir boyutlu olur. Tiip ekseni
boyundaki parcacigin hareketi Ttgiincii lazerin yogunlugu degistirilerek modiile
edilebilir. Boyle yapilar deneysel olarak (Kinoshita vd., 2004) [12] tarafindan ¢aligilmis
ve kuvvetli etkilesme gosteren Bose gazinin 6zellikleri anlagilmak i¢in kullanilmistir.

Diger bir durum ise bir boyuttaki 151n yogunlugunun diger iki boyuttan daha
yiiksek oldugu durumdur. Bu durumda atomik bulut kiiciik disk seklinde kiigiik gruplara
boliinlir. Lazer 1siminin yogunlugu degistirilerek her potansiyel kuyusunda birkag
parcacik tuzaklanabilir ve diger potansiyel tuzagindan bagimsiz olarak pargaciklar
bulunduklar1 potansiyel kuyusu i¢inde hareket ettirilebilir. Her bir potansiyel kuyusu
ayn1 yontem kullanilarak bagimsiz olarak dondiiriilebilir. Bunlar binlerce parcaciktan
olusan BEC’in olusturulmasi i¢in kullanilir. Parcaciklar arasi etkilesme genis bir araliga
tagmabilir ve yiiksek bir hassasiyetle kontrol edilebilir. Burada parcaciklar arasi
etkilesmeyi degistirmenin birka¢ yolu vardir. En yaygin olani sagilma uzunlugunun
degistirilmesidir. Bu gegislerde disaridan uygulanan manyetik alanla saglanabilir.

Atomlarin sa¢ilma uzunlugu manyetik alana baghidir [8].



3. HARMONIK TUZAK

3-boyutlu optik Orgiiniin  6rgii  potansiyeli, koordinat eksenlerine paralel
birbirlerine dik li¢ lazer 1smminin gonderilmesiyle olusturulur ve potansiyelin genel

formu;

Vir(r) = Vysin®(kx) + Vysin®(ky) + V,sin*(kz) (3.1

Ve, Vi, Vy lazer 151n yogunluklariyla orantili genliklerdir. Harmonik tuzak potansiyeli ise;
V. — m 2,.2 24,2 2,2 3.2
tuzak(r) - ? (wxx + wyy + wzZ ) ( . )

olup, atomlar {izerindeki toplam dis potansiyel V(1) = Viyzar(r) + Ver (1)
seklindedir.

Atomlarin hareketi yalnizca bir yonde miimkiin olan (6rnegin, z yoniinde) bir
boyutlu bir Bose gazi, parcacik hareketi iki yonde (x ve y yoniinde) kisitlanarak
olusturulur. Bu, V; ve V,, genlikleri arttirilarak miimkiin olur. Eger V, = 0 ise Bose gazi
bir boyutlu tiiplere tuzaklanir. Eger V, # 0, fakat V. ve V},’ye gore kiiciikse bir boyutlu
bir 6rgii, z yoniinde komsu atomlar arasinda tiinelleme yaparak olusur.

Optik bir 6rgiideki bozonlarin tek-bilesenli sistemler igin klasik modeli, Bose-
Hubbard modelidir [13].

Boyle bir sistem i¢in tek-parcacik enerji seviyeleri,

1 1 1
Enynymn, = <nx + 5) hw, + (ny + 5) hw, + (nz + E) hw, (3.3)

ifadesi ile verilir. Burada {n,, n,, n,} sayilar1 pozitif tam sayilardir [9].
Atomlar1 bir arada tutabilmek i¢in kiiresel veya eksenel simetriye sahip tuzaklar
kullanilabilir. Genellikle tuzak potansiyeli Vi .4k, €ksenel simetrik harmonik salinici

potansiyeli
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V, =1V, _lM 22 272 3.4
tuzak = tuzak(rJ_;Z) =3 (wJ_rJ_ t+w;z ) (3.4)

ile verilir. Burada r; = (x? + y?)(/2 radyal koordinat, w, radyal frekanstir. Eksenel
(w,) ve radyal frekanslar (w,) arasindaki oran, tuzagin asimetrisini tayin eden A’

anizotropi parametresini verir. Anizotropi parametresi,

, w,
=_Z 3.5
W, ( )
ile verilir. Bu anizotropi parametresi Es.(3.4)’e yerlestirildiginde
1 2 (.2 2 2
Veusar = 5 M} (r2+2°22) (3.6)

bulunur.
Anizotropi parametresi A ’niin biiyiikk oldugu (1>>1) durumunda tuzak
potansiyeli gozleme (pancake) adi verilen bir sekilde, A niin kii¢iik oldugu (1'<<1)

durumunda ise puro (cigar) ad1 verilen sekilde ele alinir [1].

11



4. ETKILESMEYEN BOZON GAZLARI

Sifir sicaklikta (T = 0 K) etkilesmeyen bir Bose gazi tamamen yogusmustur ve
tim N parcaciklar, 6zdes tek-parcacik dalga fonksiyonu olarak tanimlanir. Bu nedenle
cok-par¢acikli  dalga fonksiyonu,yy(ry, 1y, ....7y) Ozdes tek-parcactk dalga

fonksiyonlart @(r;) lizerinden ¢arpim ile bulunur:

Yn(ry, 12 e Ty) = 1—[ D (1;) (4.1)

Boyle bir BEC, makroskobik dalga fonksiyonuyla ¢ (r) ile tanimlanabilir [11]:
P(r) =VNo(r) (4.2)

ki, bu da, normalizasyondan farkli olarak, i¢ine dogru yogusmanin olustugu, tekil
pargacik hali @(r)’nin Schrédinger dalga fonksiyonudur [11].

Etkilesmeyen bir Bose gazi ve homojen olmayan bir sistem i¢in, bu tek-parcacik
hali sadece, sinirlayan potansiyelin tek-par¢acik taban halidir. Bir harmonik tuzakta
mesela, taban durum dalga fonksiyonu bir Gauss dalga fonksiyonudur ve periyodik bir
potansiyel i¢in taban durumu, tek-pargacik dalga fonksiyonu g =0 Kkuazi-

momentumuyla bir Bloch dalga fonksiyonudur [11].

4.1. Gegis Sicakhg (T, )

BEC’in gozlenebilmesi i¢in gerekli sicaklik, durum yogunlugundan hareketle
hesaplanabilir. Yogusma orani ise, tuzaklanan parcaciklarin i¢inden ne kadarlik bir
boliimiiniin yogusmay1 olusturdugunun belirlenebilmesini saglar [3].

BEC’de gegis sicakligt T., diisiik enerji durumlarinin makroskopik sayida
parcacik tarafindan isgal edilmesinin ortaya ¢iktig1 en yiiksek sicaklik olarak tanimlanir.
Parcacik sayisi ¢ok biiylik oldugunda sifir nokta enerjisi ihmal edilebilir ve boylece en

diistik enerji (&,,;,) sifira esitlenir. Bu durumda, uyarilmis durumlarda bulunan toplam
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parcacik sayisi, € enerjisi etrafindaki de araliginda bulunan durumlarin sayist g(e ) de

olmak tizere,

Ny, = f de g(e)f () (43)

1

olarak verilir. Burada f(e) = =5

BE dagilim fonksiyonudur. Uyarilmis

durumlardaki bu parcacik sayisi, kimyasal potansiyel p = 0 alindiginda en yiiksek
degere ulasir. Gegis sicakligl T, pargaciklarin toplam sayisinin kendilerine uyarilmig
durumlarda yeterince yer bulmalar1 durumuyla belirlenir.

Sistemin temel durumunda, tim atomlar en diigsiik tek-parcacikli kuantum
durumunda yogunlasirlar ve yogunluk dagilimi n(r), tuzak i¢indeki tek-pargacik igin
temel durum dalga fonksiyonunun ¢, (r) seklini alir. Etkilesimsiz pargaciklar i¢in

yogunluk soyle verilebilir [9]:

n(r) = Nigo(r)|? (4.4)

Burada N pargacik sayidir [9].

Fiziksel davranis acisindan gazlari, klasik ve kuantum gazlar olarak iki sinifa
ayirmak miimkiindiir. BEC sadece kuantum gazlarinda gozlenen bir olaydir ve bu
acidan klasik gazlardan farkliliginin incelenmesi gerekir.

Icerisinde N tane molekiilden olusan V hacimli bir kutunun bir 1s1 banyosunda
oldugu biiyiik kanonik topluluk olsun. Gazin bir molekiiliiniin herhangi bir pargacigini
bir durumda bulunma olasiligi ile tanimlanan miimkiin olan durumlarin saysi,
molekiillerin sayisiyla listelenebilir. Buna gore, 1.nci durumda bulunan molekiil nq,
2.nci durumda bulunan molekiil n, ve r.nci durumda bulunan molekiilde n,. durumunu

isgal eder [8]. Toplam molekiil sayis1 seviyelerdeki parcacik sayisinin toplami cinsinden

N = Z n, (4.5)
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ile verilir. Sistem yeterince biiylik segildiginde enerji seviyeleri birbirine oldukca yakin
olacagindan molekiillerin enerjileri girilebilir durumlarin sayist ile iliskilendirilir.

Molekiillerin enerjileri
Ey<E, < <E (4.6)

olarak siralanir. Gazlarin teorisinde momentumu p olan bir m kiitleli parcaciga eslik

eden de Broglie dalga boyu (4,45) yaklasik olarak,

h
Agp = —— (4.7)
® \ 2mmkgT
1s1l dalga boyuna esittir. Burada h Plank sabiti, kz Boltzman sabiti, T ise gazin
sicakligidir. Bir gazin parcacik yogunlugu n ile gosterilirse, bir parcacigin ¢evresindeki
hacim (1/n) ve parcaciklar arasindaki ortalama uzaklik (1/n)Y/3olur. Béylece gazlari
siiflandirmak iizere aranilan kriter elde edilir. Isil dalga boyu ile pargaciklar arasindaki

mesafe karsilastirilirsa,

W[

1
AL (E) - Klasik gaz (4.8)

W[

1
A (E) - Kuantum gazi (4.9)

ayrimi yapilabilir [8]. Bagka bir ifade ile pargaciklar arasindaki uzaklik 1s1l dalga
boyundan biiyiik ise de Broglie dalgalar yeterli 6l¢iide girisim yapamazlar. Bu tip
parcaciklar Newton mekanigine uyarlar ve gaz klasiktir. Ancak parcaciklarin de Broglie
dalga boylar1 molekiiller arasi ortalama serbest yola yakin veya esit biiyiikliikte ise
girisim ortaya ¢ikar. Gaz artik kuantum rejimindedir.

Kuantum fiziginde bir gazin fiziksel davranisini anlayabilmek icin kuantum
istatistigi bakis acisindan girilebilir durumlarin sayisin1 ve diger 6zelliklerini bilmek
gereklidir. Kuantum mekanigine gore girilebilir durumlarin sayisi (14, n,, ... ) Seti biitiin
keyfi degerleri alamaz, kisitlamalar vardir. Kuantum mekaniksel agidan bakildiginda

birbirinden ayirt edilemeyen pargaciklarin bulundugu ¢ok-parcgacikli bir sistemin toplam
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dalga fonksiyonu, parcaciklarin yer degistirmesine gore ya simetrik ya da antisimetrik
olmalidir [8]. Pargaciklarin dalga fonksiyonunun simetrik ya da antisimetrik olmasini
pargacigin sahip oldugu spin belirler. Spin, kuantum mekanigine ait bir kavramdir ve
parcacigl temsil eden dalga fonksiyonunun bir donme operasyonu altinda pargacigi
tekrar yaratmasi olarak tanimlanir. Bir kuantum pargacigi i¢in spin, % veya (%/2)’nin
tam katlar1 degerlerine sahip olabilir. 7#’mn tam katlar1 olursa bozon, (%/2)’nin tam
katlar1 olursa fermiyon adi verilir.

BEC nasil meydana geldigini gostermek i¢in kiitlesi sifirdan farkli bir bozon
gazinin fiziksel davranisi ele alinir. Bozon gazlari, spini bir tam sayiya esit olan

atomlardan olusur. Bir bozon gazinin dagilim fonksiyonu,

1

M= JBGw _ 1

(4.10)

bagintisi ile verilir. Sistemdeki tiim parcaciklarin sayisi ise,

1
N = Zni =Z—eﬁ(8i—u> - (4.11)
L l

olur. Burada ¢; , kinetik enerjiyi ve p, kimyasal potansiyeli gosterir. kz Boltzman sabiti

ve T mutlak sicaklik olmak iizere B = 1/kgT ile verilir. Parcaciklarin 1sil de Broglie

dalga boyu A,45 = / 2mh* /mkgT olarak hesaplanabilir. Dalga boyunun sicaklik ile ters

orantili oldugu denklemden goriilebilmektedir. Sistem sicakligi disiiriilmeye
baslandiginda, pargaciklar1 temsil eden de Broglie dalga boyu biiyiikliigii artmaktadir.
Pargacik say1 yogunlugu ile orantili olarak bir

#2n2/3
k

T, =3.31 kritik sicakliginda dalga paketlerinin iist iiste binmesi baslar ve

mkp
sicaklik, T, azaldik¢a giiglenir [8]. V hacim olmak fiizere, ii¢ boyutta serbest pargacik

i¢cin durum yogunlugu,

3/2

Vo2
g(€)=m(h—rzn) gl/? (4.12)
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seklinde (s=0) olan bozonlar i¢in yazilabilir.

(4.11) bagintisi; (4.12) esitliginden yararlanarak asagidaki forma dontistiiriilebilir:

3
N = 2V (2m)z (*® gl/? p 0 413
- h3 j;) (eﬁ(s_l'l') _ 1) 8, (U < ) ( " )

elde edilir. Sistemin sicaklifi azaldiginda uyarilmis durumdaki pargaciklar2,1 sayisi
azalirken taban durumdaki parcgaciklarin sayist artmaya baglar. Sicaklik diisiiriildiigiinde
en diisiik enerjili taban durumda dahi (¢ = 0), doluluk sayis1 negatif olamayacagina
gore Bose gazinda kimyasal potansiyel (- o < p < 0) olmasini gerektirir ve sicaklik
diistiik¢e kimyasal potansiyel p’de kiigtiliir. p =0 iken T = T.’de minimum Kritik bir
T, sicakligr tanimlar. Bu kritik sicakliktan diisiik sicakliklarda bir bozon gazinin faz
degistirecegine acikga isaret eder.

Es. (4.13)’ten dolay1 taban enerji diizeyindeki, enerjisi ve momentumu sifir olan

parcaciklarin sayisi,

1

No T e Pi—1

(4.14)

ile verilir. Yine Es. (4.13) goz Oniine alinirsa, uyarilmig durumda pargacik sayisi,

_ Vam(2m)3/? (* g'/2de
€0 h3 o (ePlE=m —1)

(4.15)

ile wverilir [8]. Boylece toplam parcacik sayisi, (4.14) ve (4.15) esitliklerinden

yararlanarak,

N= Ny+ Ny (4.16)

olarak g6z Oniine alinabilir.
Bozonik gazlar i¢in T, kritik sicakliginin iistiinde, taban durumdaki parcaciklar

tamamen ihmal edilebilirler. Fakat kritik T, sicakliginin altinda kimyasal potansiyel
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sifira gider. Kritik sicakligin altinda enerjisi sifirdan farkli parcaciklarin sayisi (4.15)

bagintist pu = 0 alinarak,

5= @) 47

elde edilir [8]. Sonug olarak, (N.so/Ny) orani toplam parcacik sayisi i¢inde enerjisi

€ > 0 olanlarin kesrini verirken, kalan pargaciklarin

3/2

(#)-1-()

orani ise enetjisi ve momentumu sifir olan pargaciklarin kesrini verir. Kritik sicakligin
tistlinde taban durumdaki parcaciklarin sayisi ihmal edilecek kadar az sayida iken
sicaklik gecis sicakliginin altina distiriildiigiinde parcaciklarin ¢ok biiyiik bir kismi
taban durumda bulunur. Taban enerjisine ulasan parcaciklarin enerjisi ve momentumlari
sifir olur. Bu sekilde parcaciklarin ¢ok biiyiik bir kismi taban durumda bulunmasina
BEC adi verilir. Yogusmanin en énemli fiziksel sonucu, sistemde bulunan tiim bozonik
pargaciklarin ayni taban enerji durumuna ulasarak tek bir parcacik gibi davranmasi
seklinde 6zetlenebilir [8].

BEC deneylerinde lazerle sogutma yontemine uygun olmalar1 nedeniyle alkali
atomlar tercih edilir. Bu atomlarin optik gegisleri lazer 1sinlarina olduk¢a uygundur ve
oldukga diisiik sicakliklara kadar sogutulabilir. Bu yontemle alkali atomlar i¢in 100 pK
mertebesindeki sicakliklara kadar inilebilir [4]. Alkali atomlarin enerji seviyelerinin
yapist lazere dayali tekniklere oldukca iyi uyarlar. Ciinkii, optik gecisleri mevcut
lazerlerle uyarilabilir ve i¢ enerji seviyeleri ¢cok diisiik sicakliklara kadar sogutmaya

elveriglidir [8].
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5. ZAYIF ETKILESEN BOSE GAZI

Bu bolimde, BEC’in atomlar arasindaki etkilesimlerinin oldugu durum ele
alinmistir. Tartisma, S-dalgasi sagilma uzunlugunun parcaciklar arasindaki ortalama
mesafeden ¢ok daha kii¢lik oldugunda diizensiz bozon gazinin sifir derece 6zelliklerini
tarif eden Gross-Pitaevskii denklemine dayalidir. Bu amagla ilk once, ortalama alan
yaklasimi i¢inde pargaciklar arasindaki etkilesimin de géz Oniine alinmasi halinde sifir
sicaklikta Gross-Pitaevskii denkleminin bir tiiretimi sunulacaktir [9].

Bozonik atomlardan olusan bir soguk seyreltik gazdaki atom-atom etkilesmesi
elastik ikili ¢arpigsmalar tarafindan domine edilir ve sacilma teorisi ¢er¢evesinde ele
alinabilir [11].

Taban durum o6zelliklerini hesaplamak i¢in kiiresel simetrik harmonik bir tuzak

ile eliptik harmonik bir tuzagi,

1
Ve o) Emw,zwrz (Kiiresel) 51)
dis )= 1 .
Em[w,zm (x% + y?) + wiz?] (Eliptik)

seklinde diisiinelim. Burada w?, tuzagin potansiyel giiciinii tamimlar. Eliptik tuzakta,
Wpo = w, ifadesi xy diizlemindeki tuzak frekansidir ve w,, z dogrultusundaki
frekanstir. Denklemde belirtilen eliptik tuzakta T = 0 K’de tek bir bozonun ortalama
titresim genligi (x2) = (h/2mwp,) seklindedir [5,14].

Bu caligmadaki amag, zayif etkilesimli Bose sistemlerinde BEC’in genel
ozelliklerini tartismaktir. Bu amacla bozonlar arasi etkilesmeyi gostermek i¢in bir sert

kiire potansiyeli yani,

0 r<a

Vie(r) = {0 S g (5.2)

seklinde bir potansiyel kullanilmistir. Buradaki a, bozonlarin sert kiire ¢apidir. Eger
bozonlar arasi mesafe a’dan daha biiyiik bir  mesafesi ise V. (r) sifirdir, oysa r < a

gibi bir mesafede bozonlar bir araya gelmeye calisirlarsa, potansiyelin degeri sonsuzdur.
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BEC, yogunlugun 102 —10*par/cm3oldugu, 100 nK civarmdaki
sicakliklarda alkali gazlarda olugsmaya baglar. BEC’in teorisi, ikili ¢arpismalarin yiiksek
mertebeli ¢arpigmalardan daha sik oldugu durumlar i¢in gelistirilmistir. Bu olduke¢a iyi
bilinen seyrek gaz yaklagimidir. Seyreklik sarti atomlar aras1 mesafenin, atomlar arasi
kuvvetlerin menzilinden daha biiyiikk oldugu durumda gergeklesir. Sert merkezli bir
potansiyel de olas1 bir fiziksel parametre olarak alinabilir. Seyreklik; atomik dalga
boyunun merkez ¢apiyla karsilastirildiginda uzun olmasi durumunda olur, yani A >> a
veya ka<< 1 olur, burada k = 2 /Ay seklindedir. ka << 1 durumunda sert merkezli bir
potansiyel yolu ile etkilesen, iki parcacigin sagilmasi, a sagilma mesafesine sahip bir s
dalgasidir. Bu sa¢ilma mesafesi genelde birkag nanometre mertebesindedir. Bu nedenle
seyreklik parametresi gercekten de oldukca kiigiiktiir (Vna3~1073) [5,14]. Bu sartlar

alinda atomlar aras1 kuvvetler V(r,r) = g6(r —r") seklindeki -etkilesmelerle

modellenebilir. Burada

Ah’a
g =

v (5.3)

ciftlenim sabitidir, a’nin pozitif degeri atomlar aras1 itmeyi belirlerken, negatif degeri
atomlarin birbirini ¢ektigi durumu gosterir.

Seyrek durumda, her atom etkin bir potansiyel enerji yolu ile gevresindeki tiim

atomlardan etkilenir ve kuantum dalgalanmalari nedeniyle yogusmanin azalmasi, Vvna3
seyreklik parametresi ile Olgeklendirildiginden oldukca kiiciiktiir. Bu sartlarda sifir
sicakliktaki gaz, tamamiyla yogusma dalga fonksiyonuyla karakterize edilir [5,14].

Yogusma dalga fonksiyonu, Gross-Pitaevskii (GP) denklemi olarak bilinen
dogrusal olmayan bir Schrodinger denklemi ile belirlenir. Diisiik sicaklikta seyrek
sistemlerde BEC iizerine olan ¢alismalarda GP denklemi olduk¢a 6nemli bir rol oynar.
Bu denklem dogrusal ve dogrusal olmayan gegis olgusunu tanimladigi gibi taban
durumu da tanimlar. Ancak GP denklemi, giiclii etkilesimlerin oldugu sistemlere
uygulanamaz [5,14].

Yogusmanin bi¢gimlenmesinde kritik bir adim, buharlastirarak sogutma islemi ile
kritik yogunluk ve sicakligin basarilmasidir. Bu islemler ile sicak atomlar, carpismadan

sonra tuzaktan ¢ikarken geriye kalanlar yeniden gazin termalize olmasi i¢in daha diisiik

sicakliklara gider. Elastik carpismalar buharlagtirarak sogutma i¢in gereklidir.
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Yogusmanin kararlilig1 ve 6zellikleri elastik sagilma mesafesinin igaretine ve genligine
baghdir. Iki ve ii¢ boyutlu elastik olmayan carpismalar parcalanma islemine sebep olur.
Bu islem yogusmanin bi¢imlenme zamanini belirler. Bu ylizden bu ¢arpismalar hidrojen
atomu gibi alkali tiirler ig¢in ¢ok ilging olmakta ve ¢ogu deneysel ve teoriksel
calismalara konu olmaktadir.

Yogusmalarin temel 6zelliklerinin anlagilmasinda ¢ok daha basarili bulunan bir
teori, ortalama alan veya Hartree-Fock teorisine dayanir. Bu teoriye gore yogusma dalga

fonksiyonu,

hz
(—%VZ + Vivuzax + NU0|LIJ|2>\P =p¥ (5.4)

denklemi ile tanimlanir [6]. Burada V;y ;4 yogusmayi bigimler ve

0= mao (5.5)

potansiyeli atom-atom etkilesme enerjisini temsil eder [6]. Ayrica Es. (5.4)’te verilen p
kimyasal potansiyel, N atoma sahip yogusmaya daha fazla parcacik eklemek igin ihtiyag
duyulan enerji olarak tarif edilir. Gross-Pitaevski denklemi veya dogrusal olmayan
Schrédinger denklemi cok-cisimli dalga fonksiyonu W(1, ....,N) = [[~, @(i), her bir
boson tarafindan doldurulan singlet taban-seviye orbitalleri ile temsil edilir.

Atom etkilesmesinin etkisi, yogusma yogunlugunu ve s-sagilma mesafesine
bagli olarak dogrusal olmayan Schrodinger denklemi ile verilir. Atom etkilesmesini
icermeyen ideal bir gazda sacilma mesafesi (a, = 0 ) sifir olur. Boyle bir ideal gazda,
Es. (5.4)’te yogusma dalga fonksiyonu tam olarak tuzaklama potansiyelin taban
seviyesinde oldugunu gosterir ve sifir nokta hareketi olarak bilinir. Denklemde atomlar
yogusmaya eklendiginde atomik etkilesme terimi yogusma dalga fonksiyonunu
etkileyen baskin bir terim olur. Yogusmanin sekli agirlikli olarak sagilma; mesafesine,
parcacik sayisina ve U, teriminin biyiikliigiine baghidir.

Son yillarda BEC’ye yon verebilecek birgok teori ortaya cikti. Bu teoriler olay1
aciklamak icin basit teorileri kullandilar. Ornegin BEC dinamigi Gross-Pitaevski

denklemi veya dogrusal olmayan Schrodinger denklemi ile tanimlanirken, carpisma
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dinamigi basit Radyal denklemin c¢o6ziimiine dayanir. Buradaki zorluk, atomlarin
etkilegsmesini belirleyen itici ve c¢ekici potansiyelin iistel ve ters kuvvet terimleri
icermesidir. Bu terimler denklemin tam ¢oziimiinii zorlastirir. Ancak ¢oziim igin belli
yaklasimlar kullanmak gerekir. Bu yaklasimlar yari-klasik, niimerik ve belli kosullar

altinda tam ¢6ziime yakin ¢oziimlerden olusur [6].

5.1. Bogoliubov Yaklasim

Bir seyreltik gaz i¢in, sistem bir ortalama alan tanimu ile tarif edilebilir.
Ortalama alan taniminin temel fikri, ilk olarak 1947°de Bogoliubov tarafindan
gelistirilmis olup, bozonik alan operatoriine yogusma katkisini ayirmaktir [11].

Bogoliubov yaklasimi sifir sicakliktaki zayif etkilesimli bozon gazlari igin
gelistirilmistir. Ust seviyelerdeki bozonlarin ihmal edilebildigi makroskopik yogusma
limitinde Bogoliubov yaklagiminda kullanilan dalga fonksiyonu Gross-Pitaevskii
denklemleri ile verilir. Gross-Pitaevskii denklemi, diisiik yogunlukta yogusan atomlarin
fazla oldugu durumlarda, BEC olayinin ortalama-alan teorisini oldukga iyi tanimlar [4].

Eger gaz yeterince seyreltik ise makroskobik dalga fonksiyonu ile tanimlanir.
Bu nedenle, bozonik alan operatorii y(r, t), kompleks bir fonksiyon ve dalgalanan bir

alan operatorii & y(r, t) olan beklenen degeri y(r, t) = <wy(r, t) > ile degistirilebilir [11]:

U@E 0 =@t + U@ t) (5.6)

Dalgalanmalar ihmal edildiginde, hesaplamalar dogrusal olmayan bir Schrodinger
denkleminin formunda olan Gross-Pitaevskii denklemine dayanir [11].
Dis bir potansiyelle sinirlandirilmis, birbirleriyle etkilesen N tane bozonun ¢ok

cisim Hamiltonyeni

72
H= fdrl/ﬁ(r)[-%\ﬂ + Vais (M | (1)

1
+§f dr dr'pT YTV =P Ip) (5.7)
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seklindedir. Buradaki y(r) ve ¥ (r) bozonlarin alan operatorleridir. Bunlar sirasiyla, r
konumunda bir parcacigl yok etme ve yaratma operatorleridir. ~ V(r — r’) ise etkilesen
iki cisim arasindaki atomlar arasi potansiyeldir [7,11].

BEC, bir optik lazerin bir elektromanyetik dalganin en klasik formunu
yayinlamasi gibi, bir madde dalgasinin en “klasik” formunu temsil eder. Ancak, bu dev
madde dalgasinin altinda, ayrik atomlar ¢ok 6nemli bir taneciklilik, bir bagka deyisle,
bu madde dalgasi alaninin kuantizasyonunu sergiler. Buna, bugiine kadar BEC’lerle
yapilan deneylerle erisilemiyordu. Bununla beraber, boyle bir kuantiazyonun, maddenin

dalga dogasi i¢in bazi sonuglara yol agmasi gerektigi fark edilmisti [11].

5.2. Gross-Pitaevskii Denklemi

Tamamen yogusmus durumda, tiim bozonlar ayni en diisiik enerjili tek-parcacik
durumundadir. Bu durumda N-parcacik sisteminin dalga fonksiyonunu su sekilde

yazilabilir:

W(ryry, - 7y) = [T do(r) (5.8)

Es. (4.1)’de ifade edilmisti. Burada tek-pargacik dalga fonksiyonu ¢, (r) normalize
edilir, yani

Jdr|pomI? =1 (5.9)

seklindedir.

Bu dalga fonksiyonu iki atom birbirine yakinken atomlar arasi etkilesimden
kaynaklanan korelasyonlar1 igermez. Bu etkiler elimine edilmis ve sadece kisa dalga
boylu etkileri tanimlayan etkin temas potansiyeli U,8(r —r’) dikkate almmustir.
Ortalama alan yaklasiminda, parcaciklar arasi ortalama mesafeden daha az olan uzunluk
Olceklerinde etkin olan etkilesimler agik olarak dikkate alinmaz. Etkin etkilesim bu

yiizden U, a esittir ve sistemin etkin Hamiltoniyen operatérii su sekilde yazilabilir [9]:

H=%L, % + V(ri)] + U, 2i<j 5(Ti - Tj) (5.2.3)

22



seklindedir.

Oldukga diisiik sicakliklarda zayif etkilesimli bozonlardan olusan sistemlerde
gozlenen BEC, Gross-Pitaevskii denklemi olarak bilinen lineer olmayan Schrédinger
esitliginden baska bir sey degildir.

Gross-Pitaevskii esitligi, N bozonlu sistemin yogunluk formunu i¢eren ortalama
alan denklemidir. Bu esitlik ilk defa 1961 yilinda Gross ve Pitaevskii tarafindan ayr
ayr1 bulunmustur. ¥(r) yogunlagmis sistemin dalga fonksiyonu olmak tizere Gross-

Pitaevskii esitligi asagidaki denklem tarafindan verilir [15].

2g2

2m

d
ihaw(r, t) = (— + les(r) + gly(r, t)|2>lp(r, t) (5.10)

Burada Vi, (r), atomlarin tutuldugu tuzak potansiyelini g, atomlar arasi etkilesmeleri
2
ifade eden terim (g = % "a'sa¢lllma uzunlugu) p, [dr|¥(@)|* =Np

normalizasyon kosulu ile tayin edilen kimyasal potansiyeli, Np ise toplam pargacik
sayisini gosterir [1].

Itici atom-atom etkilesimi, atom yogunlugu n(r) = | (r)|? ile orantili olan
ortalama alan potansiyeli olarak tanimlanir. Bu zayif etkilesen bolgede, ¢ok-parcacikl
dalga fonksiyonu, Es. (3.1)’deki ideal Bose gazi igin oldugu gibi, 6zdes tek-parcacikli
dalga fonksiyonlarinin ¢arpimidir. Etkilesmeyen durumun tersine, zayif etkilesen gaz,
tek-pargacik probleminin taban durumuna yogusmaz, ancak, bunun yerine (5.10)
Gross Pitaevskii denklemi araciligiyla belirlenen bir hale yogusur. Gross Pitaevskii
denklemi, yogusmalar arasindaki girisim, kollektif modlar ya da vorteksler gibi
yogusma Ozelliklerinin hem niteliksel, hem de niceliksel tanimlar1 i¢in ¢ok basarili
olmustur [11].

Gross-Pitaevskii (GP) denklemi, Gross (1961) ve Pitaevskii (1961) tarafindan
ayr1 ayrn gelistirilmistir. Bu denklem gergekte siiperakiskan sivi helyumdaki girdaplarin
Ozelliklerini tanimlamak i¢in gelistirilmistir ve Bogoliubov agilimindaki sifirinci
mertebeden terime dayanir. Gross-Pitaevskii denklemi, yogusmanin basarili sekilde
aciklanmasini saglar. Ancak bu denklem seyrek durumdaki Bose gazlar i¢in gecerlidir,

etkilesimin fazla oldugu sistemleri agiklamak i¢in uygun degildir [5].
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6. OPTIK ORGU

Bir optik orgii, birbirine dik dogrultularda gonderilen iki veya daha fazla lazer
151g81n1n girisimleriyle olusan 15181n ¢esitli yogunlukta oldugu periyodik bir yapidir.

Olusturulan dis manyetik alan etkisinde hapsedilen yogusmanin Hamilton
fonksiyonu ifadesi bu tuzak potansiyelinden etkilenir. Tuzak elde edildikten sonra
yogunlasma, iki tane karsilikli yerlestirilmis lazerle olusturulan bir boyutlu optik 6rgii
icine hapsedilir. Lazerin elektrik alan bileseni atomlarla etkilesir ve atomlar iizerinde bir
potansiyele sebep olur. Bunun sonucunda atomlar potansiyelin minimum oldugu
noktalara yerlesirler.

Bu durumun kristal orgiiler i¢indeki elektronlarla olan benzerliginden &tiirii
optik orgiideki yogunlasma atomlar ile birtakim kati1 hal fenomenleri de gézlenebilir.

Yogunlagma iizerine uygulanacak kuvvet etkisi ile yogunlagmanin uyumlu iletim
davranisi; Bloch salinimlari, Bragg sacilmasi ve yogunlasma atomlariin birbirleriyle
olan girisimlerinin gézlenmesine olanak saglar [1].

Optik orgii olarak bilinen, soguk atomlarin kristal 6rnekleri, baslangicta yitimli
sistemde kesfedildi ki bu sistem, atomun hizinda azalma saglar ve bu sayede atomun
kinetik enerjisinde bir diisiise sebep olur [10]. Doppler sogutma sistemi, duran bir dalga
diizenindeki atomik hareket lazer 1sinlarinin etkisine dayanir. Bu sistemde g¢alismak,
lazer 1ginlari tarafindan olusturulan potansiyel kuyulari dalga boyu 6l¢iisiinde atomlarin
tuzaklanmasinin da miimkiin olmasi anlamina gelir. Gayet agiktir ki duran dalga
ornekleri, periyodik yapilarda atom tuzaklamak i¢in kullanilan diisiik giiclii diyot
lazerler tarafindan saglanan birkac kesisen lazer 1sinlan tarafindan yaratilir. Ornegin,
biiyiikk Olclide yapilan deneysel arastirmalar, optik potansiyeldeki atomlarin bagil
durumlari direk olarak incelemek icin yapildi. ilk yapilan deneylerde bir-boyutlu orgii
kullanildiktan sonra, birkag arastirmada iki ve tig-boyutta Orgiiye genisletildi. Daha
sonralart da optik orgiiler, soguk atom Orneklerinin periyodikligi ayarlanarak esnek bir
materyal olarak kullanildi [10].

Boyle yapilarda atomlar1 tuzaklamak, dipol moment iceren atomlarin lazerle
etkilesmesi sayesinde (ya da elektrik alan sebebiyle atomun enerji seviyelerinde yarilma
olur ve atom bir dis potansiyel goriir) miimkiindiir. Atomu etkileyen kuvvet, w;

frekansl ve zamana bagli elektrik alan yogunlugu |E(r)|? ile tanimlanirsa [16],
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| .
F=za(o)VIEMI] (6.1)

olur ve a(wy)|{eld|g)|?/A(wy — @) atomun dinamik kutuplasabilirlik kismu,
h(wy — wy) taban durumu |g) ile uyarilmis durum |e) arasindaki enerji farki ve d alan
yoniindeki dipol operatoriidiir [16].

A dalga boyunda kars1 yonlerden gelen iki 1s1n giristiginde a = % periyotlu, bir
boyutta duran dalga olusur. iki veya ii¢ duran dalganin iist iiste gelmesiyle iki veya iic-

boyutlu optik potansiyel yaratilir. Tuzagin merkezindeki potansiyel yaklasik olarak

d

V() =V, Z sin?( kry) (6.2)

=1

ile verilir. d = 1,2,3 degerlerini alir ve boyut sayisina karsilik gelir, k = 2711 ve V,

potansiyelin siddetidir.
Yeterince derin potansiyel kuyulari i¢in, tek-atom etrafindaki potansiyel hemen

24,2
hemen harmoniktir ve frekans1 wq’dir. iwy~2Er (Vo/Er)Y?, Ex = hz_:l

(m atomik kiitle) optik 6rgii i¢in kullanilan bir enerji dlgegi olan geri tepme enerjisidir.
Yine, bu derin orgii limitinde (V,, iwy > Eg) ve diisiik sicakliklarda, atomlar her
bolgede en diisiik titresimli seviyeye yerlesir ve enerji g kuasi-momentum fonksiyonu
olarak [16]

d
e(q) = —2]2 cos(q;a) + d(thO) (6.3)
i=1

siki-bag yaklasimi formunda verilir. Burada tek-parcacitk Hamiltonyen matris
elemaniyla verilen, J > 0 en yakin komsu atomlar arasindaki tiinelleme genligidir (ya da

tiinelleme sebebiyle kinetik enerjideki artig) ve

25



—h?V?
J= fwz;(r)l > + V(r)l wo(r + a)dr (6.4)

ile verilir [16]. w,(r — R) Wannier fonksiyonudur. Ortonormal Wannier fonksiyonlari
periyodik potansiyelin 6zfonksiyonlariyla iliskilidir, yani ¥, ,(r) Bloch dalga
fonksiyonlaridir [16].

Yoq(r) = Z wp(r — R)etdR (6.5)

Zayif etkilesimli durumlarda, komsu orgii noktalar1 arasindaki tiinelleme, iki
atom arasindaki etkilesim enerjisine gore daha biiyliik oldugunda periyodik oOrgii
potansiyeline tuzaklanmig BEC, Gross-Pitaevskii denklemi araciligiyla belirlenebilen
makroskobik bir dalga fonksiyonuyla tanimlanir. Eger kimyasal potansiyel tuzak
derinligiyle karsilastirildiginda, kiiclik olursa sistemi tanimlamak icin siki-bag
yaklasiklig1 kullanilabilir. Siki-bag yaklasikliginda, j orgii noktasindaki atomlar, ¢;(x)
yerellesmis makroskobik bir dalga fonksiyonu tarafindan tanimlanabilir [11].

Her yonde lokalize olmus tig-boyutlu basit bir kiibik orgii, en diisiik seviyedeki

Bloch bantlarinin ig-boyutlu Wannier fonksiyonlar olarak tanimlanabilir [11]:
fl’j(x) = wy(x — xi)wy(y —yw,(z — z) (6.6)

Burada {x;, y;, z;} i. orgli noktalarindaki konumlar1 gosterir.
Bu dalga fonksiyonlarini kullanarak tiim sistemi tanimlayan bir makroskobik
dalga fonksiyonu belirlenebilir. Bu dalga fonksiyonu her j o6rgii noktasinda lokalize

olmus dalga fonksiyonlarinin toplamidir [11].

W) = ) 000 67
J
;= \[m.e'% (6.8)
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6.1. Korunumlu Potansiyel

Birbirine zit yayilan iki lazer demetinin oldugu bir 1D 6rgii konfigiirasyonu igin,
lazerin elektrik alaniyla atomik dipol arasindaki etkilesim sebebiyle olusan ac-Stark

kaymast,

U(x) = Uy sin?(mx/d) (6.9)

formunda bir potansiyel ile sonuglanir [10]. Burada U, potansiyelin derinligi, d ise
orgii sabitidir.

k; dalga vektoriine sahip, birbirine zit yonde ilerleyen iki lazer demetinin oldugu
bir 6rgii konfigiirasyonunda, geri tepme momentumu p,, = hk;, = MV, ile verilir. Bir
ac1-geometrisi olayinda, birimleri d 6rgii uzayma ve k; dalga vektoriiniin projeksiyonu
k =mn/d’yi oOrgli yonline dayandirmak daha sezgiseldir.  Ancak, periyodik dis

potansiyel dogal olarak bir kati hal fizigi yaklasimina gétiiriir. Boylece,

pp =— = Muvg (6.10)

seklindeki, tam olarak ilk Brillouin bolgesine ya da alternatif olarak atomlarla iki lazer
demeti arasindaki orgli yoniinde net momentum degis tokusuna karsilik gelen Bloch
momentumunu tanimlayabilir. O referans ¢ercevesinde, enerji birimi i¢in uygun olan bir
secim Ep = h?(2m)?/Md? seklinde tammlanan Bloch enerjisidir. Bu birimler, d ile ©
arasindaki baglanti i¢in denklem (2.1)’den faydalanarak, agi-geometrisi durumu i¢in de
kullanilabilir.

Iki demet arasinda bir § frekans farki ileri siirerek, Es. (6.9) deki 6rgii potansiyeli

g0z Oniine alinarak,

vy = d (6.11)

seklinde verilen bir v, hizi ile hareket ettirilebilir ya da
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a=a2 (6.12)

ile verilen a ivmesi ile hizlandirilabilir [10].

6.2. Ultrasoguk Atomlar

Optik orgiiler lizerine yapilan ilk deneyler, kuyulara hapsedilen atomlarin yerel
ozelliklerini hedefliyordu. Her kuyunun merkezindeki potansiyele harmonik yaklagim

yaparak, tek-boyutlu bir 6rgii i¢in harmonik tuzaklama frekansi

E,, /U
Wnar = 2 |2 (6.13)
gt

olarak hesaplanir [10].

Tipik bir optik 6rgii deneyinde, atomlar ilk olarak bir magneto-optik tuzakta
(MOT) yakalanirlar ve lazerle sogutulurlar. Optik molases kullanilarak (esasen MOT’ un
manyetik alanin1 kapatarak ve tuzak demetlerinin ayar bozmasini artirarak) yapilan ileri
sogutmalarin ardindan o©rgii lazer demetleri acilir. Atomlarin Orgiiniin potansiyel
kuyularinda lokalize oldugunu goériiliir. Bu, 6rgii demetinden bir foton sogururken bir
baskasini (bir baska fotonu) yayimlayan (ya da tam tersi), ve bu arada titresimsel
kuantum sayisini birim kadar degistiren bir atoma karsilik gelir [10].

Orgii kuyularmdaki atomlarm hareketini inceleyen diger deneyler, kuyu derinligi
aniden degistirildiginde atomik dalga paketlerinin salinimlarin1 gézlemeyi ve oOrgiiniin
boslukta ani bir sekilde kaydirilmasiyla olusan uyumlu dalga paketi salinimlarinin

¢okmesini ve canlanmasini igerir [10].
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7. PERIYODIK POTANSIYELDE BiR ELEKTRONUN DALGA DENKLEMIi

Orgii sabiti a olan dogrusal bir drgiide potansiyeli U(x) ile gdsterilsin. Bu
potansiyelin orgii oteleme islemi altinda degismez oldugunu bilinmektedir: U(x) =

U(x + a). Kristal orgiistiniin 6teleme islemi altinda degismez olan her fonksiyon, ters

orgli vektorleri G cinsinden Fourier serisi olarak acilabilir:
U(x) = Z Uge'* (7.1)
G

G degeri arttikga, bilinen kristaller i¢in U; katsayilarinin biyiikliigi azalir [16].

Potansiyel enerjinin reel bir fonksiyon olmasini istendiginde,

U(x) = Z Ug(e'* + e~16%) =2 Z U cos(Gx) (7.2)

G>0 G>0

yazilabilir. Kristalin x = 0 etrafinda simetrik oldugunu kabul edilirse U, = 0 olur.
Kristalde bir elektronun dalga denklemi Hy=E\s olarak yazilirsa H hamiltonyen
operatorli, E enerji 6zdegeri ve Y Ozfonksiyon veya yoOriinge adimi alir. Dalga

denkleminin acik ifadesi,

2 2
(;—m + U(X)) P(x) = (;-m + ZG: Uceiax> P(x) =E Y(x) (7.3)
olur. Denklem (7.3) yazilirken tek-elektron yaklasikligi kullanilmigtir, yani {i(x)
yorilingesi, iyon merkezleri potansiyeli ile diger iletkenlik elektronlarinin olusturdugu
ortalama potansiyelin toplaminda hareket eden bir elektronun hareketini
belirlemektedir.

Y(x) dalga fonksiyonu bir Fourier serisi olarak, sinir kosullarii saglayan tiim

reel k dalga sayilari iizerinden bir toplam seklinde yazilabilir [17]:

V(x) = Z C(k)eik= (7.4)
k
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L uzunlukta bir Orgiiniin periyodik smir kosullarini saglayan k’nin aldig
degerler 2nm/L seklinde olur. Burada n pozitif veya negatif bir tamsayidir. P(x)
fonksiyonunun a o6telemesine gore periyodik oldugunu varsayilmiyor ve bu, genelde
dogru degildir. y(x)’in 6teleme 6zellikleri, Bloch teoremi ile belirlenmistir. Bir Bloch
fonksiyonunun Fourier agiliminda 2nm/L kiimesindeki tiim dalga sayilar1 toplamaya
girmez. Belirli bir k dalga sayis1 { i¢inde yer aliyorsa, bu y’nin Fourier agilimindaki
diger tiim dalga sayilar1 k + G seklinde olacaklardir [17].

Bir k bilesenini i¢eren dalga fonksiyonunu 1, ile veya ¢, ; ile gostermek ayni
seydir, ¢linkii Fourier serisine k giriyorsa (k + G) de girebilir.

Bloch fonksiyonuna indis olan k dalga sayisi, birinci Brillouin bdlgesinde
secilir. Buradaki elektron problemi X-isin1 kirmimina benzer, ¢iinkii elektromanyetik
alan sadece iyonlar lizerinde degil kristal icinde her yerde bulunur. Kinetik enerji terimi,

Es.(7.4)’ten yararlanarak

2 1 d\* h? d? h? .
f—mq;(x):—(—ih—) W(x) = = — llJ(X)=%Zk26(k)e”<x (7.5)

2m dx 2m dx?

yazilabilir ve potansiyel enerji terimi de

(Z UGeti) W(x) = Z z Ugei® C(k)elk (7.6)
G G k

olarak yazilirsa dalga denklemi

B2 | | | |
%2 k2 C(k)e + z z UgeiS% C (ke = Ez C(k) e (7.7)
k G k k

olur. Her Fourier bileseninin katsayis1 denklemin iki tarafinda da ayni olmalidir. Buna

gore
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(e — E)C(K) + z UgClk—G) =0 (7.8)
G

bagintisi elde edilir [17]. A katsayisi

h%k?
Ak =

- (7.9)

olur. Es.(7.8) periyodik bir orgiide dalga denklemine esdegerdir, ancak alisilmis
diferansiyel denklem yerine bir dogrusal denklem sistemi ge¢mistir. Bu denklem sistemi
daha karmasik ve goze hos gorlinmeyen bir yapidadir, ¢iinkii ilke olarak sonsuz sayida
C(k — G) katsayilarin1 bulmak gerekecektir. Pratikte ise ilk birka¢ katsayiyr bulmak
yeterli olur [17].
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8. BLOCH FONKSiYONLARI

Periyodik bir potansiyelde Schrodinger denklemi ¢oziimlerinin alacagi ozel

sekil, F. Bloch tarafindan ispat edilen énemli bir teoremdir [17] :

V() = U (Pe T 8.1)

Burada U, (7*) kristal drgiiniin periyoduna sahip bir fonksiyondur :

U, (#) = U (7 + 7) Denklem (8.1)’deki sonug Bloch teoremi olarak sdyle ifade edilir:

Periyodik bir potansiyelde dalga denkleminin 6zfonksiyonlari, e ik diizlem dalgasi
ile kristal orgiiniin periyoduna sahip bir U, (7) fonksiyonunun gcarpimi seklinde
yazilabilirler.

Denklem (8.1) yapisindaki tek-elektron yapisina Bloch fonksiyonu denir ve
ilerleyen dalgalarin toplami olarak yazilabilirler. Bloch fonksiyonlari, iyon
merkezlerinin olusturdugu potansiyel alaninda serbestge dolasan elektronlar1 temsil

etmek tizere, yerellesmis dalga paketleri seklinde ifade edilebilirler [17].

8.1. Bloch Titresimi

Bloch titresimi 1928 yilinda Bloch tarafindan ¢alisilmis katihal fizigi alaninda
yapilan iyi bir ¢aligma olarak tanimlanmustir [15]. Bloch, kristaldeki ve kendisine etki
eden statik elektrik alandaki pargacigin (elektron) uzaydaki dagilimini tanimlamistir. Bu
olay kristallerde asla gozlenmemistir. Gevseme islemlerinden (agdaki yayilim
bozukluklari, fononlar, vb) dolay1 elektronlar bir bloch dongiisiinii tamamlamadan 6nce
sistemin yogunlugu ortadan kalkar. Boylece bu, Bloch periyodundaki diger sistemleri
arastirmak i¢in biiyiikk bir ilgi alan1 olmustur. Periyodik agda madde dalgalari
fonksiyonu salinimina benzer Bloch yayiliminin ortaya ¢iktigt BEC bu sistemlerden
biridir ve bu bize ulasilmayan diger sistemlere ulasma imkani verir. Periyodik
potansiyel parametreleri ve onun yogunlasmasi hakkinda deneysel kontrol olasilig
saglar [15].
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9. WANNIER FONKSiYONLARI

Bloch durumlari, verilen bir g kuazi-momentumu ve n enerji bandi igin
Schrodinger denkleminin enerji 6zdurumlarinin lokalize olmamasidir. Bunun tam
aksine, Wannier fonksiyonlari, her 6rgii noktasina maximum sekilde lokalize olan bir
grup normalize ve ortogonal dalga fonksiyonundan olusur. Optik 6rgii potansiyelinin n.

enerji bandina yerlesen bir parcacik i¢in Wannier fonksiyonu,

iqx;
wy(x = x;) = N71/? Z e o (x) (9.1)
q

ile verilir [11]. Burada x; i. 6rgii noktasi konumu ve N ise normalizasyon sabitidir.
Eger bir pargacik Wannier fonksiyonuna uygun durumdaysa i. 6rgii noktasina
yerellesmis olur.
Tiinelleme matris elemanm1 J, i. ve j. komsu Orgli noktalarinin Wannier

fonksiyonuyla hesaplanabilir [11].

2 2

] = w,(x — x;) <_h_6_ + V(x)) wn(x = x;) (9.2)

2m 0x?

Parcaciklar arasi etkilesim hesaba katildiginda Wannier tanimlamasi bilhassa 6nem
kazanir. Orgii noktalarindaki pargaciklarin yerel etkilesimleri en iyi yerellesmis
Wannier fonksiyonlariyla tanimlanir [11].

Orgii Hamiltonyeninde

_ vz
Her(r) = =5+ V(1) (9.3)

Olup, orgii potansiyeli V(r+a;) =V(r), {a;:i=12,..NL} orgi Tizerinde

periyodiktir ve her a; 6rgii noktasinin etrafindaki ¢ift-kuyu yapilari severler.
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Alan operatorii Wannier fonksiyonlari tizerinden genisletilebilir [18]:
Y(r) = Z Cpjoon;(r — a)) (9.4)
nj

Burada n band endeksidir ve j 6rgii bolgelerini numaralandirir. Burada [18]

Burada
Ef" = J. w}‘n(r — aj)HL(r)wn(r — a;j)dr (9.5)
El?}:ln = 6mnEirjl' (9.6)
ve
En = [ 0r(DHL (D) w, () dr (9.7)
= j wp (r — a;)H (N o, (r)dr (9.8)

Bir izole orgiiniin bolgeleraras1 sicramanin kiiclik oldugu anlamina geldigini

akilda tutarak, yani,

Jij

ADE G #)) (9.9)

olmalidir. Her orgii bolgesinin sadece bir atom igerdigini varsayarak, tek-kutupluluk

sartlar1 uygulanir [18] :

Y Chicnj =1, Cpjcnj =0 (9.10)
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10. BOSE YOGUSMALI ATOMLAR

Yogusmada komsu kuyular arasindaki tiinellenme, makroskobik dalga
fonksiyonunun genel ozelliklerini belirleyen, optik Orgii potansiyelini degistirerek
kontrol edilir. Boylece, olusan 1D 6rgiideki yogusma, yogusmanin dalga fonksiyonunun
stiperakiskan Ozellikleriyle olan baglantis1 daha sonra kesfedilen bir dizi tiinelleme
kavsagi olarak tanimlanir [10]. Optik orgiilere yiiklenen BEClerin uyumlu ivmelenmesi,
orgii derinliginin kiigiik oldugu degerler igin gbzlenen Bloch salinimlariyla da
gosterilmistir. Bu yapay kati hal sistemi tizerinde yiiksek diizeydeki uyum kontrolii ile
BEC’in optik 6rgiiniin taban durumuna yiiklenmesi gosterilmistir [10].

Birgok deney, yogusmanin standart tekniklerde iiretimine ve ardindan optik
orgiiye adyabatik yiikleme yapilmasina dayaniyordu. Optik 6rgii devreye sokuldugunda
manyetik tuzak cogunlukla devreden ¢ikariliyordu. Ancak, yogusmayla 6rgii arasindaki
etkilesim manyetik tuzak iginde gerceklestiginde ve ardindan her ikisi de ucus
miiddetinin goriintiilenebilmesi icin devreden ¢ikarildiginda daha biiylik bir yogusma
yogunlugu fark edildi [10].

Eger, optik Orgli yapisina yiiklenen atomlarin momentum yayilimi, Orgi
momentumu pg’ye kiyasla kiiciikse, 1s1l de Broglie dalga uzunluklari, 6rgii boslugud’ye
gore bliyiik olacak ve bu nedenle bircok orgii bolgesine uzanacaktir. Bdylece, bir
periyodik yapidaki uyumlu olarak yoresizlesmis dalga paketleri cinsinden yapilan tanim
uygundur ve bizi dogrudan ilk olarak yogun madde fiziginde gelistirilen Bloch
formalizmine gotiiriir. Siki baglama limitinde
(Uo > Eg), bireysel orgii bolgelerinde yerellesmis olan dalga paketleri (Wannier
halleri) ile yakinlastirilabilir. Bu tanim yogusmanin, daha once adyabatik olarak
yiiklendigi optik orgiiden serbest birakildigi deneylerdeki Bloch hadisesinden daha
anlagilirdir [10].
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11. DINAMIK YERELLESME

Asagidaki gibi tanimlanan bir-boyutlu siki bag yaklasiklig1 sistemi Bloch bant
dizilisi i¢in en basit modeldir [19].

Hy = —]Z( 1L+ 1+ DA+ 1)) (11.1)
l

Burada |l), l.6rgli noktasina yerlesmis Wannier durumunu ifade eder ve / komsu
atomlara hoplama matris elemanidir. Enerji 6zdurumlar1 k dalga sayisiyla gosterilen
Bloch dalgalaridir:

lpi) = le) s (11.2)
l

a orgii periyodudur. Uygun enerji dagilim iliskisi [19];
E(k) = —2] cos(ka) (11.3)

burada />0 oldugunu varsayilir, boylece pargaciklar minimum noktalar olan
k=0, %n’ya yerlesirler.

Sisteme homojen olan ve zamana bagh bir dis F(t) kuvveti etki ettigi durumu

diistiniiliirse, bu durumda toplam Hamiltonian

H(t) = H, + H,(t) (11.4)

H(©) = —F(©®) ) Ibal| (11.5)
l

olur [18]. Bu dalga fonksiyonunun dogrulugunu kanitlamak kolaydir ki bunlar, yari-
klasik yaklasimda tanimlanan zamana bagli g, (t) fonksiyonlariyla olusturulan zamana

bagli Schrodinger denkleminin ¢oziimleridir [19].
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i t
$e(0) = exp (— 1 [ dr E@@) Y I expila(0)a) (11.6)
0 1

hg, = F(t) (11.7)

t = 0 oldugu durumda g, (t), k’ya esit olur ve boylece

qe(t) =k + ﬁfo dt F(7) (11.8)

Es. (11.6)’daki dalga fonksiyonlari; “hizlandirilmis Bloch dalgalari” ya da
Houston durumlari olarak bilinir ve periyodik bir o6rgii potansiyelinde, degisken
olmayan bir elektrik alana maruz kalan kristal elektronlarmin durumu Housten
tarafindan distintilmustiir [19].

Genligi F; olan ve o agisal frekansh tek renkli 1siktan kaynaklanan kuvvetin

durumunda F (t) asagidaki gibidir [19];

F(t) = F,(t) cos(wt) (11.9)
qx (t) ise,
Fo
qi(t) = k + —=sin(wt) (11.10)

Bir-boyutlu optik o6rgii, dalga sayisit k olan iki lazer 1smninin karsit yonlerden
birbirlerine dogru gonderilerek girisimleri sonucu olusturulur. Bu durum Stark olay
etkisi sonucunda olusur. Stark olay1r sonucu atomlar elektrik alan goriir ve bir kosiniis

potansiyeline doniisiir [19].

Vo
Vir(x) = ?cos(ka) (11.11)

37



Vy, lazer yogunluguyla orantili kuyu derinligidir. Karakteristik enerji skalasi tek
fotonun enerjisi olarak verilen geri tepme enerjisidir [19]. Optik potansiyel ¢ogunlukla

geri tepme enerjisiyle verilir.

h?m?

Burada a = % potansiyel periyodu ve M atomik kiitledir [20].

T sicaklifinda bir atom grubu alirsak, kgT kabaca Eg,.’ye esit olur. kg

Boltzmann sabitidir. Bu atomlarin de Broglie dalga boyu;

2 A

h
A == K =
B DaMkT Vm2

(11.13)

ile verilir [18] ve a = % oOrgii sabitinden biiyliktlir. Kuantum mekaniksel orgii etkilerini

gormek icin, pargaciklar periyodik yapi gibi goriinmelidir ve bu nedenle A;z en
azindan birkag¢ Orgii sabitini kaplamalidir. Bu demek oluyor ki bu soguk durum yeteri

kadar soguk degildir: yani (kgT < Eyec), [19].
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12. OPTIiK ORGUDE BANT YAPISI

Bant yapisi teorisi sonsuz bir potansiyel varsayarak tiiretilmistir. Atomik dalga
fonksiyonu yiiz 6rgii bolgesinden fazlasini kapsar ve sistem sonsuz olarak diisiiniilebilir.
Yogusmanin momentumu c¢ok kiiciiktiir, boylece yogusma yiizey dalgasi olarak
almabilir. Ayrica, atom-atom etkilesimleri de ihmal edilebilirdir.

Orgiiniin periyodikligi, atom-6rgii sisteminin enerji spektrumunun bant yapisina
sebep olur. Sistemin &z-enerjileri E, ; ve 6z-durumlar |n,q) (Bloch durumlarr) kuazi-
momentum q ve bant dizini n ile ifade edilir [21].

Optik orgli, hiz1 ve derinligi kolayca degistirilebildigi icin kati hal fizigi
arastirmalarinda avantaj saglar. Dis bir kuvvetin yoklugunda (ya da orgiliniin bir ivmesi
varsa), orgii periyodikligi sabit kaldig1 siirece (kuyu derinligi degistirilse bile) kuazi-
momentum korunur [21].

Periyodik bir tuzak potansiyelindeki ultrasoguk atomlar yogusan madde fizigiyle
benzer olan ilging bir sistem olusturur. Bu tiir periyodik potansiyeller, zit yonden
birbirine dogru gelen iki lazer 1sininin tst {iste binmesi seklinde gelisirilir. A/2 periyotlu
duran bir optik dalga, her birinin dalga boyu A olan iki lazer 1s1m1 arasindaki girisim

sayesinde olusur [11].

12.1. Bloch Bantlan

Bir V(x) periyodik potansiyelindeki pargacigin karakteristik hareketi, bant

yapisin1 Schrodinger denklemiyle soyle tanimlanir:

Hpq(x) = Eqq(x) (12.1)
1
H= %pz + V(x) (12.2)

Bu denklemin ¢dziimii, Bloch dalga fonksiyonu olarak adlandirilir ve e**/%  diizlem
dalgas: olarak yazlabilir ve U,(x)  fonksiyonu periyodik potansiyelle ayni
periyodiklige sahiptir [11].
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9q(x) = e, (x) (12.3)

Farkli potansiyel derinliklerindeki bir boyuttaki siniisoidal 6rgii i¢in bant yapilari
gosterir ki, orgili derinligini yok saydigimizda, bant araligi da olusmaz ve bantlar, birinci
Brillion bolgesine indirgenen serbest pargacik enerji-momentum paraboliine esit oldugu
goriiliir [11]. Orgii derinligi arttirldiginda, bant araliklar1 genislemeye baslar ve enerji
bant genisligi eksponansiyel olarak kiigiiliir.

Tiinelleme matris elemant J, dogrusal olarak en diisikk enerji bandinin

genigligiyle ilgilidir [11].

- max(5;”) ; min(E,”) (12.4)
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13. HARMONIK+OPTIK ORGU

1995 yilinda alkali atomlarin BEC’in kesfi, ultrasoguk atom sistemleri iizerine
olan ¢alismalara olan dikkati arttird1. Ozellikle, lazer 1sinlariyla olusturulmus optik orgii
son zamanlarda, soguk atomlarin dinamigine ve optik orgiiye yiiklenmis BEC’e olan
ilgiyi biiyiik olgiide arttirdi [1]. Bu gibi sistemlerde, pargaciklarin etkilesmedigi
durumda sistem katidaki tek elektronun davranmisina benzer sekilde Bloch salimimi ile
hareket eder. Periyodik potansiyeldeki dalga paketlerinin Bloch salinimi kanitlanmistir
[17].

Tanimlama, 6rgii noktalarna yerellesmis Wannier fonksiyonlarinin terimlerini
iceren parcalamayla sadelestirilebilir. Wannier fonksiyonlari, bir faz faktoriiyle
tanimlanir Ki, bu faz faktorii her zaman gercek ve iyi yerellesmis Wannier fonksiyonlari
elde etmek igin secilir. Ortalama alan dinamigi, dogrusal olmayan Schrodinger
denklemiyle tanimlanir. Bu denklem etkilesmenin olmadigi limitte gayet agik olur ve
tek-pargacik Schrodinger denklemine indirgenir.

Periyodik optik oOrgii potansiyelinde ve parabolik bir tuzaktaki ultrasoguk
atomlarin deneysel caligmalar1 1518inda, etkilesen bozonlarin fiziginde ¢alisma alani
olarak yeni olanaklar ortaya ¢ikmistir. Periyodik ve parabolik potansiyelin ikisinin ayni
anda varliginda bu potansiyellerden sadece birinin oldugu durumla karsilastirildiginda
tuzak atomlarin dinamigini biiyiik 6l¢iide degistirir.

Bu tezde, bu tip potansiyellerde hem ideal hem de etkilesen sistemler incelendi.
Siki-bag yaklasikliginda tek pargacik probleminin tamamen c¢oziilebilir oldugu
gosterildi. Enerji spektrumu ve 0Oz-fonksiyonlar1 tanimlamak i¢in analitik ¢6zliim
kullanildi. Coztim, keyfi bir zamana baglh F(t) fonksiyonu igin Es.(14.8)’in tam
¢Oziimiine dayanmaktadir. Bu denklemin ¢oziimiine 14. boliimde deginilecektir. Bu tez,
orgliideki notr bir parcaci@in hareketini ele almaktadir. Optik orgii i¢ine yiiklenmis
BEC’in dinamik karsilig: ile ilgilenilmistir. Periyodik olarak doniigiim uygulanan optik
orgiide BEC sisteminin dinamik kararlilig1 gortiilmiistir.

Orgii hareketi, iki lazer 1sinmin arasinda frekans degisikligi yaparak miimkiin
olabilir. Bu frekans degisimine Berry fazi denir. Yani, Berry fazi1 demek optik 6rgiiniin
ivmelendirilmesi anlamina gelmektedir. Berry fazi fikri, fizigin farkli dallarinda biiyiik
ilgi gormugtir.  Kati hal fiziginde, zamana bagl elektrik alan ve periyodik

potansiyeldeki bir elektronun hareketi problemi Berry fazina 6rnek olarak gosterilebilir.
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Orgiiniin  salinnmindan dolayr yogusmus atomlar iizerinde ilaveten kuvvet
hissedilecektir. Burada, periyodik olarak titresen bir optik orgiide konumlanmis notr
atomlar i¢in Berry fazinin bir formiilii tiiretilecektir. Coziimleme, ayrik orgiide tam
hesaplamalara dayanmaktadir. Sonuclar, alisilmisin disindadir ve hareket eden
pargacigin dinamik yerellesmesini icermektedir.

Bu boliimde, F(t)’nin asagidaki gibi 6zel bir deger icin ¢oziimii yapilmaya

calisild1.
Fych
F(t) = Fysin(ct) k' =k + m (1 — cos(ct)) (13.1)
Bundan dolayz,
i 1 h2C2 qzl 12 _2
zk = \r;n eTive” 20 sinet( a0 i, ) (13.2)
mwi'n
Burada
t A e2e+nby g (2 R t 13.3
¢()—16thmc mtp (qﬂz—hzcz) 20smc( cos ct) (13.3)
ve p degeri
(aZFOZhZCZ)
20 Q
p= pr Ty [(1 — cosct) — h?sin%ct] — [CIT a’FZc3h(1 — cos ct)?] (13.4)

ile belirlidir. Denklemden de goriilebilecegi gibi momentum periyodik olarak
degismektedir. Degisimin denge noktasi harmonik potansiyelin minimum oldugu

noktadir.
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14. ORTALAMA ALAN DINAMIGi

Ortalama alan bolgesinde BEC bir-boyutta V,sin? (%) optik Orgii potansiyelinde

¢@(x,t) kompleks parametresi ile tanimlanir.

Optik orglideki bir atomun harmonik potansiyel igerdigi ve optik orgiiniin iki
lazer 1s1n1nin arasinda kalan bir frekansta titrestigi diisiiniilsiin. Eger faz farki periyodik
olarak degistirilirse optik orgiideki kuyular periyodik olarak 6ne ve arkaya salinacaktir.
Atomlarin enine hareketlerinin olmadigi diisliniiliirse zamana bagli Schrodinger

denklemi asagidaki gibi verilir:

2

mw
=X (14.1)

ihﬁ = ————+ V,sin? (g (x — xo(t))> U+

Burada o tuzak frekansi, V, lazer i1smlarmin yogunluguyla belirlenen optik orgii
derinligi, x,(t) zamana bagli periyodik faz, a = A/2 orgii sabiti ve A lazer 1sinlarinin
dalga boyudur.

Koordinat sisteminde hareketli gergeveden duran gergeveye doniisim (14.1)

denkleminin ¢oziimiiyle tanimlanir:
X = x—xo(t) (14.2)
Koordinat doniisiimleri altinda tiirev operatdrti,

0 90 ;9 143
_%_— —
ot 9t O%x (14.3)

Dalga fonksiyonu,

P = e mRHW g1 (14.4)

burada
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W=—xZ- X3 (14.5)

(14.1) denkleminde yerine yazdigimizda,

9 h? %o T 2
lha— _EW-I_VOSIH (Ex) (I)+

mow
2

x2$p — F(Oxd (14.6)

elde edilir. Burada F(t) = mx, + mw?x, zamana bagh kuvvettir. Hareketli ¢ergevede
periyodik potansiyel sabittir. Fakat titresen optik 6rgii nedeniyle yapay bir elektrik alan
hissedilir.

F(t) = 0 6zel durumunu disiinelim. Bu durum daha 6nce Ana Maria Rey ve
arkadaslar tarafindan calisilmistir [22]. Siki-bag yaklasikligini kullanarak parabolik
potansiyeldeki optik rgiiye tuzaklanmis etkilesen ve etkilesmeyen bir boyuttaki gazin
hareketi ve spektrumunu ¢alismislardir.

Eger orgii yeterince derinse, yogusmanin her 6rgii noktasi i¢in ¢p(t) kompleks
sayist ile temsil edilen siki-bag yaklasikligr kullanilabilir. Atomlar her 6rgii kuyusunda
en derin noktaya yerlesirse ve pertiirbasyon iceren dinamikler bant arasi gecislere

genellestirilemezse, ¢(x) dalga fonsiyonu Wannier fonksiyonlariyla genisletilebilir [22]:

b(x 1) = Z Z (Do(x — ja) (14.7)
j

wo(x —ja), j orgii noktasina yerlesmis Wannier fonksiyonunun birinci bandidir ve
Y Z; (1) optik potansiyelin j. kuyusuna yerlesmis atomlarin kompleks genligidir. (14.7)

denklemini (14.6) denkleminde yerine yazarsak, genligi Z; olan bir denklem elde edilir.

ihZ; = =J(Zs1 + Zi-1) + Q°Z; — F(Djaz, (14.8)

Burada, potansiyel enerji Q =%ma2c02, ] = J wy(x)Hywo(x — a) dx ise en yakin

komsu noktalar1 arasinda tiinelleme matris elemanidir ve

h? 02 L, TIX
HO = _ﬂﬁ-l_ VO Sin (z) (149)
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temel durum Hamilton operatoriidiir. Fourier gecisini kullanmak BEC dinamigini

anlamak i¢in kolaylik saglar.

75() = Z e 197, (1) (14.10)

j

Burada k, (-=<k<2) kuazi-momentumdur. Z* periyodik ve devam eden

fonksiyonun Fourier bilesenleridir. Ozdeger problemi, Z; genlikleri ile tanimlanan

Fourier bilegenleri ile analitik olarak ¢oziilebilir. (15.8) denklemini k uzayinda yazilirsa

9%zk 9zk
—iaF — (14.11)

BTk K _
ihZ® = (=2Jcos k)Z Q e K

bulunur. Bu denklemi ¢6zmek i¢in, agsagidaki doniisiimiin tanimlanmas1 gerekir.

aF  a

ZX(t) = ol (-5 det)]U(k, £) (14.12)

(14.11) denkleminde (14.12) yerine yazilirsa

o= —oZY_(AE o esk) U 14.13
ihU = e ) Jcos (14.13)

denklemi elde edilir. F = 0 iken, ¢6ziim Mathieu fonksiyonlari ile verilir [22]. Asagida
bu denklemin ¢6zliimii yapilmistir. Bu denklem, zamana bagli dogrusal potansiyel i¢in
Schrodinger benzeri bir denklemidir.
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15. SONUC

Bu tez, zamana bagli bir boyutlu optik Orgliniin kuantum dinamiklerinin
¢Ozlimiinii igerir. Bu tezde titresen bir optik orgiideki BEC’in dinamik yerellesmesi
ifade edilmistir. Atomik hareketi tanimlayan dinamik denklem analitik olarak
¢Oziilmiistiir.

Optik orgiideki soguk atomlarin zamana bagli kuvvet igeren BEC’in dinamigi
calisilmistir. Cikis noktasi, atomlarin baslangigtaki bulundugu noktalarin olasiliklarini
elde etmektir. Hareket eden optik orgiideki soguk atomlarin BEC’inin dinamigi analiz
edildi. Bloch salinimlarinin faz1 yoniinde, hareketli alanin fazi ayarlanarak dalga paketi
evriminin kolayca anlasilabilecegi goriildi.

Zaman terimi eklenmis titresen optik oOrgiilerde atomik dalga paketi dinamigi
icin analittk bir yaklasim gelistirildi. Elde edilen sonu¢ atomik hareketin
tanimlanmasina imkan vermektedir.

Oz-durumlar1 kismen karakterize etmek icin bu tip fonksiyonlarin asimptotik
acilimlarini kullanildi. Orgii tarafindan tanimlanan harmonik salmici spektrumu igin
diizeltme hesabi yapildi.

Tek-parcacik problemlerinde ¢6ziim, g = 4J/Q parametresiyle belirlenir. Bu
parametrede J en yakin komsu bolgeler arasinda hoplama enerjisi ile Q merkez
bolgesinden en yakin komsu bolgesine hareket eden parcacigin enerji degeri orantilidir.
Sistemin 6zdegerleri ve 6z-durumlar1 g’ nun kompleks fonksiyonlaridir. Bir¢ok deneyler
q > 1 oldugu durumlar i¢in gelistirilmistir. Bu yaklagimda ortalama hoplama enerjisi J,
Q’dan daha biiyiiktiir [22].

Burada tiinellemenin baskin oldugu q > 1 bolge (14.13) denkleminde ¢oziildii.
Diisiik enerji limitinde 2 cos k =~ 2 — k? yaklasiklig1 kullamldi. Boylece,

ho = U _ (2B 9 o)y 15.1
hU =055~ | 2kt 7 ¢ ) (15.1)

bulunur. Bu durumda, potansiyel zamana bagli harmonik dogrusal bir potansiyel olur.

Bu denklem, harmonik salinici probleminin ¢oziimiine dayandirilarak yapilabilir.
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. iEt
Uk, t) = e * SO R (k") (15.2)

20
k’=k+?fsdt (15.3)
. aF Q, q@ 2
p:? Sdt+ES +h—3(f5dt) (154)
ve burada s(t),
. aF qQ?
S:—ﬁ—?S (155)

esitligini saglar. O zaman

’¢ qQ 2

olur. Oz-durumlar, harmonik salmici 6z-durumlaridir ve Hermite polinomlariyla

tanimlanabilir. Soyle ki,

q —ﬂk'2 r
\/EZ”n'e 8" H,(q, k') (15.7)

(k') =

seklindedir. g’ nun biiyiik oldugu limitte, periyodik harmonik potansiyel enerjisine bagli
6zdurumlar iki farkli béliimiine sahiptir. Oz-durumlar, n kuantum sayisina bagl bir
sekilde diisiik ve yiiksek enerji olarak siniflandirilabilirler.

Ozellikle, diisiik enerji limiti tuzak merkezi etrafinda yaygindir, yiiksek enerji
limiti ise potansiyelin oldugu bolgelere yerlesmistir. Yayginlasmis ve yerlesmis
durumlarin varhigi teorik olarak calisilmis ve deneysel olarak test edilmistir [22].

Geri doniisim yaptigimizda ZX(t)’yi elde edebiliriz. Z;

; 1¢in  Fourier

doniistimlerini kullanmak yerine, grafikle ifade etmek daha anlagilirdir.
q < 1 oldugu bolgede ortalama hoplama enerjisi J, Q’dan daha kiigiiktiir.
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Co q q°
Z; =—=08j0+—=C16;1 + ;8 _1 + ——=0C55;
] /—8 J,0 4 /—8 1Y%j,1 2Yj,—-1 32\/2 3Yj,2
+C46j'_2 - 656]"0 (158)

Burada C; sabitleri zamana bagli parametrelerdir (i = 0,1,2,3,4,5). (14.8) denkleminde
F = 0olursa C; = 1 olur.

Bu denklemlerin niimerik olarak ¢oziilebilecegi gosterildi. (15.8) denklemi
pozitif ve negatif yonde ilk 2 6rgii noktasinda (-2, -1, 0, 1, 2) par¢aciklarin bulunma
olasiliginin  zamanla nasil degistiginin  goriilmesini  saglar. Hamiltonyenin

parametrelerine bagli olarak sistemin nasil degisecegi bu denklemden anlasilabilir.
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