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ÖZET

Bu tezde, 3- boyutluR3 gerçel uzayında bazı yarı-düzgün ve düzgün olmayan konveks
çokyüzlüler ൴le ൴lg൴l൴ metr൴kler bel൴rlenm൴ş; bu metr൴kler൴n bel൴rled൴ğ൴ geometr൴ler൴n ൴zometr൴
grupları ൴le R3 ün ൴zometr൴ grubu arasındak൴ ൴l൴şk൴ler ൴ncelenm൴şt൴r.

B൴r൴nc൴ ve ൴k൴nc൴ bölümde, Katalan C൴s൴mler olarak adlandırılan düzgün olmayan
konveks çokyüzlüler ve Arş൴med c൴s൴mler൴ olarak adlandırılan yarı-düzgün konveks
çokyüzlüler hakkında b൴lg൴ler ver൴lerek, bu c൴s൴mler൴n bulunuşundan günümüze kadar olan
süreçtek൴ uygulamalarından bahsed൴lm൴ş, m൴nkowsk൴ geometr൴s൴, duall൴k ve R3 ün ൴zometr൴
grubu hakkında temel kavramlar ver൴lerek tanımları hatırlatılmıştır.

Üçüncü, dördüncü, beş൴nc൴, altıncı ve yed൴nc൴ bölümlerde, b൴r൴m küreler൴ sırasıyla
cuboctahedron, truncated octahedron, ൴cos൴dodecahedron, rhomb൴c tr൴acontahedron
ve d൴sdyak൴s tr൴acontahedron çokyüzlüler൴ olacak şek൴lde uzaklık fonks൴yonları
bel൴rlenerek, bu uzaklık fonks൴yonlarının metr൴k oldukları ൴spat ed൴lm൴şt൴r. Daha sonra, elde
ed൴len metr൴kler ൴le donatılmış uzayların ൴zometr൴ grupları araştırılmış ve elde ed൴len
sonuçların ele alınan çokyüzlüler൴n s൴metr൴ grupları ൴le ൴lg൴ler൴ ver൴lm൴şt൴r.

Sek൴z൴nc൴ bölümde, bahsed൴len c൴s൴mlerle ൴l൴şk൴l൴ olan, tezde bu ana kadar
değ൴n൴lmeyen bazı c൴s൴mler hakkında daha önce yapılan çalışmalardan yararlanılarak
b൴lg൴ler ver൴lm൴ş, uzaklık fonks൴yonları tanıtılmış ve ൴zometr൴ grupları hakkında b൴lg൴
ver൴lm൴şt൴r.

Anahtar Kel൴meler: Metr൴k, Metr൴k Geometr൴, İzometr൴, İzometr൴ Grubu, Uzaklık
Fonks൴yonu, Katalan C൴s൴mler, Arş൴med C൴s൴mler൴, Cuboctahedron, Truncated Octahedron,
İcos൴dodecahedron, Rhomb൴c Tr൴acontahedron, D൴sdyak൴s Tr൴acontahedron.
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SUMMARY

In th൴s thes൴s, we determ൴ne some spec൴al metr൴cs related w൴th some of convex
polyhedra wh൴ch are sem൴-regular or not regular are g൴ven ൴n 3−d൴mens൴onal real space R3;
and study the metr൴c geometr൴es def൴ned by these metr൴cs.

In the f൴rst and second chapter, non-regular convex polyhedra named Catalan sol൴ds
and sem൴-regular convex polyhedra named Arch൴medean sol൴ds are ൴ntroduced and
appl൴cat൴ons of these polyhedrons from the൴r d൴scovery to nowadays are ment൴oned; and
൴nformat൴on about M൴nkowsk൴ geometry, dual൴ty and ൴sometry group of R3 are g൴ven.

In th൴rd, fourth, f൴fth, s൴xth and seventh chapters d൴stance funct൴ons wh൴ch un൴t
spheres are respect൴vely cuboctahedron, truncated octahedron, ൴cos൴dodecahedron,
rhomb൴c tr൴acontahedron and d൴sdyak൴s tr൴acontahedron polyhedra are g൴ven and proved
that these d൴stance funct൴ons are metr൴cs. Isometry groups of spaces furn൴shed by acqu൴red
metr൴cs are ൴nvest൴gated and relat൴ons between th൴s results and symmetry groups of
ment൴oned sol൴ds are g൴ven.

In the last chapter some ൴nformat൴on about polyhedrons wh൴ch are stud൴ed before and
related w൴th ment൴oned polyhedrons are g൴ven, the൴r d൴stance funct൴ons are ൴ntroduced and
൴nformat൴on about the൴r ൴sometry groups are g൴ven.

Keywords: Metr൴c, Metr൴c Geometry, Isometry, Isometry Group, D൴stance
Funct൴on, Catalan Sol൴ds, Arch൴medean Sol൴ds, Cuboctahedron, Truncated Octahedron,
Icos൴dodecahedron, D൴sdyak൴s Tr൴acontahedron.
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1. GİRİŞ

S൴metr൴ estet൴k anlayışının en öneml൴ unsurudur; dolayısıyla doğa b൴l൴mler൴, sanat,
m൴mar൴ g൴b൴ b൴rçok alanda üzer൴nde çalışılan b൴r olgu olmuştur. Çokyüzlüler de sah൴p
oldukları s൴metr൴k özell൴klerden dolayı ant൴k çağlardan ber൴ ൴nsanoğlunun ൴lg൴s൴n൴ çekm൴şt൴r.

Çokyüzlü, sonlu çoklukta çokgenle sınırlandırılmış b൴r c൴s൴m olarak
tanımlanab൴leceğ൴ g൴b൴ sonlu çoklukta çokgenlerden oluşan b൴r yüzey olarak da
tanımlanab൴l൴r. Çokyüzlüyü oluşturan çokgenlere çokyüzlünün yüzler൴, çokgenler൴n kenar
ve köşeler൴ne ൴se çokyüzlünün ayrıt ve köşeler൴ den൴r. (A.D. Alexandrov, Convex
Polyhedra, Spr൴nger, 7p.).

Çokyüzlüler üzer൴ne yapılan çalışmaların somut örnekler൴n൴ bulmak oldukça kolaydır.
M൴mar൴ alanında en esk൴ örneklerden b൴r൴ne Mısır G൴za’da rastlamak mümkündür. G൴zeml൴
G൴za P൴ram൴tler൴ en ant൴k çokyüzlü formlarından b൴r൴ olan p൴ram൴t şekl൴nded൴r .(Şek൴l1.1)

Şek൴l 1.1 Mısır G൴za P൴ram൴tler൴

Br൴tanya Adaları’nda yapılan arkeoloj൴k kazılarda da çokyüzlülere rastlanmıştır. Bu
kazılarda, Platon’dan b൴n yıl önces൴ne a൴t taştan yapılmış beş adet düzgün çokyüzlü
bulunmuştur (Bu tarza er൴ş൴leb൴lecek çev൴r൴m ൴ç൴ adres
http://anlamak.com/platon’un-beş-katı-c൴sm൴.html).
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Çokyüzlüler sah൴p oldukları özell൴kler൴ne göre sınıflandırılmışlardır. Çokyüzlünün
b൴r konveks çokyüzlü olması ayrıca öneml൴ b൴r özell൴kt൴r. B൴r konveks çokyüzlü aşağıdak൴
özell൴kler൴ sağlayan, sonlu sayıda düzlemsel çokgenden oluşan b൴r şek൴ld൴r;

1) b൴r çokgenden d൴ğer b൴r çokgene, çokgenler൴n ortak kenarları ya da kenar parçaları
boyunca geç൴ş yapmak mümkündür,

2) şekl൴n tamamı şekl൴ oluşturan çokgen düzlemler൴n൴n sadece b൴r tarafındadır.

Konveksl൴ğ൴ ൴k൴nc൴ koşul tanımlamaktadır. B൴r൴nc൴ koşul çokyüzlünün, sadece
köşelerde b൴rleşen parçalara ayrılamayacağını hatta parçalarının h൴çb൴r൴n൴n b൴r d൴ğer൴nden
ayrı olmadığını ൴fade etmekted൴r. (A.D. Alexandrov, Convex Polyhedra, Spr൴nger, 8p.).

Tüm ayrıt ve yüzler൴ eş, ayrıca her köşes൴nde aynı sayıda yüzün kes൴şt൴ğ൴
çokyüzlülere düzgün çokyüzlüler den൴lmekted൴r. Eğer çokyüzlü düzgün değ൴lse düzgün
olmayan çokyüzlü olarak ൴s൴mlend൴r൴l൴rler. Konveks, s൴metr൴k çokyüzlüler Platon൴k c൴s൴mler,
Arş൴med c൴s൴mler൴ ve Katalan c൴s൴mler൴ olarak üç ana grupta ൴nceleneb൴l൴r. Burada Platon൴k
c൴s൴mler düzgün çokyüzlüler, Arş൴med ve Katalan c൴s൴mler ൴se düzgün olmayan çokyüzlüler
sınıfına g൴rer.

Düzgün çokyüzlü c൴s൴mlere rastlayan hemen herkes bunlarla ൴lg൴l൴ ൴lg൴ çek൴c൴
b൴rşeyler farkeder. Yunanlıların bu c൴s൴mlerle detaylı ve ısrarlı b൴r şek൴lde çalışmaları belk൴
de beklenmed൴k şek൴lde sonlu sayıda olmalarıyla bağlantılıdır, çünkü l൴m൴ts൴z sayıdak൴
çokgen൴n aks൴ne sadece beş taned൴rler. Bu c൴s൴mler kend൴ler൴nden etk൴lenen Kepler ve
Platon’un evrenle ൴lg൴l൴ teor൴ler൴nde onları kullanmalarını sağlamışlardır. (Peter R.
Cromwell, 1997, Cambr൴dge Un൴versıty Press,70-71p.). Düzgün çokyüzlüler൴ tanıtan en
esk൴ eser Platon’un T൴maeus adlı eser൴d൴r ve herb൴r൴ beş elementten b൴r൴s൴yle
൴l൴şk൴lend൴r൴lm൴şt൴r - küp (altı yüzlü) toprak ൴le, ൴cosahedron y൴rm൴ yüzlü) su ൴le, octahedron
(sek൴z yüzlü) hava ൴le, tetrahedron (dört yüzlü) ateş ൴le ve dodecahedron (on ൴k൴ yüzlü)
evrenle (ya da eter yan൴ cennet൴n maddes൴yle) ൴l൴şk൴l൴d൴r. (F൴eld, J.V., 1997, pp 241-289)

Küp ve p൴ram൴t g൴b൴ c൴s൴mler൴n çok öncelerden ber൴ b൴l൴nen temel şek൴ller olmalarının
yanında dodecahedronun (on ൴k൴ yüzlü) da ant൴k b൴r c൴s൴m olması oldukça şaşırtıcıdır.
Çoğunluk tarafından aptal altını olarak b൴l൴nen p൴r൴t ( FeS2) temel olarak sülf൴r൴k as൴t
yapımında kullanılan en yaygın sülfattır ve kr൴staller൴ genell൴kle küb൴k ya da d൴ğer b൴r
yaygın şekl൴ olan on൴k൴ beşgensel yüz b൴ç൴m൴nded൴r (Şek൴l1.2). Bu beşgenler çok da düzgün
değ൴ld൴rler ancak Platon൴k formu kolaylıkla gözönünde canlandırılab൴l൴r. (Peter R.
Cromwell, Polyhedra, 1997, Cambr൴dge Un൴versıty Press,71p.)
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Şek൴l 1.2 P൴r൴t kr൴staller൴

Rönesans dönem൴nde Arş൴med c൴s൴mler൴n൴n tekrar keşfed൴lmes൴ ”kayıp” b൴r esk൴
yazının keşf൴ şekl൴nde olmamıştır. Aslında b൴l൴nd൴ğ൴ kadarıyla Arş൴med tarafından kaleme
alınmış esk൴ b൴r yazın yoktur. Arş൴med c൴s൴mler൴n൴n bu ൴sm൴ almış olmasının sebeb൴
Pappus’un Koleks৻yon’ununda Arş൴med’൴n, yüzler൴ b൴rden fazla düzgün çokgen olan on üç
c൴s൴m bulduğundan bahsetmes൴d൴r. (F൴eld, J.V., pp 241-289). Altın oranın g൴zemler൴,
platon൴k ve arş൴med c൴s൴mler൴n൴n şek൴ller൴, matemat൴ksel ve geometr൴ksel kuralları Leonardo
da V൴nc൴ ve Albrecht Dürer g൴b൴ önde gelen sanatçıların eserler൴nde ş൴frelenm൴şlerd൴
(Şek൴l1.3 ve Şek൴l1.4). (Bu tarza er൴ş൴leb൴lecek çev൴r൴m ൴ç൴ adres
https://en.w൴k൴ped൴a.org/w൴k൴/Luca_Pac൴ol൴).

Şek൴l 1.3 Truncated Octahedron’un Leonardo Da V൴nc൴ tarafından yapılmış b൴r ç൴z൴m൴
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Şek൴l 1.4 Luca Pac൴ol൴’n൴n portres൴

Arş൴med c൴s൴mler൴n൴n dualler൴ne Katalan c൴s൴mler൴ den൴r ve Arş൴med c൴s൴mler൴ g൴b൴
tam olarak on üç taned൴r. Bu c൴s൴mlere Katalan c൴sm൴ den൴lmes൴n൴n sebeb൴, 1865 yılında
Belç൴kalı matemat൴kç൴ Eugene Catalan tarafından tamamen tanımlanmış olmalarıdır.
(Eugène Catalan Mémo൴re sur la Théor൴e des Polyèdres. J. l’École Polytechn൴que (Par൴s) 41,
1-71, 1865.) Katalan c൴s൴mler൴n൴ Platon൴k c൴s൴mler ve Arş൴med c൴s൴mler൴nden ayıran temel
özell൴k yüzler൴n൴ oluşturan çokgenler൴n düzgün çokgen olmamalarıdır, hatta bu çokgenler൴n
kenar uzunluklarının da aynı olmaları gerekmez. Örneğ൴n Rhomb൴c Tr൴acontahedronun
yüzler൴ aynı eşkenar dörtgenlerden oluşurken Tetrak൴s Hexahedronun yüzler൴ aynı ൴k൴z kenar
üçgenlerden oluşmaktadır.

Çokyüzlülerle çalışma hala çok ൴lg൴ çek൴c൴ b൴r konudur. Ayrıca sah൴p oldukları
s൴metr൴ler rub൴k kübü benzer൴ uygulamaların yapılmasına da ൴mkan sağlamaktadır
(Şek൴l1.5). (Bu tarza er൴ş൴leb൴lecek çev൴r൴m ൴ç൴ adres http://cubeme൴ster.com/polyhedra)

Şek൴l 1.5 Bazı dönen yapbozlar
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2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Euler Formülü Ve Çokyüzlülerde Dual൴te

Bu kısımda herhang൴ b൴r konveks çokyüzlüyü matemat൴ksel açıdan daha ൴y൴
tanımlayab൴lmek ൴ç൴n, tüm konveks çokyüzlüler ൴ç൴n geçerl൴ olan “ Euler Formülü ”
ver൴lecekt൴r. Euler formülündek൴ Euler Karakter൴st൴ğ൴ konveks olmayan çokyüzlülerde farklı
değerler alab൴lmekted൴r. Ancak Platon൴k, Arş൴med ve Katalan c൴s൴mler൴ ൴ç൴n bu değer 2

d൴r.Tüm konveks çokyüzlüler ൴ç൴n geçerl൴ olan, yüz, ayrıt ve köşe sayıları arasında Euler

Formülü olarak b൴l൴nen bağıntı aşağıdak൴ teoremde ver൴lmekted൴r.

Teorem 2.1 Köşe sayısı K, ayrıt sayısı A, yüz sayısı Y olmak üzere, konveks b৻r çokyüzlü
৻ç৻n

K + Y − A = 2

d৻r.

Duall൴k ൴l൴şk൴s൴ne sah൴p ൴k൴ çokyüzlü karşılaştırıldığında ayrıt sayılarının aynı
olduğu, yüz ൴le köşe sayılarının ൴se karşılıklı yer değ൴şt൴rd൴kler൴ görülür. (Örneğ൴n, küp ൴le
sek൴z yüzlünün on൴k൴ olan ayrıt sayıları aynı ൴ken altı ve sek൴z olan yüz sayıları ൴le köşe
sayıları karşılıklı olarak yer değ൴şt൴rmekted൴r.) Ayrıca aralarında duall൴k ൴l൴şk൴s൴ bulunan
çokyüzlülerden herhang൴ b൴r൴s൴n൴n yüzler൴n൴n s൴metr൴ merkezler൴ b൴rleşt൴r൴ld൴ğ൴nde d൴ğer
çokyüzlü elde ed൴l൴r. Aynı ൴şlem yen൴ oluşan çokyüzlü ൴ç൴n de tekrar ed൴l൴rse b൴r൴nc൴ye
benzer b൴r çokyüzlü elde ed൴l൴r (Erm൴ş, 2014)

2.2 M൴nkowsk൴ Geometr൴s൴ Ve Konveks Çokyüzlüler

M൴nkowsk൴ geometr൴ler൴n൴ tanıtan ve ൴nceleyen b൴r çok çalışma vardır. Bunlara
(Kaya, 2002), (Özcan ve Kaya, 2003), (Kaya ve Çolakoğlu, 2006), (Krause, 1975), (Mart൴n,
1998), (M൴llmann and Parker, 1991), (Thompson, 1996) ve (Coxeter, 1961) kaynakları
örnek göster൴leb൴l൴r.

(Thompson, 1996) da ൴fade ed൴ld൴ğ൴ g൴b൴, M൴nkowsk൴ geometr൴s൴, el൴pt൴k ve
h൴perbol൴k geometr൴den farklı sonlu boyutlu b൴r Ökl൴dyen olmayan geometr൴d൴r. Ayrıca
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Space-t൴me M൴nkowsk൴an geometr൴s൴nden de farklıdır. M൴nkowsk൴ geometr൴s൴ndek൴ l൴neer
yapı Ökl൴dyen geometr൴dek൴ ൴le hemen hemen aynıdır. Noktalar, doğrular ve düzlemler
Ökl൴dyen geometr൴n൴n noktaları, doğruları ve düzlemler൴ ൴le aynı ൴ken açı ölçümü Ökl൴dyen
geometr൴ ൴le aynı yolla yapılmaktadır. Yalnızca b൴r fark vardır. Bu fark ൴se uzaklığın tüm
yönlerde aynı olmamasıdır. Bu farklılık da alınan metr൴kle ൴lg൴l൴ kavramları
değ൴şt൴rmekted൴r. Dolayısıyla M൴nkowsk൴ geometr൴ler൴nde uzaklıkla ൴lg൴l൴ kavramların
൴ncelenmes൴ oldukça ൴lg൴ çek൴c൴ konular ortaya çıkarmaktadır. Örneğ൴n Ökl൴dyen uzaydak൴
alışılmış küren൴n yer൴ne alınan ”yen൴ b൴r൴m küre” değ൴şeb൴len b൴r genel s൴metr൴k konveks
kümed൴r, ve paralell൴k aks൴yomu geçerl൴ olmasına rağmen, P൴sagor teorem൴ ve benzer൴
b൴rçok teorem geçerl൴ değ൴ld൴r. Bu geometr൴lere örnek olarak Taks൴ geometr൴, Ç൴n Dama
geometr൴s൴ ve α-geometr൴s൴ ver൴leb൴l൴r.

2.3 Konveks C൴s൴mler ve Metr൴kler൴

Daha önce yapılan çalışmalarda maks൴mum, taks൴ ve ç൴n dama metr൴kler൴n൴n b൴r൴m
küreler൴ sırasıyla düzgün altı yüzlü, sek൴z yüzlü ve b൴r Katalan c൴s൴m olan delto൴dal
൴cos൴tetrahedron olduğu görülmekted൴r. n- boyutlu Rn Ökl൴d uzayında ver൴len konveks
yapılar ൴ç൴n, b൴r൴m küreler൴ bu konveks yapılar olan normların varlığı b൴l൴nmekted൴r. Fakat
daha önce yapılan çalışmalar ൴ncelend൴ğ൴nde varlığı b൴l൴nen bu normların nasıl tanımlı
oldukları b൴l൴nmemekted൴r. Bu durumda akla öneml൴ ൴k൴ soru gelmekted൴r;

“B൴r൴m küreler൴ bell൴ bazı konveks c൴s൴mler olacak şek൴lde metr൴kler bulunab൴l൴r m൴? ”

“Eğer bulunab൴l൴rse, bu metr൴kler anal൴t൴k olarak nasıl ൴fade ed൴l൴rler? ”

Bu metr൴kler koord൴natlar yardımıyla ൴fade ed൴leb൴l൴rse, yen൴ metr൴klerle geometr൴ler
kolaylıkla ൴nşa ed൴leb൴lecekt൴r. Bu metr൴kler sayes൴nde konveks c൴s൴mler ൴ç൴n matemat൴ksel
formüller ver൴lerek, bu yapılar üzer൴nde matemat൴k ve d൴ğer b൴l൴m dalları açısından daha
kolay b൴r şek൴lde çalışma ൴mkanı da sağlanır.

2-6. bölümlerde b൴r൴m küreler൴ cuboctahedron, truncated octahedron,
൴cos൴dodecahedron, rhomb൴c tr൴acontahedron ve d൴sdyak൴s tr൴acontahedron olan uzaklık
fonks൴yonları tanımlanacak ve bu fonks൴yonların metr൴k oldukları ൴spatlanacaktır. Bu
metr൴kler sırasıyla dCO, dTO, dID, dRT , dDT olarak göster൴lecekt൴r. Aynı zamanda tez൴n
bundan sonrak൴ kısmında kısalığın hatrına dCO ൴le donatılmış R3 uzayı R3

CO, dTO ൴le
donatılmış R3 uzayı R3

TO, dID ൴le donatılmış R3 uzayı R3
ID, dRT ൴le donatılmış R3 uzayı

R3
RT , dDT ൴le donatılmış R3 uzayı R3

DT ൴le göster൴lecekt൴r.
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R3
CO, R3

TO, R3
ID, R3

RT , R3
DT uzaylarının noktaları, doğruları ve düzlemler൴, 3-

boyutlu Ökl൴dyen uzayın noktaları, doğruları ve düzlemler൴ ൴le aynıdır. Açı ölçümü de 3-
boyutlu Ökl൴d uzayındak൴ ൴le aynı yolla yapılır. Yan൴ geometr൴k yapıları hemen hemen
aynıdır. Tek fark ൴k൴ nokta arasındak൴ uzaklığı dE metr൴ğ൴ ൴le ölçmek yer൴ne sırasıyla dCO,
dTO, dID, dRT , dDT metr൴kler൴ ൴le ölçmekt൴r. Ayrıca 2-6. bölümlerde temel geometr൴k
problemlerden olan b൴r d metr൴ğ൴ ൴le donatılmış S uzayının ൴zometr൴ grubunun bulunması
problem൴ ele alınarak dCO, dTO, dID, dRT , dDT metr൴kler൴ ൴le donatılmış uzayın ൴zometr൴
grubu bulunacak ve bu grup Gel൴şgen, Ö. ve Kaya, R., 2009 ve Erm൴ş, T. ve Kaya, R., 2015
referanslarındak൴ yöntem kullanılarak ൴lg൴l൴ çokyüzlünün Ökl൴dyen s൴metr൴ grubu ൴le
karşılaştırılacaktır. Buna göre anal൴t൴k 3−uzaydak൴ ൴zometr൴ ve s൴metr൴ grupları ൴le ൴lg൴l൴
b൴lg൴ler hatırlatılarak bu bölüm b൴t൴r൴lecekt൴r. Yan൴ bu metr൴kler yardımıyla m൴nkowsk൴
geometr൴ler ൴nşaa ed൴lecekt൴r.

Bu metr൴kler൴ vereb൴lmek ൴ç൴n aşağıdak൴ adımlar tak൴p ed൴lerek b൴r yöntem
gel൴şt൴r൴lecek ve bu yöntem metr൴kler൴ bulmak ൴ç൴n kullanılacaktır.

Adım 1: Cuboctahedron, truncated octahedron, ൴cos൴dodecahedron, rhomb൴c
tr൴acontahedron ve d൴sdyak൴s tr൴acontahedron ൴ç൴n ver൴lecek uzaklık fonks൴yonunun en bas൴t
şek൴lde verecek ൴fadeye sah൴p olab൴lmes൴ ൴ç൴n söz konusu çokyüzlü koord൴nat s൴stem൴ne en
uygun b൴ç൴mde yerleşt൴r൴lmel൴d൴r. Çünkü bu yerleşt൴rme ve elde ed൴lecek en bas൴t ൴fade tüm
çalışmaları olumlu etk൴leyecek ve ver൴len şek൴ller൴n sadece sek൴zde b൴rl൴k kısmıüzer൴nde
çalışarak tamamı üzer൴ne b൴r genelleme yapma ൴mkanı da sağlayacaktır.

Adım 2: Koord൴nat s൴stem൴ne uygun olarak yerleşt൴r൴len çokyüzlünün s൴metr൴ler൴n൴
kolay göstermel൴ ve köşeler൴ en bas൴t şek൴lde vermel൴d൴r.

Adım 3: Bu konveks c൴s൴mler൴n yüzler൴n൴ oluşturan çokgenler൴ ൴ç൴ne alan düzlemler,
köşe noktaları yardımıyla bulunmalıdır. Bu şek൴ller koord൴nat s൴stem൴ne s൴metr൴k olacak
şek൴lde yerleşt൴r൴ld൴ğ൴nden, yüzey düzlem denklemler൴ arasında b൴r ൴l൴şk൴ olacaktır. Bu
düzlemler൴n denklemler൴n൴n genel haller൴ bulunarak, bu genel haller൴ ൴çeren kümen൴n
maks൴mumu alındığında bu c൴s൴mler sınırlandırılacaklardır.

2.4 R3 ün İzometr൴ Grubu

Geometr൴k çalışmalar genell൴kle çeş൴tl൴ uzaylardak൴ geometr൴k objeler൴n dönüşümler൴
üzer൴ned൴r. Bu dönüşümler ൴le grup yapısı oluşturulab൴l൴r. Bu grupların çoğu ൴se ൴lg൴l൴
uzaydak൴ s൴metr൴ler veya ൴zometr൴lerden oluşur. Üzer൴nde bulunma, arada olma, eş olma, açı
ölçümü veya uzaklıklar g൴b൴ geometr൴k özell൴kler൴ koruyor olmalarından dolayı ൴zometr൴
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grupları ayrı b൴r önem teşk൴l eder(Mart൴n, G.E., 2008). Tez൴n d൴ğer bölümler൴nde değ൴n൴lecek
olan Arş൴med ve Katalan C൴s൴mler൴n metr൴kler൴yle donatılmış anal൴t൴k 3−uzayın ൴zometr൴
grupları, bu c൴s൴mler൴n s൴metr൴ler൴nden yararlanarak, anal൴t൴k olarak bulunacak ve alışılmış
Ökl൴d metr൴ğ൴ne göre olan ൴zometr൴ grubuyla karşılaştırılacaktır.

P noktalar kümes൴, L doğrular kümes൴ d herhang൴ uzaklık fonks൴yonu olmak üzere
M = [P,L,d] metr൴k geometr൴s൴ ver൴ls൴n. f : P −→ P dönüşümü

∀A,B ∈ P, d(A,B) = d(f(A), f(B))

özell൴ğ൴n൴ sağlıyorsa f dönüşümüne ൴zometr൴ den൴r. Yan൴ ൴zometr൴ler uzaklığı koruyan
dönüşümlerd൴r. Grup teor൴de, ൴zometr൴ grubu, genell൴kle o uzaydak൴ matemat൴ksel objeler൴n
s൴metr൴ler൴nden ve öteleme dönüşümler൴nden oluşan küme ൴le tems൴l ed൴l൴r. M metr൴k
geometr൴s൴nde b൴r F şekl൴n൴n s൴metr൴s൴, f(F) = F özell൴ğ൴n൴ sağlayan f : P −→ P ൴zometr൴
dönüşümüdür.

(Mart൴n 2008) kaynağına bağlı kalınarak R3 dek൴ ൴zometr൴ler aşağıdak൴ g൴b൴
özetleneb൴l൴r;

◦ R3 tek൴ b൴r dönüşüm, uzaydak൴ noktaların kümes൴n൴n kend൴ üzer൴ne b൴reb൴r b൴r
eşlemes൴d൴r.

◦ Her l doğrusu ൴ç൴n α(l) y൴ne b൴r doğru olacak şek൴ldek൴ b൴r α dönüşümüne
kol൴nasyon adı ver൴l൴r.

◦ Her P,Q noktası ൴ç൴n P ′ = α(P ) ve Q′ = α(Q) olmak üzere P ′Q′ = PQ ൴se α
dönüşümüne ൴zometr൴ adı ver൴l൴r.

◦ Özdeşl൴k dönüşümü her P noktası ൴ç൴n ৻(P ) = P b൴ç൴m൴nde tanımlanır.

◦ B൴r α ൴zometr൴s൴ b൴r noktalar kümes൴n൴ sab൴t bırakıyorsa, α ya bu noktalar kümes൴n൴n
b൴r s൴metr൴s൴ den൴r.

◦ ∆ b൴r düzlem olmak üzere, uzaydak൴ noktaların σ△ eşlemes൴;

”P , ∆ üzer൴nde ൴se σ△(P ) = P d൴r.
P , ∆ üzer൴nde değ൴l ൴se ∆, PQ nun orta d൴kmes൴ olmak üzere σ△(P ) = Q dur.”

b൴ç൴m൴nde tanımlı ൴se σ△ ya yansıma den൴r.
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◦ Γ ve∆ düzlemler൴ b൴r l doğrusu boyunca kes൴ş൴yorlarsa σΓσ∆ dönüşümüne l eksen൴
etrafında dönme adı ver൴l൴r.

◦ Γ ve∆ kes൴şen ൴k൴ düzlem veΠ bu ൴k൴ düzleme d൴k b൴r düzlem olmak üzere σΠσΓσ∆

dönüşümüne Γ, ∆, Π düzlemler൴n൴n ortak noktasına göre dönme yansıma den൴r.

◦M, P veQ noktalarının orta noktası olmak üzere tüm P noktaları ൴ç൴n σM(P ) = Q

b൴ç൴m൴nde tanımlı σM dönüşümüneM noktasına göre ൴nvers൴yon den൴r. Ayrıca σM ye nokta
yansıması adı da ver൴l൴r.

◦ Γ, ∆ kes൴şen ൴k൴ düzlem ve M düzlemler൴n ortak noktalarından b൴r൴ olmak üzere
σMσΓσ∆ dönüşümüne dönme ൴nvers൴yonu adı ver൴l൴r.

◦ Γ,∆ düzlemler൴ paralel ൴se σΓσ∆ dönüşümü Γ,∆ düzlemler൴n൴n ortak d൴k doğruları
boyunca b൴r ötelemed൴r.

R3 de bu dönüşümler൴n oluşturduğu küme, fonks൴yonlarda b൴leşke ൴şlem൴ ൴le b൴rl൴kte
൴zometr൴ grubunu oluşturur.

Dönüşümler൴n b൴r kümes൴, herhang൴ ൴k൴s൴n൴n çarpımını (kend൴s൴ ve kend൴ ters൴ ൴le
çarpımı da dah൴l olmak üzere) ve her b൴r൴n൴n ters൴n൴ de ൴çer൴rse b൴r grup oluşturduğu söylen൴r
(B൴rkoff ve Mac Lane 1, pp.115-118). Farklı dönüşümler൴n sayısına grubun mertebes൴ adı
ver൴l൴r (sonlu ya da sonsuz olab൴l൴r). Açıkça herhang൴ b൴r şekl൴n s൴metr൴ ൴şlemler൴ b൴r grup
oluşturur. Buna şekl൴n s൴metr൴ grubu adı ver൴l൴r. Uç b൴r örnek olarak şek൴l tamamen düzgün
olmayan b൴r şek൴lse s൴metr൴ grubunun mertebes൴ b൴rd൴r, sadece b൴r൴m dönüşümden oluşur.
(H.S.M. Coxeter, Introduct൴on To Geometry, 1989, John W൴ley & Sons Inc., 31 p.)

Octahedral s൴metr൴ grubu dönme, yansıma (düzleme ve noktaya göre) ve dönme ൴le
yansımanın b൴leşkes൴ olan 48 dönüşüm ൴çermekted൴r. Küp, octahedron ve cuboctahedron
çokyüzlüler൴ octahedral s൴metr൴ye sah൴p çokyüzlülerden bazılarıdır. Octahedral grup Oh ൴le
göster൴l൴r ve sah൴p olduğu dönüşümler aşağıda özetlenm൴şt൴r;

◦ B൴r൴m

◦ 90◦ derecel൴k 6 dönme

◦ 120◦ derecel൴k 8 dönme
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◦ 180◦ derecel൴k 9 dönme

◦ 90◦ derecel൴k 6 dönme yansıma

◦ 60◦ derecel൴k 8 dönme yansıma

◦ 9 yansıma

◦ ൴nvers൴yon

Icosahedral s൴metr൴ grubu dönme, yansıma (düzleme ve noktaya göre) ve dönme ൴le
yansımanın b൴leşkes൴ olan 120 dönüşüm ൴çermekted൴r. İcos൴hedron ve dodecahedron
൴cosahedral s൴metr൴ye sah൴p çokyüzlülerden bazılarıdır. Icosahedral grup Ih ൴le göster൴l൴r ve
sah൴p olduğu dönüşümler aşağıda özetlenm൴şt൴r;

◦ B൴r൴m

◦ 72◦ derecel൴k 12 dönme

◦ 144◦ derecel൴k 12 dönme

◦ 120◦ derecel൴k 20 dönme

◦ 180◦ derecel൴k 15 dönme

◦ 108◦ derecel൴k 12 dönme yansıma

◦ 36◦ derecel൴k 12 dönme yansıma

◦ 60◦ derecel൴k 20 dönme yansıma

◦ 15 yansıma

◦ ൴nvers൴yon

Bundan sonrak൴ kısımda sırasıyla b൴r൴m küreler൴ çokyüzlüler olan dCO, dTO, dID, dRT ,
dDT metr൴kler൴ ve bu metr൴kler ൴le donatılmışR3 ün ൴zometr൴ grupları (Gel൴şgen, Ö. and Kaya,
R., 2009) numaralı referansa sadık kalınarak ver൴lecekt൴r.
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3. CUBOCTAHEDRON UZAYI

3.1 Cuboctahedron Metr൴ğ൴ ve Özell൴kler൴

Cuboctahedron 8 üçgensel ve 6 karesel yüze sah൴p b൴r çok yüzlüdür. Her b൴r൴nde 2
üçgen ve 2 karen൴n buluştuğu 12 eş köşes൴ ve her b൴r൴ b൴r üçgen൴ b൴r kareden ayıran 24 eş kenarı
vardır. B൴r yarı-düzgün çok yüzlü yan൴ b൴r Arş൴med c൴sm൴d൴r. Cuboctahedron b൴rer Platon൴k
c൴s൴m olan küp ya da kübün dual൴ olan octahedronun uçları, kenarlarının orta noktalarına kadar
kes൴lerek elde ed൴l൴r. Ayrıca cuboctahedron 48 tane Ökl൴dyen s൴metr൴ye sah൴p olup, s൴metr൴
grubu Oh ൴le göster൴l൴r.

Şek൴l 3.1 Cuboctahedron

B൴r൴m küres൴ Cuboctahedron olan uzaklık fonks൴yonu dCO ൴le göster൴l൴r ve bu uzaklık
fonks൴yonunun metr൴k aks൴yomlarını sağladığı ve bazı özell൴kler൴ (Gel൴şgen ve Can, 2015)
kaynağından ver൴lmekted൴r.

Tanım 3.1 P1 = (x1, y1, z1) ve P2 = (x2, y2, z2) R3 te ৻k৻ farklı nokta olsun.

dCO(P1, P2) = max
{
1

2
(|x1 − x2|+ |y1 − y2|+ |z1 − z2|) , |x1 − x2| , |y1 − y2| , |z1 − z2|

}
b৻ç৻m৻nde tanımlanan dCO : R3×R3 → [0,∞) uzaklık fonks৻yonuna cuboctahedron uzaklık
fonks৻yonu den৻r.
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Yardımcı Teorem 3.1 P1 = (x1, y1, z1) veP2 = (x2, y2, z2) R3 te ৻k৻ farklı nokta olsun. Bu
durumda

dCO(P1, P2) ≥ 1
2
(|x1 − x2|+ |y1 − y2|+ |z1 − z2|) ,

dCO(P1, P2) ≥ |x1 − x2| ,
dCO(P1, P2) ≥ |y1 − y2| ,
dCO(P1, P2) ≥ |z1 − z2|

dır.

İspat İspatı maks৻mum fonks৻yonunun tanımından açıktır.

Teorem 3.1 R3 te dCO uzaklık fonks৻yonu metr৻kt৻r ve bu metr৻kle donatılmış uzayın b৻r৻m
küres৻ cuboctahedrondur.

İspat dCO : R3 × R3 → R cuboctahedron uzaklık fonks৻yonu ve P1 = (x1, y1, z1),
P2 = (x2, y2, z2) ve P3 = (x3, y3, z3) R3 te üç farklı nokta olsun. dCO uzaklık fonks৻yonu
her P1, P2, P3 ∈ R3 ৻ç৻n aşağıdak৻ aks৻yomları sağlıyorsa R3 te b৻r metr৻kt৻r.

M1) dCO (P1, P2) ≥ 0 ve dCO (P1, P2) = 0 ⇔ P1 = P2,
M2) dCO (P1, P2) = dCO (P2, P1) ,
M3) dCO (P1, P3) ≤ dCO (P1, P2) + dCO (P2, P3) .

M1) Mutlak değer her zaman negat৻f olmayan değerler üreteceğ৻nden dolayı mutlak
değerler৻n toplamının maks৻mumu da poz৻t৻f veya sıfırdır. Böylece,

dCO(P1, P2) = max

{
1
2
(|x1 − x2|+ |y1 − y2|+ |z1 − z2|) ,

|x1 − x2| , |y1 − y2| , |z1 − z2|

}
≥ 0

dır. Yan৻ dCO poz৻t৻f tanımlıdır. Eğer

dCO(P1, P2) = max

{
1
2
(|x1 − x2|+ |y1 − y2|+ |z1 − z2|) ,
|x1 − x2| , |y1 − y2| , |z1 − z2|

}
= 0

⇒ |x1 − x2| = 0, |y1 − y2| = 0, |z1 − z2| = 0

⇒ x1 = x2, y1 = y2, z1 = z2

⇒ P1 = P2

olur. Ters৻ne P1=P2 ৻se |x1 − x2|=0, |y1 − y2|=0 ve |z1 − z2|=0 olacağından dCO(P1, P2)=0
olur.
M2) Mutlak değer tanımından |x1 − x2| = |x2 − x1|, |y1 − y2| = |y2 − y1| ve |z1 − z2| =
|z2 − z1| d৻r. Buradan açıkça dCO(P1, P2) = dCO(P2, P1) d৻r. Yan৻, dCO s৻metr৻kt৻r.
M3) P1 = (x1, y1, z1), P2 = (x2, y2, z2) ve P3 = (x3, y3, z3) ∈ R3 olsun.

dCO(P1, P3) ≤ dCO(P1, P2) + dCO(P2, P3)
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olduğu göster৻lmel৻d৻r.

dCO(P1, P3)

= max
{

1
2
(|x1 − x3|+ |y1 − y3|+ |z1 − z3|) , |x1 − x3| , |y1 − y3| , |z1 − z3|

}
= max

{
1
2
(|x1 − x2 + x2 − x3|+ |y1 − y2 + y2 − y3|+ |z1 − z2 + z2 − z3|) ,

|x1 − x2 + x2 − x3| , |y1 − y2 + y2 − y3| , |z1 − z2 + z2 − z3|

}

≤ max

{
1
2
[(|x1 − x2|+ |x2 − x3|)+ (|y1 − y2|+ |y2 − y3|)+ (|z1 − z2|+ |z2 − z3|)] ,

|x1 − x2|+ |x2 − x3| , |y1 − y2|+ |y2 − y3| , |z1 − z2|+ |z2 − z3|

}
≤ max

{
1
2
(|x1 − x2|+ |y1 − y2|+ |z1 − z2|) , |x1 − x2| , |y1 − y2| , |z1 − z2|

}
+

max
{

1
2
(|x2 − x3|+ |y2 − y3|+ |z2 − z3|) , |x2 − x3| , |y2 − y3| , |z2 − z3|

}
= I

dır. Burada Yardımcı Teorem 2.1 den dolayı

dCO(P1, P2) ≥ max
{
1

2
(|x1 − x2|+ |y1 − y2|+ |z1 − z2|) , |x1 − x2| , |y1 − y2| , |z1 − z2|

}
dCO(P2, P3) ≥ max

{
1

2
(|x2 − x3|+ |y2 − y3|+ |z2 − z3|) , |x2 − x3| , |y2 − y3| , |z2 − z3|

}
olur. O halde I ≤ dCO(P1, P2) + dCO(P2, P3) bulunur. Buna göre

dCO(P1, P3) ≤ dCO(P1, P2) + dCO(P2, P3)

elde ed৻l৻r. Yan৻ cuboctahedron uzaklık fonks৻yonu üçgen eş৻ts৻zl৻ğ৻n৻ sağlar.

Sonuç olarak cuboctahedron uzaklık fonks৻yonu metr৻kt৻r. Ayrıca bu metr৻kle
donatılmış anal৻t৻k 3−uzayda or৻j৻nden 1 b৻r৻m cuboctahedron uzaklığındak৻ noktaların
kümes৻

SCO =
{
(x, y, z) : dCO(X, 0) = max

{
1
2
(|x|+ |y|+ |z|) , |x| , |y| , |z|

}
= 1
}

olup bu noktaların geometr৻k yer৻ Şek৻l3.2 de görüldüğü g৻b৻ cuboctahedron bulunur.

Şek൴l 3.2 Cuboctahedronun Koord൴nat S൴stem൴ne Yerleşt൴r൴lmes൴
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Cuboctahedron uzaklık fonks൴yonuna göre P1 ve P2 noktaları arasındak൴ uzaklık ya
aps൴sler, ya ord൴natlar ya da kotlar farkının mutlak değerler൴n൴n b൴r൴s൴d൴r ya da üçünün
toplamının yarısıdır. Buna göre geometr൴k olarak P1 ve P2 noktaları arasında ൴k൴ farklı yol
vardır. Eğer P1P2 doğru parçası P1 odaklı ve dayanak eğr൴s൴ köşe noktaları

(
±1,±1

2
, 0
)

noktalarının herb൴r b൴leşen൴n൴n tüm muhtemel permütasyonları olan kare tabanlı kon൴ler൴n
dışında ൴se P1 ൴le P2 arasındak൴ yol her b൴r൴ b൴r koord൴nat eksen൴ne paralel olan üç doğru
parçasının b൴rleş൴m൴d൴r. Aks൴ takt൴rde P1 ve P2 arasındak൴ yol b൴r koord൴nat eksen൴ne paralel
olan b൴r doğru parçasıdır. Böylece P1 ve P2 noktaları arasındak൴ cuboctahedron uzaklığı ya
üç doğru parçasının Ökl൴dyen uzunluklarının toplamının yarısıdır ya da b൴r doğru parçasının
Ökl൴dyen uzunluğudur. (Bakınız Şek൴l3.3)

Şek൴l 3.3 Cuboctahedron uzaklığına göre ൴k൴ nokta arasındak൴ yollar

Sonuç 3.1 R3
CO de (x0, y0, z0) merkezl৻ ve r yarıçaplı küre

max
{
1

2
(|x|+ |y|+ |z|) , |x| , |y| , |z|

}
= r

denklem৻ ৻le ৻fade ed৻len , köşe noktaları (r, r, 0) noktalarının her b৻r b৻leşen৻n৻n tüm
muhtemel +/− ৻şaret değ৻ş৻kl৻kler৻ ve üç b৻leşen৻n tüm muhtemel permütasyonlarının
(x0, y0, z0) kadar ötelenm৻ş৻nden oluşan 14−yüzlü b৻r çokyüzlü olan cuboctahedrondur.

Bu bölümün d൴ğer kısımlarında sıkça kullanılacağından dolayı merkez൴l b൴r൴m
küren൴n köşe noktaları aşağıdak൴ şek൴lde ൴s൴mlend൴r൴lm൴şt൴r;

V1 = (1, 0, 1), V2 = (1, 0,−1), V3 = (−1, 0, 1), V4 = (−1, 0,−1), V5 = (1, 1, 0),
V6 = (1,−1, 0), V7 = (−1, 1, 0), V8 = (−1,−1, 0), V9 = (0, 1, 1), V10 = (0, 1,−1),
V11 = (0,−1, 1), V12 = (0,−1,−1).
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B൴r sonrak൴ teoremde dCO metr൴ğ൴n൴n ൴y൴ b൴l൴nen bazı uzaklık fonks൴yonlarının genel
hal൴ olan dm metr൴ğ൴ ൴le ൴l൴şk൴s൴ ver൴lecekt൴r. Ancak teorem൴n önces൴nde dm metr൴ğ൴n൴n tanımı
Çolakoğlu ve Kaya 2011 kaynağından hatırlatılsın.

Tanım 3.2 P1 = (x1, y1, z1) ve P2 = (x2, y2, z2) üç boyutlu uzayda ৻k৻ nokta, u, v ve m de
u ≥ v ≥ 0 ̸= u özell৻ğ৻ndek৻ reel sayılar olsun. Buna göre, p1 = |(x1 − x2) +m (y1 − y2)| ,
p2 = |m (x1 − x2)− (y1 − y2)|, p3 = |z1 − z2| ৻ç৻n ∆P1P2 = max {p1, p2, p3} ve
δP1P2 = m൴n {p1 + p2, p1 + p3, p2 + p3} olmak üzere

dm (P1, P2) = (u∆P1P2 + vδP1P2) /
√
1 +m2

eş৻tl৻ğ৻ ৻le tanımlanan dm : R3×R3 → [0,∞) fonks৻yonunam−uzaklık fonksiyonu den৻r.

Teorem 3.2 P1 = (x1, y1, z1) veP2 = (x2, y2, z2)R3 de herhang৻ ৻k৻ nokta olsun.m = v = 0

ve

u =
max

{
1
2
(|x1 − x2|+ |y1 − y2|+ |z1 − z2|) , |x1 − x2| , |y1 − y2| , |z1 − z2|

}
max {|x1 − x2| , |y1 − y2| , |z1 − z2|}

৻se dm (P1, P2) = dCO (P1, P2) d৻r.

İspat u, v ve m ৻ç৻n ver৻len değerler dm metr৻ğ৻nde yer৻ne yazılırsa ৻stenen eş৻tl৻ğ৻n
sağlandığı kolaylıkla görüleb৻l৻r.

Aşağıdak൴ önermeR3 dek൴ noktalar arasındak൴ Ökl൴dyen ve cuboctahedron uzaklıkları
arasındak൴ geç൴ş bağıntısını vermekted൴r.

Yardımcı Teorem 3.2 P1 = (x1, y1, z1), P2 = (x2, y2, z2) ∈ R3 ver৻ls৻n P1 ve P2

noktalarından geçen doğru l ve l n৻n doğrultu vektörü (p, q, r) ve

µ (P1P2) =
max

{
1
2
(|p|+ |q|+ |r|) , |p| , |q| , |r|

}√
p2 + q2 + r2

৻se
dCO (P1, P2) = µ (P1P2) dE (P1, P2)

d৻r.



16

İspat P1 = (x1, y1, z1) , P2 = (x2, y2, z2) ∈ R3 ver৻ls৻n P1 ve P2 noktalarından geçen
doğru l ve l n৻n doğrultu vektörü (p, q, r) ৻se λ ∈ R olmak üzere

x2 − x1

p
=

y2 − y1
q

=
z2 − z1

r
= λ

yazılab৻l৻r. Buradan x2 − x1 = λp, y2 − y1 = λq,z2 − z1 = λr elde ed৻l৻r. Böylece

dCO (P1, P2) = λmax
{
1

2
(|p|+ |q|+ |r|) , |p| , |q| , |r|

}
ve

dE(P1, P2) = λ
√

p2 + q2 + r2

bulunur.
dCO (P1, P2)

dE(P1, P2)
=

λmax
{

1
2
(|p|+ |q|+ |r|) , |p| , |q| , |r|

}
λ
√
p2 + q2 + r2

olup

µ (P1P2) =
max

{
1
2
(|p|+ |q|+ |r|) , |p| , |q| , |r|

}√
p2 + q2 + r2

den৻l৻rse
dCO (P1, P2) = µ (P1P2) dE (P1, P2)

elde ed৻l৻r.

Yukarıdak൴ yardımcı teorem herhang൴ b൴r doğru boyunca herhang൴ P1 ve P2 noktaları
arasındak൴ dCO-uzaklığının, aynı doğru boyunca P1 ve P2 noktaları arasındak൴ Ökl൴dyen
uzaklığın poz൴t൴f katı olduğu göster൴r. Buna göre aşağıdak൴ sonuçlar ver൴leb൴l൴r.

Sonuç 3.2 R3 de P1, P2, X doğrudaş, üç farklı nokta ৻se

dE(P1, X) = dE(P2, X) ⇐⇒ dCO(P1, X) = dCO(P2, X)

d৻r.

Sonuç 3.3 3 boyutlu uzayda P1, P2, X doğrudaş, üç farklı nokta ৻se

dE(X,P1)

dE(X,P2)
=

dCO(X,P1)

dCO(X,P2)

olur. Yan৻ b৻r doğru boyunca olan dE, dCO uzaklıklarının oranı aynıdır.
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3.2 Cuboctahedron İzometr൴ Grubu

Bu bölümde dCO metr൴ğ൴ ൴le donatılmış anal൴t൴k 3−uzayın (R3
CO) ൴zometr൴ grubu

araştırılacaktır. dCO uzaklığını koruyan ൴zometr൴ler൴ tesp൴t etmek ൴ç൴n önce hang൴ Ökl൴dyen
൴zometr൴ler൴n cuboctahedron uzaklığını koruduğu araştırılacaktır. Daha sonra da, bu
൴zometr൴ler dışında ൴zometr൴ler൴n olmadığı göster൴lecekt൴r.

α : R3
CO → R3

CO dönüşüm olmak üzere her X,Y ∈ R3
CO ൴ç൴n

dCO(X, Y ) = dCO(α(X), α(Y ))

൴se α dönüşümü R3
CO da b൴r ൴zometr൴d൴r.

Aşağıda ൴fade ed൴len önermeler ൴le hang൴ Ökl൴dyen ൴zometr൴ler൴n cuboctahedron
uzayında da ൴zometr൴ oldukları göster൴lmekted൴r.

Önerme 3.1 R3 de her Ökl৻dyen öteleme R3
CO un b৻r ৻zometr৻s৻d৻r.

İspat A = (a1, a2, a3), X = (x, y, z) ∈ R3 olmak üzere TA : R3
CO → R3

CO,

TA(X) = A + X olacak şek৻lde reel uzayda b৻r öteleme olsun. P1 = (x1, y1, z1) ,

P2 = (x2, y2, z2) ∈ R3 ৻ç৻n

dCO(TA(P1), TA(P2))

= max

{
1
2
(|a1+x1 − a1 − x2|+ |a2+y1 − a2 − y2|+ |a3+z1 − a3 − z2|) ,

|a1+x1 − a1 − x2| , |a2+y1 − a2 − y2| , |a3+z1 − a3 − z2|

}
= max

{
1
2
(|x1 − x2|+ |y1 − y2|+ |z1 − z2|) , |x1 − x2| , |y1 − y2| |z1 − z2|

}
= dCO(P1, P2)

d৻r. Bundan dolayı TA b৻r ৻zometr৻d৻r.

Yukarıdak൴ önermeden dolayı R3
CO uzayında dönme ve yansımaları bulmak ൴ç൴n

or൴j൴nden geçen düzlemler൴ düşünmek yeterl൴ olacaktır.

Önerme 3.2 R3
CO de∆ : ax+ by+ cz = 0 düzlem৻ne göre yansımanın ৻zometr৻ olması ৻ç৻n

gerek ve yeter koşul düzlem৻n doğrultu vektörü (a, b, c) n৻n

D = {(1, 0, 0) , (0, 1, 0) , (0, 0, 1) , (1, 1, 0) , (−1, 1, 0) , (1, 0, 1) , (1, 0,−1) , (0, 1, 1) , (0, 1,−1)}

elemanlarına paralel olmasıdır.
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İspat ∆ : ax+ by+ cz = 0 b৻r৻m normal৻ (a, b, c) olan düzlem olmak üzere σ∆ : R3 → R3

Ökl৻dyen yansıma

σ∆(x, y, z) =
(

(1− 2a2)x− 2aby − 2acz,−2abx+ (1− 2b2)y − 2bcz,−2acx− 2bcy + (1− 2c2)z
)

b৻ç৻m৻nde tanımlanır.

V1 = (1, 0, 1), V5 = (1, 1, 0), V9 = (0, 1, 1) R3 ün b৻r tabanı olduğundan ve bu
taban vektörler৻n৻ koruyan b৻r yansıma ৻zometr৻ olacağından bu tabanı koruyan yansımaları
araştırmak ৻zometr৻ler৻ bulmak ৻ç৻n yeterl৻ olacaktır.

σ∆(V1) = σ∆(1, 0, 1) = (1− 2a2 − 2ac,−2ab− 2bc,−2ac+ 1− 2c2)

σ∆(V5) = σ∆(1, 1, 0) = (1− 2a2 − 2ab,−2ab+ 1− 2b2,−2ac− 2bc)

σ∆(V9) = σ∆(0, 1, 1) = (−2ab− 2ac, 1− 2b2 − 2bc, 1− 2bc− 2c2)

d৻r. Açıkça
dCO(O, V1) = dCO(O, V5) = dCO(O, V9) = 1

d৻r. Eğer yansıma dCO uzaklığını koruyor ৻se taban vektörler৻n৻n yansıma altındak৻
görüntüler৻ ৻ç৻n uzaklık korunmalıdır. Böylece

dCO(σ∆(O), σ∆(V1)) = dCO(σ∆(O), σ∆(V5)) = dCO(σ∆(O), σ∆(V9)) = 1

yan৻

dCO(σ∆(O), σ∆(V1)) = max

{
1
2
(|1− 2a2 − 2ac|+ |−2ab− 2bc|+ |−2ac+1− 2c2|) ,

|1− 2a2 − 2ac| , |−2ab− 2bc| , |−2ac+1− 2c2|

}
= 1

dCO(σ∆(O), σ∆(V5)) = max

{
1
2
(|1− 2a2 − 2ab|+ |−2ab+1− 2b2|+ |−2ac− 2bc|) ,

|1− 2a2 − 2ab| , |−2ab+1− 2b2| , |−2ac− 2bc|

}
= 1

dCO(σ∆(O), σ∆(V9)) = max

{
1
2
(|−2ab− 2ac|+ |1− 2b2 − 2bc|+ |1− 2bc− 2c2|) ,

|−2ab− 2ac| , |1− 2b2 − 2bc| , |1− 2bc− 2c2|

}
= 1

olmalıdır. Bu denklem s৻stem৻ çözülürse;

(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (1/
√
2, 1/

√
2, 0), (−1/

√
2, 1/

√
2, 0), (1/

√
2, 0, 1/

√
2),

(1/
√
2, 0,−1/

√
2), (0, 1/

√
2, 1/

√
2), (0, 1/

√
2,−1/

√
2)

çözümler৻ elde ed৻l৻r.

Ters৻ne σ∆ (X) = Y ৻ken OX ve OY vektörler৻n৻n doğrultu vektörler৻ sırasıyla
(p1, q1, r1) ve (p2, q2, r2) ৻se Yardımcı Teorem 2.2 den dolayı dCO(O,X) = dCO(O, Y ) olması
৻ç৻n µ (OX) = µ (OY ) olduğunu göstermek yeterl৻d৻r. Böylece aşağıdak৻ l৻ste (p2, q2, r2)
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doğrultusunun ৻lg৻l৻ yansımaya göre (p1, q1, r1) c৻ns৻nden karşılığını vermekted৻r ;

∆ (p2, q2, r2)

x = 0 (−p1, q1, r1)

y = 0 (p1,−q1, r1)

z = 0 (p1, q1,−r1)

x+ y = 0 (−q1,−p1, r1)

x− y = 0 (q1, p1, r1)

x+ z = 0 (−r1, q1,−p1)

x− z = 0 (r1, q1, p1)

y + z = 0 (p1,−r1,−q1)

y − z = 0 (p1, r1, q1)

Böylel৻kle µ (OX) = µ (OY ) olduğu kolaylıkla görüleb৻l৻r.

Sonuç 3.4 Or৻j৻nden geçen düzlemlere göre ৻zometr৻k yansımalarının kümes৻ SCO aşağıda
denklemler৻ ver৻len 9 tane Ökl৻dyen yansımadan oluşur.

{x = 0, y = 0, z = 0, x+ y = 0, x− y = 0, x+ z = 0, x− z = 0, y + z = 0, y − z = 0}

Şek൴l3.4 dek൴ tabloda cuboctahedron b൴r൴m küres൴n൴n köşe noktalarının yansımalar
sonucu dönüştüğü noktalar ver൴lm൴şt൴r.

Şek൴l 3.4 R3
CO de Yansıma Düzlemler൴ne Göre Köşe Noktaların Görüntüler൴
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Önerme 3.3 Or৻j৻nden geçen b৻r l doğrusuna göre b৻r rθ dönmes৻n৻n ৻zometr৻ olması ৻ç৻n
gerek ve yeter koşul

D1 = {(1, 0, 0) , (0, 1, 0) , (0, 0, 1)}
D2 = {(1, 1, 1) , (−1, 1, 1) , (1,−1, 1) , (1, 1,−1)}
D3 = {(1, 1, 0) , (1, 0, 1) , (0, 1, 1) , (1,−1, 0) , (1, 0,−1) , (0, 1,−1)}

ve

R1 = {rθ | θ ∈ {π/2, π, 3π/2} , dönme eksen৻n৻n yön vektörü D1 ৻n elemanı}
R2 = {rθ | θ ∈ {2π/3, 4π/3} , dönme eksen৻n৻n yön vektörü D2 n৻n elemanı}
R2 = {rθ | θ = π, dönme eksen৻n৻n yön vektörü D3 ün elemanı}

olmak üzere rθ ∈ RCO = R1 ∪R2 ∪R3 olmasıdır.

İspat B৻r৻m doğrultu vektörü (p, q, r) olan b৻r l doğrusu etrafında rθ şekl৻nde ৻fade ed৻len
Ökl৻dyen dönmen৻n matr৻s b৻ç৻m৻ cos θ + p2(1− cos θ) pq(1− cos θ)− r s൴n θ pr(1− cos θ) + q s൴n θ

pq(1− cos θ) + r s൴n θ cos θ + q2(1− cos θ) qr(1− cos θ)− p s൴n θ
pr(1− cos θ)− q s൴n θ qr(1− cos θ) + p s൴n θ cos θ − r2(1− cos θ)


şekl৻nded৻r. l eksen৻ndek৻ b৻r dönme , l doğrusu boyunca kes৻şen ৻k৻ düzlem৻n
yansımalarının b৻rleş৻m৻ olduğundan Önerme 2.2 den dolayı l doğrusunun doğrultu
vektörler৻ olarak (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (1, 1, 1), (−1, 1, 1), (1,−1, 1), (1, 1,−1),
(1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1), (1,−1, 0), (1, 0,−1), (0, 1,−1) alınab৻l৻r.

R3
CO dak৻ ৻zometr৻k dönmeler৻n bulunması ৻ç৻n, dCO b৻r৻m küres৻n৻n kenarlarının

uzunluklarını koruyan dönmeler৻n tesp৻t ed৻lmes৻ yeterl৻d৻r.

dCO b৻r৻m küres৻n৻n V1 = (1, 0, 1), V5 = (1, 1, 0), V9 = (0, 1, 1) köşe noktalarını ele
alalım. Buna göre,

rθ(V1) =

 cos θ + p2(1− cos θ) + pr(1− cos θ) + q s൴n θ,
pq(1− cos θ) + r s൴n θ + qr(1− cos θ)− p s൴n θ,
pr(1− cos θ)− q s൴n θ + cos θ − r2(1− cos θ)



rθ(V5) =

 cos θ + p2(1− cos θ) + pq(1− cos θ)− r s൴n θ,
pq(1− cos θ) + r s൴n θ + cos θ + q2(1− cos θ),
pr(1− cos θ)− q s൴n θ + qr(1− cos θ) + p s൴n θ



rθ(V9) =

 pq(1− cos θ)− r s൴n θ + pr(1− cos θ) + q s൴n θ,
cos θ + q(1− cos θ) + qr(1− cos θ)− p s൴n θ,
qr(1− cos θ) + p s൴n θ + cos θ + r(1− cos θ)


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bulunur. Açıkça dco(V1, V5) = dco(V1, V9) = dco(V5, V9) = 1 d৻r. O halde θ ̸= 0 olmak
üzere rθ nın dCO uzaklığını koruması ৻ç৻n

dCO(rθ(V1), rθ(V5)) = dCO(rθ(V1), rθ(V9)) = dCO(rθ(V5), rθ(V9)) = 1

olmalıdır. Buna göre

x1 = |(pr − pq) (1− cos θ)+ (q+r) s൴n θ| , y1 = |(qr − q2) (1− cos θ)− cos θ − p s൴n θ|
x2 = |(p2 − pq) (1− cos θ)+ cos θ+r s൴n θ| , y2 = |(pq − q2) (1− cos θ)− cos θ+r s൴n θ|
x3 = |(p2 − pr) (1− cos θ)+ cos θ+q s൴n θ| , y3 = |(pq − qr) (1− cos θ) + (p+ r) s൴n θ|

ve
z1 = |(r2 − qr) (1− cos θ) + cos θ + p s൴n θ|
z2 = |(pr − qr) (1− cos θ)− (p+ q) s൴n θ|
z3 = |(pr − r2) (1− cos θ)− cos θ − q s൴n θ|

olmak üzere

dCO(rθ(V1), rθ(V5)) = max
{
1

2
(x1 + y1 + z1) , x1, y1, z1

}
= 1,

dCO(rθ(V1), rθ(V9)) = max
{
1

2
(x2 + y2 + z2) , x2, y2, z2

}
= 1,

dCO(rθ(V5), rθ(V9)) = max
{
1

2
(x3 + y3 + z3) , x3, y3, z3

}
= 1

denklemler৻ elde ed৻l৻r.

l doğrusunun yön vektörü (1, 0, 0) ৻se (p, q, r) = (1, 0, 0) olur. p, q, r değerler৻
dCO(rθ(V1), rθ(V5)) = dCO(rθ(V1), rθ(V9)) = dCO(rθ(V5), rθ(V9)) = 1 denklemler৻nde
yer৻ne yazılırsa;

max(1
2
(| s൴n θ + cos θ|+ | cos θ − s൴n θ|) , | s൴n θ + cos θ|, | cos θ − s൴n θ|) = 1

max(1
2
(1 + | cos θ|+ | s൴n θ|) , 1, | cos θ|, | s൴n θ|) = 1

max(1
2
(1 + | s൴n θ|+ | cos θ|) , 1, | s൴n θ|, | cos θ|) = 1

elde ed৻l৻r. Elde ed৻len bu denklem s৻stem৻ çözülürse θ = π/2, θ = π, θ = 3π/2 sonuçları
elde ed৻l৻r. Buradan, x eksen৻ etrafındak৻ θ = π/2, π, 3π/2 radyanlık dönmeler R3

CO un b৻r
৻zometr৻s৻d৻r. Benzer şek৻lde, eğer l n৻n yön vektörü (0, 1, 0) veya (0, 0, 1) ৻se θ = π/2, π,

3π/2 olur.

l doğrusunun yön vektörü (1, 1, 1) ৻se (p, q, r) = (1/
√
3, 1/

√
3, 1/

√
3) olur. p, q, r

değerler৻ dCO(rθ(V1), rθ(V5)) = dCO(rθ(V1), rθ(V9)) = dCO(rθ(V5), rθ(V9)) = 1 de yer৻ne
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yazılırsa,

max


1
2

(∣∣∣2√3
3
s൴n θ

∣∣∣+ ∣∣∣cos θ + √
3
3
s൴n θ

∣∣∣+ ∣∣∣cos θ − √
3
3
s൴n θ

∣∣∣) ,∣∣∣2√3
3
s൴n θ

∣∣∣ , ∣∣∣cos θ + √
3
3
s൴n θ

∣∣∣ , ∣∣∣cos θ − √
3
3
s൴n θ

∣∣∣
 = 1

max


1
2

(∣∣∣cos θ + √
3
3
s൴n θ

∣∣∣+ ∣∣∣− cos θ +
√
3
3
s൴n θ

∣∣∣+ ∣∣∣2√3
3
s൴n θ

∣∣∣) ,∣∣∣cos θ + √
3
3
s൴n θ

∣∣∣ , ∣∣∣− cos θ +
√
3
3
s൴n θ

∣∣∣ , ∣∣∣2√3
3
s൴n θ

∣∣∣
 = 1

max


1
2

(∣∣∣2√3
3
s൴n θ

∣∣∣+ ∣∣∣cos θ + √
3
3
s൴n θ

∣∣∣+ ∣∣∣cos θ − √
3
3
s൴n θ

∣∣∣) ,∣∣∣2√3
3
s൴n θ

∣∣∣ , ∣∣∣cos θ + √
3
3
s൴n θ

∣∣∣ , ∣∣∣cos θ − √
3
3
s൴n θ

∣∣∣
 = 1

denklemler৻ bulunur. Bu denklem s৻stem৻ çözülürse θ = 2π/3, θ = 4π/3 olur. Buradan, l
etrafındak৻ θ = 2π/3, 4π/3 radyanlık dönmeler R3

CO un b৻r ৻zometr৻s৻d৻r. Benzer şek৻lde,
eğer l n৻n yön vektörü (−1, 1, 1), (1, 1,−1) veya (1,−1, 1) ৻se θ = 2π/3, 4π/3 olur.

l doğrusunun yön vektörü (1, 1, 0) ৻se (p, q, r) = (1/
√
2, 1/

√
2, 0) olur. p, q, r

değerler৻ dCO(rθ(V1), rθ(V5)) = dCO(rθ(V1), rθ(V9)) = dCO(rθ(V5), rθ(V9)) = 1

৻fadeler৻nde yer৻ne yazılırsa,

max

{
1
2

(
| cos θ−1+

√
2 s൴n θ

2
|+ |1+cos θ+

√
2 s൴n θ

2
|+
∣∣∣−√

2 s൴n θ
2

∣∣∣)+ cos θ|,
| cos θ−1+

√
2 s൴n θ

2
|, |1+cos θ+

√
2 s൴n θ

2
|, |−

√
2 s൴n θ
2

+ cos θ|

}
= 1

max

{
1
2

(
| cos θ|+ | cos θ|+ |

√
2 s൴n θ|

)
,

| cos θ|, |
√
2 s൴n θ|

}
= 1

max

{
1
2

(
| cos θ+1−

√
2 s൴n θ

2
|+ |1−cos θ+

√
2 s൴n θ

2
|+
∣∣∣√2 s൴n θ

2

∣∣∣)+ cos θ|,
| cos θ+1−

√
2 s൴n θ

2
|, |1−cos θ+

√
2 s൴n θ

2
|, |

√
2 s൴n θ
2

+ cos θ|

}
= 1

denklemler৻ne ulaşılır. Bu denklemler çözülürse θ = π olur.Buradan, l etrafındak৻ θ = π

radyanlık dönme R3
CO ün b৻r ৻zometr৻s৻d৻r. Benzer şek৻lde, eğer l n৻n yön vektörü (1, 0, 1),

(0, 1, 1), (1,−1, 0), (1, 0,−1) ya da (0, 1,−1) ৻se θ = π olur.

Ters৻ne rθ(X) = Y olacak şek৻ldek৻ X ve Y noktalarıyla oluşturulan OX ve OY

doğrularının doğrultuları sırasıyla (p1, q1, r1) ve (p2, q2, r2) olmak üzere
dCO (O,X) = dCO (O, Y ) olduğunu göstermek ৻ç৻n Yardımcı Teorem 2.2 den
µ (OX) = µ (OY ) olduğu göster৻lmel৻d৻r. Bu ৻se (p1, q1, r1) vektörünün tüm durumlar ৻ç৻n
görüntüler৻ bulunarak kolaylıkla göster৻leb৻l৻r. Örneğ৻n dönme eksen৻n৻n doğrultu vektörü
(1, 0, 0) olmak üzere bu eksende θ = π/2 radyanlık dönme dönüşümü yapılınca
(p2, q2, r2) = (p1,−r1, q1) bulunur. Buradan da açıkça µ (OX) = µ (OY ) olduğu görülür.
Benzer şek৻lde d৻ğer dönme eksenler৻ ve dönme açıları ৻ç৻n eş৻tl৻k göster৻leb৻l৻r. Bu da
৻spatı tamamlar.

Sonuç 3.5 Or৻j৻nden geçen doğrulara göre ৻zometr৻k dönmeler৻nRCO kümes৻ tam olarak 23
Ökl৻dyen dönme ৻çer৻r.
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Cuboctahedron b൴r൴m küres൴n൴n köşe noktalarının dönme hareketler൴ sonucunda hang൴
noktalara dönüştükler൴ Şek൴l3.5 dek൴ tabloda özetlenm൴şt൴r;

Şek൴l 3.5 R3
CO de Dönme Hareket൴ Altında Köşe Noktaların Görüntüler൴

Yardımcı Teorem 3.3 (x, y, z) noktasını (−x,−y,−z) noktasına eşleyen dönüşüm olan
or৻j৻ne göre σ0 ৻nvers৻yonu (noktaya göre yansıma) R3

CO un b৻r ৻zometr৻s৻d৻r.

Şek൴l3.6 dak൴ tabloda cuboctahedron b൴r൴m küres൴n൴n köşe noktalarının ൴nvers൴yon
hareket൴ sonrası görüntüler൴ ver൴lm൴şt൴r.

Şek൴l 3.6 R3
CO de σO ൴nvers൴yonu Altında Köşe Noktaların Görüntüler൴
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Önerme 3.4 dCO uzaklığını ৻nvaryant bırakan or৻j৻ne göre altı tane dönme yansıması vardır.

İspat rθ ∈ RCO , Γ ve ∆ düzlemler৻ Π düzlem৻ne d৻k olmak üzere dönme-yansıma ρ :

σΠσ∆σΓ = σΠrθ şekl৻nde ৻fade ed৻l৻r. O halde dönme eksen৻ yansıma düzlem৻ne d৻k olmak
zorundadır. Bu nedenle Önerme 2.3 dek৻ dönme eksenler৻nden 9 tanes৻ ৻ncelenmel৻d৻r. Çünkü
D2 de ver৻len dönme eksenler৻n৻n h৻çb৻r৻ Önerme 2.2 de ver৻len yansıma düzlemler৻ne d৻k
değ৻ld৻r.

Eğer Π, x = 0 düzlem৻ ৻se rθ nın b৻r৻m vektörü (1, 0, 0) dır ve

ρ : σΠrθ(x, y, z) = (−x, ycosθ − zsinθ, ysinθ + zcosθ)

dır. V1 = (1, 0, 1), V5 = (1, 1, 0), V11 = (0,−1, 1) ve V6 = (1,−1, 0) olmak üzere

ρ(V1) = ρ(1, 0, 1) = (−1,− s൴n θ, cos θ)
ρ(V5) = ρ(1, 1, 0) = (−1, cos θ, s൴n θ)
ρ(V11) = ρ(0,−1, 1) = (0,− cos θ − s൴n θ,− s൴n θ + cos θ)
ρ(V6) = ρ(1,−1, 0) = (−1,− cos θ,− s൴n θ)

ve dCO(V1, V5) = 1 , dCO(V11, V6) = 1 d৻r. Dolayısıyla ρ uzaklığı korumak zorunda
olduğundan

dCO(ρ(V1), ρ(V5)) = max

{
1
2
(|cos θ + s൴n θ|+ |− s൴n θ + cos θ|) ,
|cos θ + s൴n θ| , |− s൴n θ + cos θ|

}
= 1

dCO(ρ(V11), ρ(V6)) = max
{

1
2
(1 + |s൴n θ|+ |cos θ|) , |s൴n θ| , |cos θ| , 1

}
= 1

olur. Bu denklem s৻stem৻ çözülürse θ = π/2, π, 3π/2 elde ed৻l৻r. Burada elde ed৻len
sonuçlardan kolaylıkla, σΠrπ = σ0 olduğu göster৻leb৻l৻r. O halde x = 0 düzlem৻ne göre 2
tane dönme yansıma elde ed৻l৻r. Benzer şek৻lde Π ৻ç৻n y = 0 ve z = 0 düzlemler৻
kullanılırsa θ = π/2, π, 3π/2 ৻ç৻n 2 şer tane dönme yansıma elde ed৻l৻r. Yan৻ bu üç düzlem
৻ç৻n toplam 6 tane dönme yansıma vardır.

Eğer Π ৻ç৻n x + y = 0 düzlem৻ alınırsa rθ dönme eksen৻n৻n b৻r৻m vektörü
(1/

√
2, 1/

√
2, 0) dır ve

ρ : σΠrθ(x, y, z) =


( cos θ−1

2
)x− (1+cos θ

2
)y + ( s൴n θ√

2
)z,

(− cos θ−1
2

)x+ ( cos θ−1
2

)y − ( s൴n θ√
2
)z,

(− s൴n θ√
2
)x+ ( s൴n θ√

2
)y + cos θz


olur. V1 = (1, 0, 1), V5 = (1, 1, 0), V11 = (0,−1, 1) ve V6 = (1,−1, 0) olmak üzere

ρ(V1) = ρ(1, 0, 1) = (−1+cos θ+
√
2 s൴n θ

2
, − cos θ−1−

√
2 s൴n θ

2
, − s൴n θ√

2
+ cos θ)

ρ(V5) = ρ(1, 1, 0) = (−1,−1, 0)

ρ(V11) = ρ(0,−1, 1) = (1+cos θ+
√
2 s൴n θ

2
, 1−cos θ−

√
2 s൴n θ

2
, − s൴n θ√

2
+ cos θ)

ρ(V6) = ρ(1,−1, 0) = (cos θ,− cos θ,−
√
2 s൴n θ)
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ve dCO(V1, V5) = 1 , dCO(V11, V6) = 1 d৻r. Dolayısıyla ρ uzaklığı korumak zorunda
olduğundan

dCO(ρ(V1), ρ(V5)) = max


1
2

(∣∣∣1+ cos θ+√2 s൴n θ
2

∣∣∣+ ∣∣∣1−cos θ−√
2 s൴n θ

2

∣∣∣+ ∣∣∣− s൴n θ√
2
+ cos θ

∣∣∣) ,∣∣∣1+ cos θ+√2 s൴n θ
2

∣∣∣ , ∣∣∣1−cos θ−√
2 s൴n θ

2

∣∣∣ , ∣∣∣− s൴n θ√
2
+ cos θ

∣∣∣
 = 1

dCO(ρ(V11), ρ(V6)) = max


1
2

(∣∣∣1−cos θ+√2 s൴n θ
2

∣∣∣+ ∣∣∣1+ cos θ−√
2 s൴n θ

2

∣∣∣+ ∣∣∣ s൴n θ√
2
+ cos θ

∣∣∣) ,∣∣∣1−cos θ+√2 s൴n θ
2

∣∣∣ , ∣∣∣1+ cos θ−√
2 s൴n θ

2

∣∣∣ , ∣∣∣ s൴n θ√
2
+ cos θ

∣∣∣
 = 1

denklem s৻stem৻ ortaya çıkar. Bu denklem s৻stem৻ çözülürse θ = π bulunur. Burada elde
ed৻len sonuca göre σΠrθ = σ0 dönüşümü O = (0, 0, 0) a göre b৻r ৻nvers৻yon olduğundan bu
durumda yen৻ b৻r dönme yansıma yoktur. Benzer şek৻ldeΠ , x−y = 0, x+z = 0, x−z = 0,
y + z = 0, y − z = 0 düzlemler৻nden herhang৻ b৻r৻ ৻se dönme eksenler৻n৻n doğrultuları
sırasıyla (1,−1, 0), (1, 0, 1), (1, 0,−1), (0, 1, 1), (0, 1,−1) olup bu durumların her b৻r৻nde
θ = π sonucuna ulaşılır. Bu sonuç ৻se or৻j৻ne göre ৻nvers৻yon olduğundan bu durumların
h৻çb৻r৻nde b৻r dönme yansıma yoktur.

Şek൴l3.7 dek൴ tabloda cuboctahedron b൴r൴m küres൴n൴n köşe noktalarının dönme
yansıma sonucu görüntüler൴ ver൴lm൴şt൴r.

Şek൴l 3.7 R3
CO de Dönme Yansıma Hareket൴ Altında Köşe Noktaların Görüntüler൴

Önerme 3.5 dCO uzaklığını değ৻şmez bırakan or৻j৻ne göre sek৻z tane dönme ৻nvers৻yon
vardır.



26

İspat B৻r dönme ৻nvers৻yon rθ ∈ RCO olmak üzere ρ : σOσ∆σΓ = σOrθ şekl৻nde ৻fade
ed৻l৻r. Buna göre Önerme 2.3 dek৻ dönme eksenler৻ ৻ç৻n 13 durum göz önüne alınmalıdır. rθ,
x eksen৻ etrafında dönme olarak tanımlanırsa, rθ nın b৻r৻m vektörü (1, 0, 0) olur ve

ρ : σOrθ(x, y, z) = (−x,−y cos θ + z s൴n θ,−y s൴n θ − z cos θ)

dır. V1 = (1, 0, 1), V5 = (1, 1, 0), V9 = (0, 1, 1) ve V7 = (−1, 1, 0) olmak üzere

ρ(V1) = ρ(1, 0, 0) = (−1, s൴n θ,− cos θ)
ρ(V5) = ρ(1, 1, 0) = (−1,− cos θ,− s൴n θ)
ρ(V9) = ρ(0, 1, 1) = (0, s൴n θ − cos θ,− cos θ − s൴n θ)
ρ(V7) = ρ (−1, 1, 0) = (1,− cos θ,− s൴n θ)

ve dCO(V1, V5) = 1 ve dCO(V9, V7) = 1 d৻r. Dolayısıyla ρ uzaklığı korumak zorunda
olduğundan

dCO(ρ(V1), ρ(V5)) = max

{
1
2
(|cos θ + s൴n θ|+ |s൴n θ − cos θ|) ,
|cos θ + s൴n θ| , |s൴n θ − cos θ|

}
= 1

dCO(ρ(V9), ρ(V7)) = max
{

1
2
(1 + |s൴n θ|+ |cos θ|) , |1| , |s൴n θ| , |cos θ|

}
= 1

denklemler৻ bulunur. Bu denklemler çözülürse θ = π/2, π, 3π/2 sonuçları elde ed৻l৻r.
Burada σ0rθ b৻r dönme yansıması veya yansıma olduğundan bu durumda yen৻ b৻r dönme
৻nvers৻yonu yoktur. Benzer şek৻lde y ve z eksenler৻ etrafındak৻ dönmeler ৻ç৻n de yen৻ b৻r
dönme ৻nvers৻yonu yoktur.

rθ , doğrultu vektörü (1, 1, 0) olan l doğrusu etrafındak৻ dönme ৻se rθ nın b৻r৻m vektörü
(1/

√
2, 1/

√
2, 0) olur ve

ρ : σOrθ(x, y, z) =


(− cos θ−1

2
)x+ ( cos θ−1

2
)y − ( s൴n θ√

2
)z,

( cos θ−1
2

)x+ (−1−cos θ
2

)y + ( s൴n θ√
2
)z,

( s൴n θ√
2
)x− ( s൴n θ√

2
)y − z cos θ


d৻r. V1 = (1, 0, 1), V5 = (1, 1, 0), V10 = (0, 1,−1) ve V2 = (1, 0,−1) olmak üzere

ρ(V1) = ρ(1, 0, 0) =
(

− cos θ−1−
√
2 s൴n θ

2
, −1+cos θ+

√
2 s൴n θ

2
, s൴n θ√

2
− cos θ

)
ρ(V5) = ρ(1, 1, 0) = (−1,−1, 0)

ρ(V10) = ρ (0, 1,−1) =
(
cos θ−1+

√
2 s൴n θ

2
, −1−cos θ−

√
2 s൴n θ

2
, − s൴n θ√

2
+ cos θ

)
ρ(V2) = ρ (1, 0,−1) =

(
− cos θ−1+

√
2 s൴n θ

2
, −1+cos θ−

√
2 s൴n θ

2
, s൴n θ√

2
+ cos θ

)
ve dCO(V1, V5) = 1 ve dCO(V10, V2) = 1 d৻r. Dolayısıylaρ uzaklığı koruyacağından

dCO(ρ(V1), ρ(V5)) = max


1
2

(∣∣∣1−cos θ−√
2 s൴n θ

2

∣∣∣+ ∣∣∣1+ cos θ+√2 s൴n θ
2

∣∣∣+ ∣∣∣ s൴n θ√
2
− cos θ

∣∣∣) ,∣∣∣1−cos θ−√
2 s൴n θ

2

∣∣∣ , ∣∣∣1+ cos θ+√2 s൴n θ
2

∣∣∣ , ∣∣∣ s൴n θ√
2
− cos θ

∣∣∣
 = 1

dCO(ρ(V10), ρ(V2)) = max
{

1
2

(∣∣√2 s൴n θ
∣∣+ |cos θ|+ |cos θ|

)
, |cos θ| ,

∣∣√2 s൴n θ
∣∣} = 1
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denklemler৻ ortaya çıkar. Bu denklem s৻stem৻ çözülürse θ = π bulunur. Buradan ρ = σOrθ

b৻r dönme yansıması veya yansıma olduğundan yen৻ b৻r dönme ৻nvers৻yonu yoktur. Benzer
şek৻lde rθ, (1,−1, 0), (1, 0, 1), (1, 0,−1), (0, 1, 1), (0, 1,−1) e paralel dönme eksenler৻nden
herhang৻ b৻r৻s৻ ৻se y৻ne yen৻ b৻r dönme ৻nvers৻yonu yoktur.

rθ doğrultu vektörü (1, 1, 1) olan l doğrusu etrafındak৻ dönme ৻se rθ nın b৻r৻m vektörü
(1/

√
3, 1/

√
3, 1/

√
3) olur ve

ρ : σOrθ(x, y, z) =


(−2 cos θ−1

3
)x+ ( cos θ+

√
3 s൴n θ−1
3

)y + ( cos θ−
√
3 s൴n θ−1
3

)z,(
cos θ−

√
3 s൴n θ−1
3

)
x+

(−1−2 cos θ
3

)
y +

(
cos θ+

√
3 s൴n θ−1
3

)
z,(

cos θ+
√
3 s൴n θ−1
3

)
x+

(
cos θ−

√
3 s൴n θ−1
3

)
y +

(−1−2 cos θ
3

)
z


d৻r. V1 = (1, 1, 0), V10 = (0, 1,−1), V6 = (1,−1, 0) ve V11 = (0,−1, 1)olmak üzere

ρ(V1) = ρ(1, 1, 0) =
(

− cos θ−2−
√
3 s൴n θ

3
, −2−cos θ−

√
3 s൴n θ

3
, −2+2 cos θ

3

)
ρ(V10) = ρ(0, 1,−1) =

(
2√
3
s൴n θ,− cos θ − s൴n θ√

3
, cos θ − s൴n θ√

3

)
ρ(V6) = ρ (1,−1, 0) =

(
− cos θ − s൴n θ√

3
, cos θ − s൴n θ√

3
, s൴n θ√

3

)
ρ(V11) = ρ (0,−1, 1) =

(
−2√
3
s൴n θ, cos θ + s൴n θ√

3
,− cos θ + s൴n θ√

3

)
olup ρ uzaklığı koruyacağından

dCO(ρ(V1), ρ(V10)) = max


1
2

(∣∣∣2+ cos θ+√3 s൴n θ
3

∣∣∣+ ∣∣−2+2 cos θ
3

∣∣+ ∣∣∣− cos θ−2+
√
3 s൴n θ

3

∣∣∣) ,∣∣∣2+ cos θ+√3 s൴n θ
3

∣∣∣ , ∣∣−2+2 cos θ
3

∣∣ , ∣∣∣− cos θ−2+
√
3 s൴n θ

3

∣∣∣
 = 1

dCO(ρ(V6), ρ(V11)) = max


1
2

(∣∣∣− cos θ+ s൴n θ√
3

∣∣∣+ ∣∣∣ 2√
3
s൴n θ

∣∣∣+ ∣∣∣cos θ+ s൴n θ√
3

∣∣∣) ,∣∣∣− cos θ+ s൴n θ√
3

∣∣∣ , ∣∣∣ 2√
3
s൴n θ

∣∣∣ , ∣∣∣cos θ+ s൴n θ√
3

∣∣∣
 = 1

denklem s৻stem৻ bulunur. Bu denklem s৻stem৻ çözülürse θ = 2π/3, 4π/3 sonuçlarına
ulaşılır. Bu durumda (1, 1, 1) doğrultu vektörü olan l doğrusu etrafındak৻ dönme
kullanılarak 2 tane dönme ৻nvers৻yonu elde ed৻l৻r. Benzer şek৻lde (−1, 1, 1), (1,−1, 1),
(1, 1,−1) doğrultulu eksenler etrafındak৻ dönmeler kullanılarak herb৻r৻ ৻ç৻n ৻k৻ yen৻ dönme
৻nvers৻yon elde ed৻l৻r. Buradan dCO uzaklığını koruyan tam olarak sek৻z dönme ৻nvers৻yonu
vardır.

Şek൴l3.8 dek൴ tabloda cuboctahedron b൴r൴m küres൴n൴n köşe noktalarının dönme
൴nvers൴yon sonucu görüntüler൴ ver൴lm൴şt൴r.
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Şek൴l 3.8 R3
CO de Dönme İnvers൴yon Hareket൴ Altında Köşe Noktaların Görüntüler൴

Buraya kadar olan kısımda Ökl൴dyen 3−uzayın ൴zometr൴ler൴nden hang൴ler൴n൴n dCO

metr൴ğ൴n൴ koruduğu bulunmuştur. Daha açıkça Ökl൴dyen 3−uzayın ൴zometr൴ler൴nden dokuz
yansıma, y൴rm൴ dört dönme, altı dönme-yansıma, sek൴z dönme-൴nvers൴yon ve b൴r
൴nvers൴yonun dCO metr൴ğ൴n൴ koruduğu göster൴lm൴şt൴r. Bu tesp൴t ed൴len dönüşümler
cuboctahedronun Ökl൴dyen s൴metr൴ grubu olan Oh (octahedral grup) dönüşümler൴d൴r. Bu
gruba cuboctahedron grup den൴ls൴n ve G(CO) ൴le göster൴ls൴n. Açıkça G(CO), Oh grubuna
൴zomorftur. Bundan sonra bu dönüşümlerden başka dCO metr൴ğ൴n൴ koruyan ൴zometr൴n൴n
olmadığı göster൴lecekt൴r. Yan൴ R3

CO un tüm ൴zometr൴ler൴n൴n T (3).G(CO) olduğu
göster൴lecekt൴r.

Tanım 3.3 A = (a1, a2, a3) ve B = (b1, b2, b3) R3
CO uzayında farklı ৻k৻ nokta olsun. Bu

takd৻rde
{X | dCO(A,X) + dCO(B,X) = dCO(A,B)}

kümes৻ne A, B noktalarının m৻n৻mum uzaklık kümes৻ den৻r ve [AB] ৻le göster৻l৻r.
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Genel olarak, [AB] kümes൴ AB köşegenl൴ b൴r paralelyüz oluşturur (Şek൴l3.9).

Şek൴l 3.9 R3
CO da M൴n൴mum Uzaklık Kümes൴

Buradak൴ m൴n൴mum uzaklık kümes൴−x+y+z = 0,−x−y+z = 0,−x+y−z = 0

düzlemler൴ ve bunlara paralel düzlemler൴n sınırladığı paralelyüzdür.

Önerme 3.6 ϕ : R3
CO → R3

CO b৻r ৻zometr৻ ve [AB] paralelyüz olsun. O halde

ϕ([AB]) = [ϕ(A)ϕ(B)]

olur.

İspat Y ∈ ϕ([AB]) olsun.

Y ∈ ϕ([AB]) ⇐⇒ ∃X ∈ [AB] ∋ Y = ϕ(X)

⇐⇒ dCO(A,X) + dCO(B,X) = dCO(A,B)

⇐⇒ dCO(ϕ(A), ϕ(X)) + dCO(ϕ(B), ϕ(X)) = dCO(ϕ(A), ϕ(B))

⇐⇒ Y = ϕ(X) ∈ [ϕ(A)ϕ(B)] .

Sonuç 3.6 ϕ : R3
CO → R3

CO b৻r ৻zometr৻ ve [AB] paralelyüz olsun. Bu durumda ϕ, [AB] n৻n
köşeler৻n৻ köşelere dönüştürür ve kenar uzunluklarını korur.

Önerme 3.7 f : R3
CO → R3

CO dönüşümü f(O) = O olacak şek৻lde b৻r ৻zometr৻ olsun. Bu
takt৻rde f ∈ G(CO) olur.

İspat O = (0, 0, 0) ve D = (2, 2, 2) olmak üzere [OD] paralelyüzünü gözönüne alalım. Bu
paralelyüzün köşe noktalarından üçü V1 = (1, 0, 1), V5 = (1, 1, 0), V9 = (0, 1, 1) olup bu
noktalar aynı zamanda merkez৻l b৻r৻m cuboctahedron küres৻n৻n köşe noktalarıdır. Dahası bu
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üç nokta cuboctahedronun her b৻r৻ aynı eşkenar üçgen olan b৻r yüzünün köşe noktalarıdır
(Bakınız Şek৻l3.10).

Şek൴l 3.10 R3
CO da B൴r൴m Küre Ve M൴n൴mum Uzaklık Kümes൴

f ৻zometr৻s৻ [OD] paralelyüzününün köşe noktalarını köşe noktalara dönüştürüp,
kenar uzaklıklarını korduğundan ve f(O) = O olduğundan dolayı V1, V5 ve V9 noktalarını
cuboctahedronun y৻ne b৻r yüzünün köşe noktalarına dönüştürür. Ayrıca bu dönüştürme
৻şlem৻ gerçekleş৻rken kenar uzunlukları korunacağından dolayı
i, j, k ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12} ৻ç৻n f(V1) = Vi , f(V5) = Vj , f(V9) = Vk olmak
üzere ViVj , ViVk, VjVk cuboctahedronun üç kenarıdır. Açıkça ৻fade ed৻l৻rse f ৻zometr৻s৻,
cuboctahedronun b৻r yüzünün köşe noktalarını y৻ne b৻r yüzünün köşe noktalarına
dönüştürür. O halde cuboctahedron 8 tane eşkenar üçgen yüze sah৻p olduğundan b৻r yüzün
dönüşeb৻leceğ৻ 8 yüz ৻ht৻mal৻ vardır. Ayrıca kenar uzunlukları korunmak zorunda
olduğundan V1, V5 ve V9 noktalarının dönüşeb৻leceğ৻ cuboctahedronun her b৻r yüzü ৻ç৻n 6
৻ht৻mal olup toplamda bu noktaların dönüşeb৻leceğ৻ 48 ৻ht৻mal vardır. Bu ৻ht৻maller ৻se
aşağıda tek tek sıralanmış ve her b৻r dönüşümün önceden tesp৻t ed৻len hareketlerden
hang৻s৻ne karşılık geld৻ğ৻ ৻fade ed৻lm৻şt৻r.

1. f(V1) = V3, f(V5) = V7 ve f(V9) = V9 ৻se∆ : x = 0 düzlem৻ olmak üzere f = σ∆

yansımasıdır.

2.f(V1) = V1, f(V5) = V6 ve f(V9) = V11 ৻se∆ : y = 0 düzlem৻ olmak üzere f = σ∆

yansımasıdır.
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3.f(V1) = V2, f(V5) = V5 ve f(V9) = V10 ৻se∆ : z = 0 düzlem৻ olmak üzere f = σ∆

yansımasıdır.

4.f(V1) = V11, f(V5) = V8 ve f(V9) = V3 ৻se ∆ : x + y = 0 düzlem৻ olmak üzere
f = σ∆ yansımasıdır.

5.f(V1) = V4, f(V5) = V10 ve f(V9) = V7 ৻se ∆ : x + z = 0 düzlem৻ olmak üzere
f = σ∆ yansımasıdır.

6.f(V1) = V6, f(V5) = V2 ve f(V9) = V12 ৻se ∆ : y + z = 0 düzlem৻ olmak üzere
f = σ∆ yansımasıdır.

7.f(V1) = V9, f(V5) = V5 ve f(V9) = V1 ৻se ∆ : x − y = 0 düzlem৻ olmak üzere
f = σ∆ yansımasıdır.

8.f(V1) = V1, f(V5) = V9 ve f(V9) = V5 ৻se ∆ : x − z = 0 düzlem৻ olmak üzere
f = σ∆ yansımasıdır.

9.f(V1) = V5, f(V5) = V1 ve f(V9) = V9 ৻se ∆ : y − z = 0 düzlem৻ olmak üzere
f = σ∆ yansımasıdır.

10.f(V1) = V6, f(V5) = V1 ve f(V9) = V11 ৻se dönme eksen৻ (1, 0, 0) olmak üzere
f = rπ

2
dönmes৻d৻r.

11.f(V1) = V2, f(V5) = V6 ve f(V9) = V12 ৻se dönme eksen৻ (1, 0, 0) olmak üzere
f = rπ dönmes৻d৻r.

12.f(V1) = V5 ৻se f(V5) = V2 ve f(V9) = V10 ৻se dönme eksen৻ (1, 0, 0) olmak üzere
f = r 3π

2
dönmes৻d৻r.

13.f(V1) = V2 ৻se f(V5) = V10 ve f(V9) = V5 ৻se dönme eksen৻ (0, 1, 0) olmak üzere
f = rπ

2
dönmes৻d৻r.

14.f(V1) = V4 ৻se f(V5) = V7 ve f(V9) = V10 ৻se dönme eksen৻ (0, 1, 0) olmak üzere
f = rπ dönmes৻d৻r.

15.f(V1) = V3 ৻se f(V5) = V9 ve f(V9) = V7 ৻se dönme eksen৻ (0, 1, 0) olmak üzere
f = r 3π

2
dönmes৻d৻r.
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16.f(V1) = V9 ৻se f(V5) = V7 ve f(V9) = V3 ৻se dönme eksen৻ (0, 0, 1) olmak üzere
f = rπ

2
dönmes৻d৻r.

17.f(V1) = V3 ৻se f(V5) = V8 ve f(V9) = V11 ৻se dönme eksen৻ (0, 0, 1) olmak üzere
f = rπ dönmes৻d৻r.

18.f(V1) = V11 ৻se f(V5) = V6 ve f(V9) = V1 ৻se dönme eksen৻ (0, 0, 1) olmak üzere
f = r 3π

2
dönmes৻d৻r.

19.f(V1) = V10 ৻se f(V5) = V5 ve f(V9) = V2 ৻se dönme eksen৻
(

1√
2
, 1√

2
, 0
)
olmak

üzere f = rπ dönmes৻d৻r.

20.f(V1) = V1 ৻se f(V5) = V11 ve f(V9) = V6 ৻se dönme eksen৻
(

1√
2
, 0, 1√

2

)
olmak

üzere f = rπ dönmes৻d৻r.

21.f(V1) = V7 ৻se f(V5) = V3 ve f(V9) = V9 ৻se dönme eksen৻
(
0, 1√

2
, 1√

2

)
olmak

üzere f = rπ dönmes৻d৻r.

22.f(V1) = V12 ৻se f(V5) = V8 ve f(V9) = V4 ৻se dönme eksen৻
(

1√
2
,− 1√

2
, 0
)
olmak

üzere f = rπ dönmes৻d৻r.

23.f(V1) = V4 ৻se f(V5) = V12 ve f(V9) = V8 ৻se dönme eksen৻
(

1√
2
,− 1√

2
, 0
)
olmak

üzere f = rπ dönmes৻d৻r.

24.f(V1) = V8 ৻se f(V5) = V4 ve f(V9) = V12 ৻se dönme eksen৻
(

1√
2
,− 1√

2
, 0
)
olmak

üzere f = rπ dönmes৻d৻r.

25.f(V1) = V5 ৻se f(V5) = V9 ve f(V9) = V1 ৻se dönme eksen৻
(

1√
2
,− 1√

2
, 0
)
olmak

üzere f = r 2π
3
dönmes৻d৻r.

26.f(V1) = V9 ৻se f(V5) = V1 ve f(V9) = V5 ৻se dönme eksen৻
(

1√
2
,− 1√

2
, 0
)
olmak

üzere f = r 4π
3
dönmes৻d৻r.

27..f(V1) = V10 ৻se f(V5) = V4 ve f(V9) = V7 ৻se dönme eksen৻
(

1√
2
,− 1√

2
, 0
)
olmak

üzere f = r 2π
3
dönmes৻d৻r.

28..f(V1) = V8 ৻se f(V5) = V11 ve f(V9) = V3 ৻se dönme eksen৻
(

1√
2
,− 1√

2
, 0
)
olmak

üzere f = r 4π
3
dönmes৻d৻r.
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29..f(V1) = V11 ৻se f(V5) = V3 ve f(V9) = V8 ৻se dönme eksen৻
(

1√
2
,− 1√

2
, 0
)
olmak

üzere f = r 2π
3
dönmes৻d৻r.

30..f(V1) = V6 ৻se f(V5) = V12 ve f(V9) = V2 ৻se dönme eksen৻
(

1√
2
,− 1√

2
, 0
)
olmak

üzere f = r 4π
3
dönmes৻d৻r.

31..f(V1) = V12 ৻se f(V5) = V2 ve f(V9) = V6 ৻se dönme eksen৻
(

1√
2
,− 1√

2
, 0
)
olmak

üzere f = r 2π
3
dönmes৻d৻r.

32..f(V1) = V7 ৻se f(V5) = V10 ve f(V9) = V4 ৻se dönme eksen৻
(

1√
2
,− 1√

2
, 0
)
olmak

üzere f = r 4π
3
dönmes৻d৻r.

33. f(V1) = V8, f(V5) = V12 ve f(V9) = V4 ৻se dönme eksen৻
(

1√
3
, 1√

3
, 1√

3

)
olmak

üzere f = σOr 2π
3
dönme ৻nvers৻yonudur.

34.f(V1) = V12 ৻se f(V5) = V4 ve f(V9) = V8 ৻se dönme eksen৻
(

1√
3
, 1√

3
, 1√

3

)
olmak

üzere f = σOr 4π
3
dönme ৻nvers৻yonudur.

35.f(V1) = V11 ৻se f(V5) = V1 ve f(V9) = V6 ৻se dönme eksen৻
(
− 1√

3
, 1√

3
, 1√

3

)
olmak üzere f = σOr 2π

3
dönme ৻nvers৻yonudur.

36.f(V1) = V5 ৻se f(V5) = V10 ve f(V9) = V2 ৻se dönme eksen৻
(
− 1√

3
, 1√

3
, 1√

3

)
olmak üzere f = σOr 4π

3
dönme ৻nvers৻yonudur.

37.f(V1) = V10 ৻se f(V5) = V2 ve f(V9) = V5 ৻se dönme eksen৻
(

1√
3
,− 1√

3
, 1√

3

)
olmak üzere f = σOr 2π

3
dönme ৻nvers৻yonudur.

38.f(V1) = V7 ৻se f(V5) = V9 ve f(V9) = V3 ৻se dönme eksen৻
(

1√
3
,− 1√

3
, 1√

3

)
olmak

üzere f = σOr 4π
3
dönme ৻nvers৻yonudur.

39.f(V1) = V9 ৻se f(V5) = V3 ve f(V9) = V7 ৻se dönme eksen৻
(

1√
3
, 1√

3
,− 1√

3

)
olmak

üzere f = σOr 2π
3
dönme ৻nvers৻yonudur.

40.f(V1) = V6 ৻se f(V5) = V11 ve f(V9) = V1 ৻se dönme eksen৻
(

1√
3
, 1√

3
,− 1√

3

)
olmak üzere f = σOr 4π

3
dönme ৻nvers৻yonudur.
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41. f(V1) = V8, f(V5) = V3 ve f(V9) = V11 ৻se ∆ : x = 0 ve dönme eksen৻ (1, 0, 0)
olmak üzere f = σ∆rπ

2
dönme yansımasıdır.

42. f(V1) = V7 ৻se f(V5) = V4 ve f(V9) = V10 ৻se∆ : x = 0 ve dönme eksen৻ (1, 0, 0)
olmak üzere f = σ∆r 3π

2
dönme yansımasıdır.

43. f(V1) = V2 ৻se f(V5) = V12 ve f(V9) = V6 ৻se∆ : y = 0 ve dönme eksen৻ (0, 1, 0)
olmak üzere f = σ∆rπ

2
dönme yansımasıdır.

44. f(V1) = V3 ৻se f(V5) = V11 ve f(V9) = V8 ৻se∆ : y = 0 ve dönme eksen৻ (0, 1, 0)
olmak üzere f = σ∆r 3π

2
dönme yansımasıdır.

45. f(V1) = V10 ৻se f(V5) = V7 ve f(V9) = V4 ৻se∆ : z = 0 ve dönme eksen৻ (0, 0, 1)
olmak üzere f = σ∆rπ

2
dönme yansımasıdır.

46. f(V1) = V12 ৻se f(V5) = V6 ve f(V9) = V2 ৻se∆ : z = 0 ve dönme eksen৻ (0, 0, 1)
olmak üzere f = σ∆r 3π

2
dönme yansımasıdır.

47. f(V1) = V1, f(V5) = V5 ve f(V9) = V9 ৻se f b৻r৻m dönüşümdür.

48. f(V1) = V4, f(V5) = V8 ve f(V9) = V12 ৻se f ৻nvers৻yondur.

Buna göre or৻j৻n৻ koruyan f ৻zometr৻s৻ G(CO) n৻n b৻r elemanıdır. B৻r başka dey৻şle
cuboctahedron uzaklığını koruyan Ökl৻dyen ৻zometr৻ler dışında b৻r ৻zometr৻ yoktur.

Teorem 3.3 f : R3
CO → R3

CO dönüşümü b৻r ৻zometr৻ olsun. f = TA ◦ g olacak şek৻lde b৻r
tek TA ∈ T (3) ve g ∈ G(CO) vardır.

İspat A = (a1, a2, a3) olmak üzere f(O) = A olsun. Bu takt৻rde g = T−A ◦ f olacak
şek৻lde tanımlı g dönüşümü b৻r ৻zometr৻d৻r ve g(O) = O olur. Böylece Önerme 2.7 den
dolayı g ∈ G(CO) ve f = TA ◦ g olur. İspatın tekl৻ğ৻ aş৻kardır.

Buna göre cuboctahedron metr൴ğ൴ ൴le donatılmış anal൴t൴k 3−uzayın ൴zometr൴ler൴n൴n
grubu cuboctahedronun (Ökl൴dyen) s൴metr൴ grubu olan Oh ൴le 3−boyutlu anal൴t൴k uzayın
tüm ötelemeler൴n൴n grubu olan T (3) ün yarı-d൴rekt çarpımıdır. Yan൴ R3

CO nun tüm
൴zometr൴ler൴n൴n kümes൴ T (3).G(CO) dur.
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4. TRUNCATED OCTAHEDRON UZAYI

4.1 Truncated Octahedron Metr൴ğ൴ ve Özell൴kler൴

B൴r arş൴med c൴sm൴ olan truncated octahedronun 8 düzgün altıgen ve 6 kareden oluşan
14 yüzü, 36 kenarı ve 24 köşes൴ vardır. Octahedronun köşeler൴ kenar uzunluklarının
yarısından daha az olacak şek൴lde kes൴lerek atılırsa elde ed൴len şek൴l truncated
octahedrondur. Ayrıca her b൴r yüzünün nokta s൴metr൴s൴ olduğundan truncated octahedron b൴r
zonohedrondur.

Şek൴l 4.1 Truncated Octahedron

B൴r൴m küres൴ Truncated Octahedron olan uzaklık fonks൴yonu dTO ൴le göster൴l൴r ve bu
uzaklık fonks൴yonunun metr൴k aks൴yomlarını sağladığı ve bazı özell൴kler൴ (Gel൴şgen ve Can,
2015) kaynağından ver൴lmekted൴r.

Tanım 4.1 P1 = (x1, y1, z1) ve P2 = (x2, y2, z2) R3 de ৻k৻ farklı nokta olsun.

dTO(P1, P2) = max
{
2

3
(|x1 − x2|+ |y1 − y2|+ |z1 − z2|) , |x1 − x2| , |y1 − y2| , |z1 − z2|

}
b৻ç৻m৻nde tanımlanan dTO : R3 ×R3 → [0,∞) uzaklık fonks৻yonuna truncated octahedron
uzaklık fonks৻yonu den৻r.

Yardımcı Teorem 4.1 P1 = (x1, y1, z1) veP2 = (x2, y2, z2) R3 te ৻k৻ farklı nokta olsun. Bu
durumda

dTO(P1, P2) ≥ 2
3
(|x1 − x2|+ |y1 − y2|+ |z1 − z2|) ,

dTO(P1, P2) ≥ |x1 − x2| ,
dTO(P1, P2) ≥ |y1 − y2| ,
dTO(P1, P2) ≥ |z1 − z2|

dır.
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İspat İspatı maks৻mum fonks৻yonunun tanımından açıktır.

Teorem 4.1 R3 te dTO uzaklık fonks৻yonu metr৻kt৻r ve bu metr৻kle donatılmış uzayın b৻r৻m
küres৻ truncated octahedrondur.

İspat dTO : R3 × R3 → R truncated octahedron uzaklık fonks৻yonu ve
P1 = (x1, y1, z1), P2 = (x2, y2, z2) ve P3 = (x3, y3, z3)R3 te üç farklı nokta olsun. dTO

uzaklık fonks৻yonu her P1, P2, P3 ∈ R3 ৻ç৻n aşağıdak৻ aks৻yomları sağlıyorsa R3 te b৻r
metr৻kt৻r.

M1) dTO (P1, P2) ≥ 0 ve dTO (P1, P2) = 0 ⇔ P1 = P2,
M2) dTO (P1, P2) = dTO (P2, P1) ,
M3) dTO (P1, P3) ≤ dTO (P1, P2) + dTO (P2, P3) .

M1) Mutlak değer her zaman negat৻f olmayan değerler üreteceğ৻nden dolayı mutlak
değerler৻n toplamının maks৻mumu da poz৻t৻ft৻r veya sıfırdır. Böylece

dTO(P1, P2) = max
{
2

3
(|x1 − x2|+ |y1 − y2|+ |z1 − z2|) , |x1 − x2| , |y1 − y2| , |z1 − z2|

}
≥ 0

dır. Yan৻ dTO poz৻t৻f tanımlıdır. Eğer

dTO(P1, P2) = max
{

2
3
(|x1 − x2|+ |y1 − y2|+ |z1 − z2|) , |x1 − x2| , |y1 − y2| , |z1 − z2|

}
= 0

⇒ |x1 − x2| = 0 , |y1 − y2| = 0 , |z1 − z2| = 0

⇒ x1 = x2, y1 = y2, z1 = z2

⇒ P1 = P2

olur. Ters৻ne P1=P2 ৻se |x1 − x2|=0, |y1 − y2|=0, |z1 − z2|=0 olacağından dTO(P1, P2)=0
olur.
M2) Mutlak değer tanımından |x1 − x2|=|x2 − x1|, |y1 − y2|=|y2 − y1| ve
|z1 − z2|=|z2 − z1|. Buradan açıkça dTO(P1, P2)=dTO(P2, P1) d৻r. Yan৻, dTO s৻metr৻kt৻r.
M3) P1 = (x1, y1z1), P2 = (x2, y2, z2) ve P3 = (x3, y3, z3) ∈ R3 olsun.

dTO(P1, P3) ≤ dTO(P1, P2) + dTO(P2, P3)

olduğu göster৻lmel৻d৻r.

dTO(P1, P3)

= max
{

2
3
(|x1 − x3|+ |y1 − y3|+ |z1 − z3|) , |x1 − x3| , |y1 − y3| , |z1 − z3|

}
= max

{
2
3
(|x1 − x2 + x2 − x3|+ |y1 − y2 + y2 − y3|+ |z1 − z2 + z2 − z3|) ,

|x1 − x2 + x2 − x3| , |y1 − y2 + y2 − y3| , |z1 − z2 + z2 − z3|

}

≤ max

{
2
3
[(|x1 − x2|+ |x2 − x3|) + (|y1 − y2|+ |y2 − y3|) + (|z1 − z2|+ |z2 − z3|)] ,

|x1 − x2|+ |x2 − x3| , |y1 − y2|+ |y2 − y3| , |z1 − z2|+ |z2 − z3|

}
≤ max

{
2
3
(|x1 − x2|+ |y1 − y2|+ |z1 − z2|) , |x1 − x2| , |y1 − y2| , |z1 − z2|

}
+

max
{

2
3
(|x2 − x3|+ |y2 − y3|+ |z2 − z3|) , |x2 − x3| , |y2 − y3| , |z2 − z3|

}
= I.
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dır. Burada Yardımcı Teorem 3.1 den dolayı

dTO(P1, P2) ≥ max
{
2

3
(|x1 − x2|+ |y1 − y2|+ |z1 − z2|) , |x1 − x2| , |y1 − y2| , |z1 − z2|

}
ve

dTO(P2, P3) ≥ max
{
2

3
(|x2 − x3|+ |y2 − y3|+ |z2 − z3|) , |x2 − x3| , |y2 − y3| , |z2 − z3|

}
olur. O halde

I ≤ dTO(P1, P2) + dTO(P2, P3)

bulunur. Buna göre
dTO(P1, P3) ≤ dTO(P1, P2) + dTO(P2, P3)

elde ed৻l৻r. Yan৻ truncated octahedron uzaklık fonks৻yonu üçgen eş৻ts৻zl৻ğ৻n৻ sağlar.

Sonuç olarak truncated octahedron uzaklık fonks৻yonu metr৻kt৻r. Ayrıca bu metr৻kle
donatılmış anal৻t৻k 3−uzayda or৻j৻nden 1 b৻r৻m truncated octahedron uzaklığındak৻
noktaların kümes৻

STO =
{
(x, y, z) : dTO(X, 0) = max

{
2
3
(|x|+ |y|+ |z|) , |x| , |y| , |z|

}
= 1
}

olup bu noktaların geometr৻k yer৻ Şek৻l4.2 de görüldüğü g৻b৻ truncated octahedrondur.

Şek൴l 4.2 Truncated Octahedronun Koord൴nat S൴stem൴ne Yerleşt൴r൴lmes൴

Truncated octahedron uzaklık fonks൴yonuna göre P1 ve P2 noktaları arasındak൴
uzaklık ya aps൴sler, ya ord൴natlar veya kotlar farkının mutlak değerler൴n൴n b൴r൴s൴ ya da
üçünün toplamının 2/3 katıdır. Buna göre geometr൴k olarak P1 ve P2 noktaları arasında ൴k൴
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farklı yol vardır. Eğer P1P2 doğru parçası P1 odaklı ve dayanak eğr൴s൴ köşe noktaları(
±1,±2

3
, 0
)
noktalarının her b൴r b൴leşen൴n൴n tüm muhtemel permütasyonları olan kare

tabanlı kon൴ler dışında ൴se P1 ൴le P2 arasındak൴ yol her b൴r൴ koord൴nat eksen൴ne paralel olan
üç doğru parçasının b൴rleş൴m൴d൴r. Aks൴ takt൴rde P1 ve P2 arasındak൴ yol b൴r koord൴nat
eksen൴ne paralel olan b൴r doğru parçasıdır. Böylece P1 ve P2 noktaları arasındak൴ truncated
octahedron uzaklığı ya üç doğru parçasının Ökl൴dyen uzunlukları toplamının 2/3 katıdır ya
da doğru parçasının Ökl൴dyen uzunluğudur. (Bakınız Şek൴l4.3)

Şek൴l 4.3 Truncated Octahedron uzaklığına göre ൴k൴ nokta arasındak൴ yollar

Sonuç 4.1 R3
CO de (x0, y0, z0) merkezl৻ ve r yarıçaplı küre

max
{
2

3
(|x− x0|+ |y − y0|+ |z − z0|) , |x− x0| , |y − y0| , |z − z0|

}
= r

denklem৻ ৻le ৻fade ed৻len , köşe noktaları
(
r
2
, r, 0

)
noktalarının her b৻r b৻leşen৻n৻n tüm

muhtemel +/− ৻şaret değ৻ş৻kl৻kler৻ ve üç b৻leşen৻n tüm muhtemel permütasyonlarının
(x0, y0, z0) kadar ötelenm৻ş৻nden oluşan 14−yüzlü b৻r çokyüzlü olan truncated
octahedrondur.

Bu bölümün d൴ğer kısımlarında sıkça kullanılacağından dolayı merkez൴l b൴r൴m küren൴n
köşe noktaları aşağıdak൴ şek൴lde ൴s൴mlend൴r൴lm൴şt൴r;

V1 =
(
1
2
, 0, 1

)
, V2 =

(
1
2
, 0,−1

)
, V3 =

(
−1

2
, 0, 1

)
, V4 =

(
−1

2
, 0,−1

)
,

V5 =
(
1, 1

2
, 0
)
, V6 =

(
1,−1

2
, 0
)
, V7 =

(
−1, 1

2
, 0
)
, V8 =

(
−1,−1

2
, 0
)
, V9 =

(
0, 1, 1

2

)
,

V10 =
(
0, 1,−1

2

)
, V11 =

(
0,−1, 1

2

)
, V12 =

(
0,−1,−1

2

)
, V13 =

(
0, 1

2
, 1
)
,

V14 =
(
0, 1

2
,−1

)
, V15 =

(
0,−1

2
, 1
)
, V16 =

(
0,−1

2
,−1

)
, V17 =

(
1, 0, 1

2

)
,

V18 =
(
1, 0,−1

2

)
, V19 =

(
−1, 0, 1

2

)
, V20 =

(
−1, 0,−1

2

)
, V21 =

(
1
2
, 1, 0

)
,

V22 =
(
1
2
,−1, 0

)
, V23 =

(
−1

2
, 1, 0

)
, V24 =

(
−1

2
,−1, 0

)
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B൴r sonrak൴ teoremde dTO metr൴ğ൴n൴n ൴y൴ b൴l൴nen bazı uzaklık fonks൴yonlarının genel
hal൴ olan dm metr൴ğ൴ ൴le ൴l൴şk൴s൴ ver൴lecekt൴r.

Teorem 4.2 P1 = (x1, y1, z1) ve P2 = (x2, y2, z2) R3 de herhang৻ ৻k৻ nokta olsun.
m = v = 0 ve u =

max{ 2
3
(|x1−x2|+|y1−y2|+|z1−z2|),|x1−x2|,|y1−y2|,|z1−z2|}

max{|x1−x2|,|y1−y2|,|z1−z2|} ৻se
dm (P1, P2) = dTO (P1, P2) d৻r.

İspat u, v ve m ৻ç৻n ver৻len değerler dm metr৻ğ৻nde yer৻ne yazılırsa ৻stenen eş৻tl৻ğ৻n
sağlandığı kolaylıkla görüleb৻l৻r.

Aşağıdak൴ önerme R3 dek൴ noktalar arasındak൴ Ökl൴dyen ve truncated octahedron
uzaklıkları arasındak൴ geç൴ş bağıntısı vermekted൴r.

Yardımcı Teorem 4.2 P1 = (x1, y1, z1), P2 = (x2, y2, z2) ∈ R3 ver৻ls৻n P1 ve P2

noktalarından geçen doğru l, l n৻n doğrultu vektörü (p, q, r) ve

µ (P1P2) =
max

{
2
3
|p|+ 2

3
|q|+ 2

3
|r| , |p| , |q| , |r|

}√
p2 + q2 + r2

olmak üzere
dTO (P1, P2) = µ (P1P2) dE (P1, P2)

d৻r.

İspat P1 = (x1, y1, z1) , P2 = (x2, y2, z2) ∈ R3 ver৻ls৻n P1 ve P2 noktalarından geçen
doğru l ve l n৻n doğrultu vektörü (p, q, r) ৻se λ ∈ R olmak üzere

x2 − x1

p
=

y2 − y1
q

=
z2 − z1

r
= λ

yazılab৻l৻r. Buradan x2 − x1 = λp, y2 − y1 = λq,z2 − z1 = λr elde ed৻l৻r. Böylece

dTO (P1, P2) = λmax
{
2

3
|p|+ 2

3
|q|+ 2

3
|r| , |p| , |q| , |r|

}
ve

dE(P1, P2) = λ
√

p2 + q2 + r2

bulunur.
dTO (P1, P2)

dE(P1, P2)
=

λmax
{

2
3
|p|+ 2

3
|q|+ 2

3
|r| , |p| , |q| , |r|

}
λ
√

p2 + q2 + r2
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olup

µ (P1P2) =
max

{
2
3
|p|+ 2

3
|q|+ 2

3
|r| , |p| , |q| , |r|

}√
p2 + q2 + r2

den৻l৻rse
dTO (P1, P2) = µ (P1P2) dE (P1, P2)

elde ed৻l৻r.

Yukarıdak൴ yardımcı teorem herhang൴ b൴r doğru boyunca herhang൴ P1 ve P2 noktaları
arasındak൴ dTO-uzaklığının, aynı doğru boyunca P1 ve P2 noktaları arasındak൴ Ökl൴dyen
uzaklığın poz൴t൴f katı olduğu göster൴r. Buna göre aşağıdak൴ sonuçlar ver൴leb൴l൴r.

Sonuç 4.2 R3 de P1, P2, X doğrudaş, üç farklı nokta ৻se

dE(P1, X) = dE(P2, X) ⇐⇒ dTO(P1, X) = dTO(P2, X)

d৻r.

Sonuç 4.3 3 boyutlu uzayda P1, P2, X doğrudaş, üç farklı nokta ৻se

dE(X,P1)

dE(X,P2)
=

dTO(X,P1)

dTO(X,P2)

olur. Yan৻ b৻r doğru boyunca olan dE, dTO uzaklıklarının oranı aynıdır.

4.2 Truncated Octahedron İzometr൴ Grubu

Bu bölümde dTO metr൴ğ൴ ൴le donatılmış anal൴t൴k 3−uzayın (R3
TO) ൴zometr൴ grubu

araştırılacaktır. dTO uzaklığını koruyan ൴zometr൴ler൴ tesp൴t etmek ൴ç൴n önce hang൴ Ökl൴dyen
൴zometr൴ler൴n truncated octahedron uzaklığını koruduğu araştırılacaktır. Daha sonra da, bu
൴zometr൴ler dışında ൴zometr൴ler൴n olmadığı göster൴lecekt൴r.

α : R3
TO → R3

TO dönüşüm olmak üzere her X, Y ∈ R3
TO ൴ç൴n

dTO(X,Y ) = dTO(α(X), α(Y ))

൴se α dönüşümü R3
TO da b൴r ൴zometr൴d൴r.

Aşağıda ൴fade ed൴len önermeler ൴le hang൴ Ökl൴dyen ൴zometr൴ler൴n truncated octahedron
uzayında da ൴zometr൴ oldukları göster൴lmekted൴r.
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Önerme 4.1 R3 de her Ökl৻dyen öteleme R3
TO un b৻r ৻zometr৻s৻d৻r.

İspat A = (a1, a2, a3),X = (x, y, z) ∈ R3 olmak üzereTA : R3
TO → R3

TO, TA(X) = A+X

olacak şek৻lde reel uzayda b৻r öteleme olsun. P1 = (x1, y1, z1) , P2 = (x2, y2, z2) ∈ R3 ৻ç৻n

dTO(TA(P1), TA(P2))

= max

{
2
3
(|a1 + x1 − a1 − x2|+ |a2 + y1 − a2 − y2|+ |a3 + z1 − a3 − z2|) ,
|a1 + x1 − a1 − x2| , |a2 + y1 − a2 − y2| , |a3 + z1 − a3 − z2|

}
= max

{
2
3
(|x1 − x2|+ |y1 − y2|+ |z1 − z2|) , |x1 − x2| , |y1 − y2| |z1 − z2|

}
= dTO(P1, P2)

d৻r. Bundan dolayı TA b৻r ৻zometr৻d৻r.

Yukarıdak൴ önermeden dolayı R3
TO uzayında dönme ve yansımaları bulmak ൴ç൴n

or൴j൴nden geçen düzlemler൴ düşünmek yeterl൴ olacaktır.

Önerme 4.2 R3
TO de ∆ = ax + by + cz = 0 düzlem৻ne göre yansımanın ৻zometr৻ olması

৻ç৻n gerek ve yeter koşul düzlem৻n doğrultu vektörü (a, b, c) n৻n

D= {(1, 0, 0) , (0, 1, 0) , (0, 0, 1) , (1, 1, 0) , (−1, 1, 0) , (1, 0, 1) , (1, 0,−1) , (0, 1, 1) , (0, 1,−1)}

elemanlarına paralel olmasıdır.

İspat ∆:ax+by+cz=0 b৻r৻m normal৻ (a, b, c) olan düzlem olmak üzere σ∆ : R3
TO → R3

TO

Ökl৻dyen yansıma

σ∆(x, y, z) =

(
(1− 2a2)x− 2aby − 2acz,−2abx+ (1− 2b2)y − 2bcz,

−2acx− 2bcy + (1− 2c2)z

)
b৻ç৻m৻nde tanımlıdır. V1 = (1

2
, 0, 1), V4 = (1, 1

2
, 0), V8 = (0, 1, 1

2
) R3 ün b৻r tabanı

olduğundan bu taban vektörler৻n৻ koruyan b৻r yansıma ৻zometr৻ olacağından bu tabanı
koruyan yansımaları araştırmak ৻zometr৻ler৻ bulmak ৻ç৻n yeterl৻ olacaktır Ökl৻dyen
yansımada taban vektörler৻

σ∆(V1) = σ∆(
1
2
, 0, 1) =

(
1
2
− a2 − 2ac,−ab− 2bc,−ac+ 1− 2c2

)
σ∆(V4) = σ∆(1,

1
2
, 0) =

(
1− 2a2 − ab,−2ab+ 1

2
− b2,−2ac− bc

)
σ∆(V8) = σ∆(0, 1,

1
2
) =

(
−2ab− ac, 1− 2b2 − bc, 1

2
− 2bc− c2

)
d৻r. Açıkça dTO(O, V1) = dTO(O, V4) = dTO(O, V8) = 1 d৻r. Eğer yansıma dTO uzaklığını
koruyor ৻se taban vektörler৻n৻n yansıma altındak৻ görüntüler৻ ৻ç৻n uzaklık korunmalıdır. Yan৻

dTO(σ∆(O), σ∆(V1)) = dTO(σ∆(O), σ∆(V4)) = dTO(σ∆(O), σ∆(V8)) = 1
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olmalıdır. Böylece

dTO(σ∆(0), σ∆(V1)) = max

{
2
3

(∣∣1
2
− a2 − 2ac

∣∣+ |−ab− 2bc|+ |−ac+ 1− 2c2|
)
,∣∣1

2
− a2 − 2ac

∣∣ , |−ab− 2bc| , |−ac+ 1− 2c2|

}
= 1

dTO(σ∆(0), σ∆(V4)) = max

{
2
3

(
|1− 2a2 − ab|+

∣∣−2ab+ 1
2
− b2

∣∣+ |−2ac− bc|
)
,

|1− 2a2 − 2ab| ,
∣∣−2ab+ 1

2
− b2

∣∣ , |−2ac− bc|

}
= 1

dTO(σ∆(0), σ∆(V8)) = max

{
2
3

(
|−2ab− ac|+ |1− 2b2 − bc|+

∣∣1
2
− 2bc− c2

∣∣) ,
|−2ab− ac| , |1− 2b2 − bc| ,

∣∣1
2
− 2bc− c2

∣∣
}

= 1

denklem s৻stem৻ elde ed৻l৻r. Bu denklem s৻stem৻ çözülürse (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1),
(1/

√
2, 1/

√
2, 0), (−1/

√
2, 1/

√
2, 0), (1/

√
2, 0, 1/

√
2), (1/

√
2, 0,−1/

√
2),

(0, 1/
√
2, 1/

√
2), (0, 1/

√
2,−1/

√
2) çözümler৻ elde ed৻l৻r.

Ters৻ne σ∆ (X) = Y ৻ken OX ve OY vektörler৻n৻n doğrultu vektörler৻ sırasıyla
(p1, q1, r1) ve (p2, q2, r2) ৻se Yardımcı Teorem 3.2 den dolayı dTO(O,X) = dTO(O, Y ) olması
৻ç৻n µ (OX) = µ (OY ) olduğunu göstermek yeterl৻d৻r. Böylece aşağıdak৻ l৻ste (p2, q2, r2)
doğrultusunun ৻lg৻l৻ yansımaya göre (p1, q1, r1) c৻ns৻nden karşılığını vermekted৻r.

∆ (p2, q2, r2)

x = 0 (−p1, q1, r1)

y = 0 (p1,−q1, r1)

z = 0 (p1, q1,−r1)

x+ y = 0 (−q1,−p1, r1)

x− y = 0 (q1, p1, r1)

x+ z = 0 (−r1, q1,−p1)

x− z = 0 (r1, q1, p1)

y + z = 0 (p1,−r1,−q1)

y − z = 0 (p1, r1, q1)

Buna göre µ (OX) = µ (OY ) olduğu kolaylıkla görüleb৻l৻r.

Sonuç 4.4 Or৻j৻nden geçen düzlemler৻n ৻zometr৻k yansımalarının kümes৻ STO aşağıda
denklemler৻ ver৻len 9 tane Ökl৻dyen yansımadan oluşur.

{x = 0, y = 0, z = 0, x+ y = 0, x− y = 0, x+ z = 0, x− z = 0, y + z = 0, y − z = 0} .

Truncated octahedron b൴r൴m küres൴n൴n köşe noktalarının yansımalar altındak൴
görüntüler൴ kısaca Şek൴l4.4 dek൴ tablodak൴ g൴b൴ özetleneb൴l൴r.
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Şek൴l 4.4 R3
TO de Yansıma Düzlemler൴ne Göre Köşe Noktaların Görüntüler൴

Önerme 4.3 Or৻j৻nden geçen b৻r l doğrusuna göre b৻r rθ dönmes৻n৻n ৻zometr৻ olması ৻ç৻n
gerek ve yeter koşul

D1 = {(1, 0, 0) , (0, 1, 0) , (0, 0, 1)}
D2 = {(1, 1, 1) , (−1, 1, 1) , (1,−1, 1) , (1, 1,−1)}
D3 = {(1, 1, 0) , (1, 0, 1) , (0, 1, 1) , (1,−1, 0) , (1, 0,−1) , (0, 1,−1)}

ve

R1 = {rθ | θ ∈ {π/2, π, 3π/2} , dönme eksen৻n৻n doğrultusu D1 ৻n elemanı}
R2 = {rθ | θ ∈ {2π/3, 4π/3} , dönme eksen৻n৻n doğrultusu D2 n৻n elemanı}
R2 = {rθ | θ = π, dönme eksen৻n৻n doğrultusu D3 ün elemanı}

olmak üzere rθ ∈ RCO = R1 ∪R2 ∪R3 olmasıdır.
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İspat B৻r৻m doğrultu vektörü (p, q, r) olan b৻r l doğrusu etrafında rθ şekl৻de ৻fade ed৻len
Ökl৻dyen dönmen৻n matr৻s formu cos θ + p2(1− cos θ) pq(1− cos θ)− r s൴n θ pr(1− cos θ) + q s൴n θ

pq(1− cos θ) + r s൴n θ cos θ + q2(1− cos θ) qr(1− cos θ)− p s൴n θ
pr(1− cos θ)− q s൴n θ qr(1− cos θ) + p s൴n θ cos θ − r2(1− cos θ)


şekl৻nded৻r.

l eksen৻ndek৻ b৻r dönme, l doğrusu boyunca kes৻şen ৻k৻ düzlem৻n yansımalarının
b৻rleş৻m৻ olduğundan Önerme 3.2 den dolayı l doğrusunun doğrultu vektörler৻ olarak
(1, 0, 0), (0, 1, 0) , (0, 0, 1) ,(1, 1, 1), (−1, 1, 1), (1,−1, 1), (1, 1,−1), (1, 1, 0), (1, 0, 1),
(0, 1, 1), (1,−1, 0), (1, 0,−1), (0, 1,−1) alınab৻l৻r.

R3
TO dek৻ dönmeler৻n bulunması ৻ç৻n, dTO b৻r৻m küres৻n৻n kenarlarının uzunluklarını

koruyan dönmeler৻n tesp৻t৻ yeterl৻d৻r. dTO b৻r৻m küres৻n৻n V1 =
(
1
2
, 0, 1

)
, V5 =

(
1, 1

2
, 0
)
,

V6 =
(
1,−1

2
, 0
)
, V17 =

(
1, 0, 1

2

)
köşe noktalarını ele alalım. Buna göre

rθ(V1) =


1
2
cos θ + 1

2
p2(1− cos θ) + pr(1− cos θ) + q s൴n θ,

1
2
pq(1− cos θ) + 1

2
r s൴n θ + qr(1− cos θ)− p s൴n θ,

1
2
pr(1− cos θ)− 1

2
q s൴n θ + cos θ − r2(1− cos θ)



rθ(V5) =

 cos θ + p2(1− cos θ) + 1
2
pq(1− cos θ)− 1

2
r s൴n θ,

pq(1− cos θ) + r s൴n θ + 1
2
cos θ + 1

2
q2(1− cos θ),

pr(1− cos θ)− q s൴n θ + 1
2
qr(1− cos θ) + 1

2
p s൴n θ



rθ(V6) =

 cos θ + p2(1− cos θ)− 1
2
pq(1− cos θ) + 1

2
r s൴n θ,

pq(1− cos θ) + r s൴n θ − 1
2
cos θ − 1

2
q2(1− cos θ),

pr(1− cos θ)− q s൴n θ − 1
2
qr(1− cos θ)− 1

2
p s൴n θ



rθ(V17) =

 cos θ + p2(1− cos θ) + 1
2
pr(1− cos θ)− 1

2
q s൴n θ,

pq(1− cos θ) + r s൴n θ + 1
2
qr(1− cos θ)− 1

2
p s൴n θ,

pr(1− cos θ)− q s൴n θ + 1
2
cos θ + 1

2
r2(1− cos θ)


elde ed৻l৻r. Açıkça dTO(V1, V5) =

4
3
, dTO(V6, V17) =

2
3
tür. O halde θ ̸= 0 olmak üzere rθ nın

dTO uzaklığını koruması ৻ç৻n dTO(rθ(V1), rθ(V5)) =
4
3
, dTO(rθ(V6), rθ(V17)) =

2
3
olmalıdır.

l doğrusunun yön vektörü (1, 0, 0) ৻se (p, q, r) = (1, 0, 0) olur. p, q, r değerler৻
dTO(rθ(V1), rθ(V5)) =

4
3
ve dTO(rθ(V6), rθ(V17)) =

2
3
denklemler৻nde yer৻ne yazılırsa;

max
{

1
3
+2

3

(∣∣s൴n θ+1
2
cos θ

∣∣+ ∣∣cos θ − 1
2
s൴n θ

∣∣) ,1
2
,
∣∣cos θ − 1

2
s൴n θ

∣∣ , ∣∣s൴n θ+1
2
cos θ

∣∣} = 4
3

max
{

2
3

(∣∣ cos θ−s൴n θ
2

∣∣+ ∣∣ cos θ+s൴n θ
2

∣∣) , ∣∣ cos θ−s൴n θ
2

∣∣ , ∣∣ cos θ+s൴n θ
2

∣∣} = 2
3

denklemler৻ elde ed৻l৻r. Bu denklem s৻stem৻ çözülürse θ = π/2, θ = π, θ = 3π/2 olur.
Buradan x eksen৻ etrafındak৻ θ = π/2, π, 3π/2 radyanlık dönmelerR3

TO ün b৻r ৻zometr৻s৻d৻r.
Benzer şek৻lde, eğer l n৻n yön vektörü (0, 1, 0) veya (0, 0, 1) ৻se θ = π/2, π, 3π/2 bulunur.
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l doğrusunun yön vektörü (1, 1, 1) ৻se (p, q, r) = (1/
√
3, 1/

√
3, 1/

√
3) olur. p, q, r

değerler৻ dTO(rθ(V1), rθ(V5)) =
4
3
ve dTO(rθ(V6), rθ(V17)) =

2
3
te yer৻ne yazılırsa

max
{

2
3

(∣∣∣ cos θ−√
3 s൴n θ

2

∣∣∣+ ∣∣∣ cos θ+√
3 s൴n θ

2

∣∣∣+ |cos θ|
)
,
∣∣∣ cos θ−√

3 s൴n θ
2

∣∣∣ , ∣∣∣ cos θ+√3 s൴n θ
2

∣∣∣ , |cos θ|} = 4
3

max


2
3

(∣∣1−cos θ
3

∣∣+ ∣∣∣ cos θ−√
3 s൴n θ+2
6

∣∣∣+ ∣∣∣ cos θ+√3 s൴n θ+2
6

∣∣∣) ,∣∣1−cos θ
3

∣∣ , ∣∣∣ cos θ−√
3 s൴n θ+2
6

∣∣∣ , ∣∣∣ cos θ+√
3 s൴n θ+2
6

∣∣∣
 = 2

3

elde ed৻l৻r. Bu denklemler çözülürse θ = 2π/3, θ = 4π/3 bulunur. Buradan l etrafındak৻
θ = 2π/3, 4π/3 radyanlık dönmeler R3

TO ün b৻r ৻zometr৻s৻d৻r. Benzer şek৻lde, eğer l n৻n yön
vektörü (−1, 1, 1), (1, 1,−1) veya (1,−1, 1) ৻se θ = 2π/3, 4π/3 olur.

l doğrusunun yön vektörü (1, 1, 0) ৻se (p, q, r) = (1/
√
2, 1/

√
2, 0) olur. p, q, r

değerler৻ dTO(rθ(V1), rθ(V5)) =
4
3
ve dTO(rθ(V6), rθ(V17)) =

2
3
te yer৻ne yazılırsa

max
{

2
3

(∣∣∣√2 s൴n θ−1
2

∣∣∣+ ∣∣∣√2 s൴n θ+1
2

∣∣∣+ |cos θ|
)
,
∣∣∣√2 s൴n θ−1

2

∣∣∣ , ∣∣∣√2 s൴n θ+1
2

∣∣∣ , |cos θ|} = 4
3

max


2
3

(∣∣∣ cos θ−√
2 s൴n θ−1
4

∣∣∣+ ∣∣∣ cos θ−√
2 s൴n θ+1
4

∣∣∣+ ∣∣∣√2 s൴n θ+2 cos θ
4

∣∣∣) ,∣∣∣ cos θ−√
2 s൴n θ−1
4

∣∣∣ , ∣∣∣ cos θ−√
2 s൴n θ+1
4

∣∣∣ , ∣∣∣√2 s൴n θ+2 cos θ
4

∣∣∣
 = 2

3

denklemler৻ne ulaşılır. Bu denklem s৻stem৻ çözülürse θ = π bulunur. Buradan l etrafındak৻
θ = π radyanlık dönmeler R3

TO ün b৻r ৻zometr৻s৻d৻r. Benzer şek৻lde, eğer l n৻n yön vektörü
(1, 0, 1), (0, 1, 1), (1,−1, 0), (1, 0,−1), (0, 1,−1) ৻se θ = π olur.

Ters৻ne rθ(X) = Y olacak şek৻ldek৻ X ve Y noktalarıyla oluşturulan OX ve OY

doğrularının doğrultuları sırasıyla (p1, q1, r1) ve (p2, q2, r2) olmak üzere
dTO (O,X) = dTO (O, Y ) olduğunu göstermek ৻ç৻n Yardımcı Teorem 3.1.6 dan
µ (OX) = µ (OY ) olduğu göster৻lmel৻d৻r. Bu ৻se (p1, q1, r1) vektörünün tüm durumlar ৻ç৻n
görüntüler৻ bulunarak kolaylıkla göster৻leb৻l৻r. Örneğ৻n dönme eksen৻n৻n doğrultu vektörü
(1, 0, 0) olmak üzere bu eksende θ = π/2 radyanlık dönme dönüşümü yapılınca
(p2, q2, r2) = (p1,−r1, q1) bulunur. Buradan da açıkça µ (OX) = µ (OY ) olduğu görülür.
Benzer şek৻lde d৻ğer dönme eksenler৻ ve dönme açıları ৻ç৻n eş৻tl৻k göster৻leb৻l৻r. Bu da
৻spatı tamamlar.

Sonuç 4.5 Or৻j৻nden geçen doğrulara göre ৻zometr৻k dönmeler৻nRTO kümes৻ tam olarak 23
Ökl৻dyen dönme ৻çer৻r.

Şek൴l4.5 dek൴ tabloda truncated octahedron b൴r൴m küres൴n൴n köşe noktalarının
dönmeler sonucunda dönüştüğü noktalar kısaca özetlenm൴şt൴r.



46

Şek൴l 4.5 R3
TO de Dönme Hareket൴ Altında Köşe Noktaların Görüntüler൴
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Yardımcı Teorem 4.3 (x, y, z) noktasını (−x,−y,−z) noktasına eşleyen dönüşüm olan
or৻j৻ne göre σ0 ৻nvers৻yonu (noktaya göre yansıma) R3

CO un b৻r ৻zometr৻s৻d৻r.

Şek൴l4.6 dak൴ tabloda truncated octahedron b൴r൴m küres൴n൴n köşe noktalarının
൴nvers൴yon hareket൴ altında görüntüler൴ ver൴lm൴şt൴r.

Şek൴l 4.6 R3
TO de σO İnvers൴yonu Altında Köşe Noktaların Görüntüler൴

Önerme 4.4 dTO uzaklığını ৻nvaryant bırakan or৻j৻ne göre altı tane dönme yansıması vardır.

İspat rθ ∈ RTH , Γ ve ∆ düzlemler৻ Π düzlem৻ne d৻k olmak üzere dönme-yansıma
ρ : σΠσ∆σΓ = σΠrθ şekl৻nde ৻fade ed৻l৻r. O halde dönme eksen৻ yansıma düzlem৻ne d৻k
olmak zorundadır. Bu nedenle Önerme 3.3 dek৻ dönme eksenler৻nden 9 tanes৻
৻ncelenmel৻d৻r. Çünkü D2 de ver৻len dönme eksenler৻n৻n h৻çb৻r৻ Önerme 3.2 de ver৻len
yansıma düzlemler৻ne d৻k değ৻ld৻r.

Eğer Π, x = 0 düzlem৻ ৻se rθ nın b৻r৻m vektörü (1, 0, 0) dır ve

ρ : σΠrθ(x, y, z) = (−x, ycosθ − zsinθ, ysinθ + zcosθ)

dır. V1 =
(
1
2
, 0, 1

)
, V5 =

(
1, 1

2
, 0
)
ve V17 =

(
1, 0, 1

2

)
olmak üzere

ρ(V1) = ρ
(
1
2
, 0, 1

)
=
(
−1

2
,− s൴n θ, cos θ

)
ρ(V5) = ρ

(
1, 1

2
, 0
)
=
(
−1, 1

2
cos θ, 1

2
s൴n θ

)
ρ(V17) = ρ

(
1, 0, 1

2

)
=
(
−1,−1

2
s൴n θ, 1

2
cos θ

)
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ve dTO(V1, V17) =
2
3
, dTO(V5, V17) =

2
3
d৻r. Dolayısıyla ρ uzaklığı koruyacağından

dTO(ρ(V1), ρ(V17)) = max
{
1

3
+

1

3
|s൴n θ|+ 1

3
|cos θ| , |cos θ| , |s൴n θ| , 1

2

}
=

2

3

dTO(ρ(V1), ρ(V17)) = max

{
2
3

(∣∣ cos θ−s൴n θ
2

∣∣+ ∣∣ cos θ−s൴n θ
2

∣∣) ,∣∣ cos θ−s൴n θ
2

∣∣ , ∣∣ cos θ−s൴n θ
2

∣∣
}

=
2

3

denklemler৻ elde ed৻l৻r. Bulunan bu denklemler çözülürse θ = π/2, π, 3π/2 elde ed৻l৻r.
Burada elde ed৻len sonuçlardan kolaylıkla σΠrπ = σ0 olduğu göster৻leb৻l৻r. O halde x = 0

düzlem৻n৻ kullanarak 2 tane dönme yansıma elde ed৻l৻r. Benzer şek৻lde Π ৻ç৻n y = 0 ve
z = 0 düzlemler৻ kullanılırsa θ = π/2, π, 3π/2 ৻ç৻n 2 şer dönme yansıma elde ed৻l৻r. Yan৻
bu üç düzlem ৻ç৻n toplam 6 tane dönme yansıma vardır.

Eğer Π ৻ç৻n x+ y = 0 düzlem৻ alınırsa rθ nın b৻r৻m vektörü (1/
√
2, 1/

√
2, 0) dır ve

ρ : σΠrθ(x, y, z) =

(
( cos θ−1

2
)x− (1+cos θ

2
)y + ( s൴n θ√

2
)z,

(− cos θ−1
2

)x+ ( cos θ−1
2

)y − ( s൴n θ√
2
)z, (− s൴n θ√

2
)x+ ( s൴n θ√

2
)y + cos θz)

)

olur. V1 =
(
1
2
, 0, 1

)
, V5 =

(
1, 1

2
, 0
)
ve V17 =

(
1, 0, 1

2

)
olmak üzere

ρ(V1) = ρ
(
1
2
, 0, 1

)
=
(

−1+cos θ
4

+ 1√
2
s൴n θ, − cos θ−1

4
− 1√

2
s൴n θ,

√
2
4
s൴n θ + cos θ

)
ρ(V5) = ρ

(
1, 1

2
, 0
)
=
(
cos θ−3

4
, − cos θ−3

4
,−

√
2
4
s൴n θ

)
ρ(V17) = ρ

(
1, 0, 1

2

)
=
(

−1+cos θ
2

+
√
2
4
s൴n θ, − cos θ−1

2
−

√
2
4
s൴n θ,− 1√

2
s൴n θ + 1

2
cos θ

)
elde ed৻l৻r. dTO(V1, V17) =

2
3
ve dTO(V5, V21) =

2
3
d৻r. Dolayısıyla ρ uzaklığı koruyacağından

dTO(ρ(V1), ρ(V17)) = max


2
3

{∣∣∣1−cos θ+√
2 s൴n θ

4

∣∣∣+ ∣∣∣1+cos θ−√
2 s൴n θ

4

∣∣∣+ ∣∣∣√2 s൴n θ
4

+1
2
cos θ

∣∣∣} ,∣∣∣1−cos θ+√
2 s൴n θ

4

∣∣∣ , ∣∣∣1+cos θ−√
2 s൴n θ

4

∣∣∣ , ∣∣∣√2 s൴n θ
4

+1
2
cos θ

∣∣∣
 = 2

3

dTO(ρ(V5), ρ(V17)) = max


2
3

(∣∣∣2 cos θ−√
2 s൴n θ

4

∣∣∣+ ∣∣∣1+cos θ+√
2 s൴n θ

4

∣∣∣+ ∣∣∣√2 s൴n θ−1+cos θ
4

∣∣∣) ,∣∣∣2 cos θ−√
2 s൴n θ

4

∣∣∣ , ∣∣∣1+cos θ+√
2 s൴n θ

4

∣∣∣ , ∣∣∣√2 s൴n θ−1+cos θ
4

∣∣∣
 = 2

3

bulunur. Bu denklem s৻stem৻ çözülürse θ = π bulunur. Burada elde ed৻len sonuca göre
σΠrθ = σ0 dönüşümü O = (0, 0, 0) göre b৻r ৻nvers৻yon olduğundan bu durumda yen৻ b৻r
dönme yansıma yoktur. Benzer şek৻lde Π , x − y = 0, x + z = 0, x − z = 0, y + z = 0,
y − z = 0 düzlemler৻nden herhang৻ b৻r৻ ৻se dönme eksenler৻n৻n doğrultuları sırasıyla
(1,−1, 0), (1, 0, 1), (1, 0,−1), (0, 1, 1), (0, 1,−1) olup bu durumların her b৻r৻nde θ = π

sonucuna ulaşılır. Bu sonuç ৻se or৻j৻ne göre ৻nvers৻yon olduğundan bu durumların
h৻çb৻r৻nde b৻r dönme yansıma yoktur.

Şek൴l4.7 dek൴ tablolarda truncated octahedron b൴r൴m küres൴n൴n köşe noktalarının
dönme yansıma sonucu altındak൴ görüntüler൴ ver൴lm൴şt൴r.



49

Şek൴l 4.7 R3
TO de Dönme Yansıma Hareket൴ Altında Köşe Noktaların Görüntüler൴

Önerme 4.5 dTO uzaklığını değ৻şmez bırakan or৻j৻ne göre sek৻z tane dönme ৻nvers৻yon
vardır.

İspat B৻r dönme ৻nvers৻yon rθ ∈ RTO olmak üzere ρ : σOσ∆σΓ = σOrθ şekl৻nde ৻fade
ed৻l৻r. Buna göre Önerme 3.3 dek৻ dönme eksenler৻ ৻ç৻n 13 durum göz önüne alınmalıdır. rθ,
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x eksen৻ etrafında dönme olarak tanımlanırsa, rθ nın b৻r৻m vektörü (1, 0, 0) olur ve

ρ : σOrθ(x, y, z) = (−x,−y cos θ + z s൴n θ,−y s൴n θ − z cos θ)

dır.
V1 =

(
1
2
, 0, 1

)
, V5 =

(
1, 1

2
, 0
)
, V17 =

(
1, 0, 1

2

)
olmak üzere

ρ(V1) = ρ
(
1
2
, 0, 1

)
=
(
−1

2
, s൴n θ,− cos θ

)
ρ(V5) = ρ

(
1, 1

2
, 0
)
=
(
−1,−1

2
cos θ,−1

2
s൴n θ

)
ρ(V17) = ρ

(
1, 0, 1

2

)
=
(
−1, 1

2
s൴n θ,−1

2
cos θ

)
elde ed৻l৻r. dTO(V1, V17) =

2
3
ve dTO(V5, V17) =

2
3
tür. Dolayısıyla ρ uzaklığı koruyacağından

dolayı

dTO(ρ(V1), ρ(V17)) = max
{

2
3

∣∣1
2

∣∣+2
3

∣∣1
2
cos θ

∣∣+2
3

∣∣1
2
s൴n θ

∣∣ , ∣∣1
2

∣∣ , ∣∣1
2
cos θ

∣∣ , ∣∣1
2
s൴n θ

∣∣} = 2
3

dTO(ρ(V5), ρ(V17)) = max
{

2
3

(∣∣ cos θ−s൴n θ
2

∣∣+ ∣∣ cos θ−s൴n θ
2

∣∣) , ∣∣ cos θ−s൴n θ
2

∣∣ , ∣∣ cos θ−s൴n θ
2

∣∣} = 2
3

şekl৻nde oluşan denklemler çözülürse θ = π/2, π, 3π/2 elde ed৻l৻r. Burada σ0rθ b৻r dönme
yansıması veya yansıma olduğundan bu durumda yen৻ b৻r dönme ৻nvers৻yonu yoktur. Benzer
şek৻lde y ve z eksenler৻ etrafındak৻ dönmeler ৻ç৻n de yen৻ b৻r dönme ৻nvers৻yonu yoktur.

rθ doğrultu vektörü (1, 1, 0) olan l doğrusu etrafındak৻ dönme ৻se rθ nın b৻r৻m vektörü
(1/

√
2, 1/

√
2, 0) olur ve

ρ : σOrθ(x, y, z) =

(
(− cos θ−1

2
)x+ ( cos θ−1

2
)y − ( s൴n θ√

2
)z, ( cos θ−1

2
)x+ (−1−cos θ

2
)y + ( s൴n θ√

2
)z,

( s൴n θ√
2
)x− ( s൴n θ√

2
)y − cos θz)

)

dır. V1 =
(
1
2
, 0, 1

)
, V5 =

(
1, 1

2
, 0
)
ve V17 =

(
1, 0, 1

2

)
olmak üzere

ρ(V1) = ρ
(
1
2
, 0, 1

)
=
(

−1−cos θ
4

− 1√
2
s൴n θ, cos θ−1

4
+ 1√

2
s൴n θ,

√
2
4
s൴n θ − cos θ

)
ρ(V5) = ρ

(
1, 1

2
, 0
)
=
(

− cos θ−3
4

, cos θ−3
4

,
√
2
4
s൴n θ

)
ρ(V17) = ρ

(
1, 0, 1

2

)
=
(

−1−cos θ
2

−
√
2
4
s൴n θ, cos θ−1

2
+

√
2
4
s൴n θ,

√
2 s൴n θ−cos θ

2

)
elde ed৻l৻r. dTO(V1, V17) = 2

3
ve dTO(V5, V17) = 2

3
tür. Dolayısıyla ρ uzaklığı korumak

zorunda olduğundan

dTO(ρ(V1), ρ(V17)) = max


2
3

(∣∣∣1+cos θ−√
2 s൴n θ

4

∣∣∣+ ∣∣∣1−cos θ+√2 s൴n θ
4

∣∣∣+ ∣∣∣−√
2
4
s൴n θ − 1

2
cos θ

∣∣∣) ,∣∣∣1+ cos θ−√
2 s൴n θ

4

∣∣∣ , ∣∣∣1−cos θ+√2 s൴n θ
4

∣∣∣ , ∣∣∣−√
2
4
s൴n θ − 1

2
cos θ

∣∣∣
 = 2

3

dTO(ρ(V5), ρ(V17)) = max


2
3

(∣∣∣2 cos θ−√
2 s൴n θ

4

∣∣∣+ ∣∣∣−1+cos θ+
√
2 s൴n θ

4

∣∣∣+ ∣∣∣ cos θ+1+
√
2 s൴n θ

4

∣∣∣) ,∣∣∣2 cos θ−√
2 s൴n θ

4

∣∣∣ , ∣∣∣−1+cos θ+
√
2 s൴n θ

4

∣∣∣ , ∣∣∣ cos θ+1+
√
2 s൴n θ

4

∣∣∣
 = 2

3

şekl৻nde bulunan denklem s৻stem৻ çözülürse θ = π sonucuna ulaşılır. Buradan ρ = σOrθ b৻r
dönme yansıması veya yansıma olduğundan yen৻ b৻r dönme ৻nvers৻yonu yoktur.
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Benzer şek৻lde rθ , (1,−1, 0), (1, 0, 1), (1, 0,−1), (0, 1, 1), (0, 1,−1) e paralel dönme
eksenler৻nden herhang৻ b৻r৻s৻ ৻se y৻ne yen৻ b৻r dönme ৻nvers৻yonu yoktur.

rθ doğrultu vektörü (1, 1, 1) olan l doğrusu etrafındak৻ dönme ৻se rθnın b৻r৻m vektörü
(1/

√
3, 1/

√
3, 1/

√
3) olur ve

ρ : σOrθ(x, y, z) =


(−2 cos θ−1

3
)x+ ( cos θ+

√
3 s൴n θ−1
3

)y + ( cos θ−
√
3 s൴n θ−1
3

)z,(
cos θ−

√
3 s൴n θ−1
3

)
x+

(−1−2 cos θ
3

)
y +

(
cos θ+

√
3 s൴n θ−1
3

)
z,(

cos θ+
√
3 s൴n θ−1
3

)
x+

(
cos θ−

√
3 s൴n θ−1
3

)
y +

(−1−2 cos θ
3

)
z


d৻r.V1 =

(
1
2
, 0, 1

)
, V5 =

(
1, 1

2
, 0
)
ve V17 =

(
1, 0, 1

2

)
olmak üzere

ρ(V1) = ρ
(
1
2
, 0, 1

)
=
(
−1

2
− 1√

3
s൴n θ, −1+cos θ

2
+

√
3
6
s൴n θ, −1−cos θ

2
+

√
3
6
s൴n θ

)
ρ(V5) = ρ

(
1, 1

2
, 0
)
=
(

−1−cos θ
2

+
√
3 s൴n θ
6

,−1
2
−

√
3 s൴n θ
3

, −1+cos θ
2

+
√
3
6
s൴n θ,

)
ρ(V17) = ρ

(
1, 0, 1

2

)
=
(

−1−cos θ
2

−
√
3
6
s൴n θ, −1+cos θ

2
−

√
3
6
s൴n θ,−1

2
+ 1√

3
s൴n θ

)
elde ed৻l৻r. dTO(V1, V17) = 2

3
ve dTO(V5, V17) = 2

3
tür. Dolayısıyla ρ uzaklığı korumak

zorunda olduğundan

dTO(ρ(V1), ρ(V17)) = max


2
3

(∣∣∣−√
3
6
s൴n θ+1

2
cos θ

∣∣∣+ ∣∣∣√3
3
s൴n θ

∣∣∣+ ∣∣∣−1
2
cos θ −

√
3
6
s൴n θ

∣∣∣) ,∣∣∣−√
3
6
s൴n θ+1

2
cos θ

∣∣∣ , ∣∣∣√3
3
s൴n θ

∣∣∣ , ∣∣∣−1
2
cos θ −

√
3
6
s൴n θ

∣∣∣
 = 2

3

dTO(ρ(V5), ρ(V17)) = max


2
3

(∣∣∣ cos θ2
−

√
3 s൴n θ
6

∣∣∣+√
3
3
|s൴n θ|+

∣∣∣ cos θ2
+

√
3 s൴n θ
6

∣∣∣) ,∣∣∣ cos θ2
−

√
3 s൴n θ
6

∣∣∣ , √3
3
|s൴n θ| ,

∣∣∣ cos θ2
+

√
3 s൴n θ
6

∣∣∣
 = 2

3

bulunur. Bu denklem s৻stem৻ çözülürse θ = 2π/3, 4π/3 olur. Bu durumda (1, 1, 1) doğrultu
vektörü olan l doğrusu etrafındak৻ dönme kullanılarak 2 tane dönme ৻nvers৻yonu elde
ed৻l৻r. Benzer şek৻lde (−1, 1, 1), (1,−1, 1), (1, 1,−1) doğrultulu eksenler etrafındak৻
dönmeler kullanılarak her b৻r৻ ৻ç৻n ৻k৻ yen৻ dönme ৻nvers৻yon elde ed৻l৻r. Burada dTO

uzaklığını koruyan tam olarak sek৻z dönme ৻nvers৻yonu vardır.

Şek൴l4.8 dek൴ tablolar truncated octahedron b൴r൴m küres൴n൴n köşe noktalarının dönme
൴nvers൴yon altındak൴ görüntüler൴n൴ vermekted൴r.
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Şek൴l 4.8 R3
TO de Dönme İnvers൴yon Hareket൴ Altında Köşe Noktaların Görüntüler൴
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Buraya kadar olan kısımda Ökl൴dyen 3−uzayın ൴zometr൴ler൴nden hang൴ler൴n൴n dTO

metr൴ğ൴n൴ koruduğu bulunmuştur. Daha açıkça Ökl൴dyen 3−uzayın ൴zometr൴ler൴nden dokuz
yansıma, y൴rm൴ dört dönme, altı dönme-yansıma, sek൴z dönme-൴nvers൴yon ve b൴r
൴nvers൴yonun dTO metr൴ğ൴n൴ koruduğu göster൴lm൴şt൴r. Bu tesp൴t ed൴len dönüşümler truncated
octahedronun Ökl൴dyen s൴metr൴ grubu olan Oh (octahedral grup) dönüşümler൴d൴r. Bu gruba
truncated octahedron grup den൴ls൴n ve G(TO) ൴le göster൴ls൴n. Açıkça G(TO), Oh grubuna
൴zomorftur. Bundan sonra bu dönüşümlerden başka dTO metr൴ğ൴n൴ koruyan ൴zometr൴n൴n
olmadığı göster൴lecekt൴r. Yan൴ R3

TO un tüm ൴zometr൴ler൴n൴n T (3).G(TO) olduğu
göster൴lecekt൴r.

Tanım 4.2 A = (a1, a2, a3) ve B = (b1, b2, b3) R3
TO uzayında farklı ৻k৻ nokta olsun. Bu

takt৻rde
{X | dTO(A,X) + dTO(B,X) = dTO(A,B)}

kümes৻ne A, B noktalarının m৻n৻mum uzaklık kümes৻ den৻r ve [AB] ৻le göster৻l৻r.

Genel olarak, [AB] kümes൴AB köşegenl൴ b൴r on൴k൴yüzlü oluşturur (Bakınız Şek൴l4.9).

Şek൴l 4.9 R3
TO da M൴n൴mum Uzaklık Kümes൴

Buradak൴ m൴n൴mum uzaklık kümes൴ y = 0,−x+2y+2z = 0, z = 0, 2x−y+2z = 0,
x = 0, 2x+ 2y − z = 0 düzlemler൴ ve bunlara paralel düzlemlerle oluşan on൴k൴yüzlüdür.

Önerme 4.6 ϕ : R3
TO → R3

TO b৻r ৻zometr৻ ve [AB] paralelyüz olsun. O halde

ϕ([AB]) = [ϕ(A)ϕ(B)]

olur.
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İspat Y ∈ ϕ([AB]) olsun.

Y ∈ ϕ([AB]) ⇐⇒ ∃X ∈ [AB] ∋ Y = ϕ(X)

⇐⇒ dTO(A,X) + dTO(B,X) = dTO(A,B)

⇐⇒ dTO(ϕ(A), ϕ(X)) + dTO(ϕ(B), ϕ(X)) = dTO(ϕ(A), ϕ(B))

⇐⇒ Y = ϕ(X) ∈ [ϕ(A)ϕ(B)] .

Sonuç 4.6 ϕ : R3
TO → R3

TO b৻r ৻zometr৻ ve [AB] paralelyüz olsun. Bu durumda ϕ, [AB] n৻n
köşeler৻n৻ köşelere dönüştürür ve kenar uzunluklarını korur.

Önerme 4.7 f : R3
TO → R3

TO dönüşümü f(O) = O olacak şek৻lde b৻r ৻zometr৻ olsun. Bu
takt৻rde f ∈ G(TO) olur.

İspat O = (0, 0, 0) ve D = (1, 1, 1) olmak üzere [OD] on৻k৻yüzlüsünü gözönüne alalım.
Bu on৻k৻yüzlünün köşe noktalarından altısı V1 =

(
1
2
, 0, 1

)
, V17 =

(
1, 0, 1

2

)
, V5 =

(
1, 1

2
, 0
)
,

V21 =
(
1
2
, 1, 0

)
,V9 =

(
0, 1, 1

2

)
ve V13 =

(
0, 1

2
, 1
)
olup bu noktalar aynı zamanda merkez৻l

b৻r৻m truncated octahedron b৻r৻m küres৻n৻n köşe noktalarıdır. Dahası bu altı nokta
truncated octahedronun her b৻r৻ aynı düzgün altıgen olan b৻r yüzünün köşe noktalarıdır
(Bakınız Şek৻l4.10).

Şek൴l 4.10 R3
TO da B൴r൴m Küre Ve M൴n൴mum Uzaklık Kümes൴
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f ৻zometr৻s৻ [OD] on৻k৻yüzlüsünün köşe noktalarını köşe noktalara dönüştürüp,
kenar uzaklıklarını korduğundan ve f(O) = O olduğundan dolayı V1, V17, V5 , V21, V9 ve
V13 noktalarını truncated octahedronun y৻ne b৻r yüzünün köşe noktalarına dönüştürür.
Ayrıca bu dönüştürme ৻şlem৻ gerçekleş৻rken kenar uzunlukları korunacağından dolayı
i, j, k, l,m, n ∈ {1, 2, . . . , 24} ve ViVj , VjVk, VkVl, VlVm, VmVn ve VnVi truncated
octahedronun altı kenarı olmak üzere f(V1) = Vi , f(V17) = Vj , f(V5) = Vk , f(V21) = Vl ,
f(V9) = Vm ve f(V13) = Vn olur. Açıkça ৻fade ed৻l৻rse f ৻zometr৻s৻, truncated
octahedronun b৻r yüzünün köşe noktalarını y৻ne b৻r yüzünün köşe noktalarına dönüştürür.
O halde truncated octahedron 8 tane düzgün altıgen yüze sah৻p olduğundan b৻r yüzün
dönüşeb৻leceğ৻ 8 yüz ৻ht৻mal৻ vardır. Ayrıca kenar uzunlukları korunmak zorunda
olduğundan V1 noktası bu yüz üzer৻nde dönüşeb৻leceğ৻ noktalar altı şek৻lde bell৻ ৻ken d৻ğer
beş köşen৻n noktaları olan V17, V5, V21, V9 ve V13 ৻ç৻n b৻r tek ৻ht৻mal vardır. Bu takt৻rde
truncated octahedronun her b৻r yüzü ৻ç৻n 6 ৻ht৻mal olduğundan dolayı bu noktaların
dönüşeb৻leceğ৻ 48 ৻ht৻mal vardır. Bu ৻ht৻maller ৻se aşağıda tek tek sıralanmış ve her b৻r
dönüşümün önceden tesp৻t ed৻len hareketlerden hang৻s৻ne karşılık geld৻ğ৻ ৻fade ed৻lm৻şt৻r.

1. f(V1) = V3, f(V17) = V19, f(V5) = V7 , f(V21) = V23 , f(V9) = V9 ve f(V13) =

V13 ৻se ∆ : x = 0 düzlem৻ olmak üzere f = σ∆ yansımasıdır.

2.f(V1) = V1, f(V17) = V17, f(V5) = V6 , f(V21) = V22 , f(V9) = V11 ve f(V13) =

V15 ৻se ∆ : y = 0 düzlem৻ olmak üzere f = σ∆ yansımasıdır.

3.f(V1) = V2, f(V17) = V18, f(V5) = V5 , f(V21) = V21 , f(V9) = V10 ve f(V13) =

V14 ৻se ∆ : z = 0 düzlem৻ olmak üzere f = σ∆ yansımasıdır.

4.f(V1) = V15, f(V17) = V11, f(V5) = V24 , f(V21) = V8 , f(V9) = V19 ve f(V13) =

V3 ৻se ∆ : x+ y = 0 düzlem৻ olmak üzere f = σ∆ yansımasıdır.

5.f(V1) = V20, f(V17) = V4, f(V5) = V14 , f(V21) = V10 , f(V9) = V23 ve f(V13) =

V7 ৻se ∆ : x+ z = 0 düzlem৻ olmak üzere f = σ∆ yansımasıdır.

6.f(V1) = V22, f(V17) = V6, f(V5) = V18 , f(V21) = V2 , f(V9) = V16 ve f(V13) =

V12 ৻se ∆ : y + z = 0 düzlem৻ olmak üzere f = σ∆ yansımasıdır.

7.f(V1) = V13, f(V17) = V9, f(V5) = V21 , f(V21) = V5 , f(V9) = V17 ve f(V13) = V1

৻se ∆ : x− y = 0 düzlem৻ olmak üzere f = σ∆ yansımasıdır.

8.f(V1) = V17, f(V17) = V1, f(V5) = V13 , f(V21) = V9 , f(V9) = V21 ve f(V13) = V5

৻se ∆ : x− z = 0 düzlem৻ olmak üzere f = σ∆ yansımasıdır.
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9.f(V1) = V21, f(V17) = V5, f(V5) = V17 , f(V21) = V1 , f(V9) = V13 ve f(V13) = V9

৻se ∆ : y − z = 0 düzlem৻ olmak üzere f = σ∆ yansımasıdır.

10.f(V1) = V22, f(V17) = V6, f(V5) = V17 , f(V21) = V1 , f(V9) = V15 ve f(V13) =

V11 ৻se dönme eksen৻ (1, 0, 0) olmak üzere f = rΠ
2
dönmes৻d৻r.

11.f(V1) = V2, f(V17) = V18, f(V5) = V6 , f(V21) = V22 , f(V9) = V12 ve f(V13) =

V16 ৻se dönme eksen৻ (1, 0, 0) olmak üzere f = rπ dönmes৻d৻r.

12.f(V1) = V21 ৻se f(V17) = V5, f(V5) = V18 , f(V21) = V2 , f(V9) = V14 ve
f(V13) = V10 ৻se dönme eksen৻ (1, 0, 0) olmak üzere f = r 3Π

2
dönmes৻d৻r.

13.f(V1) = V18 ৻se f(V17) = V2, f(V5) = V14 , f(V21) = V10 , f(V9) = V21 ve
f(V13) = V5 ৻se dönme eksen৻ (0, 1, 0) olmak üzere f = rΠ

2
dönmes৻d৻r.

14.f(V1) = V4 ৻se f(V17) = V20, f(V5) = V7 , f(V21) = V23 , f(V9) = V10 ve
f(V13) = V14 ৻se dönme eksen৻ (0, 1, 0) olmak üzere f = rπ dönmes৻d৻r.

15.f(V1) = V19 ৻se f(V17) = V3, f(V5) = V13 , f(V21) = V9 , f(V9) = V23 ve
f(V13) = V7 ৻se dönme eksen৻ (0, 1, 0) olmak üzere f = r 3Π

2
dönmes৻d৻r.

16.f(V1) = V13 ৻se f(V17) = V9, f(V5) = V23 , f(V21) = V7 , f(V9) = V19 ve
f(V13) = V3 ৻se dönme eksen৻ (0, 0, 1) olmak üzere f = rΠ

2
dönmes৻d৻r.

17.f(V1) = V3 ৻se f(V17) = V19, f(V5) = V8 , f(V21) = V24 , f(V9) = V11 ve
f(V13) = V15 ৻se dönme eksen৻ (0, 0, 1) olmak üzere f = rπ dönmes৻d৻r.

18.f(V1) = V15 ৻se f(V17) = V11, f(V5) = V22 , f(V21) = V6 , f(V9) = V17 ve
f(V13) = V1 ৻se dönme eksen৻ (0, 0, 1) olmak üzere f = r 3Π

2
dönmes৻d৻r.

19.f(V1) = V14 ৻se f(V17) = V10, f(V5) = V21 , f(V21) = V5 , f(V9) = V18 ve
f(V13) = V2 ৻se dönme eksen৻

(
1√
2
, 1√

2
, 0
)
olmak üzere f = rπ dönmes৻d৻r.

20.f(V1) = V17 ৻se f(V17) = V1, f(V5) = V15 , f(V21) = V11 , f(V9) = V22 ve
f(V13) = V6 ৻se dönme eksen৻

(
1√
2
, 0, 1√

2

)
olmak üzere f = rπ dönmes৻d৻r.

21.f(V1) = V23 ৻se f(V17) = V7, f(V5) = V19 , f(V21) = V3 , f(V9) = V13 ve
f(V13) = V9 ৻se dönme eksen৻

(
0, 1√

2
, 1√

2

)
olmak üzere f = rπ dönmes৻d৻r.
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22.f(V1) = V16 ৻se f(V17) = V12, f(V5) = V24 , f(V21) = V8 , f(V9) = V20 ve
f(V13) = V4 ৻se dönme eksen৻

(
1√
2
,− 1√

2
, 0
)
olmak üzere f = rπ dönmes৻d৻r.

23.f(V1) = V20 ৻se f(V17) = V4, f(V5) = V16 , f(V21) = V12 , f(V9) = V24 ve
f(V13) = V8 ৻se dönme eksen৻

(
1√
2
, 0,− 1√

2

)
olmak üzere f = rπ dönmes৻d৻r.

24.f(V1) = V24 ৻se f(V17) = V8, f(V5) = V20 , f(V21) = V4 , f(V9) = V16 ve
f(V13) = V12 ৻se dönme eksen৻

(
0, 1√

2
,− 1√

2

)
olmak üzere f = rπ dönmes৻d৻r.

25.f(V1) = V5 ৻se f(V17) = V21, f(V5) = V9 , f(V21) = V13 , f(V9) = V1 ve
f(V13) = V17 ৻se dönme eksen৻

(
1√
3
, 1√

3
, 1√

3

)
olmak üzere f = r 2π

3
dönmes৻d৻r.

26.f(V1) = V9 ৻se f(V17) = V13, f(V5) = V1 , f(V21) = V17 , f(V9) = V5 ve
f(V13) = V21 ৻se dönme eksen৻

(
1√
3
, 1√

3
, 1√

3

)
olmak üzere f = r 4π

3
dönmes৻d৻r.

27.f(V1) = V10 ৻se f(V17) = V14, f(V5) = V4 , f(V21) = V20 , f(V9) = V7 ve
f(V13) = V23 ৻se dönme eksen৻

(
− 1√

3
, 1√

3
, 1√

3

)
olmak üzere f = r 2π

3
dönmes৻d৻r.

28.f(V1) = V8 ৻se f(V17) = V24, f(V5) = V11 , f(V21) = V15 , f(V9) = V3 ve
f(V13) = V19 ৻se dönme eksen৻

(
− 1√

3
, 1√

3
, 1√

3

)
olmak üzere f = r 4π

3
dönmes৻d৻r.

29.f(V1) = V11 ৻se f(V17) = V15, f(V5) = V3 , f(V21) = V19 , f(V9) = V8 ve
f(V13) = V24 ৻se dönme eksen৻

(
1√
3
,− 1√

3
, 1√

3

)
olmak üzere f = r 2π

3
dönmes৻d৻r.

30.f(V1) = V6 ৻se f(V17) = V22, f(V5) = V12 , f(V21) = V16 , f(V9) = V2 ve
f(V13) = V18 ৻se dönme eksen৻

(
1√
3
,− 1√

3
, 1√

3

)
olmak üzere f = r 4π

3
dönmes৻d৻r.

31.f(V1) = V12 ৻se f(V17) = V16, f(V5) = V2 , f(V21) = V18 , f(V9) = V6 ve
f(V13) = V22 ৻se dönme eksen৻

(
1√
3
, 1√

3
,− 1√

3

)
olmak üzere f = r 2π

3
dönmes৻d৻r.

32.f(V1) = V7 ৻se f(V17) = V23, f(V5) = V10 , f(V21) = V14 , f(V9) = V4 ve
f(V13) = V20 ৻se dönme eksen৻

(
1√
3
, 1√

3
,− 1√

3

)
olmak üzere f = r 4π

3
dönmes৻d৻r.

33. f(V1) = V8, f(V17) = V24, f(V5) = V12 , f(V21) = V16 , f(V9) = V4 ve f(V13) =

V20 ৻se dönme eksen৻
(

1√
3
, 1√

3
, 1√

3

)
olmak üzere f = σOr 2π

3
dönme ৻nvers৻yonudur.

34.f(V1) = V12 ৻se f(V17) = V16, f(V5) = V4 , f(V21) = V20 , f(V9) = V8 ve
f(V13) = V24 ৻se dönme eksen৻

(
1√
3
, 1√

3
, 1√

3

)
olmak üzere f = σOr 4π

3
dönme ৻nvers৻yonudur
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35.f(V1) = V11 ৻se f(V17) = V15, f(V5) = V1 , f(V21) = V17 , f(V9) = V6 ve
f(V13) = V22 ৻se dönme eksen৻

(
− 1√

3
, 1√

3
, 1√

3

)
olmak üzere f = σOr 2π

3
dönme

৻nvers৻yonudur

36.f(V1) = V5 ৻se f(V17) = V21, f(V5) = V10 , f(V21) = V14 , f(V9) = V2 ve
f(V13) = V18 ৻se dönme eksen৻

(
− 1√

3
, 1√

3
, 1√

3

)
olmak üzere f = σOr 4π

3
dönme

৻nvers৻yonudur.

37.f(V1) = V10 ৻se f(V17) = V14, f(V5) = V2 , f(V21) = V18 , f(V9) = V5 ve
f(V13) = V21 ৻se dönme eksen৻

(
1√
3
,− 1√

3
, 1√

3

)
olmak üzere f = σOr 2π

3
dönme

৻nvers৻yonudur.

38.f(V1) = V7 ৻sef(V17) = V23, f(V5) = V9 , f(V21) = V13 , f(V9) = V3 ve f(V13) =

V19 ৻se dönme eksen৻
(

1√
3
,− 1√

3
, 1√

3

)
olmak üzere f = σOr 4π

3
dönme ৻nvers৻yonudur.

39.f(V1) = V9 ৻se f(V17) = V13, f(V5) = V3 , f(V21) = V19 , f(V9) = V7 ve f(V13) =

V23 ৻se dönme eksen৻
(

1√
3
, 1√

3
,− 1√

3

)
olmak üzere f = σOr 2π

3
dönme ৻nvers৻yonudur.

40.f(V1) = V6 ৻sef(V17) = V22, f(V5) = V11 , f(V21) = V15 , f(V9) = V1 ve
f(V13) = V17 ৻se dönme eksen৻

(
1√
3
, 1√

3
,− 1√

3

)
olmak üzere f = σOr 4π

3
dönme

৻nvers৻yonudur.

41. f(V1) = V24, f(V17) = V8, f(V5) = V19 , f(V21) = V3 , f(V9) = V15 ve f(V13) =

V11 ৻se ∆ : x = 0 ve dönme eksen৻ (1, 0, 0) olmak üzere f = σ∆rπ
2
dönme yansımasıdır.

42. f(V1) = V23 ৻se f(V17) = V7, f(V5) = V20 , f(V21) = V4 , f(V9) = V14 ve
f(V13) = V10 ৻se ∆ : x = 0 ve dönme eksen৻ (1, 0, 0) olmak üzere f = σ∆r 3π

2
dönme

yansımasıdır.

43. f(V1) = V18 ৻se f(V17) = V2, f(V5) = V16 , f(V21) = V12 , f(V9) = V22

ve f(V13) = V6 ৻se ∆ : y = 0 ve dönme eksen৻ (0, 1, 0) olmak üzere f = σ∆rπ
2
dönme

yansımasıdır.

44. f(V1) = V19 ৻se f(V17) = V3, f(V5) = V15 , f(V21) = V11 , f(V9) = V24

ve f(V13) = V8 ৻se ∆ : y = 0 ve dönme eksen৻ (0, 1, 0) olmak üzere f = σ∆r 3π
2
dönme

yansımasıdır.
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45. f(V1) = V14 ৻se f(V17) = V10, f(V5) = V23 , f(V21) = V7 , f(V9) = V20

ve f(V13) = V4 ৻se ∆ : z = 0 ve dönme eksen৻ (0, 0, 1) olmak üzere f = σ∆rπ
2
dönme

yansımasıdır.

46. f(V1) = V16 ৻se f(V17) = V12, f(V5) = V22 , f(V21) = V6 , f(V9) = V18

ve f(V13) = V2 ৻se ∆ : z = 0 ve dönme eksen৻ (0, 0, 1) olmak üzere f = σ∆r 3π
2
dönme

yansımasıdır.

47. f(V1) = V1,f(V17) = V17, f(V5) = V5 , f(V21) = V21 , f(V9) = V9 ve f(V13) =

V13 ৻se f b৻r৻m dönüşümdür.

48. f(V1) = V4,f(V17) = V20, f(V5) = V8 , f(V21) = V24 , f(V9) = V12 ve f(V13) =

V16 ৻se f ৻nvers৻yondur.

Buna göre or৻j৻n৻ koruyan f ৻zometr৻s৻ G(TO) nun b৻r elemanıdır. B৻r başka dey৻şle
truncated octahedron uzaklığını koruyan Ökl৻dyen ৻zometr৻ler dışında b৻r ৻zometr৻ yoktur.

Teorem 4.3 f : R3
TO → R3

TO dönüşümü b৻r ৻zometr৻ olsun. f = TA ◦ g olacak şek৻lde b৻r
tek TA ∈ T (3) ve g ∈ G(TO) vardır.

İspat A = (a1, a2, a3) olmak üzere f(O) = A olsun. Bu takt৻rde g = T−A ◦ f olacak
şek৻lde tanımlı g dönüşümü b৻r ৻zometr৻d৻r ve g(O) = O olur. Böylece Önerme 3.7 den
dolayı g ∈ G(TO) ve f = TA ◦ g olur. İspatın tekl৻ğ৻ aş৻kardır.

Buna göre truncated octahedron metr൴ğ൴ ൴le donatılmış anal൴t൴k 3−uzayın
൴zometr൴ler൴n൴n grubu truncated octahedronun (Ökl൴dyen) s൴metr൴ grubu olan Oh ൴le
3−boyutlu anal൴t൴k uzayın tüm ötelemeler൴n൴n grubu olan T (3) ün yarı-d൴rekt çarpımıdır.
Yan൴ R3

TO nun tüm ൴zometr൴ler൴n൴n kümes൴ T (3).G(TO) dur.
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5. ICOSIDODECAHEDRON UZAYI

5.1 Icos൴dodecahedron Metr൴ğ൴ ve Özell൴kler൴

İcos൴dodecahedron 20 üçgensel ve 12 beşgensel yüze sah൴p b൴r arş൴med c൴sm൴d൴r. Her
b൴r൴nde 2 üçgen ve 2 beşgen൴n buluştuğu 30 eş köşeye ve her b൴r൴ b൴r üçgen൴ b൴r beşgenden
ayıran 60 eş kenara sah൴pt൴r. İcosahedron ya da dodecahedronun uçları kenarlarının orta
noktalarına kadar kes൴lerek elde ed൴lm൴ş b൴r konveks c൴s൴md൴r.

Şek൴l 5.1 İcos൴dodecahedron

B൴r൴m küres൴ ൴cos൴dodecahedron olan uzaklık fonks൴yonu dID ൴le göster൴l൴r ve bu
uzaklık fonks൴yonunun metr൴k aks൴yomlarını sağladığı ve bazı özell൴kler൴ (Can, Gel൴şgen ve
Kaya, 2015) kaynağından ver൴lmekted൴r.

Tanım 5.1 P1 = (x1, y1, z1) ve P2 = (x2, y2, z2) R3 te ৻k৻ farklı nokta olsun. φ = 1+
√
5

2
altın

oran olmak üzere

dID(P1, P2) = max



|x1 − x2|+ (φ− 1)max

{
|y1 − y2| , (φ− 1) |z1 − z2| ,
(1− φ) |x1 − x2|+ |y1 − y2|+ |z1 − z2|

}
,

|y1 − y2|+ (φ− 1)max

{
|z1 − z2| , (φ− 1) |x1 − x2| ,
|x1 − x2|+ (1− φ) |y1 − y2|+ |z1 − z2|

}
,

|z1 − z2|+ (φ− 1)max

{
|x1 − x2| , (φ− 1) |y1 − y2| ,
|x1 − x2|+ |y1 − y2|+ (1− φ) |z1 − z2|

}


b৻ç৻m৻nde tanımlanan dID : R3 × R3 → [0,∞) uzaklık fonks৻yonuna ৻cos৻dodecahedron
uzaklık fonks৻yonu den৻r.
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Yardımcı Teorem 5.1 P1 = (x1, y1, z1) ve P2 = (x2, y2, z2) R3 te ৻k৻ farklı nokta olsun. Bu
durumda

dID(P1, P2) ≥ |x1 − x2|+ (φ− 1)max

{
|y1 − y2| , (φ− 1) |z1 − z2| ,
(1− φ) |x1 − x2|+ |y1 − y2|+ |z1 − z2|

}
,

dID(P1, P2) ≥ |y1 − y2|+ (φ− 1)max

{
|z1 − z2| , (φ− 1) |x1 − x2| ,
|x1 − x2|+ (1− φ) |y1 − y2|+ |z1 − z2|

}
,

dID(P1, P2) ≥ |z1 − z2|+ (φ− 1)max

{
|x1 − x2| , (φ− 1) |y1 − y2| ,
|x1 − x2|+ |y1 − y2|+ (1− φ) |z1 − z2|

}
,

dır.

İspat İspatı maks৻mum fonks৻yonunun tanımından açıktır.

Teorem 5.1 R3 te dID uzaklık fonks৻yonu metr৻kt৻r ve bu metr৻kle donatılmış uzayın b৻r৻m
küres৻ ৻cos৻dodecahedrondur.

İspat dID : R3 × R3 → R ৻cos৻dodecahedron uzaklık fonks৻yonu ve
P1 = (x1, y1, z1), P2 = (x2, y2, z2) ve P3 = (x3, y3, z3) R3 te üç farklı nokta olsun. dID
uzaklık fonks৻yonu her P1, P2, P3 ∈ R3 noktaları ৻ç৻n aşağıdak৻ aks৻yomları sağlıyorsa R3

te b৻r metr৻kt৻r.

M1) dID (P1, P2) ≥ 0 ve dID (P1, P2) = 0 ⇔ P1 = P2

M2) dID (P1, P2) = dID (P2, P1)

M3) dID (P1, P3) ≤ dID (P1, P2) + dID (P2, P3) .

M1) Mutlak değer her zaman negat৻f olmayan değerler üreteceğ৻nden dolayı mutlak
değerler৻n toplamının maks৻mumu da poz৻t৻ft৻r veya sıfırdır. Böylece,

dID(P1, P2)

= max



|x1 − x2|+(φ− 1)max

{
|y1 − y2| , (φ− 1) |z1 − z2| ,
(1− φ) |x1 − x2|+ |y1 − y2|+ |z1 − z2|

}
,

|y1 − y2|+(φ− 1)max

{
|z1 − z2| , (φ− 1) |x1 − x2| ,
|x1 − x2|+(1− φ) |y1 − y2|+ |z1 − z2|

}
,

|z1 − z2|+(φ− 1)max

{
|x1 − x2| , (φ− 1) |y1 − y2| ,
|x1 − x2|+ |y1 − y2|+(1− φ) |z1 − z2|

}


≥ 0
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dır. Yan৻ dID poz৻t৻f tanımlıdır. Eğer

dID(P1, P2)

= max



|x1 − x2|+ (φ− 1)max

{
|y1 − y2| , (φ− 1) |z1 − z2| ,
(1− φ) |x1 − x2|+ |y1 − y2|+ |z1 − z2|

}
,

|y1 − y2|+ (φ− 1)max

{
|z1 − z2| , (φ− 1) |x1 − x2| ,
|x1 − x2|+ (1− φ) |y1 − y2|+ |z1 − z2|

}
,

|z1 − z2|+ (φ− 1)max

{
|x1 − x2| , (φ− 1) |y1 − y2| ,
|x1 − x2|+ |y1 − y2|+ (1− φ) |z1 − z2|

}


= 0

⇒ |x1 − x2| = 0, |y1 − y2| = 0, |z1 − z2| = 0

⇒ x1 = x2, y1 = y2, z1 = z2

⇒ P1 = P2

Ters৻ne P1=P2 ৻se |x1 − x2|=0, |y1 − y2|=0 ve |z1 − z2|=0 olacağından dID(P1, P2)=0
olur.
M2) Mutlak değer tanımından |x1 − x2|=|x2 − x1|, |y1 − y2|=|y2 − y1| ve
|z1 − z2|=|z2 − z1| d৻r. Buradan açıkça dID(P1, P2)=dID(P2, P1) d৻r. Yan৻, dID s৻metr৻kt৻r.
M3) P1 = (x1, y1, z1), P2 = (x2, y2, z2) ve P3 = (x3, y3, z3) ∈ R3 olsun.

dID(P1, P3) ≤ dID(P1, P2) + dID(P2, P3)

olduğu göster৻lmel৻d৻r.

dID(P1, P3)

=max



|x1 − x3|+ (φ− 1)max

{
|y1 − y3| , (φ− 1) |z1 − z3| ,
(1− φ) |x1 − x3|+ |y1 − y3|+ |z1 − z3|

}
,

|y1 − y3|+ (φ− 1)max

{
|z1 − z3| , (φ− 1) |x1 − x3| ,
|x1 − x3|+ (1− φ) |y1 − y3|+ |z1 − z3|

}
,

|z1 − z3|+ (φ− 1)max

{
|x1 − x3| , (φ− 1) |y1 − y3|
|x1 − x3|+ |y1 − y3|+ (1− φ) |z1 − z3|

}



=max



|x1 − x2 + x2 − x3|+(φ− 1)max


|y1 − y2+y2 − y3| , (φ− 1) |z1 − z2+z2 − z3| ,
(1− φ) |x1 − x2+x2 − x3|+ |y1 − y2+y2 − y3|
+ |z1 − z2+z2 − z3|

 ,

|y1 − y2 + y2 − y3|+(φ− 1)max


|z1 − z2+z2 − z3| , (φ− 1) |x1 − x2+x2 − x3| ,
|x1 − x2+x2 − x3|+(1− φ) |y1 − y2+y2 − y3|
+ |z1 − z2+z2 − z3|

 ,

|z1 − z2 + z2 − z3|+(φ− 1)max


|x1 − x2+x2 − x3| , (φ− 1) |y1 − y2+y2 − y3|
|x1 − x2+x2 − x3|+ |y1 − y2+y2 − y3|
(1− φ)+ |z1 − z2+z2 − z3|




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≤ max



|x1 − x2|+ |x2 − x3|+(φ− 1)max


|y1 − y2|+ |y2 − y3| , (φ− 1) (|z1 − z2|+ |z2 − z3|) ,
(1− φ) (|x1 − x2|+ |x2 − x3|)+ |y1 − y2|+ |y2 − y3|
+ |z1 − z2|+ |z2 − z3|

 ,

|y1 − y2|+ |y2 − y3|+(φ− 1)max


|z1 − z2|+ |z2 − z3| , (φ− 1) (|x1 − x2|+ |x2 − x3|) ,
|x1 − x2|+ |x2 − x3|+(1− φ) (|y1 − y2|+ |y2 − y3|)
+ |z1 − z2|+ |z2 − z3|

 ,

|z1 − z2|+ |z2 − z3|+(φ− 1)max


|x1 − x2|+ |x2 − x3| , (φ− 1) (|y1 − y2|+ |y2 − y3|)
|x1 − x2|+ |x2 − x3|+ |y1 − y2|+ |y2 − y3|
+(1− φ) (|z1 − z2|+ |z2 − z3|)





≤ max



|x1 − x2|+(φ− 1)max

{
|y1 − y2| , (φ− 1) |z1 − z2| ,

(1− φ) |x1 − x2|+ |y1 − y2|+ |z1 − z2|

}
,

|y1 − y2|+(φ− 1)max

{
|z1 − z2| , (φ− 1) |x1 − x2| ,

|x1 − x2|+(1− φ) |y1 − y2|+ |z1 − z2|

}
,

|z1 − z2|+(φ− 1)max

{
|x1 − x2| , (φ− 1) |y1 − y2|

|x1 − x2|+ |y1 − y2|+(1− φ) |z1 − z2|

}


+

max



|x2 − x3|+(φ− 1)max

{
|y2 − y3| , (φ− 1) |z2 − z3| ,
(1− φ) |x2 − x3|+ |y2 − y3|+ |z2 − z3|

}
,

|y2 − y3|+(φ− 1)max

{
|z2 − z3| , (φ− 1) |x2 − x3| ,
|x2 − x3|+ (1− φ) |y2 − y3|+ |z2 − z3|

}
,

|z2 − z3|+(φ− 1)max

{
|x2 − x3| , (φ− 1) |y2 − y3|
|x2 − x3|+ |y2 − y3|+ (1− φ) |z2 − z3|

}


=I.

dır. Burada Yardımcı Teorem 4.1 den dolayı

dID(P1, P2) ≥ max



|x1 − x2|+(φ− 1)max

{
|y1 − y2| , (φ− 1) |z1 − z2| ,

(1− φ) |x1 − x2|+ |y1 − y2|+ |z1 − z2|

}
,

|y1 − y2|+(φ− 1)max

{
|z1 − z2| , (φ− 1) |x1 − x2| ,

|x1 − x2|+(1− φ) |y1 − y2|+ |z1 − z2|

}
,

|z1 − z2|+(φ− 1)max

{
|x1 − x2| , (φ− 1) |y1 − y2|

|x1 − x2|+ |y1 − y2|+(1− φ) |z1 − z2|

}


ve

dID(P2, P3) ≥ max



|x2 − x3|+(φ− 1)max

{
|y2 − y3| , (φ− 1) |z2 − z3| ,
(1− φ) |x2 − x3|+ |y2 − y3|+ |z2 − z3|

}
,

|y2 − y3|+(φ− 1)max

{
|z2 − z3| , (φ− 1) |x2 − x3| ,
|x2 − x3|+ (1− φ) |y2 − y3|+ |z2 − z3|

}
,

|z2 − z3|+(φ− 1)max

{
|x2 − x3| , (φ− 1) |y2 − y3|
|x2 − x3|+ |y2 − y3|+ (1− φ) |z2 − z3|

}


olur. O halde I ≤ dID(P1, P2) + dID(P2, P3) bulunur. Buna göre

dID(P1, P3) ≤ dID(P1, P2) + dID(P2, P3)
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elde ed৻l৻r. Yan৻ ৻cos৻dodecahedron uzaklık fonks৻yonu üçgen eş৻ts৻zl৻ğ৻n৻ sağlar.

Sonuç olarak ৻cos৻dodecahedron uzaklık fonks৻yonu metr৻kt৻r. Ayrıca bu metr৻kle
donatılmış anal৻t৻k 3−uzayda or৻j৻nden 1 b৻r৻m ৻cos৻dodecahedron uzaklığındak৻ noktaların
kümes৻

SID =


(x, y, z) : max



|x|+ (φ− 1)max

{
|y| , (φ− 1) |z| ,
(1− φ) |x|+ |y|+ |z|

}
,

|y|+ (φ− 1)max

{
|z| , (φ− 1) |x| ,
|x|+ (1− φ) |y|+ |z|

}
,

|z|+ (φ− 1)max

{
|x| , (φ− 1) |y| ,
|x|+ |y|+ (1− φ) |z|

}


= 1


olup bu noktaların geometr৻k yer৻ Şek৻l5.2 de görüldüğü g৻b৻ ৻cos৻dodecahedrondur.

Şek൴l 5.2 İcos൴dodecahedronun Koord൴nat Eksenler൴ne Yerleşt൴r൴lmes൴

İcos൴dodecahedron uzaklık fonks൴yonu b൴r hayl൴ karmaşık gözükmes൴ne rağmen
aps൴s, ord൴nat ve kotlar arasında b൴r yönlend൴rme vardır. Bu yönlend൴rme ൴se
|x1 − x2|-|y1 − y2|-|z1 − z2|-|x1 − x2| şekl൴nded൴r. Buna göre dID fonks൴yonunda yer alan
üç ൴fadeden herhang൴ b൴r൴nde |x1 − x2| yer൴ne |y1 − y2|, |y1 − y2| yer൴ne |z1 − z2| ve
|z1 − z2| yer൴ne |x1 − x2| yazıldığında d൴ğer b൴r ൴fadeye ulaşılır. Geometr൴k olarak P1

noktasından P2 noktasına olan yol ൴ç൴n üç farklı olasılık vardır. Buna göre bu yollar
aşağıdak൴ g൴b൴ ൴fade ed൴leb൴l൴r:

(൴) B൴r൴ koord൴nat eksenler൴nden b൴r൴ne paralel d൴ğer൴ b൴r d൴ğer koord൴nat eksen൴ ൴le
arctan(

√
5/2) radyanlık açı yapan ൴k൴ doğru parçasının b൴rleş൴m൴d൴r.
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(൴൴) B൴r൴ koord൴nat eksenler൴nden b൴r൴ne paralel d൴ğer൴ b൴r d൴ğer koord൴nat eksen൴ ൴le
arctan(1/2) radyanlık açı yapan ൴k൴ doğru parçasının b൴rleş൴m൴d൴r.

(൴൴൴) Her b൴r൴ koord൴nat eksen൴ne paralel olan üç doğru parçasının b൴rleş൴m൴d൴r.

Böylece P1 ve P2 noktaları arasındak൴ ൴cos൴dodecahedron uzaklığı (൴) şıkkındak൴ yol
൴ç൴n bahsed൴len ൴k൴ doğru parçasının Ökl൴dyen uzunluklarının toplamı, (൴൴) şıkkındak൴ yol
൴ç൴n bahsed൴len ൴k൴ doğru parçasının Ökl൴dyen uzunlukları toplamı ve (൴൴൴) şıkkındak൴ yol
൴ç൴n bahsed൴len üç doğru parçasının Ökl൴dyen uzunlukları toplamının

√
5−1
2

katıdır.

Şek൴l 5.3 İcos൴dodecahedron Uzaklığına Göre İk൴ Nokta Arasındak൴ Yollar

Sonuç 5.1 R3
ID de (x0, y0, z0) merkezl৻ ve r yarıçaplı küre

max



|x− x0|+ (φ− 1)max

{
|y − y0| , (φ− 1) |z − z0| ,
(1− φ) |x− x0|+ |y − y0|+ |z − z0|

}
,

|y − y0|+ (φ− 1)max

{
|z| , (φ− 1) |x− x0| ,
|x− x0|+ (1− φ) |y − y0|+ |z − z0|

}
,

|z − z0|+ (φ− 1)max

{
|x− x0| , (φ− 1) |y − y0| ,
|x− x0|+ |y − y0|+ (1− φ) |z − z0|

}


= r

denklem৻ ৻le ৻fade ed৻len , köşe noktaları (0, 0, r), (r, 0, 0), (0, r, 0),
(
φ−1
2
r, 1

2
r, φ

2
r
)
,(

φ
2
r, φ−1

2
r, 1

2
r
)
,
(
1
2
r, φ

2
r, φ−1

2
r
)
noktalarının her b৻r b৻leşen৻n৻n tüm muhtemel +/− ৻şaret

değ৻ş৻kl৻kler৻n৻n (x0, y0, z0) kadar ötelenm৻ş৻nden oluşan 32−yüzlü b৻r çokyüzlü olan
৻cos৻dodecahedrondur.
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Bu bölümün d൴ğer kısımlarında sıkça kullanılacağından dolayı merkez൴l b൴r൴m küren൴n
köşe noktaları aşağıdak൴ şek൴lde ൴s൴mlend൴r൴lm൴şt൴r;

V1 = (0, 0, 1), V2 = (0, 0,−1), V3 = (1, 0, 0), V4 = (−1, 0, 0), V5 = (0, 1, 0),
V6 = (0,−1, 0), V7 =

(
φ−1
2
, 1
2
, φ
2

)
, V8 =

(
φ−1
2
, 1
2
,−φ

2

)
, V9 =

(
φ−1
2
,−1

2
, φ
2

)
,

V10 =
(
φ−1
2
,−1

2
,−φ

2

)
, V11 =

(
1−φ
2
, 1
2
, φ
2

)
, V12 =

(
1−φ
2
, 1
2
,−φ

2

)
, V13 =

(
1−φ
2
,−1

2
, φ
2

)
,

V14 =
(
1−φ
2
,−1

2
,−φ

2

)
, V15 =

(
φ
2
, φ−1

2
, 1
2

)
, V16 =

(
φ
2
, φ−1

2
,−1

2

)
, V17 =

(
φ
2
, 1−φ

2
, 1
2

)
,

V18 =
(
φ
2
, 1−φ

2
,−1

2

)
, V19 =

(
−φ

2
, φ−1

2
, 1
2

)
, V20 =

(
−φ

2
, φ−1

2
,−1

2

)
, V21 =

(
−φ

2
, 1−φ

2
, 1
2

)
,

V22 =
(
−φ

2
, 1−φ

2
,−1

2

)
, V23 =

(
1
2
, φ
2
, φ−1

2

)
, V24 =

(
1
2
, φ
2
, 1−φ

2

)
, V25 =

(
1
2
,−φ

2
, φ−1

2

)
,

V26 =
(
1
2
,−φ

2
, 1−φ

2

)
, V27 =

(
−1

2
, φ
2
, φ−1

2

)
, V28 =

(
−1

2
, φ
2
, 1−φ

2

)
, V29 =

(
−1

2
,−φ

2
, φ−1

2

)
,

V30 =
(
−1

2
,−φ

2
, 1−φ

2

)
B൴r sonrak൴ teoremde dID metr൴ğ൴n൴n ൴y൴ b൴l൴nen bazı uzaklık fonks൴yonlarının genel

hal൴ olan dm metr൴ğ൴ ൴le ൴l൴şk൴s൴ ver൴lecekt൴r.

Teorem 5.2 P1 = (x1, y1, z1) veP2 = (x2, y2, z2)R3 de herhang৻ ৻k৻ nokta olsun.m = v = 0

ve

u =

max



|x1 − x2|+ (φ− 1)max

{
|y1 − y2| , (φ− 1) |z1 − z2| ,
(1− φ) |x1 − x2|+ |y1 − y2|+ |z1 − z2|

}
,

|y1 − y2|+ (φ− 1)max

{
|z1 − z2| , (φ− 1) |x1 − x2| ,
|x1 − x2|+ (1− φ) |y1 − y2|+ |z1 − z2|

}
,

|z1 − z2|+ (φ− 1)max

{
|x1 − x2| , (φ− 1) |y1 − y2| ,
|x1 − x2|+ |y1 − y2|+ (1− φ) |z1 − z2|

}


max {|x1 − x2| , |y1 − y2| , |z1 − z2|}

olmak üzere dm (P1, P2) = dID (P1, P2) d৻r.

İspat u, v ve m ৻ç৻n ver৻len değerler dm metr৻ğ৻nde yer৻ne yazılırsa ৻stenen eş৻tl৻ğ৻n
sağlandığı kolaylıkla görüleb৻l৻r.

Aşağıdak൴ önerme R3 dek൴ noktalar arasındak൴ Ökl൴dyen ve ൴cos൴dodecahedron
uzaklıkları arasındak൴ geç൴ş bağıntılarını ൴fade etmekted൴r.
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Yardımcı Teorem 5.2 P1 = (x1, y1, z1), P2 = (x2, y2, z2) ∈ R3 ver৻ls৻n. P1 ve P2

noktalarından geçen doğru l, l n৻n doğrultu vektörü (p, q, r) ve

µ (P1P2) =

max


|p|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |r| , (1− φ) |p|+ |q|+ |r| , |q|} ,
|q|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |p| , |p|+ (1− φ) |q|+ |r| , |r|} ,
|r|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |q| , |p|+ |q|+ (1− φ) |r| , |p|}

√
p2 + q2 + r2

৻se
dID (P1, P2) = µ (P1P2) dE (P1, P2)

d৻r.

İspat P1 = (x1, y1, z1) , P2 = (x2, y2, z2) ∈ R3 ver৻ls৻n P1 ve P2 noktalarından geçen
doğru l ve l n৻n doğrultu vektörü (p, q, r) ৻se λ ∈ R olmak üzere

x2 − x1

p
=

y2 − y1
q

=
z2 − z1

r
= λ

yazılab৻l৻r. Buradan x2 − x1 = λp, y2 − y1 = λq,z2 − z1 = λr elde ed৻l৻r. Böylece

dID (P1, P2) = λmax


|p|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |r| , (1− φ) |p|+ |q|+ |r| , |q|} ,
|q|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |p| , |p|+ (1− φ) |q|+ |r| , |r|} ,
|r|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |q| , |p|+ |q|+ (1− φ) |r| , |p|}


ve

dE(P1, P2) = λ
√

p2 + q2 + r2

bulunur.

dID (P1, P2)

dE(P1, P2)
=

λmax


|p|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |r| , (1− φ) |p|+ |q|+ |r| , |q|} ,
|q|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |p| , |p|+ (1− φ) |q|+ |r| , |r|} ,
|r|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |q| , |p|+ |q|+ (1− φ) |r| , |p|}


λ
√
p2 + q2 + r2

olup

µ (P1P2) =

max


|p|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |r| , (1− φ) |p|+ |q|+ |r| , |q|} ,
|q|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |p| , |p|+ (1− φ) |q|+ |r| , |r|} ,
|r|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |q| , |p|+ |q|+ (1− φ) |r| , |p|}

√
p2 + q2 + r2

den৻l৻rse
dID (P1, P2) = µ (P1P2) dE (P1, P2)

elde ed৻l৻r.
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Yukarıdak൴ yardımcı teorem herhang൴ b൴r doğru boyunca herhang൴ P1 ve P2 noktaları
arasındak൴ dID-uzaklığının, aynı doğru boyunca P1 ve P2 noktaları arasındak൴ Ökl൴dyen
uzaklığın poz൴t൴f katı olduğu göster൴r. Buna göre aşağıdak൴ sonuçlar ver൴leb൴l൴r.

Sonuç 5.2 R3 de P1, P2, X doğrudaş, üç farklı nokta ৻se

dE(P1, X) = dE(P2, X) ⇐⇒ dID(P1, X) = dID(P2, X)

d৻r.

Sonuç 5.3 3 boyutlu uzayda P1, P2, X doğrudaş, üç farklı nokta ৻se

dE(X,P1)

dE(X,P2)
=

dID(X,P1)

dID(X,P2)

olur. Yan৻ b৻r doğru boyunca olan dE, dID uzaklıklarının oranı aynıdır.

5.2 İcos൴dodecahedron İzometr൴ Grubu

Bu bölümde dID metr൴ğ൴ ൴le donatılmış anal൴t൴k 3−uzayın (R3
ID) ൴zometr൴ grubu

araştırılacaktır. dID uzaklığını koruyan ൴zometr൴ler൴ tesp൴t etmek ൴ç൴n önce hang൴ Ökl൴dyen
൴zometr൴ler൴n ൴cos൴dodecahedron uzaklığını koruduğu araştırılacaktır. Daha sonra da, bu
൴zometr൴ler dışında ൴zometr൴ler൴n olmadığı göster൴lecekt൴r.

α : R3
ID → R3

ID dönüşüm olmak üzere her X, Y ∈ R3
ID ൴ç൴n

dID(X,Y ) = dID(α(X), α(Y ))

൴se α dönüşümü R3
ID da b൴r ൴zometr൴d൴r.

Aşağıda ൴fade ed൴len önermeler ൴le hang൴ Ökl൴dyen ൴zometr൴ler൴n ൴cos൴dodecahedron
uzayında da ൴zometr൴ oldukları göster൴lmekted൴r.

Önerme 5.1 R3 de her Ökl৻dyen öteleme R3
ID ün b৻r ৻zometr৻s৻d৻r.

İspat A = (a1, a2, a3) ve X = (x, y, z) ∈ R3 olmak üzere TA : R3
ID → R3

ID,

TA(X) = A + X olacak şek৻lde reel uzayda b৻r öteleme olsun. P1 = (x1, y1, z1) ,

P2 = (x2, y2, z2) ∈ R3
c ৻ç৻n
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dID (TA (P1) , TA (P2))

= max



|a1+x1 − a1 − x2|+ (φ− 1)max



(φ− 1) |a3 + z1 − a3 − z2| ,
(1− φ) |a1 + x1 − a1 − x2|+
|a2 + y1 − a2 − y2|+
|a3 + z1 − a3 − z2| ,
|a2 + y1 − a2 − y2|


,

|a2+y1 − a2 − y2|+ (φ− 1)max



(φ− 1) |a1 + x1 − a1 − x2| ,
|a1 + x1 − a1 − x2|+
(1− φ) |a2 + y1 − a2 − y2|+
|a3 + z1 − a3 − z2| ,
|a3 + z1 − a3 − z2|


,

|a3+z1 − a3 − z2|+ (φ− 1)max



(φ− 1) |a2 + y1 − a2 − y2| ,
|a1 + x1 − a1 − x2|+
|a2 + y1 − a2 − y2|+
(1− φ) |a3 + z1 − a3 − z2| ,
|a1 + x1 − a1 − x2|





= max



|x1 − x2|+ (φ− 1)max


(φ− 1) |z1 − z2| ,
(1− φ) |x1 − x2|+ |y1 − y2|+ |z1 − z2| ,
|y1 − y2|

 ,

|y1 − y2|+ (φ− 1)max


(φ− 1) |x1 − x2| ,
|x1 − x2|+ (1− φ) |y1 − y2|+ |z1 − z2| ,
|z1 − z2|

 ,

|z1 − z2|+ (φ− 1)max


(φ− 1) |y1 − y2| ,
|x1 − x2|+ |y1 − y2|+ (1− φ) |z1 − z2| ,
|x1 − x2|




= dID (P1, P2)

d৻r. Bundan dolayı TA b৻r ৻zometr৻d৻r.

Yukarıdak൴ önermeden dolayı R3
ID uzayında dönme ve yansımaları bulmak ൴ç൴n

or൴j൴nden geçen düzlemler൴ düşünmek yeterl൴ olacaktır. Aşağıdak൴ önermede R3
ID de

uzaklığı koruyan yansımalar ൴fade ed൴lecekt൴r.

Önerme 5.2 R3
ID de∆ : ax+ by + cz = 0 düzlem৻ne göre yansımanın ৻zometr৻ olması ৻ç৻n

gerek ve yeter koşul düzlem৻n doğrultu vektörü (a, b, c) n৻n

D = {(1, 0, 0) , (0, 1, 0) , (0, 0, 1) , (±1,±φ, (φ− 1)) , ((φ− 1) ,±1,±φ) , (±φ, (φ− 1) ,±1)}

vektör kümes৻n৻n elemanlarından b৻r৻ne paralel olmasıdır.
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İspat ∆ : ax+by+cz = 0 b৻r৻m normal৻ (a, b, c) olan düzlem olmak üzere σ∆ :R3
ID → R3

ID

Ökl৻dyen yansıma

σ∆ (x, y, z) =

(
(1− 2a2)x− 2aby − 2acz,−2abx+ (1− 2b2) y − 2bcz,

−2acx− 2bcy+ (1− 2c2) z

)
şekl৻nde tanımlanır. R3

ID un taban vektörler৻n৻ koruyan yansıma ৻zometr৻ olacağından,
৻cos৻dodecahedronun köşe noktaları da olan, R3

ID un V2 = (1, 0, 0), V14 =
(
φ
2
, φ−1

2
, 1
2

)
,

V22 =
(
1
2
, φ
2
, φ−1

2

)
tabanını koruyan yansımaları tesp৻t etmek ৻zometr৻ler৻ bulmak ৻ç৻n

yeterl৻ olacaktır. Taban vektörler৻n৻n Ökl৻dyen yansımalar altında görüntüler৻

σ∆ (V2) = (1− 2a2,−2ab,−2ac)

σ∆ (V14) =

(
φ
2
(1− 2a2)− (φ− 1) ab− ac,−φab+

(
φ−1
2

)
(1− 2b2)− bc,

−φac− (φ− 1) bc+1
2
− c2

)

σ∆ (V22) =

(
1
2
(1− 2a2)− φab− (φ− 1) ac,−ab+φ

2
(1− 2b2)− (φ− 1) bc,

−ac− φbc+
(
φ−1
2

)
(1− 2c2)

)
d৻r. Açıkça dID(O, V2) = dID(O, V14) = dID(O, V22) = 1 d৻r.

Eğer yansıma dID uzaklığını koruyor ৻se taban vektörler৻n৻n yansıma altındak৻
görüntüler৻ ৻ç৻n uzaklık korunmalıdır. Yan৻

dID(σ∆(O), σ∆(V2)) = dID(σ∆(O), σ∆(V14)) = dID(σ∆(O), σ∆(V22)) = 1

olmalıdır. Böylece

α1 = 1− 2a2

α2 = −2ab

α3 = −2ac

,
β1 =

φ
2
(1− 2a2)− (φ− 1) ab− ac

β2 = −φab+
(
φ−1
2

)
(1− 2b2)− bc

β3 = −φac− (φ− 1) bc+1
2
− c2

ve
γ1 =

1
2
(1− 2a2)− φab− (φ− 1) ac

γ2 = −ab+φ
2
(1− 2b2)− (φ− 1) bc

γ3 = −ac− φbc+
(
φ−1
2

)
(1− 2c2)

olmak üzere

dID (σ∆ (O) , σ∆ (V2)) =

max


|α1|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |α3| , (1− φ) |α1|+ |α2|+ |α3| , |α2|} ,
|α2|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |α1| , |α1|+ (1− φ) |α2|+ |α3| , |α3|} ,
|α3|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |α2| , |α1|+ |α2|+ (1− φ) |α3| , |α1|}

 = 1

dID (σ∆ (O) , σ∆ (V14)) =

max


|β1|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |β3| , (1− φ) |β1|+ |β2|+ |β3| , |β2|} ,
|β2|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |β1| , |β1|+ (1− φ) |β2|+ |β3| , |β3|} ,
|β3|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |β2| , |β1|+ |β2|+ (1− φ) |β3| , |β1|}

 = 1

dID (σ∆ (O) , σ∆ (V22)) =

max


|γ1|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |γ3| , (1− φ) |γ1|+ |γ2|+ |γ3| , |γ2|} ,
|γ2|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |γ1| , |γ1|+ (1− φ) |γ2|+ |γ3| , |γ3|} ,
|γ3|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |γ2| , |γ1|+ |γ2|+ (1− φ) |γ3| , |γ1|}

 = 1
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denklem s৻stem৻n৻ elde eder৻z. Bu denklem s৻stem৻ çözülürse (a, b, c) ৻ç৻n
(
±1

2
,±φ

2
, φ−1

2

)
,(

φ−1
2
,±1

2
,±φ

2

)
,
(
±φ

2
, φ−1

2
,±1

2

)
, (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) çözümler৻ elde ed৻l৻r.

Ters৻ne normal vektörler৻ D kümes৻ndek৻ vektörlere paralel olacak şek৻ldek৻
düzlemlere göre yansımaların uzaklığı koruduğu göster৻lmel৻d৻r. σ∆(X) = Y olacak
şek৻lde X ve Y noktaları ৻ç৻n (p1, q1, r1) ve (p2, q2, r2) , OX ve OY vektörler৻n৻n yön
vektörler৻ olsun. dID(O,X) = dID(O, Y ) olduğunu göstermek ৻ç৻n µ (OX) = µ (OY )

olduğunu göstermek yeterl৻d৻r. (p1, q1, r1) vektörünün ver৻len düzlemlere göre yansıma
altındak৻ görüntüler৻ bulunursa;

1. Durum: 1x+ φy + (1− φ)z = 0 yansıma düzlem৻ ৻ç৻n,

σ∆(p1, q1, r1) = (1
2
p1+

1+
√
5

4
q1−−1+

√
5

4
r1,

−1−
√
5

4
p1+

1−
√
5

4
q1+

1
2
r1,

−1+
√
5

4
p1+

1
2
q1+

1+
√
5

4
r1),

2. Durum: 1x+ φy +−(1− φ)z = 0 yansıma düzlem৻ ৻ç৻n,

σ∆(p1, q1, r1) = (1
2
p1+

−1−
√
5

4
q1− 1−

√
5

4
r1,

1+
√
5

4
p1+

1−
√
5

4
q1− 1

2
r1,

−1+
√
5

4
p1− 1

2
q1+

1+
√
5

4
r1),

3.Durum: -1x+ φy + (1− φ)z = 0 yansıma düzlem৻ ৻ç৻n,

σ∆(p1, q1, r1) = (1
2
p1+

1+
√
5

4
q1+

1−
√
5

4
r1,

1+
√
5

4
p1+

1−
√
5

4
q1+

1
2
r1,

1−
√
5

4
p1+

1
2
q1+

1+
√
5

4
r1),

4.Durum: -1x+ φy +−(1− φ)z = 0 yansıma düzlem৻ ৻ç৻n,

σ∆(p1, q1, r1) = (1
2
p1+

1+
√
5

4
q1+

−1+
√
5

4
r1,

1+
√
5

4
p1+

1−
√
5

4
q1− 1

2
r1,

−1+
√
5

4
p1− 1

2
q1+

1+
√
5

4
r1),

5.Durum: (1-φ)x+ 1y + φz = 0 yansıma düzlem৻ ৻ç৻n,

σ∆(p1, q1, r1) = (1+
√
5

4
p1−−1+

√
5

4
q1+

1
2
r1,

−1+
√
5

4
p1+

1
2
q1+

1+
√
5

4
r1,

1
2
p1+

−1−
√
5

4
q1+

1−
√
5

4
r1),

6.Durum: -(1-φ)x+ 1y + φz = 0 yansıma düzlem৻ ৻ç৻n,

σ∆(p1, q1, r1) = (1+
√
5

4
p1+

1−
√
5

4
q1− 1

2
r1,

1−
√
5

4
p1+

1
2
q1+

−1−
√
5

4
r1,−1

2
p1− 1+

√
5

4
q1+

1−
√
5

4
r1),

7.Durum: (1− φ)x− 1y + φz = 0 yansıma düzlem৻ ৻ç৻n,

σ∆(p1, q1, r1) = (1+
√
5

4
p1+

1−
√
5

4
q1+

1
2
r1,

1−
√
5

4
p1+

1
2
q1+

1+
√
5

4
r1,

1
2
p1+

1+
√
5

4
q1+

1−
√
5

4
r1),
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8.Durum: −(1− φ)x− 1y + φz = 0 yansıma düzlem৻ ৻ç৻n,

σ∆(p1, q1, r1) = (1+
√
5

4
p1+

−1+
√
5

4
q1−1

2
r1,

−1+
√
5

4
p1+

1
2
q1+

1+
√
5

4
r1,−1

2
p1+

1+
√
5

4
q1+

1−
√
5

4
r1),

9.Durum: φx+ (1− φ)y + 1z = 0 yansıma düzlem৻ ৻ç৻n,

σ∆(p1, q1, r1) = (1−
√
5

4
p1+

1
2
q1−1+

√
5

4
r1,

1
2
p1+

1+
√
5

4
q1+

−1+
√
5

4
r1,−1+

√
5

4
p1+

−1+
√
5

4
q1+

1
2
r1),

10.Durum: φx+−(1− φ)y + 1z = 0 yansıma düzlem৻ ৻ç৻n,

σ∆(p1, q1, r1) = (1−
√
5

4
p1− 1

2
q1− 1+

√
5

4
r1,−1

2
p1+

1+
√
5

4
q1+

1−
√
5

4
r1,−1+

√
5

4
p1+

1−
√
5

4
q1+

1
2
r1),

11.Durum: φx+ (1− φ)y − 1z = 0 yansıma düzlem৻ ৻ç৻n,

σ∆(p1, q1, r1) = (1−
√
5

4
p1+

1
2
q1+

1+
√
5

4
r1,

1
2
p1+

1+
√
5

4
q1+

1−
√
5

4
r1,

1+
√
5

4
p1+

1−
√
5

4
q1+

1
2
r1),

12.Durum: φx+−(1− φ)y − 1z = 0 yansıma düzlem৻ ৻ç৻n,

σ∆(p1, q1, r1) = (1−
√
5

4
p1−1

2
q1+

1+
√
5

4
r1,−1

2
p1+

1+
√
5

4
q1+

−1+
√
5

4
r1,

1+
√
5

4
p1+

−1+
√
5

4
q1+

1
2
r1),

13.Durum: 1x = 0 yansıma düzlem৻ ৻ç৻n,σ∆ (p1, q1, r1) = (−p1, q1, r1) ,

14.Durum: 1y = 0 yansıma düzlem৻ ৻ç৻n,σ∆ (p1, q1, r1) = (p1,−q1, r1) ,

15.Durum: 1z = 0 yansıma düzlem৻ ৻ç৻n,σ∆ (p1, q1, r1) = (p1, q1,−r1) .

sonuçları elde ed৻l৻r. Bu sonuçlara göre Yardımcı Teorem 4.2 den dolayı µ (OX) = µ (OY )

olduğu görülmekted৻r. Örneğ৻n; x+ φy + (φ− 1) z = 0 yansıma düzlem৻ ৻ç৻n,

µ (OX) =

max


|p1|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |r1| , (1− φ) |p1|+ |q1|+ |r1| , |q1|} ,
|q1|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |p1| , |p1|+ (1− φ) |q1|+ |r1| , |r1|} ,
|r1|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |q1| , |p1|+ |q1|+ (1− φ) |r1| , |p1|}

√
p21 + q21 + r21

µ (OY ) =

max


|p2|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |r2| , (1− φ) |p2|+ |q2|+ |r2| , |q2|} ,
|q2|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |p2| , |p2|+ (1− φ) |q2|+ |r2| , |r2|} ,
|r2|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |q2| , |p2|+ |q2|+ (1− φ) |r2| , |p2|}

√
p22 + q22 + r22

d৻r. Burada
σ∆ (p1, q1, r1) = (p2, q2, r2)

=
(

1
2
p1 − φ

2
q1 − (φ−1)

2
r1,−φ

2
p1 +

(1−φ)
2

q1 − 2r1,
(1−φ)

2
p1 − 2q1 +

φ
2
r1

)
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olduğundan

µ (OY ) =

max


|p2|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |r2| , (1− φ) |p2|+ |q2|+ |r2| , |q2|} ,
|q2|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |p2| , |p2|+ (1− φ) |q2|+ |r2| , |r2|} ,
|r2|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |q2| , |p2|+ |q2|+ (1− φ) |r2| , |p2|}


√

p22+q22+r22

৻fades৻nde
p2 yer৻ne 1

2
p1 − φ

2
q1 − (φ−1)

2
r1

q2 yer৻ne − φ
2
p1 +

(1−φ)
2

q1 − 2r1

r2 yer৻ne (1−φ)
2

p1 − 2q1 +
φ
2
r1

yazılırsa µ (OX) = µ (OY ) eş৻tl৻ğ৻ görülmekted৻r. Böylece ৻spat tamamlanmış olur.

Sonuç 5.4 SID ৻zometr৻k yansımaların kümes৻ or৻j৻nden geçen

x = 0 , y = 0 , z = 0

x+ φy + (φ− 1) z = 0 , (φ− 1)x+ y + φz = 0 , φx+ (φ− 1) y + z = 0

x− φy + (φ− 1) z = 0 , (φ− 1)x+ y − φz = 0 , φx+ (φ− 1) y − z = 0

−x+ φy + (φ− 1) z = 0 , (φ− 1)x− y + φz = 0 , −φx+ (φ− 1) y + z = 0

−x− φy + (φ− 1) z = 0 , (φ− 1)x− y − φz = 0 , −φx+ (φ− 1) y − z = 0

düzlemler৻ne göre on beş Ökl৻dyen yansımadan oluşur.

Şek൴l5.4 dek൴ tabloda yansıma düzlemler൴

D1 : x = 0 , D2 : y = 0

D3 : z = 0 , D4 : (φ− 1)x+y+φz = 0

D5 : (φ− 1)x+y − φz = 0 , D6 : (φ− 1)x− y+φz = 0

D7 : (φ− 1)x− y − φz = 0 , D8 : x+φy+ (φ− 1) z = 0

D9 : x− φy+ (φ− 1) z = 0 , D10 : −x+φy+ (φ− 1) z = 0

D11 : −x− φy+ (φ− 1) z = 0 , D12 : φx+ (φ− 1) y+z = 0

D13 : φx+ (φ− 1) y − z = 0 , D14 : −φx+ (φ− 1) y+z = 0

D15 : −φx+ (φ− 1) y − z = 0

olmak üzere ൴cos൴dodecahedron b൴r൴m küres൴n൴n köşe noktalarının yansıma hareket൴
(dönüşümü) altındak൴ görüntüler൴ ver൴lm൴şt൴r.
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Şek൴l 5.4 R3
ID de Yansıma Düzlemler൴ne Göre Köşe Noktaların Görüntüler൴

Önerme 5.3 φ = 1+
√
5

2
ve

D1 = {(0,±1, (φ− 1)) , (±1, (φ− 1), 0) , (±1, 0, φ)}

D2 =

{
(1, 0, 0) , (0, 1, 0) , (0, 0, 1) , ((φ− 1) ,±1,±φ) , (±1,±φ, φ− 1)

(±φ, φ− 1,±1)

}

D3 =

{
(1, 1, 1) , (1, 1,−1) , (1,−1, 1) , (−1, 1, 1) , (0, φ− 1,±φ) ,

(φ− 1,±φ, 0) , (±φ, 0, φ− 1)

}
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olmak üzere

R1 = {rθ | θ ∈ {2π/5, 4π/5, 6π/5, 8π/5} , dönme eksen৻n৻n doğrultusu D1 ৻n elemanı}
R2 = {rθ | θ ∈ {π} , dönme eksen৻n৻n doğrultusu D2 n৻n elemanı}
R3 = {rθ | θ = {2π/3, 4π/3}, dönme eksen৻n৻n doğrultusu D3 ün elemanı}

kümeler৻ ver৻ls৻n. Dönme eksen৻ or৻j৻nden geçen b৻r l doğrusu olan rθ dönmes৻n৻n b৻r ৻zometr৻
olması ৻ç৻n gerek ve yeter koşul rθ ∈ RID = R1 ∪R2 ∪R3 olmasıdır.

İspat B৻r৻m doğrultu vektörü (p, q, r) olan b৻r l doğrusu etrafında rθ şekl৻nde ৻fade ed৻len
Ökl৻dyen dönmen৻n matr৻s formu; cos θ + p2(1− cos θ) pq(1− cos θ)− r s൴n θ pr(1− cos θ) + q s൴n θ

pq(1− cos θ) + r s൴n θ cos θ + q2(1− cos θ) qr(1− cos θ)− p s൴n θ
pr(1− cos θ)− q s൴n θ qr(1− cos θ) + p s൴n θ cos θ − r2(1− cos θ)


b৻ç৻m৻nded৻r.

l eksenl৻ b৻r dönme , l doğrusu boyunca kes৻şen ৻k৻ düzlem৻n yansımalarının
b৻rleş৻m৻ olduğundan ve Önerme 4.2 den dolayı l doğrusunun doğrultu vektörler৻n৻
(0,±1, (φ− 1)), (±1, (φ− 1), 0), (±1, 0, φ), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1),
((φ− 1) ,±1,±φ), (±1,±φ, φ− 1), (±φ, φ− 1,±1), (1, 1, 1), (1, 1,−1), (1,−1, 1),
(−1, 1, 1), (0, φ− 1,±φ), (φ− 1,±φ, 0), (±φ, 0, φ− 1) olarak alınab৻l৻r.

R3
ID da ৻zometr৻k dönmeler৻n bulunması ৻ç৻n, dID b৻r৻m küres৻n৻n kenarlarının

uzunluklarını koruyan dönmeler৻n tesp৻t৻ yeterl৻d৻r. dID b৻r৻m küres৻n৻n V14 =
(
φ
2
, φ−1

2
, 1
2

)
ve V16 =

(
φ
2
, 1−φ

2
, 1
2

)
köşe noktaları göz önüne alınsın. Buna göre

rθ (V14) =



φ
2
(cos θ+p2(1− cos θ))+

(
φ−1
2

)
(pq(1− cos θ)− r s൴n θ)+
1
2
(pr(1− cos θ)+q s൴n θ) ,

φ
2
(pq(1− cos θ)+r s൴n θ)+

(
φ−1
2

)
(cos θ+q2(1− cos θ))+

1
2
(qr(1− cos θ)− p s൴n θ) ,

φ
2
(pr(1− cos θ)− q s൴n θ)+

(
φ−1
2

)
(qr(1− cos θ)+p s൴n θ)+
1
2
(cos θ − r2(1− cos θ))


ve

rθ (V16) =



φ
2
(cos θ+p2(1− cos θ))+

(
1−φ
2

)
(pq(1− cos θ)− r s൴n θ)+
1
2
(pr(1− cos θ)+q s൴n θ) ,

φ
2
(pq(1− cos θ)+r s൴n θ)+

(
1−φ
2

)
(cos θ+q2(1− cos θ))+

1
2
(qr(1− cos θ)− p s൴n θ) ,

φ
2
(pr(1− cos θ)− q s൴n θ)+

(
1−φ
2

)
(qr(1− cos θ)+p s൴n θ)+
1
2
(cos θ − r2(1− cos θ))


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d৻r. Ayrıca V14 =
(
φ
2
, φ−1

2
, 1
2

)
ve V16 =

(
φ
2
, 1−φ

2
, 1
2

)
৻ç৻n dID(V14, V16) = φ − 1 d৻r. O halde

θ ̸= 0 olmak üzere rθ nın dID uzaklığını koruması ৻ç৻n dID(rθ(V14), rθ(V16)) = φ − 1

olmalıdır.

l doğrusunun doğrultu vektörü (0, 1, φ− 1) olarak alınırsa
(p, q, r) =

(
0,
√

2+φ
5
,
√

3−φ
5

)
olur. p, q, r değerler৻ dID (rθ(V14), rθ(V16)) = φ − 1 de

yer৻ne yazılırsa α1 =
√

7−4φ
5

s൴n θ, α2 = 2φ−1
5

+ 3φ−4
2

cos θ ve α3 = 3−φ
10

(1− cos θ) olmak
üzere

max


|α1|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |α3| , (1− φ) |α1|+ |α2|+ |α3| , |α2|} ,
|α2|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |α1| , |α1|+ (1− φ) |α2|+ |α3| , |α3|} ,
|α3|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |α2| , |α1|+ |α2|+ (1− φ) |α3| , |α1|}

 = φ− 1

olur. Bu denklem çözülürse θ = 2π/5, 4π/5, 6π/5, 8π/5 sonuçları bulunur. Benzer şek৻lde,
eğer l doğrusunun yön vektörü (0,−1, (φ− 1)), (±1, (φ− 1), 0), (±1, 0, φ) olarak alınırsa
θ = 2π/5, 4π/5, 6π/5, 8π/5 olur. Dolayısıyla D1 dek৻ altı yön vektörüyle y৻rm৻ dört dönme
açısı elde ed৻l৻r.

l doğrusunun yön vektörü (1, 0, 0) ৻se (p, q, r) = (1, 0, 0) olur.p, q, r değerler৻n৻
dID (rθ(V14), rθ(V16)) = φ− 1 de yer৻ne yazarsak;

max


(2− φ)max {(φ− 1) |s൴n θ| , |cos θ|+ |s൴n θ| , |cos θ|} ,

(φ− 1) |s൴n θ|+ (2− φ)max

{
(φ− 1) |cos θ| ,
|cos θ|+ (1− φ) |s൴n θ|

}
,

(φ− 1) |cos θ|+ (2− φ)max {(1− φ) |cos θ|+ |s൴n θ| , |s൴n θ|}

 = φ− 1

denklem৻ne ulaşılır. Bu denklem çözülürse θ = π sonucu bulunur. Benzer şek৻lde, eğer l n৻n
yön vektörüD2 n৻n (0, 1, 0), (0, 0, 1), ((φ− 1) ,±1,±φ), (±1,±φ, φ− 1), (±φ, φ− 1,±1)

vektörler৻nden b৻r৻ olarak alınırsa θ = π olarak bulunur. Dolayısıyla D2 dek৻ on beş yön
vektörüyle on beş dönme açısı elde ed৻l৻r.

l doğrusunun doğrultu vektörü (1, 1, 1) ৻se (p, q, r) =
(

1√
3
, 1√

3
, 1√

3

)
olur. p, q, r

değerler৻ dID (rθ(V14), rθ(V16))=φ − 1 de yer৻ne yazılırsa
α1=

(
φ−1
3

) (
1− cos θ −

√
3 s൴n θ

)
, α2=

(
φ−1
3

)
(2 cos θ + 1) ve

α3=
(
φ−1
3

) (
1− cos θ +

√
3 s൴n θ

)
olmak üzere

max


|α1|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |α3| , (1− φ) |α1|+ |α2|+ |α3| , |α2|} ,
|α2|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |α1| , |α1|+ (1− φ) |α2|+ |α3| , |α3|} ,
|α3|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |α2| , |α1|+ |α2|+ (1− φ) |α3| , |α1|}

 = φ− 1

elde ed৻l৻r. Bu denklem çözülürse θ = 2π/3, 4π/3 sonuçlarına ulaşılır. Benzer şek৻lde, eğer
l n৻n yön vektörü D3 ün (−1, 1, 1), (1,−1, 1), (1, 1,−1), (0, φ− 1,±φ), (φ− 1,±φ, 0),
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(±φ, 0, φ− 1) vektörler৻nden b৻r৻ olarak alınırsa θ = 2π/3, 4π/3 olur. Dolayısıyla D3

dek৻ on tane yön vektörüyle y৻rm৻ tane dönme açısı elde ed৻l৻r. Burada, l etrafındak৻
θ = 2π/3, 4π/3 radyanlık dönmeler R3

ID ın b৻r ৻zometr৻s৻d৻r.

Ters৻ne rθ(X) = Y olacak şek৻lde X ve Y noktalarıyla oluşturulan OX ve OY

doğrularının doğrultuları sırasıyla (p1, q1, r1) ve (p2, q2, r2) olmak üzere
dID(O,X) = dID(O, Y ) olduğunu göstermek ৻ç৻n Yardımcı Teorem 4.2 den
µ (OX) = µ (OY ) olduğu göster৻lmel৻d৻r. Bu ৻se (p1, q1, r1) vektörünün tüm durumlar ৻ç৻n
görüntüler৻ bulunarak kolaylıkla göster৻leb৻l৻r. Örneğ৻n dönme eksen৻n৻n doğrultu vektörü
(1, 0, 0) olsun. Bu durumda σ∆ (p1, q1, r1) = (p2, q2, r2) = (p1,−q1,−r1) elde ed৻l৻r.
Yardımcı Teorem 4.2 den

µ (OX) =

max


|p1|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |r1| , (1− φ) |p1|+ |q1|+ |r1| , |q1|} ,
|q1|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |p1| , |p1|+ (1− φ) |q1|+ |r1| , |r1|} ,
|r1|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |q1| , |p1|+ |q1|+ (1− φ) |r1| , |p1|}

√
p21 + q21 + r21

µ (OY ) =

max


|p2|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |r2| , (1− φ) |p2|+ |q2|+ |r2| , |q2|} ,
|q2|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |p2| , |p2|+ (1− φ) |q2|+ |r2| , |r2|} ,
|r2|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |q2| , |p2|+ |q2|+ (1− φ) |r2| , |p2|}

√
p22 + q22 + r22

d৻r. Buradan

µ (OY ) =

max


|p1|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |−r1| , (1− φ) |p1|+ |−q1|+ |−r1| , |−q1|} ,
|−q1|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |p1| , |p1|+ (1− φ) |−q1|+ |−r1| , |−r1|} ,
|−r1|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |−q1| , |p1|+ |−q1|+ (1− φ) |−r1| , |p1|}


√

p21+(−q1)2+(−r1)
2

=

max


|p1|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |r1| , (1− φ) |p1|+ |q1|+ |r1| , |q1|} ,
|q1|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |p1| , |p1|+ (1− φ) |q1|+ |r1| , |r1|} ,
|r1|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |q1| , |p1|+ |q1|+ (1− φ) |r1| , |p1|}


√

p21+q21+r21

= µ (OX)

elde ed৻l৻r. Benzer şek৻lde d৻ğer dönme eksenler৻ ve dönme açıları ৻ç৻n de µ (OX) = µ (OY )

eş৻tl৻ğ৻ göster৻leb৻l৻r. Böylece ৻spat tamamlanmış olur.

Sonuç 5.5 RID, or৻j৻nden geçen doğruları eksen kabul eden dönmeler৻n kümes৻ olmak üzere,
tam olarak ell৻ dokuz Ökl৻dyen dönmeden oluşur.

Şek൴l5.5 ve Şek൴l5.6 dak൴ tablolarda dönme hareketler൴ (dönüşümler൴) sonucunda
b൴r൴m küren൴n köşe noktalarının görüntüler൴ ver൴lm൴şt൴r.
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Şek൴l 5.5 R3
ID de Dönme Hareket൴ Altında Köşe Noktaların Görüntüler൴
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Şek൴l 5.6 R3
ID de Dönme Hareket൴ Altında Köşe Noktaların Görüntüler൴ Devamı
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Yardımcı Teorem 5.3 (x, y, z) noktasını (−x,−y,−z) noktasına dönüştüren dönüşüm olan
O = (0, 0, 0) or৻j৻ne göre σ0 ৻nvers৻yonu R3

ID ın b৻r ৻zometr৻s৻d৻r.

Şek൴l5.7 dek൴ tablolarda ൴nvers൴yon hareket൴(dönüşümü) sonrasında b൴r൴m küren൴n
köşe noktalarının görüntüler൴ ver൴lm൴şt൴r.

Şek൴l 5.7 R3
ID de σO İnvers൴yonu Altında Köşe Noktaların Görüntüler൴

Önerme 5.4 dID− uzaklığını ৻nvaryant bırakan, or৻j৻ne göre dönme-yansımaların tümü
or৻j৻ne göre ৻nvers৻yon hareket৻ne (dönüşümüne) eş৻tt৻r.

İspat rθ ∈ RID, Γ ve ∆ , Π ye d৻k düzlemler olmak üzere b৻r dönme-yansıma
ρ := σΠσ∆σΓ = σΠrθ b৻ç৻m৻nde yazılab৻l৻r. O halde dönme eksen৻ yansıma düzlem৻ne d৻k
olmak zorundadır. Bu durumda Π düzlem৻ ৻ç৻n Önerme 4.3 de ৻fade ed৻len otuz b৻r dönme
eksen৻nden on beş durum ৻ncelenmel৻d৻r. Çünkü D1 ve D3 dek৻ dönme eksenler৻nden
h৻çb৻r৻s৻ Sonuç 4.4 de ver৻len yansıma düzlemler৻nden herhang৻ b৻r৻ne d৻k değ৻ld৻r. Eğer Π
düzlem৻ olarak x = 0 düzlem৻ alınırsa rθ nın b৻r৻m yön vektörü (1, 0, 0) olur ve

ρ := σΠr(x, y, z) = (−x, ycosθ − zsinθ, ysinθ + zcosθ)

elde ed৻l৻r. V1 = (0, 0, 1) ve V7 =
(
φ−1
2
, 1
2
, φ
2

)
köşe noktaları ৻ç৻n

ρ(V1) = ρ(0, 0, 1) = (0,−sinθ, cosθ) ve

ρ(V7) = ρ
(
φ−1
2
, 1
2
, φ
2

)
=
(
1−φ
2
, 1
2
cosθ −

(
φ
2

)
sinθ, 1

2
sinθ +

(
φ
2

)
cosθ

)
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bulunur.
dID (V1, V7) = φ− 1 olduğundan ve ρ uzaklığı koruyacağından dID(ρ(V1), ρ(V7)) = φ− 1

olmalıdır. Böylece

α1 =
(
1− φ

2

)
cos θ − s൴n θ

2
,

α2 =
φ− 1

2

ve
α3 =

(
1− φ

2

)
s൴n θ +

cos θ
2

olmak üzere

max


|α1|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |α3| , (1− φ) |α1|+ |α2|+ |α3| , |α2|} ,
|α2|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |α1| , |α1|+ (1− φ) |α2|+ |α3| , |α3|} ,
|α3|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |α2| , |α1|+ |α2|+ (1− φ) |α3| , |α1|}

 = φ− 1

elde ed৻l৻r. Bu denklem çözülürse θ ∈ {0, π} elde ed৻l৻r. Buradan da kolaylıkla σΠrπ = σ0

olduğu görüleb৻l৻r. Sonuç olarak bu durumda yen৻ b৻r dönme-yansıma yoktur. Benzer şek৻lde
dönme eksenler৻ b৻r yansıma düzlem৻ normal৻ olan

(
±1

2
,±φ

2
,
φ− 1

2

)
,

(
φ− 1

2
,±1

2
,±φ

2

)
,

(
±φ

2
,
φ− 1

2
,±1

2

)
, (0, 1, 0) , (0, 0, 1)

vektörler৻ ৻ç৻n de aynı sonuçlar elde ed৻l৻r.

Şek൴l5.8 dek൴ tabloda, b൴r yansıma düzlem൴n൴n normal൴ olup, aynı zamanda dönme
eksen൴n൴n doğrultusu olanlar tesp൴t ed൴lm൴ş ve bu eksenlere göre dönme-yansıma
hareket൴(dönüşümü) yapılarak b൴r൴m küren൴n köşe noktalarının bu hareketlere
(dönüşümlere) göre görüntüler൴ ver൴lm൴şt൴r.
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Şek൴l 5.8 R3
ID de Dönme Yansıma Hareket൴ Altında Köşe Noktaların Görüntüler൴
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Önerme 5.5 dID uzaklığını koruyan, or৻j৻ne göre kırk dört tane dönme-৻nvers৻yon vardır.

İspat rθ ∈ RID olmak üzere b৻r dönme-৻nvers৻yon ρ := σOσ∆σΓ = σOrθ b৻ç৻m৻nde b৻leşke
olarak yazılab৻leceğ৻nden Önerme 4.3 den, ৻spat otuz b৻r dönme eksen৻ ৻ç৻n ver৻lmel৻d৻r. rθ
(0, 1, φ− 1) doğrultulu doğru etrafındak৻ dönme ৻se b৻r৻m doğrultu vektörü(
0,
√

2+φ
5
,
√

3−φ
5

)
olur. Bu durumda

ρ (x, y, z) = σOrθ (x, y, z) =
−x cos θ+

(√
3−φ
5
s൴n θ

)
y −

(√
2+φ
5
s൴n θ

)
z,

−
(√

3−φ
5
s൴n θ

)
x−

(
2+φ
5
+3−φ

5
cos θ

)
y −

((
2φ−1

5

)
(1− cos θ)

)
z,(√

2+φ
5
s൴n θ

)
x−

((
2φ−1

5

)
(1− cos θ)

)
y −

(
3−φ
5
+2+φ

5
cos θ

)
z


şekl৻nde tanımlanır. Burada V1 = (0, 0, 1) ve V7 =

(
φ−1
2
, 1
2
, φ
2

)
olmak üzere

ρ(V1) = ρ(0, 0, 1) =

(
−

(√
2 + φ

5
s൴n θ

)
,
2φ− 1

5
(1− cos θ) ,

φ− 3

5
− 2 + φ

5
cos θ

)

ρ(V7) = ρ

(
φ− 1

2
,
1

2
,
φ

2

)
=


1−φ
2
cos θ + 1

2

(√
3−φ
5

−
√

3+4φ
5

)
s൴n θ,

−1
2

√
7−4φ

5
s൴n θ + 2φ−1

10
cos θ − 2+φ

5
,

1
2

√
3−φ
5
s൴n θ − 2φ−1

5
− 2+φ

10
cos θ


elde ed৻l৻r. Burada dID (V1, V7) = φ − 1 olduğundan ve ρ uzaklığı korumak zorunda
olduğundan dID(ρ(V1), ρ(V7)) = φ− 1 olmalıdır. Bu durumda

α1 =
(
1− φ

2

)
cos θ +

1

2

(√
3 + 4φ

10
− 2φ+ 1

2

√
7− 4φ

10

)
s൴n θ,

α2 =
2φ− 1

10
cos θ +

1

2

√
7− 4φ

5
s൴n θ +

3− φ

5

ve

α3 = −φ+ 2

10
cos θ − 1

2

√
7− 4φ

10
s൴n θ +

3φ− 4

10

olmak üzere

max


|α1|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |α3| , (1− φ) |α1|+ |α2|+ |α3| , |α2|} ,
|α2|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |α1| , |α1|+ (1− φ) |α2|+ |α3| , |α3|} ,
|α3|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |α2| , |α1|+ |α2|+ (1− φ) |α3| , |α1|}

 = φ− 1

olur. Bu denklem çözülürse θ = 2π/5, 4π/5, 6π/5, 8π/5 sonuçları bulunur. Benzer şek৻lde,
rθ, dönme eksen৻n৻n doğrultusu (0,−1, (φ− 1)), (±1, (φ− 1), 0), (±1, 0, φ) vektörler৻
olarak alınırsa θ = 2π/5, 4π/5, 6π/5, 8π/5 olur. Böylece dID−uzaklığını koruyacak
şek৻lde y৻rm৻ dört farklı dönme-৻nvers৻yon hareket৻ bulunur.
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rθ, dönme eksen৻ (1, 1, 1) doğrultulu doğru ৻se rθ nın b৻r৻m yön vektörü
(

1√
3
, 1√

3
, 1√

3

)
olur. Buradan ρ(V1) veρ(V7) hesaplanıp dID (ρ(V1), ρ(V7)) = φ − 1 bağıntısında yer৻ne
yazılırsa

α1 =
φ− 1

6
cos θ +

−2φ2 + 3φ+ 1

2
√
3

s൴n θ +
φ− 1

3

α2 =
5− 2φ

6
cos θ +

1

2
√
3
s൴n θ +

φ− 1

3

ve
α3 =

5φ− 4

6
cos θ +

2− φ

2
√
3
s൴n θ +

2φ− 1

3

olmak üzere

max


|α1|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |α3| , (1− φ) |α1|+ |α2|+ |α3| , |α2|} ,
|α2|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |α1| , |α1|+ (1− φ) |α2|+ |α3| , |α3|} ,
|α3|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |α2| , |α1|+ |α2|+ (1− φ) |α3| , |α1|}

 = φ− 1

denklem৻ elde ed৻l৻r. Bu denklem çözülürse θ = 2π/3, 4π/3 olur. Benzer şek৻lde,rθ, dönme
eksen৻ doğrultusu (−1, 1, 1), (1,−1, 1), (1, 1,−1), (0, φ− 1,±φ), (φ− 1,±φ, 0),
(±φ, 0, φ− 1) vektörler৻ne paralel olarak alınırsa θ = 2π/3, 4π/3 olur. Böylece
dID−uzaklığını koruyacak şek৻lde y৻rm৻ farklı dönme-৻nvers৻yon hareket৻ bulunur.

rθ, dönme eksen৻ (1, 0, 0) doğrultulu doğru ৻se b৻r৻m yön vektörü (1, 0, 0) olur. Bu
durumda ρ(V1) veρ(V7) hesaplanıp dID (ρ(V1), ρ(V7)) = φ− 1 ৻fades৻nde yer৻ne yazılırsa

α1 =
φ− 2

2
cos θ +

1

2
s൴n θ, α2 =

1

2
cos θ +

2− φ

2
s൴n θ, α3 =

φ− 1

2

olmak üzere

dID (ρ(V1), ρ(V7)) =

max


|α1|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |α3| , (1− φ) |α1|+ |α2|+ |α3| , |α2|} ,
|α2|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |α1| , |α1|+ (1− φ) |α2|+ |α3| , |α3|} ,
|α3|+ (φ− 1)max {(φ− 1) |α2| , |α1|+ |α2|+ (1− φ) |α3| , |α1|}

 = φ− 1

bulunur. Bu denklem çözülürse θ = π olarak bulunur. Benzer şek৻lde, rθ, dönme eksen৻
doğrultusu (0, 1, 0), (0, 0, 1), ((φ− 1) ,±1,±φ), (±1,±φ, φ− 1), (±φ, φ− 1,±1)

vektörler৻ne paralel olarak alınırsa θ = π olur. Ancak bu durumda yen৻ b৻r
dönme-৻nvers৻yon hareket৻ bulunmamaktadır. Çünkü θ = π ৻ç৻n, dönme eksen৻ doğrultu
vektörü bu vektörler olacak şek৻lde alınır ve dönme-৻nvers৻yon hareket৻ yapılırsa Şek৻l5.9
ve Şek৻l5.10 dak৻ tablolarda ver৻len düzlemlere göre yansıma hareketler৻ bulunur.
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Şek൴l 5.9 R3
ID de Dönme İnvers൴yon Hareket൴ Altında Köşe Noktaların Görüntüler൴
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Şek൴l 5.10 R3
ID de Dönme İnvers൴yon Hareket൴ Altında Köşe Noktaların Görüntüler൴ Devamı
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Buraya kadar olan kısımda Ökl൴dyen 3-uzayın ൴zometr൴ler൴nden hang൴ler൴n൴n
dID−metr൴ğ൴n൴ koruduğu bulunmuştur. Yan൴ R3 te dID−metr൴ğ൴n൴ koruyan yansımalar,
dönmeler, ൴nvers൴yonlar, dönme-yansımalar ve dönme-൴nvers൴yonlar tesp൴t ed൴lm൴şt൴r. Sonuç
olarak on beş yansıma, altmış dönme, kırk dört dönme-൴nvers൴yon ve b൴r ൴nvers൴yondan
oluşan, dID−metr൴ğ൴ne göre olan ൴zometr൴ler ൴cos൴dodecahedronun Ökl൴dyen s൴metr൴ grubu
olan Ih ın elemanlarıdır. Bu gruba ൴cos൴dodecahedron grup den൴ls൴n ve G(ID) ൴le
göster൴ls൴n. Açıkça G(ID), Ih grubuna ൴zomorftur. Bundan sonrak൴ kısımda R3 te
dID−metr൴ğ൴n൴ koruyan, Ih grubunun elemanları dışında ൴zometr൴ler൴n olmadığı
göster൴lecekt൴r. Yan൴ R3

ID n൴n tüm ൴zometr൴ler൴n൴n T (3).G(ID) olduğu göster൴lecekt൴r.

Tanım 5.2 A = (a1, a2, a3) ve B = (b1, b2, b3) R3
ID uzayında farklı ৻k৻ nokta olsun. Bu

takt৻rde
{X | dID(A,X) + dID(B,X) = dID(A,B)}

kümes৻ne A, B noktalarının m৻n৻mum uzaklık kümes৻ den৻r ve [AB] ৻le göster৻l৻r.

Genel olarak, [AB] kümes൴AB köşegenl൴ b൴r paralelyüz oluşturur (Bakınız Şek൴5.11).

Şek൴l 5.11 R3
ID da M൴n൴mum Uzaklık Kümes൴

Böylece buradak൴ m൴n൴mum uzaklık kümes൴ 3x + 2y − (2 − 2φ)z = 0,
(2 − 2φ)x − 3y + 2z = 0, 2x + (2 − 2φ)y − 3z = 0 düzlemler൴ ve bu düzlemlere paralel
düzlemlerden oluşur.

Önerme 5.6 ϕ : R3
ID → R3

ID b৻r ৻zometr৻ ve [AB] paralelyüz olsun. O halde

ϕ([AB]) = [ϕ(A)ϕ(B)]

olur.
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İspat Y ∈ ϕ([AB]) olsun.

Y ∈ ϕ([AB]) ⇐⇒ ∃X ∈ [AB] ∋ Y = ϕ(X)

⇐⇒ dID(A,X) + dID(B,X) = dID(A,B)

⇐⇒ dID(ϕ(A), ϕ(X)) + dID(ϕ(B), ϕ(X)) = dID(ϕ(A), ϕ(B))

⇐⇒ Y = ϕ(X) ∈ [ϕ(A)ϕ(B)] .

Sonuç 5.6 ϕ : R3
ID → R3

ID b৻r ৻zometr৻ ve [AB] paralelyüz olsun. Bu durumda ϕ, [AB] n৻n
köşeler৻n৻ köşelere dönüştürür ve kenar uzunluklarını korur.

Önerme 5.7 f : R3
ID → R3

ID dönüşümü f(O) = O olacak şek৻lde b৻r ৻zometr৻ olsun. Bu
takt৻rde f ∈ G(ID) olur.

İspat O = (0, 0, 0) ve D = (φ, φ, φ) olmak üzere [OD] paralelyüzünü gözönüne alalım.
Bu paralelyüzün köşe noktalarından üçü V7 =

(
φ−1
2
, 1
2
, φ
2

)
, V15 =

(
φ
2
, φ−1

2
, 1
2

)
,

V23 =
(
1
2
, φ
2
, φ−1

2

)
olup bu noktalar aynı zamanda merkez৻l b৻r৻m ৻cos৻dodecahedron b৻r৻m

küres৻n৻n köşe noktalarıdır. Dahası bu üç nokta ৻cos৻dodecahedronun her b৻r৻ aynı eşkenar
üçgen b৻ç৻m৻nde olan b৻r yüzünün köşe noktalarıdır (Bakınız Şek৻l5.12).

Şek൴l 5.12 R3
TO da B൴r൴m Küre Ve M൴n൴mum Uzaklık Kümes൴



89

f ৻zometr৻s৻ [OD] paralelyüzün köşe noktalarını köşe noktalara dönüştürüp, kenar
uzaklıklarını korduğundan ve f(O) = O olduğundan dolayı V7, V15 ve V23 noktalarını
৻cos৻dodecahedronun y৻ne b৻r yüzünün köşe noktalarına dönüştürür. Ayrıca bu dönüştürme
৻şlem৻ gerçekleş৻rken kenar uzunlukları korunacağından dolayı i, j, k ∈ {1, 2, . . . , 30}
olmak üzere f(V7) = Vi, f(V15) = Vj , f(V23) = Vk olmak üzere ViVj , ViVk.ve VjVk

৻cos৻dodecahedronun üç kenarıdır. Açıkça ৻fade ed৻l৻rse f ৻zometr৻s৻, ৻cos৻dodecahedronun
b৻r yüzünün köşe noktalarını y৻ne b৻r yüzünün köşe noktalarına dönüştürür. O halde
৻cos৻dodecahedron 20 tane eşkenar üçgen b৻ç৻m৻nde yüze sah৻p olduğundan b৻r yüzün
dönüşeb৻leceğ৻ 20 yüz ৻ht৻mal৻ vardır. Ayrıca kenar uzunlukları ve dolayısıyla köşegen
uzunlukları korunmak zorunda olduğundan V7, V15 ve V23 noktalarının dönüşeb৻leceğ৻
৻cos৻dodecahedronun her b৻r yüzü ৻ç৻n 6 ৻ht৻mal olduğundan dolayı bu noktaların
dönüşeb৻leceğ৻ 120 ৻ht৻mal vardır. Bu ৻ht৻maller ৻se aşağıda tek tek sıralanmış ve her b৻r
dönüşümün önceden tesp৻t ed৻len hareketlerden hang৻s৻ne karşılık geld৻ğ৻ ৻fade ed৻lm৻şt৻r.

1. f(V7) = V11 ৻se f(V15) = V19 ve f(V23) = V27 ৻se ∆ : x = 0 düzlem৻ olmak üzere
f = σ∆ yansımasıdır.

2. f(V7) = V9 ৻se f(V15) = V17 ve f(V23) = V25 ৻se ∆ : y = 0 düzlem৻ olmak üzere
f = σ∆ yansımasıdır.

3. f(V7) = V8 ৻se f(V15) = V16 ve f(V23) = V24 ৻se ∆ : z = 0 düzlem৻ olmak üzere
f = σ∆ yansımasıdır.

4. f(V7) = V14 ৻se f(V15) = V10 ve f(V23) = V2 ৻se ∆ : (φ− 1)x + y + φz = 0

düzlem৻ olmak üzere f = σ∆ yansımasıdır.

5. f(V7) = V23 ৻se f(V15) = V15 ve f(V23) = V7 ৻se ∆ : (φ− 1)x + y − φz = 0

düzlem৻ olmak üzere f = σ∆ göre yansımasıdır.

6. f(V7) = V5 ৻se f(V15) = V24 ve f(V23) = V23 ৻se ∆ : (φ− 1)x − y + φz = 0

düzlem৻ olmak üzere f = σ∆ göre yansımasıdır.

7. f(V7) = V18 ৻se f(V15) = V3 ve f(V23) = V16 ৻se ∆ : (φ− 1)x − y − φz = 0

düzlem৻ olmak üzere f = σ∆ göre yansımasıdır.

8. f(V7) = V29 ৻se f(V15) = V6 ve f(V23) = V30 ৻se ∆ : x + φy + (φ− 1) z = 0

düzlem৻ olmak üzere f = σ∆ göre yansımasıdır.
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9. f(V7) = V7 ৻se f(V15) = V23 ve f(V23) = V15 ৻se ∆ : x − φy + (φ− 1) z = 0

düzlem৻ olmak üzere f = σ∆ göre yansımasıdır.

10. f(V7) = V17 ৻se f(V15) = V15 ve f(V23) = V3 ৻se ∆ : −x + φy + (φ− 1) z = 0

düzlem৻ olmak üzere f = σ∆ göre yansımasıdır.

11. f(V7) = V1 ৻se f(V15) = V9 ve f(V23) = V13 ৻se ∆ : −x − φy + (φ− 1) z = 0

düzlem৻ olmak üzere f = σ∆ göre yansımasıdır.

12. f(V7) = V4 ৻se f(V15) = V22 ve f(V23) = V20 ৻se ∆ : φx + (φ− 1) y + z = 0

düzlem৻ olmak üzere f = σ∆ göre yansımasıdır.

13. f(V7) = V7 ৻se f(V15) = V1 ve f(V23) = V11 ৻se ∆ : φx + (φ− 1) y − z = 0

düzlem৻ olmak üzere f = σ∆ göre yansımasıdır.

14. f(V7) = V15 ৻se f(V15) = V7 ve f(V23) = V23 ৻se ∆ : −φx + (φ− 1) y + z = 0

düzlem৻ olmak üzere f = σ∆ göre yansımasıdır.

15. f(V7) = V27 ৻se f(V15) = V28 ve f(V23) = V5 ৻se ∆ : −φx + (φ− 1) y − z = 0

düzlem৻ olmak üzere f = σ∆ göre yansımasıdır.

16. f(V7) = V10 ৻se f(V15) = V18 ve f(V23) = V26 ৻se dönme eksen৻ (1, 0, 0) olmak
üzere f = rπ dönmed৻r.

17. f(V7) = V12 ৻se f(V15) = V20 ve f(V23) = V28 ৻se dönme eksen৻ (0, 1, 0) olmak
üzere f = rπ dönmed৻r.

18. f(V7) = V13 ৻se f(V15) = V21 ve f(V23) = V29 ৻se dönme eksen৻ (0, 0, 1) olmak
üzere f = rπ dönmed৻r.

19. f(V7) = V15 ৻se f(V15) = V23 ve f(V23) = V7 ৻se dönme eksen৻
(

1√
3
, 1√

3
, 1√

3

)
olmak üzere f = r 2π

3
dönmed৻r.

20. f(V7) = V23 ৻se f(V15) = V7 ve f(V23) = V15 ৻se dönme eksen৻
(

1√
3
, 1√

3
, 1√

3

)
olmak üzere f = r 4π

3
dönmed৻r.

21. f(V7) = V28 ৻se f(V15) = V12 ve f(V23) = V20 ৻se dönme eksen৻
(
− 1√

3
, 1√

3
, 1√

3

)
olmak üzere f = r 2π

3
dönmed৻r.
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22. f(V7) = V21 ৻se f(V15) = V29 ve f(V23) = V13 ৻se dönme eksen৻(
− 1√

3
, 1√

3
, 1√

3

)
olmak üzere f = r 4π

3
dönmed৻r.

23. f(V7) = V29 ৻se f(V15) = V13 ve f(V23) = V21 ৻se dönme eksen
(

1√
3
,− 1√

3
, 1√

3

)
olmak üzere f = r 2π

3
dönmed৻r.

24. f(V7) = V18 ৻se f(V15) = V26 ve f(V23) = V10 ৻se dönme eksen৻
(

1√
3
,− 1√

3
, 1√

3

)
olmak üzere f = r 4π

3
dönmed৻r.

25. f(V7) = V26 ৻se f(V15) = V10 ve f(V23) = V18 ৻se dönme eksen৻
(

1√
3
, 1√

3
,− 1√

3

)
olmak üzere f = r 2π

3
dönmed৻r.

26. f(V7) = V20 ৻se f(V15) = V28 ve f(V23) = V12 ৻se dönme eksen৻
(

1√
3
, 1√

3
,− 1√

3

)
olmak üzere f = r 4π

3
dönmed৻r.

27. f(V7) = V11 ৻se f(V15) = V27 ve f(V23) = V19 ৻se dönme eksen৻
(
0, (φ−1)√

3
, φ√

3

)
olmak üzere f = r 2π

3
dönmed৻r.

28. f(V7) = V1 ৻se f(V15) = V13 ve f(V23) = V9 ৻se dönme eksen৻
(
0, (φ−1)√

3
, φ√

3

)
olmak üzere f = r 4π

3
dönmed৻r.

29. f(V7) = V25 ৻se f(V15) = V6 ve f(V23) = V26 ৻se dönme eksen৻
(
0, (φ−1)√

3
,− φ√

3

)
olmak üzere f = r 2π

3
dönmed৻r.

30. f(V7) = V21 ৻se f(V15) = V19 ve f(V23) = V4 ৻se dönme eksen৻
(
0, (φ−1)√

3
,− φ√

3

)
olmak üzere f = r 4π

3
dönmed৻r.

31. f(V7) = V16 ৻se f(V15) = V8 ve f(V23) = V24 ৻se dönme eksen৻
(

(φ−1)√
3
, φ√

3
, 0
)

olmak üzere f = r 2π
3
dönmed৻r.

32. f(V7) = V28 ৻se f(V15) = V27 ve f(V23) = V5 ৻se dönme eksen৻
(

(φ−1)√
3
, φ√

3
, 0
)

olmak üzere f = r 4π
3
dönmed৻r.

33. f(V7) = V4 ৻se f(V15) = V21 ve f(V23) = V19 ৻se dönme eksen৻
(

(φ−1)√
3
,− φ√

3
, 0
)

olmak üzere f = r 2π
3
dönmed৻r.
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34. f(V7) = V8 ৻se f(V15) = V2 ve f(V23) = V12 ৻se dönme eksen৻
(

(φ−1)√
3
,− φ√

3
, 0
)

olmak üzere f = r 4π
3
dönmed৻r.

35. f(V7) = V25 ৻se f(V15) = V17 ve f(V23) = V9 ৻se dönme eksen৻
(

φ√
3
, 0, (φ−1)√

3

)
olmak üzere f = r 2π

3
dönmed৻r.

36. f(V7) = V16 ৻se f(V15) = V3 ve f(V23) = V18 ৻se dönme eksen৻
(

φ√
3
, 0, (φ−1)√

3

)
olmak üzere f = r 4π

3
dönmed৻r.

37. f(V7) = V12 ৻se f(V15) = V8 ve f(V23) = V2 ৻se dönme eksen৻
(
− φ√

3
, 0, (φ−1)√

3

)
olmak üzere f = r 2π

3
dönmed৻r.

38. f(V7) = V6 ৻se f(V15) = V26 ve f(V23) = V25 ৻se dönme eksen৻
(
− φ√

3
, 0, (φ−1)√

3

)
olmak üzere f = r 4π

3
dönmed৻r.

39. f(V7) = V23 ৻se f(V15) = V24 ve f(V23) = V5 ৻se dönme eksen৻(
0,
√

φ+2
5
,
√

3−φ
5

)
olmak üzere f = r 2π

5
dönmed৻r.

40. f(V7) = V5 ৻se f(V15) = V28 ve f(V23) = V27 ৻se dönme eksen৻(
0,
√

φ+2
5
,
√

3−φ
5

)
olmak üzere f = r 4π

5
dönmed৻r.

41. f(V7) = V27 ৻se f(V15) = V19 ve f(V23) = V11 ৻se dönme eksen৻(
0,
√

φ+2
5
,
√

3−φ
5

)
olmak üzere f = r 6π

5
dönmed৻r.

42. f(V7) = V11 ৻se f(V15) = V1 ve f(V23) = V7 ৻se dönme eksen৻
(
0,
√

φ+2
5
,
√

3−φ
5

)
olmak üzere f = r 8π

5
dönmed৻r.

43. f(V7) = V3 ৻se f(V15) = V18 ve f(V23) = V16 ৻se dönme eksen৻(
0,−

√
φ+2
5
,
√

3−φ
5

)
olmak üzere f = r 2π

5
dönmed৻r.

44. f(V7) = V10 ৻se f(V15) = V14 ve f(V23) = V2 ৻se dönme eksen৻(
0,−

√
φ+2
5
,
√

3−φ
5

)
olmak üzere f = r 4π

5
dönmed৻r.

45. f(V7) = V22 ৻se f(V15) = V4 ve f(V23) = V20 ৻se dönme eksen৻(
0,−

√
φ+2
5
,
√

3−φ
5

)
olmak üzere f = r 6π

5
dönmed৻r.
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46. f(V7) = V19 ৻se f(V15) = V11 ve f(V23) = V27 ৻se dönme
eksen৻

(
0,−

√
φ+2
5
,
√

3−φ
5

)
olmak üzere f = r 8π

5
dönmed৻r.

47. f(V7) = V1 ৻se f(V15) = V7 ve f(V23) = V11 ৻se dönme eksen৻
(√

φ+2
5
,
√

3−φ
5
, 0
)

olmak üzere f = r 2π
5
dönmed৻r.

48. f(V7) = V9 ৻se f(V15) = V1 ve f(V23) = V13 ৻se dönme eksen৻
(√

φ+2
5
,
√

3−φ
5
, 0
)

olmak üzere f = r 4π
5
dönmed৻r.

49. f(V7) = V17 ৻se f(V15) = V9 ve f(V23) = V25 ৻se dönme eksen৻(√
φ+2
5
,
√

3−φ
5
, 0
)
olmak üzere f = r 6π

5
dönmed৻r.

50. f(V7) = V15 ৻se f(V15) = V17 ve f(V23) = V3 ৻se dönme eksen৻(√
φ+2
5
,
√

3−φ
5
, 0
)
olmak üzere f = r 8π

5
dönmed৻r.

51. f(V7) = V9 ৻se f(V15) = V25 ve f(V23) = V17 ৻se dönme eksen৻(
−
√

φ+2
5
,
√

3−φ
5
, 0
)
olmak üzere f = r 2π

5
dönmed৻r.

52. f(V7) = V29 ৻se f(V15) = V30 ve f(V23) = V6 ৻se dönme eksen৻(
−
√

φ+2
5
,
√

3−φ
5
, 0
)
olmak üzere f = r 4π

5
dönmed৻r.

53. f(V7) = V4 ৻se f(V15) = V20 ve f(V23) = V22 ৻se dönme eksen৻(
−
√

φ+2
5
,
√

3−φ
5
, 0
)
olmak üzere f = r 6π

5
dönmed৻r.

54. f(V7) = V27 ৻se f(V15) = V5 ve f(V23) = V28 ৻se dönme eksen৻(
−
√

φ+2
5
,
√

3−φ
5
, 0
)
olmak üzere f = r 8π

5
dönmed৻r.

55. f(V7) = V17 ৻se f(V15) = V3 ve f(V23) = V15 ৻se dönme eksen৻(√
3−φ
5
, 0,
√

φ+2
5

)
olmak üzere f = r 2π

5
dönmed৻r.

56. f(V7) = V18 ৻se f(V15) = V16 ve f(V23) = V3 ৻se dönme eksen৻(√
3−φ
5
, 0,
√

φ+2
5

)
olmak üzere f = r 4π

5
dönmed৻r.

57. f(V7) = V8 ৻se f(V15) = V24 ve f(V23) = V16 ৻se dönme eksen৻(√
3−φ
5
, 0,
√

φ+2
5

)
olmak üzere f = r 6π

5
dönmed৻r.

58. f(V7) = V5 ৻se f(V15) = V23 ve f(V23) = V24 ৻se dönme eksen৻(√
3−φ
5
, 0,
√

φ+2
5

)
olmak üzere f = r 8π

5
dönmed৻r.
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59. f(V7) = V13 ৻se f(V15) = V9 ve f(V23) = V1 ৻se dönme eksen৻(
−
√

3−φ
5
, 0,
√

φ+2
5

)
olmak üzere f = r 2π

5
dönmed৻r.

60. f(V7) = V30 ৻se f(V15) = V6 ve f(V23) = V29 ৻se dönme eksen৻(
−
√

3−φ
5
, 0,
√

φ+2
5

)
olmak üzere f = r 4π

5
dönmed৻r.

61. f(V7) = V2 ৻se f(V15) = V10 ve f(V23) = V14 ৻se dönme eksen৻(
−
√

3−φ
5
, 0,
√

φ+2
5

)
olmak üzere f = r 6π

5
dönmed৻r.

62. f(V0) = V24 ৻se f(V15) = V16 ve f(V23) = V8 ৻se dönme eksen৻(
−
√

3−φ
5
, 0,
√

φ+2
5

)
olmak üzere f = r 8π

5
dönmed৻r.

63. f(V7) = V7 ৻se f(V15) = V11 ve f(V23) = V1 ৻se dönme eksen৻
(
φ−1
2
, 1
2
, φ
2

)
olmak

üzere f = rπ dönmed৻r.

64. f(V7) = V30 ৻se f(V15) = V22 ve f(V23) = V14 ৻se dönme eksen৻(
φ−1
2
, 1
2
,−φ

2

)
olmak üzere f = rπ dönmed৻r.

65. f(V7) = V6 ৻se f(V15) = V29 ve f(V23) = V30 ৻se dönme eksen৻
(
φ−1
2
,−1

2
, φ
2

)
olmak üzere f = rπ dönmed৻r.

66. f(V7) = V19 ৻se f(V15) = V4 ve f(V23) = V21 ৻se dönme eksen৻
(
φ−1
2
,−1

2
,−φ

2

)
olmak üzere f = rπ dönmed৻r.

67. f(V7) = V24 ৻se f(V15) = V5 ve f(V23) = V23 ৻se dönme eksen৻
(
1
2
, φ
2
, φ−1

2

)
olmak

üzere f = rπ dönmed৻r.

68. f(V7) = V14 ৻se f(V15) = V30 ve f(V23) = V22 ৻se dönme eksen৻
(
1
2
,−φ

2
, φ−1

2

)
olmak üzere f = rπ dönmed৻r.

69. f(V7) = V20 ৻se f(V15) = V22 ve f(V23) = V4 ৻se dönme eksen৻
(
−1

2
, φ
2
, φ−1

2

)
olmak üzere f = rπ dönmed৻r.

70. f(V7) = V2 ৻se f(V15) = V12 ve f(V23) = V8 ৻se dönme eksen৻
(
−1

2
,−φ

2
, φ−1

2

)
olmak üzere f = rπ dönmed৻r.

71. f(V7) = V3 ৻se f(V15) = V15 ve f(V23) = V17 ৻se dönme eksen৻
(
φ
2
, φ−1

2
, 1
2

)
olmak

üzere f = rπ dönmed৻r.
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72. f(V7) = V14 ৻se f(V15) = V2 ve f(V23) = V10 ৻se dönme eksen৻
(
φ
2
, φ−1

2
,−1

2

)
olmak üzere f = rπ dönmed৻r.

73. f(V7) = V22 ৻se f(V15) = V14 ve f(V23) = V30 ৻se dönme eksen৻
(
−φ

2
, φ−1

2
, 1
2

)
olmak üzere f = rπ dönmed৻r.

74. f(V7) = V26 ৻se f(V15) = V25 ve f(V23) = V6 ৻se dönme eksen৻
(
−φ

2
, φ−1

2
,−1

2

)
olmak üzere f = rπ dönmed৻r.

75. f(V7) = V22 ৻se f(V15) = V30 ve f(V23) = V14 ৻se dönme eksen৻
(

1√
3
, 1√

3
, 1√

3

)
olmak üzere f = σOr 2π

3
dönme ৻nvers৻yonudur.

76. f(V7) = V30 ৻se f(V15) = V14 ve f(V23) = V22 ৻se dönme eksen৻
(

1√
3
, 1√

3
, 1√

3

)
olmak üzere f = σOr 4π

3
dönme ৻nvers৻yonudur.

77. f(V7) = V25 ৻se f(V15) = V9 ve f(V23) = V17 ৻se dönme eksen৻
(
− 1√

3
, 1√

3
, 1√

3

)
olmak üzere f = σOr 2π

3
dönme ৻nvers৻yonudur.

78. f(V7) = V16 ৻se f(V15) = V24 ve f(V23) = V8 ৻se dönme eksen৻
(
− 1√

3
, 1√

3
, 1√

3

)
olmak üzere f = σOr 4π

3
dönme ৻nvers৻yonudur.

79. f(V7) = V24 ৻se f(V15) = V8 ve f(V23) = V16 ৻se dönme eksen৻
(

1√
3
,− 1√

3
, 1√

3

)
olmak üzere f = σOr 2π

3
dönme ৻nvers৻yonudur.

80. f(V7) = V19 ৻se f(V15) = V27 ve f(V23) = V11 ৻se dönme eksen৻
(

1√
3
,− 1√

3
, 1√

3

)
olmak üzere f = σOr 4π

3
dönme ৻nvers৻yonudur.

81. f(V7) = V27 ৻se f(V15) = V11 ve f(V23) = V19 ৻se dönme eksen৻
(

1√
3
, 1√

3
,− 1√

3

)
olmak üzere f = σOr 2π

3
dönme ৻nvers৻yonudur.

82. f(V7) = V17 ৻se f(V15) = V25 ve f(V23) = V9 ৻se dönme eksen৻
(

1√
3
, 1√

3
,− 1√

3

)
olmak üzere f = σOr 4π

3
dönme ৻nvers৻yonudur.

83. f(V7) = V10 ৻se f(V15) = V26 ve f(V23) = V18 ৻se dönme eksen৻
(
0, (φ−1)√

3
, φ√

3

)
olmak üzere f = σOr 2π

3
dönme ৻nvers৻yonudur.
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84. f(V7) = V2 ৻se f(V15) = V8 ve f(V23) = V12 ৻se dönme eksen৻
(
0, (φ−1)√

3
, φ√

3

)
olmak üzere f = σOr 4π

3
dönme ৻nvers৻yonudur.

85. f(V7) = V28 ৻se f(V15) = V5 ve f(V23) = V27 ৻se dönme eksen৻
(
0, (φ−1)√

3
,− φ√

3

)
olmak üzere f = σOr 2π

3
dönme ৻nvers৻yonudur.

86. f(V7) = V16 ৻se f(V15) = V18 ve f(V23) = V3 ৻se dönme eksen৻
(
0, (φ−1)√

3
,− φ√

3

)
olmak üzere f = σOr 4π

3
dönme ৻nvers৻yonudur.

87. f(V7) = V21 ৻se f(V15) = V13 ve f(V23) = V29 ৻se dönme eksen৻
(

(φ−1)√
3
, φ√

3
, 0
)

olmak üzere f = σOr 2π
3
dönme ৻nvers৻yonudur.

88. f(V7) = V25 ৻se f(V15) = V26 ve f(V23) = V6 ৻se dönme eksen৻
(

(φ−1)√
3
, φ√

3
, 0
)

olmak üzere f = σOr 4π
3
dönme ৻nvers৻yonudur.

89. f(V7) = V3 ৻se f(V15) = V16 ve f(V23) = V18 ৻se dönme eksen৻
(

(φ−1)√
3
,− φ√

3
, 0
)

olmak üzere f = σOr 2π
3
dönme ৻nvers৻yonudur.

90. f(V7) = V13 ৻se f(V15) = V1 ve f(V23) = V9 ৻se dönme eksen৻
(

(φ−1)√
3
,− φ√

3
, 0
)

olmak üzere f = σOr 4π
3
dönme ৻nvers৻yonudur.

91. f(V7) = V28 ৻se f(V15) = V20 ve f(V23) = V12 ৻se dönme eksen৻
(

φ√
3
, 0, (φ−1)√

3

)
olmak üzere f = σOr 2π

3
dönme ৻nvers৻yonudur.

92. f(V7) = V21 ৻se f(V15) = V4 ve f(V23) = V19 ৻se dönme eksen৻
(

φ√
3
, 0, (φ−1)√

3

)
olmak üzere f = σOr 4π

3
dönme ৻nvers৻yonudur.

93. f(V7) = V9 ৻se f(V15) = V13 ve f(V23) = V1 ৻se dönme eksen৻
(
− φ√

3
, 0, (φ−1)√

3

)
olmak üzere f = σOr 2π

3
dönme ৻nvers৻yonudur.

94. f(V7) = V5 ৻se f(V15) = V27 ve f(V23) = V28 ৻se dönme eksen৻
(
− φ√

3
, 0, (φ−1)√

3

)
olmak üzere f = σOr 4π

3
dönme ৻nvers৻yonudur.

95. f(V7) = V30 ৻se f(V15) = V29 ve f(V23) = V6 ৻se dönme eksen৻(
0,
√

φ+2
5
,
√

3−φ
5

)
e olmak üzere f = σOr 2π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.
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96. f(V7) = V6 ৻se f(V15) = V25 ve f(V23) = V26 ৻se dönme eksen৻(
0,
√

φ+2
5
,
√

3−φ
5

)
olmak üzere f = σOr 4π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

97. f(V7) = V26 ৻se f(V15) = V18 ve f(V23) = V10 ৻se dönme eksen৻(
0,
√

φ+2
5
,
√

3−φ
5

)
olmak üzere f = σOr 6π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

98. f(V7) = V10 ৻se f(V15) = V2 ve f(V23) = V14 ৻se dönme eksen৻(
0,
√

φ+2
5
,
√

3−φ
5

)
olmk üzere f = σOr 8π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

99. f(V7) = V4 ৻se f(V15) = V19 ve f(V23) = V21 ৻se dönme eksen৻(
0,−

√
φ+2
5
,
√

3−φ
5

)
olmak üzere f = σOr 2π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

100. f(V7) = V11 ৻se f(V15) = V7 ve f(V23) = V1 ৻se dönme eksen৻(
0,−

√
φ+2
5
,
√

3−φ
5

)
olmak üzere f = σOr 4π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

101. f(V7) = V15 ৻se f(V15) = V3 ve f(V23) = V17 ৻se dönme
eksen৻

(
0,−

√
φ+2
5
,
√

3−φ
5

)
olmak üzere f = σOr 6π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

102. f(V7) = V18 ৻se f(V15) = V10 ve f(V23) = V26 ৻se dönme eksen৻(
0,−

√
φ+2
5
,
√

3−φ
5

)
olmak üzere f = σOr 8π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

103. f(V7) = V2 ৻se f(V15) = V14 ve f(V23) = V10 ৻se dönme eksen৻(√
3−φ
5
, 0,
√

φ+2
5

)
olmak üzere f = σOr 2π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

104. f(V7) = V12 ৻se f(V15) = V2 ve f(V23) = V8 ৻se dönme eksen৻(√
3−φ
5
, 0,
√

φ+2
5

)
olmak üzere f = σOr 4π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

105. f(V7) = V20 ৻se f(V15) = V12 ve f(V23) = V28 ৻se dönme eksen৻(√
3−φ
5
, 0,
√

φ+2
5

)
olmak üzere f = σOr 6π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

106. f(V7) = V22 ৻se f(V15) = V20 ve f(V23) = V4 ৻se dönme eksen৻(√
3−φ
5
, 0,
√

φ+2
5

)
olmak üzere f = σOr 8π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

107. f(V7) = V12 ৻se f(V15) = V28 ve f(V23) = V20 ৻se dönme eksen৻(√
3−φ
5
, 0,−

√
φ+2
5

)
olmak üzere f = σOr 2Π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

108. f(V7) = V24 ৻se f(V15) = V23 ve f(V23) = V5 ৻se dönme eksen৻(√
3−φ
5
, 0,−

√
φ+2
5

)
olmak üzere f = σOr 4π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.
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109. f(V7) = V3 ৻se f(V15) = V17 ve f(V23) = V15 ৻se dönme eksen৻(√
3−φ
5
, 0,−

√
φ+2
5

)
olmak üzere f = σOr 6π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

110. f(V7) = V26 ৻se f(V15) = V6 ve f(V23) = V25 ৻se dönme eksen৻(√
3−φ
5
, 0,−

√
φ+2
5

)
olmak üzere f = σOr 8π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

111. f(V7) = V20 ৻se f(V15) = V4 ve f(V23) = V22 ৻se dönme eksen৻(√
φ+2
5
,
√

3−φ
5
, 0
)
eksen৻ne göre f = σOr 2π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

112. f(V7) = V19 ৻se f(V15) = V21 ve f(V23) = V4 ৻se dönme eksen৻(√
φ+2
5
,
√

3−φ
5
, 0
)
olmak üzere f = σOr 4π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

113. f(V7) = V13 ৻se f(V15) = V29 ve f(V23) = V21 ৻se dönme eksen৻(√
φ+2
5
,
√

3−φ
5
, 0
)
olmak üzere f = σOr 6π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

114. f(V7) = V6 ৻se f(V15) = V30 ve f(V23) = V29 ৻se dönme eksen৻(√
φ+2
5
,
√

3−φ
5
, 0
)
olmak üzere f = σOr 8π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

115. f(V7) = V8 ৻se f(V15) = V12 ve f(V23) = V2 ৻se dönme eksen৻(√
φ+2
5
,−
√

3−φ
5
, 0
)
olmak üzere f = σOr 2π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

116. f(V7) = V23 ৻se f(V15) = V5 ve f(V23) = V24 ৻se dönme eksen৻(√
φ+2
5
,−
√

3−φ
5
, 0
)
olmak üzere f = σOr 4π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

117. f(V7) = V1 ৻se f(V15) = V11 ve f(V23) = V7 ৻se dönme eksen৻(√
φ+2
5
,−
√

3−φ
5
, 0
)
olmak üzere f = σOr 6π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

118. f(V7) = V29 ৻se f(V15) = V21 ve f(V23) = V13 ৻se dönme eksen৻(√
φ+2
5
,−
√

3−φ
5
, 0
)
olmak üzere f = σOr 8π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

119. f(V7) = V7 ৻se f(V15) = V15 ve f(V23) = V23 ৻se f b৻r৻m dönüşümdür.

120. f(V7) = V14 ৻se f(V15) = V22 ve f(V23) = V30 ৻se f ৻nvers৻yondur.

Buna göre or৻j৻n৻ koruyan f ৻zometr৻s৻ G(ID) n৻n b৻r elemanıdır. B৻r başka dey৻şle
৻cos৻dodecahedron uzaklığını koruyan Ökl৻dyen ৻zometr৻ler dışında b৻r ৻zometr৻ yoktur.



99

Teorem 5.3 f : R3
ID → R3

ID dönüşümü b৻r ৻zometr৻ olsun. f = TA ◦ g olacak şek৻lde b৻r tek
TA ∈ T (3) ve g ∈ G(ID) vardır.

İspat A = (a1, a2, a3) olmak üzere f(O) = A olsun. Bu takt৻rde g = T−A ◦ f olacak
şek৻lde tanımlı g dönüşümü b৻r ৻zometr৻d৻r ve g(O) = O olur. Böylece önerme 4.7 den dolayı
g ∈ G(ID) ve f = TA ◦ g olur. İspatın tekl৻ğ৻ aş৻kardır.

Buna göre ൴cos൴dodecahedron metr൴ğ൴ ൴le donatılmış anal൴t൴k 3−uzayın
൴zometr൴ler൴n൴n grubu ൴cos൴dodecahedronun (Ökl൴dyen) s൴metr൴ grubu olan Ih ൴le
3 − boyutlu anal൴t൴k uzayın tüm ötelemeler൴n൴n grubu olan T (3) ün yarı-d൴rekt çarpımıdır.
Yan൴ R3

ID nun tüm ൴zometr൴ler൴n൴n kümes൴ T (3).G(ID) dur.
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6. RHOMBİC TRİACONTAHEDRON UZAYI

6.1 Rhomb൴c Tr൴acontahedron Metr൴ğ൴ ve Özell൴kler൴

Rhomb൴c tr൴acontaheron 30 tane eş kenar dörtgen şekl൴nde yüze, 60 kenara ve ൴k൴
t൴pten oluşan 32 köşeye sah൴pt൴r. B൴r൴nc൴ t൴p köşede 3, ൴k൴nc൴ t൴ptek൴lerde ൴se 5 tane yüz
buluşmaktadır. B൴r zonohedron olan rhomb൴c tr൴acontahedronun eşkenar dörtgen olan
yüzler൴nde uzun köşegen൴n kısa köşegene oranı φ = 1+

√
5

2
yan൴ altın orandır. Ayrıca rhomb൴c

tr൴acontahedron köşeler൴nde tüm Platon൴k c൴s൴mler൴n (tetrahedron, hexahedron, octahedron,
dodecahedron ve ൴cosahedron) köşeler൴n൴ ൴çerd൴ğ൴nden dolayı da oldukça ൴lg൴nç b൴r c൴s൴md൴r.

Şek൴l 6.1 Rhomb൴c Tr൴acontahedron

B൴r൴m küres൴ rhomb൴c tr൴acontahedron olan uzaklık fonks൴yonu dRT ൴le göster൴l൴r ve
bu uzaklık fonks൴yonunun metr൴k aks൴yomlarını sağladığı ve bazı özell൴kler൴ (Can, Gel൴şgen
ve Kaya, 2015) kaynağından ver൴lmekted൴r.

Tanım 6.1 P1 = (x1, y1, z1) ve P2 = (x2, y2, z2) R3 te ৻k৻ farklı nokta olsun. φ = 1+
√
5

2
altın

oran olmak üzere

dRT (P1, P2) =
φ

2
max


|x1 − x2|+(2φ− 3)max {(φ+ 1) |z1 − z2|+φ |y1 − y2| , |x1 − x2|} ,
|y1 − y2|+(2φ− 3)max {(φ+ 1) |x1 − x2|+φ |z1 − z2| , |y1 − y2|} ,
|z1 − z2|+(2φ− 3)max {(φ+ 1) |y1 − y2|+φ |x1 − x2| , |z1 − z2|}


b৻ç৻m৻nde tanımlanan dRT : R3 × R3 → [0,∞) uzaklık fonks৻yonuna rhomb৻c
tr৻acontahedron uzaklık fonks৻yonu den৻r.
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Yardımcı Teorem 6.1 P1 = (x1, y1, z1) ve P2 = (x2, y2, z2) R3 te ৻k৻ farklı nokta olsun.Bu
durumda

dRT (P1, P2) ≥ φ
2
(|x1 − x2|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |z1 − z2|+ φ |y1 − y2| , |x1 − x2|}) ,

dRT (P1, P2) ≥ φ
2
(|y1 − y2|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |x1 − x2|+ φ |z1 − z2| , |y1 − y2|}) ,

dRT (P1, P2) ≥ φ
2
(|z1 − z2|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |y1 − y2|+ φ |x1 − x2| , |z1 − z2|}) ,

dır.
İspat İspatı maks৻mum fonks৻yonunun tanımından açıktır.

Teorem 6.1 R3 te dRT uzaklık fonks৻yonu metr৻kt৻r ve bu metr৻kle donatılmış uzayın b৻r৻m
küres৻ rhomb৻c tr৻acontahedrondur.

İspat dRT : R3 × R3 → R rhomb৻c tr৻acontahedron uzaklık fonks৻yonu ve
P1=(x1, y1, z1),P2=(x2, y2, z2) ve P3=(x3, y3, z3) R3 te üç farklı nokta olsun. dRT uzaklık
fonks৻yonu her P1, P2, P3 ∈ R3 ৻ç৻n aşağıdak৻ aks৻yomları sağlıyorsa R3 te b৻r metr৻kt৻r

. M1) dRT (P1, P2) ≥ 0 ve dRT (P1, P2) = 0 ⇔ P1 = P2,
M2) dRT (P1, P2) = dRT (P2, P1) ,
M3) dRT (P1, P3) ≤ dRT (P1, P2) + dRT (P2, P3) .

M1) Mutlak değer her zaman negat৻f olmayan değerler üreteceğ৻nden dolayı mutlak
değerler৻n poz৻t৻f sayılarla çarpılıp toplamasının maks৻mumu da negat৻f olmayan b৻r
değerd৻r. Böylece ,

dRT (P1, P2) =

φ
2
max



|x1 − x2|+ (2φ− 3)max

{
(φ+ 1) |z1 − z2|+
φ |y1 − y2| , |x1 − x2|

}
,

|y1 − y2|+ (2φ− 3)max

{
(φ+ 1) |x1 − x2|+
φ |z1 − z2| , |y1 − y2|

}
,

|z1 − z2|+ (2φ− 3)max

{
(φ+ 1) |y1 − y2|+
φ |x1 − x2| , |z1 − z2|

}


≥ 0

dır. Yan৻ dRT poz৻t৻f tanımlıdır.Eğer

dRT (P1, P2)

= φ
2
max



|x1 − x2|+ (2φ− 3)max

{
(φ+ 1) |z1 − z2|+
φ |y1 − y2| , |x1 − x2|

}
,

|y1 − y2|+ (2φ− 3)max

{
(φ+ 1) |x1 − x2|+
φ |z1 − z2| , |y1 − y2|

}
,

|z1 − z2|+ (2φ− 3)max

{
(φ+ 1) |y1 − y2|+
φ |x1 − x2| , |z1 − z2|

}


= 0

⇒ |x1 − x2| = 0, |y1 − y2| = 0, |z1 − z2| = 0

⇒ x1 = x2, y1 = y2, z1 = z2

⇒ P1 = P2
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olur. Ters৻ne P1=P2 ৻se |x1 − x2|=0, |y1 − y2|=0 ve |z1 − z2|=0 olacağından
dRT (P1, P2)=0 olur.
M2) Mutlak değer tanımından |x1 − x2|=|x2 − x1|, |y1 − y2|=|y2 − y1| ve
|z1 − z2|=|z2 − z1| d৻r. Buradan açıkça dRT (P1, P2)=dRT (P2, P1) d৻r. Yan৻, dRT

s৻metr৻kt৻r.
M3) P1 = (x1, y1, z1), P2 = (x2, y2, z2) ve P3 = (x3, y3, z3) ∈ R3 olsun.

dRT (P1, P3) ≤ dRT (P1, P2) + dRT (P2, P3)

olduğu göster৻lmel৻d৻r.

dRT (P1, P3)

= φ
2
max


|x1 − x3|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |z1 − z3|+ φ |y1 − y3| , |x1 − x3|} ,
|y1 − y3|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |x1 − x3|+ φ |z1 − z3| , |y1 − y3|} ,
|z1 − z3|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |y1 − y3|+ φ |x1 − x3| , |z1 − z3|}



= φ
2
max



|x1 − x2+x2 − x3|+(2φ− 3)max

{
(φ+1) |z1 − z2+z2 − z3|+φ |y1 − y2+y2 − y3| ,
|x1 − x2 + x2 − x3|

}
,

|y1 − y2+y2 − y3|+(2φ− 3)max

{
(φ+1) |x1 − x2+x2 − x3|+φ |z1 − z2+z2 − z3| ,
|y1 − y2 + y2 − y3|

}
,

|z1 − z2+z2 − z3|+(2φ− 3)max

{
(φ+1) |y1 − y2+y2 − y3|+φ |x1 − x2+x2 − x3| ,
|z1 − z2 + z2 − z3|

}



≤ φ
2
max



|x1 − x2|+ |x2 − x3|+(2φ− 3)max

{
(φ+ 1) (|z1 − z2|+ |z2 − z3|)+
φ (|y1 − y2|+ |y2 − y3|) , |x1 − x2|+ |x2 − x3|

}
,

|y1 − y2|+ |y2 − y3|+(2φ− 3)max

{
(φ+ 1) (|x1 − x2|+ |x2 − x3|)+
φ (|z1 − z2|+ |z2 − z3|) , |y1 − y2|+ |y2 − y3|

}
,

|z1 − z2|+ |z2 − z3|+(2φ− 3)max

{
(φ+ 1) (|y1 − y2|+ |y2 − y3|)+
φ (|x1 − x2|+ |x2 − x3|) , |z1 − z2|+ |z2 − z3|

}


≤ φ

2
max


|x1 − x2|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |z1 − z2|+ φ |y1 − y2| , |x1 − x2|} ,
|y1 − y2|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |x1 − x2|+ φ |z1 − z2| , |y1 − y2|} ,
|z1 − z2|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |y1 − y2|+ φ |x1 − x2| , |z1 − z2|}

+

φ
2
max


|x2 − x3|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |z2 − z3|+ φ |y2 − y3| , |x2 − x3|} ,
|y2 − y3|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |x2 − x3|+ φ |z2 − z3| , |y2 − y3|} ,
|z2 − z3|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |y2 − y3|+ φ |x2 − x3| , |z2 − z3|}


= I

dır. Burada Yardımcı Teorem 5.1 den dolayı

dRT (P1, P2) ≥
φ

2
max


|x1 − x2|+(2φ− 3)max {(φ+ 1) |z1 − z2|+φ |y1 − y2| , |x1 − x2|} ,
|y1 − y2|+(2φ− 3)max {(φ+ 1) |x1 − x2|+φ |z1 − z2| , |y1 − y2|} ,
|z1 − z2|+(2φ− 3)max {(φ+ 1) |y1 − y2|+φ |x1 − x2| , |z1 − z2|}


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ve

dRT (P2, P3) ≥
φ

2
max


|x2 − x3|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |z2 − z3|+ φ |y2 − y3| , |x2 − x3|} ,
|y2 − y3|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |x2 − x3|+ φ |z2 − z3| , |y2 − y3|} ,
|z2 − z3|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |y2 − y3|+ φ |x2 − x3| , |z2 − z3|}


olur. O halde I ≤ dRT (P1, P2) + dRT (P2, P3) bulunur. Buna göre
dRT (P1, P3) ≤ dRT (P1, P2) + dRT (P2, P3) elde ed৻l৻r. Yan৻ rhomb৻c tr৻acontahedron
uzaklık fonks৻yonu üçgen eş৻ts৻zl৻ğ৻n৻ sağlar.

Sonuç olarak rhomb৻c tr৻acontahedron uzaklık fonks৻yonu metr৻kt৻r. Ayrıca bu
metr৻kle donatılmış anal৻t৻k 3−uzayda or৻j৻nden 1 b৻r৻m rhomb৻c tr৻acontahedron
uzaklığındak৻ noktaların kümes৻

SRT =

(x, y, z) : dRT (X, 0) =
φ

2
max


|x|+(2φ− 3)max {(φ+1) |z|+φ |y| , |x|} ,
|y|+(2φ− 3)max {(φ+1) |x|+φ |z| , |y|} ,
|z|+(2φ− 3)max {(φ+1) |y|+φ |x| , |z|}

 = 1


olup bu noktaların geometr৻k yer৻ Şek৻l6.2 de görüldüğü g৻b৻ rhomb৻c tr৻acontahedrondur.

Şek൴l 6.2 Rhomb൴c Tr൴acontahedronun Koord൴nat S൴stem൴ne Yerleşt൴r൴lmes൴

Rhomb൴c tr൴acontahedron uzaklık fonks൴yonu b൴r hayl൴ karmaşık gözükmes൴ne
rağmen aps൴s, ord൴nat var kotlar farkı arasında b൴r yönlend൴rme vardır. Bu yönlend൴rme ൴se
|x1 − x2|-|y1 − y2|-|z1 − z2|-|x1 − x2| şekl൴nded൴r. Buna göre dRT fonks൴yonunda yer alan
üç ൴fadeden herhang൴ b൴r൴nde |x1 − x2| yer൴ne |y1 − y2|, |y1 − y2| yer൴ne |z1 − z2| ve
|z1 − z2| yer൴ne |x1 − x2| yazıldığında d൴ğer b൴r ൴fadeye ulaşılır. Geometr൴k olarak P1

noktasından P2 noktasına olan yol ൴ç൴n ൴k൴ farklı ൴ht൴mal vardır. Buna göre bu yollar
aşağıdak൴ g൴b൴ ൴fade ed൴leb൴l൴r:
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(൴) B൴r൴ koord൴nat eksenler൴nden b൴r൴ne paralel, d൴ğerler൴ ൴se b൴r d൴ğer koord൴nat
eksenler൴ ൴le arctan(1/2) ve arctan(

√
5/2) radyanlık açı yapan üç doğru parçasının

b൴rleş൴m൴d൴r.

(൴൴) Koord൴nat eksenler൴nden b൴r൴ne paralel b൴r doğru parçasıdır.

Böylece P1 ve P2 noktaları arasındak൴ rhomb൴c tr൴acontahedron uzaklığı (൴) şıkkındak൴
yol ൴ç൴n bahsed൴len üç doğru parçasının Ökl൴dyen uzunluklarının toplamının

√
5+1
2

katı, (൴൴)
şıkkındak൴ yol ൴ç൴n ൴se bahsed൴len doğru parçasının Ökl൴dyen uzunluğudur. (Bakınız Şek൴l6.3)

Şek൴l 6.3 Rhomb൴c Tr൴acontahedron Uzaklığına Göre İk൴ Nokta Arasındak൴ Yollar

Sonuç 6.1 R3
RT de (x0, y0, z0) merkezl৻ ve r yarıçaplı küre

φ

2
max


|x− x0|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |z − z0|+ φ |y − y0| , |x− x0|} ,
|y − y0|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |x− x0|+ φ |z − z0| , |y − y0|} ,
|z − z0|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |y − y0|+ φ |x− x0| , |z − z0|}

 = r

denklem৻ ৻le ৻fade ed৻len , köşe noktaları ((φ− 1) r, 0, r), (r, (φ− 1) r, 0), (0, r, (φ− 1) r),
(0, (2− φ) r, r), (r, 0, (2− φ) r), ((2− φ) r, r, 0), ((φ− 1) r, (φ− 1) r, (φ− 1) r)

noktalarının her b৻r b৻leşen৻n৻n tüm muhtemel +/− ৻şaret değ৻ş৻kl৻kler৻n৻n (x0, y0, z0)

kadar ötelenm৻ş৻nden oluşan 30−yüzlü b৻r çokyüzlü olan rhomb৻c tr৻acontahedrondur.

Bu bölümün d൴ğer kısımlarında sıkça kullanılacağından dolayı merkez൴l b൴r൴m küren൴n
köşe noktaları aşağıdak൴ şek൴lde ൴s൴mlend൴r൴lm൴şt൴r;
V1 = (φ− 1, 0, 1) , V2 = (φ− 1, 0,−1) , V3 = (1− φ, 0, 1) , V4 = (1− φ, 0,−1) ,

V5 = (1, φ− 1, 0) , V6 = (1, 1− φ, 0) , V7 = (−1, φ− 1, 0) , V8 = (−1, 1− φ, 0) ,

V9 = (0, 1, φ− 1) , V10 = (0, 1, 1− φ) , V11 = (0,−1, φ− 1) , V12 = (0,−1, 1− φ) ,
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V13 = (0, 2− φ, 1) , V14 = (0, 2− φ,−1) , V15 = (0, φ− 2, 1) , V16 = (0, φ− 2,−1) ,

V17 = (1, 0, 2− φ) , V18 = (1, 0, φ− 2) , V19 = (−1, 0, 2− φ) , V20 = (−1, 0, φ− 2) ,

V21 = (2− φ, 1, 0) , V22 = (2− φ,−1, 0) , V23 = (φ− 2, 1, 0) , V24 = (φ− 2,−1, 0) ,

V25 = (φ− 1, φ− 1, φ− 1) , V26 = (φ− 1, φ− 1, 1− φ) , V27 = (φ− 1, 1− φ, φ− 1) ,

V28 = (φ− 1, 1− φ, 1− φ) , V29 = (1− φ, φ− 1, φ− 1) , V30 = (1− φ, φ− 1, 1− φ) ,

V31 = (1− φ, 1− φ, φ− 1) , V32 = (1− φ, 1− φ, 1− φ) d൴r.

B൴r sonrak൴ teoremde dRT metr൴ğ൴n൴n ൴y൴ b൴l൴nen bazı uzaklık fonks൴yonlarının genel
hal൴ olan dm metr൴ğ൴ ൴le ൴l൴şk൴s൴ ver൴lecekt൴r.

Teorem 6.2 P1 = (x1, y1, z1) veP2 = (x2, y2, z2)R3 de herhang৻ ৻k৻ nokta olsun.m = v = 0

ve

u =

φ
2
max


|x1 − x2|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |z1 − z2|+ φ |y1 − y2| , |x1 − x2|} ,
|y1 − y2|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |x1 − x2|+ φ |z1 − z2| , |y1 − y2|} ,
|z1 − z2|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |y1 − y2|+ φ |x1 − x2| , |z1 − z2|}


max {|x1 − x2| , |y1 − y2| , |z1 − z2|}

olmak üzere dm (P1, P2) = dRT (P1, P2) d৻r.

İspat u, v ve m ৻ç৻n ver৻len değerler dm metr৻ğ৻nde yer৻ne yazılırsa ৻stenen eş৻tl৻ğ৻n
sağlandığı kolaylıkla görüleb৻l৻r.

Aşağıdak൴ önerme R3 dek൴ noktalar arasındak൴ Ökl൴dyen ve rhomb൴c tr൴acontahedron
uzaklıkları arasındak൴ geç൴ş bağıntısını ൴fade etmekted൴r.

Yardımcı Teorem 6.2 P1 = (x1, y1, z1), P2 = (x2, y2, z2) ∈ R3 ver৻ls৻n P1 ve P2

noktalarından geçen doğru l, l n৻n doğrultu vektörü (p, q, r) ve

µ (P1P2) =

φ
2
max


|p|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |r|+ φ |q| , |p|} ,
|q|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |p|+ φ |r| , |q|} ,
|r|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |q|+ φ |p| , |r|}

√
p2 + q2 + r2

৻se
dRT (P1, P2) = µ (P1P2) dE (P1, P2)

d৻r.
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İspat P1 = (x1, y1, z1) , P2 = (x2, y2, z2) ∈ R3 ver৻ls৻n P1 ve P2 noktalarından geçen
doğru l ve l n৻n doğrultu vektörü (p, q, r) ৻se λ ∈ R olmak üzere

x2 − x1

p
=

y2 − y1
q

=
z2 − z1

r
= λ

yazılab৻l৻r. Buradan x2 − x1 = λp, y2 − y1 = λq,z2 − z1 = λr elde ed৻l৻r. Böylece

dRT (P1, P2) = λ
φ

2
max


|p|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |r|+ φ |q| , |p|} ,
|q|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |p|+ φ |r| , |q|} ,
|r|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |q|+ φ |p| , |r|}


ve

dE(P1, P2) = λ
√

p2 + q2 + r2

bulunur.

dRT (P1, P2)

dE(P1, P2)
=

λφ
2
max


|p|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |r|+ φ |q| , |p|} ,
|q|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |p|+ φ |r| , |q|} ,
|r|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |q|+ φ |p| , |r|}


λ
√

p2 + q2 + r2

olup

µ (P1P2) =

φ
2
max


|p|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |r|+ φ |q| , |p|} ,
|q|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |p|+ φ |r| , |q|} ,
|r|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |q|+ φ |p| , |r|}

√
p2 + q2 + r2

den৻l৻rse
dRT (P1, P2) = µ (P1P2) dE (P1, P2)

elde ed৻l৻r.

Yukarıdak൴ yardımcı teorem herhang൴ b൴r doğru boyunca herhang൴ P1 ve P2 noktaları
arasındak൴ dRT -uzaklığının, aynı doğru boyunca P1 ve P2 noktaları arasındak൴ Ökl൴dyen
uzaklığın poz൴t൴f katı olduğu göster൴r. Buna göre aşağıdak൴ sonuçlar ver൴leb൴l൴r.

Sonuç 6.2 R3 de P1, P2, X doğrudaş, üç farklı nokta ৻se

dE(P1, X) = dE(P2, X) ⇐⇒ dRT (P1, X) = dRT (P2, X)

d৻r.

Sonuç 6.3 3 boyutlu uzayda P1, P2, X doğrudaş, üç farklı nokta ৻se
dE(X,P1)

dE(X,P2)
=

dRT (X,P1)

dRT (X,P2)

olur. Yan৻ b৻r doğru boyunca olan dE, dRT uzaklıklarının oranı aynıdır.
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6.2 Rhomb൴c Tr൴acontahedron İzometr൴ Grubu

Bu bölümde dRT metr൴ğ൴ ൴le donatılmış anal൴t൴k 3−uzayın (R3
RT ) ൴zometr൴ grubu

araştırılacaktır. dRT uzaklığını koruyan ൴zometr൴ler൴ tesp൴t etmek ൴ç൴n önce hang൴ Ökl൴dyen
൴zometr൴ler൴n rhomb൴c tr൴acontahedron uzaklığını koruduğu araştırılacaktır. Daha sonra da,
bu ൴zometr൴ler dışında ൴zometr൴ler൴n olmadığı göster൴lecekt൴r.

α : R3
RT → R3

RT dönüşüm olmak üzere her X, Y ∈ R3
RT ൴ç൴n

dRT (X,Y ) = dRT (α(X), α(Y ))

൴se α dönüşümü R3
RT da b൴r ൴zometr൴d൴r.

Aşağıda ൴fade ed൴len önermeler ൴le hang൴ Ökl൴dyen ൴zometr൴ler൴n rhomb൴c
tr൴acontahedron uzayında da ൴zometr൴ oldukları göster൴lmekted൴r.

Önerme 6.1 R3 de her Ökl৻dyen öteleme R3
RT ün b৻r ৻zometr৻s৻d৻r.

İspat A = (a1, a2, a3),X = (x, y, z) ∈ R3 olmak üzere TA : R3
RT → R3

RT , TA(X) = A+X

olacak şek৻lde reel uzayda b৻r öteleme olsun. P1 = (x1, y1, z1) , P2 = (x2, y2, z2) ∈ R3
c ৻ç৻n

dRT (TA(P1), TA(P2)) =

= φ
2
max



|a1 + x1 − a1 − x2|+

(2φ− 3)max

{
(φ+1) |a3 + z1 − a3 − z2|+φ |a2+y1 − a2 − y2| ,
|a1 + x1 − a1 − x2|

}
,

|a2 + y1 − a2 − y2|+

(2φ− 3)max

{
(φ+1) |a1+x1 − a1 − x2|+φ |a3+z1 − a3 − z2| ,
|a2 + y1 − a2 − y2|

}
,

|a3 + z1 − a3 − z2|+

(2φ− 3)max
(φ+1) |a2+y1 − a2 − y2|+φ |a1+x1 − a1 − x2| ,
|a3 + z1 − a3 − z2|


= φ

2
max


|x1 − x2|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |z1 − z2|+ φ |y1 − y2| , |x1 − x2|} ,
|y1 − y2|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |x1 − x2|+ φ |z1 − z2| , |y1 − y2|} ,
|z1 − z2|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |y1 − y2|+ φ |x1 − x2| , |z1 − z2|}


= dRT (P1, P2)

d৻r. Bundan dolayı TA b৻r ৻zometr৻d৻r.
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Yukarıdak൴ önerme gereğ൴nce R3
RT uzayında dönme ve yansımaları bulmak ൴ç൴n

or൴j൴nden geçen düzlemler൴ düşünmek yeterl൴ olacaktır. Aşağıdak൴ önermede R3
RT de

uzaklığı koruyan yansımalar ൴fade ed൴lecekt൴r.

Önerme 6.2 R3
RT de∆ : ax+ by + cz = 0 düzlem৻ne göre yansımanın ৻zometr৻ olması ৻ç৻n

gerek ve yeter koşul düzlem৻n doğrultu vektörü (a, b, c) n৻n

D = {(1, 0, 0) , (0, 1, 0) , (0, 0, 1) , (±1,±φ, (φ− 1)) , ((φ− 1) ,±1,±φ) , (±φ, (φ− 1) ,±1)}

vektör kümes৻ elemanlarına paralel olmasıdır.

İspat ∆ : ax+by+cz = 0 b৻r৻m normal৻ (a, b, c) olan düzlem olmak üzere σ∆ :R3
RT → R3

RT

Ökl৻dyen yansıma

σ∆(x, y, z) =

(
(1− 2a2)x− 2aby − 2acz,−2abx+ (1− 2b2)y − 2bcz,

−2acx− 2bcy + (1− 2c2)z

)

şekl৻nde tanımlıdır. R3
RT ün taban vektörler৻n৻ koruyan yansıma ৻zometr৻ olacağından,

rhomb৻c tr৻acontahedronun köşe noktaları da olan, R3
RT ün

V1 = (φ− 1, 0, 1) , V16 = (1, 0, 2− φ) , V24 = (φ− 1, φ− 1, φ− 1) tabanını koruyan
yansımaları tesp৻t etmek ৻zometr৻ler৻ bulmak ৻ç৻n yeterl৻ olacaktır. Taban vektörler৻n৻n
Ökl৻dyen yansımalar altında görüntüler৻,

σ∆ (V1) = ((φ− 1) (1− 2a2)− 2ac,−2ab (φ− 1)− 2bc,−2ac (φ− 1)+1− 2c2)

σ∆ (V16) = (1− 2a2 − 2ac (2− φ) ,−2ab− 2bc (2− φ) ,−2ac+ (1− 2c2) (2− φ))

σ∆ (V24) =

 (1− 2a2) (φ− 1)− 2ab (φ− 1)− 2ac (φ− 1) ,

−2ab (φ− 1)− (1− 2b2) (φ− 1)− 2bc (φ− 1) ,

−2ac (φ− 1)− 2bc (φ− 1) + (1− 2c2) (φ− 1)



olup açıkça dRT (O, V1) = dRT (O, V16) = dRT (O, V24) = 1 d৻r. Eğer yansıma dRT uzaklığını
koruyor ৻se taban vektörler৻n৻n yansıma altındak৻ görüntüler৻ ৻ç৻n uzaklık korunmalıdır. Yan৻

dRT (σ∆(O), σ∆(V1)) = dRT (σ∆(O), σ∆(V16)) = dRT (σ∆(O), σ∆(V24)) = 1

olmalıdır. Böylece
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dRT (σ∆(O), σ∆(V1))) =

φ
2
max



|(φ− 1) (1− 2a2)− 2ac|+

2 (φ− 1)max


φ |2 (1− φ) ab− 2bc|+
(φ+ 1) |2 (1− φ) ac+ 1− 2c2| ,
|(φ− 1) (1− 2a2)− 2ac|

 ,

|2 (1− φ) ab− 2bc|+

2 (φ− 1)max


φ |2 (1− φ) ac+ 1− 2c2|+
(φ+ 1) |(φ− 1) (1− 2a2)− 2ac| ,
|2 (1− φ) ab− 2bc|

 ,

|2 (1− φ) ac+ 1− 2c2|+

2 (φ− 1)max


φ |(φ− 1) (1− 2a2)− 2ac|+
(φ+ 1) |2 (1− φ) ab− 2bc| ,
|2 (1− φ) ac+ 1− 2c2|





= 1

dRT (σ∆(O), σ∆(V16)) =

φ
2
max



|1− 2a2 − 2 (2− φ) ac|+

(2φ− 3)max


φ |−2ab− 2 (2− φ) bc|+
(φ+ 1) |−2ac+ (2− φ) (1− 2c2)| ,
|1− 2a2 − 2 (2− φ) ac|

 ,

|−2ab− 2 (2− φ) bc|+

(2φ− 3)max


φ |−2ac− (2− φ) (1− 2c2)|+
(φ+ 1) |1− 2a2 − 2 (2− φ) ac| ,
|2ab− 2 (2− φ) bc|

 ,

|−2ac+ (2− φ) (1− 2c2)|+

(2φ− 3)max


φ |1− 2a2 − 2 (2− φ) ac|+
(φ+ 1) |−2ab− 2 (2− φ) bc| ,
|−2ac+ (2− φ) (1− 2c2)|





= 1

dRT (σ∆(O), σ∆(V24)) =

φ
2
max



|(φ− 1) (1− 2a2)− 2 (φ− 1) ab− 2 (φ− 1) ac|+

(2φ− 3)max


φ |−2(φ− 1)ab+ (φ− 1) (1− 2b2)− 2 (φ− 1) bc|+
(φ+1) |−2(φ− 1)ac− 2(φ− 1)bc+(φ− 1)(1− 2c2)| ,
|(φ− 1) (1− 2a2)− 2 (φ− 1) ab− 2 (φ− 1) ac|

 ,

|−2 (φ− 1) ab+ (φ− 1) (1− 2b2)− 2 (φ− 1) bc|+

(2φ− 3)max


φ |−2 (φ− 1) ac− 2 (φ− 1) bc+ (φ− 1) (1− 2c2)|+
(φ+1) |(φ− 1)(1− 2a2)− 2(φ− 1)ab− 2(φ− 1)ac| ,
|−2 (φ− 1) ab+ (φ− 1) (1− 2b2)− 2 (φ− 1) bc|

 ,

|−2 (φ− 1) ac− 2 (φ− 1) bc+ (φ− 1) (1− 2c2)|+

(2φ− 3)max


φ |(φ− 1) (1− 2a2)− 2 (φ− 1) ab− 2 (φ− 1) ac|+
(φ+1) |−2(φ− 1)ab+(φ− 1)(1− 2b2)− 2(φ− 1)bc| ,
|−2 (φ− 1) ac− 2 (φ− 1) bc+ (φ− 1) (1− 2c2)|





= 1
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denklem s৻stem৻ elde ed৻l৻r. Bu denklem s৻stem৻ çözülürse (a, b, c) ৻ç৻n
(
±1

2
,±φ

2
, φ−1

2

)
,(

φ−1
2
,±1

2
,±φ

2

)
,
(
±φ

2
, φ−1

2
,±1

2

)
, (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) çözümler৻ elde ed৻l৻r.

Ters৻ne normal vektörler৻ D kümes৻ndek৻ vektörlere paralel olacak şek৻ldek৻
düzlemlere göre yansımaların uzaklığı koruduğu göster৻lmel৻d৻r. σ∆ (X) = Y olacak
şek৻lde X ve Y noktaları ৻ç৻n (p1, q1, r1) ve (p2, q2, r2), OX ve OY vektörler৻n৻n yön
vektörler৻ olsun. dRT (O,X) = dRT (O, Y ) olduğunu göstermek ৻ç৻n µ (OX) = µ (OY )

olduğunu göstermek yeterl৻d৻r. (p1, q1, r1) vektörünün ver৻len düzlemlere göre yansıma
altındak৻ görüntüler৻ bulunursa;

1. Durum: 1x+ φy + (1− φ)z = 0 yansıma düzlem৻ ৻ç৻n,

σ∆(p1, q1, r1) = (1
2
p1+

1+
√
5

4
q1−−1+

√
5

4
r1,

−1−
√
5

4
p1+

1−
√
5

4
q1+

1
2
r1,

−1+
√
5

4
p1+

1
2
q1+

1+
√
5

4
r1),

2. Durum: 1x+ φy +−(1− φ)z = 0 yansıma düzlem৻ ৻ç৻n,

σ∆(p1, q1, r1) = (1
2
p1+

−1−
√
5

4
q1− 1−

√
5

4
r1,

1+
√
5

4
p1+

1−
√
5

4
q1− 1

2
r1,

−1+
√
5

4
p1− 1

2
q1+

1+
√
5

4
r1),

3.Durum: -1x+ φy + (1− φ)z = 0 yansıma düzlem৻ ৻ç৻n,

σ∆(p1, q1, r1) = (1
2
p1+

1+
√
5

4
q1+

1−
√
5

4
r1,

1+
√
5

4
p1+

1−
√
5

4
q1+

1
2
r1,

1−
√
5

4
p1+

1
2
q1+

1+
√
5

4
r1),

4.Durum: -1x+ φy +−(1− φ)z = 0 yansıma düzlem৻ ৻ç৻n,

σ∆(p1, q1, r1) = (1
2
p1+

1+
√
5

4
q1+

−1+
√
5

4
r1,

1+
√
5

4
p1+

1−
√
5

4
q1− 1

2
r1,

−1+
√
5

4
p1− 1

2
q1+

1+
√
5

4
r1),

5.Durum: (1-φ)x+ 1y + φz = 0 yansıma düzlem৻ ৻ç৻n,

σ∆(p1, q1, r1) = (1+
√
5

4
p1−−1+

√
5

4
q1+

1
2
r1,

−1+
√
5

4
p1+

1
2
q1+

1+
√
5

4
r1,

1
2
p1+

−1−
√
5

4
q1+

1−
√
5

4
r1),

6.Durum: -(1-φ)x+ 1y + φz = 0 yansıma düzlem৻ ৻ç৻n,

σ∆(p1, q1, r1) = (1+
√
5

4
p1+

1−
√
5

4
q1− 1

2
r1,

1−
√
5

4
p1+

1
2
q1+

−1−
√
5

4
r1,−1

2
p1− 1+

√
5

4
q1+

1−
√
5

4
r1),

7.Durum: (1− φ)x− 1y + φz = 0 yansıma düzlem৻ ৻ç৻n,

σ∆(p1, q1, r1) = (1+
√
5

4
p1+

1−
√
5

4
q1+

1
2
r1,

1−
√
5

4
p1+

1
2
q1+

1+
√
5

4
r1,

1
2
p1+

1+
√
5

4
q1+

1−
√
5

4
r1),
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8.Durum: −(1− φ)x− 1y + φz = 0 yansıma düzlem৻ ৻ç৻n,

σ∆(p1, q1, r1) = (1+
√
5

4
p1+

−1+
√
5

4
q1−1

2
r1,

−1+
√
5

4
p1+

1
2
q1+

1+
√
5

4
r1,−1

2
p1+

1+
√
5

4
q1+

1−
√
5

4
r1),

9.Durum: φx+ (1− φ)y + 1z = 0 yansıma düzlem৻ ৻ç৻n,

σ∆(p1, q1, r1) = (1−
√
5

4
p1+

1
2
q1−1+

√
5

4
r1,

1
2
p1+

1+
√
5

4
q1+

−1+
√
5

4
r1,−1+

√
5

4
p1+

−1+
√
5

4
q1+

1
2
r1),

10.Durum: φx+−(1− φ)y + 1z = 0 yansıma düzlem৻ ৻ç৻n,

σ∆(p1, q1, r1) = (1−
√
5

4
p1− 1

2
q1− 1+

√
5

4
r1,−1

2
p1+

1+
√
5

4
q1+

1−
√
5

4
r1,−1+

√
5

4
p1+

1−
√
5

4
q1+

1
2
r1),

11.Durum: φx+ (1− φ)y − 1z = 0 yansıma düzlem৻ ৻ç৻n,

σ∆(p1, q1, r1) = (1−
√
5

4
p1+

1
2
q1+

1+
√
5

4
r1,

1
2
p1+

1+
√
5

4
q1+

1−
√
5

4
r1,

1+
√
5

4
p1+

1−
√
5

4
q1+

1
2
r1),

12.Durum: φx+−(1− φ)y − 1z = 0 yansıma düzlem৻ ৻ç৻n,

σ∆(p1, q1, r1) = (1−
√
5

4
p1−1

2
q1+

1+
√
5

4
r1,−1

2
p1+

1+
√
5

4
q1+

−1+
√
5

4
r1,

1+
√
5

4
p1+

−1+
√
5

4
q1+

1
2
r1),

13.Durum: 1x = 0 yansıma düzlem৻ ৻ç৻n,σ∆ (p1, q1, r1) = (−p1, q1, r1) ,

14.Durum: 1y = 0 yansıma düzlem৻ ৻ç৻n,σ∆ (p1, q1, r1) = (p1,−q1, r1) ,

15.Durum: 1z = 0 yansıma düzlem৻ ৻ç৻n,σ∆ (p1, q1, r1) = (p1, q1,−r1) .

sonuçları elde ed৻l৻r. Bu sonuçlara göre Yardımcı Teorem 5.2 den dolayı µ (OX) = µ (OY )

olduğu görülmekted৻r. Örneğ৻n; x+ φy + (φ− 1) z = 0 yansıma düzlem৻ ৻ç৻n,

µ (OX) =

φ
2
max


|p1|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |r1|+ φ |q1| , |p1|} ,
|q1|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |p1|+ φ |r1| , |q1|} ,
|r1|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |q1|+ φ |p1| , |r1|}

√
p21 + q21 + r21

µ (OY ) =

φ
2
max


|p2|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |r2|+ φ |q2| , |p2|} ,
|q2|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |p2|+ φ |r2| , |q2|} ,
|r2|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |q2|+ φ |p2| , |r2|}

√
p22 + q22 + r22
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d৻r. Burada

σ∆ (p1, q1, r1) = (p2, q2, r2)

=
(

1
2
p1 − φ

2
q1 − (φ−1)

2
r1,−φ

2
p1+ (1−φ)

2
q1 − 2r1,

(1−φ)
2

p1 − 2q1+φ
2
r1

)
olduğundan

µ (OY ) =

φ
2
max


|p2|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |r2|+ φ |q2| , |p2|} ,
|q2|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |p2|+ φ |r2| , |q2|} ,
|r2|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |q2|+ φ |p2| , |r2|}

√
p22 + q22 + r22

৻fades৻nde
p2 yer৻ne 1

2
p1 − φ

2
q1 − (φ−1)

2
r1

q2 yer৻ne − φ
2
p1 +

(1−φ)
2

q1 − 2r1

r2 yer৻ne (1−φ)
2

p1 − 2q1 +
φ
2
r1

yazılırsa µ (OX) = µ (OY ) eş৻tl৻ğ৻ görülmekted৻r. Böylece ৻spat tamamlanmış olur.

Sonuç 6.4 SRT ৻zometr৻k yansımaların kümes৻ or৻j৻nden geçen denklemler৻ aşağıda ৻fade
ed৻lm৻ş olan onbeş Ökl৻dyen yansımadan oluşur.

Yansıma düzlemler൴;

D1 : x = 0 , D9 : x− φy+ (φ− 1) z = 0

D2 : y = 0 , D10 : −x+φy+ (φ− 1) z = 0

D3 : z = 0 , D11 : −x− φy+ (φ− 1) z = 0

D4 : (φ− 1)x+y+φz = 0 , D12 : φx+ (φ− 1) y+z = 0

D5 : (φ− 1)x+y − φz = 0 , D13 : φx+ (φ− 1) y − z = 0

D6 : (φ− 1)x− y+φz = 0 , D14 : −φx+ (φ− 1) y+z = 0

D7 : (φ− 1)x− y − φz = 0 , D15 : −φx+ (φ− 1) y − z = 0

D8 : x+φy+ (φ− 1) z = 0

olmak üzere rhomb൴c tr൴acontahedron b൴r൴m küres൴n൴n köşe noktalarının yansıması kısaca
Şek൴l6.4 dek൴ tablodak൴ g൴b൴ özetleneb൴l൴r;
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Şek൴l 6.4 R3
RT de Yansıma Düzlemler൴ne Göre Köşe Noktaların Görüntüler൴

Önerme 6.3 φ = 1+
√
5

2
ve

D1 = {(0,±1, (φ− 1)) , (±1, (φ− 1), 0) , (±1, 0, φ)}

D2 =

{
(1, 0, 0) , (0, 1, 0) , (0, 0, 1) , ((φ− 1) ,±1,±φ) , (±1,±φ, φ− 1)

(±φ, φ− 1,±1)

}

D3 =

{
(1, 1, 1) , (1, 1,−1) , (1,−1, 1) , (−1, 1, 1) , (0, φ− 1,±φ) ,

(φ− 1,±φ, 0) , (±φ, 0, φ− 1)

}
olmak üzere
R1 = {rθ | θ ∈ {2π/5, 4π/5, 6π/5, 8π/5} , dönme eksen৻n৻n doğrultusu D1 ৻n elemanı}
R2 = {rθ | θ ∈ {π} , dönme eksen৻n৻n doğrultusu D2 n৻n elemanı}
R3 = {rθ | θ = {2π/3, 4π/3}, dönme eksen৻n৻n doğrultusu D3 ün elemanı}

kümeler৻ ver৻ls৻n. Dönme eksen৻ or৻j৻nden geçen b৻r l doğrusu olan rθ dönmes৻n৻n b৻r ৻zometr৻
olması ৻ç৻n gerek ve yeter koşul rθ ∈ RRT = R1 ∪R2 ∪R3 olmasıdır.
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İspat B৻r৻m doğrultu vektörü (p, q, r) olan b৻r l doğrusu etrafında rθ şekl৻nde ৻fade ed৻len
Ökl৻dyen dönmen৻n matr৻s formu; cos θ + p2(1− cos θ) pq(1− cos θ)− r s൴n θ pr(1− cos θ) + q s൴n θ

pq(1− cos θ) + r s൴n θ cos θ + q2(1− cos θ) qr(1− cos θ)− p s൴n θ
pr(1− cos θ)− q s൴n θ qr(1− cos θ) + p s൴n θ cos θ − r2(1− cos θ)


b৻ç৻m৻nded৻r.

l eksenl৻ b৻r dönme , l doğrusu boyunca kes৻şen ৻k৻ düzlem৻n yansımalarının
b৻rleş৻m৻ olduğundan ve Önerme 5.2 den dolayı l doğrusunun doğrultu vektörler৻n৻
(0,±1, (φ− 1)), (±1, (φ− 1), 0), (±1, 0, φ), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1),
((φ− 1) ,±1,±φ), (±1,±φ, φ− 1), (±φ, φ− 1,±1), (1, 1, 1), (1, 1,−1), (1,−1, 1),
(−1, 1, 1), (0, φ− 1,±φ), (φ− 1,±φ, 0), (±φ, 0, φ− 1) olarak alınab৻l৻r.

R3
RT de ৻zometr৻k dönmeler৻n bulunması ৻ç৻n, dRT b৻r৻m küres৻n৻n kenarlarının

uzunluklarını koruyan dönmeler৻n tesp৻t ed৻lmes৻ yeterl৻d৻r. dRT b৻r৻m küres৻n৻n
V5 = (1, φ− 1, 0) ve V17 = (1, 0, 2− φ) köşe noktaları ele alınsın. Bu takt৻rde

rθ (V5) =

 cos θ + p2(1− cos θ) + (φ− 1) (pq(1− cos θ)− r s൴n θ) ,
pq(1− cos θ) + r s൴n θ + (φ− 1) (cos θ + q2(1− cos θ)) ,
pr(1− cos θ)− q s൴n θ + (φ− 1) (qr(1− cos θ) + p s൴n θ)



rθ (V17) =

 cos θ + p2(1− cos θ) + (2− φ) (pr(1− cos θ) + q s൴n θ) ,
pq(1− cos θ) + r s൴n θ + (2− φ) (qr(1− cos θ)− p s൴n θ) ,
pr(1− cos θ)− q s൴n θ + (2− φ) (cos θ − r2(1− cos θ))


d৻r. Üstel৻k V5 = (1, φ− 1, 0) ve V17 = (1, 0, 2− φ) ৻ç৻n dRT (V5, V17) = φ − 1 d৻r. O
halde θ ̸= 0 olmak üzere rθ nın dRT uzaklığını koruması ৻ç৻n dRT (rθ (V5) , rθ (V17)) = φ− 1

olmalıdır.

l doğrusunun doğrultu vektörü (0, 1, φ− 1) olarak alınırsa
(p, q, r) =

(
0,
√

2+φ
5
,
√

3−φ
5

)
olur. p, q, r değerler৻ dRT (rθ(V5), rθ(V17)) = φ − 1 de

yer৻ne yazılırsa;
α1 = 2

√
7−4φ

5
s൴n θ, α2 =

−2φ+1
5

ve α3 =
4−3φ
10

olmak üzere

φ

2
max


|α1|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |α3|+ φ |α2| , |α1|} ,
|α2|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |α1|+ φ |α3| , |α2|} ,
|α3|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |α2|+ φ |α1| , |α3|}

 = φ− 1

olur. Bu denklem çözülürse θ = 2π/5, 4π/5, 6π/5, 8π/5 sonuçları elde ed৻l৻r. Benzer şek৻lde,
eğer l doğrusunun yön vektörü (0,−1, (φ− 1)) , (±1, (φ− 1), 0) , (±1, 0, φ) olarak alınırsa
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θ = 2π/5, 4π/5, 6π/5, 8π/5 olur. Dolayısıyla D1 dek৻ altı yön vektörüyle y৻rm৻ dört dönme
elde ed৻l৻r.

l doğrusunun yön vektörü (1, 0, 0) ৻se (p, q, r) = (1, 0, 0) olur. p, q, r değerler৻
dRT (rθ(V5), rθ(V17)) = φ− 1 de yer৻ne yazılırsa;

φ

2
max



(2φ− 3)((φ+ 1) |(2− φ) cos θ + (1− φ) s൴n θ|+
φ |(φ− 2) s൴n θ + (1− φ) cos θ|)
|(φ− 2) s൴n θ + (1− φ) cos θ|+

(2φ− 3)max

{
φ |(2− φ) cos θ + (1− φ) s൴n θ| ,
|(φ− 2) s൴n θ + (1− φ) cos θ|

}
,

|(2− φ) cos θ + (1− φ) s൴n θ|+

(2φ− 3)max

{
(φ+ 1) |(φ− 2) s൴n θ + (1− φ) cos θ| ,
|(2− φ) cos θ + (1− φ) s൴n θ|

}



= φ− 1

denklem৻ bulunur. Bu denklem çözülürse θ = π sonucuna ulaşılır. Benzer şek৻lde, eğer l n৻n
yön vektörüD2 n৻n (0, 1, 0), (0, 0, 1), ((φ− 1) ,±1,±φ), (±1,±φ, φ− 1), (±φ, φ− 1,±1)

vektörler৻nden b৻r৻ olarak alınırsa θ = π olarak bulunur. Dolayısıyla D2 dek৻ on beş yön
vektörüyle on beş dönme elde ed৻l৻r.

l doğrusunun doğrultu vektörü (1, 1, 1) ৻se (p, q, r) =
(

1√
3
, 1√

3
, 1√

3

)
olur. p, q, r

değerler৻ dRT (rθ(V5), rθ(V17)) = φ− 1 de yer৻ne yazılırsa;

α1 =

(
3− 2φ

3

)(
1− cos θ −

√
3 s൴n θ

)
,

α2 =

(
−φ cos θ +

√
3 (φ− 2) s൴n θ − 2φ+ 3

3

)
ve

α3 =

(
(3− φ) cos θ +

√
3 (1− φ) s൴n θ − 2φ+ 3

3

)
olmak üzere

φ

2
max


|α1|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |α3|+ φ |α2| , |α1|} ,
|α2|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |α1|+ φ |α3| , |α2|} ,
|α3|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |α2|+ φ |α1| , |α3|}

 = φ− 1

elde ed৻l৻r. Bu denklem çözülürse θ = 2π/3, 4π/3 sonuçları bulunur. Benzer şek৻lde, eğer l
doğrusunun yön vektörü D3 ün (−1, 1, 1), (1,−1, 1), (1, 1,−1), (0, φ− 1,±φ),
(φ− 1,±φ, 0), (±φ, 0, φ− 1) vektörler৻nden b৻r৻ olarak alınırsa θ = 2π/3, 4π/3 olur.
Dolayısıyla D3 dek৻ on tane yön vektörüyle y৻rm৻ tane dönme elde ed৻l৻r.
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Ters৻ne rθ(X) = Y olacak şek৻lde X ve Y noktalarıyla oluşturulan OX ve OY

doğrularının doğrultuları sırasıyla (p1, q1, r1) ve (p2, q2, r2) olmak üzere
dRT (O,X) = dRT (O, Y ) olduğunu göstermek ৻ç৻n Yardımcı Teorem 5.2 den
µ (OX) = µ (OY ) olduğu göster৻lmel৻d৻r. Bu ৻se (p1, q1, r1) vektörünün tüm durumlar ৻ç৻n
görüntüler৻ bulunarak kolaylıkla göster৻leb৻l৻r. Örneğ৻n dönme eksen৻n৻n doğrultu vektörü
(1, 0, 0) olsun. Bu durumda σ∆ (p1, q1, r1) = (p2, q2, r2) = (p1,−q1,−r1) elde ed৻l৻r.
Yardımcı Teorem 5.2 den

µ (OX) =

φ
2
max


|p1|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |r1|+ φ |q1| , |p1|} ,
|q1|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |p1|+ φ |r1| , |q1|} ,
|r1|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |q1|+ φ |p1| , |r1|}

√
p21 + q21 + r21

µ (OY ) =

φ
2
max


|p2|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |r2|+ φ |q2| , |p2|} ,
|q2|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |p2|+ φ |r2| , |q2|} ,
|r2|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |q2|+ φ |p2| , |r2|}

√
p22 + q22 + r22

d৻r. Buradan

µ (OY ) =

φ
2
max


|p1|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |−r1|+ φ |−q1| , |p1|} ,
|−q1|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |p1|+ φ |−r1| , |−q1|} ,
|−r1|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |−q1|+ φ |p1| , |−r1|}


√

p21+(−q1)2+(−r1)
2

=

φ
2
max


|p1|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |r1|+ φ |q1| , |p1|} ,
|q1|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |p1|+ φ |r1| , |q1|} ,
|r1|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |q1|+ φ |p1| , |r1|}


√

p21+q21+r21

= µ (OX)

elde ed৻l৻r. Benzer şek৻lde d৻ğer dönme eksenler৻ ve dönme açıları ৻ç৻n de µ (OX) = µ (OY )

eş৻tl৻ğ৻ göster৻leb৻l৻r. Böylece ৻spat tamamlanmış olur.

Sonuç 6.5 RRT , or৻j৻nden geçen doğruları eksen kabul eden dönmeler৻n kümes৻ olmak üzere,
tam olarak ell৻ dokuz Ökl৻dyen dönmeden oluşur.

Şek൴l6.5 ve Şek൴l6.6 dak൴ tablolarda dönme hareketler൴ (dönüşümler൴) sonucunda
rhomb൴c tr൴acontahedron b൴r൴m küres൴n൴n köşe noktalarının görüntüler൴ ver൴lm൴şt൴r.
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Şek൴l 6.5 R3
RT de Dönme Hareket൴ Altında Köşe Noktaların Görüntüler൴
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Şek൴l 6.6 R3
RT de Dönme Hareket൴ Altında Köşe Noktaların Görüntüler൴ Devamı
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Yardımcı Teorem 6.3 (x, y, z) noktasını (−x,−y,−z) noktasına dönüştüren dönüşüm olan
O = (0, 0, 0) or৻j৻ne göre σ0 ৻nvers৻yonu R3

RT ın b৻r ৻zometr৻s৻d৻r.

Şek൴l6.7 dek൴ tablolarda ൴nvers൴yon hareket൴(dönüşümü) sonrasında b൴r൴m küren൴n
köşe noktalarının görüntüler൴ ver൴lm൴şt൴r.

Şek൴l 6.7 R3
RT de σO İnvers൴yonu Altında Köşe Noktaların Görüntüler൴

Önerme 6.4 dRT− uzaklığını ৻nvaryant bırakan, or৻j৻ne göre dönme-yansımaların tümü
or৻j৻ne göre ৻nvers৻yon hareket৻ne (dönüşümüne) eş৻tt৻r.

İspat rθ ∈ RRT , Γ ve ∆ , Π ye d৻k düzlemler olmak üzere b৻r dönme-yansıma
ρ := σΠσ∆σΓ = σΠrθ b৻ç৻m৻nde yazılab৻l৻r. O halde dönme eksen৻ yansıma düzlem৻ne d৻k
olmak zorundadır. Bu durumda Π düzlem৻ ৻ç৻n Önerme 5.3 den otuz b৻r dönme eksen৻nden
on beş durum ৻ncelenmel৻d৻r. Çünkü D1 ve D3 dek৻ dönme eksenler৻nden h৻çb৻r৻s৻ Sonuç
5.4 de ver৻len yansıma düzlemler৻nden herhang৻ b৻r৻ne d৻k değ৻ld৻r. Eğer Π düzlem৻ olarak
x = 0 düzlem৻ alınırsa rθ nın b৻r৻m yön vektörü (1, 0, 0) olur ve

ρ := σΠr(x, y, z) = (−x, ycosθ − zsinθ, ysinθ + zcosθ)

elde ed৻l৻r. V1 = (φ− 1, 0, 1) ve V25 = (φ− 1, φ− 1, φ− 1) köşe noktaları ৻ç৻n

ρ (φ− 1, 0, 1) = (1− φ, s൴n θ,− cos θ) ve
ρ (φ− 1, φ− 1, φ− 1) = (1− φ, (φ− 1) cos θ − (φ− 1) s൴n θ, (φ− 1) s൴n θ+ (φ− 1) cos θ)

bulunur.

dRT (V1, V25) = φ − 1 olduğundan ve ρ uzaklığı koruyacağından
dRT (ρ(V1), ρ(V25)) = φ− 1 olmalıdır. Böylece
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α2 = − (φ− 1) cos θ + (φ− 2) s൴n θ ve α3 = − (φ− 1) s൴n θ − (φ− 2) cos θ olmak üzere

dRT (ρ(V1), ρ(V25)) =
φ

2
max


(2φ− 3)max {(φ+ 1) |α3|+ φ |α2|} ,
|α2|+ (2φ− 3)max {φ |α3| , |α2|} ,
|α3|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |α2| , |α3|}

 = φ− 1

elde ed৻l৻r. Bu denklem çözülürse θ ∈ {0, π} elde ed৻l৻r. Buradan da kolaylıkla σΠrπ = σ0

olduğu görüleb৻l৻r. Sonuç olarak bu durumda yen৻ b৻r dönme-yansıma yoktur. Benzer
şek৻lde dönme eksenler৻ b৻r yansıma düzlem৻ normal৻ olan(
±1

2
,±φ

2
, φ−1

2

)
,
(
φ−1
2
,±1

2
,±φ

2

)
,
(
±φ

2
, φ−1

2
,±1

2

)
, (0, 1, 0) , (0, 0, 1) vektörler৻ ৻ç৻n de aynı

sonuçlar elde ed৻l৻r.

Şek൴l6.8 dek൴ tabloda, b൴r yansıma düzlem൴n൴n normal൴ olup, aynı zamanda dönme
eksen൴n൴n doğrultusu olanlar tesp൴t ed൴lm൴ş ve bu eksenlere göre dönme-yansıma hareket൴
(dönüşümü) yapılarak b൴r൴m küren൴n köşe noktalarının bu hareketlere (dönüşümlere) göre
görüntüler൴ ver൴lm൴şt൴r.
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Şek൴l 6.8 R3
RT de Dönme Yansıma Hareket൴ Altında Köşe Noktaların Görüntüler൴
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Önerme 6.5 dRT uzaklığını koruyan, or৻j৻ne göre kırk dört tane dönme-৻nvers৻yon vardır.

İspat rθ ∈ RRT olmak üzere b৻r dönme-৻nvers৻yon ρ := σOσ∆σΓ = σOrθ b৻ç৻m৻nde b৻leşke
olarak yazılab৻leceğ৻nden Önerme 5.3 den, ৻spat otuz b৻r dönme eksen৻ ৻ç৻n ver৻lmel৻d৻r. rθ
dönme eksen৻n৻n doğrultusu (0, 1, φ− 1) ৻se b৻r৻m doğrultu vektörü

(
0,
√

2+φ
5
,
√

3−φ
5

)
olur.

Bu durumda

ρ (x, y, z) =


−x cos θ +

(√
3−φ
5
s൴n θ

)
y −

(√
2+φ
5
s൴n θ

)
z,

−
(√

3−φ
5
s൴n θ

)
x−

(
2+φ
5

+ 3−φ
5
cos θ

)
y −

((
2φ−1

5

)
(1− cos θ)

)
z,(√

2+φ
5
s൴n θ

)
x−

((
2φ−1

5

)
(1− cos θ)

)
y −

(
3−φ
5

+ 2+φ
5
cos θ

)
z


şekl৻nde tanımlanır. Burada V1 = (φ− 1, 0, 1) ve V25 = (φ− 1, φ− 1, φ− 1) olmak üzere

ρ (φ− 1, 0, 1) =


− (φ− 1) cos θ −

√
2+φ
5
s൴n θ,

−
√

7−4φ
5

s൴n θ+1−2φ
5

cos θ + 2φ−1
5

,√
3−φ
5
s൴n θ − 2+φ

5
cos θ − 3−φ

5



ρ (φ− 1, φ− 1, φ− 1) =


(φ− 1) cos θ +

(√
7−4φ

5
−
√

3−φ
5

)
s൴n θ,√

7−4φ
5

s൴n θ + 7−4φ
5

cos θ − 2+φ
5
,√

3−φ
5
s൴n θ + 4−3φ

5
cos θ − 2φ−1

5


elde ed৻l৻r. Burada dRT (V1, V25)=φ − 1 olduğundan ve ρ uzaklığı korumak zorunda
olduğundan dRT (ρ(V1), ρ(V25))=φ − 1 olmalıdır. Bu durumda α3 = 2φ−6

5
cos θ + 3φ−4

5
,

α2 =
6φ−8

5
cos θ + 3−φ

5
ve α1 =

(√
3−φ
5

−
√

2+φ
5

−
√

7−4φ
5

)
s൴n θ olmak üzere

dRT (ρ(V1), ρ(V25)) =
φ

2
max


|α1|+(2φ− 3)max {(φ+1) |α3|+φ |α2| , |α1|} ,
|α2|+(2φ− 3)max {(φ+1) |α1|+φ |α3| , |α2|} ,
|α3|+(2φ− 3)max {(φ+1) |α2|+φ |α1| , |α3|}

 = φ−1

olur. Bu denklem çözülürse θ = 2π/5, 4π/5, 6π/5, 8π/5 sonuçları bulunur. Benzer şek৻lde,
rθ, dönme eksen৻n৻n doğrultusu (0,−1, (φ− 1)), (±1, (φ− 1), 0), (±1, 0, φ) vektörler৻
olarak alınırsa θ = 2π/5, 4π/5, 6π/5, 8π/5 olur. Böylece dRT−uzaklığını koruyacak
şek৻lde y৻rm৻ dört farklı dönme-৻nvers৻yon hareket৻ bulunur.

rθ, dönme eksen৻ (1, 1, 1) doğrultulu doğru ৻se rθ nın b৻r৻m yön vektörü
(

1√
3
, 1√

3
, 1√

3

)
olur. Bu durumda ρ(V1) ve ρ(V25) hesaplanıp dRT (ρ(V1), ρ(V25)) = φ−1 de yer৻ne yazılırsa
α1 =

3−2φ
3

cos θ + −
√
3

3
s൴n θ + 2φ−3

3
, α2 =

φ−3
3
cos θ +

√
3(2−φ)
3

s൴n θ + 2φ−3
3

ve
α3 =

φ−3
3
cos θ +

√
3(φ−1)
3

s൴n θ + 2φ−3
3

olmak üzere

dRT (ρ(V1), ρ(V25)) =
φ
2
max


|α1|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |α3|+ φ |α2| , |α1|} ,
|α2|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |α1|+ φ |α3| , |α2|} ,
|α3|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |α2|+ φ |α1| , |α3|}

 = φ− 1
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denklem৻ elde ed৻l৻r. Bu denklem çözülürse θ = 2π/3, 4π/3 olur. Benzer şek৻lde,rθ, dönme
eksen৻ doğrultusu (−1, 1, 1), (1,−1, 1), (1, 1,−1), (0, φ− 1,±φ), (φ− 1,±φ, 0),
(±φ, 0, φ− 1) vektörler৻ olarak alınırsa θ = 2π/3, 4π/3 olur. Böylece dRT−uzaklığını
koruyacak şek৻lde y৻rm৻ farklı dönme-৻nvers৻yon hareket৻ bulunur.

rθ, dönme eksen৻ (1, 0, 0) doğrultulu doğru ৻se b৻r৻m yön vektörü (1, 0, 0) olur. Bu
durumda V1 = (φ− 1, 0, 1), V9 = (0, 1, φ− 1), V15 = (0, φ− 2, 1), V21 = (φ− 2, 1, 0) ve
V25 = (φ− 1, φ− 1, φ− 1) köşe noktaları ৻ç৻n

ρ(V1) = ρ (φ− 1, 0, 1) = (1− φ, s൴n θ,− cos θ)
ρ(V9) = ρ (0, 1, φ− 1) = (0, (φ− 1) s൴n θ − cos θ, (1− φ) cos θ − s൴n θ)
ρ(V15) = ρ (0, φ− 2, 1) = (0, (2− φ) cos θ + s൴n θ, (2− φ) s൴n θ − cos θ)
ρ(V21) = ρ (φ− 2, 1, 0) = (2− φ,− cos θ,− s൴n θ)
ρ(V25) = ρ (φ-1, φ-1, φ-1) = (1− φ, (1− φ) cos θ+ (φ− 1) s൴n θ, (1− φ) s൴n θ+ (1− φ) cos θ)

olup dRT (V1, V25) = dRT (V9, V21) = dRT (V1, V15) = φ − 1 olduğundan
dRT (ρ(V1), ρ(V25)) = dRT (ρ(V9), ρ(V21)) = dRT (ρ(V1), ρ(V15)) = φ− 1 olmalıdır. Böylece
α2 = s൴n θ + (φ− 1) cos θ − (φ− 1) s൴n θ ve α3 = − cos θ + (φ− 1) s൴n θ + (φ− 1) cos θ
olmak üzere

dRT (ρ(V1), ρ(V25)) =
φ

2
max


(2φ− 3)max {(φ+ 1) |α3|+ φ |α2|} ,
|α2|+ (2φ− 3)max {φ |α3| , |α2|} ,
|α3|+ (2φ− 3)max {(φ+ 1) |α2| , |α3|}

 = φ− 1

β1 = φ− 2, β2 = (φ− 1) s൴n θ ve β3 = (1− φ) cos θ olmak üzere

dRT (ρ(V9), ρ(V21)) =
φ

2
max


|β1|+(2φ− 3)max {(φ+1) |β3|+φ |β2| , |β1|} ,
|β2|+(2φ− 3)max {(φ+1) |β1|+φ |β3| , |β2|} ,
|β3|+(2φ− 3)max {(φ+1) |β2|+φ |β1| , |β3|}

 = φ−1

γ1 = φ− 1, γ2 = (2− φ) cos θ ve γ3 = (2− φ) s൴n θ olmak üzere

dRT (ρ(V1), ρ(V15)) =
φ

2
max


|γ1|+(2φ− 3)max {(φ+1) |γ3|+φ |γ2| , |γ1|} ,
|γ2|+(2φ− 3)max {(φ+1) |γ1|+φ |γ3| , |γ2|} ,
|γ3|+(2φ− 3)max {(φ+1) |γ2|+φ |γ1| , |γ3|}

 = φ− 1

denklemler৻ne ulaşılır. Bu denklem s৻stem৻ çözülürse θ = π sonucu bulunur. Benzer şek৻lde,
rθ, dönme eksen৻ doğrultusu (0, 1, 0), (0, 0, 1), ((φ− 1) ,±1,±φ), (±1,±φ, φ− 1),
(±φ, φ− 1,±1) vektörler৻ olarak alınırsa θ = π olur. Bu durumda yen৻ b৻r
dönme-৻nvers৻yon hareket৻ bulunmamaktadır. Çünkü θ = π ৻ç৻n, dönme eksen৻ doğrultu
vektörü bu vektörler olacak şek৻lde alınır ve dönme-৻nvers৻yon hareket৻ yapılırsa Şek৻l6.9
ve Şek৻l6.10 dak৻ tablolarda ver৻len düzlemlere göre yansıma hareketler৻ bulunur.
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Şek൴l 6.9 R3
RT de Dönme İnvers൴yon Hareket൴ Altında Köşe Noktaların Görüntüler൴
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Şek൴l 6.10R3
RT de Dönme İnvers൴yon Hareket൴ Altında Köşe Noktaların Görüntüler൴ Devamı
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Buraya kadar olan kısımda Ökl൴dyen 3-uzayın ൴zometr൴ler൴nden hang൴ler൴n൴n
dRT−metr൴ğ൴n൴ koruduğu bulunmuştur. Yan൴ R3 te dRT−metr൴ğ൴n൴ koruyan yansımalar,
dönmeler, ൴nvers൴yonlar, dönme-yansımalar ve dönme-൴nvers൴yonlar tesp൴t ed൴lm൴şt൴r. Sonuç
olarak on beş yansıma, altmış dönme, kırk dört dönme-൴nvers൴yon ve b൴r ൴nvers൴yondan
oluşan, dRT−metr൴ğ൴ne göre olan ൴zometr൴ler rhomb൴c tr൴acontahedronun Ökl൴dyen s൴metr൴
grubu olan Ih ın elemanlarıdır. Bu gruba rhomb൴c tr൴acontahedron grup den൴ls൴n ve G(RT )

൴le göster൴ls൴n. Açıkça G(RT ), Ih grubuna ൴zomorftur. Bundan sonrak൴ kısımda R3 te
dRT−metr൴ğ൴n൴ koruyan, Ih grubunun elemanları dışında ൴zometr൴ler൴n olmadığı
göster൴lecekt൴r. Yan൴ R3

RT n൴n tüm ൴zometr൴ler൴n൴n T (3).G(RT ) olduğu göster൴lecekt൴r.

Tanım 6.2 A = (a1, a2, a3) ve B = (b1, b2, b3) R3
RT uzayında farklı ৻k৻ nokta olsun. Bu

takt৻rde
{X | dRT (A,X) + dRT (B,X) = dRT (A,B)}

kümes৻ne A, B noktalarının m৻n৻mum uzaklık kümes৻ den৻r ve [AB] ৻le göster৻l৻r.

Genel olarak, [AB] kümes൴ AB köşegenl൴ b൴r sek൴zyüzlü oluşturur (Bakınız
Şek൴l6.11).

Şek൴l 6.11 R3
RT da M൴n൴mum Uzaklık Kümes൴

Böylece buradak൴ m൴n൴mum uzaklık kümes൴ x − (2 − φ)y + (1 + φ)z = 0,
−(2 − φ)x + (1 − φ)y + z = 0, x = 0, −(1 − φ)x + y − (2 − φ)z = 0 düzlemler൴ ve bu
düzlemlere paralel düzlemlerle oluşur.

Önerme 6.6 ϕ : R3
RT → R3

RT b৻r ৻zometr৻ ve [AB] paralelyüz olsun. O halde

ϕ([AB]) = [ϕ(A)ϕ(B)]

olur.
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İspat Y ∈ ϕ([AB]) olsun.

Y ∈ ϕ([AB]) ⇐⇒ ∃X ∈ [AB] ∋ Y = ϕ(X)

⇐⇒ dRT (A,X) + dRT (B,X) = dRT (A,B)

⇐⇒ dRT (ϕ(A), ϕ(X)) + dRT (ϕ(B), ϕ(X)) = dRT (ϕ(A), ϕ(B))

⇐⇒ Y = ϕ(X) ∈ [ϕ(A)ϕ(B)] .

Sonuç 6.6 ϕ : R3
RT → R3

RT b৻r ৻zometr৻ ve [AB] paralelyüz olsun. Bu durumda ϕ, [AB] n৻n
köşeler৻n৻ köşelere dönüştürür ve kenar uzunluklarını korur.

Önerme 6.7 f : R3
RT → R3

RT dönüşümü f(O) = O olacak şek৻lde b৻r ৻zometr৻ olsun. Bu
takt৻rde f ∈ G(RT ) olur.

İspat O = (0, 0, 0) ve D = (φ− 1, 1, φ+ 1) olmak üzere [OD] sek৻zyüzlüsünü gözönüne
alalım. Bu sek৻zyüzlünün köşe noktalarından dördü V1 = (φ− 1, 0, 1) , V9 = (0, 1, φ− 1) ,

V13 = (0, 2− φ, 1) ,V25 = (φ− 1, φ− 1, φ− 1) olup bu noktalar aynı zamanda merkez৻l
b৻r৻m rhomb৻c tr৻acontahedron b৻r৻m küres৻n৻n köşe noktalarıdır. Dahası bu dört nokta
rhomb৻c tr৻acontahedronun her b৻r৻ aynı eşkenar dörtgen b৻ç৻m৻nde olan b৻r yüzünün köşe
noktalarıdır (Bakınız Şek৻l6.12).

Şek൴l 6.12 R3
RT da B൴r൴m Küre Ve M൴n൴mum Uzaklık Kümes൴

f ৻zometr৻s৻ [OD] sek৻zyüzlünün köşe noktalarını köşe noktalara dönüştürüp, kenar
uzaklıklarını korduğundan ve f(O) = O olduğundan dolayı V1, V9, V13 ve V25 noktalarını
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rhomb৻c tr৻acontaheronun y৻ne b৻r yüzünün köşe noktalarına dönüştürür. Ayrıca bu
dönüştürme ৻şlem৻ gerçekleş৻rken kenar uzunlukları korunacağından dolayı
i, j ∈ {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} olmak üzere f(V1) = Vi ve de
k, l ∈ {13,14,15,16,17,18,19,20,21,22,23,24,25,26,27,28,29,30,31} ve ViVk, ViVl, VjVk ve
VjVl rhomb৻c tr৻acontahedronun dört kenarı olmak üzere f(V9) = Vj , f(V13) = Vk ,
f(V25) = Vl olur. Açıkça ৻fade ed৻l৻rse f ৻zometr৻s৻, rhomb৻c tr৻acontahedronun b৻r
yüzünün köşe noktalarını y৻ne b৻r yüzünün köşe noktalarına dönüştürür. O halde rhomb৻c
tr৻acontahedron 30 tane eşkenar dörtgen b৻ç৻m৻nde yüze sah৻p olduğundan b৻r yüzün
dönüşeb৻leceğ৻ 30 yüz ৻ht৻mal৻ vardır. Ayrıca kenar uzunlukları ve dolayısıyla köşegen
uzunlukları korunmak zorunda olduğundan V1 noktasının b৻r yüz üzer৻nde dönüşeb৻leceğ৻
nokta 2 farklı şek৻lde bell৻d৻r ve bu dönüşüm V9 un dönüştüğü nokta ৻le yer değ৻şt৻rmeden
৻barett৻r. Bundan başka d৻ğer ৻k৻ köşen৻n noktaları olan V13 ve V25 ৻ç৻n de ৻k৻ ৻ht৻mal vardır.
Bu takt৻rde rhomb৻c tr৻acontahedronun her b৻r yüzü ৻ç৻n 4 ৻ht৻mal olduğundan dolayı bu
noktaların dönüşeb৻leceğ৻ 120 ৻ht৻mal vardır. Bu ৻ht৻maller ৻se aşağıda tek tek sıralanmış
ve her b৻r dönüşümün önceden tesp৻t ed৻len hareketlerden hang৻s৻ne karşılık geld৻ğ৻ ৻fade
ed৻lm৻şt৻r.

1. f(V1) = V3 ৻se f(V9) = V9 , f(V13) = V13 ve f(V25) = V29 ৻se ∆ : x = 0 düzlem৻
olmak üzere f = σ∆ yansımasıdır.

2. f(V1) = V1 ৻se f(V9) = V11 , f(V13) = V15 ve f(V25) = V27 ৻se∆ : y = 0 düzlem৻
olmak üzere f = σ∆ yansımasıdır.

3. f(V1) = V2 ৻se f(V9) = V10 , f(V13) = V14 ve f(V25) = V26 ৻se∆ : z = 0 düzlem৻
olmak üzere f = σ∆ yansımasıdır.

4. f(V1) = V12 ৻se f(V9) = V4 , f(V13) = V32 ve f(V25) = V16 ৻se ∆ : (φ− 1)x +

y + φz = 0 düzlem৻ olmak üzere f = σ∆ yansımasıdır.

5. f(V1) = V5 ৻se f(V9) = V9 , f(V13) = V21 ve f(V25) = V25 ৻se ∆ : (φ− 1)x +

y − φz = 0 düzlem৻ olmak üzere f = σ∆ göre yansımasıdır.

6. f(V1) = V10 ৻se f(V9) = V9 , f(V13) = V23 ve f(V25) = V21 ৻se ∆ : (φ− 1)x −
y + φz = 0 düzlem৻ olmak üzere f = σ∆ göre yansımasıdır.

7. f(V1) = V6 ৻se f(V9) = V2 , f(V13) = V28 ve f(V25) = V18 ৻se ∆ : (φ− 1)x −
y − φz = 0 düzlem৻ olmak üzere f = σ∆ göre yansımasıdır.
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8. f(V1) = V11 ৻se f(V9) = V8 , f(V13) = V31 ve f(V25) = V24 ৻se ∆ : x + φy +

(φ− 1) z = 0 düzlem৻ olmak üzere f = σ∆ göre yansımasıdır.

9. f(V1) = V9 ৻se f(V9) = V1 , f(V13) = V13 ve f(V25) = V25 ৻se ∆ : x − φy +

(φ− 1) z = 0 düzlem৻ olmak üzere f = σ∆ göre yansımasıdır.

10. f(V1) = V1 ৻se f(V9) = V6 , f(V13) = V27 ve f(V25) = V17 ৻se ∆ : −x + φy +

(φ− 1) z = 0 düzlem৻ olmak üzere f = σ∆ göre yansımasıdır.

11. f(V1) = V1 ৻se f(V9) = V3 , f(V13) = V13 ve f(V25) = V15 ৻se ∆ : −x − φy +

(φ− 1) z = 0 düzlem৻ olmak üzere f = σ∆ göre yansımasıdır.

12. f(V1) = V8 ৻se f(V9) = V7 , f(V13) = V19 ve f(V25) = V20 ৻se ∆ : φx +

(φ− 1) y + z = 0 düzlem৻ olmak üzere f = σ∆ göre yansımasıdır.

13. f(V1) = V1 ৻se f(V9) = V9 , f(V13) = V25 ve f(V25) = V13 ৻se ∆ : φx +

(φ− 1) y − z = 0 düzlem৻ olmak üzere f = σ∆ göre yansımasıdır.

14. f(V1) = V1 ৻se f(V9) = V5 , f(V13) = V17 ve f(V25) = V25 ৻se ∆ : −φx +

(φ− 1) y + z = 0 düzlem৻ olmak üzere f = σ∆ göre yansımasıdır.

15. f(V1) = V7 ৻se f(V9) = V9 , f(V13) = V29 ve f(V25) = V23 ৻se ∆ : −φx +

(φ− 1) y − z = 0 düzlem৻ olmak üzere f = σ∆ göre yansımasıdır.

16. f(V1) = V2 ৻se f(V9) = V12 , f(V13) = V16 ve f(V25) = V28 ৻se dönme eksen৻
(1, 0, 0) olmak üzere f = rπ dönmed৻r.

17. f(V1) = V4 ৻se f(V9) = V10 , f(V13) = V14 ve f(V25) = V30 ৻se dönme eksen৻
(0, 1, 0) olmak üzere f = rπ dönmed৻r.

18. f(V1) = V3 ৻se f(V9) = V11 , f(V13) = V15 ve f(V25) = V31 ৻se dönme eksen৻
(0, 0, 1) olmak üzere f = rπ dönmed৻r.

19. f(V1) = V5 ৻se f(V9) = V1 , f(V13) = V17 ve f(V25) = V25 ৻se dönme eksen৻
( 1√

3
, 1√

3
, 1√

3
) olmak üzere f = r 2π

3
dönmed৻r.

20. f(V1) = V9 ৻se f(V9) = V5 , f(V13) = V21 ve f(V25) = V25 ৻se dönme eksen৻
( 1√

3
, 1√

3
, 1√

3
) olmak üzere f = r 4π

3
dönmed৻r.
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21. f(V1) = V10 ৻se f(V9) = V7 , f(V13) = V23 ve f(V25) = V30 ৻se dönme eksen৻
(− 1√

3
, 1√

3
, 1√

3
) olmak üzere f = r 2π

3
dönmed৻r.

22. f(V1) = V8 ৻se f(V9) = V3 , f(V13) = V19 ve f(V25) = V31 ৻se dönme eksen৻
(− 1√

3
, 1√

3
, 1√

3
)olmak üzere f = r 4π

3
dönmed৻r.

23. f(V1) = V11 ৻se f(V9) = V8 , f(V13) = V24 ve f(V25) = V31 ৻se dönme eksen
( 1√

3
,− 1√

3
, 1√

3
) olmak üzere f = r 2π

3
dönmed৻r.

24. f(V1) = V6 ৻se f(V9) = V2 , f(V13) = V18 ve f(V25) = V28 ৻se dönme eksen৻
( 1√

3
,− 1√

3
, 1√

3
) olmak üzere f = r 4π

3
dönmed৻r.

25. f(V1) = V12 ৻se f(V9) = V6 , f(V13) = V22 ve f(V25) = V28 ৻se dönme eksen৻
( 1√

3
, 1√

3
,− 1√

3
) olmak üzere f = r 2π

3
dönmed৻r.

26. f(V1) = V7 ৻se f(V9) = V4 , f(V13) = V20 ve f(V25) = V30 ৻se dönme eksen৻
( 1√

3
, 1√

3
,− 1√

3
) olmak üzere f = r 4π

3
dönmed৻r.

27. f(V1) = V9 ৻se f(V9) = V3 , f(V13) = V13 ve f(V25) = V29 ৻se dönme eksen৻
(0, (φ−1)√

3
, φ√

3
) olmak üzere f = r 2π

3
dönmed৻r.

28. f(V1) = V3 ৻se f(V9) = V1 , f(V13) = V13 ve f(V25) = V15 ৻se dönme eksen৻
(0, (φ−1)√

3
, φ√

3
) olmak üzere f = r 4π

3
dönmed৻r.

29. f(V1) = V11 ৻se f(V9) = V6 , f(V13) = V27 ve f(V25) = V22 ৻se dönme eksen৻
(0, (φ−1)√

3
,− φ√

3
) olmak üzere f = r 2π

3
dönmed৻r.

30. f(V1) = V3 ৻se f(V9) = V8 , f(V13) = V31 ve f(V25) = V19 ৻se dönme eksen৻
(0, (φ−1)√

3
,− φ√

3
) olmak üzere f = r 4π

3
dönmed৻r.

31. f(V1) = V2 ৻se f(V9) = V5 , f(V13) = V18 ve f(V25) = V26 ৻se dönme eksen৻
( (φ−1)√

3
, φ√

3
, 0) olmak üzere f = r 2π

3
dönmed৻r.

32. f(V1) = V7 ৻se f(V9) = V10 , f(V13) = V30 ve f(V25) = V23 ৻se dönme eksen৻
( (φ−1)√

3
, φ√

3
, 0) olmak üzere f = r 4π

3
dönmed৻r.

33. f(V1) = V8 ৻se f(V9) = V7 , f(V13) = V20 ve f(V25) = V19 ৻se dönme
eksen৻( (φ−1)√

3
,− φ√

3
, 0) olmak üzere f = r 2π

3
dönmed৻r.
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34. f(V1) = V2 ৻se f(V9) = V10 , f(V13) = V26 ve f(V25) = V14 ৻se dönme eksen৻
( (φ−1)√

3
,− φ√

3
, 0) olmak üzere f = r 4π

3
dönmed৻r.

35. f(V1) = V6 ৻se f(V9) = V11 , f(V13) = V22 ve f(V25) = V27 ৻se dönme eksen৻
( φ√

3
, 0, (φ−1)√

3
) olmak üzere f = r 2π

3
dönmed৻r.

36. f(V1) = V5 ৻se f(V9) = V2 , f(V13) = V26 ve f(V25) = V18 ৻se dönme eksen৻
( φ√

3
, 0, (φ−1)√

3
) olmak üzere f = r 4π

3
dönmed৻r.

37. f(V1) = V10 ৻se f(V9) = V4 , f(V13) = V30 ve f(V25) = V14 ৻se dönme eksen৻
(− φ√

3
, 0, (φ−1)√

3
) olmak üzere f = r 2π

3
dönmed৻r.

38. f(V1) = V12 ৻se f(V9) = V11 , f(V13) = V24 ve f(V25) = V22 ৻se dönme eksen৻
(− φ√

3
, 0, (φ−1)√

3
) olmak üzere f = r 4π

3
dönmed৻r.

39. f(V1) = V5 ৻se f(V9) = V9 , f(V13) = V25 ve f(V25) = V21 ৻se dönme eksen৻(
0,
√

φ+2
5
,
√

3−φ
5

)
olmak üzere f = r 2π

5
dönmed৻r.

40. f(V1) = V10 ৻se f(V9) = V9 , f(V13) = V21 ve f(V25) = V23 ৻se dönme eksen৻(
0,
√

φ+2
5
,
√

3−φ
5

)
olmak üzere f = r 4π

5
dönmed৻r.

41. f(V1) = V7 ৻se f(V9) = V9 , f(V13) = V23 ve f(V25) = V29 ৻se dönme eksen৻(
0,
√

φ+2
5
,
√

3−φ
5

)
olmak üzere f = r 6π

5
dönmed৻r.

42. f(V1) = V3 ৻se f(V9) = V9 , f(V13) = V29 ve f(V25) = V13 ৻se dönme eksen৻(
0,
√

φ+2
5
,
√

3−φ
5

)
olmak üzere f = r 8π

5
dönmed৻r.

43. f(V1) = V6 ৻se f(V9) = V5 , f(V13) = V17 ve f(V25) = V18 ৻se dönme eksen৻(
0,−

√
φ+2
5
,
√

3−φ
5

)
olmak üzere f = r 2π

5
dönmed৻r.

44. f(V1) = V12 ৻se f(V9) = V2 , f(V13) = V28 ve f(V25) = V16 ৻se dönme eksen৻(
0,−

√
φ+2
5
,
√

3−φ
5

)
olmak üzere f = r 4π

5
dönmed৻r.

45. f(V1) = V8 ৻se f(V9) = V4 , f(V13) = V32 ve f(V25) = V20 ৻se dönme eksen৻(
0,−

√
φ+2
5
,
√

3−φ
5

)
olmak üzere f = r 6π

5
dönmed৻r.

46. f(V1) = V3 ৻se f(V9) = V7 , f(V13) = V19 ve f(V25) = V29 ৻se dönme
eksen৻

(
0,−

√
φ+2
5
,
√

3−φ
5

)
olmak üzere f = r 8π

5
dönmed৻r.
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47. f(V1) = V1 ৻se f(V9) = V3 , f(V13) = V15 ve f(V25) = V13 ৻se dönme eksen৻(√
φ+2
5
,
√

3−φ
5
, 0
)
olmak üzere f = r 2π

5
dönmed৻r.

48. f(V1) = V1 ৻se f(V9) = V11 , f(V13) = V27 ve f(V25) = V15 ৻se dönme eksen৻(√
φ+2
5
,
√

3−φ
5
, 0
)
olmak üzere f = r 4π

5
dönmed৻r.

49. f(V1) = V1 ৻se f(V9) = V6 , f(V13) = V17 ve f(V25) = V27 ৻se dönme eksen৻(√
φ+2
5
,
√

3−φ
5
, 0
)
olmak üzere f = r 6π

5
dönmed৻r.

50. f(V1) = V1 ৻se f(V9) = V5 , f(V13) = V25 ve f(V25) = V17 ৻se dönme eksen৻(√
φ+2
5
,
√

3−φ
5
, 0
)
olmak üzere f = r 8π

5
dönmed৻r.

51. f(V1) = V11 ৻se f(V9) = V1 , f(V13) = V15 ve f(V25) = V27 ৻se dönme eksen৻(
−
√

φ+2
5
,
√

3−φ
5
, 0
)
olmak üzere f = r 2π

5
dönmed৻r.

52. f(V1) = V8 ৻se f(V9) = V11 , f(V13) = V31 ve f(V25) = V24 ৻se dönme eksen৻(
−
√

φ+2
5
,
√

3−φ
5
, 0
)
olmak üzere f = r 4π

5
dönmed৻r.

53. f(V1) = V7 ৻se f(V9) = V8 , f(V13) = V19 ve f(V25) = V20 ৻se dönme eksen৻(
−
√

φ+2
5
,
√

3−φ
5
, 0
)
olmak üzere f = r 6π

5
dönmed৻r.

54. f(V1) = V9 ৻se f(V9) = V7 , f(V13) = V29 ve f(V25) = V23 ৻se dönme eksen৻(
−
√

φ+2
5
,
√

3−φ
5
, 0
)
olmak üzere f = r 8π

5
dönmed৻r.

55. f(V1) = V6 ৻se f(V9) = V1 , f(V13) = V27 ve f(V25) = V17 ৻se dönme eksen৻(√
3−φ
5
, 0,
√

φ+2
5

)
olmak üzere f = r 2π

5
dönmed৻r.

56. f(V1) = V2 ৻se f(V9) = V6 , f(V13) = V28 ve f(V25) = V18 ৻se dönme eksen৻(√
3−φ
5
, 0,
√

φ+2
5

)
olmak üzere f = r 4π

5
dönmed৻r.

57. f(V1) = V10 ৻se f(V9) = V2 , f(V13) = V14 ve f(V25) = V26 ৻se dönme eksen৻(√
3−φ
5
, 0,
√

φ+2
5

)
olmak üzere f = r 6π

5
dönmed৻r.

58. f(V1) = V9 ৻se f(V9) = V10 , f(V13) = V23 ve f(V25) = V21 ৻se dönme eksen৻(√
3−φ
5
, 0,
√

φ+2
5

)
olmak üzere f = r 8π

5
dönmed৻r.

59. f(V1) = V11 ৻se f(V9) = V3 , f(V13) = V31 ve f(V25) = V15 ৻se dönme eksen৻(
−
√

3−φ
5
, 0,
√

φ+2
5

)
olmak üzere f = r 2π

5
dönmed৻r.
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60. f(V1) = V12 ৻se f(V9) = V8 , f(V13) = V32 ve f(V25) = V24 ৻se dönme eksen৻(
−
√

3−φ
5
, 0,
√

φ+2
5

)
olmak üzere f = r 4π

5
dönmed৻r.

61. f(V1) = V2 ৻se f(V9) = V4 , f(V13) = V14 ve f(V25) = V16 ৻se dönme eksen৻(
−
√

3−φ
5
, 0,
√

φ+2
5

)
olmak üzere f = r 6π

5
dönmed৻r.

62. f(V0) = V5 ৻se f(V9) = V10 , f(V13) = V21 ve f(V25) = V26 ৻se dönme eksen৻(
−
√

3−φ
5
, 0,
√

φ+2
5

)
) olmak üzere f = r 8π

5
dönmed৻r.

63. f(V1) = V9 ৻se f(V9) = V1 , f(V13) = V25 ve f(V25) = V13 ৻se dönme eksen৻(
φ−1
2
, 1
2
, φ
2

)
olmak üzere f = rπ dönmed৻r.

64. f(V1) = V8 ৻se f(V9) = V12 , f(V13) = V24 ve f(V25) = V32 ৻se dönme eksen৻(
φ−1
2
, 1
2
,−φ

2

)
olmak üzere f = rπ dönmed৻r.

65. f(V1) = V11 ৻se f(V9) = V12 , f(V13) = V22 ve f(V25) = V24 ৻se dönme eksen৻(
φ−1
2
,−1

2
, φ
2

)
olmak üzere f = rπ dönmed৻r.

66. f(V1) = V7 ৻se f(V9) = V3 , f(V13) = V29 ve f(V25) = V19 ৻se dönme eksen৻(
φ−1
2
,−1

2
,−φ

2

)
olmak üzere f = rπ dönmed৻r.

67. f(V1) = V10 ৻se f(V9) = V5 , f(V13) = V26 ve f(V25) = V21 ৻se dönme eksen৻(
1
2
, φ
2
, φ−1

2

)
olmak üzere f = rπ dönmed৻r.

68. f(V1) = V12 ৻se f(V9) = V4 , f(V13) = V16 ve f(V25) = V32 ৻se dönme eksen৻(
1
2
,−φ

2
, φ−1

2

)
olmak üzere f = rπ dönmed৻r.

69. f(V1) = V4 ৻se f(V9) = V7 , f(V13) = V30 ve f(V25) = V20 ৻se dönme eksen৻(
−1

2
, φ
2
, φ−1

2

)
olmak üzere f = rπ dönmed৻r.

70. f(V1) = V4 ৻se f(V9) = V2 , f(V13) = V16 ve f(V25) = V14 ৻se dönme eksen৻(
−1

2
,−φ

2
, φ−1

2

)
olmak üzere f = rπ dönmed৻r.

71. f(V1) = V5 ৻se f(V9) = V6 , f(V13) = V18 ve f(V25) = V17 ৻se dönme eksen৻(
φ
2
, φ−1

2
, 1
2

)
olmak üzere f = rπ dönmed৻r.

72. f(V1) = V4 ৻se f(V9) = V12 , f(V13) = V32 ve f(V25) = V16 ৻se dönme eksen৻(
φ
2
, φ−1

2
,−1

2

)
olmak üzere f = rπ dönmed৻r.
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73. f(V1) = V4 ৻se f(V9) = V8 , f(V13) = V20 ve f(V25) = V32 ৻se dönme eksen৻(
−φ

2
, φ−1

2
, 1
2

)
olmak üzere f = rπ dönmed৻r.

74. f(V1) = V6 ৻se f(V9) = V12 , f(V13) = V28 ve f(V25) = V22 ৻se dönme eksen৻(
−φ

2
, φ−1

2
,−1

2

)
olmak üzere f = rπ dönmed৻r.

75. f(V1) = V8 ৻se f(V9) = V4 , f(V13) = V20 ve f(V25) = V32 ৻se dönme eksen৻
( 1√

3
, 1√

3
, 1√

3
) olmak üzere f = σOr 2π

3
dönme ৻nvers৻yonudur.

76. f(V1) = V12 ৻se f(V9) = V8 , f(V13) = V24 ve f(V25) = V32 ৻se dönme eksen৻
( 1√

3
, 1√

3
, 1√

3
) olmak üzere f = σOr 4π

3
dönme ৻nvers৻yonudur.

77. f(V1) = V11 ৻se f(V9) = V6 , f(V13) = V22 ve f(V25) = V27 ৻se dönme eksen৻
(− 1√

3
, 1√

3
, 1√

3
) olmak üzere f = σOr 2π

3
dönme ৻nvers৻yonudur.

78. f(V1) = V5 ৻se f(V9) = V2 , f(V13) = V18 ve f(V25) = V26 ৻se dönme eksen৻
(− 1√

3
, 1√

3
, 1√

3
) olmak üzere f = σOr 4π

3
dönme ৻nvers৻yonudur.

79. f(V1) = V10 ৻se f(V9) = V5 , f(V13) = V21 ve f(V25) = V26 ৻se dönme eksen৻
( 1√

3
,− 1√

3
, 1√

3
) olmak üzere f = σOr 2π

3
dönme ৻nvers৻yonudur.

80. f(V1) = V7 ৻se f(V9) = V3 , f(V13) = V19 ve f(V25) = V29 ৻se dönme eksen৻
( 1√

3
,− 1√

3
, 1√

3
) olmak üzere f = σOr 4π

3
dönme ৻nvers৻yonudur.

81. f(V1) = V9 ৻se f(V9) = V7 , f(V13) = V23 ve f(V25) = V29 ৻se dönme eksen৻
( 1√

3
, 1√

3
,− 1√

3
) olmak üzere f = σOr 2π

3
dönme ৻nvers৻yonudur.

82. f(V1) = V6 ৻se f(V9) = V1 , f(V13) = V17 ve f(V25) = V27 ৻se dönme
eksen৻( 1√

3
, 1√

3
,− 1√

3
) olmak üzere f = σOr 4π

3
dönme ৻nvers৻yonudur.

83. f(V1) = V12 ৻se f(V9) = V2 , f(V13) = V16 ve f(V25) = V28 ৻se dönme eksen৻(
0, (φ−1)√

3
, φ√

3

)
olmak üzere f = σOr 2π

3
dönme ৻nvers৻yonudur.

84. f(V1) = V2 ৻se f(V9) = V4 , f(V13) = V16 ve f(V25) = V14 ৻se dönme eksen৻(
0, (φ−1)√

3
, φ√

3

)
olmak üzere f = σOr 4π

3
dönme ৻nvers৻yonudur.

85. f(V1) = V10 ৻se f(V9) = V7 , f(V13) = V30 ve f(V25) = V23 ৻se dönme eksen৻(
0, (φ−1)√

3
,− φ√

3

)
olmak üzere f = σOr 2π

3
dönme ৻nvers৻yonudur.
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86. f(V1) = V2 ৻se f(V9) = V5 , f(V13) = V26 ve f(V25) = V18 ৻se dönme
eksen৻

(
0, (φ−1)√

3
,− φ√

3

)
olmak üzere f = σOr 4π

3
dönme ৻nvers৻yonudur.

87. f(V1) = V3 ৻se f(V9) = V8 , f(V13) = V19 ve f(V25) = V31 ৻se dönme eksen৻(
(φ−1)√

3
, φ√

3
, 0
)
olmak üzere f = σOr 2π

3
dönme ৻nvers৻yonudur.

88. f(V1) = V6 ৻se f(V9) = V11 , f(V13) = V27 ve f(V25) = V22 ৻se dönme eksen৻(
(φ−1)√

3
, φ√

3
, 0
)
olmak üzere f = σOr 4π

3
dönme ৻nvers৻yonudur.

89. f(V1) = V5 ৻se f(V9) = V6 , f(V13) = V17 ve f(V25) = V18 ৻se dönme eksen৻(
(φ−1)√

3
,− φ√

3
, 0
)
olmak üzere f = σOr 2π

3
dönme ৻nvers৻yonudur.

90. f(V1) = V3 ৻se f(V9) = V11 , f(V13) = V31 ve f(V25) = V15 ৻se dönme eksen৻(
(φ−1)√

3
,− φ√

3
, 0
)
olmak üzere f = σOr 4π

3
dönme ৻nvers৻yonudur.

91. f(V1) = V7 ৻se f(V9) = V10 , f(V13) = V23 ve f(V25) = V30 ৻se dönme eksen৻(
φ√
3
, 0, (φ−1)√

3

)
olmak üzere f = σOr 2π

3
dönme ৻nvers৻yonudur.

92. f(V1) = V8 ৻se f(V9) = V3 , f(V13) = V31 ve f(V25) = V19 ৻se dönme eksen৻(
φ√
3
, 0, (φ−1)√

3

)
olmak üzere f = σOr 4π

3
dönme ৻nvers৻yonudur.

93. f(V1) = V11 ৻se f(V9) = V1 , f(V13) = V27 ve f(V25) = V15 ৻se dönme eksen৻(
− φ√

3
, 0, (φ−1)√

3

)
olmak üzere f = σOr 2π

3
dönme ৻nvers৻yonudur.

94. f(V1) = V9 ৻se f(V9) = V10 , f(V13) = V21 ve f(V25) = V23 ৻se dönme eksen৻(
− φ√

3
, 0, (φ−1)√

3

)
olmak üzere f = σOr 4π

3
dönme ৻nvers৻yonudur.

95. f(V1) = V8 ৻se f(V9) = V12 , f(V13) = V32 ve f(V25) = V24 ৻se dönme eksen৻(
0,
√

φ+2
5
,
√

3−φ
5

)
e olmak üzere f = σOr 2π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

96. f(V1) = V11 ৻se f(V9) = V12 , f(V13) = V24 ve f(V25) = V22 ৻se dönme eksen৻(
0,
√

φ+2
5
,
√

3−φ
5

)
olmak üzere f = σOr 4π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

97. f(V1) = V6 ৻se f(V9) = V12 , f(V13) = V22 ve f(V25) = V28 ৻se dönme eksen৻(
0,
√

φ+2
5
,
√

3−φ
5

)
olmak üzere f = σOr 6π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

98. f(V1) = V2 ৻se f(V9) = V12 , f(V13) = V28 ve f(V25) = V16 ৻se dönme eksen৻(
0,
√

φ+2
5
,
√

3−φ
5

)
olmk üzere f = σOr 8π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.
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99. f(V1) = V7 ৻se f(V9) = V8 , f(V13) = V20 ve f(V25) = V19 ৻se dönme eksen৻(
0,−

√
φ+2
5
,
√

3−φ
5

)
olmak üzere f = σOr 2π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

100. f(V1) = V9 ৻se f(V9) = V3 , f(V13) = V29 ve f(V25) = V13 ৻se dönme eksen৻(
0,−

√
φ+2
5
,
√

3−φ
5

)
olmak üzere f = σOr 4π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

101. f(V1) = V5 ৻se f(V9) = V1 , f(V13) = V25 ve f(V25) = V17 ৻se dönme
eksen৻

(
0,−

√
φ+2
5
,
√

3−φ
5

)
olmak üzere f = σOr 6π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

102. f(V1) = V2 ৻se f(V9) = V6 , f(V13) = V18 ve f(V25) = V28 ৻se dönme eksen৻(
0,−

√
φ+2
5
,
√

3−φ
5

)
olmak üzere f = σOr 8π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

103. f(V1) = V4 ৻se f(V9) = V2 , f(V13) = V14 ve f(V25) = V16 ৻se dönme eksen৻(√
3−φ
5
, 0,
√

φ+2
5

)
olmak üzere f = σOr 2π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

104. f(V1) = V4 ৻se f(V9) = V10 , f(V13) = V30 ve f(V25) = V14 ৻se dönme eksen৻(√
3−φ
5
, 0,
√

φ+2
5

)
olmak üzere f = σOr 4π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

105. f(V1) = V4 ৻se f(V9) = V7, f(V13) = V20 ve f(V25) = V30 ৻se dönme eksen৻(√
3−φ
5
, 0,
√

φ+2
5

)
olmak üzere f = σOr 6π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

106. f(V1) = V4 ৻se f(V9) = V8 , f(V13) = V32 ve f(V25) = V20 ৻se dönme eksen৻(√
3−φ
5
, 0,
√

φ+2
5

)
olmak üzere f = σOr 8π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

107. f(V1) = V10 ৻se f(V9) = V4 , f(V13) = V14 ve f(V25) = V30 ৻se dönme eksen৻(√
3−φ
5
, 0,−

√
φ+2
5

)
olmak üzere f = σOr 2π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

108. f(V1) = V5 ৻se f(V9) = V10 , f(V13) = V26 ve f(V25) = V21 ৻se dönme eksen৻(√
3−φ
5
, 0,−

√
φ+2
5

)
olmak üzere f = σOr 4π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

109. f(V1) = V6 ৻se f(V9) = V5 , f(V13) = V18 ve f(V25) = V17 ৻se dönme eksen৻(√
3−φ
5
, 0,−

√
φ+2
5

)
olmak üzere f = σOr 6π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

110. f(V1) = V12 ৻se f(V9) = V6 , f(V13) = V28 ve f(V25) = V22 ৻se dönme eksen৻(√
3−φ
5
, 0,−

√
φ+2
5

)
olmak üzere f = σOr 8π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

111. f(V1) = V7 ৻se f(V9) = V4 , f(V13) = V30 ve f(V25) = V20 ৻se dönme eksen৻(√
φ+2
5
,
√

3−φ
5
, 0
)
eksen৻ne göre f = σOr 2π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.
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112. f(V1) = V3 ৻se f(V9) = V7 , f(V13) = V29 ve f(V25) = V19 ৻se dönme eksen৻(√
φ+2
5
,
√

3−φ
5
, 0
)
olmak üzere f = σOr 4π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

113. f(V1) = V11 ৻se f(V9) = V3 , f(V13) = V15 ve f(V25) = V31 ৻se dönme eksen৻(√
φ+2
5
,
√

3−φ
5
, 0
)
olmak üzere f = σOr 6π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

114. f(V1) = V12 ৻se f(V9) = V11 , f(V13) = V27 ve f(V25) = V24 ৻se dönme eksen৻(√
φ+2
5
,
√

3−φ
5
, 0
)
olmak üzere f = σOr 8π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

115. f(V1) = V10 ৻se f(V9) = V2 , f(V13) = V26 ve f(V25) = V14 ৻se dönme eksen৻(√
φ+2
5
,−
√

3−φ
5
, 0
)
olmak üzere f = σOr 2π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

116. f(V1) = V9 ৻se f(V9) = V5 , f(V13) = V25 ve f(V25) = V21 ৻se dönme eksen৻(√
φ+2
5
,−
√

3−φ
5
, 0
)
olmak üzere f = σOr 4π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

117. f(V1) = V3 ৻se f(V9) = V1 , f(V13) = V15 ve f(V25) = V13 ৻se dönme eksen৻(√
φ+2
5
,−
√

3−φ
5
, 0
)
olmak üzere f = σOr 6π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

118. f(V1) = V8 ৻se f(V9) = V11 , f(V13) = V24 ve f(V25) = V31 ৻se dönme eksen৻(√
φ+2
5
,−
√

3−φ
5
, 0
)
olmak üzere f = σOr 8π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

119. f(V1) = V1 ৻se f(V9) = V9 , f(V13) = V13 ve f(V25) = V25 ৻se f b৻r৻m
dönüşümdür.

120. f(V1) = V4 ৻se f(V9) = V12 , f(V13) = V16 ve f(V25) = V32 ৻se f ৻nvers৻yondur.

Buna göre or৻j৻n৻ koruyan f ৻zometr৻s৻ G(RT ) n৻n b৻r elemanıdır. B৻r başka dey৻şle
rhomb৻c tr৻acontahedron uzaklığını koruyan Ökl৻dyen ৻zometr৻ler dışında b৻r ৻zometr৻ yoktur.

Önerme 6.8 f : R3
RT → R3

RT dönüşümü b৻r ৻zometr৻ olsun. f = TA ◦ g olacak şek৻lde b৻r
tek TA ∈ T (3) ve g ∈ G(RT ) vardır.

İspat A = (a1, a2, a3) olmak üzere f(O) = A olsun. Bu takt৻rde g = T−A ◦ f olacak
şek৻lde tanımlı g dönüşümü b৻r ৻zometr৻d৻r ve g(O) = O olur. Böylece Önerme 5.7 den
dolayı g ∈ G(D) ve f = TA ◦ g olur. İspatın tekl৻ğ৻ aş৻kardır.
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Buna göre rhomb൴c tr൴acontahedron metr൴ğ൴ ൴le donatılmış anal൴t൴k 3−uzayın
൴zometr൴ler൴n൴n grubu rhomb൴c tr൴acontahedronun (Ökl൴dyen) s൴metr൴ grubu olan Ih ൴le
3−boyutlu anal൴t൴k uzayın tüm ötelemeler൴n൴n grubu olan T (3) ün yarı-d൴rekt çarpımıdır.
Yan൴ R3

RT nın tüm ൴zometr൴ler൴n൴n kümes൴ T (3).G(RT ) d൴r.
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7. DİSDYAKİS TRİACONTAHEDRON UZAYI

7.1 D൴sdyak൴s Tr൴acontahedron Metr൴ğ൴ ve Özell൴kler൴

Truncated ൴cos൴dodecahedronun dual൴ olan d൴sdyak൴s tr൴acontahedron, hexak൴s
൴cosahedron ya da k൴srhomb൴c tr൴acontahedron 120 yüze sah൴p b൴r katalan c൴sm൴d൴r.
Rhomb൴c tr൴acontahedronun her b൴r yüzüne düzgün b൴r şek൴lde tek b൴r köşede buluşan 4 er
üçgen yerleşt൴r൴l൴rse d൴sdyak൴s tr൴acontahedron elde ed൴l൴r, yan൴ d൴sdyak൴s tr൴acontahedron
rhomb൴c tr൴acontahedronun Kleetopudur. Bu c൴s൴m Katalan ve Arş൴med c൴s൴mler൴ arasında
en çok yüze sah൴p olanıdır.

B൴r൴m küres൴ d൴sdyak൴s tr൴acontahedron olan uzaklık fonks൴yonu dDT ൴le göster൴l൴r ve
bu uzaklık fonks൴yonunun metr൴k aks൴yomlarını sağladığı ve bazı özell൴kler൴ (Can, Çolak ve
Gel൴şgen, 2015) kaynağından ver൴lmekted൴r.

Tanım 7.1 P1 = (x1, y1, z1) ve P2 = (x2, y2, z2) R3 te ৻k৻ farklı nokta olsun.
|α1| = |x1 − x2| , |α2| = |y1 − y2| ve |α3| = |z1 − z2| olmak üzere

dDT (P1, P2) = max



|α1|+ 4φ−5
11

max



|α2|+ |α3| ,
(1− φ) |α1|+ 2 |α2|+ (1 + φ) |α3| ,
−φ |α1|+ (2 + φ) |α2|+ 2φ |α3| ,
(1− 2φ) |α1|+ (1 + φ) |α2|+ 3φ |α3| ,
2 (1− φ) |α1|+ |α2|+ (2φ+ 1) |α3|


,

|α2|+ 4φ−5
11

max



|α1|+ |α3| ,
(1 + φ) |α1|+ (1− φ) |α2|+ 2 |α3| ,
2φ |α1| − φ |α2|+ (2 + φ) |α3| ,
3φ |α1|+ (1− 2φ) |α2|+ (1 + φ) |α3| ,
(2φ+ 1) |α1|+ 2 (1− φ) |α2|+ |α3|


,

|α3|+ 4φ−5
11

max



|α1|+ |α2| ,
2 |α1|+ (1 + φ) |α2|+ (1− φ) |α3| ,
(2 + φ) |α1|+ 2φ |α2| − φ |α3| ,
(1 + φ) |α1|+ 3φ |α2|+ (1− 2φ) |α3| ,
|α1|+ (2φ+ 1) |α2|+ 2 (1− φ) |α3|




b৻ç৻m৻nde tanımlanan dDT : R3 × R3 → [0,∞) uzaklık fonks৻yonuna d৻sdyak৻s
tr৻acontahedron uzaklık fonks৻yonu den৻r.
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Şek൴l 7.1 D൴sdyak൴s Tr൴acontahedron

Yardımcı Teorem 7.1 P1 = (x1, y1, z1) ve P2 = (x2, y2, z2) R3 te ৻k৻ farklı nokta olsun. Bu
durumda

dDT (P1, P2) ≥ |x1 − x2|+4φ−5
11

max



|y1 − y2|+ |z1 − z2| ,
(1− φ) |x1 − x2|+2 |y1 − y2|+(1 + φ) |z1 − z2| ,
−φ |x1 − x2|+ (2 + φ) |y1 − y2|+2φ |z1 − z2| ,
(1− 2φ) |x1 − x2|+ (1 + φ) |y1 − y2|+3φ |z1 − z2| ,
2 (1− φ) |x1 − x2|+ |y1 − y2|+ (2φ+ 1) |z1 − z2|



dDT (P1, P2) ≥ |y1 − y2|+4φ−5
11

max



|x1 − x2|+ |z1 − z2| ,
(1 + φ) |x1 − x2|+(1− φ) |y1 − y2|+2 |z1 − z2| ,
2φ |x1 − x2| − φ |y1 − y2|+ (2 + φ) |z1 − z2| ,
3φ |x1 − x2|+ (1− 2φ) |y1 − y2|+ (1 + φ) |z1 − z2| ,
(2φ+ 1) |x1 − x2|+2 (1− φ) |y1 − y2|+ |z1 − z2|



dDT (P1, P2) ≥ |z1 − z2|+4φ−5
11

max



|x1 − x2|+ |y1 − y2| ,
2 |x1 − x2|+(1 + φ) |y1 − y2|+(1− φ) |z1 − z2| ,
(2 + φ) |x1 − x2|+2φ |y1 − y2| − φ |z1 − z2| ,
(1 + φ) |x1 − x2|+3φ |y1 − y2|+ (1− 2φ) |z1 − z2| ,
|x1 − x2|+ (2φ+ 1) |y1 − y2|+2 (1− φ) |z1 − z2|


dır.

İspat Maks৻mum fonks৻yonun tanımından ৻spat aş৻kardır.

Teorem 7.1 R3 te dDT uzaklık fonks৻yonu metr৻kt৻r ve bu metr৻kle donatılmış uzayın b৻r৻m
küres৻ d৻sdyak৻s tr৻acontahedrondur.

İspat dDT : R3 × R3 → R d৻sdyak৻s tr৻acontahedron uzaklık fonks৻yonu ve
P1=(x1, y1, z1), P2=(x2, y2, z2) ve P3=(x3, y3, z3) R3 te üç farklı nokta olsun. dDT uzaklık
fonks৻yonu her P1, P2, P3 ∈ R3 ৻ç৻n aşağıdak৻ aks৻yomları sağlıyorsa R3 te b৻r metr৻kt৻r.

M1) dDT (P1, P2) ≥ 0 ve dDT (P1, P2) = 0 ⇔ P1 = P2

M2) dDT (P1, P2) = dDT (P2, P1)

M3) dDT (P1, P3) ≤ dDT (P1, P2) + dDT (P2, P3) .
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M1) Mutlak değer her zaman negat৻f olmayan değerler üreteceğ৻nden dolayı mutlak
değerler৻n poz৻t৻f sayılarla çarpılıp toplanmasının maks৻mumu da poz৻t৻ft৻r. Böylece,
|α1| = |x1 − x2| , |α2| = |y1 − y2| ve |α3| = |z1 − z2| olmak üzere

dDT (P1, P2) = max



|α1|+ 4φ−5
11

max



|α2|+ |α3| ,
(1− φ) |α1|+ 2 |α2|+ (1 + φ) |α3| ,
−φ |α1|+ (2 + φ) |α2|+ 2φ |α3| ,
(1− 2φ) |α1|+ (1 + φ) |α2|+ 3φ |α3| ,
2 (1− φ) |α1|+ |α2|+ (2φ+ 1) |α3|


,

|α2|+ 4φ−5
11

max



|α1|+ |α3| ,
(1 + φ) |α1|+ (1− φ) |α2|+ 2 |α3| ,
2φ |α1| − φ |α2|+ (2 + φ) |α3| ,
3φ |α1|+ (1− 2φ) |α2|+ (1 + φ) |α3| ,
(2φ+ 1) |α1|+ 2 (1− φ) |α2|+ |α3|


,

α3 +
4φ−5
11

max



|α1|+ |α2| ,
2 |α1|+ (1 + φ) |α2|+ (1− φ) |α3| ,
(2 + φ) |α1|+ 2φ |α2| − φ |α3| ,
(1 + φ) |α1|+ 3φ |α2|+ (1− 2φ) |α3| ,
|α1|+ (2φ+ 1) |α2|+ 2 (1− φ) |α3|





≥ 0

dır. Yan৻ dDT poz৻t৻f tanımlıdır.Eğer |α1| = |x1 − x2| , |α2| = |y1 − y2| ve |α3| = |z1 − z2|
olmak üzere

dDT (P1, P2) = max



|α1|+ 4φ−5
11

max



|α2|+ |α3| ,
(1− φ) |α1|+ 2 |α2|+ (1 + φ) |α3| ,
−φ |α1|+ (2 + φ) |α2|+ 2φ |α3| ,
(1− 2φ) |α1|+ (1 + φ) |α2|+ 3φ |α3| ,
2 (1− φ) |α1|+ |α2|+ (2φ+ 1) |α3|


,

|α2|+ 4φ−5
11

max



|α1|+ |α3| ,
(1 + φ) |α1|+ (1− φ) |α2|+ 2 |α3| ,
2φ |α1| − φ |α2|+ (2 + φ) |α3| ,
3φ |α1|+ (1− 2φ) |α2|+ (1 + φ) |α3| ,
(2φ+ 1) |α1|+ 2 (1− φ) |α2|+ |α3|


,

|α3|+ 4φ−5
11

max



|α1|+ |α2| ,
2 |α1|+ (1 + φ) |α2|+ (1− φ) |α3| ,
(2 + φ) |α1|+ 2φ |α2| − φ |α3| ,
(1 + φ) |α1|+ 3φ |α2|+ (1− 2φ) |α3| ,
|α1|+ (2φ+ 1) |α2|+ 2 (1− φ) |α3|





= 0

⇒ |x1 − x2| = 0, |y1 − y2| = 0, |z1 − z2| = 0

⇒ x1 = x2, y1 = y2, z1 = z2

⇒ P1 = P2
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d৻r. Ters৻ne P1=P2 ৻se |x1 − x2|=0, |y1 − y2|=0 ve |z1 − z2|=0 olacağından dDT (P1, P2)=0
olur.
M2) Mutlak değerden |x1 − x2|=|x2 − x1|, |y1 − y2|=|y2 − y1| ve |z1 − z2|=|z2 − z1| d৻r.
Buradan açıkça dDT (P1, P2)=dDT (P2, P1) d৻r. Yan৻, dDT s৻metr৻kt৻r.
M3) P1 = (x1, y1, z1), P2 = (x2, y2, z2) ve P3 = (x3, y3, z3) ∈ R3 olsun. Bu durumda

dDT (P1, P3) ≤ dDT (P1, P2) + dDT (P2, P3)

olduğu göster৻lmel৻d৻r.

dDT (P1, P3)

= max



|x1 − x3|+4φ−5
11

max



|y1 − y3|+ |z1 − z3| ,
(1− φ) |x1 − x3|+2 |y1 − y3|+(1 + φ) |z1 − z3| ,
−φ |x1 − x3|+ (2 + φ) |y1 − y3|+ 2φ |z1 − z3| ,
(1− 2φ) |x1 − x3|+ (1 + φ) |y1 − y3|+3φ |z1 − z3| ,
2 (1− φ) |x1 − x3|+ |y1 − y3|+ (2φ+ 1) |z1 − z3|


,

|y1 − y3|+4φ−5
11

max



|x1 − x3|+ |z1 − z3| ,
(1 + φ) |x1 − x3|+(1− φ) |y1 − y3|+2 |z1 − z3| ,
2φ |x1 − x3| − φ |y1 − y3|+ (2 + φ) |z1 − z3| ,
3φ |x1 − x3|+ (1− 2φ) |y1 − y3|+ (1 + φ) |z1 − z3| ,
(2φ+ 1) |x1 − x3|+2 (1− φ) |y1 − y3|+ |z1 − z3|


,

|z1 − z3|+4φ−5
11

max



|x1 − x3|+ |y1 − y3| ,
2 |x1 − x3|+(1 + φ) |y1 − y3|+(1− φ) |z1 − z3| ,
(2 + φ) |x1 − x3|+2φ |y1 − y3| − φ |z1 − z3| ,
(1 + φ) |x1 − x3|+3φ |y1 − y3|+ (1− 2φ) |z1 − z3| ,
|x1 − x3|+ (2φ+ 1) |y1 − y3|+2 (1− φ) |z1 − z3|




৻fades৻nde
|x1 − x3| yer৻ne |x1 − x2 + x2 − x3|,
|y1 − y3| yer৻ne |y1 − y2 + y2 − y3| ve
|z1 − z3| yer৻ne |z1 − z2 + z2 − z3| yazılır
|x1 − x2 + x2 − x3| ≤ |x1 − x2|+ |x2 − x3|,
|y1 − y2 + y2 − y3| ≤ |y1 − y2|+ |y2 − y3| ve
|z1 − z2 + z2 − z3| ≤ |z1 − z2|+ |z2 − z3| olduğu kullanılır
|α1| = |x1 − x2|, |α2| = |x2 − x3|, |β1| = |y1 − y2|, |β2| = |y2 − y3|, |γ1| = |z1 − z2|,
|γ2| = |z2 − z3| den৻l৻rse
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.
dDT (P1, P3)

≤ max



|α1|+4φ−5
11

max


|β1|+ |γ1| , (1− φ) |α1|+ 2 |β1|+
(1 + φ) |γ1| ,−φ |α1|+ (2 + φ) |β1|+
2φ |γ1| , (1− 2φ) |α1|+ (1+φ) |β1|+3φ |γ1| ,
2 (1− φ) |α1|+ |β1|+ (2φ+ 1) |γ1|

 ,

|β1|+4φ−5
11

max


|α1|+ |γ1| , (1 + φ) |α1|+ (1− φ) |β1|+
2 |γ1| , 2φ |α1| − φ |β1|+ (2+φ) |γ1| , 3φ (|α1|)
+ (1− 2φ) |β1|+ (1 + φ) γ1, (2φ+ 1) |α1|+
2 (1− φ) |β1|+ |γ1|

 ,

|γ1|+4φ−5
11

max


|α1|+ |β1| , 2 |α1|+(1+φ) |β1|+(1− φ) |γ1| ,
(2+φ) |α1|+2φ |β1| − φ |γ1| , (1+φ) |α1|+
3φ |β1|+ (1− 2φ) |γ1| , |α1|+ (2φ+1) |β1|+
2 (1− φ) |γ1|





+

max



|α2|+ 4φ−5
11

max


|β2|+ |γ2| , (1− φ) |α2|+2 |β2|+(1 + φ) |γ2| ,
−φ |α2|+ (2+φ) |β2|+2φ |γ2| , (1− 2φ) |α2|+
(1 + φ) |β2|+ 3φ |γ2| , 2 (1− φ) |α2|+ |β2|+
(2φ+ 1) |γ2|

 ,

|β2|+ 4φ−5
11

max


|α2|+ |γ2| , (1 + φ) |α2|+ (1− φ) |β2|+
2 |γ2| , 2φ |α2| − φ |β2|+ (2+φ) |γ2| , 3φ |α2|+
(1− 2φ) |β2|+ (1 + φ) |γ2| ,
(2φ+ 1) |α2|+ 2 (1− φ) |β2|+ |γ2|

 ,

|γ2|+ 4φ−5
11

max


|α2|+ |β2| , 2 |α2|+(1+φ) |β2|+(1− φ) |γ2| ,
(2 + φ) |α2|+ 2φ |β2| − φ |γ2| , (1 + φ) |α2|+
3φ |β2|+ (1− 2φ) |γ2| , |α2|+ (2φ+ 1) |β2|+
2 (1− φ) |γ2|




= I

dır. Burada Yardımcı Teorem 6.1 den dolayı

dDT (P1, P2) ≥ max



|α1|+4φ−5
11

max


|β1|+ |γ1| , (1− φ) |α1|+ 2 |β1|+
(1 + φ) |γ1| ,−φ |α1|+ (2 + φ) |β1|+
2φ |γ1| , (1− 2φ) |α1|+ (1+φ) |β1|+3φ |γ1| ,
2 (1− φ) |α1|+ |β1|+ (2φ+ 1) |γ1|

 ,

|β1|+4φ−5
11

max


|α1|+ |γ1| , (1 + φ) |α1|+ (1− φ) |β1|+
2 |γ1| , 2φ |α1| − φ |β1|+ (2+φ) |γ1| , 3φ (|α1|)+
(1− 2φ) |β1|+ (1 + φ) γ1, (2φ+ 1) |α1|+
2 (1− φ) |β1|+ |γ1|

 ,

|γ1|+4φ−5
11

max


|α1|+ |β1| , 2 |α1|+(1+φ) |β1|+ (1− φ) |γ1| ,
(2 + φ) |α1|+2φ |β1| − φ |γ1| , (1+φ) |α1|+
3φ |β1|+ (1− 2φ) |γ1| , |α1|+ (2φ+1) |β1|+
2 (1− φ) |γ1|




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ve

dDT (P2, P3) ≥ max



|α2|+4φ−5
11

max


|β2|+ |γ2| , (1− φ) |α2|+2 |β2|+(1+φ) |γ2| ,
−φ |α2|+ (2+φ) |β2|+2φ |γ2| , (1− 2φ) |α2|+
(1 + φ) |β2|+3φ |γ2| , 2 (1− φ) |α2|+ |β2|+
(2φ+ 1) |γ2|

 ,

|β2|+4φ−5
11

max


|α2|+ |γ2| , (1+φ) |α2|+(1− φ) |β2|+
2 |γ2| , 2φ |α2| − φ |β2|+ (2+φ) |γ2| , 3φ |α2|+
(1− 2φ) |β2|+ (1 + φ) |γ2| ,
(2φ+ 1) |α2|+ 2 (1− φ) |β2|+ |γ2|

 ,

|γ2|+4φ−5
11

max


|α2|+ |β2| , 2 |α2|+(1+φ) |β2|+(1− φ) |γ2| ,
(2+φ) |α2|+2φ |β2| − φ |γ2| , (1 + φ) |α2|+
3φ |β2|+ (1− 2φ) |γ2| , |α2|+ (2φ+ 1) |β2|+
2 (1− φ) |γ2|




olur. O halde I ≤ dDT (P1, P2) + dDT (P2, P3) bulunur. Buna göre
dDT (P1, P3) ≤ dDT (P1, P2) + dDT (P2, P3) elde ed৻l৻r. Yan৻ d৻sdyak৻s tr৻acontahedron
uzaklık fonks৻yonu üçgen eş৻ts৻zl৻ğ৻n৻ sağlar.

Sonuç olarak d৻sdyak৻s tr৻acontahedron uzaklık fonks৻yonu metr৻kt৻r. Ayrıca bu
metr৻kle donatılmış anal৻t৻k 3−uzayda or৻j৻nden 1 b৻r৻m d৻sdyak৻s tr৻acontahedron
uzaklığındak৻ noktaların kümes৻ α1 = 1 − φ, α2 = 2, α3 = 1 + φ, β1 = −φ, β2 = 2 + φ,
β3 = 2φ, γ1 = 1− 2φ, γ2 = 1+φ, γ3 = 3φ, δ1 = 4φ−5

11
, δ2 = 2 (1− φ), δ3 = 2φ+ 1 olmak

üzere

SDT =



(x, y, z) : dDT (X, 0) = max



|x|+δ1max



|y|+ |z| ,
α1 |x|+α2 |y|+α3 |z| ,
β1 |x|+β2 |y|+β3 |z| ,
γ1 |x|+γ2 |y|+γ3 |z| ,
δ2 |x|+ |y|+δ3 |z|


,

|y|+δ1max



|x|+ |z| ,
α3 |x|+α1 |y|+α2 |z| ,
β3 |x|+β1 |y|+β2 |z| ,
γ3 |x|+γ1 |y|+γ2 |z| ,
δ3 |x|+δ2 |y|+ |z|


,

|z|+δ1max



|x|+ |y| ,
α2 |x|+α3 |y|+α1 |z| ,
β2 |x|+β3 |y|+β1 |z| ,
γ2 |x|+γ3 |y|+γ1 |z| ,
|x|+ δ3 |y|+δ2 |z|





= 1


olup bu noktaların geometr৻k yer৻ şek৻l7.2 de görüldüğü g৻b৻ d৻sdyak৻s tr৻acontahedrondur.
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Şek൴l 7.2 D൴sdyak൴s Tr൴acontahedronun Koord൴nat S൴stem൴ne Yerleşt൴r൴lmes൴

D൴sdyak൴s tr൴acontahedron uzaklık fonks൴yonu b൴r hayl൴ karmaşık gözükmes൴ne
rağmen aps൴sler, ord൴natlar ve kotlar farkı arasında b൴r yönlend൴rme vardır. Bu yönlend൴rme
൴se |x1 − x2|-|y1 − y2|-|z1 − z2|-|x1 − x2| şekl൴nded൴r. Buna göre dDT fonks൴yonunda yer
alan üç ൴fadeden herhang൴ b൴r൴nde |x1 − x2| yer൴ne |y1 − y2|, |y1 − y2| yer൴ne |z1 − z2| ve
|z1 − z2| yer൴ne |x1 − x2| yazıldığında d൴ğer b൴r ൴fadeye ulaşılır. Geometr൴k olarak P1

noktasından P2 noktasına olan yol ൴ç൴n beş farklı olasılık vardır. Buna göre bu yollar
aşağıdak൴ g൴b൴ ൴fade ed൴leb൴l൴r:

(൴) B൴r൴ koord൴nat eksenler൴nden b൴r൴ne paralel d൴ğerler൴ d൴ğer koord൴nat eksenler൴nden
b൴r൴ ൴le arctan

(
10

√
5+18
11

)
radyanlık açı yapan üç doğru parçasının b൴rleş൴m൴d൴r.

(൴൴) B൴r൴ koord൴nat eksenler൴nden b൴r൴ne paralel d൴ğerler൴ ൴se d൴ğer koord൴nat
eksenler൴nden b൴r൴s൴ ൴le arctan

(√
5
2

)
ve arctan

(
3
√
5

2

)
radyanlık açı yapan üç doğru

parçasının b൴rleş൴m൴d൴r.

(൴൴൴) B൴r൴ koord൴nat eksenler൴nden b൴r൴ne paralel d൴ğerler൴ ൴se d൴ğer koord൴nat
eksenler൴nden b൴r൴s൴ ൴le arctan

(
1
2

)
ve arctan

(
5+9

√
5

40

)
radyanlık açı yapan üç doğru

parçasının b൴rleş൴m൴d൴r.

(൴v) B൴r൴ koord൴nat eksenler൴nden b൴r൴ne paralel d൴ğerler൴ ൴se d൴ğer koord൴nat
eksenler൴nden b൴r൴s൴ ൴le arctan

(
3
4

)
ve arctan

(
13−5

√
5

24

)
radyanlık açı yapan üç doğru

parçasının b൴rleş൴m൴d൴r.
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(v) B൴r൴ koord൴nat eksenler൴nden b൴r൴ne paralel d൴ğerler൴ ൴se d൴ğer koord൴nat
eksenler൴nden b൴r൴s൴ ൴le arctan

(
10

√
5−18
11

)
ve arctan

(
10+3

√
5

11

)
radyanlık açı yapan üç doğru

parçasının b൴rleş൴m൴d൴r.

Böylece P1 ve P2 noktaları arasındak൴ d൴sdyak൴s tr൴acontahedron uzaklığı yukarıdak൴
durumlarda bahsed൴len üç doğru parçasının Ökl൴dyen uzunlukları toplamının (൴) ൴ç൴n kend൴s൴,
(൴൴) ൴ç൴n 9+5

√
5

22
katı, (൴൴൴) ൴ç൴n 15+

√
5

22
katı, (൴v) ൴ç൴n 1+3

√
5

11
katı ve (v) ൴ç൴n 5

√
5−2
11

katıdır.

Şek൴l 7.3 D൴sdyak൴s Tr൴acontahedron Uzaklığına Göre İk൴ Nokta Arasındak൴ Yollar

Sonuç 7.1 R3
DT de (x0, y0, z0) merkezl৻ ve r yarıçaplı küre α1 = 1 − φ, α2 = 2,

α3 = 1+φ, β1 = −φ, β2 = 2+φ, β3 = 2φ, γ1 = 1− 2φ, γ2 = 1+φ, γ3 = 3φ, δ1 = 4φ−5
11
,

δ2 = 2 (1− φ), δ3 = 2φ+ 1 olmak üzere
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max



|x− x0|+ δ1max



|y − y0|+ |z − z0| ,
α1 |x− x0|+ α2 |y − y0|+ α3 |z − z0| ,
β1 |x− x0|+ β2 |y − y0|+ β3 |z − z0| ,
γ1 |x− x0|+ γ2 |y − y0|+ γ3 |z − z0| ,
δ2 |x− x0|+ |y − y0|+ δ3 |z − z0|


,

|y − y0|+ δ1max



|x− x0|+ |z − z0| ,
α3 |x− x0|+ α1 |y − y0|+ α2 |z − z0| ,
β3 |x− x0|+ β1 |y − y0|+ β2 |z − z0| ,
γ3 |x− x0|+ γ1 |y − y0|+ γ2 |z − z0| ,
δ3 |x− x0|+ δ2 |y − y0|+ |z − z0|


,

|z − z0|+ δ1max



|x− x0|+ |y − y0| ,
α2 |x− x0|+ α3 |y − y0|+ α1 |z − z0| ,
β2 |x− x0|+ β3 |y − y0|+ β1 |z − z0| ,
γ2 |x− x0|+ γ3 |y − y0|+ γ1 |z − z0| ,
|x− x0|+ δ3 |y − y0|+ δ2 |z − z0|





= r

denklem৻ ৻le ৻fade ed৻len , köşe noktaları (0, 0, r), (r, 0, 0), (0, r, 0),
(
0, 5φ−7

3
r, 3φ−2

3
r
)
,(

3φ−2
3

r, 0, 5φ−7
3

r
)
,
(
5φ−7

3
r, 3φ−2

3
r, 0
)
,
(
3φ−2

5
r, 0, φ+3

5
r
)
,
(
φ+3
5
r, 3φ−2

5
r, 0
)
,
(
0, φ+3

5
r, 3φ−2

5
r
)
,(

φ−1
2
r, r

2
, φ
2
r
)
,
(
φ
2
r, φ−1

2
r, r

2

)
,
(
r
2
, φ
2
r, φ−1

2
r
)
,
(
2φ−5

3
r, 2φ−5

3
r, 2φ−5

3
r
)
noktalarının her b৻r

b৻leşen৻n৻n tüm muhtemel +/− ৻şaret değ৻ş৻kl৻kler৻n৻n (x0, y0, z0) kadar ötelenm৻ş৻nden
oluşan 120−yüzlü b৻r çokyüzlü olan d৻sdyak৻s tr৻acontahedrondur.

Bu bölümün d൴ğer kısımlarında sıkça kullanılacağından dolayı merkez൴l b൴r൴m küren൴n
köşe noktaları aşağıdak൴ şek൴lde ൴s൴mlend൴r൴lm൴şt൴r;
V1 = (0, 0, 1) , V2 = (0, 0,−1) , V3 = (1, 0, 0) , V4 = (−1, 0, 0) , V5 = (0, 1, 0) ,

V6 = (0,−1, 0) , V7 =
(
0, 5φ−7

3
, 3φ−2

3

)
, V8 =

(
0, 5φ−7

3
, 2−3φ

3

)
, V9 =

(
0, 7−5φ

3
, 3φ−2

3

)
,

V10 =
(
0, 7−5φ

3
, 2−3φ

3

)
, V11 =

(
3φ−2

3
, 0, 5φ−7

3

)
, V12 =

(
3φ−2

3
, 0, 7−5φ

3

)
,

V13 =
(
2−3φ

3
, 0, 5φ−7

3

)
, V14 =

(
2−3φ

3
, 0, 7−5φ

3

)
, V15 =

(
5φ−7

3
, 3φ−2

3
, 0
)
,

V16 =
(
5φ−7

3
, 2−3φ

3
, 0
)
, V17 =

(
7−5φ

3
, 3φ−2

3
, 0
)
, V18 =

(
7−5φ

3
, 2−3φ

3
, 0
)
,

V19 =
(
3φ−2

5
, 0, φ+3

5

)
, V20 =

(
3φ−2

5
, 0, −φ−3

5

)
, V21 =

(
2−3φ

5
, 0, φ+3

5

)
,

V22 =
(
2−3φ

5
, 0, −φ−3

5

)
, V23 =

(
φ+3
5
, 3φ−2

5
, 0
)
, V24 =

(
φ+3
5
, 2−3φ

5
, 0
)
,

V25 =
(−φ−3

5
, 3φ−2

5
, 0
)
, V26 =

(−φ−3
5

, 2−3φ
5

, 0
)
, V27 =

(
0, φ+3

5
, 3φ−2

5

)
,

V28 =
(
0, φ+3

5
, 2−3φ

5

)
, V29 =

(
0, −φ−3

5
, 3φ−2

5

)
, V30 =

(
0, −φ−3

5
, 2−3φ

5

)
,

V31 =
(
φ−1
2
, 1
2
, φ
2

)
, V32 =

(
φ−1
2
, 1
2
, −φ

2

)
, V33 =

(
φ−1
2
, −1

2
, φ
2

)
, V34 =

(
φ−1
2
, −1

2
, −φ

2

)
,

V35 =
(
1−φ
2
, 1
2
, φ
2

)
, V36 =

(
1−φ
2
, 1
2
, −φ

2

)
, V37 =

(
1−φ
2
, −1

2
, φ
2

)
, V38 =

(
1−φ
2
, −1

2
, −φ

2

)
,

V39 =
(
φ
2
, φ−1

2
, 1
2

)
, V40 =

(
φ
2
, φ−1

2
, −1

2

)
, V41 =

(
φ
2
, 1−φ

2
, 1
2

)
, V42 =

(
φ
2
, 1−φ

2
, −1

2

)
,

V43 =
(−φ

2
, φ−1

2
, 1
2

)
, V44 =

(−φ
2
, φ−1

2
, −1

2

)
, V45 =

(−φ
2
, 1−φ

2
, 1
2

)
, V46 =

(−φ
2
, φ−1

2
, 1
2

)
,

V47 =
(
1
2
, φ
2
, φ−1

2

)
, V48 =

(
1
2
, φ
2
, 1−φ

2

)
, V49 =

(
1
2
, −φ

2
, φ−1

2

)
, V50 =

(
1
2
, −φ

2
, 1−φ

2

)
,
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V51 =
(−1

2
, φ
2
, φ−1

2

)
, V52 =

(−1
2
, φ
2
, 1−φ

2

)
, V53 =

(−1
2
, −φ

2
, φ−1

2

)
, V54 =

(−1
2
, −φ

2
, 1−φ

2

)
,

V55 =
(
5−2φ

3
, 5−2φ

3
, 5−2φ

3

)
, V56 =

(
5−2φ

3
, 5−2φ

3
, 2φ−5

3

)
, V57 =

(
5−2φ

3
, 2φ−5

3
, 5−2φ

3

)
,

V58 =
(
5−2φ

3
, 2φ−5

3
, 2φ−5

3

)
, V59 =

(
2φ−5

3
, 5−2φ

3
, 5−2φ

3

)
, V60 =

(
2φ−5

3
, 5−2φ

3
, 2φ−5

3

)
,

V61 =
(
2φ−5

3
, 2φ−5

3
, 5−2φ

3

)
, V62 =

(
2φ−5

3
, 2φ−5

3
, 2φ−5

3

)
B൴r sonrak൴ teoremde dDT metr൴ğ൴n൴n ൴y൴ b൴l൴nen bazı uzaklık fonks൴yonlarının genel

hal൴ olan dm metr൴ğ൴ ൴le ൴ll൴şk൴s൴ ver൴lecekt൴r.

Teorem 7.2 P1 = (x1, y1, z1) ve P2 = (x2, y2, z2) R3 de herhang৻ ৻k৻ nokta olsun.
m = v = 0 ve |α1| = |x1 − x2| , |α2| = |y1 − y2| ve |α3| = |z1 − z2| den৻l৻rse

u =

max



|α1|+ 4φ−5
11

max



|α2|+ |α3| ,
(1− φ) |α1|+ 2 |α2|+ (1 + φ) |α3| ,
−φ |α1|+ (2 + φ) |α2|+ 2φ |α3| ,
(1− 2φ) |α1|+ (1 + φ) |α2|+ 3φ |α3| ,
2 (1− φ) |α1|+ |α2|+ (2φ+ 1) |α3|


,

|α2|+ 4φ−5
11

max



|α1|+ |α3| ,
(1 + φ) |α1|+ (1− φ) |α2|+ 2 |α3| ,
2φ |α1| − φ |α2|+ (2 + φ) |α3| ,
3φ |α1|+ (1− 2φ) |α2|+ (1 + φ) |α3| ,
(2φ+ 1) |α1|+ 2 (1− φ) |α2|+ |α3|


,

|α3|+ 4φ−5
11

max



|α1|+ |α2| ,
2 |α1|+ (1 + φ) |α2|+ (1− φ) |α3| ,
(2 + φ) |α1|+ 2φ |α2| − φ |α3| ,
(1 + φ) |α1|+ 3φ |α2|+ (1− 2φ) |α3| ,
|α1|+ (2φ+ 1) |α2|+ 2 (1− φ) |α3|




max {|x1 − x2| , |y1 − y2| , |z1 − z2|}

olmak üzere dm (P1, P2) = dDT (P1, P2) d৻r.

İspat u, v ve m ৻ç৻n ver৻len değerler dm metr৻ğ৻nde yer৻ne yazılırsa ৻stenen eş৻tl৻ğ৻n
sağlandığı kolaylıkla görüleb৻l৻r.

Aşağıdak൴ önermeR3 dek൴ noktalar arasındak൴ Ökl൴dyen ve d൴sdyak൴s tr൴acontahedron
uzaklıkları arasındak൴ geç൴ş bağıntısını ൴fade etmekted൴r.

Yardımcı Teorem 7.2 P1 = (x1, y1, z1), P2 = (x2, y2, z2) ∈ R3 ver৻ls৻n. P1 ve P2

noktalarından geçen doğru l, l n৻n doğrultu vektörü (p, q, r),
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A = max



|p|+ 4φ−5
11

max



|q|+ |r| ,
(1− φ) |p|+ 2 |q|+ (1 + φ) |r| ,
−φ |p|+ (2 + φ) |q|+ 2φ |r| ,
(1− 2φ) |p|+ (1 + φ) |q|+ 3φ |r| ,
2 (1− φ) |p|+ |q|+ (2φ+ 1) |r|


,

|q|+ 4φ−5
11

max



|p|+ |r| ,
(1 + φ) |p|+ (1− φ) |q|+ 2 |r| ,
2φ |p| − φ |q|+ (2 + φ) |r| ,
3φ |p|+ (1− 2φ) |q|+ (1 + φ) |r| ,
(2φ+ 1) |p|+ 2 (1− φ) |q|+ |r|


,

|α3|+ 4φ−5
11

max



|p|+ |q| ,
2 |p|+ (1 + φ) |q|+ (1− φ) |r| ,
(2 + φ) |p|+ 2φ |q| − φ |r| ,
(1 + φ) |p|+ 3φ |q|+ (1− 2φ) |r| ,
|p|+ (2φ+ 1) |q|+ 2 (1− φ) |r|




ve µ (P1P2) =

A√
p2+q2+r2

৻se dDT (P1, P2) = µ (P1P2) dE (P1, P2) d৻r.

İspat P1 = (x1, y1, z1) , P2 = (x2, y2, z2) ∈ R3 ver৻ls৻n P1 ve P2 noktalarından geçen
doğru l ve l n৻n doğrultu vektörü (p, q, r) ৻se λ ∈ R olmak üzere

x2 − x1

p
=

y2 − y1
q

=
z2 − z1

r
= λ

yazılab৻l৻r. Buradan x2 − x1 = λp, y2 − y1 = λq,z2 − z1 = λr elde ed৻l৻r. Böylece

dDT (P1, P2) = λmax



|p|+4φ−5
11

max



|q|+ |r| ,
(1− φ) |p|+2 |q|+ (1 + φ) |r| ,
−φ |p|+ (2 + φ) |q|+ 2φ |r| ,
(1− 2φ) |p|+ (1 + φ) |q|+3φ |r| ,
2 (1− φ) |p|+ |q|+ (2φ+1) |r|


,

|q|+4φ−5
11

max



|p|+ |r| ,
(1 + φ) |p|+(1− φ) |q|+ 2 |r| ,
2φ |p| − φ |q|+ (2 + φ) |r| ,
3φ |p|+ (1− 2φ) |q|+ (1+φ) |r| ,
(2φ+1) |p|+2 (1− φ) |q|+ |r|


,

|α3|+4φ−5
11

max



|p|+ |q| ,
2 |p|+ (1+φ) |q|+(1− φ) |r| ,
(2 + φ) |p|+2φ |q| − φ |r| ,
(1+φ) |p|+3φ |q|+ (1− 2φ) |r| ,
|p|+ (2φ+1) |q|+2 (1− φ) |r|




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ve dE(P1, P2) = λ
√
p2 + q2 + r2 bulunur.

dDT (P1, P2)

dE(P1, P2)
=

λmax



|p|+4φ−5
11

max



|q|+ |r| ,
(1− φ) |p|+2 |q|+(1 + φ) |r| ,
−φ |p|+ (2 + φ) |q|+ 2φ |r| ,
(1− 2φ) |p|+ (1+φ) |q|+3φ |r| ,
2 (1− φ) |p|+ |q|+ (2φ+1) |r|


,

|q|+4φ−5
11

max



|p|+ |r| ,
(1+φ) |p|+(1− φ) |q|+ 2 |r| ,
2φ |p| − φ |q|+ (2 + φ) |r| ,
3φ |p|+ (1− 2φ) |q|+ (1+φ) |r| ,
(2φ+1) |p|+2 (1− φ) |q|+ |r|


,

|α3|+4φ−5
11

max



|p|+ |q| ,
2 |p|+(1+φ) |q|+(1− φ) |r| ,
(2+φ) |p|+2φ |q| − φ |r| ,
(1+φ) |p|+3φ |q|+ (1− 2φ) |r| ,
|p|+ (2φ+1) |q|+2 (1− φ) |r|




λ
√

p2 + q2 + r2

olup

µ (P1P2) =

max



|p|+ 4φ−5
11

max



|q|+ |r| ,
(1− φ) |p|+ 2 |q|+ (1 + φ) |r| ,
−φ |p|+ (2 + φ) |q|+ 2φ |r| ,
(1− 2φ) |p|+ (1 + φ) |q|+ 3φ |r| ,
2 (1− φ) |p|+ |q|+ (2φ+ 1) |r|


,

|q|+ 4φ−5
11

max



|p|+ |r| ,
(1 + φ) |p|+ (1− φ) |q|+ 2 |r| ,
2φ |p| − φ |q|+ (2 + φ) |r| ,
3φ |p|+ (1− 2φ) |q|+ (1 + φ) |r| ,
(2φ+ 1) |p|+ 2 (1− φ) |q|+ |r|


,

|α3|+ 4φ−5
11

max



|p|+ |q| ,
2 |p|+ (1 + φ) |q|+ (1− φ) |r| ,
(2 + φ) |p|+ 2φ |q| − φ |r| ,
(1 + φ) |p|+ 3φ |q|+ (1− 2φ) |r| ,
|p|+ (2φ+ 1) |q|+ 2 (1− φ) |r|



√
p2 + q2 + r2

den৻l৻rse
dDT (P1, P2) = µ (P1P2) dE (P1, P2)

elde ed৻l৻r.
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Yukarıdak൴ yardımcı teorem herhang൴ b൴r doğru boyunca herhang൴ P1 ve P2 noktaları
arasındak൴ dDT -uzaklığının, aynı doğru boyunca P1 ve P2 noktaları arasındak൴ Ökl൴dyen
uzaklığın poz൴t൴f katı olduğu göster൴r. Buna göre aşağıdak൴ sonuçlar ver൴leb൴l൴r.

Sonuç 7.2 R3 de P1, P2, X doğrudaş, üç farklı nokta ৻se

dE(P1, X) = dE(P2, X) ⇐⇒ dDT (P1, X) = dDT (P2, X)

d৻r.

Sonuç 7.3 3 boyutlu uzayda P1, P2, X doğrudaş, üç farklı nokta ৻se

dE(X,P1)

dE(X,P2)
=

dDT (X,P1)

dDT (X,P2)

olur. Yan৻ b৻r doğru boyunca olan dE, dDT uzaklıklarının oranı aynıdır.

7.2 D൴sdyak൴s Tr൴acontahedron İzometr൴ Grubu

Bu bölümde dDT metr൴ğ൴ ൴le donatılmış anal൴t൴k 3−uzayın (R3
DT ) ൴zometr൴ grubu

araştırılacaktır. dDT uzaklığını koruyan ൴zometr൴ler൴ tesp൴t etmek ൴ç൴n önce hang൴ Ökl൴dyen
൴zometr൴ler൴n d൴sdyak൴s tr൴acontahedron uzaklığını koruduğu araştırılacaktır. Daha sonra da,
bu ൴zometr൴ler dışında ൴zometr൴ler൴n olmadığı göster൴lecekt൴r.

α : R3
DT → R3

DT dönüşüm olmak üzere her X, Y ∈ R3
DT ൴ç൴n

dDT (X,Y ) = dDT (α(X), α(Y ))

൴se α dönüşümü R3
DT de b൴r ൴zometr൴d൴r.

Aşağıda ൴fade ed൴len önermeler ൴le hang൴ Ökl൴dyen ൴zometr൴ler൴n d൴sdyak൴s
tr൴acontahedron uzayında da ൴zometr൴ oldukları göster൴lmekted൴r.

Önerme 7.1 R3 de her Ökl৻dyen öteleme R3
DT un b৻r ৻zometr৻s৻d৻r.

İspat A = (a1, a2, a3), X = (x, y, z) ∈ R3 olmak üzere TA : R3
DT → R3

DT , TA(X)=A+X
olacak şek৻lde reel uzayda b৻r öteleme olsun. P1 = (x1, y1, z1) , P2 = (x2, y2, z2) ∈ R3

DT ৻ç৻n

α1 = a1 + x1 − a1 − x2

α2 = a2 + y1 − a2 − y2

α3 = a3 + z1 − a3 − z2

ve
β1 = x1 − x2

β2 = y1 − y2

β3 = z1 − z2
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olmak üzere

dDT (TA(P1), TA(P2))

= max



|α1|+ 4φ−5
11

max



|α2|+ |α3| ,
(1− φ) |α1|+ 2 |α2|+ (1 + φ) |α3| ,
−φ |α1|+ (2 + φ) |α2|+ 2φ |α3| ,
(1− 2φ) |α1|+ (1 + φ) |α2|+ 3φ |α3| ,
2 (1− φ) |α1|+ |α2|+ (2φ+ 1) |α3|


,

|α2|+ 4φ−5
11

max



|α1|+ |α3| ,
(1 + φ) |α1|+ (1− φ) |α2|+ 2 |α3| ,
2φ |α1| − φ |α2|+ (2 + φ) |α3| ,
3φ |α1|+ (1− 2φ) |α2|+ (1 + φ) |α3| ,
(2φ+ 1) |α1|+ 2 (1− φ) |α2|+ |α3|


,

|α3|+ 4φ−5
11

max



|α1|+ |α2| ,
2 |α1|+ (1 + φ) |α2|+ (1− φ) |α3| ,
(2 + φ) |α1|+ 2φ |α2| − φ |α3| ,
(1 + φ) |α1|+ 3φ |α2|+ (1− 2φ) |α3| ,
|α1|+ (2φ+ 1) |α2|+ 2 (1− φ) |α3|





= max



|β1|+ 4φ−5
11

max



|β2|+ |β3| ,
(1− φ) |β1|+ 2 |β2|+ (1 + φ) |β3| ,
−φ |β1|+ (2 + φ) |β2|+ 2φ |β3| ,
(1− 2φ) |β1|+ (1 + φ) |β2|+ 3φ |β3| ,
2 (1− φ) |β1|+ |β2|+ (2φ+ 1) |β3|


,

|β2|+ 4φ−5
11

max



|β1|+ |β3| ,
(1 + φ) |β1|+ (1− φ) |β2|+ 2 |β3| ,
2φ |β1| − φ |β2|+ (2 + φ) |β3| ,
3φ |β1|+ (1− 2φ) |β2|+ (1 + φ) |β3| ,
(2φ+ 1) |β1|+ 2 (1− φ) |β2|+ |β3|


,

|β3|+ 4φ−5
11

max



|β1|+ |β2| ,
2 |β1|+ (1 + φ) |β2|+ (1− φ) |β3| ,
(2 + φ) |β1|+ 2φ |β2| − φ |β3| ,
(1 + φ) |β1|+ 3φ |β2|+ (1− 2φ) |β3| ,
|β1|+ (2φ+ 1) |β2|+ 2 (1− φ) |β3|




= dDT (P1, P2)

d৻r. Bundan dolayı TA b৻r ৻zometr৻d৻r.

Yukarıdak൴ önermeden dolayı R3
DT uzayında dönme ve yansımaları bulmak ൴ç൴n

or൴j൴nden geçen düzlemler൴ düşünmek yeterl൴ olacaktır. Aşağıdak൴ önermede R3
DT da

uzaklığı koruyan yansımalar ൴fade ed൴lecekt൴r.
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Önerme 7.2 R3
DT da∆ : ax+ by+ cz = 0 düzlem৻ne göre yansımanın ৻zometr৻ olması ৻ç৻n

gerek ve yeter koşul düzlem৻n doğrultu vektörü (a, b, c) n৻n

D= {(1, 0, 0) , (0, 1, 0) , (0, 0, 1) , (±1,±φ, (φ− 1)) , ((φ− 1) ,±1,±φ) , (±φ, (φ− 1) ,±1)}

vektör kümes৻ elemanlarına paralel olmasıdır.

İspat ∆:ax+by+cz=0 b৻r৻m normal৻ (a, b, c) olan düzlem olmak üzere σ∆ : R3
DT → R3

DT

Ökl৻dyen yansıma

σ∆(x, y, z) = ((1−2a2)x−2aby−2acz,−2abx+(1−2b2)y−2bcz,−2acx−2bcy+(1−2c2)z)

şekl৻nde tanımlıdır. R3
DT un taban vektörler৻n৻ koruyan yansıma ৻zometr৻ olacağından,

d৻sdyak৻s tr৻acontahedronun köşe noktaları da olan, R3
DT un

V1 = (0, 0, 1) , V3 = (1, 0, 0) , V5 = (0, 1, 0) tabanını koruyan yansımaları tesp৻t etmek
৻zometr৻ler৻ bulmak ৻ç৻n yeterl৻ olacaktır. Taban vektörler৻n৻n Ökl৻dyen yansımalar altında
görüntüler৻

σ∆ (V1) = (−2ac,−2bc, 1− 2c2)

σ∆ (V3) = (1− 2a2,−2ab,−2ac)

σ∆ (V5) = (−2ab, 1− 2b2,−2bc)

olur. Açıkça dDT (0, V1) = dDT (0, V3) = dDT (0, V5) = 1 d৻r. Eğer yansıma dDT uzaklığını
koruyor ৻se taban vektörler৻n৻n yansıma altındak৻ görüntüler৻ ৻ç৻n uzaklık korunmalıdır.
Yan৻
dDT (σ∆(O), σ∆(V1)) = dDT (σ∆(O), σ∆(V3)) = dDT (σ∆(O), σ∆(V5)) = 1 olmalıdır.
Böylece α1 = 2ac, α2 = 2bc ve α3 = 1− 2c2 olmak üzere

dDT (σ∆(0), σ∆(V1)) =

max



|α1|+ 4φ−5
11

max



|α2|+ |α3| ,
(1− φ) |α1|+ 2 |α2|+ (1 + φ) |α3| ,
−φ |α1|+ (2 + φ) |α2|+ 2φ |α3| ,
(1− 2φ) |α1|+ (1 + φ) |α2|+ 3φ |α3| ,
2 (1− φ) |α1|+ |α2|+ (2φ+ 1) |α3|


,

|α2|+ 4φ−5
11

max



|α1|+ |α3| ,
(1 + φ) |α1|+ (1− φ) |α2|+ 2 |α3| ,
2φ |α1| − φ |α2|+ (2 + φ) |α3| ,
3φ |α1|+ (1− 2φ) |α2|+ (1 + φ) |α3| ,
(2φ+ 1) |α1|+ 2 (1− φ) |α2|+ |α3|


,

|α3|+ 4φ−5
11

max



|α1|+ |α2| ,
2 |α1|+ (1 + φ) |α2|+ (1− φ) |α3| ,
(2 + φ) |α1|+ 2φ |α2| − φ |α3| ,
(1 + φ) |α1|+ 3φ |α2|+ (1− 2φ) |α3| ,
|α1|+ (2φ+ 1) |α2|+ 2 (1− φ) |α3|





= 1
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β1 = 1− 2a2, β2 = 2ab ve β3 = 2ac olmak üzere

dDT (σ∆(0), σ∆(V3)) =

max



|β1|+ 4φ−5
11

max



|β2|+ |β3| ,
(1− φ) |β1|+ 2 |β2|+ (1 + φ) |β3| ,
−φ |β1|+ (2 + φ) |β2|+ 2φ |β3| ,
(1− 2φ) |β1|+ (1 + φ) |β2|+ 3φ |β3| ,
2 (1− φ) |β1|+ |β2|+ (2φ+ 1) |β3|


,

|β2|+ 4φ−5
11

max



|β1|+ |β3| ,
(1 + φ) |β1|+ (1− φ) |β2|+ 2 |β3| ,
2φ |β1| − φ |β2|+ (2 + φ) |β3| ,
3φ |β1|+ (1− 2φ) |β2|+ (1 + φ) |β3| ,
(2φ+ 1) |β1|+ 2 (1− φ) |β2|+ |β3|


,

|β3|+ 4φ−5
11

max



|β1|+ |β2| ,
2 |β1|+ (1 + φ) |β2|+ (1− φ) |β3| ,
(2 + φ) |β1|+ 2φ |β2| − φ |β3| ,
(1 + φ) |β1|+ 3φ |β2|+ (1− 2φ) |β3| ,
|β1|+ (2φ+ 1) |β2|+ 2 (1− φ) |β3|





= 1

γ1 = 2ab, γ2 = 1− 2b2 ve γ3 = 2bc olmak üzere

dDT (σ∆(0), σ∆(V5)) =

max



|γ1|+ 4φ−5
11

max



|γ2|+ |γ3| ,
(1− φ) |γ1|+ 2 |γ2|+ (1 + φ) |γ3| ,
−φ |γ1|+ (2 + φ) |γ2|+ 2φ |γ3| ,
(1− 2φ) |γ1|+ (1 + φ) |γ2|+ 3φ |γ3| ,
2 (1− φ) |γ1|+ |γ2|+ (2φ+ 1) |γ3|


,

|γ2|+ 4φ−5
11

max



|γ1|+ |γ3| ,
(1 + φ) |γ1|+ (1− φ) |γ2|+ 2 |γ3| ,
2φ |γ1| − φ |γ2|+ (2 + φ) |γ3| ,
3φ |γ1|+ (1− 2φ) |γ2|+ (1 + φ) |γ3| ,
(2φ+ 1) |γ1|+ 2 (1− φ) |γ2|+ |γ3|


,

|γ3|+ 4φ−5
11

max



|γ1|+ |γ2| ,
2 |γ1|+ (1 + φ) |γ2|+ (1− φ) |γ3| ,
(2 + φ) |γ1|+ 2φ |γ2| − φ |γ3| ,
(1 + φ) |γ1|+ 3φ |γ2|+ (1− 2φ) |γ3| ,
|γ1|+ (2φ+ 1) |γ2|+ 2 (1− φ) |γ3|





= 1

denklem s৻stem৻ elde ed৻l৻r. Bu denklem s৻stem৻ çözülürse (a, b, c) ৻ç৻n
(
±1

2
,±φ

2
, φ−1

2

)
,(

φ−1
2
,±1

2
,±φ

2

)
,
(
±φ

2
, φ−1

2
,±1

2

)
, (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) çözümler৻ elde ed৻l৻r.
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Ters৻ne normal vektörler৻ D kümes৻ndek৻ vektörlere paralel olacak şek৻ldek৻
düzlemlere göre yansımaların uzaklığı koruduğu göster৻lmel৻d৻r. σ∆ (X) = Y olacak
şek৻lde X ve Y noktaları ৻ç৻n (p1, q1, r1) ve (p2, q2, r2), OX ve OY vektörler৻n৻n yön
vektörler৻ olsun. dDT (O,X) = dDT (O, Y ) olduğunu göstermek ৻ç৻n µ (OX) = µ (OY )

olduğunu göstermek yeterl৻d৻r. (p1, q1, r1) vektörünün ver৻len düzlemlere göre yansıma
altındak৻ görüntüler৻ bulunursa;

1. Durum: 1x+ φy + (1− φ)z = 0 yansıma düzlem৻ ৻ç৻n,

σ∆(p1, q1, r1) = (1
2
p1+

1+
√
5

4
q1−−1+

√
5

4
r1,

−1−
√
5

4
p1+

1−
√
5

4
q1+

1
2
r1,

−1+
√
5

4
p1+

1
2
q1+

1+
√
5

4
r1),

2. Durum: 1x+ φy +−(1− φ)z = 0 yansıma düzlem৻ ৻ç৻n,

σ∆(p1, q1, r1) = (1
2
p1+

−1−
√
5

4
q1− 1−

√
5

4
r1,

1+
√
5

4
p1+

1−
√
5

4
q1− 1

2
r1,

−1+
√
5

4
p1− 1

2
q1+

1+
√
5

4
r1),

3.Durum: -1x+ φy + (1− φ)z = 0 yansıma düzlem৻ ৻ç৻n,

σ∆(p1, q1, r1) = (1
2
p1+

1+
√
5

4
q1+

1−
√
5

4
r1,

1+
√
5

4
p1+

1−
√
5

4
q1+

1
2
r1,

1−
√
5

4
p1+

1
2
q1+

1+
√
5

4
r1),

4.Durum: -1x+ φy +−(1− φ)z = 0 yansıma düzlem৻ ৻ç৻n,

σ∆(p1, q1, r1) = (1
2
p1+

1+
√
5

4
q1+

−1+
√
5

4
r1,

1+
√
5

4
p1+

1−
√
5

4
q1− 1

2
r1,

−1+
√
5

4
p1− 1

2
q1+

1+
√
5

4
r1),

5.Durum: (1-φ)x+ 1y + φz = 0 yansıma düzlem৻ ৻ç৻n,

σ∆(p1, q1, r1) = (1+
√
5

4
p1−−1+

√
5

4
q1+

1
2
r1,

−1+
√
5

4
p1+

1
2
q1+

1+
√
5

4
r1,

1
2
p1+

−1−
√
5

4
q1+

1−
√
5

4
r1),

6.Durum: -(1-φ)x+ 1y + φz = 0 yansıma düzlem৻ ৻ç৻n,

σ∆(p1, q1, r1) = (1+
√
5

4
p1+

1−
√
5

4
q1− 1

2
r1,

1−
√
5

4
p1+

1
2
q1+

−1−
√
5

4
r1,−1

2
p1− 1+

√
5

4
q1+

1−
√
5

4
r1),

7.Durum: (1− φ)x− 1y + φz = 0 yansıma düzlem৻ ৻ç৻n,

σ∆(p1, q1, r1) = (1+
√
5

4
p1+

1−
√
5

4
q1+

1
2
r1,

1−
√
5

4
p1+

1
2
q1+

1+
√
5

4
r1,

1
2
p1+

1+
√
5

4
q1+

1−
√
5

4
r1),

8.Durum: −(1− φ)x− 1y + φz = 0 yansıma düzlem৻ ৻ç৻n,

σ∆(p1, q1, r1) = (1+
√
5

4
p1+

−1+
√
5

4
q1−1

2
r1,

−1+
√
5

4
p1+

1
2
q1+

1+
√
5

4
r1,−1

2
p1+

1+
√
5

4
q1+

1−
√
5

4
r1),
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9.Durum: φx+ (1− φ)y + 1z = 0 yansıma düzlem৻ ৻ç৻n,

σ∆(p1, q1, r1) = (1−
√
5

4
p1+

1
2
q1−1+

√
5

4
r1,

1
2
p1+

1+
√
5

4
q1+

−1+
√
5

4
r1,−1+

√
5

4
p1+

−1+
√
5

4
q1+

1
2
r1),

10.Durum: φx+−(1− φ)y + 1z = 0 yansıma düzlem৻ ৻ç৻n,

σ∆(p1, q1, r1) = (1−
√
5

4
p1− 1

2
q1− 1+

√
5

4
r1,−1

2
p1+

1+
√
5

4
q1+

1−
√
5

4
r1,−1+

√
5

4
p1+

1−
√
5

4
q1+

1
2
r1),

11.Durum: φx+ (1− φ)y − 1z = 0 yansıma düzlem৻ ৻ç৻n,

σ∆(p1, q1, r1) = (1−
√
5

4
p1+

1
2
q1+

1+
√
5

4
r1,

1
2
p1+

1+
√
5

4
q1+

1−
√
5

4
r1,

1+
√
5

4
p1+

1−
√
5

4
q1+

1
2
r1),

12.Durum: φx+−(1− φ)y − 1z = 0 yansıma düzlem৻ ৻ç৻n,

σ∆(p1, q1, r1) = (1−
√
5

4
p1−1

2
q1+

1+
√
5

4
r1,−1

2
p1+

1+
√
5

4
q1+

−1+
√
5

4
r1,

1+
√
5

4
p1+

−1+
√
5

4
q1+

1
2
r1),

13.Durum: 1x = 0 yansıma düzlem৻ ৻ç৻n,σ∆ (p1, q1, r1) = (−p1, q1, r1) ,

14.Durum: 1y = 0 yansıma düzlem৻ ৻ç৻n,σ∆ (p1, q1, r1) = (p1,−q1, r1) ,

15.Durum: 1z = 0 yansıma düzlem৻ ৻ç৻n,σ∆ (p1, q1, r1) = (p1, q1,−r1) .

sonuçları elde ed৻l৻r. Bu sonuçlara göre Yardımcı Teorem 6.2 den dolayı µ (OX) = µ (OY )

olduğu görülmekted৻r. Örneğ৻n; x+ φy + (φ− 1) z = 0 yansıma düzlem৻ ৻ç৻n,

µ (OX) =

max



|p1|+ 4φ−5
11

max



|q1|+ |r1| ,
(1− φ) |p1|+ 2 |q1|+ (1 + φ) |r1| ,
−φ |p1|+ (2 + φ) |q1|+ 2φ |r1| ,
(1− 2φ) |p1|+ (1 + φ) |q1|+ 3φ |r1| ,
2 (1− φ) |p1|+ |q1|+ (2φ+ 1) |r1|


,

|q1|+ 4φ−5
11

max



|p1|+ |r1| ,
(1 + φ) |p1|+ (1− φ) |q1|+ 2 |r1| ,
2φ |p1| − φ |q1|+ (2 + φ) |r1| ,
3φ |p1|+ (1− 2φ) |q1|+ (1 + φ) |r1| ,
(2φ+ 1) |p1|+ 2 (1− φ) |q1|+ |r1|


,

|r1|+ 4φ−5
11

max



|p1|+ |q1| ,
2 |p1|+ (1 + φ) |q1|+ (1− φ) |r1| ,
(2 + φ) |p1|+ 2φ |q1| − φ |r1| ,
(1 + φ) |p1|+ 3φ |q1|+ (1− 2φ) |r1| ,
|p1|+ (2φ+ 1) |q1|+ 2 (1− φ) |r1|



√
p21 + q21 + r21
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µ (OY ) =

max



|p2|+ 4φ−5
11

max



|q2|+ |r2| ,
(1− φ) |p2|+ 2 |q2|+ (1 + φ) |r2| ,
−φ |p2|+ (2 + φ) |q2|+ 2φ |r2| ,
(1− 2φ) |p2|+ (1 + φ) |q2|+ 3φ |r2| ,
2 (1− φ) |p2|+ |q2|+ (2φ+ 1) |r2|


,

|q2|+ 4φ−5
11

max



|p2|+ |r2| ,
(1 + φ) |p2|+ (1− φ) |q2|+ 2 |r2| ,
2φ |p2| − φ |q2|+ (2 + φ) |r2| ,
3φ |p2|+ (1− 2φ) |q2|+ (1 + φ) |r2| ,
(2φ+ 1) |p2|+ 2 (1− φ) |q2|+ |r2|


,

|r2|+ 4φ−5
11

max



|p2|+ |q2| ,
2 |p2|+ (1 + φ) |q2|+ (1− φ) |r2| ,
(2 + φ) |p2|+ 2φ |q2| − φ |r2| ,
(1 + φ) |p2|+ 3φ |q2|+ (1− 2φ) |r2| ,
|p2|+ (2φ+ 1) |q2|+ 2 (1− φ) |r2|



√
p22 + q22 + r22

d৻r. Burada

σ∆ (p1, q1, r1) = (p2, q2, r2)

=
(

1
2
p1 +

1+
√
5

4
q1 − −1+

√
5

4
r1,

−1−
√
5

4
p1 +

1−
√
5

4
q1 +

1
2
r1,

−1+
√
5

4
p1 +

1
2
q1 +

1+
√
5

4
r1

)
olduğundan

µ (OY ) =

max



|p2|+ 4φ−5
11

max



|q2|+ |r2| ,
(1− φ) |p2|+ 2 |q2|+ (1 + φ) |r2| ,
−φ |p2|+ (2 + φ) |q2|+ 2φ |r2| ,
(1− 2φ) |p2|+ (1 + φ) |q2|+ 3φ |r2| ,
2 (1− φ) |p2|+ |q2|+ (2φ+ 1) |r2|


,

|q2|+ 4φ−5
11

max



|p2|+ |r2| ,
(1 + φ) |p2|+ (1− φ) |q2|+ 2 |r2| ,
2φ |p2| − φ |q2|+ (2 + φ) |r2| ,
3φ |p2|+ (1− 2φ) |q2|+ (1 + φ) |r2| ,
(2φ+ 1) |p2|+ 2 (1− φ) |q2|+ |r2|


,

|r2|+ 4φ−5
11

max



|p2|+ |q2| ,
2 |p2|+ (1 + φ) |q2|+ (1− φ) |r2| ,
(2 + φ) |p2|+ 2φ |q2| − φ |r2| ,
(1 + φ) |p2|+ 3φ |q2|+ (1− 2φ) |r2| ,
|p2|+ (2φ+ 1) |q2|+ 2 (1− φ) |r2|



√
p22 + q22 + r22

৻fades৻nde
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p2 yer৻ne 1
2
p1 +

1+
√
5

4
q1 − −1+

√
5

4
r1

q2 yer৻ne −1−
√
5

4
p1 +

1−
√
5

4
q1 +

1
2
r1

r2 yer৻ne −1+
√
5

4
p1 +

1
2
q1 +

1+
√
5

4
r1

yazılırsa µ (OX) = µ (OY ) eş৻tl৻ğ৻ görülmekted৻r. Böylece ৻spat tamamlanmış olur.

Sonuç 7.4 SDT ৻zometr৻k yansımaların kümes৻ or৻j৻nden geçen denklemler৻ aşağıda ৻fade
ed৻lm৻ş olan onbeş Ökl৻dyen yansımadan oluşur.

x = 0 , y = 0 , z = 0

(φ− 1)x+ y + φz = 0 , (φ− 1)x+ y − φz = 0 , (φ− 1)x− y + φz = 0

(φ− 1)x− y − φz = 0 , x+ φy + (φ− 1) z = 0 , x− φy + (φ− 1) z = 0

−x+ φy + (φ− 1) z = 0 , −x− φy + (φ− 1) z = 0 , φx+ (φ− 1) y + z = 0

φx+ (φ− 1) y − z = 0 , −φx+ (φ− 1) y + z = 0 , −φx+ (φ− 1) y − z = 0

Noktaların yansıması, yansıma düzlemler൴

D1 : x = 0 , D9 : x− φy+ (φ− 1) z = 0

D2 : y = 0 , D10 : −x+φy+ (φ− 1) z = 0

D3 : z = 0 , D11 : −x− φy+ (φ− 1) z = 0

D4 : (φ− 1)x+y+φz = 0 , D12 : φx+ (φ− 1) y+z = 0

D5 : (φ− 1)x+y − φz = 0 , D13 : φx+ (φ− 1) y − z = 0

D6 : (φ− 1)x− y+φz = 0 , D14 : −φx+ (φ− 1) y+z = 0

D7 : (φ− 1)x− y − φz = 0 , D15 : −φx+ (φ− 1) y − z = 0

D8 : x+φy+ (φ− 1) z = 0

olmak üzere Şek൴l7.4 dek൴ tablodak൴ g൴b൴ özetleneb൴l൴r;
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Şek൴l 7.4 R3
DT de Yansıma Düzlemler൴ne Göre Köşe Noktaların Görüntüler൴
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Önerme 7.3 φ = 1+
√
5

2
olmak üzere,

D1 = {(0,±1, (φ− 1)) , (±1, (φ− 1), 0) , (±1, 0, φ)}

D2 =

 (1, 0, 0) , (0, 1, 0) , (0, 0, 1) , ((φ− 1) ,±1,±φ) , (±1,±φ, φ− 1)

(±φ, φ− 1,±1)


D3 =

 (1, 1, 1) , (1, 1,−1) , (1,−1, 1) , (−1, 1, 1) , (0, φ− 1,±φ) ,

(φ− 1,±φ, 0) , (±φ, 0, φ− 1)


ve

R1 = {rθ | θ ∈ {2π/5 , 4π/5, 6π/5, 8π/5} , dönme eksen৻n৻n doğrultusu D1 ৻n elemanı}

R2 = {rθ | θ ∈ {π} , dönme eksen৻n৻n doğrultusu D2 n৻n elemanı}

R3 = {rθ | θ = {2π/3, 4π/3}, dönme eksen৻n৻n doğrultusu D3 ün elemanı}

kümeler৻ ver৻ls৻n. Or৻j৻nden geçen b৻r l doğrusuna göre b৻r rθ dönmes৻n৻n ৻zometr৻ olması
৻ç৻n gerek ve yeter koşul rθ ∈ RDT = R1 ∪R2 ∪R3 olmasıdır.

İspat B৻r৻m doğrultu vektörü (p, q, r) olan b৻r l doğrusu etrafında rθ şekl৻nde ৻fade ed৻len
Ökl৻dyen dönmen৻n matr৻s formu;

 cos θ + p2(1− cos θ) pq(1− cos θ)− r s൴n θ pr(1− cos θ) + q s൴n θ
pq(1− cos θ) + r s൴n θ cos θ + q2(1− cos θ) qr(1− cos θ)− p s൴n θ
pr(1− cos θ)− q s൴n θ qr(1− cos θ) + p s൴n θ cos θ − r2(1− cos θ)


b৻ç৻m৻nded৻r. l eksenl৻ b৻r dönme , l doğrusu boyunca kes৻şen ৻k৻ düzlem৻n yansımalarının
b৻rleş৻m৻ olduğundan l doğrusunun doğrultu vektörler৻ (0,±1, (φ− 1)), (±1, (φ− 1), 0),
(±1, 0, φ), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), ((φ− 1) ,±1,±φ), (±1,±φ, φ− 1),
(±φ, φ− 1,±1), (1, 1, 1), (1, 1,−1), (1,−1, 1), (−1, 1, 1), (0, φ− 1,±φ), (φ− 1,±φ, 0),
(±φ, 0, φ− 1) olarak alınab৻l৻r.

R3
DT da ৻zometr৻k dönmeler৻n bulunması ৻ç৻n, dDT b৻r৻m küres৻n৻n kenarlarının

uzunluklarını koruyan dönmeler৻n tesp৻t৻ yeterl৻d৻r. dDT b৻r৻m küres৻n৻n V1 = (0, 0, 1),
V19 =

(
3φ−2

5
, 0, φ+3

5

)
, V7 =

(
0, 5φ−7

3
, 3φ−2

3

)
, V31 =

(
φ−1
2
, 1
2
, φ
2

)
, V27 =

(
0, φ+3

5
, 3φ−2

3

)
ve

V15 =
(
5φ−7

3
, 3φ−2

3
, 0
)
köşe noktaları göz önüne alınsın. Buna göre,
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rθ (V1) =
(
pr(1− cos θ) + q s൴n θ, qr(1− cos θ)− p s൴n θ, cos θ − r2(1− cos θ)

)
rθ (V19) =


3φ−2

5
(cos θ + p2(1− cos θ)) +

(
φ+3
5

)
(pr(1− cos θ) + q s൴n θ) ,

3φ−2
5

(pq(1− cos θ) + r s൴n θ) +
(
φ+3
5

)
(qr(1− cos θ)− p s൴n θ) ,

3φ−2
5

(pr(1− cos θ)− q s൴n θ) +
(
φ+3
5

)
(cos θ − r2(1− cos θ))



rθ (V7) =


5φ−7

3
(pq(1− cos θ)− r s൴n θ) +

(
3φ−2

5

)
(pr(1− cos θ) + q s൴n θ) ,

5φ−7
3

(cos θ + q2(1− cos θ)) +
(
3φ−2

5

)
(qr(1− cos θ)− p s൴n θ) ,

5φ−7
3

(qr(1− cos θ) + p s൴n θ) +
(
3φ−2

5

)
(cos θ − r2(1− cos θ))



rθ (V31) =



φ−1
2

(cos θ+p2(1− cos θ))+1
2
(pq(1− cos θ)− r s൴n θ)+

φ
2
(pr(1− cos θ)+q s൴n θ) ,

φ−1
2

(pq(1− cos θ)+r s൴n θ)+1
2
(cos θ+q2(1− cos θ))+

φ
2
(qr(1− cos θ)− p s൴n θ) ,

φ−1
2

(pr(1− cos θ)− q s൴n θ)+1
2
(qr(1− cos θ)+p s൴n θ)+

φ
2
(cos θ − r2(1− cos θ))


rθ (V27) =


φ+3
5

(pq(1− cos θ)− r s൴n θ) + 3φ−2
3

(pr(1− cos θ) + q s൴n θ) ,
φ+3
5

(cos θ + q2(1− cos θ)) + 3φ−2
3

(qr(1− cos θ)− p s൴n θ) ,
φ+3
5

(qr(1− cos θ) + p s൴n θ) + 3φ−2
3

(cos θ − r2(1− cos θ))



rθ (V15) =


5φ−7

3
(cos θ + p2(1− cos θ)) + 3φ−2

3
(pq(1− cos θ)− r s൴n θ) ,

5φ−7
3

(pq(1− cos θ) + r s൴n θ) + 3φ−2
3

(cos θ + q2(1− cos θ)) ,
5φ−7

3
(pr(1− cos θ)− q s൴n θ) + 3φ−2

3
(qr(1− cos θ) + p s൴n θ)


d৻r. Ayrıca
V1 = (0, 0, 1) ve V19 =

(
3φ−2

5
, 0, φ+3

5

)
৻ç৻n dDT (V1, V19) =

42φ−36
55

,
V7 =

(
0, 5φ−7

3
, 3φ−2

3

)
ve V31 =

(
φ−1
2
, 1
2
, φ
2

)
৻ç৻n dDT (V7, V31) =

26φ−38
11

ve
V27 =

(
0, φ+3

5
, 3φ−2

3

)
ve V15 =

(
5φ−7

3
, 3φ−2

3
, 0
)
৻ç৻n dDT (V27, V15) = −4φ+16

15
d৻r. O halde

θ ̸= 0 olmak üzere rθ, dDT uzaklığını koruyor ৻se dDT (rθ (V1) , rθ (V19)) = 42φ−36
55

,
dDT (rθ (V7) , rθ (V31)) =

26φ−38
11

ve dDT (rθ (V27) , rθ (V15)) =
−4φ+16

15
olmalıdır.

l doğrusunun doğrultu vektörü (0, 1, φ− 1) olarak alınırsa
(p, q, r) =

(
0,
√

2+φ
5
,
√

3−φ
5

)
olur. p, q, r değerler৻ dDT (rθ(V1), rθ(V19)) = 42φ−36

55
,

dDT (rθ(V7), rθ(V31)) =
26φ−38

11
ve dDT (rθ(V27), rθ(V15)) =

−4φ+16
15

te yer৻ne yazılırsa;

α1 = 1
5

√
7−4φ

5
s൴n θ − 3φ−2

5
cos θ, α2 = −2φ2+5φ−2

25
(1 − cos θ) − 1

5

√
42−19φ

5
s൴n θ ve

α3 =
3−φ
25

cos θ + 1√
5

√
23+4φ

5
s൴n θ + 7−4φ

25
olmak üzere
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max



|α1|+4φ−5
11

max



|α2|+ |α3| ,
(1− φ) |α1|+2 |α2|+(1 + φ) |α3| ,
−φ |α1|+ (2 + φ) |α2|+ 2φ |α3| ,
(1− 2φ) |α1|+ (1 + φ) |α2|+3φ |α3| ,
2 (1− φ) |α1|+ |α2|+ (2φ+ 1) |α3|


,

|α2|+4φ−5
11

max



|α1|+ |α3| ,
(1 + φ) |α1|+(1− φ) |α2|+2 |α3| ,
2φ |α1| − φ |α2|+ (2+φ) |α3| ,
3φ |α1|+ (1− 2φ) |α2|+ (1 + φ) |α3| ,
(2φ+ 1) |α1|+2 (1− φ) |α2|+ |α3|


,

|α3|+4φ−5
11

max



|α1|+ |α2| ,
2 |α1|+(1 + φ) |α2|+(1− φ) |α3| ,
(2 + φ) |α1|+2φ |α2| − φ |α3| ,
(1 + φ) |α1|+3φ |α2|+ (1− 2φ) |α3| ,
|α1|+ (2φ+ 1) |α2|+2 (1− φ) |α3|





=
42φ− 36

55

β1 =
(

1
6

√
7− 4φ+ 1

6

√
1407−869φ

5

)
s൴n θ − φ−1

2
cos θ, β2 = 4φ−7

15
(1 − cos θ) −

√
7−4φ
20

s൴n θ

ve β3 =
58φ−29

60
cos θ +

√
3−φ
20

s൴n θ + 11−7φ
15

olmak üzere

max



|β1|+ 4φ−5
11

max



|β2|+ |β3| ,
(1− φ) |β1|+ 2 |β2|+ (1 + φ) |β3| ,
−φ |β1|+ (2 + φ) |β2|+ 2φ |β3| ,
(1− 2φ) |β1|+ (1 + φ) |β2|+ 3φ |β3| ,
2 (1− φ) |β1|+ |β2|+ (2φ+ 1) |β3|


,

|β2|+ 4φ−5
11

max



|β1|+ |β3| ,
(1 + φ) |β1|+ (1− φ) |β2|+ 2 |β3| ,
2φ |β1| − φ |β2|+ (2 + φ) |β3| ,
3φ |β1|+ (1− 2φ) |β2|+ (1 + φ) |β3| ,
(2φ+ 1) |β1|+ 2 (1− φ) |β2|+ |β3|


,

|β3|+ 4φ−5
11

max



|β1|+ |β2| ,
2 |β1|+ (1 + φ) |β2|+ (1− φ) |β3| ,
(2 + φ) |β1|+ 2φ |β2| − φ |β3| ,
(1 + φ) |β1|+ 3φ |β2|+ (1− 2φ) |β3| ,
|β1|+ (2φ+ 1) |β2|+ 2 (1− φ) |β3|





=
26φ− 38

11

γ1 =
(

1
15

√
1827−1129φ

5
+ 1

5

√
23+4φ

5

)
s൴n θ − 5φ−7

3
cos θ,

γ2 =
13−8φ

15
cos θ − 1

3

√
267−164φ

5
s൴n θ + 10−4φ

15
ve

γ3 =
φ−8
15

cos θ + 1
3

√
103−36φ

5
s൴n θ + 8φ+2

15
olmak üzere
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max



|γ1|+ 4φ−5
11

max



|γ2|+ |γ3| ,
(1− φ) |γ1|+ 2 |γ2|+ (1 + φ) |γ3| ,
−φ |γ1|+ (2 + φ) |γ2|+ 2φ |γ3| ,
(1− 2φ) |γ1|+ (1 + φ) |γ2|+ 3φ |γ3| ,
2 (1− φ) |γ1|+ |γ2|+ (2φ+ 1) |γ3|


,

|γ2|+ 4φ−5
11

max



|γ1|+ |γ3| ,
(1 + φ) |γ1|+ (1− φ) |γ2|+ 2 |γ3| ,
2φ |γ1| − φ |γ2|+ (2 + φ) |γ3| ,
3φ |γ1|+ (1− 2φ) |γ2|+ (1 + φ) |γ3| ,
(2φ+ 1) |γ1|+ 2 (1− φ) |γ2|+ |γ3|


,

|γ3|+ 4φ−5
11

max



|γ1|+ |γ2| ,
2 |γ1|+ (1 + φ) |γ2|+ (1− φ) |γ3| ,
(2 + φ) |γ1|+ 2φ |γ2| − φ |γ3| ,
(1 + φ) |γ1|+ 3φ |γ2|+ (1− 2φ) |γ3| ,
|γ1|+ (2φ+ 1) |γ2|+ 2 (1− φ) |γ3|





=
−4φ+ 16

15

denklemler৻ne ulaşılır. Bu denklem s৻stem৻ çözülürse θ = 2π/5, 4π/5, 6π/5, 8π/5 sonuçları
bulunur. Benzer şek৻lde, eğer l doğrusunun yön vektörü (0,−1, (φ− 1)), (±1, (φ− 1), 0),
(±1, 0, φ) olarak alınırsa θ = 2π/5, 4π/5, 6π/5, 8π/5 olur. Dolayısıyla D1 dek৻ altı yön
vektörüyle y৻rm৻ dört dönme elde ed৻l৻r.

l doğrusunun yön vektörü (1, 0, 0) ৻se (p, q, r) = (1, 0, 0) olur. p, q, r değerler৻

dDT (rθ(V1), rθ(V19)) =
42φ−36

55
, dDT (rθ(V7), rθ(V31)) =

26φ−38
11

vedDT (rθ(V27), rθ(V15)) =
−4φ+16

15

te yer৻ne yazılırsa sırasıyla; α1 =
2−3φ
10
, α2 =

−2+φ
5

s൴n θ ve α3 =
2−φ
5
cos θ olmak üzere

max



|α1|+ 4φ−5
11

max



|α2|+ |α3| ,
(1− φ) |α1|+ 2 |α2|+ (1 + φ) |α3| ,
−φ |α1|+ (2 + φ) |α2|+ 2φ |α3| ,
(1− 2φ) |α1|+ (1 + φ) |α2|+ 3φ |α3| ,
2 (1− φ) |α1|+ |α2|+ (2φ+ 1) |α3|


,

|α2|+ 4φ−5
11

max



|α1|+ |α3| ,
(1 + φ) |α1|+ (1− φ) |α2|+ 2 |α3| ,
2φ |α1| − φ |α2|+ (2 + φ) |α3| ,
3φ |α1|+ (1− 2φ) |α2|+ (1 + φ) |α3| ,
(2φ+ 1) |α1|+ 2 (1− φ) |α2|+ |α3|


,

|α3|+ 4φ−5
11

max



|α1|+ |α2| ,
2 |α1|+ (1 + φ) |α2|+ (1− φ) |α3| ,
(2 + φ) |α1|+ 2φ |α2| − φ |α3| ,
(1 + φ) |α1|+ 3φ |α2|+ (1− 2φ) |α3| ,
|α1|+ (2φ+ 1) |α2|+ 2 (1− φ) |α3|





=
42φ− 36

55
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β1 =
1−φ
2
, β2 =

10φ−17
6

cos θ + −3φ+4
6

s൴n θ ve β3 =
3φ−4

6
cos θ + 10φ−17

6
s൴n θ olmak üzere

max



|β1|+ 4φ−5
11

max



|β2|+ |β3| ,
(1− φ) |β1|+ 2 |β2|+ (1 + φ) |β3| ,
−φ |β1|+ (2 + φ) |β2|+ 2φ |β3| ,
(1− 2φ) |β1|+ (1 + φ) |β2|+ 3φ |β3| ,
2 (1− φ) |β1|+ |β2|+ (2φ+ 1) |β3|


,

|β2|+ 4φ−5
11

max



|β1|+ |β3| ,
(1 + φ) |β1|+ (1− φ) |β2|+ 2 |β3| ,
2φ |β1| − φ |β2|+ (2 + φ) |β3| ,
3φ |β1|+ (1− 2φ) |β2|+ (1 + φ) |β3| ,
(2φ+ 1) |β1|+ 2 (1− φ) |β2|+ |β3|


,

|β3|+ 4φ−5
11

max



|β1|+ |β2| ,
2 |β1|+ (1 + φ) |β2|+ (1− φ) |β3| ,
(2 + φ) |β1|+ 2φ |β2| − φ |β3| ,
(1 + φ) |β1|+ 3φ |β2|+ (1− 2φ) |β3| ,
|β1|+ (2φ+ 1) |β2|+ 2 (1− φ) |β3|





=
26φ− 38

11

γ1 =
7−5φ

3
, γ2 = 3φ−2

5
cos θ + −12φ+19

15
s൴n θ ve γ3 = −12φ+19

15
cos θ − 3φ−2

5
s൴n θ olmak üzere

max



|γ1|+ 4φ−5
11

max



|γ2|+ |γ3| ,
(1− φ) |γ1|+ 2 |γ2|+ (1 + φ) |γ3| ,
−φ |γ1|+ (2 + φ) |γ2|+ 2φ |γ3| ,
(1− 2φ) |γ1|+ (1 + φ) |γ2|+ 3φ |γ3| ,
2 (1− φ) |γ1|+ |γ2|+ (2φ+ 1) |γ3|


,

|γ2|+ 4φ−5
11

max



|γ1|+ |γ3| ,
(1 + φ) |γ1|+ (1− φ) |γ2|+ 2 |γ3| ,
2φ |γ1| − φ |γ2|+ (2 + φ) |γ3| ,
3φ |γ1|+ (1− 2φ) |γ2|+ (1 + φ) |γ3| ,
(2φ+ 1) |γ1|+ 2 (1− φ) |γ2|+ |γ3|


,

|γ3|+ 4φ−5
11

max



|γ1|+ |γ2| ,
2 |γ1|+ (1 + φ) |γ2|+ (1− φ) |γ3| ,
(2 + φ) |γ1|+ 2φ |γ2| − φ |γ3| ,
(1 + φ) |γ1|+ 3φ |γ2|+ (1− 2φ) |γ3| ,
|γ1|+ (2φ+ 1) |γ2|+ 2 (1− φ) |γ3|





=
−4φ+ 16

15

denklem s৻stem৻ elde ed৻l৻r. Bu s৻stem çözülürse θ = π sonucu elde ed৻l৻r. Benzer şek৻lde,
eğer l n৻n yön vektörü D2 n৻n (0, 1, 0), (0, 0, 1), ((φ− 1) ,±1,±φ), (±1,±φ, φ− 1),
(±φ, φ− 1,±1) vektörler৻nden b৻r৻ olarak alınırsa θ = π olarak bulunur. Dolayısıyla D2

dek৻ on beş yön vektörüyle on beş dönme elde ed৻l৻r.
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l doğrusunun doğrultu vektörü (1, 1, 1) ৻se (p, q, r) =
(

1√
3
, 1√

3
, 1√

3

)
olur. p, q, r

değerler৻ dDT (rθ(V1), rθ(V19)), dDT (rθ(V7), rθ(V31)) ve dDT (rθ(V27), rθ(V15)) te yer৻ne
yazılırsa; α1 = −1−φ

3
cos θ + 2

√
3−

√
3φ

15
s൴n θ + 4−4φ

15
, α2 = −4+4φ

15
cos θ − 2

√
3φ

15
s൴n θ + 4−4φ

15

ve α3 =
φ+2
15

cos θ + −2
√
3+3

√
3φ

15
s൴n θ + 4−4φ

15
olmak üzere

max



|α1|+ 4φ−5
11

max



|α2|+ |α3| ,
(1− φ) |α1|+ 2 |α2|+ (1 + φ) |α3| ,
−φ |α1|+ (2 + φ) |α2|+ 2φ |α3| ,
(1− 2φ) |α1|+ (1 + φ) |α2|+ 3φ |α3| ,
2 (1− φ) |α1|+ |α2|+ (2φ+ 1) |α3|


,

|α2|+ 4φ−5
11

max



|α1|+ |α3| ,
(1 + φ) |α1|+ (1− φ) |α2|+ 2 |α3| ,
2φ |α1| − φ |α2|+ (2 + φ) |α3| ,
3φ |α1|+ (1− 2φ) |α2|+ (1 + φ) |α3| ,
(2φ+ 1) |α1|+ 2 (1− φ) |α2|+ |α3|


,

|α3|+ 4φ−5
11

max



|α1|+ |α2| ,
2 |α1|+ (1 + φ) |α2|+ (1− φ) |α3| ,
(2 + φ) |α1|+ 2φ |α2| − φ |α3| ,
(1 + φ) |α1|+ 3φ |α2|+ (1− 2φ) |α3| ,
|α1|+ (2φ+ 1) |α2|+ 2 (1− φ) |α3|





=
42φ− 36

55

β1 =
7φ+11

18
cos θ + 13

√
3−7

√
3φ

18
s൴n θ + 13φ−21

18
, β2 =

6−φ
18

cos θ + −20
√
3+13

√
3φ

18
s൴n θ + 5φ−9

9
ve

β3 =
14φ−21

18
cos θ + −24

√
3+15

√
3φ

36
s൴n θ + 8φ−9

9
olmak üzere

max



|β1|+ 4φ−5
11

max



|β2|+ |β3| ,
(1− φ) |β1|+ 2 |β2|+ (1 + φ) |β3| ,
−φ |β1|+ (2 + φ) |β2|+ 2φ |β3| ,
(1− 2φ) |β1|+ (1 + φ) |β2|+ 3φ |β3| ,
2 (1− φ) |β1|+ |β2|+ (2φ+ 1) |β3|


,

|β2|+ 4φ−5
11

max



|β1|+ |β3| ,
(1 + φ) |β1|+ (1− φ) |β2|+ 2 |β3| ,
2φ |β1| − φ |β2|+ (2 + φ) |β3| ,
3φ |β1|+ (1− 2φ) |β2|+ (1 + φ) |β3| ,
(2φ+ 1) |β1|+ 2 (1− φ) |β2|+ |β3|


,

|β3|+ 4φ−5
11

max



|β1|+ |β2| ,
2 |β1|+ (1 + φ) |β2|+ (1− φ) |β3| ,
(2 + φ) |β1|+ 2φ |β2| − φ |β3| ,
(1 + φ) |β1|+ 3φ |β2|+ (1− 2φ) |β3| ,
|β1|+ (2φ+ 1) |β2|+ 2 (1− φ) |β3|





=
26φ− 38

11
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γ1 =
−47φ+57

45
cos θ + 21

√
3φ−33

√
3

45
s൴n θ + −28φ+48

45
,

γ2 =
55φ−66

45
cos θ + 15

√
3φ−16

√
3

45
s൴n θ + −28φ+73

45
ve

γ3 =
−8φ+9

45
cos θ + −34

√
3φ+41

√
3

45
s൴n θ + −28φ+48

45
olmak üzere

max



|γ1|+ 4φ−5
11

max



|γ2|+ |γ3| ,
(1− φ) |γ1|+ 2 |γ2|+ (1 + φ) |γ3| ,
−φ |γ1|+ (2 + φ) |γ2|+ 2φ |γ3| ,
(1− 2φ) |γ1|+ (1 + φ) |γ2|+ 3φ |γ3| ,
2 (1− φ) |γ1|+ |γ2|+ (2φ+ 1) |γ3|


,

|γ2|+ 4φ−5
11

max



|γ1|+ |γ3| ,
(1 + φ) |γ1|+ (1− φ) |γ2|+ 2 |γ3| ,
2φ |γ1| − φ |γ2|+ (2 + φ) |γ3| ,
3φ |γ1|+ (1− 2φ) |γ2|+ (1 + φ) |γ3| ,
(2φ+ 1) |γ1|+ 2 (1− φ) |γ2|+ |γ3|


,

|γ3|+ 4φ−5
11

max



|γ1|+ |γ2| ,
2 |γ1|+ (1 + φ) |γ2|+ (1− φ) |γ3| ,
(2 + φ) |γ1|+ 2φ |γ2| − φ |γ3| ,
(1 + φ) |γ1|+ 3φ |γ2|+ (1− 2φ) |γ3| ,
|γ1|+ (2φ+ 1) |γ2|+ 2 (1− φ) |γ3|





=
−4φ+ 16

15

denklem s৻stem৻ elde ed৻l৻r. Bu denklem s৻stem৻ çözülürse θ = 2π/3, 4π/3 sonuçları
bulunur. Benzer şek৻lde, eğer l n৻n yön vektörü D3 ün (−1, 1, 1), (1,−1, 1), (1, 1,−1),
(0, φ− 1,±φ), (φ− 1,±φ, 0), (±φ, 0, φ− 1) vektörler৻nden b৻r৻ olarak alınırsa
θ = 2π/3, 4π/3 olur. Dolayısıyla D3 dek৻ on tane yön vektörüyle y৻rm৻ tane dönme elde
ed৻l৻r.

Ters৻ne rθ(X) = Y olacak şek৻lde X ve Y noktalarıyla oluşturulan OX ve OY

doğrularının doğrultuları sırasıyla (p1, q1, r1) ve (p2, q2, r2) olmak üzere
dDT (O,X) = dDT (O, Y ) olduğunu göstermek ৻ç৻n Yardımcı Teorem 6.2 den
µ (OX) = µ (OY ) olduğu göster৻lmel৻d৻r. Bu ৻se (p1, q1, r1) vektörünün tüm durumlar ৻ç৻n
görüntüler৻ bulunarak kolaylıkla göster৻leb৻l৻r. Örneğ৻n dönme eksen৻n৻n doğrultu vektörü
(1, 0, 0) olsun. Bu durumda σ∆ (p1, q1, r1) = (p2, q2, r2) = (p1,−q1,−r1) elde ed৻l৻r.
Yardımcı Teorem 6.2 den
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µ (OX) =

max



|p1|+ 4φ−5
11

max



|q1|+ |r1| ,
(1− φ) |p1|+ 2 |q1|+ (1 + φ) |r1| ,
−φ |p1|+ (2 + φ) |q1|+ 2φ |r1| ,
(1− 2φ) |p1|+ (1 + φ) |q1|+ 3φ |r1| ,
2 (1− φ) |p1|+ |q1|+ (2φ+ 1) |r1|


,

|q1|+ 4φ−5
11

max



|p1|+ |r1| ,
(1 + φ) |p1|+ (1− φ) |q1|+ 2 |r1| ,
2φ |p1| − φ |q1|+ (2 + φ) |r1| ,
3φ |p1|+ (1− 2φ) |q1|+ (1 + φ) |r1| ,
(2φ+ 1) |p1|+ 2 (1− φ) |q1|+ |r1|


,

|r1|+ 4φ−5
11

max



|p1|+ |q1| ,
2 |p1|+ (1 + φ) |q1|+ (1− φ) |r1| ,
(2 + φ) |p1|+ 2φ |q1| − φ |r1| ,
(1 + φ) |p1|+ 3φ |q1|+ (1− 2φ) |r1| ,
|p1|+ (2φ+ 1) |q1|+ 2 (1− φ) |r1|



√
p21 + q21 + r21

µ (OY ) =

max



|p2|+ 4φ−5
11

max



|q2|+ |r2| ,
(1− φ) |p2|+ 2 |q2|+ (1 + φ) |r2| ,
−φ |p2|+ (2 + φ) |q2|+ 2φ |r2| ,
(1− 2φ) |p2|+ (1 + φ) |q2|+ 3φ |r2| ,
2 (1− φ) |p2|+ |q2|+ (2φ+ 1) |r2|


,

|q2|+ 4φ−5
11

max



|p2|+ |r2| ,
(1 + φ) |p2|+ (1− φ) |q2|+ 2 |r2| ,
2φ |p2| − φ |q2|+ (2 + φ) |r2| ,
3φ |p2|+ (1− 2φ) |q2|+ (1 + φ) |r2| ,
(2φ+ 1) |p2|+ 2 (1− φ) |q2|+ |r2|


,

|r2|+ 4φ−5
11

max



|p2|+ |q2| ,
2 |p2|+ (1 + φ) |q2|+ (1− φ) |r2| ,
(2 + φ) |p2|+ 2φ |q2| − φ |r2| ,
(1 + φ) |p2|+ 3φ |q2|+ (1− 2φ) |r2| ,
|p2|+ (2φ+ 1) |q2|+ 2 (1− φ) |r2|



√
p22 + q22 + r22

d৻r. Buradan
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µ (OY ) =

max



|p1|+ 4φ−5
11

max



|−q1|+ |−r1| ,
(1− φ) |p1|+ 2 |−q1|+ (1 + φ) |−r1| ,
−φ |p1|+ (2 + φ) |−q1|+ 2φ |−r1| ,
(1− 2φ) |p1|+ (1 + φ) |−q1|+ 3φ |−r1| ,
2 (1− φ) |p1|+ |−q1|+ (2φ+ 1) |−r1|


,

|−q1|+ 4φ−5
11

max



|p1|+ |−r1| ,
(1 + φ) |p1|+ (1− φ) |−q1|+ 2 |−r1| ,
2φ |p1| − φ |−q1|+ (2 + φ) |−r1| ,
3φ |p1|+ (1− 2φ) |−q1|+ (1 + φ) |−r1| ,
(2φ+ 1) |p1|+ 2 (1− φ) |−q1|+ |−r1|


,

|−r1|+ 4φ−5
11

max



|p1|+ |−q1| ,
2 |p1|+ (1 + φ) |−q1|+ (1− φ) |−r1| ,
(2 + φ) |p1|+ 2φ |−q1| − φ |−r1| ,
(1 + φ) |p1|+ 3φ |−q1|+ (1− 2φ) |−r1| ,
|p1|+ (2φ+ 1) |−q1|+ 2 (1− φ) |−r1|




√

p21+q21+r21

=

max



|p1|+ 4φ−5
11

max



|q1|+ |r1| ,
(1− φ) |p1|+ 2 |q1|+ (1 + φ) |r1| ,
−φ |p1|+ (2 + φ) |q1|+ 2φ |r1| ,
(1− 2φ) |p1|+ (1 + φ) |q1|+ 3φ |r1| ,
2 (1− φ) |p1|+ |q1|+ (2φ+ 1) |r1|


,

|q1|+ 4φ−5
11

max



|p1|+ |r1| ,
(1 + φ) |p1|+ (1− φ) |q1|+ 2 |r1| ,
2φ |p1| − φ |q1|+ (2 + φ) |r1| ,
3φ |p1|+ (1− 2φ) |q1|+ (1 + φ) |r1| ,
(2φ+ 1) |p1|+ 2 (1− φ) |q1|+ |r1|


,

|r1|+ 4φ−5
11

max



|p1|+ |q1| ,
2 |p1|+ (1 + φ) |q1|+ (1− φ) |r1| ,
(2 + φ) |p1|+ 2φ |q1| − φ |r1| ,
(1 + φ) |p1|+ 3φ |q1|+ (1− 2φ) |r1| ,
|p1|+ (2φ+ 1) |q1|+ 2 (1− φ) |r1|




√

p21+q21+r21

= µ (OX)

elde ed৻l৻r. Benzer şek৻lde d৻ğer dönme eksenler৻ ve dönme açıları ৻ç৻n de µ (OX) = µ (OY )

eş৻tl৻ğ৻ göster৻leb৻l৻r. Böylece ৻spat tamamlanmış olur.

Sonuç 7.5 RDT , or৻j৻nden geçen doğruları eksen kabul eden dönmeler৻n kümes৻ olmak üzere,
tam olarak ell৻ dokuz Ökl৻dyen dönmeden oluşur.

Şek൴l7.5, Şek൴l7.6 ve Şek൴l7.7 dek൴ dak൴ tablolarda dönme hareketler൴ (dönüşümler൴)
sonucunda b൴r൴m küren൴n köşe noktalarının görüntüler൴ ver൴lm൴şt൴r.
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Şek൴l 7.5 R3
DT de Dönme Hareket൴ Altında Köşe Noktaların Görüntüler൴
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Şek൴l 7.6 R3
DT de Dönme Hareket൴ Altında Köşe Noktaların Görüntüler൴ Devamı
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Şek൴l 7.7 R3
DT de Dönme Hareket൴ Altında Köşe Noktaların Görüntüler൴ Devamı
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Yardımcı Teorem 7.3 (x, y, z) noktasını (−x,−y,−z) noktasına dönüştüren dönüşüm olan
O = (0, 0, 0) or৻j৻ne göre σ0 ৻nvers৻yonu R3

DT un b৻r ৻zometr৻s৻d৻r.

Şek൴l7.8 dek൴ tablolarda ൴nvers൴yon hareket൴(dönüşümü) sonrasında b൴r൴m küren൴n
köşe noktalarının görüntüler൴ ver൴lm൴şt൴r.

Şek൴l 7.8 R3
DT de σO İnvers൴yonu Altında Köşe Noktaların Görüntüler൴

Önerme 7.4 dDT− uzaklığını ৻nvaryant bırakan, or৻j৻ne göre dönme-yansımaların tümü
or৻j৻ne göre ৻nvers৻yon hareket৻ne (dönüşümüne) eş৻tt৻r.

İspat rθ ∈ RDT , Γ ve ∆ , Π ye d৻k düzlemler olmak üzere b৻r dönme-yansıma
ρ := σΠσ∆σΓ = σΠrθ b৻ç৻m৻nde yazılab৻l৻r. Bu durumda Π düzlem৻ ৻ç৻n Teorem 6.3 de
৻fade ed৻len otuz b৻r dönme eksen৻nden on beş durum ৻ncelenmel৻d৻r. Çünkü D1 ve D3 dek৻
dönme eksenler৻nden h৻çb৻r৻s৻ Sonuç 6.4 de ver৻len yansıma düzlemler৻nden herhang৻
b৻r৻ne d৻k değ৻ld৻r. Eğer Π düzlem৻ olarak x = 0 düzlem৻ alınırsa rθ nın b৻r৻m yön vektörü
(1, 0, 0) olur ve

ρ := σΠr(x, y, z) = (−x, ycosθ − zsinθ, ysinθ + zcosθ)

elde ed৻l৻r.
V1 = (0, 0, 1), V19 =

(
3φ−2

5
, 0, φ+3

5

)
, V7 =

(
0, 5φ−7

3
, 3φ−2

3

)
, V31 =

(
φ−1
2
, 1
2
, φ
2

)
, V27 =(

0, φ+3
5
, 3φ−2

3

)
ve V15 =

(
5φ−7

3
, 3φ−2

3
, 0
)
köşe noktaları ৻ç৻n
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ρ(V1) = ρ (0, 0, 1) = (0,− s൴n θ, cos θ)

ρ(V19) = ρ
(
3φ−2

5
, 0, φ+3

5

)
=
(−3φ+2

5
,−
(
3+φ
5

)
s൴n θ,

(
3+φ
5

)
cos θ

)
ρ(V7) = ρ

(
0, 5φ−7

3
, 3φ−2

3

)
=
(
0,
(
5φ−7

3

)
cos θ −

(
3φ−2

3

)
s൴n θ,

(
5φ−7

3

)
s൴n θ +

(
3φ−2

3

)
cos θ

)
ρ(V31) = ρ

(
φ−1
2
, 1
2
, φ
2

)
=
(
1−φ
2
, 1
2
cos θ − φ

2
s൴n θ, φ

2
cos θ + 1

2
s൴n θ

)
ρ(V27) = ρ

(
0, φ+3

5
, 3φ−2

3

)
=
(
0,
(
3+φ
5

)
cos θ −

(
3φ−2

5

)
s൴n θ,

(
3φ−2

5

)
cos θ +

(
3+φ
5

)
s൴n θ

)
ρ(V15) = ρ

(
5φ−7

3
, 3φ−2

3
, 0
)
=
(
7−5φ

3
,
(
3φ−2

3

)
cos θ,

(
3φ−2

3

)
s൴n θ

)
olur.

dDT (V1, V19) =
42φ− 36

55
, dDT (V7, V31) =

26φ− 38

11
, dDT (V27, V15) =

−4φ+ 16

15

olduğundan ve ρ uzaklığı koruyacağından

dDT (ρ (V1) , ρ (V19)) =
42φ− 36

55
, dDT (ρ (V7) , ρ (V31)) =

26φ− 38

11

ve
dDT (ρ (V27) , ρ (V15)) =

−4φ+ 16

15

olup sırasıyla
α1 =

3φ−2
5
, α2 =

φ−2
5
s൴n θ ve α3 =

2−φ
5
cos θ olmak üzere

max



|α1|+ 4φ−5
11

max



|α2|+ |α3| ,
(1− φ) |α1|+ 2 |α2|+ (1 + φ) |α3| ,
−φ |α1|+ (2 + φ) |α2|+ 2φ |α3| ,
(1− 2φ) |α1|+ (1 + φ) |α2|+ 3φ |α3| ,
2 (1− φ) |α1|+ |α2|+ (2φ+ 1) |α3|


,

|α2|+ 4φ−5
11

max



|α1|+ |α3| ,
(1 + φ) |α1|+ (1− φ) |α2|+ 2 |α3| ,
2φ |α1| − φ |α2|+ (2 + φ) |α3| ,
3φ |α1|+ (1− 2φ) |α2|+ (1 + φ) |α3| ,
(2φ+ 1) |α1|+ 2 (1− φ) |α2|+ |α3|


,

|α3|+ 4φ−5
11

max



|α1|+ |α2| ,
2 |α1|+ (1 + φ) |α2|+ (1− φ) |α3| ,
(2 + φ) |α1|+ 2φ |α2| − φ |α3| ,
(1 + φ) |α1|+ 3φ |α2|+ (1− 2φ) |α3| ,
|α1|+ (2φ+ 1) |α2|+ 2 (1− φ) |α3|





=
42φ− 36

55

β1 =
φ−1
2
, β2 =

10φ−17
6

cos θ + 4−3φ
6

s൴n θ ve β3 =
3φ−4

6
cos θ + 10φ−17

6
s൴n θ olmak üzere
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max



|β1|+ 4φ−5
11

max



|β2|+ |β3| ,
(1− φ) |β1|+ 2 |β2|+ (1 + φ) |β3| ,
−φ |β1|+ (2 + φ) |β2|+ 2φ |β3| ,
(1− 2φ) |β1|+ (1 + φ) |β2|+ 3φ |β3| ,
2 (1− φ) |β1|+ |β2|+ (2φ+ 1) |β3|


,

|β2|+ 4φ−5
11

max



|β1|+ |β3| ,
(1 + φ) |β1|+ (1− φ) |β2|+ 2 |β3| ,
2φ |β1| − φ |β2|+ (2 + φ) |β3| ,
3φ |β1|+ (1− 2φ) |β2|+ (1 + φ) |β3| ,
(2φ+ 1) |β1|+ 2 (1− φ) |β2|+ |β3|


,

|β3|+ 4φ−5
11

max



|β1|+ |β2| ,
2 |β1|+ (1 + φ) |β2|+ (1− φ) |β3| ,
(2 + φ) |β1|+ 2φ |β2| − φ |β3| ,
(1 + φ) |β1|+ 3φ |β2|+ (1− 2φ) |β3| ,
|β1|+ (2φ+ 1) |β2|+ 2 (1− φ) |β3|





=
26φ− 38

11

γ1 =
5φ−7

3
, γ2 = −12φ+19

15
cos θ − 3φ−2

5
s൴n θ ve γ3 = 3φ−2

5
cos θ + −12φ+19

15
s൴n θ olmak üzere

max



|γ1|+ 4φ−5
11

max



|γ2|+ |γ3| ,
(1− φ) |γ1|+ 2 |γ2|+ (1 + φ) |γ3| ,
−φ |γ1|+ (2 + φ) |γ2|+ 2φ |γ3| ,
(1− 2φ) |γ1|+ (1 + φ) |γ2|+ 3φ |γ3| ,
2 (1− φ) |γ1|+ |γ2|+ (2φ+ 1) |γ3|


,

|γ2|+ 4φ−5
11

max



|γ1|+ |γ3| ,
(1 + φ) |γ1|+ (1− φ) |γ2|+ 2 |γ3| ,
2φ |γ1| − φ |γ2|+ (2 + φ) |γ3| ,
3φ |γ1|+ (1− 2φ) |γ2|+ (1 + φ) |γ3| ,
(2φ+ 1) |γ1|+ 2 (1− φ) |γ2|+ |γ3|


,

|γ3|+ 4φ−5
11

max



|γ1|+ |γ2| ,
2 |γ1|+ (1 + φ) |γ2|+ (1− φ) |γ3| ,
(2 + φ) |γ1|+ 2φ |γ2| − φ |γ3| ,
(1 + φ) |γ1|+ 3φ |γ2|+ (1− 2φ) |γ3| ,
|γ1|+ (2φ+ 1) |γ2|+ 2 (1− φ) |γ3|





=
−4φ+ 16

15

denklemler৻ elde ed৻l৻r. Bu denklem s৻stem৻ çözülürse θ ∈ {0, π} elde ed৻l৻r. Buradan da
kolaylıkla σΠrπ = σ0 olduğu görüleb৻l৻r. Sonuç olarak bu durumda yen৻ b৻r dönme-yansıma
yoktur. Benzer şek৻lde dönme eksenler৻ b৻r yansıma düzlem৻ normal৻ olan

(
±1

2
,±φ

2
, φ−1

2

)
,(

φ−1
2
,±1

2
,±φ

2

)
,
(
±φ

2
, φ−1

2
,±1

2

)
, (0, 1, 0), (0, 0, 1) vektörler৻ ৻ç৻n de aynı sonuçlar elde ed৻l৻r.
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Şek൴l7.9 ve Şek൴l7.10 dak൴ tablolarda, b൴r yansıma düzlem൴n൴n normal൴ olup, aynı
zamanda dönme eksen൴n൴n doğrultusu olanlar tesp൴t ed൴lm൴ş ve bu eksenlere göre
dönme-yansıma hareket൴(dönüşümü) yapılarak b൴r൴m küren൴n köşe noktalarının bu
hareketlere (dönüşümlere) göre görüntüler൴ ver൴lm൴şt൴r.
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Şek൴l 7.9 R3
DT de Dönme Yansıma Hareket൴ Altında Köşe Noktaların Görüntüler൴
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Şek൴l 7.10 R3
DT de Dönme Yansıma Hareket൴ Altında Köşe Noktaların Görüntüler൴ Devamı
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Önerme 7.5 dDT uzaklığını koruyan, or৻j৻ne göre kırk dört tane dönme-৻nvers৻yon vardır.

İspat rθ ∈ RDT olmak üzere b৻r dönme-৻nvers৻yon ρ := σOσ∆σΓ = σOrθ b৻ç৻m৻nde
b৻leşke olarak yazılab৻leceğ৻nden Önerme 6.3 den dolayı ৻spat otuz b৻r dönme eksen৻ ৻ç৻n
ver৻lmel৻d৻r. rθ dönme eksen৻n৻n doğrultusu (0, 1, φ− 1) vektör ৻se b৻r৻m doğrultu vektörü(
0,
√

2+φ
5
,
√

3−φ
5

)
olur. Bu durumda

σOrθ (x, y, z) =


−x cos θ +

(√
3−φ
5
s൴n θ

)
y −

(√
2+φ
5
s൴n θ

)
z,

−
(√

3−φ
5
s൴n θ

)
x−

(
2+φ
5

+ 3−φ
5
cos θ

)
y −

((
2φ−1

5

)
(1− cos θ)

)
z,(√

2+φ
5
s൴n θ

)
x−

((
2φ−1

5

)
(1− cos θ)

)
y −

(
3−φ
5

+ 2+φ
5
cos θ

)
z


şekl৻nde tanımlanır. O halde
V1 = (0, 0, 1), V19 =

(
3φ−2

5
, 0, φ+3

5

)
, V7 =

(
0, 5φ−7

3
, 3φ−2

3

)
, V31 =

(
φ−1
2
, 1
2
, φ
2

)
, V27 =(

0, φ+3
5
, 3φ−2

3

)
ve V15 =

(
5φ−7

3
, 3φ−2

3
, 0
)
köşe noktaları ৻ç৻n

ρ(V1) =

(
−
√

5+
√
5

10
s൴n θ, 2φ−1

5
(cos θ − 1) , φ−3

5
− φ+2

5
cos θ

)
ρ(V19) =

 2−3φ
5

cos θ − 1
5

√
27+31φ

5
s൴n θ,−1

5

√
42−19φ

5
s൴n θ + 14φ−2

25
cos θ − 14φ−2

25
,

1
5

√
4φ+23

5
s൴n θ + 2−φ

5
cos θ + φ−8

25


ρ(V7) =

([
1
3

√
267−164φ

5
− 1

3

√
23+4φ

5

]
s൴n θ, 84−38φ

45
cos θ − 6φ+7

15
, 7−5φ

3
cos θ + 2φ−5

3

)
ρ(V31) =

 1−φ
2
cos θ +

[
1
2

√
3−φ
5

− 1
2

√
3+4φ

5

]
s൴n θ,−1

2

√
7−4φ
10

s൴n θ + 1+3φ
10

cos θ − 3φ+6
10

,

1
2

√
3−φ
5
s൴n θ + 3φ−4

20
cos θ + 3−6φ

8


ρ(V27) =

([
1
5

√
8φ+47

10
− 1

2

√
23+4φ

5

]
s൴n θ, 6−φ

25
cos θ − 4φ+21

25
, 7φ−1

25
cos θ + 11−22φ

25

)
ρ(V15) =

 7−5φ
3

cos θ + 1
3

√
23+4φ

5
s൴n θ,−1

3

√
267−164φ

5
s൴n θ + 9−8φ

15
cos θ + 1−7φ

15
,

1
3

√
103−61φ

5
s൴n θ + 16−2φ

15
cos θ + 2φ−16

15


olur.
dDT (V1, V19) =

42φ−36
55

, dDT (V7, V31) =
26φ−38

11
ve dDT (V27, V15) =

−4φ+16
15

olduğundan ve
ρ uzaklığı koruyacağından dolayıdDT (ρ (V1) , ρ (V19)) = 42φ−36

55
,

dDT (ρ (V7) , ρ (V31)) = 26φ−38
11

ve dDT (ρ (V27) , ρ (V15)) = −4φ+16
15

olmalıdır. Buna göre
sırasıyla
α1 = 1

5

√
7−4φ

5
s൴n θ + 3φ−2

5
cos θ, α2 = 8φ−9

25
s൴n θ + 6φ−8

25
cos θ + 8−6φ

25
ve
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α3 = −1
5

√
4φ+23

5
s൴n θ + 13−φ

25
cos θ + 4φ−7

25
olmak üzere

max



|α1|+ 4φ−5
11

max



|α2|+ |α3| ,
(1− φ) |α1|+ 2 |α2|+ (1 + φ) |α3| ,
−φ |α1|+ (2 + φ) |α2|+ 2φ |α3| ,
(1− 2φ) |α1|+ (1 + φ) |α2|+ 3φ |α3| ,
2 (1− φ) |α1|+ |α2|+ (2φ+ 1) |α3|


,

|α2|+ 4φ−5
11

max



|α1|+ |α3| ,
(1 + φ) |α1|+ (1− φ) |α2|+ 2 |α3| ,
2φ |α1| − φ |α2|+ (2 + φ) |α3| ,
3φ |α1|+ (1− 2φ) |α2|+ (1 + φ) |α3| ,
(2φ+ 1) |α1|+ 2 (1− φ) |α2|+ |α3|


,

|α3|+ 4φ−5
11

max



|α1|+ |α2| ,
2 |α1|+ (1 + φ) |α2|+ (1− φ) |α3| ,
(2 + φ) |α1|+ 2φ |α2| − φ |α3| ,
(1 + φ) |α1|+ 3φ |α2|+ (1− 2φ) |α3| ,
|α1|+ (2φ+ 1) |α2|+ 2 (1− φ) |α3|





=
42φ− 36

55

β1 =
[
1
3

√
267−164φ

5
+ 1

3

√
23+4φ

5
+ 1

2

√
4φ+3

5
− 1

2

√
3−φ
5

]
s൴n θ + φ−1

2
cos θ,

β2 = 1
2

√
7−4φ
10

s൴n θ + 3φ−19
30

cos θ + 4−3φ
30

ve β3 = 1
2

√
3−φ
5
s൴n θ + 167−124φ

60
cos θ + 38φ−59

30

olmak üzere

max



|β1|+ 4φ−5
11

max



|β2|+ |β3| ,
(1− φ) |β1|+ 2 |β2|+ (1 + φ) |β3| ,
−φ |β1|+ (2 + φ) |β2|+ 2φ |β3| ,
(1− 2φ) |β1|+ (1 + φ) |β2|+ 3φ |β3| ,
2 (1− φ) |β1|+ |β2|+ (2φ+ 1) |β3|


,

|β2|+ 4φ−5
11

max



|β1|+ |β3| ,
(1 + φ) |β1|+ (1− φ) |β2|+ 2 |β3| ,
2φ |β1| − φ |β2|+ (2 + φ) |β3| ,
3φ |β1|+ (1− 2φ) |β2|+ (1 + φ) |β3| ,
(2φ+ 1) |β1|+ 2 (1− φ) |β2|+ |β3|


,

|β3|+ 4φ−5
11

max



|β1|+ |β2| ,
2 |β1|+ (1 + φ) |β2|+ (1− φ) |β3| ,
(2 + φ) |β1|+ 2φ |β2| − φ |β3| ,
(1 + φ) |β1|+ 3φ |β2|+ (1− 2φ) |β3| ,
|β1|+ (2φ+ 1) |β2|+ 2 (1− φ) |β3|





=
26φ− 38

11
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γ1 =
5φ−7

3
cos θ+

(
9−8φ
25

− 1
3

√
41−17φ

5

)
s൴n θ, γ2 = 37φ−21

75
cos θ+ 1

3

√
269−168φ

5
s൴n θ+ 23φ−74

75

ve γ3 = 31φ−53
75

cos θ − 1
3

√
103−61φ

5
s൴n θ + 113−76φ

75
olmak üzere

max



|γ1|+ 4φ−5
11

max



|γ2|+ |γ3| ,
(1− φ) |γ1|+ 2 |γ2|+ (1 + φ) |γ3| ,
−φ |γ1|+ (2 + φ) |γ2|+ 2φ |γ3| ,
(1− 2φ) |γ1|+ (1 + φ) |γ2|+ 3φ |γ3| ,
2 (1− φ) |γ1|+ |γ2|+ (2φ+ 1) |γ3|


,

|γ2|+ 4φ−5
11

max



|γ1|+ |γ3| ,
(1 + φ) |γ1|+ (1− φ) |γ2|+ 2 |γ3| ,
2φ |γ1| − φ |γ2|+ (2 + φ) |γ3| ,
3φ |γ1|+ (1− 2φ) |γ2|+ (1 + φ) |γ3| ,
(2φ+ 1) |γ1|+ 2 (1− φ) |γ2|+ |γ3|


,

|γ3|+ 4φ−5
11

max



|γ1|+ |γ2| ,
2 |γ1|+ (1 + φ) |γ2|+ (1− φ) |γ3| ,
(2 + φ) |γ1|+ 2φ |γ2| − φ |γ3| ,
(1 + φ) |γ1|+ 3φ |γ2|+ (1− 2φ) |γ3| ,
|γ1|+ (2φ+ 1) |γ2|+ 2 (1− φ) |γ3|





=
−4φ+ 16

15

denklemler৻ elde ed৻l৻r. Bu denklem s৻stem৻ çözülürse θ = 2π/5, 4π/5,6π/5, 8π/5 sonuçları
bulunur. Benzer şek৻lde, rθ, dönme eksen৻n৻n doğrultusu (0,−1, (φ− 1)), (±1, (φ− 1), 0),
(±1, 0, φ) vektörler৻ olarak alınırsa θ = 2π/5, 4π/5, 6π/5, 8π/5 olur. Böylece
dDT−uzaklığını koruyacak şek৻lde y৻rm৻ dört farklı dönme-৻nvers৻yon hareket৻ bulunur.

rθ, dönme eksen৻ (1, 1, 1) doğrultulu doğru ৻se rθ nın b৻r৻m yön vektörü(
1√
3
, 1√

3
, 1√

3

)
olur. Bu durumda ρ(V1) , ρ(V19), ρ(V7), ρ(V31), ρ(V27) ve ρ(V15) hesaplanıp

dDT (ρ (V1) , ρ (V19)) = 42φ−36
55

, dDT (ρ (V7) , ρ (V31)) = 26φ−38
11

ve
dDT (ρ (V27) , ρ (V15)) =

−4φ+16
15

te yer৻ne yazılırsa sırasıyla
α1 = 5φ−2

15
cos θ + (φ−2)

√
3

15
s൴n θ + 4φ−4

15
, α2 = 4−4φ

15
cos θ + 2

√
3φ

15
s൴n θ + 4φ−4

15
ve
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α3 =
−φ−2
15

cos θ + (2−3φ)
√
3

15
s൴n θ + 4φ−4

15
olmak üzere

max



|α1|+ 4φ−5
11

max



|α2|+ |α3| ,
(1− φ) |α1|+ 2 |α2|+ (1 + φ) |α3| ,
−φ |α1|+ (2 + φ) |α2|+ 2φ |α3| ,
(1− 2φ) |α1|+ (1 + φ) |α2|+ 3φ |α3| ,
2 (1− φ) |α1|+ |α2|+ (2φ+ 1) |α3|


,

|α2|+ 4φ−5
11

max



|α1|+ |α3| ,
(1 + φ) |α1|+ (1− φ) |α2|+ 2 |α3| ,
2φ |α1| − φ |α2|+ (2 + φ) |α3| ,
3φ |α1|+ (1− 2φ) |α2|+ (1 + φ) |α3| ,
(2φ+ 1) |α1|+ 2 (1− φ) |α2|+ |α3|


,

|α3|+ 4φ−5
11

max



|α1|+ |α2| ,
2 |α1|+ (1 + φ) |α2|+ (1− φ) |α3| ,
(2 + φ) |α1|+ 2φ |α2| − φ |α3| ,
(1 + φ) |α1|+ 3φ |α2|+ (1− 2φ) |α3| ,
|α1|+ (2φ+ 1) |α2|+ 2 (1− φ) |α3|





=
42φ− 36

55

β1 = 19φ−27
18

cos θ + (7φ−13)
√
3

18
s൴n θ + 9−5φ

9
, β2 = −20φ+33

18
cos θ + (6φ−7)

√
3

18
s൴n θ + 9−5φ

9
ve

β3 =
φ−6
18

cos θ + (20−13φ)
√
3

18
s൴n θ + 9−5φ

9
olmak üzere

max



|β1|+ 4φ−5
11

max



|β2|+ |β3| ,
(1− φ) |β1|+ 2 |β2|+ (1 + φ) |β3| ,
−φ |β1|+ (2 + φ) |β2|+ 2φ |β3| ,
(1− 2φ) |β1|+ (1 + φ) |β2|+ 3φ |β3| ,
2 (1− φ) |β1|+ |β2|+ (2φ+ 1) |β3|


,

|β2|+ 4φ−5
11

max



|β1|+ |β3| ,
(1 + φ) |β1|+ (1− φ) |β2|+ 2 |β3| ,
2φ |β1| − φ |β2|+ (2 + φ) |β3| ,
3φ |β1|+ (1− 2φ) |β2|+ (1 + φ) |β3| ,
(2φ+ 1) |β1|+ 2 (1− φ) |β2|+ |β3|


,

|β3|+ 4φ−5
11

max



|β1|+ |β2| ,
2 |β1|+ (1 + φ) |β2|+ (1− φ) |β3| ,
(2 + φ) |β1|+ 2φ |β2| − φ |β3| ,
(1 + φ) |β1|+ 3φ |β2|+ (1− 2φ) |β3| ,
|β1|+ (2φ+ 1) |β2|+ 2 (1− φ) |β3|





=
26φ− 38

11
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γ1 =
47φ−57

45
cos θ+ (25−21φ)

√
3

45
s൴n θ+ 28φ−48

45
, γ2 = 8φ−9

45
cos θ+ (34φ−42)

√
3

45
s൴n θ+ 28φ−48

45
ve

γ3 =
66−55φ

45
cos θ + (16−13φ)

√
3

45
s൴n θ + 28φ−48

45
olmak üzere

max



|γ1|+ 4φ−5
11

max



|γ2|+ |γ3| ,
(1− φ) |γ1|+ 2 |γ2|+ (1 + φ) |γ3| ,
−φ |γ1|+ (2 + φ) |γ2|+ 2φ |γ3| ,
(1− 2φ) |γ1|+ (1 + φ) |γ2|+ 3φ |γ3| ,
2 (1− φ) |γ1|+ |γ2|+ (2φ+ 1) |γ3|


,

|γ2|+ 4φ−5
11

max



|γ1|+ |γ3| ,
(1 + φ) |γ1|+ (1− φ) |γ2|+ 2 |γ3| ,
2φ |γ1| − φ |γ2|+ (2 + φ) |γ3| ,
3φ |γ1|+ (1− 2φ) |γ2|+ (1 + φ) |γ3| ,
(2φ+ 1) |γ1|+ 2 (1− φ) |γ2|+ |γ3|


,

|γ3|+ 4φ−5
11

max



|γ1|+ |γ2| ,
2 |γ1|+ (1 + φ) |γ2|+ (1− φ) |γ3| ,
(2 + φ) |γ1|+ 2φ |γ2| − φ |γ3| ,
(1 + φ) |γ1|+ 3φ |γ2|+ (1− 2φ) |γ3| ,
|γ1|+ (2φ+ 1) |γ2|+ 2 (1− φ) |γ3|





=
−4φ+ 16

15

denklem s৻stem৻ elde ed৻l৻r. Bu denklem s৻stem৻ çözülürse θ = 2π/3, 4π/3 sonuçları
bulunur. Benzer şek৻lde, rθ dönme eksen৻n৻n doğrultusu (−1, 1, 1), (1,−1, 1), (1, 1,−1),
(0, φ− 1,±φ), (φ− 1,±φ, 0), (±φ, 0, φ− 1) vektörler৻ olarak alınırsa θ = 2π/3, 4π/3
olur. Böylece dDT−uzaklığını koruyacak şek৻lde y৻rm৻ farklı dönme-৻nvers৻yon hareket৻
bulunur.

rθ, dönme eksen৻ (1, 0, 0) doğrultulu doğru ৻se rθ nın b৻r৻m yön vektörü (1, 0, 0) olur.
Bu durumda V1 = (0, 0, 1), V19 =

(
3φ−2

5
, 0, φ+3

5

)
, V7 =

(
0, 5φ−7

3
, 3φ−2

3

)
, V31 =

(
φ−1
2
, 1
2
, φ
2

)
,

V27 =
(
0, φ+3

5
, 3φ−2

3

)
ve V15 =

(
5φ−7

3
, 3φ−2

3
, 0
)
köşe noktaları ৻ç৻n

ρ(V1) = (0, s൴n θ, cos θ)
ρ(V19) =

(
2−3φ

5
, φ+3

5
s൴n θ,−φ+3

5
cos θ

)
ρ(V7) =

(
0, 3φ−2

3
s൴n θ + 7−5φ

3
cos θ, 7−5φ

3
s൴n θ − 3φ−2

3
cos θ

)
ρ(V31) =

(
1−φ
2
, φ
2
s൴n θ − 1

2
cos θ, −1

2
s൴n θ − φ

2
cos θ

)
ρ(V27) =

(
0, 3φ−2

5
s൴n θ − φ+3

5
cos θ,−φ+3

5
s൴n θ − 3φ−2

5
cos θ

)
ρ(V15) =

(
7−5φ

3
, 2−3φ

3
s൴n θ, 3φ−2

3
cos θ

)
olur.
dDT (V1, V19) = 42φ−36

55
, dDT (V7, V31) = 26φ−38

11
ve dDT (V27, V15) = −4φ+16

15
olduğundan

ve ρ uzaklığı koruyacağından dDT (ρ (V1) , ρ (V19)) =
42φ−36

55
, dDT (ρ (V7) , ρ (V31)) =

26φ−38
11

ve dDT (ρ (V27) , ρ (V15)) =
−4φ+16

15
olmalıdır. O halde sırasıyla
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α1 =
3φ−2

5
, α2 =

2−φ
5
s൴n θ ve α3 =

φ−2
5
cos θ olmak üzere

max



|α1|+ 4φ−5
11

max



|α2|+ |α3| ,
(1− φ) |α1|+ 2 |α2|+ (1 + φ) |α3| ,
−φ |α1|+ (2 + φ) |α2|+ 2φ |α3| ,
(1− 2φ) |α1|+ (1 + φ) |α2|+ 3φ |α3| ,
2 (1− φ) |α1|+ |α2|+ (2φ+ 1) |α3|


,

|α2|+ 4φ−5
11

max



|α1|+ |α3| ,
(1 + φ) |α1|+ (1− φ) |α2|+ 2 |α3| ,
2φ |α1| − φ |α2|+ (2 + φ) |α3| ,
3φ |α1|+ (1− 2φ) |α2|+ (1 + φ) |α3| ,
(2φ+ 1) |α1|+ 2 (1− φ) |α2|+ |α3|


,

|α3|+ 4φ−5
11

max



|α1|+ |α2| ,
2 |α1|+ (1 + φ) |α2|+ (1− φ) |α3| ,
(2 + φ) |α1|+ 2φ |α2| − φ |α3| ,
(1 + φ) |α1|+ 3φ |α2|+ (1− 2φ) |α3| ,
|α1|+ (2φ+ 1) |α2|+ 2 (1− φ) |α3|





=
42φ− 36

55

β1 =
φ−1
2
, β2 =

3φ−4
6

s൴n θ + 17−10φ
6

cos θ ve β3 =
17−10φ

6
s൴n θ + 4−3φ

6
cos θ olmak üzere

max



|β1|+ 4φ−5
11

max



|β2|+ |β3| ,
(1− φ) |β1|+ 2 |β2|+ (1 + φ) |β3| ,
−φ |β1|+ (2 + φ) |β2|+ 2φ |β3| ,
(1− 2φ) |β1|+ (1 + φ) |β2|+ 3φ |β3| ,
2 (1− φ) |β1|+ |β2|+ (2φ+ 1) |β3|


,

|β2|+ 4φ−5
11

max



|β1|+ |β3| ,
(1 + φ) |β1|+ (1− φ) |β2|+ 2 |β3| ,
2φ |β1| − φ |β2|+ (2 + φ) |β3| ,
3φ |β1|+ (1− 2φ) |β2|+ (1 + φ) |β3| ,
(2φ+ 1) |β1|+ 2 (1− φ) |β2|+ |β3|


,

|β3|+ 4φ−5
11

max



|β1|+ |β2| ,
2 |β1|+ (1 + φ) |β2|+ (1− φ) |β3| ,
(2 + φ) |β1|+ 2φ |β2| − φ |β3| ,
(1 + φ) |β1|+ 3φ |β2|+ (1− 2φ) |β3| ,
|β1|+ (2φ+ 1) |β2|+ 2 (1− φ) |β3|





=
26φ− 38

11
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γ1 =
5φ−7

3
, γ2 = 3φ−2

5
s൴n θ + 12φ−19

15
cos θ ve γ3 = 12φ−19

15
s൴n θ + 2−3φ

5
cos θ olmak üzere

max



|γ1|+ 4φ−5
11

max



|γ2|+ |γ3| ,
(1− φ) |γ1|+ 2 |γ2|+ (1 + φ) |γ3| ,
−φ |γ1|+ (2 + φ) |γ2|+ 2φ |γ3| ,
(1− 2φ) |γ1|+ (1 + φ) |γ2|+ 3φ |γ3| ,
2 (1− φ) |γ1|+ |γ2|+ (2φ+ 1) |γ3|


,

|γ2|+ 4φ−5
11

max



|γ1|+ |γ3| ,
(1 + φ) |γ1|+ (1− φ) |γ2|+ 2 |γ3| ,
2φ |γ1| − φ |γ2|+ (2 + φ) |γ3| ,
3φ |γ1|+ (1− 2φ) |γ2|+ (1 + φ) |γ3| ,
(2φ+ 1) |γ1|+ 2 (1− φ) |γ2|+ |γ3|


,

|γ3|+ 4φ−5
11

max



|γ1|+ |γ2| ,
2 |γ1|+ (1 + φ) |γ2|+ (1− φ) |γ3| ,
(2 + φ) |γ1|+ 2φ |γ2| − φ |γ3| ,
(1 + φ) |γ1|+ 3φ |γ2|+ (1− 2φ) |γ3| ,
|γ1|+ (2φ+ 1) |γ2|+ 2 (1− φ) |γ3|





=
−4φ+ 16

15

denklemler৻ne ulaşılır. Bu denklem s৻stem৻ çözülürse θ = π sonucu bulunur. Benzer şek৻lde,
rθ dönme eksen৻n৻n doğrultusu (0, 1, 0), (0, 0, 1), ((φ− 1) ,±1,±φ), (±1,±φ, φ− 1),
(±φ, φ− 1,±1) vektörler৻ olarak alınırsa θ = π olur. Bu durumda yen৻ b৻r
dönme-৻nvers৻yon hareket৻ bulunmamaktadır. Çünkü θ = π ৻ç৻n, dönme eksen৻ doğrultu
vektörü bu vektörler olacak şek৻lde alınır ve dönme-৻nvers৻yon hareket৻ yapılırsa Şek৻l7.11,
Şek৻l7.12 ve Şek৻l7.13 dek৻ tablolarda ver৻len düzlemlere göre yansıma hareketler৻ bulunur.
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Şek൴l 7.11 R3
DT de Dönme İnvers൴yon Hareket൴ Altında Köşe Noktaların Görüntüler൴
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Şek൴l 7.12R3
DT de Dönme İnvers൴yon Hareket൴ Altında Köşe Noktaların Görüntüler൴ Devamı
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Şek൴l 7.13R3
DT de Dönme İnvers൴yon Hareket൴ Altında Köşe Noktaların Görüntüler൴ Devamı

Buraya kadar olan kısımda Ökl൴dyen 3-uzayın ൴zometr൴ler൴nden hang൴ler൴n൴n
dDT−metr൴ğ൴n൴ koruduğu bulunmuştur. Yan൴ R3 te dDT−metr൴ğ൴n൴ koruyan yansımalar,
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dönmeler, ൴nvers൴yonlar, dönme-yansımalar ve dönme-൴nvers൴yonlar tesp൴t ed൴lm൴şt൴r. Sonuç
olarak on beş yansıma, altmış dönme, kırk dört dönme-൴nvers൴yon ve b൴r ൴nvers൴yondan
oluşan, dDT−metr൴ğ൴ne göre olan ൴zometr൴ler d൴sdyak൴s tr൴acontahedronun Ökl൴dyen s൴metr൴
grubu olan Ih ın elemanlarıdır. Bu gruba d൴sdyak൴s tr൴acontahedron grup den൴ls൴n ve G(DT )

൴le göster൴ls൴n. Açıkça G(DT ), Ih grubuna ൴zomorftur. Bundan sonrak൴ kısımda R3 te
dDT−metr൴ğ൴n൴ koruyan, Ih grubunun elemanları dışında ൴zometr൴ler൴n olmadığı
göster൴lecekt൴r. Yan൴ R3

DT n൴n tüm ൴zometr൴ler൴n൴n T (3).G(DT ) olduğu göster൴lecekt൴r.

Tanım 7.2 A = (a1, a2, a3) ve B = (b1, b2, b3) R3
DT uzayında farklı ৻k৻ nokta olsun. Bu

takt৻rde
{X | dDT (A,X) + dDT (B,X) = dDT (A,B)}

kümes৻ne A, B noktalarının m৻n৻mum uzaklık kümes৻ den৻r ve [AB] ৻le göster৻l৻r.

Genel olarak, [AB] kümes൴ AB köşegenl൴ b൴r paralelyüz oluşturur (Bakınız
Şek൴l7.14).

Şek൴l 7.14 R3
DT da M൴n൴mum Uzaklık Kümes൴

Böylece buradak൴ m൴n൴mum uzaklık kümes൴
(
7−5φ

6

)
x −

(
2φ−5

6

)
y +

(
7φ−12

6

)
z = 0,(

16φ−29
15

)
x−

(
13φ−16

15

)
y+

(
13−3φ

15

)
z = 0,

(
φ+3
10

)
x+

(
5−2φ
10

)
y−

(
3φ−2
10

)
z = 0 düzlemler൴ ve

bu düzlemlere paralel düzlemlerden oluşur.

Önerme 7.6 ϕ : R3
DT → R3

DT b৻r ৻zometr৻ ve [AB] paralelyüz olsun. O halde

ϕ([AB]) = [ϕ(A)ϕ(B)]

olur.
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İspat Y ∈ ϕ([AB]) olsun.

Y ∈ ϕ([AB]) ⇐⇒ ∃X ∈ [AB] ∋ Y = ϕ(X)

⇐⇒ dDT (A,X) + dDT (B,X) = dDT (A,B)

⇐⇒ dDT (ϕ(A), ϕ(X)) + dDT (ϕ(B), ϕ(X)) = dDT (ϕ(A), ϕ(B))

⇐⇒ Y = ϕ(X) ∈ [ϕ(A)ϕ(B)] .

Sonuç 7.6 ϕ : R3
DT → R3

DT b৻r ৻zometr৻ ve [AB] paralelyüz olsun. Bu durumda ϕ, [AB] n৻n
köşeler৻n৻ köşelere dönüştürür ve kenar uzunluklarını korur.

Önerme 7.7 f : R3
DT → R3

DT dönüşümü f(O) = O olacak şek৻lde b৻r ৻zometr৻ olsun. Bu
takt৻rde f ∈ G(DT ) olur.

İspat O = (0, 0, 0) ve D =
(
φ−1
2
, 2φ+11

10
, 11φ−4

10

)
olmak üzere [OD] paralelyüzünü

gözönüne alalım. Bu paralelyüzün köşe noktalarından üçü V31 =
(
φ−1
2
, 1
2
, φ
2

)
,

V55 =
(
5−2φ

3
, 5−2φ

3
, 5−2φ

3

)
, V27 =

(
0, φ+3

5
, 3φ−2

5

)
olup bu noktalar aynı zamanda merkez৻l

b৻r৻m d৻sdyak৻s tr৻acontahedron b৻r৻m küres৻n৻n köşe noktalarıdır. Dahası bu üç nokta
d৻sdyak৻s tr৻acontahedronun her b৻r৻ aynı çeş৻t kenar üçgen b৻ç৻m৻nde olan b৻r yüzünün
köşe noktalarıdır (Bakınız Şek৻l7.15).

Şek൴l 7.15 R3
DT da B൴r൴m Küre Ve M൴n൴mum Uzaklık Kümes൴

f ৻zometr৻s৻ [OD] paralelyüzün köşe noktalarını köşe noktalara dönüştürüp, kenar
uzaklıklarını korduğundan ve f(O) = O olduğundan dolayı V31, V55 ve V27 noktalarını
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d৻sdyak৻s tr৻acontahedronun y৻ne b৻r yüzünün köşe noktalarına dönüştürür. Ayrıca bu
dönüştürme ৻şlem৻ gerçekleş৻rken kenar uzunlukları korunacağından dolayı
i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50,
51, 52, 53, 54} , j ∈ {7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62}
ve k ∈ {19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30} ৻ç৻n ViVj , ViVk, VjVk d৻sdyak৻s
tr৻acontahedronun üç kenarı olmak üzere f(V31) = Vi, f(V55) = Vj , f(V27) = Vk olur.
Açıkça ৻fade ed৻l৻rse f ৻zometr৻s৻, d৻sdyak৻s tr৻acontahedronun b৻r yüzünün köşe noktalarını
y৻ne b৻r yüzünün köşe noktalarına dönüştürür. O halde d৻sdyak৻s tr৻acontahedron 120 tane
çeş৻tkenar üçgen b৻ç৻m৻nde yüze sah৻p olduğundan b৻r yüzün dönüşeb৻leceğ৻ 120 yüz
৻ht৻mal৻ vardır. Ayrıca kenar uzunlukları korunmak zorunda olduğundan V31, V55 ve V27

noktalarının b৻r yüz üzer৻nde dönüşeb৻leceğ৻ noktalar tek b৻r şek৻lde bell৻d৻r. Bu takt৻rde
d৻sdyak৻s tr৻acontahedronun her b৻r yüzü ৻ç৻n 1 ৻ht৻mal olduğundan dolayı bu noktaların
dönüşeb৻leceğ৻ 120 ৻ht৻mal vardır. Bu ৻ht৻maller ৻se aşağıda tek tek sıralanmış ve her b৻r
dönüşümün önceden tesp৻t ed৻len hareketlerden hang৻s৻ne karşılık geld৻ğ৻ ৻fade ed৻lm৻şt৻r.

1. f(V31) = V35 ৻se f(V55) = V59 ve f(V27) = V27 ৻se∆ : x = 0 düzlem৻ olmak üzere
f = σ∆ yansımasıdır.

2. f(V31) = V33 ৻se f(V55) = V57 ve f(V27) = V29 ৻se∆ : y = 0 düzlem৻ olmak üzere
f = σ∆ yansımasıdır.

3. f(V31) = V32 ৻se f(V55) = V56 ve f(V27) = V28 ৻se∆ : z = 0 düzlem৻ olmak üzere
f = σ∆ yansımasıdır.

4. f(V31) = V38 ৻se f(V55) = V10 ve f(V27) = V22 ৻se ∆ : (φ− 1)x + y + φz = 0

düzlem৻ olmak üzere f = σ∆ yansımasıdır.

5. f(V31) = V47 ৻se f(V55) = V55 ve f(V27) = V27 ৻se ∆ : (φ− 1)x + y − φz = 0

düzlem৻ olmak üzere f = σ∆ göre yansımasıdır.

6. f(V31) = V5 ৻se f(V55) = V15 ve f(V27) = V27 ৻se ∆ : (φ− 1)x − y + φz = 0

düzlem৻ olmak üzere f = σ∆ göre yansımasıdır.

7. f(V31) = V42 ৻se f(V55) = V12 ve f(V27) = V20 ৻se ∆ : (φ− 1)x − y − φz = 0

düzlem৻ olmak üzere f = σ∆ göre yansımasıdır.

8. f(V31) = V53 ৻se f(V55) = V18 ve f(V27) = V26 ৻se ∆ : x + φy + (φ− 1) z = 0

düzlem৻ olmak üzere f = σ∆ göre yansımasıdır.
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9. f(V31) = V31 ৻se f(V55) = V55 ve f(V27) = V19 ৻se ∆ : x − φy + (φ− 1) z = 0

düzlem৻ olmak üzere f = σ∆ göre yansımasıdır.

10. f(V31) = V41 ৻se f(V55) = V11 ve f(V27) = V24 ৻se∆ : −x+φy+(φ− 1) z = 0

düzlem৻ olmak üzere f = σ∆ göre yansımasıdır.

11. f(V31) = V1 ৻se f(V55) = V9 ve f(V27) = V21 ৻se ∆ : −x− φy + (φ− 1) z = 0

düzlem৻ olmak üzere f = σ∆ göre yansımasıdır.

12. f(V31) = V4 ৻se f(V55) = V14 ve f(V27) = V25 ৻se ∆ : φx + (φ− 1) y + z = 0

düzlem৻ olmak üzere f = σ∆ göre yansımasıdır.

13. f(V31) = V31 ৻se f(V55) = V7 ve f(V27) = V27 ৻se ∆ : φx + (φ− 1) y − z = 0

düzlem৻ olmak üzere f = σ∆ göre yansımasıdır.

14. f(V31) = V39 ৻se f(V55) = V55 ve f(V27) = V23 ৻se∆ : −φx+(φ− 1) y+ z = 0

düzlem৻ olmak üzere f = σ∆ göre yansımasıdır.

15. f(V31) = V51 ৻se f(V55) = V17 ve f(V27) = V27 ৻se∆ : −φx+(φ− 1) y− z = 0

düzlem৻ olmak üzere f = σ∆ göre yansımasıdır.

16. f(V31) = V34 ৻se f(V55) = V58 ve f(V27) = V30 ৻se dönme eksen৻ (1, 0, 0) olmak
üzere f = rπ dönmed৻r.

17. f(V31) = V36 ৻se f(V55) = V60 ve f(V27) = V28 ৻se dönme eksen৻ (0, 1, 0) olmak
üzere f = rπ dönmed৻r.

18. f(V31) = V37 ৻se f(V55) = V61 ve f(V27) = V29 ৻se dönme eksen৻ (0, 0, 1) olmak
üzere f = rπ dönmed৻r.

19. f(V31) = V39 ৻se f(V55) = V55 ve f(V27) = V19 ৻se dönme eksen৻ ( 1√
3
, 1√

3
, 1√

3
)

olmak üzere f = r 2π
3
dönmed৻r.

20. f(V31) = V47 ৻se f(V55) = V55 ve f(V27) = V23 ৻se dönme eksen৻ ( 1√
3
, 1√

3
, 1√

3
)

olmak üzere f = r 4π
3
dönmed৻r.

21. f(V31) = V52 ৻se f(V55) = V60 ve f(V27) = V25 ৻se dönme eksen৻ (− 1√
3
, 1√

3
, 1√

3
)

olmak üzere f = r 2π
3
dönmed৻r.
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22. f(V31) = V45 ৻se f(V55) = V61 ve f(V27) = V21 ৻se dönme eksen৻
(− 1√

3
, 1√

3
, 1√

3
)olmak üzere f = r 4π

3
dönmed৻r.

23. f(V31) = V53 ৻se f(V55) = V61 ve f(V27) = V26 ৻se dönme eksen ( 1√
3
,− 1√

3
, 1√

3
)

olmak üzere f = r 2π
3
dönmed৻r.

24. f(V31) = V42 ৻se f(V55) = V58 ve f(V27) = V20 ৻se dönme eksen৻ ( 1√
3
,− 1√

3
, 1√

3
)

olmak üzere f = r 4π
3
dönmed৻r.

25. f(V31) = V50 ৻se f(V55) = V58 ve f(V27) = V24 ৻se dönme eksen৻ ( 1√
3
, 1√

3
,− 1√

3
)

olmak üzere f = r 2π
3
dönmed৻r.

26. f(V31) = V44 ৻se f(V55) = V60 ve f(V27) = V22 ৻se dönme eksen৻ ( 1√
3
, 1√

3
,− 1√

3
)

olmak üzere f = r 4π
3
dönmed৻r.

27. f(V31) = V35 ৻se f(V55) = V59 ve f(V27) = V21 ৻se dönme eksen৻ (0, (φ−1)√
3
, φ√

3
)

olmak üzere f = r 2π
3
dönmed৻r.

28. f(V31) = V1 ৻se f(V55) = V9 ve f(V27) = V19 ৻se dönme eksen৻ (0, (φ−1)√
3
, φ√

3
)

olmak üzere f = r 4π
3
dönmed৻r.

29. f(V31) = V49 ৻se f(V55) = V16 ve f(V27) = V24 ৻se dönme eksen৻ (0, (φ−1)√
3
,− φ√

3
)

olmak üzere f = r 2π
3
dönmed৻r.

30. f(V31) = V45 ৻se f(V55) = V13 ve f(V27) = V26 ৻se dönme eksen৻ (0, (φ−1)√
3
,− φ√

3
)

olmak üzere f = r 4π
3
dönmed৻r.

31. f(V31) = V40 ৻se f(V55) = V56 ve f(V27) = V23 ৻se dönme eksen৻ ( (φ−1)√
3
, φ√

3
, 0)

olmak üzere f = r 2π
3
dönmed৻r.

32. f(V31) = V52 ৻se f(V55) = V17 ve f(V27) = V28 ৻se dönme eksen৻ ( (φ−1)√
3
, φ√

3
, 0)

olmak üzere f = r 4π
3
dönmed৻r.

33. f(V31) = V4 ৻se f(V55) = V13 ve f(V27) = V25 ৻se dönme eksen৻( (φ−1)√
3
,− φ√

3
, 0)

olmak üzere f = r 2π
3
dönmed৻r.

34. f(V31) = V32 ৻se f(V55) = V8 ve f(V27) = V28 ৻se dönme eksen৻ ( (φ−1)√
3
,− φ√

3
, 0)

olmak üzere f = r 4π
3
dönmed৻r.
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35. f(V31) = V49 ৻se f(V55) = V57 ve f(V27) = V29 ৻se dönme eksen৻ ( φ√
3
, 0, (φ−1)√

3
)

olmak üzere f = r 2π
3
dönmed৻r.

36. f(V31) = V40 ৻se f(V55) = V12 ve f(V27) = V20 ৻se dönme eksen৻ ( φ√
3
, 0, (φ−1)√

3
)

olmak üzere f = r 4π
3
dönmed৻r.

37. f(V31) = V36 ৻se f(V55) = V8 ve f(V27) = V22 ৻se dönme eksen৻ (− φ√
3
, 0, (φ−1)√

3
)

olmak üzere f = r 2π
3
dönmed৻r.

38. f(V31) = V6 ৻se f(V55) = V16 ve f(V27) = V29 ৻se dönme eksen৻ (− φ√
3
, 0, (φ−1)√

3
)

olmak üzere f = r 4π
3
dönmed৻r.

39 .f(V31) = V47 ৻se f(V55) = V15 ve f(V27) = V27 ৻se dönme eksen৻(
0,
√

φ+2
5
,
√

3−φ
5

)
olmak üzere f = r 2π

5
dönmed৻r.

40. f(V31) = V5 ৻se f(V55) = V17 ve f(V27) = V27 ৻se dönme eksen৻(
0,
√

φ+2
5
,
√

3−φ
5

)
olmak üzere f = r 4π

5
dönmed৻r.

41. f(V31) = V51 ৻se f(V55) = V59 ve f(V27) = V27 ৻se dönme eksen৻(
0,
√

φ+2
5
,
√

3−φ
5

)
olmak üzere f = r 6π

5
dönmed৻r.

42. f(V31) = V35 ৻se f(V55) = V7 ve f(V27) = V27 ৻se dönme eksen৻(
0,
√

φ+2
5
,
√

3−φ
5

)
olmak üzere f = r 8π

5
dönmed৻r.

43. f(V31) = V3 ৻se f(V55) = V12 ve f(V27) = V23 ৻se dönme eksen৻(
0,−

√
φ+2
5
,
√

3−φ
5

)
olmak üzere f = r 2π

5
dönmed৻r.

44. f(V31) = V34 ৻se f(V55) = V10 ve f(V27) = V20 ৻se dönme eksen৻(
0,−

√
φ+2
5
,
√

3−φ
5

)
olmak üzere f = r 4π

5
dönmed৻r.

45. f(V31) = V46 ৻se f(V55) = V14 ve f(V27) = V22 ৻se dönme eksen৻(
0,−

√
φ+2
5
,
√

3−φ
5

)
olmak üzere f = r 6π

5
dönmed৻r.

46. f(V31) = V43 ৻se f(V55) = V39 ve f(V27) = V25 ৻se dönme
eksen৻

(
0,−

√
φ+2
5
,
√

3−φ
5

)
olmak üzere f = r 8π

5
dönmed৻r.

47. f(V31) = V1 ৻se f(V55) = V7 ve f(V27) = V21 ৻se dönme eksen৻(√
φ+2
5
,
√

3−φ
5
, 0
)
olmak üzere f = r 2π

5
dönmed৻r.
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48. f(V31) = V33 ৻se f(V55) = V9 ve f(V27) = V29 ৻se dönme eksen৻(√
φ+2
5
,
√

3−φ
5
, 0
)
olmak üzere f = r 4π

5
dönmed৻r.

49. f(V31) = V41 ৻se f(V55) = V57 ve f(V27) = V24 ৻se dönme eksen৻(√
φ+2
5
,
√

3−φ
5
, 0
)
olmak üzere f = r 6π

5
dönmed৻r.

50. f(V31) = V39 ৻se f(V55) = V11 ve f(V27) = V23 ৻se dönme eksen৻(√
φ+2
5
,
√

3−φ
5
, 0
)
olmak üzere f = r 8π

5
dönmed৻r.

51. f(V31) = V33 ৻se f(V55) = V57 ve f(V27) = V19 ৻se dönme eksen৻(
−
√

φ+2
5
,
√

3−φ
5
, 0
)
olmak üzere f = r 2π

5
dönmed৻r.

52. f(V31) = V53 ৻se f(V55) = V18 ve f(V27) = V29 ৻se dönme eksen৻(
−
√

φ+2
5
,
√

3−φ
5
, 0
)
olmak üzere f = r 4π

5
dönmed৻r.

53. f(V31) = V4 ৻se f(V55) = V14 ve f(V27) = V26 ৻se dönme eksen৻(
−
√

φ+2
5
,
√

3−φ
5
, 0
)
olmak üzere f = r 6π

5
dönmed৻r.

54. f(V31) = V51 ৻se f(V55) = V17 ve f(V27) = V25 ৻se dönme eksen৻(
−
√

φ+2
5
,
√

3−φ
5
, 0
)
olmak üzere f = r 8π

5
dönmed৻r.

55. f(V31) = V41 ৻se f(V55) = V11 ve f(V27) = V19 ৻se dönme eksen৻(√
3−φ
5
, 0,
√

φ+2
5

)
olmak üzere f = r 2π

5
dönmed৻r.

56. f(V31) = V42 ৻se f(V55) = V12 ve f(V27) = V24 ৻se dönme eksen৻(√
3−φ
5
, 0,
√

φ+2
5

)
olmak üzere f = r 4π

5
dönmed৻r.

57. f(V31) = V32 ৻se f(V55) = V56 ve f(V27) = V20 ৻se dönme eksen৻(√
3−φ
5
, 0,
√

φ+2
5

)
olmak üzere f = r 6π

5
dönmed৻r.

58. f(V31) = V5 ৻se f(V55) = V15 ve f(V27) = V28 ৻se dönme eksen৻(√
3−φ
5
, 0,
√

φ+2
5

)
olmak üzere f = r 8π

5
dönmed৻r.

59. f(V31) = V37 ৻se f(V55) = V9 ve f(V27) = V21 ৻se dönme eksen৻(
−
√

3−φ
5
, 0,
√

φ+2
5

)
olmak üzere f = r 2π

5
dönmed৻r.

60. f(V31) = V54 ৻se f(V55) = V18 ve f(V27) = V26 ৻se dönme eksen৻(
−
√

3−φ
5
, 0,
√

φ+2
5

)
olmak üzere f = r 4π

5
dönmed৻r.
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61. f(V31) = V2 ৻se f(V55) = V10 ve f(V27) = V22 ৻se dönme eksen৻(
−
√

3−φ
5
, 0,
√

φ+2
5

)
olmak üzere f = r 6π

5
dönmed৻r.

62. f(V31) = V48 ৻se f(V55) = V56 ve f(V27) = V28 ৻se dönme eksen৻(
−
√

3−φ
5
, 0,
√

φ+2
5

)
) olmak üzere f = r 8π

5
dönmed৻r.

63. f(V31) = V31 ৻se f(V55) = V7 ve f(V27) = V19 ৻se dönme eksen৻
(
φ−1
2
, 1
2
, φ
2

)
olmak üzere f = rπ dönmed৻r.

64. f(V31) = V54 ৻se f(V55) = V62 ve f(V27) = V30 ৻se dönme eksen৻(
φ−1
2
, 1
2
,−φ

2

)
olmak üzere f = rπ dönmed৻r.

65. f(V31) = V6 ৻se f(V55) = V18 ve f(V27) = V30 ৻se dönme eksen৻
(
φ−1
2
,−1

2
, φ
2

)
olmak üzere f = rπ dönmed৻r.

66. f(V31) = V43 ৻se f(V55) = V13 ve f(V27) = V21 ৻se dönme eksen৻
(
φ−1
2
,−1

2
,−φ

2

)
olmak üzere f = rπ dönmed৻r.

67. f(V31) = V48 ৻se f(V55) = V15 ve f(V27) = V23 ৻se dönme eksen৻
(
1
2
, φ
2
, φ−1

2

)
olmak üzere f = rπ dönmed৻r.

68. f(V31) = V38 ৻se f(V55) = V62 ve f(V27) = V22 ৻se dönme eksen৻
(
1
2
,−φ

2
, φ−1

2

)
olmak üzere f = rπ dönmed৻r.

69. f(V31) = V44 ৻se f(V55) = V14 ve f(V27) = V25 ৻se dönme eksen৻
(
−1

2
, φ
2
, φ−1

2

)
olmak üzere f = rπ dönmed৻r.

70. f(V31) = V2 ৻se f(V55) = V8 ve f(V27) = V20 ৻se dönme eksen৻
(
−1

2
,−φ

2
, φ−1

2

)
olmak üzere f = rπ dönmed৻r.

71. f(V31) = V3 ৻se f(V55) = V11 ve f(V27) = V24 ৻se dönme eksen৻
(
φ
2
, φ−1

2
, 1
2

)
olmak

üzere f = rπ dönmed৻r.

72. f(V31) = V38 ৻se f(V55) = V10 ve f(V27) = V30 ৻se dönme eksen৻
(
φ
2
, φ−1

2
,−1

2

)
olmak üzere f = rπ dönmed৻r.

73. f(V31) = V46 ৻se f(V55) = V62 ve f(V27) = V26 ৻se dönme eksen৻
(
−φ

2
, φ−1

2
, 1
2

)
olmak üzere f = rπ dönmed৻r.
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74. f(V31) = V50 ৻se f(V55) = V16 ve f(V27) = V30 ৻se dönme eksen৻
(
−φ

2
, φ−1

2
,−1

2

)
olmak üzere f = rπ dönmed৻r.

75. f(V31) = V46 ৻se f(V55) = V62 ve f(V27) = V22 ৻se dönme eksen৻ ( 1√
3
, 1√

3
, 1√

3
)

olmak üzere f = σOr 2π
3
dönme ৻nvers৻yonudur.

76. f(V31) = V54 ৻se f(V55) = V62 ve f(V27) = V26 ৻se dönme eksen৻ ( 1√
3
, 1√

3
, 1√

3
)

olmak üzere f = σOr 4π
3
dönme ৻nvers৻yonudur.

77. f(V31) = V49 ৻se f(V55) = V57 ve f(V27) = V24 ৻se dönme eksen৻ (− 1√
3
, 1√

3
, 1√

3
)

olmak üzere f = σOr 2π
3
dönme ৻nvers৻yonudur.

78. f(V31) = V40 ৻se f(V55) = V56 ve f(V27) = V20 ৻se dönme eksen৻ (− 1√
3
, 1√

3
, 1√

3
)

olmak üzere f = σOr 4π
3
dönme ৻nvers৻yonudur.

79. f(V31) = V48 ৻se f(V55) = V56 ve f(V27) = V23 ৻se dönme eksen৻ ( 1√
3
,− 1√

3
, 1√

3
)

olmak üzere f = σOr 2π
3
dönme ৻nvers৻yonudur.

80. f(V31) = V43 ৻se f(V55) = V59 ve f(V27) = V21 ৻se dönme eksen৻ ( 1√
3
,− 1√

3
, 1√

3
)

olmak üzere f = σOr 4π
3
dönme ৻nvers৻yonudur.

81. f(V31) = V51 ৻se f(V55) = V59 ve f(V27) = V25 ৻se dönme eksen৻ ( 1√
3
, 1√

3
,− 1√

3
)

olmak üzere f = σOr 2π
3
dönme ৻nvers৻yonudur.

82. f(V31) = V41 ৻se f(V55) = V57 ve f(V27) = V19 ৻se dönme eksen৻( 1√
3
, 1√

3
,− 1√

3
)

olmak üzere f = σOr 4π
3
dönme ৻nvers৻yonudur.

83. f(V31) = V34 ৻se f(V55) = V58 ve f(V27) = V20 ৻se dönme eksen৻
(
0, (φ−1)√

3
, φ√

3

)
olmak üzere f = σOr 2π

3
dönme ৻nvers৻yonudur.

84. f(V31) = V2 ৻se f(V55) = V8 ve f(V27) = V22 ৻se dönme eksen৻
(
0, (φ−1)√

3
, φ√

3

)
olmak üzere f = σOr 4π

3
dönme ৻nvers৻yonudur.

85. f(V31) = V52 ৻se f(V55) = V17 ve f(V27) = V25 ৻se dönme eksen৻
(
0, (φ−1)√

3
,− φ√

3

)
olmak üzere f = σOr 2π

3
dönme ৻nvers৻yonudur.

86. f(V31) = V40 ৻se f(V55) = V12 ve f(V27) = V23 ৻se dönme eksen৻
(
0, (φ−1)√

3
,− φ√

3

)
olmak üzere f = σOr 4π

3
dönme ৻nvers৻yonudur.
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87. f(V31) = V45 ৻se f(V55) = V61 ve f(V27) = V26 ৻se dönme eksen৻
(

(φ−1)√
3
, φ√

3
, 0
)

olmak üzere f = σOr 2π
3
dönme ৻nvers৻yonudur.

88. f(V31) = V49 ৻se f(V55) = V16 ve f(V27) = V29 ৻se dönme eksen৻
(

(φ−1)√
3
, φ√

3
, 0
)

olmak üzere f = σOr 4π
3
dönme ৻nvers৻yonudur.

89. f(V31) = V3 ৻se f(V55) = V12 ve f(V27) = V24 ৻se dönme eksen৻
(

(φ−1)√
3
,− φ√

3
, 0
)

olmak üzere f = σOr 2π
3
dönme ৻nvers৻yonudur.

90. f(V31) = V27 ৻se f(V55) = V9 ve f(V27) = V29 ৻se dönme eksen৻
(

(φ−1)√
3
,− φ√

3
, 0
)

olmak üzere f = σOr 4π
3
dönme ৻nvers৻yonudur.

91. f(V31) = V52 ৻se f(V55) = V60 ve f(V27) = V28 ৻se dönme eksen৻
(

φ√
3
, 0, (φ−1)√

3

)
olmak üzere f = σOr 2π

3
dönme ৻nvers৻yonudur.

92. f(V31) = V45 ৻se f(V55) = V13 ve f(V27) = V21 ৻se dönme eksen৻
(

φ√
3
, 0, (φ−1)√

3

)
olmak üzere f = σOr 4π

3
dönme ৻nvers৻yonudur.

93. f(V31) = V33 ৻se f(V55) = V9 ve f(V27) = V19 ৻se dönme eksen৻
(
− φ√

3
, 0, (φ−1)√

3

)
olmak üzere f = σOr 2π

3
dönme ৻nvers৻yonudur.

94. f(V31) = V5 ৻se f(V55) = V17 ve f(V27) = V28 ৻se dönme eksen৻
(
− φ√

3
, 0, (φ−1)√

3

)
olmak üzere f = σOr 4π

3
dönme ৻nvers৻yonudur.

95. f(V31) = V54 ৻se f(V55) = V18 ve f(V27) = V30 ৻se dönme eksen৻(
0,
√

φ+2
5
,
√

3−φ
5

)
e olmak üzere f = σOr 2π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

96. f(V31) = V6 ৻se f(V55) = V16 ve f(V27) = V30 ৻se dönme eksen৻(
0,
√

φ+2
5
,
√

3−φ
5

)
olmak üzere f = σOr 4π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

97. f(V31) = V50 ৻se f(V55) = V58 ve f(V27) = V30 ৻se dönme eksen৻(
0,
√

φ+2
5
,
√

3−φ
5

)
olmak üzere f = σOr 6π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

98. f(V31) = V34 ৻se f(V55) = V10 ve f(V27) = V30 ৻se dönme eksen৻(
0,
√

φ+2
5
,
√

3−φ
5

)
olmk üzere f = σOr 8π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.
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99. f(V31) = V4 ৻se f(V55) = V13 ve f(V27) = V26 ৻se dönme eksen৻(
0,−

√
φ+2
5
,
√

3−φ
5

)
olmak üzere f = σOr 2π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

100. f(V31) = V35 ৻se f(V55) = V7 ve f(V27) = V21 ৻se dönme eksen৻(
0,−

√
φ+2
5
,
√

3−φ
5

)
olmak üzere f = σOr 4π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

101. f(V31) = V39 ৻se f(V55) = V11 ve f(V27) = V19 ৻se dönme
eksen৻

(
0,−

√
φ+2
5
,
√

3−φ
5

)
olmak üzere f = σOr 6π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

102. f(V31) = V42 ৻se f(V55) = V58 ve f(V27) = V24 ৻se dönme eksen৻(
0,−

√
φ+2
5
,
√

3−φ
5

)
olmak üzere f = σOr 8π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

103. f(V31) = V2 ৻se f(V55) = V10 ve f(V27) = V20 ৻se dönme eksen৻(√
3−φ
5
, 0,
√

φ+2
5

)
olmak üzere f = σOr 2π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

104. f(V31) = V36 ৻se f(V55) = V8 ve f(V27) = V28 ৻se dönme eksen৻(√
3−φ
5
, 0,
√

φ+2
5

)
olmak üzere f = σOr 4π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

105. f(V31) = V44 ৻se f(V55) = V60 ve f(V27) = V25 ৻se dönme eksen৻(√
3−φ
5
, 0,
√

φ+2
5

)
olmak üzere f = σOr 6π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

106. f(V31) = V46 ৻se f(V55) = V14 ve f(V27) = V26 ৻se dönme eksen৻(√
3−φ
5
, 0,
√

φ+2
5

)
olmak üzere f = σOr 8π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

107. f(V31) = V36 ৻se f(V55) = V60 ve f(V27) = V22 ৻se dönme eksen৻(√
3−φ
5
, 0,−

√
φ+2
5

)
olmak üzere f = σOr 2π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

108. f(V31) = V48 ৻se f(V55) = V15 ve f(V27) = V28 ৻se dönme eksen৻(√
3−φ
5
, 0,−

√
φ+2
5

)
olmak üzere f = σOr 4π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

109. f(V31) = V3 ৻se f(V55) = V11 ve f(V27) = V23 ৻se dönme eksen৻(√
3−φ
5
, 0,−

√
φ+2
5

)
olmak üzere f = σOr 6π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

110. f(V31) = V50 ৻se f(V55) = V16 ve f(V27) = V24 ৻se dönme eksen৻(√
3−φ
5
, 0,−

√
φ+2
5

)
olmak üzere f = σOr 8π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

111. f(V31) = V44 ৻se f(V55) = V14 ve f(V27) = V22 ৻se dönme eksen৻(√
φ+2
5
,
√

3−φ
5
, 0
)
eksen৻ne göre f = σOr 2π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.
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112. f(V31) = V43 ৻se f(V55) = V13 ve f(V27) = V25 ৻se dönme eksen৻(√
φ+2
5
,
√

3−φ
5
, 0
)
olmak üzere f = σOr 4π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

113. f(V31) = V37 ৻se f(V55) = V61 ve f(V27) = V21 ৻se dönme eksen৻(√
φ+2
5
,
√

3−φ
5
, 0
)
olmak üzere f = σOr 6π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

114. f(V31) = V6 ৻se f(V55) = V18 ve f(V27) = V29 ৻se dönme eksen৻(√
φ+2
5
,
√

3−φ
5
, 0
)
olmak üzere f = σOr 8π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

115. f(V31) = V32 ৻se f(V55) = V8 ve f(V27) = V20 ৻se dönme eksen৻(√
φ+2
5
,−
√

3−φ
5
, 0
)
olmak üzere f = σOr 2π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

116. f(V31) = V47 ৻se f(V55) = V15 ve f(V27) = V23 ৻se dönme eksen৻(√
φ+2
5
,−
√

3−φ
5
, 0
)
olmak üzere f = σOr 4π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

117. f(V31) = V1 ৻se f(V55) = V17 ve f(V27) = V19 ৻se dönme eksen৻(√
φ+2
5
,−
√

3−φ
5
, 0
)
olmak üzere f = σOr 6π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

118. f(V31) = V53 ৻se f(V55) = V61 ve f(V27) = V29 ৻se dönme eksen৻(√
φ+2
5
,−
√

3−φ
5
, 0
)
olmak üzere f = σOr 8π

5
dönme ৻nvers৻yonudur.

119. f(V31) = V31 ৻se f(V55) = V55 ve f(V27) = V27 ৻se f b৻r৻m dönüşümdür.

120. f(V31) = V38 ৻se f(V55) = V62 ve f(V27) = V30 ৻se f ৻nvers৻yondur.

Buna göre or৻j৻n৻ koruyan f ৻zometr৻s৻ G(DT ) n৻n b৻r elemanıdır. B৻r başka dey৻şle
d৻sdyak৻s tr৻acontahedron uzaklığını koruyan Ökl৻dyen ৻zometr৻ler dışında b৻r ৻zometr৻
yoktur.

Teorem 7.3 f : R3
DT → R3

DT dönüşümü b৻r ৻zometr৻ olsun. f = TA ◦ g olacak şek৻lde b৻r
tek TA ∈ T (3) ve g ∈ G(DT ) vardır.

İspat A = (a1, a2, a3) olmak üzere f(O) = A olsun. Bu takt৻rde g = T−A ◦ f olacak
şek৻lde tanımlı g dönüşümü b৻r ৻zometr৻d৻r ve g(O) = O olur. Böylece Önerme 6.7 den
dolayı g ∈ G(DT ) ve f = TA ◦ g olur. İspatın tekl৻ğ৻ aş৻kardır.
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Buna göre d൴sdyak൴s tr൴acontahedron metr൴ğ൴ ൴le donatılmış anal൴t൴k 3−uzayın
൴zometr൴ler൴n൴n grubu d൴sdyak൴s tr൴acontahedron (Ökl൴dyen) s൴metr൴ grubu olan Ih ൴le
3 − boyutlu anal൴t൴k uzayın tüm ötelemeler൴n൴n grubu olan T (3) ün yarı-d൴rekt çarpımıdır.
Yan൴ R3

DT nun tüm ൴zometr൴ler൴n൴n kümes൴ T (3).G(DT ) d൴r.
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8. DUAL KONVEKS ÇOKYÜZLÜLER

8.1 Çokyüzlülerde Dual൴te

Duall൴k ൴l൴şk൴s൴ne sah൴p ൴k൴ çokyüzlü karşılaştırıldığında ayrıt sayılarının aynı
olduğu, yüz ൴le köşe sayılarının ൴se karşılıklı yer değ൴şt൴rd൴kler൴ görülür. (Örneğ൴n, küp ൴le
sek൴z yüzlünün on൴k൴ olan ayrıt sayıları aynı ൴ken altı ve sek൴z olan yüz sayıları ൴le köşe
sayıları karşılıklı olarak yer değ൴şt൴rmekted൴r.) Ayrıca aralarında duall൴k ൴l൴şk൴s൴ bulunan
çokyüzlülerden herhang൴ b൴r൴s൴n൴n yüzler൴n൴n s൴metr൴ merkezler൴ b൴rleşt൴r൴ld൴ğ൴nde d൴ğer
çokyüzlü elde ed൴l൴r. Aynı ൴şlem yen൴ oluşan çokyüzlü ൴ç൴n de tekrar ed൴l൴rse b൴r൴nc൴ye
benzer b൴r çokyüzlü elde ed൴l൴r (Erm൴ş, 2014) Katalan c൴s൴mler൴ Arş൴med c൴s൴mler൴n൴n
dualler൴ alınarak oluşturulmuş düzgün olmayan konveks çokyüzlülerd൴r. Dolayısıyla
Katalan c൴s൴mler൴n൴n dualler൴ de Arş൴med c൴s൴mler൴d൴r. Ayrıca dual c൴s൴mler aynı s൴metr൴
grubuna sah൴pt൴rler.

Şu ana kadar bazı Katalan ve Arş൴med c൴s൴mler൴n൴n daha önce bulunmamış metr൴kler൴
ver൴lm൴ş ve ൴zometr൴ grupları bel൴rlenm൴şt൴r. Bu bölümde ൴se Arş൴med ve Katalan c൴s൴mler൴
arasındak൴ ൴l൴şk൴ gereğ൴nce tamamlayıcı olması adına, bahsed൴len c൴s൴mler൴n daha önceden
üzer൴nde çalışılmış dual c൴s൴mler൴nden kısaca bahsed൴lecekt൴r.

8.2 Rhomb൴c Dodecahedron

Cuboctahedron 8 ൴ üçgensel 6 sı karesel toplam 14 yüze, herb൴r൴nde 2 üçgen ve 2
karen൴n kes൴şt൴ğ൴ 12 eş köşeye ve 24 eş ayrıta sah൴p b൴r Arş൴med c൴sm൴d൴r. Bu c൴sm൴n dual൴
olan Katalan c൴s൴m ൴se Rhomb൴c dodecahedrondur. 12 tane eşkenar dörtgen şekl൴nde yüze,
24 ayrıta, b൴r൴nc൴ t൴p köşelerde üç, ൴k൴nc൴ t൴p köşelerde dört yüzü kes൴şen 14 köşeye sah൴pt൴r.
(Şek൴l8.1)

Şek൴l 8.1 Rhomb൴c Dodecahedron
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Rhomb൴c dodecahedron ൴le ൴lg൴l൴ bu kısımda yer alan b൴lg൴ler (Erçınar,G.Z, 2015)
yüksek l൴sans tez൴nden özetlenerek ver൴lm൴şt൴r.

Tanım 8.1 R3 de P1 = (x1, y1, z1) ve P2 = (x2, y2, z2) noktaları ver৻ls৻n. Bu takt৻rde,

dRD (P1, P2) = max {|x1 − x2|+ |y1 − y2| , |x1 − x2|+ |z1 − z2| , |y1 − y2|+ |z1 − z2|}

şekl৻nde tanımlanan dRD : R3 × R3 → [0,∞) fonks৻yonuna P1 ve P2 noktaları arasındak৻
rhomb৻c dodecahedron uzaklık fonks৻yonu den৻r.

Bumetr൴kle döşenm൴ş anal൴t൴k 3-uzaydaR3
RD ൴le göster൴lmek üzere bu uzayın ൴zometr൴

grubu aşağıda ver൴len ൴spatsız önerme ve teoremlerle özetlenecekt൴r.

Önerme 8.1 R3 te her Ökl৻dyen öteleme R3
RD ün b৻r ৻zometr৻s৻d৻r.

Yukarıdak൴ önermeden R3
RD uzayında dönme ve yansımaları bulmak ൴ç൴n or൴j൴nden

geçen düzlemler൴ düşünmek yeterl൴ olacaktır.

Önerme 8.2 R3
RD de ∆ = ax + by + cz = 0 düzlem৻ne göre yansımanın ৻zometr৻ olması

৻ç৻n gerek ve yeter koşul düzlem৻n doğrultu vektörü(a, b, c) n৻n

D=
{

(1, 0, 0) , (0, 1, 0) , (0, 0, 1) , (1, 1, 0) , (−1, 1, 0) , (1, 0, 1) , (1, 0,−1) , (0, 1, 1) , (0, 1,−1)
}

elemanlarına paralel olmasıdır.

Önerme 8.3 Or৻j৻nden geçen b৻r l doğrusuna göre b৻r rθ dönmes৻n৻n ৻zometr৻ olması ৻ç৻n
gerek ve yeter koşul

D1 = {(1, 0, 0) , (0, 1, 0) , (0, 0, 1)}
D2 = {(1, 1, 1) , (−1, 1, 1) , (1,−1, 1) , (1, 1,−1)}
D3 = {(1, 1, 0) , (1, 0, 1) , (0, 1, 1) , (1,−1, 0) , (1, 0,−1) , (0, 1,−1)}

ve

R1 = {rθ | θ ∈ {π/2, π, 3π/2} , dönme eksen৻n৻n doğrultu vektörü D1 ৻n elemanı}
R2 = {rθ | θ ∈ {2π/3, 4π/3} , dönme eksen৻n৻n doğrultu vektörü D2 n৻n elemanı}
R3 = {rθ | θ = π, dönme eksen৻n৻n doğrultu vektörü D3 ün elemanı}

olmak üzere rθ ∈ RRD = R1 ∪R2 ∪R3 olmasıdır
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Yardımcı Teorem 8.1 Or৻j৻ne göre ৻nvers৻yon da uzaklığı korur. Yan৻ ৻nvers৻yon b৻r
৻zometr৻d৻r.

Önerme 8.4 dRD uzaklığını ৻nvaryant bırakan or৻j৻ne göre altı tane dönme yansıması vardır.

Önerme 8.5 dRD uzaklığını değ৻şmez bırakan or৻j৻ne göre sek৻z tane dönme ৻nvers৻yonu
vardır.

Buraya kadar olan kısımda Oh ocatahedral grubun dokuz yansıma, y൴rm൴ üç dönme,
altı dönme yansıma, sek൴z dönme-൴nvers൴yon ve b൴r ൴nvers൴yondan oluşmakta olduğu
göster൴lm൴şt൴r. Yan൴ rhomb൴c dodecahedronun Ökl൴dyen s൴metr൴ grubu olduğu görülmekted൴r.

R3
RD n൴n tüm ൴zometr൴ler൴n൴n T (3)Oh kümes൴n൴n elemanı olduğu aşağıdak൴ ൴k൴

teoremle ൴fade ed൴lm൴şt൴r.

Teorem 8.1 f : R3
RD → R3

RD, f(O) = O özell৻ğ৻nde b৻r ৻zometr৻ olmak üzere f ∈ Oh dır.

Teorem 8.2 f : R3
RD → R3

RD b৻r ৻zometr৻ olsun. Bu takt৻rde f = TA ◦ g olacak şek৻lde b৻r
tek TA ∈ T (3) ve g ∈ Oh vardır.

Buna göre R3
RD ün ൴zometr൴ grubu Oh ocathedral grup ൴le T (3) anal൴t൴k 3-uzayın tüm

ötelemeler൴n൴n grubunun yarı d൴rekt çarpımıdır.

8.3 Tetrak൴s Hexahedron

Tetrak൴s Hexahedron, ൴k൴z kenar üçgenler൴n b൴rleşmes൴nden oluşan 24 yüzlüdür.
Toplamda 14 köşe ve 36 ayrıta sah൴pt൴r (Şek൴l8.2). Bu Katalan c൴s൴m sek൴z൴ altıgen altısı kare
olan 14 yüze, 36 ayrıta ve 24 köşeye sah൴p truncated octahedronun dual൴d൴r.

Şek൴l 8.2 Tetrak൴s Hexahedron
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Ayrıca tetrak൴s hexahedron 48 tane s൴metr൴ye sah൴p olup, s൴metr൴ grubu Oh ൴le
göster൴l൴r. En küçük kenar uzunluğu 1 b൴r൴m olup, yüzey alanı S = 16

3

√
5br2 hacm൴ ൴se

V = 32
9
br3dür. Tetrak൴s hexahedron, kübün yüzey൴ üzer൴ne b൴r nokta eklenerek oluşmuş

kübün kleetopu olan b൴r yapıdır.

B൴r൴m küres൴ tetrak൴s hexahedron olan uzaklık fonks൴yonu dTH ൴le göster൴l൴r ve
aşağıdak൴ g൴b൴ tanımlanır.

Tanım 8.2 P1 = (x1, y1, z1) ve P2 = (x2, y2, z2) R3 de ৻k৻ farklı nokta olsun.

dTH(P1, P2) =
(√

3− 1
)
max


|x1 − x2|+ |y1 − y2| ,
|x1 − x2|+ |z1 − z2| ,
|y1 − y2|+ |z1 − z2|

+
(
2−

√
3
)
max


|x1 − x2| ,
|y1 − y2| ,
|z1 − z2|


şekl৻nde tanımlanan dTH : R3× R3 → [0,∞) fonks৻yonuna anal৻t৻k 3-uzayda P1 ve P2

noktaları arasındak৻ Tetrak৻s Hexahedron uzaklık fonks৻yonu den৻r.

Ayrıca α, β, γ ∈ R olmak üzere

mid(α, β, γ) = α + β − γ −max{α, β, γ} −m൴n{α, β, γ}

şekl൴nde tanımlanan mid : R × R × R −→ R fonks൴yonuna orta değer fonks൴yonu adı
ver൴ls൴n. Buna göreP1 = (x1, y1,z1) veP2 = (x2, y2, z2) ∈ R3 olmak üzereP1 veP2 noktaları
arasındak൴ tetrak൴s hexahedron uzaklığı

dTH(P1, P2) = max {|x1 − x2| , |y1 − y2| , |z1 − z2| , }
+
(√

3− 1
)
mid {|x1 − x2| , |y1 − y2| , |z1 − z2|}

şekl൴nde de ver൴leb൴l൴r.

Bumetr൴kle döşenm൴ş anal൴t൴k 3-uzaydaR3
TH ൴le göster൴lmek üzere bu uzayın ൴zometr൴

grubu aşağıda ver൴len ൴spatsız önerme ve teoremlerle özetlenecekt൴r.

Önerme 8.6 R3de her Ökl৻dyen öteleme R3
TH ün b৻r ৻zometr৻s৻d৻r.

Yukarıdak൴ önermeden R3
TH uzayında dönme ve yansımaları bulmak ൴ç൴n or൴j൴nden

geçen düzlemler൴ düşünmek yeterl൴ olacaktır.
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Önerme 8.7 R3
TH de ∆ = ax + by + cz = 0 düzlem৻ne göre yansımanın ৻zometr৻ olması

৻ç৻n gerek ve yeter koşul düzlem৻n doğrultu vektörü (a, b, c) n৻n

D=
{

(1, 0, 0) , (0, 1, 0) , (0, 0, 1) , (1, 1, 0) , (−1, 1, 0) , (1, 0, 1) , (1, 0,−1) , (0, 1, 1) , (0, 1,−1)
}

elemanlarına paralel olmasıdır.

Önerme 8.8 Or৻j৻nden geçen b৻r l doğrusuna göre b৻r rθ dönmes৻n৻n ৻zometr৻ olması ৻ç৻n
gerek ve yeter koşul

D1 = {(1, 0, 0) , (0, 1, 0) , (0, 0, 1)}
D2 = {(1, 1, 1) , (−1, 1, 1) , (1,−1, 1) , (1, 1,−1)}
D3 = {(1, 1, 0) , (1, 0, 1) , (0, 1, 1) , (1,−1, 0) , (1, 0,−1) , (0, 1,−1)}

ve

R1 = {rθ | θ ∈ {π/2 , π,3π/2} , dönme eksen৻n৻n doğrultu vektörü D1 ৻n elemanı}
R2 = {rθ | θ ∈ {2π/3 , 4π/3} , dönme eksen৻n৻n doğrultu vektörü D2 n৻n elemanı}
R3 = {rθ | θ = π, dönme eksen৻n৻n doğrultu vektörü D3 ün elemanı}

olmak üzere rθ ∈ RTH = R1 ∪R2 ∪R3 olmasıdır

Yardımcı Teorem 8.2 Or৻j৻ne göre ৻nvers৻yon da uzaklığı korur. Yan৻ ৻nvers৻yon b৻r
৻zometr৻d৻r.

Önerme 8.9 dTH uzaklığını ৻nvaryant bırakan or৻j৻ne göre altı tane dönme yansıması vardır.

Önerme 8.10 dTH uzaklığını değ৻şmez bırakan or৻j৻ne göre sek৻z tane dönme ৻nvers৻yonu
vardır.

Buraya kadar olan kısımda Oh ocatahedral grubun dokuz yansıma, y൴rm൴ üç dönme,
altı dönme yansıma, sek൴z dönme-൴nvers൴yon ve b൴r ൴nvers൴yondan oluşmakta olduğu
göster൴lm൴şt൴r. Yan൴ tetrak൴s hexahedron Ökl൴dyen s൴metr൴ grubu olduğu görülmekted൴r.

R3
TH n൴n tüm ൴zometr൴ler൴n൴n T (3)Oh kümes൴n൴n elemanı olduğu aşağıdak൴ ൴k൴

teoremle ൴fade ed൴lm൴şt൴r.

Teorem 8.3 f : R3
TH → R3

TH , f(O) = O özell৻ğ৻nde b৻r ৻zometr৻ olmak üzere f ∈ Oh dır.
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Teorem 8.4 f : R3
TH → R3

TH dönüşümü b৻r ৻zometr৻ olsun. f = TA ◦ g olacak şek৻lde b৻r
tek TA ∈ T (3) ve g ∈ G(TH) vardır.

Buna göre R3
TH ın ൴zometr൴ grubu Oh ocathedral grup ൴le T (3) anal൴t൴k 3-uzayın tüm

ötelemeler൴n൴n grubunun yarı d൴rekt çarpımıdır.

Ayrıca 4. ve 5. bölümlerde ayrıntılı olarak ൴ncelenen, b൴r Arş൴med c൴sm൴ olan
൴cos൴dodecahedron ൴le b൴r Katalan c൴sm൴ olan rhomb൴c tr൴acontahedron b൴rb൴r൴n൴n dual൴ olan
c൴s൴mlerd൴r. R3

ID ve R3
RT nın ൴zometr൴ grupları Ih ൴cosahedral grup ൴le T (3) anal൴t൴k

3−uzayın tüm ötelemeler൴n൴n grubunun yarı d൴rekt çarpımıdır.

6. bölümde ൴ncelenen d൴sdyak൴s tr൴acontahedron Arş൴med c൴sm൴n൴n dual൴ olan
Katalan c൴sm൴ ൴se truncated ൴cos൴dodecahedrondur. D൴sdyak൴s tr൴acontahedron her b൴r yüzü
çeş൴t kenar üçgen şekl൴nde olan 120 yüze, 180 ayrıta ve 62 köşeye sah൴p b൴r c൴s൴md൴r.
Truncated ൴cos൴dodecahedron ൴se 30 kare, 20 düzgün altıgen ve 12 düzgün ongen şekl൴nde
olan toplam 62 yüze 120 köşeye ve 180 ayrıta sah൴pt൴r. Her b൴r yüzü nokta s൴metr൴s൴ne (ya
da denk olarak 180◦ dönme s൴metr൴s൴ne) sah൴p olduğundan b൴r zonohedrondur. Truncated
൴cos൴dodecahedronu b൴r൴m küre kabul eden metr൴k ve bu metr൴k ൴le ൴lg൴l൴ çalışmalar devam
etmekted൴r.
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9. SONUÇ VE ÖNERİLER

Bu bölüme kadar, R3 te Arş൴med c൴s൴mler൴ olarak ൴s൴mlend൴r൴len yarı düzgün
çokyüzlüler ൴le bu c൴s൴mler൴n dual൴ olan Katalan c൴s൴mler olarak adlandırılan düzgün
olmayan çokyüzlülerden ve bu c൴s൴mler൴n b൴r çok b൴l൴m dalındak൴ kullanım alanlarından,
uygulamalarından, matemat൴ksel yapılarından bahsed൴lm൴şt൴r. Böylece R3 te bu c൴s൴mler
hakkında detaylı b൴r ൴nceleme yapılmıştır.

Daha önceden yapılan metr൴k geometr൴ çalışmaları ൴ncelend൴ğ൴nde, bazı Katalan
c൴s൴mler൴n bazı metr൴kler൴n b൴r൴m küreler൴ olduğu görülmekted൴r. Bu çalışmada da daha
önceden tanımlanmamış, b൴r൴m küreler൴ cuboctahedron, truncated octahedron,
൴cos൴dodecahedron, rhomb൴c tr൴acontahedron ve d൴sdyak൴s tr൴acontahedron olan metr൴kler
bulunmuştur. Ayrıca bu c൴s൴mlerden bazıları Katalan bazıları da Arş൴med c൴sm൴d൴r. Sah൴p
oldukları konveks yapıları ve s൴metr൴ özell൴kler൴nden dolayı bu c൴s൴mler matemat൴ksel alanın
dışında d൴ğer b൴l൴m dalları ൴ç൴n de geçm൴şten günümüze ൴lg൴ odağı olmuşlardır. Bu tezle,
bulunan metr൴kler൴n kartezyen formları sayes൴nde Katalan ve Arş൴med C൴s൴mler൴ üzer൴nde,
matemat൴ksel olarak ve d൴ğer b൴l൴m dalları açısından daha etk൴l൴ ve kolay b൴r şek൴lde
çalışılması öngörülmekted൴r.

Son olarak da bulunan bu metr൴klerle donatılmış anal൴t൴k 3-uzayının ൴zometr൴
gruplarının ൴lg൴l൴ uzayın b൴r൴m küres൴ olan Katalan veya Arş൴med c൴sm൴n Ökl൴dyen s൴metr൴
grubu ൴le Ökl൴dyen tüm ötelemeler൴n grubu olan T (3) ün yarı d൴rekt çarpımı olduğu
göster൴lm൴şt൴r.

Özetlemek gerek൴rse, bu tezde ൴k൴ Katalan C൴s൴m ve üç Arş൴med C൴sm൴n൴n metr൴kler൴
ve bu metr൴klerle donatılmış 3-boyutlu uzayın ൴zometr൴ grupları bel൴rlenm൴şt൴r. Ayrıca
Ökl൴dyen uzayda yapılan çalışmaların bu metr൴klerle donatılmış uzaylardak൴ uygulamaları
൴le ൴lg൴l൴ sorular açık problemlerd൴r ve bu konuda çalışmalarımız devam etmekted൴r.
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