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OZET

Bu tezde, 3- boyutlu R? gercel uzayinda bazi yari-diizgiin ve diizgiin olmayan konveks
cokytizliiler ile ilgili metrikler belirlenmis; bu metriklerin belirledigi geometrilerin izometri

gruplari ile R? {in izometri grubu arasindaki iliskiler incelenmistir.

Birinci ve ikinci boliimde, Katalan Cisimler olarak adlandirilan diizgiin olmayan
konveks c¢okyiizliiler ve Arsimed cisimleri olarak adlandirilan yari-diizgiin konveks
cokyiizliiler hakkinda bilgiler verilerek, bu cisimlerin bulunusundan giiniimiize kadar olan
siiregteki uygulamalarindan bahsedilmis, minkowski geometrisi, duallik ve R? {in izometri

grubu hakkinda temel kavramlar verilerek tanimlar1 hatirlatilmistir.

Ucgiincii, dordiincii, besinci, altinc1 ve yedinci béliimlerde, birim kiireleri sirasiyla
cuboctahedron, truncated octahedron, icosidodecahedron, rhombic triacontahedron
ve disdyakis triacontahedron cokylizlilleri olacak sekilde uzaklik fonksiyonlari
belirlenerek, bu uzaklik fonksiyonlarinin metrik olduklari ispat edilmistir. Daha sonra, elde
edilen metrikler ile donatilmis uzaylarin izometri gruplar arastirilmis ve elde edilen

sonuglarin ele alinan ¢okyiizliilerin simetri gruplar ile ilgileri verilmistir.

Sekizinci boliimde, bahsedilen cisimlerle iliskili olan, tezde bu ana kadar
deginilmeyen bazi cisimler hakkinda daha once yapilan calismalardan yararlanilarak
bilgiler verilmis, uzaklik fonksiyonlari tanitilmis ve izometri gruplar1 hakkinda bilgi

verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Metrik, Metrik Geometri, {zometri, Izometri Grubu, Uzaklik
Fonksiyonu, Katalan Cisimler, Arsimed Cisimleri, Cuboctahedron, Truncated Octahedron,

Icosidodecahedron, Rhombic Triacontahedron, Disdyakis Triacontahedron.
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SUMMARY

In this thesis, we determine some special metrics related with some of convex
polyhedra which are semi-regular or not regular are given in 3—dimensional real space R?;

and study the metric geometries defined by these metrics.

In the first and second chapter, non-regular convex polyhedra named Catalan solids
and semi-regular convex polyhedra named Archimedean solids are introduced and
applications of these polyhedrons from their discovery to nowadays are mentioned; and

information about Minkowski geometry, duality and isometry group of R? are given.

In third, fourth, fifth, sixth and seventh chapters distance functions which unit
spheres are respectively cuboctahedron, truncated octahedron, icosidodecahedron,
rhombic triacontahedron and disdyakis triacontahedron polyhedra are given and proved
that these distance functions are metrics. Isometry groups of spaces furnished by acquired
metrics are investigated and relations between this results and symmetry groups of

mentioned solids are given.

In the last chapter some information about polyhedrons which are studied before and
related with mentioned polyhedrons are given, their distance functions are introduced and

information about their isometry groups are given.

Keywords: Metric, Metric Geometry, Isometry, Isometry Group, Distance
Function, Catalan Solids, Archimedean Solids, Cuboctahedron, Truncated Octahedron,

Icosidodecahedron, Disdyakis Triacontahedron.
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1. GIRIS

Simetri estetik anlayisinin en 6nemli unsurudur; dolayisiyla doga bilimleri, sanat,
mimari gibi birgok alanda iizerinde c¢alisilan bir olgu olmustur. Cokyiizliiler de sahip

olduklar1 simetrik 6zelliklerden dolay1 antik ¢aglardan beri insanoglunun ilgisini ¢ekmistir.

Cokyiizlii, sonlu c¢oklukta ¢okgenle smirlandirilmig bir cisim olarak
tanimlanabilecegi gibi sonlu c¢oklukta ¢okgenlerden olusan bir yiizey olarak da
tanimlanabilir. Cokyiizliiyii olusturan ¢okgenlere ¢okyiizliiniin yiizleri, cokgenlerin kenar
ve koselerine ise ¢okylizliniin ayrit ve koseleri denir. (A.D. Alexandrov, Convex
Polyhedra, Springer, 7p.).

Cokyiizliiler izerine yapilan ¢caligmalarin somut 6rneklerini bulmak olduke¢a kolaydir.
Mimari alaninda en eski 6rneklerden birine Misir Giza’da rastlamak miimkiindiir. Gizemli

Giza Piramitleri en antik ¢okyiizlii formlarindan biri olan piramit seklindedir (Sekilll. 1))

Sekil 1.1 Misir Giza Piramitleri

Britanya Adalari’nda yapilan arkeolojik kazilarda da ¢okyiizliilere rastlanmistir. Bu
kazilarda, Platon’dan bin yil Oncesine ait tagtan yapilmis bes adet diizgiin ¢okyiizlii
bulunmustur (Bu tarza erisilebilecek ¢evirim ici adres
http://anlamak.com/platon’un-bes-kati-cismi.html).



Cokytizliiler sahip olduklar1 6zelliklerine gore siniflandirilmiglardir. Cokyiizliiniin
bir konveks ¢okytizlii olmas1 ayrica énemli bir 6zelliktir. Bir konveks ¢okyiizlii asagidaki

ozellikleri saglayan, sonlu sayida diizlemsel ¢cokgenden olusan bir sekildir;

1) bir ¢cokgenden diger bir ¢okgene, cokgenlerin ortak kenarlar1 ya da kenar parcalari

boyunca ge¢is yapmak miimkiindiir,
2) seklin tamamu sekli olusturan ¢cokgen diizlemlerinin sadece bir tarafindadir.

Konveksligi ikinci kosul tanimlamaktadir. Birinci kosul c¢okyiizliiniin, sadece
koselerde birlesen parcalara ayrilamayacagini hatta parcalarinin hicbirinin bir digerinden
ayr1 olmadigimi ifade etmektedir. (A.D. Alexandrov, Convex Polyhedra, Springer, 8p.).

Tim aynt ve ylizleri es, ayrica her kosesinde ayni sayida yliziin kesistigi
cokyiizliilere diizglin ¢okylizliiler denilmektedir. Eger ¢okylizlii diizgiin degilse diizgiin
olmayan ¢okyiizlii olarak isimlendirilirler. Konveks, simetrik ¢okytizliiler Platonik cisimler,
Arsimed cisimleri ve Katalan cisimleri olarak {i¢ ana grupta incelenebilir. Burada Platonik
cisimler diizgiin ¢okyiizliiler, Arsimed ve Katalan cisimler ise diizgiin olmayan ¢okytizliiler

sinifina girer.

Diizgiin ¢okyiizlii cisimlere rastlayan hemen herkes bunlarla ilgili ilgi c¢ekici
birseyler farkeder. Yunanlilarin bu cisimlerle detayli ve 1srarli bir sekilde ¢aligsmalar1 belki
de beklenmedik sekilde sonlu sayida olmalariyla baglantilidir, ¢ilinkii limitsiz sayidaki
cokgenin aksine sadece bes tanedirler. Bu cisimler kendilerinden etkilenen Kepler ve
Platon’un evrenle ilgili teorilerinde onlar1 kullanmalarini saglamislardir. (Peter R.
Cromwell, 1997, Cambridge University Press,70-71p.). Diizgiin ¢okylizliileri tanitan en
eski eser Platon’un Timaeus adli eseridir ve herbiri bes elementten birisiyle
iligskilendirilmistir - kiip (alt1 yiizlii) toprak ile, icosahedron yirmi yiizlii) su ile, octahedron
(sekiz yiizli) hava ile, tetrahedron (dort yiizlii) ates ile ve dodecahedron (on iki yiizlii)
evrenle (ya da eter yani cennetin maddesiyle) iliskilidir. (Field, J.V., 1997, pp 241-289)

Kiip ve piramit gibi cisimlerin ¢ok dncelerden beri bilinen temel sekiller olmalarinin
yaninda dodecahedronun (on iki yiizlii) da antik bir cisim olmasi oldukca sasirticidir.
Cogunluk tarafindan aptal altini olarak bilinen pirit ( FeSs) temel olarak siilfirik asit
yapiminda kullanilan en yaygin siilfattir ve kristalleri genellikle kiibik ya da diger bir
yaygin sekli olan oniki besgensel yiiz bicimindedir (Sekilll.2). Bu besgenler ¢ok da diizgiin
degildirler ancak Platonik formu kolaylikla gbézoniinde canlandirilabilir. (Peter R.
Cromwell, Polyhedra, 1997, Cambridge University Press,71p.)



Sekil 1.2 Pirit kristalleri

Ronesans doneminde Arsimed cisimlerinin tekrar kesfedilmesi “kayip” bir eski
yazinin kesfi seklinde olmamustir. Aslinda bilindigi kadariyla Arsimed tarafindan kaleme
almmis eski bir yazin yoktur. Arsimed cisimlerinin bu ismi almis olmasinin sebebi
Pappus’un Koleksiyon ununda Arsimed’in, yiizleri birden fazla diizgiin ¢okgen olan on ii¢
cisim buldugundan bahsetmesidir. (Field, J.V., pp 241-289). Altin oranin gizemleri,
platonik ve arsimed cisimlerinin sekilleri, matematiksel ve geometriksel kurallar1 Leonardo
da Vinci ve Albrecht Diirer gibi O6nde gelen sanatgilarin eserlerinde sifrelenmislerdi
(Sekill.3  ve  Sekill.4). (Bu tarza erisilebilecek  cevirim  i¢i  adres
https://en.wikipedia.org/wiki/Luca_Pacioli).

Sekil 1.3 Truncated Octahedron’un Leonardo Da Vinci tarafindan yapilmis bir ¢izimi



Sekil 1.4 Luca Pacioli’nin portresi

Arsimed cisimlerinin duallerine Katalan cisimleri denir ve Arsimed cisimleri gibi
tam olarak on ii¢ tanedir. Bu cisimlere Katalan cismi denilmesinin sebebi, 1865 yilinda
Belgikali matematik¢i Eugene Catalan tarafindan tamamen tanimlanmis olmalaridir.
(Eugéne Catalan Mémoire sur la Théorie des Polyédres. J. I’Ecole Polytechnique (Paris) 41,
1-71, 1865.) Katalan cisimlerini Platonik cisimler ve Arsimed cisimlerinden ayiran temel
ozellik yiizlerini olusturan ¢okgenlerin diizgiin cokgen olmamalaridir, hatta bu ¢okgenlerin
kenar uzunluklarinin da ayni olmalar1 gerekmez. Ornegin Rhombic Triacontahedronun
ylzleri ayni eskenar dortgenlerden olusurken Tetrakis Hexahedronun yiizleri ayni ikiz kenar
ticgenlerden olugmaktadir.

Cokyiizliilerle calisma hala ¢ok ilgi ¢ekici bir konudur. Ayrica sahip olduklari
simetriler rubik kiibii benzeri uygulamalarin yapilmasina da imkan saglamaktadir
(Sekilll.5). (Bu tarza erisilebilecek gevirim i¢i adres http://cubemeister.com/polyhedra)

Sekil 1.5 Bazi donen yapbozlar



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Euler Formiilii Ve Cokyiizliilerde Dualite

Bu kisimda herhangi bir konveks cokyiizliiyli matematiksel agidan daha 1iy1

13 2

tanimlayabilmek i¢in, tiim konveks cokyiizliiler i¢in gecerli olan “ Euler Formiilii
verilecektir. Euler formiiliindeki Euler Karakteristigi konveks olmayan ¢okyiizliilerde farkli
degerler alabilmektedir. Ancak Platonik, Arsimed ve Katalan cisimleri i¢in bu deger 2

dir. Tiim konveks cokytizliiler i¢in gecerli olan, yiiz, ayrit ve kose sayilar1 arasinda Euler

Formiilii olarak bilinen bagint1 asagidaki teoremde verilmektedir.

Teorem 2.1 Kogse sayisi K, ayrit sayist A, yiiz sayist Y olmak iizere, konveks bir ¢okyiizlii
icin

K+Y-A=2
dir.

Duallik iliskisine sahip iki cokylizli karsilastirildiginda ayrit sayilarinin ayni
oldugu, yiiz ile kdse sayilarmin ise karsilikli yer degistirdikleri goriiliir. (Ornegin, kiip ile
sekiz ylizliinlin oniki olan ayrit sayilar1 ayn1 iken alt1 ve sekiz olan yiiz sayilar ile kose
sayilar1 karsilikli olarak yer degistirmektedir.) Ayrica aralarinda duallik iliskisi bulunan
cokylizliilerden herhangi birisinin ylizlerinin simetri merkezleri birlestirildiginde diger
cokyiizlii elde edilir. Aynmi islem yeni olusan ¢okyiizlii i¢in de tekrar edilirse birinciye
benzer bir ¢okylizlii elde edilir (Ermis, 2014)

2.2 Minkowski Geometrisi Ve Konveks Cokyiizliiler

Minkowski geometrilerini tanitan ve inceleyen bir ¢ok calisma vardir. Bunlara
(Kaya, 2002), (Ozcan ve Kaya, 2003), (Kaya ve Colakoglu, 2006), (Krause, 1975), (Martin,
1998), (Millmann and Parker, 1991), (Thompson, 1996) ve (Coxeter, 1961) kaynaklari
ornek gosterilebilir.

(Thompson, 1996) da ifade edildigi gibi, Minkowski geometrisi, eliptik ve
hiperbolik geometriden farkli sonlu boyutlu bir Oklidyen olmayan geometridir. Ayrica



Space-time Minkowskian geometrisinden de farklidir. Minkowski geometrisindeki lineer
yap1 Oklidyen geometrideki ile hemen hemen aymidir. Noktalar, dogrular ve diizlemler
Oklidyen geometrinin noktalar1, dogrular1 ve diizlemleri ile ayni iken ac1 dl¢iimii Oklidyen
geometri ile ayni yolla yapilmaktadir. Yalnizca bir fark vardir. Bu fark ise uzakligin tiim
yonlerde ayni olmamasidir. Bu farklibk da alinan metrikle ilgili kavramlari
degistirmektedir. Dolayisiyla Minkowski geometrilerinde uzaklikla ilgili kavramlarin
incelenmesi oldukga ilgi ¢ekici konular ortaya ¢ikarmaktadir. Ornegin Oklidyen uzaydaki
alisilmis kiirenin yerine alinan “yeni birim kiire” degisebilen bir genel simetrik konveks
kiimedir, ve paralellik aksiyomu gecerli olmasina ragmen, Pisagor teoremi ve benzeri
bircok teorem gecerli degildir. Bu geometrilere 6rnek olarak Taksi geometri, Cin Dama

geometrisi ve a-geometrisi verilebilir.

2.3 Konveks Cisimler ve Metrikleri

Daha once yapilan ¢alismalarda maksimum, taksi ve ¢in dama metriklerinin birim
kiireleri sirastyla diizglin alti yiizlii, sekiz yiizlii ve bir Katalan cisim olan deltoidal
icositetrahedron oldugu gériilmektedir. n- boyutlu R” Oklid uzayinda verilen konveks
yapilar i¢in, birim kiireleri bu konveks yapilar olan normlarin varlig1 bilinmektedir. Fakat
daha once yapilan calismalar incelendiginde varligi bilinen bu normlarin nasil tanimh

olduklar1 bilinmemektedir. Bu durumda akla 6nemli iki soru gelmektedir;
“Birim kiireleri belli baz1 konveks cisimler olacak sekilde metrikler bulunabilir mi?
“Eger bulunabilirse, bu metrikler analitik olarak nasil ifade edilirler?

Bu metrikler koordinatlar yardimryla ifade edilebilirse, yeni metriklerle geometriler
kolaylikla insa edilebilecektir. Bu metrikler sayesinde konveks cisimler icin matematiksel
formiiller verilerek, bu yapilar {izerinde matematik ve diger bilim dallar1 agisindan daha

kolay bir sekilde calisma imkan1 da saglanir.

2-6. bolimlerde birim  kiireleri  cuboctahedron, truncated octahedron,
icosidodecahedron, rhombic triacontahedron ve disdyakis triacontahedron olan uzaklik
fonksiyonlar1 tanimlanacak ve bu fonksiyonlarin metrik olduklar1 ispatlanacaktir. Bu
metrikler sirasiyla dco, dro, dip, drr, dpr olarak gosterilecektir. Ayni zamanda tezin
bundan sonraki kisminda kisalifin hatrma doo ile donatilmis R3 uzay: R?éo: dro ile
donatilmis R?® uzay1 R, drp ile donatilmig R? uzay1 R?,, dgrr ile donatilmig R® uzayi

R%,,, dpr ile donatilmis R? uzay1 R%, . ile gosterilecektir.



Ry, Rip, RY,, R, RY, uzaylarinin noktalari, dogrular ve diizlemleri, 3-
boyutlu Oklidyen uzayin noktalari, dogrular1 ve diizlemleri ile aynidir. A¢1 dl¢limii de 3-
boyutlu Oklid uzayindaki ile ayni yolla yapilir. Yani geometrik yapilar1 hemen hemen
aynidir. Tek fark iki nokta arasindaki uzakligi dp metrigi ile 6lgmek yerine sirasiyla deo,
dro, dip, drr, dpr metrikleri ile dlgmektir. Ayrica 2-6. bolimlerde temel geometrik
problemlerden olan bir d metrigi ile donatilmis S uzayinin izometri grubunun bulunmasi
problemi ele alinarak dco, dro, dip, drr, dpr metrikleri ile donatilmis uzayin izometri
grubu bulunacak ve bu grup Gelisgen, O. ve Kaya, R., 2009 ve Ermis, T. ve Kaya, R., 2015
referanslarindaki yontem kullanilarak ilgili cokyiizliiniin Oklidyen simetri grubu ile
karsilastirilacaktir. Buna gore analitik 3—uzaydaki izometri ve simetri gruplar ile ilgili
bilgiler hatirlatilarak bu boliim bitirilecektir. Yani bu metrikler yardimiyla minkowski

geometriler insaa edilecektir.

Bu metrikleri verebilmek i¢in asagidaki adimlar takip edilerek bir yontem
gelistirilecek ve bu yontem metrikleri bulmak i¢in kullanilacaktir.

Adim 1: Cuboctahedron, truncated octahedron, icosidodecahedron, rhombic
triacontahedron ve disdyakis triacontahedron icin verilecek uzaklik fonksiyonunun en basit
sekilde verecek ifadeye sahip olabilmesi i¢in s6z konusu ¢okyiizlii koordinat sistemine en
uygun bicimde yerlestirilmelidir. Ciinkii bu yerlestirme ve elde edilecek en basit ifade tiim
caligmalar1 olumlu etkileyecek ve verilen sekillerin sadece sekizde birlik kismiiizerinde

calisarak tamamu iizerine bir genelleme yapma imkani da saglayacaktir.

Adim 2: Koordinat sistemine uygun olarak yerlestirilen ¢okylizliiniin simetrilerini
kolay gostermeli ve koseleri en basit sekilde vermelidir.

Adim 3: Bu konveks cisimlerin yiizlerini olusturan ¢okgenleri igine alan diizlemler,
kose noktalar1 yardimiyla bulunmalidir. Bu sekiller koordinat sistemine simetrik olacak
sekilde yerlestirildiginden, yiizey diizlem denklemleri arasinda bir iligki olacaktir. Bu
diizlemlerin denklemlerinin genel halleri bulunarak, bu genel halleri igeren kiimenin

maksimumu alindiginda bu cisimler sinirlandirilacaklardir.

2.4 R3iin izometri Grubu

Geometrik ¢alismalar genellikle cesitli uzaylardaki geometrik objelerin doniistimleri
tizerinedir. Bu dontigiimler ile grup yapisi olusturulabilir. Bu gruplarin ¢ogu ise ilgili
uzaydaki simetriler veya izometrilerden olusur. Uzerinde bulunma, arada olma, es olma, ac1

Olcimii veya uzakliklar gibi geometrik 6zellikleri koruyor olmalarindan dolay1 izometri



gruplart ayr1 bir 6nem teskil eder(Martin, G.E., 2008). Tezin diger boliimlerinde deginilecek
olan Arsimed ve Katalan Cisimlerin metrikleriyle donatilmig analitik 3—uzayin izometri
gruplari, bu cisimlerin simetrilerinden yararlanarak, analitik olarak bulunacak ve alisilmis

Oklid metrigine gore olan izometri grubuyla karsilastirilacaktr.

P noktalar kiimesi, I dogrular kiimesi d herhangi uzaklik fonksiyonu olmak {izere

M = [P, L,d] metrik geometrisi verilsin. f : P — P dontsiimii
VA,B € P,d(A, B) = d(f(A), f(B))

Ozelligini sagliyorsa f donlisiimiine izometri denir. Yani izometriler uzakligi koruyan
doniistimlerdir. Grup teoride, izometri grubu, genellikle o uzaydaki matematiksel objelerin
simetrilerinden ve Oteleme doniisiimlerinden olusan kiime ile temsil edilir. M metrik
geometrisinde bir F' seklinin simetrisi, f(F) = F ozelligini saglayan f : P — P izometri

dontistimiidiir.

(Martin 2008) kaynagma bagl kalinarak R? deki izometriler asagidaki gibi

Ozetlenebilir;

o R? teki bir déniisiim, uzaydaki noktalarin kiimesinin kendi iizerine birebir bir

eslemesidir.

o Her [ dogrusu igin «(l) yine bir dogru olacak sekildeki bir o doniigiimiine

kolinasyon ad: verilir.

o Her P, @ noktasi i¢in P = «(P) ve Q' = a(Q) olmak iizere P'Q)’ = PQ ise «

doniisiimiine izometri ad1 verilir.
o Ozdeslik déniisiimii her P noktasi i¢in i(P) = P bigiminde tanimlanr.

o Bir o izometrisi bir noktalar kiimesini sabit birakiyorsa, o ya bu noktalar kiimesinin

bir simetrisi denir.

o A bir diizlem olmak iizere, uzaydaki noktalarin o5 eslemesi;

”P, A lizerinde ise oa (P) = P dir.

P, A iizerinde degil ise A, PQ nun orta dikmesi olmak iizere oo (P) = Q dur.”
bi¢ciminde tanimli ise o ya yansima denir.



o I' ve A diizlemleri bir [ dogrusu boyunca kesisiyorlarsa oo doniisiimiine / ekseni

etrafinda donme ad1 verilir.

o I' ve A kesisen iki diizlem ve I1 bu iki diizleme dik bir diizlem olmak iizere ojoroa

doniisiimiine I'; A, IT diizlemlerinin ortak noktasina gére donme yansima denir.

o M, P ve () noktalarmin orta noktas1 olmak iizere tim P noktalari i¢in o, (P) = Q
biciminde tanimli 0, doniisiimiine M noktasina gore inversiyon denir. Ayrica o), ye nokta

yansimasi adi da verilir.

o I', A kesisen iki diizlem ve M diizlemlerin ortak noktalarindan biri olmak tizere

oporoa donilisimiine donme inversiyonu ad1 verilir.

oI'; A diizlemleri paralel ise oo doniistimii I'; A diizlemlerinin ortak dik dogrulari

boyunca bir 6telemedir.

R? de bu doniisiimlerin olusturdugu kiime, fonksiyonlarda bileske islemi ile birlikte

izometri grubunu olusturur.

Dontigiimlerin bir kiimesi, herhangi ikisinin ¢arpimini (kendisi ve kendi tersi ile
carpimi da dahil olmak iizere) ve her birinin tersini de igerirse bir grup olusturdugu sdylenir
(Birkoff ve Mac Lane 1, pp.115-118). Farkli doniisiimlerin sayisina grubun mertebesi adi
verilir (sonlu ya da sonsuz olabilir). Agik¢a herhangi bir seklin simetri islemleri bir grup
olusturur. Buna seklin simetri grubu adi verilir. Ug¢ bir 6rnek olarak sekil tamamen diizgiin
olmayan bir sekilse simetri grubunun mertebesi birdir, sadece birim doniisimden olusur.
(H.S.M. Coxeter, Introduction To Geometry, 1989, John Wiley & Sons Inc., 31 p.)

Octahedral simetri grubu donme, yansima (diizleme ve noktaya gore) ve donme ile
yansimanin bileskesi olan 48 doniisiim icermektedir. Kiip, octahedron ve cuboctahedron
cokytizliileri octahedral simetriye sahip ¢okyiizlillerden bazilaridir. Octahedral grup Oy, ile

gosterilir ve sahip oldugu dontistimler asagida 6zetlenmistir;
o Birim
0 90° derecelik 6 donme

o 120° derecelik 8 donme
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o 180° derecelik 9 donme

0 90° derecelik 6 donme yansima

o 60° derecelik 8 donme yansima

o 9 yansima

o inversiyon

Icosahedral simetri grubu donme, yansima (diizleme ve noktaya gore) ve donme ile
yansimanin bileskesi olan 120 doniisiim i¢ermektedir. Icosihedron ve dodecahedron
icosahedral simetriye sahip ¢okytizliilerden bazilaridir. Icosahedral grup I, ile gosterilir ve
sahip oldugu doniisiimler asagida 6zetlenmistir;

o Birim

o 72° derecelik 12 donme

o 144° derecelik 12 donme

o 120° derecelik 20 donme

o 180° derecelik 15 donme

o 108° derecelik 12 donme yansima

o 36° derecelik 12 donme yansima

0 60° derecelik 20 donme yansima

o 15 yansima

o inversiyon

Bundan sonraki kisimda sirasiyla birim kiireleri ¢okytizliiler olan d¢o, dro, dip, drr,

dpr metrikleri ve bu metrikler ile donatilmis R? {in izometri gruplar1 (Gelisgen, O. and Kaya,

R., 2009) numarali referansa sadik kalinarak verilecektir.
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3. CUBOCTAHEDRON UZAYI

3.1 Cuboctahedron Metrigi ve Ozellikleri

Cuboctahedron 8 tliggensel ve 6 karesel ylize sahip bir ¢ok ylizliidiir. Her birinde 2
iicgen ve 2 karenin bulustugu 12 es kosesi ve her biri bir liggeni bir kareden ayiran 24 es kenart
vardir. Bir yari-diizgilin ¢ok yiizlii yani bir Arsimed cismidir. Cuboctahedron birer Platonik
cisim olan kiip ya da kiibiin duali olan octahedronun uglari, kenarlarinin orta noktalarina kadar
kesilerek elde edilir. Ayrica cuboctahedron 48 tane Oklidyen simetriye sahip olup, simetri
grubu Oy, ile gosterilir.

Sekil 3.1 Cuboctahedron

Birim kiiresi Cuboctahedron olan uzaklik fonksiyonu d¢ ile gosterilir ve bu uzaklik
fonksiyonunun metrik aksiyomlarin1 sagladigi ve bazi 6zellikleri (Gelisgen ve Can, 2015)
kaynagindan verilmektedir.

Tanmm 3.1 P, = (21, y1, 21) ve Py = (12, Y2, 20) R? te iki farkli nokta olsun.

1
dco(Py, P») = max {5 (|z1r — @a| +|y1 — y2| + |21 — 22|) s |21 — 22|, ly1 — y2| 4 |21 — 22’}

bigiminde tamimlanan dco : R®* x R? — [0, 00) uzaklik fonksiyonuna cuboctahedron uzaklik

fonksiyonu denir.
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Yardimer Teorem 3.1 P, = (x1, 1, 21) vePy = (2, Yo, 20) R? te iki farkli nokta olsun. Bu

durumda
deo(Pr, P) > % (|z1 = 22| + |y1 — ol + |21 — 22]),
doo(Pr, Py) > |#1 — 9],
deo(Pr, P2) 2 |y1 — y2
doo(Pr, Py) > |21 — 2|
dir.

Ispat Ispati maksimum fonksiyonunun tanimindan aciktir.

Teorem 3.1 R3 te dco uzaklik fonksiyonu metriktir ve bu metrikle donatilmis uzayin birim

kiiresi cuboctahedrondur.

Ispat dco : R® x R® — R cuboctahedron uzaklik fonksiyonu ve P, = (x1,y1,21),
Py = (19,Ys,20) ve P3 = (w3,y3, 23) R? te ii¢ farkli nokta olsun. dco uzaklik fonksiyonu
her Py, Py, P3 € R3 icin asagidaki aksiyomlar: sagliyorsa R? te bir metriktir.

Ml) dCO(Pl,PQ)ZOvedCO(Pl,PQ):0<:>P1:P2,
M2) deo (P, Py) =deo (P2, Pr),
M3) deo (Pr, P3) <dco (P1, P2) +dco (Ps, Ps).

M1) Mutlak deger her zaman negatif olmayan degerler iireteceginden dolayr mutlak

degerlerin toplaminin maksimumu da pozitif veya sifirdwr. Béylece,

1 — — —
dco(Pr, Py) = max{ 5 ([ =@l o = vl 1 = ) } >0

|$1 - $2| ) |y1 - y2| ) |Z1 - Z2|

dw. Yani d¢o pozitif tammbhidir. Eger

l - - —
deo(Py, Py) zmax{ 2 (1 = 2| + 11 — 2| + 21 — 22),, }:0

|21 — 2ol s [y1 — w2l s |21 — 22
= v — 22| =0, [y1 — 12| =0, |21 — 22| =0
= T =12, Y1 = Y2, 21 = 22

=P =5

olur. Tersine Py=P, ise |x1 — x5]|=0, |y1 — y2|=0ve |21 — 22|=0 olacagindan dco( Py, P2)=0

olur.

Y1 — Y| = |y —yi| ve |21 — = =
|z — z1| dir. Buradan agik¢a doo(Pr, Py) = deo( Py, Pr) dir. Yani, doo simetriktir.
M3) Py = (x1,y1, 21), P2 = (22,2, 22) ve Py = (23,43, 23) € R® olsun.

M2) Mutlak deger tammundan |x; — x5 = |xe — 14

)

deo(Pr, P3) < dco(Pr, P2) + deo(Ps, Ps3)
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oldugu gosterilmelidir.

dco(Py, Ps)
= max{% (lz1 = 23| + |y1 — ys| + |21 — 23]) s |20 — @3], |y1 — ws] 5 |21 — Z3|}

%(|$1—$2+$2—x3|+|y1—y2+y2—y3|+|zl—zg—|—22—z3),

= max
|21 — 2o + 22 — 3|, |1 — Y2 + Y2 — ys| . |21 — 22 + 22 — 23

5 (|21 — @o] + |22 — 3]) + (lyr — vol + |y2 — ysl) + (|21 — za] + 22 — 23])], }
|21 — 22| + |22 — 23], [y1 — y2| + |y2 — ys| s |21 — 22| + |22 — 23]
< max {3 (|o1 — 22| + |11 — 1| + |21 — 2|) , |21 — 22|, [y — 92!, |21 — 20| } +
max{% (Jw2 — @3] + ly2 — ys| + |22 — 23]) , |22 — 23], [Y2 — 3], [22 — 2’3|}
=1

< max

dw. Burada Yardimci Teorem 2.1 den dolay:

1
deo(Pry ) 2 max{ 5 oy~ aal+ i = ol o = 2oy — b =l o al

1
deo(Ps, P3) > max {5 (lwe — 23| +|y2 — ys| + |22 — 23]) , |w2 — @3], [y2 — ys| , |22 — Z3|}
olur. O halde I < deco(Py, Py) + dco (P, Ps) bulunur. Buna gore
deo(Pr, Ps) < dco(Pr, P2) + dco(Pa, Ps)

elde edilir. Yani cuboctahedron uzaklik fonksiyonu ii¢gen esitsizligini saglar.

Sonug¢ olarak cuboctahedron uzaklik fonksiyonu metriktir. Ayrica bu metrikle
donatilmis analitik 3—uzayda orijinden 1 birim cuboctahedron uzakligindaki noktalarin

kiimesi

Sco = {(z,y,2) : doo(X,0) = max {3 (|« + [y| + [2])  |=] . [yl , ||} = 1}

olup bu noktalarin geometrik yeri Sekil3.2 de gorildiigii gibi cuboctahedron bulunur:

Sekil 3.2 Cuboctahedronun Koordinat Sistemine Yerlestirilmesi
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Cuboctahedron uzaklik fonksiyonuna gore P, ve P, noktalari arasindaki uzaklik ya
apsisler, ya ordinatlar ya da kotlar farkinin mutlak degerlerinin birisidir ya da {igiiniin
toplaminin yarisidir. Buna gore geometrik olarak P, ve P, noktalar1 arasinda iki farkli yol
vardir. Eger PP, dogru pargasi P, odakli ve dayanak egrisi kose noktalart (£1,+1,0)
noktalarinin herbir bileseninin tiim muhtemel permiitasyonlar: olan kare tabanli konilerin
disinda ise P, ile P, arasindaki yol her biri bir koordinat eksenine paralel olan ii¢ dogru
parcasinin birlesimidir. Aksi taktirde P; ve P, arasindaki yol bir koordinat eksenine paralel
olan bir dogru parcasidir. Béylece P, ve P, noktalar1 arasindaki cuboctahedron uzaklig1 ya
iic dogru pargasimnin Oklidyen uzunluklarinin toplaminin yarisidir ya da bir dogru pargasinin
Oklidyen uzunlugudur. (Bakimiz SekilB.3))

B=(x.p:.2)

2.~ z:|=¢

7 7~

D=0x.:.2,)

B=Gd) |y, _"J_:|= 5 A=z _VJ.:|= 5

Sekil 3.3 Cuboctahedron uzakligina gore iki nokta arasindaki yollar

Sonu¢ 3.1 R, de (0, yo, 20) merkezli ve r yarigapl kiire

1
ma {5 (el + bl + 1) el ol 21} =+

denklemi ile ifade edilen , kése noktalari (r,r,0) noktalarimin her bir bileseninin tiim
muhtemel +/— isaret degisiklikleri ve ii¢ bilesenin tiim muhtemel permiitasyonlarinn

(20, Yo, 20) kadar otelenmiginden olusan 14—yiizlii bir ¢okyiizlii olan cuboctahedrondur.

Bu boliimiin diger kisimlarinda sikg¢a kullanilacagindan dolayr merkezil birim

kiirenin kose noktalar1 asagidaki sekilde isimlendirilmistir;

‘/1 = (17()’]-), ‘/2 - (1707_1)5 ‘/é - (_17071), ‘/;1 - (—].,O,_].>, ‘/5 - (1a170)7
‘/6 = (17_170)7 ‘/7 = (_17170)7 ‘/8 = <_17_170>7 ‘/9 = (07171)5 ‘/10 = (0717_1)5
Vii =(0,—-1,1), Vi3 = (0, -1, —1).
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Bir sonraki teoremde d¢o metriginin iyi bilinen bazi uzaklik fonksiyonlarinin genel
hali olan d,,, metrigi ile iliskisi verilecektir. Ancak teoremin 6ncesinde d,,, metriginin tanimi

Colakoglu ve Kaya 2011 kaynagindan hatirlatilsin.

Tamm 3.2 P, = (21,41, 21) ve Py = (X2, Yo, 20) ti¢ boyutlu uzayda iki nokta, u,v ve m de
u > v > 0 # u ozelligindeki reel sayilar olsun. Buna gore, py = |(x1 — x2) + m (y1 — y2)|,
p2 = |m(z1—22) — (Y1 —w2)|, p3 = |21 — 22| igin App, = max{pi,pa,p3} ve

dp p, = min{py + pa, p1 + ps, P2 + p3} olmak iizere

dm (Pl, PQ) = (UAP1P2 + U5p1p2) /v 1+ m2

esitligi ile tamimlanan d,,, : R? x R® — [0, 00) fonksivonuna m —uzaklik fonksiyonu denir.

Teorem 3.2 P, = (11,91,21) ve Py = (22, Y2, 22) R? de herhangi iki nokta olsun. m = v = 0

ve

max {5 (|21 = 2| + |y — gol + 21 — 20[) s Ja1 — @2, [y — 4ol . [21 — 2]}
max {|x1 — 2, [y1 — 2|, |21 — 22|}

u =

ise dy, (P1, Py) = deo (P, P) dir.

Ispat w,v ve m icin verilen degerler d,, metriginde yerine yazilirsa istenen esitligin

saglandigi kolaylikla goriilebilir.

Asagidaki 6nerme R® deki noktalar arasindaki Oklidyen ve cuboctahedron uzakliklart

arasindaki gecis bagintisin1 vermektedir.

Yardimer Teorem 3.2 P, = (x1,91,21), Po = (T2,y2,20) € R3 verilsin P, ve P,

noktalarindan gegen dogru | ve | nin dogrultu vektorii (p, q,r) ve

max {5 (p| + |g +|7]) . Ipl lq , Ir|}

/p2+q2+7n2

p(PLPy) =

ise
dco (P1>P2) :N(Plpz)dE(Pl,PQ)
dir.



16

ispat P = (z1,y1,21) , Py = (w9,92,22) € R® verilsin P, ve P, noktalarindan gegen

dogru | ve | nin dogrultu vektorii (p, q,r) ise A € R olmak iizere

To—T1  Yo—Y1 22— 2

pum :A
p q r

yvazilabilir. Buradan o — x1 = A\p, Yo — Y1 = A\q, 22 — 21 = Ar elde edilir. Boylece

1
dco (P1, Py) = AmaX{g (Ipl + lql +[r]) |pl, lql, !TI}

ve
dg(Pr, Py) = A/ p? + ¢? + 12

bulunur. .

deo (P, Po) _ Amax {3 (Ipl +|al +|r]). Ipl . lal 7]}

dE(Pl,PQ) A /p2+q2_|_7«2
olup

max {1 (|p| + lg| + |7, Ip|,lql|, |r
iy — ™ L3l ll £ 1r1) ol lal 1}
VPP ¢ +r?
denilirse
deo (Pr, Py) = p(PLPy)dg (P, Ps)

elde edilir.

Yukaridaki yardimei teorem herhangi bir dogru boyunca herhangi P, ve P, noktalari
arasindaki dco-uzakliginm, ayn1 dogru boyunca P, ve P, noktalar1 arasindaki Oklidyen

uzakligin pozitif kat1 oldugu gosterir. Buna gore asagidaki sonuglar verilebilir.

Sonuc¢ 3.2 R®de Py, P, X dogrudas, ii¢ farkli nokta ise
dE(Pl,X) = dE(P27X) <~ dco(Pl,X) = dco(Pz,X)

dir.

Sonu¢ 3.3 3 boyutlu uzayda Py, Py, X dogrudas, ii¢ farkli nokta ise

dp(X, P) _ doo(X, Py)
dp(X.Py)  deo(X. Py)

olur. Yani bir dogru boyunca olan dg, dco uzakliklarinin orani aymidir.
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3.2 Cuboctahedron izometri Grubu

Bu bélimde doo metrigi ile donatilmig analitik 3—uzayin (RY,,) izometri grubu
arastirilacaktir. doo uzaklhigini koruyan izometrileri tespit etmek icin 6nce hangi Oklidyen
izometrilerin cuboctahedron uzakligin1 korudugu arastirilacaktir. Daha sonra da, bu

izometriler disinda izometrilerin olmadig gosterilecektir.
a: R}, — R?,, doniisiim olmak iizere her X, Y € R, i¢in
doo(X,Y) = dco(a(X),a(Y))
ise a doniigiimii R2,, da bir izometridir.

Asagida ifade edilen &nermeler ile hangi Oklidyen izometrilerin cuboctahedron

uzayinda da izometri olduklar1 gosterilmektedir.
Onerme 3.1 R® de her Oklidyen ételeme R, un bir izometrisidir.

Ispat A = (a1,a9,a3), X = (2,y,2) € R® olmak iizere Ty : R}, — R},
Ty(X) = A+ X olacak sekilde reel uzayda bir ételeme olsun. P, = (x1,y1,21),
Py = (x2, 2, 20) € R? icin

deo(Ta(Pr), Ta(P))
_ max{ 5 (lar oy — ay — x| + |agtys — ag — yo| +asgtz —az — 2]) }
la1+x1 — ay — 29|, lastyy — ag — ya|, lag+z1 — az — 2
= max {3 (Jo1 — w2| + |y1 — gol + |21 — 22]) |21 — @], |y1 — 9ol |21 — 22|}
= doo(P1, P»)

dir. Bundan dolayt 'T's bir izometridir.

Yukaridaki énermeden dolayr R?,, uzayinda dénme ve yansimalari bulmak igin

orijinden gecen diizlemleri diisiinmek yeterli olacaktir.

Onerme 3.2 R}, de A : ax + by + cz = 0 diizlemine gére yansumanin izometri olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul diizlemin dogrultu vektorii (a, b, ¢) nin
D ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(1,1,0),(-1,1,0),(1,0,1),(1,0,—1),(0,1,1),(0,1,—-1)}

elemanlarina paralel olmasidir.



18

Ispat A :ax + by + cz = 0 birim normali (a, b, ¢) olan diizlem olmak iizere op : R® — R?

Oklidyen yansima
oalx,y,z) = ( (1 —2a*)x — 2aby — 2acz, —2abx + (1 — 2b%)y — 2bcz, —2acx — 2bcy + (1 — 2¢?)z )

biciminde tanimlanr.

Vi = (1,0,1), Vs = (1,1,0), Vo = (0,1,1) R3 iin bir tabani oldugundan ve bu
taban vektorlerini koruyan bir yansima izometri olacagindan bu tabani koruyan yansimalart

arastirmak izometrileri bulmak igin yeterli olacaktir.

oa(Vi) = 0oa(1,0,1) = (1 — 2a® — 2ac, —2ab — 2bc, —2ac + 1 — 2¢?)
oa(Vs) = oa(1,1,0) = (1 — 2a® — 2ab, —2ab + 1 — 2b*, —2ac — 2bc)
oa(Vo) = oa(0,1,1) = (=2ab — 2ac, 1 — 2b* — 2bc, 1 — 2bc — 2¢?)

dir. Acikca
deo(0, Vi) = deo(0,Vs) = deo(0, Vy) =1

dir. Eger yansima doo uzakligini koruyor ise taban vektorlerinin yansima altindaki

gortintiileri icin uzaklik korunmalidir. Béylece

dco(0a(0),0a(V1)) = dco(oa(0),0a(V5)) = deo(oa(O),0a(Vy)) =1
yani

2 (|1 = 2a® — 2ac| +|—2ab — 2bc| + |—2ac+1 — 2¢%|),
11— 2a% — 2ac|,|—2ab — 2bc| , |—2ac+1 — 22

2 (|1 — 2a® — 2ab| + [-2ab+1 — 2b?| + |—2ac — 2bc
11— 2a® — 2ab|, |—2ab+1 — 2b%|, |—2ac — 2bc|

5 (|—2ab — 2ac| + |1 — 2b* — 2bc| + |1 — 2bc — 2¢%|), | .
|—2ab — 2ac|, |1 — 20* — 2bc|, |1 — 2bc — 2¢2|

dco(O‘A(O), O'A(‘/l)) = max

dco(oa(0),oa(V5)) = max )

dco(O'A(O), O'A(VE;)) = max

olmalidir. Bu denklem sistemi ¢oziiliirse;

(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1), (1/v2,1/v/2,0), (=1/v/2,1/v/2,0), (1/v/2,0,1/v/2),
(1/3/2,0,-1/3/2),(0,1/3/2,1/v/2), (0,1/v2, —1/v/2)

¢oziimleri elde edilir.

Tersine op (X) = Y iken OX ve OY vektorlerinin dogrultu vektorleri sirasiyla
(p1,q1,71) ve (pa, g, r2) ise Yardimct Teorem 2.2 den dolayt doo (O, X ) = doo(O,Y) olmast
icin n (OX) = p(OY) oldugunu gostermek yeterlidir. Boylece asagidaki liste (pa, qa,72)
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dogrultusunun ilgili yansimaya gore (p1, q1,71) cinsinden karsiligini vermektedir ;

A (P2, q2,72)
=0 (—p1,q1,71)
y=0 (p1, —q1,71)
z=0 (p1,q1, —7r1)

r+y=0|(=q,—p1,")
r—y=0 (q1,p1,71)
x+z2=0|(-r,q,—p1)
r—2=0 (71,q1,11)
y+2=0|(pi,—r,—q1)
y—z=0 (P1,71,q1)

Baylelikle 11 (OX) = p (OY') oldugu kolaylikla goriilebilir.

Sonuc 3.4 Orijinden gegen diizlemlere gore izometrik yansimalarinin kiimesi Sco asagida

denklemleri verilen 9 tane Oklidyen yansimadan olusur:

{r=0,y=0,2=024+y=0,r—y=0,24+2=0,r—2=0,y+2=0,y — 2 =0}

SekilB.4 deki tabloda cuboctahedron birim kiiresinin kose noktalarmin yansimalar

sonucu doniistiigli noktalar verilmistir.

‘fansima Ddzlemleri
x=0 y=0 z=0 x+y=0 x+z2=0 y+z=0 x-y=0 x-z=0 y-z=0
Moktalar

v Vs v V, v Vs Ve Vg v Vs
V2 v-( V2 v! v.ﬂ V2 VS VIO VS v&
Vs v Vs Vs Vg Vs Vg v V, Vs
Va Vs Va Vs Vig Vi Vs Viz Va Vg
Vs Vs Ve Vs Vg Vi V, Vs Vg v
v& VS VS v& v& v.ﬂ v! v? vﬂ V2
Vs Vs Vg Vs Vs Vg Vs Ve Vi Vs
VS v& v? VS VS vﬂ VS VS v.ﬂ v-(
Vg Vg v Vi Vs Vs Vi v Vs Vg
VIO VIO v.ﬂ VS v-( VS VIO V2 v? vﬂ
v v Vg Vi vV, Vg v Vs Ve Vi
v.ﬂ v.ﬂ VIO vﬂ V2 v& VS v-( VS v.ﬂ

Sekil 3.4 R2,, de Yansima Diizlemlerine Gore Kdse Noktalarin Goriintiileri
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Onerme 3.3 Orijinden gegen bir | dogrusuna gore bir ry donmesinin izometri olmasi igin

gerek ve yeter kosul

Dy = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}
Dy ={(1,1,1), (-1,1,1),(1,-1,1), (1,1,—1)}
Ds = {(1,1,0), (1,0,1),(0,1,1), (1,—1,0), (1,0,—1), (0,1,—1)}

ve

Ry ={re| 0 €{n/2,m, 3n/2}, donme ekseninin yon vektirii D, in elemani}
Ry ={ry | 0 € {27/3,47/3}, donme ekseninin yéon vektorii Dy nin elemant}

Ry = {ry | 0 = 7, donme ekseninin yon vektorii Ds iin elemani}

olmak tizere rg € Rcop = Ry U Ry U R3 olmasidir.

Ispat Birim dogrultu vektorii (p, q,r) olan bir | dogrusu etrafinda ry seklinde ifade edilen

Oklidyen donmenin matris bicimi

cosf + p?(1 —cosf) pq(l —cosB) —rsind pr(l —cosf) + gsind
pq(1 —cosf) +rsinf  cosf + ¢*(1 —cosh) qr(l —cosf) — psinf
pr(1 —cosf) —gsinf qr(1—cosf) +psinf cos® — r*(1 — cosb)

seklindedir. |  eksenindeki bir domnme , [ dogrusu boyunca kesisen iki diizlemin
yansimalarimin birlesimi oldugundan Onerme 2.2 den dolayi | dogrusunun dogrultu
vektorleri olarak (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (1,1,1), (=1,1,1), (1,-1,1), (1,1,-1),
(1,1,0), (1,0,1), (0,1,1), (1,—1,0), (1,0,—1), (0,1, —1) alinabilir.

R, daki izometrik dénmelerin bulunmast icin, dco birim kiiresinin kenarlarinin

uzunluklarini koruyan dénmelerin tespit edilmesi yeterlidir.

dco birim kiiresinin Vi = (1,0, 1), V5 = (1,1,0), Vo = (0, 1, 1) kése noktalarini ele

alalim. Buna gore,

cosf + p?(1 — cos§) + pr(1 — cos ) + gsind,
ro(V1) = pq(1 —cosf) + rsinf + qr(1 — cosd) — psiné,

pr(l —cosf) — gsinf + cosf — r*(1 — cos )
cosf + p*(1 — cos 0) + pq(1 — cos f) — rsind,
ro(Vs) = pq(1 —cosf) +rsinf + cosf + ¢*(1 — cos ),
pr(1 —cosd) —¢sinf + gr(1 — cosf) + psind

pq(1 —cos@) —rsinf + pr(l — cosf) + gsinb,
ro(Vy) = cosf + q(1 — cos ) + gr(1 — cosf)
qr(l —cosé) + psinf + cos b + r(

— psind,
1 —cosf)
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bulunur. A¢ik¢a d.,(Vy, Vi) = deo(Vi, Vo) = deo(Vs, Vo) = 1 dir. O halde 6 # 0 olmak

tizere rg min doo uzakligini korumasi igin

doo(re(Vi),m9(V5)) = dco(re(Vi),re(Vo)) = dco(re(Vs), re(Vy)) = 1
olmalidir. Buna gore

z1 = |(pr —pq) (1 —cos@) + (¢g+r)sinf| , y1 =|(gr —¢*) (1 —cosf) — cosf — psin0|
zy = |(p? — pq) (1 — cosB) +cosO+rsinf| , yo = |(pg — ¢*) (1 — cos@) — cos f~+rsin |
x3 = |(p? — pr) (1 — cos ) +cosO+qsinf| , y3=|(pg—qr) (1 —cosh)+ (p+r)sinb)|
ve

21 = |(r? — qr) (1 — cos @) + cos @ + psind)|

2o = |(pr —qr) (1 —cosf) — (p+ q) sinf)|

z3=|(pr —r?) (1 — cosf) — cos§ — qsin0)|

olmak tizere

1
doo(ra(Vi), ro(Va)) = max{—<x1+y1+zl>,x1,y1,zl Y

2

1
deolraV0).ra(Ve)) = max {5 ce v+ 20) anpmnia p = 1
} 1

1
dco(re(%)vre(‘/g)) = max{§($3+y3+z3)7x3ay3723

denklemleri elde edilir.

[ dogrusunun yén vektorii (1,0,0) ise (p,q,r) = (1,0,0) olur. p,q,r degerleri
dco(’l“g(‘/l),’f‘g(%)) = doo(?“g(‘/l),rg(%)) = dco(Tg(%),’l"g(%)) = 1 denklemlerinde

verine yazilirsa,

max (3 (|sinf + cosf| + |cosd — sinf)|), |sinf + cos |, | cos§ — sinf|) = 1
max (3 (1 + |cosf| + |sind]),1,|cosd), |sinf]) =1
max (3 (14 |sinf| + |cosf]),1,|sinf|,|cosf|) =1

elde edilir. Elde edilen bu denklem sistemi ¢oziiliirse 0 = 7/2,0 = 7, 0 = 37/2 sonuglart
elde edilir. Buradan, x ekseni etrafindaki 0 = /2, 7, 31 /2 radyanlik dénmeler R, un bir
izometrisidir. Benzer sekilde, eger | nin yon vektorii (0,1,0) veya (0,0,1) ise 0 = 7/2, 7,
37/2 olur.

I dogrusunun yon vektorii (1,1,1) ise (p,q,7) = (1/v/3,1/v/3,1/\/3) olur. p,q,r
degerleri doo(re(V1),79(Vs)) = doo(re(V1),1e(Ve)) = deo(re(Vs),re(Ve)) = 1 de yerine
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yazilirsa,
% < 23 gin g + |cos O + ‘[smﬁ + ‘cos@ — sm9D
max =1
Q\f ‘cos@—l— V3 ‘cosﬁ ‘[sme‘
%(cos@+ 35inf| + —cos@%—isme +‘2fsm9‘>
max -1
,|—cosf + \[ 2‘[ sin 6
%( 2v3 sm9 + |cosf + ‘[sme + ‘cos@ \fsm@‘
max =1
\f ‘cosé’+ V3 ‘cos@— ism@‘

denklemleri bulunur. Bu denklem sistemi ¢oziiliirse 0 = 2 /3, 0 = 4w /3 olur. Buradan, |
etrafindaki 0 = 27 /3, 4w /3 radyanlik donmeler R?éo un bir izometrisidir. Benzer sekilde,
eger I nin yon vektorii (—1,1,1), (1,1, —1) veya (1,—1,1) ise 0 = 27/3, 47/3 olur.

I dogrusunun yon vektorii (1,1,0) ise (p,q,r) = (1/v/2,1/4/2,0) olur. p,q,r
degerleri doo(re(V1),re(V5)) = deo(re(Vi),re(Vo)) = dco(re(Vs),re(Vy)) = 1

ifadelerinde yerine yazilirsa,
+ cos b/,
) +cost } .

|cos 971+\/§sin9| | 1+005942rﬁsin0 | ‘ f\/%sine + cos 9'

1 ('c050—1+\/§sin0| + |1+c050+\/§sin9| + ’— 2sin
max 2 2 2 2

2
2 (Jcos ] + | cos b + |v/2sinb)]),
max
| cos 0], |v/2sin )|
{ %(‘cos@+1—\/§sin9| 4 |1—cos€—&2—\/§sin9| 4 ‘\/ﬁsme
max

5 >—|—cos€| }:1

‘cose+1;\/§sin0|’ ylfcoserrx/ﬁsiné ” ‘ﬂ;ln@ 4 C089|

=1

denklemlerine ulasilir. Bu denklemler ¢éziiliirse 0 = m olur.Buradan, [ etrafindaki 0 =
radyanlik donme R, iin bir izometrisidir. Benzer sekilde, eger | nin yon vektorii (1,0, 1),
(0,1,1), (1,-1,0), (1,0, —1) yada (0,1, —1) ise 6 = 7 olur:

Tersine ro(X) = Y olacak sekildeki X ve Y noktalaryla olusturulan OX ve OY
dogrularimin  dogrultulari  swaswla  (p1,q1,71) ve (pa2,qe,r2) olmak  iizere
dco (0,X) = deco(0,Y) oldugunu gostermek icin Yardimci Teorem 2.2 den
w(0OX) = p(OY) oldugu gosterilmelidir. Bu ise (p1, q1,71) vektoriiniin tim durumlar igin
goriintiileri bulunarak kolaylikla gésterilebiliv. Ornegin donme ekseninin dogrultu vektérii
(1,0,0) olmak iizere bu eksende 0 = w/2 radyanhk donme doniigiimii yapilinca
(P2, q2,72) = (p1, —71, q1) bulunur. Buradan da agik¢a 1 (OX) = p (OY) oldugu goriiliir.
Benzer sekilde diger donme eksenleri ve donme acilari icin esitlik gosterilebilir. Bu da

ispati tamamlar.

Sonu¢ 3.5 Orijinden gecen dogrulara gore izometrik donmelerin Rco kiimesi tam olarak 23

Oklidyen donme icerir.



23

Cuboctahedron birim kiiresinin kdse noktalarinin donme hareketleri sonucunda hangi
noktalara doniistiikleri SekilB.3 deki tabloda 6zetlenmistir;

Dénme Ekseni
dogrultu vektdrleri Aglar Vi vz Vs Ve Vs Ve V7 Ve Ve Vo Vaz Yz
8 =m/2 Vs Vs Vg Vs Vs Vs Vs Vg Vi Vs Viz Vig
(1,0,0) g=m V, v, Vg Vs Vs Vs Vs Vo | Vag | Vag | Vo | Vo
8 =3m/2] v; Vs Vs Vs v, v, Vg Vs Vg Viz Vg Vi
O=m/2 | v, | vi | vy [ Vs [ Ve [ Ve | Ve |V | Vs | Vs | Vs | v
(0,1,0) 8=m Vi Vs Vs v, Vs Vs Vs Vs Vg Vs Viz Vi
B =3n/2| V; v, Ve v, Vo Vi Vig Viz Vs Vs Vs Vs
8 =m/2 Vg Vg Vi Vs Vs Vs Vs Vs Vs Vy Vs v,
(0,0,1) b=m Vs Vg Vs Vs Vg Vs Vs Vs Vi Viz Vg Vig
O=3m/2| v, | vy | Vo | Vi | Vs | Vs | Vs | Vo | vy [ v | vs | vy
(1,1,0) g=m Vig Vg Vs LT Vs Vs Vs Vg Vs v, Vy Vs
(1,0,1) g=m Vv, | Vs | v, | v | Ve | Ve | Ve | Ve | Ve | Ve | Vs | Vs
(0,1,1) B=m |V, | Vg | Vs | Ve | Vs | Ve |V, | Ve | V| vy | V| Vg
(1-1,0) b=mn Vig Vg Vg Vg Vg Vs Vs Vs Va Vs Ve vy
{1,0,-1) f=m v, v, Vs | v, Vi | Vg | Vi | Ve Vs Vs Vs Vs
{0,1,-1) f=m Ve | v, | v | ovs | v | v | vy | Vs | Vs | Ve | Vi | Ve
i G=2m/3 | v, | v, | Ve | Vs | Vo | Vi | Vi | Ve | Ve | Vs | Vs | Vs
- O=4m/3 | v, | vy | v [V | Ve | vs | vy [ v | Ve | Ve | Vs | vy
T O=2m/3 | vy | Ve | Vo |V | Ve [ v, [ Vs [ vy | v, | v | Vs | v
B G=4m/3 | v, | vy | v, | Vs | vy v | ve v | v v, | v |y,
— O=2m/3 | vy | Vo |V [ Vo | Vs [ vy [ ve [ Vo | Ve |V, | Vs | s
o O=am/3 | v, | vy | ve | Vo |V |V [ vig | Ve | vy | Ve | vy | vy
—_— 6=2r/3 | vy, | Vi | Vs | Vo | Vo [ ve [ vy [ Vs | Ve | Vs | Vg | vy
B G=4m/3 | v, | vy | vy | Vs | Vi | Ve [V v | ve | v, | v, |y

Sekil 3.5 R%,, de Dénme Hareketi Altinda Kose Noktalarin Goriintiileri

Yardimci Teorem 3.3 (z,y, z) noktasint (—x, —y, —z) noktasina esleyen doniisiim olan

orijine gore oy inversivonu (noktaya gére yansima) R, un bir izometrisidir.

SekilB.6 daki tabloda cuboctahedron birim kiiresinin kose noktalarmin inversiyon

hareketi sonras1 goriintiileri verilmistir.

Iinversiyon
AltindaNokta |V, |V, | Vs | Ve | Ve | Ve | Vo | Ve | Vo [V |V | Vi
Garuntileri
0 =1(0,0,0)
Ty Vo | Vs |V [V, | Vg [Vy | Vs [ Vs V|V V| Vs

Sekil 3.6 R?,, de o inversiyonu Altinda Kése Noktalarin Goriintiileri
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Onerme 3.4 dco uzakhigin invaryant birakan orijine gore alti tane donme yansimasi vardur.

Ispat ry € Roo, T ve A diizlemleri 11 diizlemine dik olmak iizere donme-yansima p
onoaor = onry seklinde ifade edilir. O halde donme ekseni yansima diizlemine dik olmak
zorundadir. Bu nedenle Onerme 2.3 deki donme eksenlerinden 9 tanesi incelenmelidir. Ciinkii
D,y de verilen donme eksenlerinin hichiri Onerme 2.2 de verilen yansima diizlemlerine dik
degildir.

Eger 11, x = 0 diizlemi ise ry min birim vektorii (1,0, 0) dir ve
p:onrg(x,y, z) = (—x,ycostd — zsinb, ysind + zcosb)
dir. Vi = (1,0,1), Vs = (1,1,0), Vi; = (0,—1,1) ve V5 = (1, —1,0) olmak iizere

p(V1) = p(1,0,1) = (=1, —sinf, cos §)

p(Vs) = p(1,1,0) = (—1,cos0,sinb)

p(Vi1) = p(0,—1,1) = (0, — cos @ — sinf, — sin 6 + cos 6)

p(Vs) = p(1,—1,0) = (—1, —cos 6, —sin0)

ve deco(V1,V5) = 1, deo(Vi1,Vs) = 1 dir. Dolayisiyla p uzakhigi korumak zorunda
oldugundan

1 (Jcos @ + sin ] + |— sin @ + cos )
d Vi), p(Vs)) = max{ 2 R G |
colp(V2), p(V5)) { |cos 0 + sin 6|, |— sinf + cos 0|
deo(p(Vi1), p(Vs)) = max {3 (1 + [sin 6] + [cos d)]) , [sind] ,[cos§] , 1} =1

olur. Bu denklem sistemi ¢oziiliirse 0 = 7/2, m, 3w/2 elde edilir. Burada elde edilen
sonuglardan kolaylikla, oyr, = o¢ oldugu gosterilebilir. O halde x = 0 diizlemine gore 2
tane donme yansima elde edilir. Benzer sekilde 11 icin y = 0 ve z = 0 diizlemleri
kullamilirsa 0 = 7 /2, w, 37 /2 igin 2 ser tane donme yansima elde edilir. Yani bu ii¢ diizlem

icin toplam 6 tane dénme yansima vardir.

Eger 11 icin x + y = 0 diizlemi alimirsa ry donme ekseninin birim vektorii

(1/v/2,1/v/2,0) dir ve

(cosg—l)x _ (1+c050>y + (%)Z,
proure(z,y,z) = | (F5E)e + (20, — (S%)z,
(—)z + (52 )y + cos O
olur. Vi = (1,0,1), V5 = (1,1,0), Vi3 = (0,—1,1) ve V5 = (1,

—1,0) olmak iizere

(‘/1) _ (1 0 1) ( 1+0050+\/§sm97 — cos 0— 12 \/5511197 7\5/190 + cos 0)
p(Vs) = p(1,1 ) (—1,-1,0)
p(‘/ll) )0( ) (1+cos€+\/§sm97 1— 005192\/§sm07 —\5/120 + cos ‘9)
p(Vs) = p(1,—1,0) = (cos @, — cos §, —/2sin6)
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ve doo(V1,V5) = 1, deo(Vi1,Vs) = 1 dir. Dolayisiyla p uzakligi korumak zorunda

oldugundan
1 1+ cos 8++/2 sin O 1—cos 0—+/2sin O —sinf
ool —max| SO [t [t |
’ 1+ cos 0++/2sin O 1—cos 0—+/2sin 0 —sinf + cos 9
2 ) 2 | TV2
1 () 1—cos §+1/2sin § ‘ + 1+cos0—+/2sin @ 4 |sinf cos QD
_ 2 2 V2 |
dCO(p(VYH% '00/6)) = max 1—cos 0++/2sin 0 1+ cos —+/2sin M-ﬁ- cos 8 =1
2 ) 2 V2

denklem sistemi ortaya ¢ikar. Bu denklem sistemi ¢oziiliirse 0 = w bulunur. Burada elde
edilen sonuca gore oyrg = oo doniisiimii O = (0,0, 0) a gore bir inversiyon oldugundan bu
durumda yeni bir donme yansima yoktur. Benzer sekilde 11, x —y =0,z +2 =0, 2 —2 = (),
y+ 2z =0,y — z = 0 diizlemlerinden herhangi biri ise donme eksenlerinin dogrultular
siraswla (1,—1,0), (1,0,1), (1,0,—1), (0,1,1), (0,1, —1) olup bu durumlarin her birinde
0 = 7w sonucuna ulasilir. Bu sonug ise orijine gore inversiyon oldugundan bu durumlarin

hi¢birinde bir donme yansima yoktur.

SekilB.7 deki tabloda cuboctahedron birim kiiresinin kdse noktalarmin dénme

yansima sonucu goriintiileri verilmistir.

Yansima Dizlemi Mormali
Olan Dénme Ekseni Ag;]lar Vv, V, Vs Vy Vs Vs V2 Va Vg Vi Vi Viz

Dogrultu Vektdrieri

O=m/2 | vy [ v, | ve | vs | vs | v | vy | Vo | vy | Ve | Vv | vy
(1,0,0) §=mu ve | vs | v | vy | ve | v | v | Vs | Vi | Vi | Vi | Ve
O=3m/2] v, [ vy | vs | v | Ve | Vs | Vo |V, | Vi | Ve | Ve | vy

O=n/2 | v, | vy | vy | Ve | vy |V | vy | Ve | Ve | Ve | Vs | v,

{OJ]'!O} 9 = vr.t Vi VZ VI vﬁ v? VS ILIr5 V:z V_u vi&' VP
=3n/2| v, | v, Ve | Vo | Vi | Vo | Vo | Vg | Ve | Ve | Vs | Vs

O=m/2 | vy | Vo | Vo | Vo | Vo | Vs | Vs | Ve | Ve | Vs | Vv, | Vv,

(0,0,1) = Ve | Vs | Ve [ v | Ve |V, | Ve | Vs | Ve | Vas | Vi | Vs

B=3m/2| v, | vy | v | Vo V. Vg V. vV, | v, | v, v, Vs
(1,1,0) L= Ve Vs V, v, Vs v, Vs Vs Viz | Vi | Vg | Vo
(1,0,1) g=m Vg Vs Vs Vi Vg Vs Vs Vs Vi | Vg | Vo Vg
(0,1,1) 0=mn Vg Vs V2 v, Vg Vs Vs Vs Viz | Vs | Vo Vg
(1,-1,0) == Vg Vs Vs Vi Vg Vs Vs Vs Viz | Via | Vo Vg
(1,0,-1) g=m Vs Vs Vs Vi Vg Vs Vs Vs Vg | Vs | Vo Vg
(0,1,-1) g=m Vy Vs Vs Vi Vg Vs Vs Vs Vi | Vg | Vg Vg

Sekil 3.7 R, de Dénme Yansima Hareketi Altinda Kése Noktalarin Gériintiileri

Onerme 3.5 dco uzakligim degismez birakan orijine gore sekiz tane donme inversiyon

vardir.
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ispat Bir dénme inversiyon rg € Rcoo olmak tizere p : opopor = oory seklinde ifade
edilir. Buna gore Onerme 2.3 deki donme eksenleri igin 13 durum géz éniine alinmalidir: vy,

x ekseni etrafinda dénme olarak tamimlanirsa, ro nin birim vektorii (1,0, 0) olur ve
p:oore(x,y,z) = (—x,—ycosf + zsinh, —ysinf — zcosh)

dir Vi = (1,0,1), V5 = (1,1,0), Vo = (0,1,1) ve V7 = (—1,1,0) olmak iizere

p(V1) = p(1,0,0) = (—1,sinf, — cos )

p(Vs) = p(1,1,0) = (=1, — cos @, —sinh)

p(Vy) = p(0,1,1) = (0,sin @ — cos @, — cos  — sin )
p(Vz) =p(=1,1,0) = (1, —cosf, —sin )

ve doo(V1,V5) = 1 ve doo(Ve, V7)) = 1 dir. Dolayisiyla p uzakligi korumak zorunda
oldugundan

2 (Jcos @ + sin 6| + |sin @ — cos0)|)
d V1), p(V5)) = max { 2 Ty =1
colp(V2), p(15)) { |cos § + sin 6], [sin @ — cos 0|

deo(p(Ve), p(Vz)) = max {1 (1 + [sinf| + |cosf]),|1],[sinf], [cos O]} =1

denklemleri bulunur. Bu denklemler ¢oziiliirse 0 = /2, m, 31/2 sonuglari elde edilir.
Burada oyry bir donme yansimasi veya yansima oldugundan bu durumda yeni bir donme
inversiyonu yoktur. Benzer sekilde y ve z eksenleri etrafindaki dénmeler icin de yeni bir

donme inversiyonu yoktur.

o, dogrultuvektirii (1, 1,0) olan | dogrusu etrafindaki donme ise ¢ nin birim vektérii

(1/v/2,1/+/2,0) olur ve

(—0059—1) (cosO 1)y_(\'[9)2’
p:Ung(SL’,y,Z) = ( 2 T+ ( = cos@)y+(s$§) g
(79) (S\m[e)y zcosd

dir Vi = (1,0,1), Vs = (1,1,0), Vip = (0,1, —1) ve V5 = (1,0, —1) olmak iizere

p(‘/l) (1’ 7 ) (—cos@—lz—\/isiné7 —1—',—cos02—‘,-\/§sin97 % — Ccos 6))
p(V) (17 ) ) ( 17 _17())

P(Vlo) p(O, 17 ) — (0059—1—&2-\/§sin9’ —1—cos€2—\/§sin9’ \5/199 + cos 9)
,0(‘/2) p(]_,o7 1) — (—cosl? 1—|-\/§sm€7 —1+c0502 \/§s1n97 s\l;f) + COSQ)

ve doo(Vh, Vs) = 1 ve doo(Vig, Vo) = 1 dir. Dolayisiylap uzakligi koruyacagindan

% ( 170059;ﬁsm9 + 1+0059;ﬂ51n9 + 5\1259 CcOS HD
d i V5)) = max =1
CO(p( 1)7p( 5)) 1—cos §—+/25sin 6 L+ cos 0+v/25sin 6 sin6 0
> : 2 |ve T eo8

dco(p(Vio), p(Va)) = max {1 (|v/2sin 6| + [cos 0] + |cosB]) , [cos 6], |[v2sind|} =1
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denklemleri ortaya ¢ikar. Bu denklem sistemi ¢oziiltirse 0 = m bulunur. Buradan p = ooryg
bir donme yansimasi veya yansima oldugundan yeni bir donme inversiyonu yoktur. Benzer
sekilde ry, (1,—1,0), (1,0,1), (1,0,—1), (0,1, 1), (0,1, —1) e paralel donme eksenlerinden

herhangi birisi ise yine yeni bir donme inversiyonu yoktur.

ro dogrultu vektorii (1,1, 1) olan | dogrusu etrafindaki donme ise ¢ nin birim vektorii

(1/v/3,1/3/3,1/\/3) olur ve

(—2cos0—1)x_|_ (cosG—&—\/?)gsinG—l)y_'_ (cos@—@sin@—l)z’

3
p:oorg(x,y,z) = (M) T+ (%0059) Y+ (cos6‘+\/§sin9—1> 2]

<0059+\/§sin971> T+ (cost\/ggsin071> y+ ( 1— 2c059) P

dir. Vi = (1,1,0), Vi = (0,1, 1), V5 = (1,—1,0) ve Vi1 = (0, —1, 1)olmak iizere

p(‘/l) - ,0(1, 17 0) (—COSG—Q?)—\/gsiHG7 —2—cos03—\/§sin07 —2+§cos0>
p(Vio) = p(0,1,-1) = <\% sinf, —cosf — Si;‘?,cose — S%’)
(
(

p(Vs) = p(1, 1,0):(—cos@—sinfe,cow—s%,%>
p

in 6 in 6
sinf, cosf + 5=, — cosf + %)

Vil) ( 1’1) = V3

(3

olup p uzakligi koruyacagindan

1 ( 2+ cos 0++/3 sin 0 + ’ —2+2cos€‘ + ‘ — cos 0—2++/3sin O )
B 2 3 3 3 i
dCO(p(‘/i)a p(‘/io)) = max 2+ cos 0++/3 sin O | 72+2 cos 0 ‘ — cos 0—2++/3sin O =1
3 ’ 3
i ( —cos@+s‘“9 ‘ 2 sinf| + ‘cos@-l-s‘“e > ,
dCO(p(‘/G)a p(‘/ll)) = max i s1n9\/g fsm@ =1
—cos 0+~ el sm@‘ ’cos@Jr el
denklem sistemi bulunur. Bu denklem sistemi ¢oziiliirse 0 = 27/3, 4mw/3 sonuglarina

ulasthr. Bu durumda (1,1,1) dogrultu vektorii olan | dogrusu etrafindaki dénme
kullamilarak 2 tane donme inversiyonu elde edilir. Benzer sekilde (—1,1,1), (1,—1,1),
(1,1, —1) dogrultulu eksenler etrafindaki donmeler kullanilarak herbiri igin iki yeni donme
inversiyon elde edilir. Buradan d¢co uzakligint koruyan tam olarak sekiz donme inversiyonu

vardrr,

SekilB.§ deki tabloda cuboctahedron birim kiiresinin kose noktalarmin dénme

inversiyon sonucu goriintiileri verilmistir.
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Dénme Ekseni
Dogrultu Acilar Vv, V., Vs Vi, Ve Ve = Ve Vg Vi L e
Vektdrleri

[1101'0} g=m VS V-t v.i V? V7 VB VS VE VE vid v.i_! vii

[0'1"0} 6=mn v.‘! v? VS vd( V-E VS VS v? v.‘!i V.!z v.ﬂ V.IO

{0,0,1) §=m Vs v, Vg Vs Vs Vs Vs Vs Vg Vs Viz Vi

s Vi Va Vi Vi vz Vs Vs Vs Vy Vs Vg vy

P=2n3| vy | vo | v, | Ve [ Ve |V | Vo | Ve | Ve | v, | Vs | v,
5

= f V12 v.‘!&l v.‘!i V.U vd( VZ VS v.! VS V? V-E vi

B=2m/3| v, | Vo | Vi [ Vi | Vs | Vs | Vo | Va | Vs | Vs | Vs |V,
s

— / Vs Vs Vs Vg Vg Vg Vg V1 Vs vy V4 Vs

55 B [ e N e o e e

i j v? VS VS VE VS VJO v!! v!? IL"|I3 v! vd v?

0=yt S eo e, e (e e s e e e S e

= j v& VS VS V7 V_”_ vi? VQ vid vi VS vi vd

(L,L0) (B W ol e e o [ B el e I e e

o= v v v, v, ] v.lveve]v.lvalve]valy|

p=r v [ v | v, | ve | ve | V| va | va [ ve lv, | ve v

Sekil 3.8 R?,, de Dénme Inversiyon Hareketi Altinda Kése Noktalarm Gériintiileri

Buraya kadar olan kistmda Oklidyen 3—uzayin izometrilerinden hangilerinin dco
metrigini korudugu bulunmustur. Daha agik¢a Oklidyen 3—uzayin izometrilerinden dokuz
yansima, yirmi dort donme, alti donme-yansima, sekiz donme-inversiyon ve bir
inversiyonun dgoo metrigini korudugu gdosterilmistir. Bu tespit edilen doniisiimler
cuboctahedronun Oklidyen simetri grubu olan O}, (octahedral grup) déniisiimleridir. Bu
gruba cuboctahedron grup denilsin ve G(CO) ile gosterilsin. Agik¢a G(CO), O, grubuna
izomorftur. Bundan sonra bu doniistimlerden baska dco metrigini koruyan izometrinin
olmadigi gosterilecektir. Yani RY, un tim izometrilerinin 7'(3).G(CO) oldugu

gosterilecektir.

Tamm 3.3 A = (a1, a9,a3) ve B = (b, b, b3) R}, uzayinda farkls iki nokta olsun. Bu
takdirde
{X | deo(A, X) +dco(B,X) =deo(A, B)}

kiimesine A, B noktalarimin minimum uzaklik kiimesi denir ve [AB] ile gosterilir.
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Genel olarak, [AB] kiimesi AB kosegenli bir paralelyiiz olusturur (SekilB.9).

Sekil 3.9 R?,, da Minimum Uzaklik Kiimesi

Buradaki minimum uzaklik kiimesi —z+y+2 =0, —2—y+2=0,—2z+y—2=0

diizlemleri ve bunlara paralel diizlemlerin sinirladig paralelytizdiir.

Onerme 3.6 ¢ : R, — R?,, bir izometri ve [AB] paralelyiiz olsun. O halde

¢([AB]) = [6(A)¢(B)]

olur.

Ispat Y € ¢([AB]) olsun.

Y € ¢([AB]) < 3X €[AB]3Y = ¢(X)

deo(A, X) + deo(B, X) = doo(A, B)

deo((A), 9(X)) + deo(9(B), (X)) = dco(¢(A), ¢(B))
Y = 6(X) € [6(A)(B)].

11t

Sonu¢ 3.6 ¢ : R}, — R2,, bir izometri ve [AB| paralelyiiz olsun. Bu durumda ¢, [AB] nin

koselerini koselere doniistiiriir ve kenar uzunluklarin korur.

Onerme 3.7 f : R}, — R, doniisiimii f(O) = O olacak sekilde bir izometri olsun. Bu
taktirde f € G(CO) olur.

Ispat O = (0,0,0) ve D = (2,2,2) olmak iizere [O D] paralelyiiziinii gézéniine alalim. Bu
paralelyiiziin kése noktalarindan iigii V, = (1,0,1), V5 = (1,1,0), Vo = (0,1,1) olup bu

noktalar ayni zamanda merkezil birim cuboctahedron kiiresinin kose noktalaridir. Dahast bu
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li¢ nokta cuboctahedronun her biri ayni eskenar iiggen olan bir yiiziiniin kése noktalaridir

(Bakiniz Sekil3.10).

Sekil 3.10 R, da Birim Kiire Ve Minimum Uzaklik Kiimesi

f izometrisi [OD) paralelyiiziiniiniin kose noktalarini kése noktalara doniistiiriip,
kenar uzakliklarini kordugundan ve f(O) = O oldugundan dolay1 V1, V5 ve Vy noktalarin
cuboctahedronun yine bir yiiziiniin kose noktalarina doniistiiriiv. Ayrica bu doniistiirme
islemi gergeklesirken kenar uzunluklart korunacagindan dolayt
i,j,k €{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} i¢cin f(V1) = V;, f(V5) =V}, f(Vo) = V) olmak
sizere V;V;, ViVi, V; Vi, cuboctahedronun ii¢ kenaridir. A¢ikca ifade edilirse f izometrisi,
cuboctahedronun bir yiiziiniin kose noktalarini yine bir yiiziiniin kose noktalarina
doniistiiriir. O halde cuboctahedron 8 tane eskenar ii¢gen yiize sahip oldugundan bir yiiziin
dontisebilecegi 8 yiiz ihtimali vardir. Ayrica kenar uzunluklari korunmak zorunda
oldugundan V1, V5 ve Vy noktalarinin doniisebilecegi cuboctahedronun her bir yiizii i¢in 6
ihtimal olup toplamda bu noktalarin déniisebilecegi 48 ihtimal vardir. Bu ihtimaller ise
asagida tek tek siralanmis ve her bir doniisiimiin onceden tespit edilen hareketlerden

hangisine karsilik geldigi ifade edilmistir.

1. f(V1) = Vs, f(Vs) = Vave f(Vy) = Vyise A : x = 0 diizlemi olmak iizere f = oa

yansimasidir.

2.f(V1) = Vi, f(Vs) = Vg ve f(Vy) = Viyise A = y = 0 diizlemi olmak tizere f = o

yansimasidir.
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3.f(V1) = Vo, f(V5) = Vi ve f(Vo) = Vigise A : 2z = 0 diizlemi olmak iizere f = oa

yansimasidir.

4.f(V1) = Viy, f(V5) = Vs ve f(Vy) = Vsise A : x + y = 0 diizlemi olmak iizere

f = oa yansimasidur.

5.f(V1) = Vi, f(Vs) = Vigve f(Vy) = Vzise A : x + z = 0 diizlemi olmak iizere

f = oa yansimasidur.

6.f(V1) =V, f(V5) = Vave f(Voy) = Vigise A 1 y + z = 0 diizlemi olmak iizere

f = oa yansimasidur.

7.f(V1) = Vo, f(V5) = Vs ve f(Vy) = Viise A : x —y = 0 diizlemi olmak iizere

f = oa yansimasidur.

8.f(V1) = Wi, f(V5) = Vogve f(Vy) = Vsise A : x — z = 0 diizlemi olmak iizere

f = oa yansimasidur.

9.f(V1) = Vi, f(V5) = Vive f(Vy) = Vyise A : y — z = 0 diizlemi olmak iizere

f = oa yansimasidur.

10.f(V1) = Vi, f(V5) = Vive f(Vy) = Vi ise donme ekseni (1,0,0) olmak iizere

[ = rz donmesidir.

1.f(V1) = Va, f(Vs) = Vg ve f(Vy) = Viy ise donme ekseni (1,0,0) olmak iizere

f = r, donmesidir.

12.f(V1) = Vi ise f(V5) = Vo ve f(Vy) = Vi ise donme ekseni (1,0, 0) olmak iizere

f = rs« donmesidir.
2

13.f(V1) = Vaise f(Vs) = Vig ve (Vi) = Vs ise donme ekseni (0, 1,0) olmak iizere

[ = rz donmesidir.

14.f(Vy) = Vyise f(V5) = V7 ve f(Vy) = Vi ise donme ekseni (0, 1,0) olmak iizere

f = r, donmesidir.

15.f(V1) = Vsise f(V5) = Vo ve f(Vy) = V7 ise donme ekseni (0, 1,0) olmak iizere

f = ra-donmesidir.
2
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16.f(Vy) = Vyise f(V5) = Vi ve f(Vy) = V; ise donme ekseni (0,0, 1) olmak iizere

[ = rz donmesidir.

17.f(V}) = Vyise f(V5) = Vg ve f(Vy) = Vi1 ise donme ekseni (0,0, 1) olmak iizere

f = r, donmesidir.

18.f(Vy) = Viyise f(Vi5) = Vi ve f(Vy) = V) ise donme ekseni (0,0, 1) olmak iizere

f = ra=donmesidir.
2

19.f(V1) = Vig ise f(Vs) = Vs ve f(Vy) = Vi ise donme ekseni (\%, \/Li,O>olmak

tizere f = r, donmesidir.

20.f (V1) = Viise f(Vs) = Viy ve f(Vy) = Vi ise donme ekseni (\%,0, \/Li)olmak
tizere f = r, donmesidir.

21.f(Vi) = Viise f(Vs) = Vi ve f(Vy) = Vy ise donme ekseni (O, \/Li, \%) olmak

tizere f = r, donmesidir.

22.f(V1) = Vigise f(V5) = Vg ve f(Vy) = Vy ise donme ekseni (\%, —\%,O) olmak

tizere f = r, donmesidir.

23.f(V1) = Vyise f(V5) = Vig ve f(Vy) = Vi ise donme ekseni (\%, —\%,O) olmak

tizere f = r, donmesidir.

24.f(V1) = Vs ise f(Vs) = Vyve f(Vy) = Vig ise donme ekseni (L -1 O) olmak

tizere f = r, donmesidir.

25.f(V1) = Vi ise f(Vs) = Vo ve f(Vy) = V) ise donme ekseni (\/ig, —\%,O) olmak
lizere [ = r2x donmesidir.
26.f(V1) = Vyise f(Vs) = Vi ve f(Vy) = V ise donme ekseni (\%, —\%,0) olmak

tizere f = rax donmesidir.
3

27.f(V1) = Vigise f(Vs) = Vyve f(Vy) = V7 ise donme ekseni (\%, —\%,0) olmak

tizere f = r2« donmesidir.
3

28..f(V1) = Vyise f(Vs) = Viyve f(Vy) = Vs ise donme ekseni (\%, —\%,O) olmak

lizere [ = rax donmesidir.
3
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29..f(V1) = Viyise f(Vs) = Vi ve f(Vy) = Vg ise donme ekseni (\/Li’ _\/Li’ 0) olmak
tizere f = Iax donmesidir.

30..f(V1) = Vs ise f(V5) = Vigve f(Vy) = Vs ise donme ekseni (\%, —\%,0) olmak
tizere f = Iz donmesidir.

31..f(Vy) = Vigise f(Vs) = Vo ve f(Vy) = Vi ise donme ekseni (\%, —\%,O) olmak
tizere f = I2x donmesidir.

32.f(V1) = Vzise f(Vs) = Vig ve f(Vy) = Vj ise donme ekseni (\%, _\/Li’ 0) olmak
tizere f = T ix donmesidir.

33. f(Vh) = Vg, f(Vs) = Vigve f(Vo) = Vj ise donme ekseni (\/Lg, \/Lg, \/Lg) olmak
tizere f = oOT2x donme inversiyonudur.

34.f(V1) = Vigise f(V5) = Vyve f(Vy) = Vi ise donme ekseni (\/ig, \%, \%) olmak
lizere [ = OOT ix donme inversiyonudur.

35.f(V1) = Vipise f(Vs) = Vi ve f(Vy) = Vi ise donme ekseni (—\%,\%,\%)
olmak tizere f = ooT2x donme inversiyonudur.

36.f(V1) = Vi ise f(Vs) = Vig ve f(Voy) = Vs ise donme ekseni (—\%,\%,\%)
olmak iizere f = oOT ix donme inversiyonudur.

37.f(V1) = Vigise f(V5) = Vo ve f(Vy) = Vs ise donme ekseni (\/Ag,—\%,\%)
olmak iizere [ = ooT2x donme inversiyonudur.

38.f(V1) = Vyise f(Vs) = Vo ve f(Vy) = Vs ise donme ekseni (\/ig, _\%7 \/ig) olmak

lizere f = oprax donme inversiyonudur.
3

-

39.f(V1) = Vyise f(V5) = Vave f(Vy) = V7 ise donme ekseni ( -

lizere f = oprz donme inversiyonudur.
3

40.f(V1) = Vi ise f(Vs) = Viy ve f(Voy) = V) ise donme ekseni

olmak iizere [ = oprax donme inversiyonudur.
3

(

4 1
VERRVER

, \/Lg, —\%) olmak

Sl
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41. f(V1) = Vg, f(V5) = Vave f(Vy) = Viyise A - & = 0 ve donme ekseni (1,0,0)

olmak iizere [ = oarz donme yansimasudur.

42. f(V1) = Vyise f(Vs) = Vyve f(Vy) = Vigise A : x = 0 ve donme ekseni (1,0,0)

olmak iizere [ = oars« donme yansimasidur.
2

43. f(V1) = Vaise f(V) = Vigve f(Vy) = Vs ise A =y = 0 ve donme ekseni (0, 1,0)

olmak iizere f = oarz donme yansimasidur.

44. f(V1) = Vzise f(V5) = Vipve f(Vy) = Vgise A =y = 0 ve donme ekseni (0, 1,0)

olmak iizere f = oars« donme yansimasidur.
2

45. f(Vi) = Vigise f(Vs) = Vzve f(Vy) = Vyise A : z = 0 ve donme ekseni (0,0, 1)

olmak iizere f = oarz donme yansumasidur.

46. f(V1) = Vigise f(Vs) = Vi ve f(Vy) = Vaise A : z = 0 ve donme ekseni (0,0, 1)

olmak iizere f = OAT 3z donme yansimasidir.
47. f(Vh) =V, f(V5) = Vs ve f(Vo) = Vg ise f birim doniisiimdiir.
48. f(Vi) = Vi, f(V5) = Vs ve f(Vy) = Vig ise f inversiyondur.

Buna gore orijini koruyan f izometrisi G(CO) nin bir elemanidir. Bir baska deyisle

cuboctahedron uzakhgini koruyan Oklidyen izometriler disinda bir izometri yoktur.

Teorem 3.3 [ : R, — RY,, doniisiimii bir izometri olsun. f = Ty o g olacak sekilde bir
tek Ty € T(3) ve g € G(CO) vardr.

Ispat A = (ay, a9, a3) olmak iizere f(O) = A olsun. Bu taktirde g = T_4 o f olacak
sekilde taniml g déniigiimii bir izometridir ve g(O) = O olur. Boylece Onerme 2.7 den

dolayr g € G(CO) ve f = Ty o g olur. Ispatin tekligi asikardur.

Buna gore cuboctahedron metrigi ile donatilmis analitik 3—uzayin izometrilerinin
grubu cuboctahedronun (Oklidyen) simetri grubu olan O}, ile 3—boyutlu analitik uzaymn
tiim Stelemelerinin grubu olan 7'(3) iin yari-direkt ¢arpimudir. Yani R}, nun tiim
izometrilerinin kiimesi 7'(3).G(CO) dur.
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4. TRUNCATED OCTAHEDRON UZAYI

4.1 Truncated Octahedron Metrigi ve Ozellikleri

Bir arsimed cismi olan truncated octahedronun 8 diizgiin altigen ve 6 kareden olusan
14 yiizli, 36 kenar1 ve 24 kosesi vardir. Octahedronun koseleri kenar uzunluklariin
yarisindan daha az olacak sekilde kesilerek atilirsa elde edilen sekil truncated
octahedrondur. Ayrica her bir yiiziiniin nokta simetrisi oldugundan truncated octahedron bir

zonohedrondur.

S

\o

Sekil 4.1 Truncated Octahedron

Birim kiiresi Truncated Octahedron olan uzaklik fonksiyonu dr¢ ile gosterilir ve bu
uzaklik fonksiyonunun metrik aksiyomlarini sagladigi ve bazi 6zellikleri (Gelisgen ve Can,

2015) kaynagindan verilmektedir.

Tanmm 4.1 P, = (21,1, 21) ve Py = (12, Y2, 20) R? de iki farkli nokta olsun.

2
dro(Pu P = max {2 (1 = o]+l ]+ 15 = 2l) o = 2l s = el 1 — ]

bigiminde tamimlanan dro : R® x R® — [0, 00) uzaklik fonksiyonuna truncated octahedron

uzaklik fonksiyonu denir.

Yardimei Teorem 4.1 P, = (x1, 1, 21) vePs = (2, Yo, 20) R? te iki farkli nokta olsun. Bu

durumda
dro(Py, Py) > 2 (Jo1 — 22| + |y1 — 42| + |21 — 22).
dro(Py, Py) > |21 — 13|,
dro(Pr, P2) > [y1 — 2!,
dro(Pr, Pa) > |21 — 2|

dir.
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Ispat Ispati maksimum fonksiyonunun tanimindan aciktir:

Teorem 4.1 R? te dro uzaklik fonksiyonu metriktir ve bu metrikle donatilmis uzayin birim

kiiresi truncated octahedrondur.

Ispat d7o : R® x R® — R truncated octahedron uzaklik fonksiyonu ve
P = (21,91,21), Po = (9,90, 22) ve Py = (w3,y3, 23)R3 te ii¢ farkli nokta olsun. dro
uzaklik fonksiyonu her Py, Py, P; € R3 icin asagidaki aksiyomlar: saglyorsa R3 te bir
metriktir.

M1) dro (P, Ps) > 0vedro (P, P) =0& P = P,

M2) dro (Pi, P) = dro (P2, Pr),

M3) dro (Pi, P3) < dro (P, Py) + dro (P, Ps) .
M1) Mutlak deger her zaman negatif olmayan degerler iireteceginden dolayr mutlak

degerlerin toplaminin maksimumu da pozitiftir veya sifirdir. Boylece

2
dro(Py, ) = max {g (lzr = 22| + |1 — yol + |21 — 22]) , |21 — @2, [y1 — 12|, |21 — 22’} >0
dw. Yani dro pozitif tamimhidwr. Eger

dro(Py, P) = max {3 (|21 — xa| + [y — yol + |21 — 22]) s |21 — @], |1 — w2 , |21 — 20|} = 0

= |x1 —22] =0, |[y1 —2| =0, |21 — 22| =0
= T1 =T2 Y1 = Y2, 21 = 22
=P =5

olur. Tersine Py=P, ise |11 — x5|=0,

y1 — y2|=0, |21 — 20|=0 olacagindan dro(Py, P2)=0
olur.

M2) Mutlak deger tammundan —|ry — x2|=|T9 — X1

ol = el=le — | ve
|21 — 22|=|22 — 21| Buradan ag¢ik¢a dro( Py, Py)=dro( Py, Py) dir. Yani, dro simetriktir.
M3) P, = ($179121)7P2 = (29, Y2, 22) ve Py = (23,3, 23) € R? olsun.
dro(Pr, P3) < dro(Py, P2) + dro(Ps, Ps)

oldugu gésterilmelidir.
dro(Pr, Ps)

= max{% (|lzr — 23| 4+ |y1 —ys| + 21 — 23]) s |21 — 23], Y1 — w3l . |20 — 23\}
~ max §(|$1—$2+$2—$3|+|Z/1—yz+?/2—y3|+|21—Zz+22—23|)7
|21 — 2o + 22 — 3|, |1 — Y2 + Y2 — 3|, |21 — 22 + 22 — 23
2z — @of + oo — ws]) + (Jyr — w2l + |y2 — ysl) + (|21 — 22| + 22 — 23])]
|21 — 20| + |22 — 23], |y1 — yo| + |y2 — ys| . |21 — 22| + |22 — 23]
< max {2 (lz1 — 22| + [y1 — w2l + |21 — 22]) s |21 — @], [y1 — 12|, |21 — 22|} +

max {% (Jr2 — @3] + ly2 — ys| + |22 — 23]) , |2 — 23], [Y2 — 3], [22 — 23|}
=1.

< max
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dw. Burada Yardimci Teorem 3.1 den dolay:

2
dro(Pr, P,) > max {g (|z1 — @a| + |y1 — va| + |21 — 22|) s |21 — 22|, |yr — w2l , |21 — 22\}

ve
2
dro(Ps, Ps) > max 3 (|zo — 23| + |y2 — ys| + |22 — 23]) , |w2 — z3], [y2 — ys| , |22 — 23]

olur. O halde
I <dro(P1, P2) + dro(Py, Ps)

bulunur. Buna gore
dro(P1, P3) < dro(Py, P2) + dro(Pa, P3)

elde edilir. Yani truncated octahedron uzaklik fonksiyonu ti¢gen esitsizligini saglar.

Sonug olarak truncated octahedron uzaklik fonksiyonu metriktir. Ayrica bu metrikle
donatilmis analitik 3—uzayda orijinden 1 birim truncated octahedron uzakligindaki

noktalarin kiimesi

Sro = {(z,9,2) : dro(X,0) = max {3 (|z| + [y| +|2]), |=], y|, ||} =1}

olup bu noktalarin geometrik yeri Sekild.2 de goriildiigii gibi truncated octahedrondur:

Sekil 4.2 Truncated Octahedronun Koordinat Sistemine Yerlestirilmesi

Truncated octahedron uzaklik fonksiyonuna goére P, ve P, noktalar1 arasindaki
uzaklik ya apsisler, ya ordinatlar veya kotlar farkinin mutlak degerlerinin birisi ya da

tigliniin toplamiin 2/3 katidir. Buna gére geometrik olarak P, ve P, noktalari arasinda iki
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farkli yol vardir. Eger P, P, dogru parcast P, odakli ve dayanak egrisi kose noktalari
(il, i%, 0) noktalarinin her bir bileseninin tiim muhtemel permiitasyonlar1 olan kare
tabanli koniler disinda ise P, ile P, arasindaki yol her biri koordinat eksenine paralel olan
iic dogru pargasinin birlesimidir. Aksi taktirde P, ve P, arasindaki yol bir koordinat
eksenine paralel olan bir dogru parcasidir. Boylece P, ve P, noktalar1 arasindaki truncated
octahedron uzaklig1 ya {i¢ dogru pargasinin Oklidyen uzunluklari toplamimin 2/3 katidir ya

da dogru pargasinin Oklidyen uzunlugudur. (Bakimiz Sekil4.3)

#

B =(x.3.7) |J-] _VJ-:|= b A=Geez) |J'1 _VJ':|= b

Sekil 4.3 Truncated Octahedron uzakligina gore iki nokta arasindaki yollar

Sonu¢ 4.1 R, de (0, yo, 20) merkezli ve r yarigapl kiire
2
max § o (Jo = ol + |y = yol + [z = 20l) , |& — w0l , [y = ol [z = 20| p =7

denklemi ile ifade edilen , kose noktalar (%,r, 0) noktalarimin her bir bileseninin tiim
muhtemel +/— isaret degisiklikleri ve ii¢ bilesenin tiim muhtemel permiitasyonlarinin
(xo,Y0,20) kadar otelenmiginden olugsan 14—yiizlii bir ¢okyiizlii olan truncated

octahedrondur.

Bu béliimiin diger kisimlarinda sikg¢a kullanilacagindan dolay1 merkezil birim kiirenin

kose noktalari asagidaki sekilde isimlendirilmistir;

Vi= (301), ¥ = (3,0-1), V5 = (=3,0,1), Vi = (=3,0,-1),
Vi = (1,3,0), V6 = (1,-3,0), Vs = (=1,3,0), Vs = (=1,-3,0), Vo = (0,1,3),
Vio = (0,1,=3), Vi = (0,-1,3), Vo = (0,-1,—3), Vis = (0,3,1),
Vie = (0,1,-1), Vis = (0,-4,1), Vi (0,—1,-1), Vir = (1,0,1),
Vis = (1,0,-3), Vie = (=L,0,3), Vo = (=1,0,—3), Va = (3,1,0),
Voo = (3. —1,0), Vag = (=3, 1,0) , Vau = (=3, ~1,0)
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Bir sonraki teoremde dro metriginin iyi bilinen bazi1 uzaklik fonksiyonlarinin genel

hali olan d,,, metrigi ile iliskisi verilecektir.

Teorem4.2 P, = (x1,y1,21) ve Po = (19,92, 2) R® de herhangi iki nokta olsun.
max{ 2 (|e1 —za|+]y1 —y2|+|21 —22]) |1 — 22|, ly1 —ya|, |21 20| }
max{|z1—x2|,|ly1 —y2l |21 —z2[}

m = v = 0 ve u
dm (P, P2) = dro (P, Py) dir.

ise

Ispat w,v ve m icin verilen degerler d,, metriginde yerine yazilirsa istenen esitligin

saglandigi kolaylikla goriilebilir.

Asagidaki dnerme R® deki noktalar arasindaki Oklidyen ve truncated octahedron

uzakliklar1 arasindaki gegis bagintis1 vermektedir.

Yardimer Teorem 4.2 P, = (x1,91,21), Po = (22,y2,20) € R3 verilsin P, ve P,

noktalarindan gegen dogru l, | nin dogrultu vektorii (p, q,r) ve

max {2 |p| + 2 |g| + 2 |r],|p|,]q], ||}

/p2 +q2 _|_7a2

p(PPy) =

olmak tizere
dTo (P17P2) ZN(P1P2)dE(P1,P2)

dir.

ispat P = (z1,y1,21) , Py = (w9,92,22) € R? verilsin P ve P, noktalarindan gegen
dogru | ve | nin dogrultu vektorii (p, q,r) ise A € R olmak iizere

To =21  Ya2— U 22 — 21

pum :A
p q r

yvazilabilir. Buradan o — x1 = A\p, Yo — Y1 = \q, 22 — 21 = Ar elde edilir. Boylece

2
dTo<P1,P2>=Amax{ pl+ 2l + r||p\,\q|,|rr}

ve
dE(Pl,Pg) = )\\/]92 + q2 +7‘2

bulunur. 5 )
dro (P, P) )\max{ Ip| + 5 lal + 57|, [p M}

dp(Py, P) M/ P2+ @2 +r?




40

olup
max {3 [p| + 3 lal + 3 Ir|. Ipl. lal . |7
(pupy — B lpl ¢ ol + 30 ol lal 1)
/p2_|_q2_|_r2
denilirse
dTO(PhPQ):N(P1P2)dE(P1aP2)
elde edilir.

Yukaridaki yardimci teorem herhangi bir dogru boyunca herhangi P, ve P, noktalari
arasindaki dpp-uzakliginin, ayn1 dogru boyunca P, ve P, noktalar1 arasindaki Oklidyen

uzakligin pozitif kat1 oldugu gosterir. Buna gore asagidaki sonuclar verilebilir.

Sonu¢ 4.2 R® de Py, P,, X dogrudas, ii¢ farkli nokta ise
dE(Pl,X) = dE<P27X) < dTo(Pl,X) = dTo(PQ,X)

dir.

Sonug¢ 4.3 3 boyutlu uzayda Py, Py, X dogrudas, ii¢ farkli nokta ise

dp(X.P) _ dro(X.P})
dE<X7 P2) dTO(XJ PZ)

olur. Yani bir dogru boyunca olan dg, dro uzakliklarinin orant aynidur.

4.2 Truncated Octahedron Izometri Grubu

Bu béliimde dro metrigi ile donatilmig analitik 3—uzayin (R3,)) izometri grubu
arastirilacaktir. dpo uzakligimi koruyan izometrileri tespit etmek igin 6nce hangi Oklidyen
izometrilerin truncated octahedron uzakligini korudugu arastirilacaktir. Daha sonra da, bu

izometriler disinda izometrilerin olmadig1 gosterilecektir.

a: Ry, — R3,, doniisiim olmak iizere her X, Y € R, i¢in
dro(X,Y) = dro(a(X),a(Y))

ise o doniigiimii R, da bir izometridir.

Asagida ifade edilen 6nermeler ile hangi Oklidyen izometrilerin truncated octahedron

uzayinda da izometri olduklar1 gosterilmektedir.
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Onerme 4.1 R® de her Oklidyen ételeme R, un bir izometrisidir:

Ispat A = (a;,a9,a3), X = (v,y, 2) € R® olmakiizere Ty : R}, — R, Ta(X) = A+X

olacak sekilde reel uzayda bir ételeme olsun. Py = (x1,y1,21) , P2 = (72,92, 22) € R3 icin

dro(Ta(Pr), Ta(P2))
:max{ 2(lax + 21 — a1 — o + Jaz +y1 — @z =yl + Jag + 21— ag = ). }
a1 + x1 — ay — 22|, |as + y1 — az — yo| , Jag + 21 — az — 2|
=max {3 (|1 — o] + |1 — y2| + |21 — 22]) , [21 — 22|, 1 — 2| |21 — 20|}

= dro(P1, P»)

dir. Bundan dolayt 'T's bir izometridir.

Yukaridaki onermeden dolay1 R3., uzayinda donme ve yansimalari bulmak igin

orijinden gecen diizlemleri diistinmek yeterli olacaktir.

Onerme 4.2 R}, de A = ax + by + cz = 0 diizlemine gore yansumanin izometri olmas

i¢in gerek ve yeter kosul diizlemin dogrultu vektorii (a, b, ¢) nin
D={(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1),(1,1,0), (-=1,1,0), (1,0,1), (1,0,—1), (0,1,1), (0,1,—1)}

elemanlarina paralel olmasidur.

Ispat A:ax+by+cz=0 birim normali (a,b,c) olan diizlem olmak iizere o : R}, — R3,

Oklidyen yansima

(1 —2a®)x — 2aby — 2acz, —2abx + (1 — 2b%)y — 2bcz,
oa(z,y, z) =

—2acz — 2bcy + (1 — 2¢%)z

biciminde tamimhidir. Vi = (%,0,1), Vi = (1,%,0), Vs = (0,1,3) R® iin bir tabam
oldugundan bu taban vektorlerini koruyan bir yansima izometri olacagindan bu tabani
koruyan yansimalari arastirmak izometrileri bulmak icin yeterli olacaktir  Oklidyen

yansimada taban vektorleri

oa(V1) = O'A(%, 0,1) = (% —a® — 2ac, —ab — 2bc, —ac + 1 — 202)
oa(Vi) = o0a(1,1,0) = (1 —2a® — ab, —2ab +  — b*, —2ac — bc)
oa(Vz) =oa(0,1, %) = (—2ab —ac,1 — 2b% — be, % — 2bc — 02)

dir. A¢tk¢a dro(O, V1) = dro(O,Vy) = dro(O, Vi) = 1 dir. Eger yansima dro uzakligini

koruyor ise taban vektorlerinin yansima altindaki goriintiileri igin uzaklik korunmalidir. Yani

dro(0a(0),0a(V1)) = dro(0a(0),0a(Vi)) = dro(oa(0), oa(Vs)) = 1
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olmalidwr. Boylece

% (|% —a®— 2ac’ + |—ab — 2bc| + |—ac+ 1 — 202!) ,
,|—ab — 20|, |—ac + 1 — 22|

2 (|1 —2a® — ab + |—2ab + 3 — b*| + |—2ac — bc|)
11— 2a? — 2ab|, |—2ab+ & — b?|,|—2ac — be]

2 (|-2ab — ac| + |1 — 2b* — be| + |5 — 2bc — ¢*|) | } 1

dro(oa(0),0a(V5)) = max ¢ 3 ’
10(72(0),0a(1%)) {|—2ab—ac|,|1—2b2—bc!,%—%0—02!

dTo(OA(O),UA(Vl)) = max =1

‘%—a2—2ac

dro(oa(0), oa(Va)) = max —1

denklem sistemi elde edilir Bu denklem sistemi ¢oziiliirse (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1),
(1/V2,1/v2,0),  (=1/¥v2,1/¥v2,0),  (1/v2,0,1/v2),  (1/v2,0,-1/V2),
(0,1/3/2,1/3/2), (0,1//2, —1/\/2) ¢oziimleri elde edilir.

Tersine oa (X) = Y iken OX ve OY vektorlerinin dogrultu vektorleri sirasiyla
(p1,q1,71) ve (pa, G2, 12) ise Yardimci Teorem 3.2 den dolayr dro (O, X) = dro(O,Y) olmast
icin n (OX) = p(OY) oldugunu gostermek yeterlidir. Boylece asagidaki liste (py, qa,72)

dogrultusunun ilgili yansimaya gorve (p1, q1,71) cinsinden karsiligini vermektedir.

A (P2, G2, 72)
z=0 (=p1.q1,7m1)
y=20 (p1, —q1,71)
z=0 (p1,q1, —71)

r+y=0](=q,—p1,m)
r—y=0 (Ch,pl,?”l)
r+2z=0](=r,q,—m)
x—2=0 (r1,q1, 1)
y+2=0|(pi,—r1,—q1)
y—z=0 (P1,71,q1)

Buna gore u (OX) = 1 (OY') oldugu kolaylikla goriilebilir.

Sonuc¢ 4.4 Orijinden gegen diizlemlerin izometrik yansimalarimin kiimesi Sto asagida

denklemleri verilen 9 tane Oklidyen yansimadan olusur:

{t=0,y=0,2=024+y=0r—y=0,2+2=0,r—2=0,y+2=0,y — z=0}.

Truncated octahedron birim kiiresinin kdse noktalarmin yansimalar altindaki
goriintiileri kisaca Sekillt.4 deki tablodaki gibi 6zetlenebilir.



43

‘fansima Ddzlemleri
x=0 y=0 =0 Xx+y=0 x+z=0 y+z=0 x-y=0 x-z=0 y-z=0
MNoktalar

v, Vs v, Vs Vs Vg Vs Vs V7 V2
Vs Vy Vs v, Vs Vs V2 Vg Vg Vs
Vs v, Vs Vy Vs Vg Vg Vs Vs Vs
Vy Vs Vy Vs Vg Viz Vs Vs Vg Vo
Vs Vs Vs Vs Vg Vg Vs V2 Vs V7
Vs Vs Vs Vs Vs Vs Viz Vs Vs Vs
Vs Vs Va Vs Vs Vs Vg Vs Vg Vg
Vs Vs Vs Vs V2 Vs Vg Vo Vs Vg
Vg Vg Vi Vg Vg Vs Vs V7 V2 Vs
Vg Vg Vi Vg Vg V2 Vg Vs Vs Vs
Vi Vi Vg Vi V7 Vg Vs Vg Vs Vg
Vi Vi Vg Vi Vs Vs Vs Vg Vo Vs
Vs Vs Vs Vg Vs Vs Vi v, Vs Vg
Vg Vg Vs Vs Vy Vs Vg Vs Vs Vi
Vs Vs Vs Vs v, Va Vi Vs Vs Vg
Vs Vs Vg Vs Vs Vs Vg Vy Vs Vi
V7 Vg V7 Vs Vi Vy Vs Vg v, Vs
Vs Vg Vs Viz Vi Vs Vs Vg Vs Vs
Vg V7 Vg Vg Vg Vs Va Vi Vs Vs
Vg Vs Vg Vg Vg v, Vs Vi Vy Vs
V2 Vs Vs V2 Va Vg Vs Vs Vg v,

Vs Vo V2 Vs Vs Vi v, Vs Vi Vs
Vs V2 Vg Vs Vs Vg Vy Vs Vg Vs
Vo Vs Vs Vo Vs Vi Vs Vs Vi Vy

Sekil 4.4 R3,, de Yansima Diizlemlerine Gore Kose Noktalarin Goriintiileri

Onerme 4.3 Orijinden gegen bir | dogrusuna gore bir ry donmesinin izometri olmasi igin

gerek ve yeter kosul

Dy ={(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}
Dy ={(1,1,1), (-1,1,1),(1,—1,1), (1,1,—1)}
Ds ={(1,1,0), (1,0,1),(0,1,1), (1,—1,0), (1,0,—1), (0,1,—1)}

ve

Ry =A{rg| 0 € {r/2,7,31/2}, donme ekseninin dogrultusu D, in elemani}
Ry ={ry| 0 € {27/3,47/3}, donme ekseninin dogrultusu Dy nin elemani}

Ry = {ry | 0 = 7, donme ekseninin dogrultusu Dj iin elemani}

olmak tizere rg € Rco = R1 U Ry U R3 olmasidur.
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Ispat Birim dogrultu vektorii (p,q,r) olan bir | dogrusu etrafinda vy seklide ifade edilen
Oklidyen dénmenin matris formu

cosf + p*(1 —cosf) pq(l —cosf) —rsind pr(l—cosf)+ gsinf

pq(1 —cosf) +rsinf cosf + ¢*(1 —cosh) qr(1l —cosf) —psinb

pr(1 —cosf) —gsinf qr(1—cosf)+ psinf cosh — r*(1 — cosb)
seklindedir.

| eksenindeki bir donme, | dogrusu boyunca kesisen iki diizlemin yansimalarinin
birlesimi oldugundan Onerme 3.2 den dolay: | dogrusunun dogrultu vektérleri olarak
(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) ,(1,1,1), (=1,1,1), (1,-1,1), (1,1,-1), (1,1,0), (1,0,1),
(0,1,1), (1,-1,0), (1,0,—1), (0,1, —1) alinabilir.

]R%O deki donmelerin bulunmasi icin, dro birim kiiresinin kenarlarinin uzunluklarini
koruyan donmelerin tespiti yeterlidir. dro birim kiiresinin V; = (%, 0, 1), Vs = (1, %, )
Ve = (1, —%, 0), Vir = (1, 0, %) kose noktalarini ele alalim. Buna gore

1cosf + 1p*(1 — cos ) + pr(l — cosf) + gsinb,
ro(Vh) = ipq(1 — cos§) + 3rsinfd + gr(1 — cos ) — psind,
spr(1 —cosf) — 3gsinf + cosf — r*(1 — cos 0)
cos 6 + p?(1 — cos ) + 2pg(1 — cosf) — irsinb,
ro(Vs) = pq(1 —cosf) 4 rsinf + 5 cos + 3¢*(1 — cos ),
pr(1 —cosf) — gsinf + Lqr(1 — cosf) + 1psind
cos f + p?(1 — cos ) — 1pg(1 — cos0) + 57sind,
ro(Vs) = pq(1 —cos) + rsinf — 1 cosf — 1¢*(1 — cosb),
pr(1 —cosf) — gsinf — $gr(1 — cosd) — spsinf

cos + p?(1 — cos ) + Lpr(1 — cos ) — 1¢siné,
ro(Viz) = pq(1 —cosf) +rsinf + %qr(l —cosf) — %p sinf,
pr(1l —cosf) — gsinf + 3 cos 6 + 5r(1 — cos 0)
elde edilir. A¢tk¢a dro(V1, V) = %, dro(Vs, Vi7) = % tiir. O halde 6 # 0 olmak tizere ry nin

dro uzakhigint korumast igin dro(re(Vy),19(Vs)) = % , dro(re(Vs), re(Viz)) = % olmalidr.

[ dogrusunun yén vektorii (1,0,0) ise (p,q,r) = (1,0,0) olur. p,q,r degerleri
dro(re(V1),re(Vs)) = % ve dro(re(Vs), re(Vir)) = % denklemlerinde yerine yazilirsa;
max {1+2 (|sinf+1 cos 6| + |cos§ — §sin6)|),3, [cos# — 1 sinb|, [sinf+5 cosh|} =3
cos §—sin @ cos 6+-sin 6
max {3 (| ). |5 7o) =3
denklemleri elde edilir. Bu denklem sistemi ¢oziiliirse 0 = w/2, 0 = m, 6 = 37w/2 olur.
Buradan x ekseni etrafindaki 0 = /2, 7, 31 /2 radyanlik donmeler R3., iin bir izometrisidir.

Benzer sekilde, eger [ nin yon vektorii (0,1,0) veya (0,0,1) ise 0 = 7/2, 7, 37 /2 bulunur.

cos f—sin § cos 0+sin 0
e el

Y
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I dogrusunun yon vektorii (1,1,1) ise (p,q,r) = (1/v/3,1/v/3,1/V/3) olur. p,q,r
degerleri dro(re(V1),1m9(V5)) = % ve dro(re(Vs), re(Viz)) = % te yerine yazilirsa
cos 0—+/3sin +

max{% < : +\cos€\),

2 1—cosf c0s 0—+/3 sin §4-2
3 (‘ 3 ‘ + 6 ‘ +

cos 0++/3 sin 0 cos 0—+/3sin O
2 2 ’

)1

cos 0++/3sin O
2

_ 4

, |cos 9]} =3

cos 6++/3 sin 0+2
6

cos O++/3 sin 0+2
6

max
cos 0—+/3sin H+2

6

1—cosf
3 ’

Y

elde edilir. Bu denklemler ¢oziiliirse 0 = 27/3, 0 = 47 /3 bulunur. Buradan | etrafindaki
0 = 21 /3, 4w /3 radyanlik donmeler R3., iin bir izometrisidir. Benzer sekilde, eger [ nin yon
vektorii (—1,1,1), (1,1, —1) veya (1,—1,1) ise = 27/3, 47/3 olur:

[ dogrusunun yon vektorii (1,1,0) ise (p,q,r) = (1/v/2,1/v/2,0) olur. p,q,r
degerleri dro(re(Vi),m9(Vs)) = 5 ve dro(re(Vs),re(Vir)) = 3 te yerine yazilirsa

max{% (‘\/551;10—1 +‘ﬁs1;16+1 +’COS9‘>, ’\/551;19—1 , ‘\/581;194-1 , ’COS@‘} _ %
2 cos —+/2sinf—1 cos 0—+/2sin 6+1 /2 sin 0+2 cos 6
3 4 + 4 - 4 ) 9
max , _ _ =2
cos 0—+/2sin6—1 cos 0—+/2sin O+1 V2 sin 042 cos 6 3
4 ’ 4 ) 4

denklemlerine ulasilir. Bu denklem sistemi ¢oziiltirse 0 = m bulunur. Buradan [ etrafindaki
0 = w radyanlik donmeler R3., iin bir izometrisidir. Benzer sekilde, eger [ nin yon vektorii
(1,0,1), (0,1,1), (1,-1,0), (1,0,—1), (0,1, —1) ise @ = w olur.

Tersine r9(X) = Y olacak sekildeki X ve Y noktalaryla olusturulan OX ve OY
dogrularimn  dogrultulart  siraswla  (p1,q1,m1) ve  (p2,qo,72) olmak  iizere
dro (0, X) = dro(0,Y) oldugunu gostermek icin Yardimci Teorem 3.1.6 dan
1 (0X) = pu(OY) oldugu gosterilmelidir. Bu ise (p1, q1,11) vektoriiniin tiim durumlar igin
goriintiileri bulunarak kolaylikla gosterilebiliv. Ornegin dénme ekseninin dogrultu vektorii
(1,0,0) olmak iizere bu eksende 0 = w/2 radyanlik dénme doniisiimii yapilinca
(p2,q2,72) = (p1, =71, q1) bulunur. Buradan da agik¢a 1 (OX) = p (OY') oldugu goriiliir.
Benzer sekilde diger donme eksenleri ve donme acilari icin esitlik gosterilebilir. Bu da

ispati tamamlar.

Sonug¢ 4.5 Orijinden gegen dogrulara gore izometrik dénmelerin Ryo kiimesi tam olarak 23

Oklidyen donme icerir.

Sekillh.§ deki tabloda truncated octahedron birim kiiresinin kose noktalarmin

dénmeler sonucunda doniistiigii noktalar kisaca 6zetlenmistir.



Dénme Ekseni
dogrultu vektdrleri

(1,0,0) f=m Vs Vs Vs Vs Vs Vs Vs Vs Viz Vi Vg

(0,1,0) 8=m Ve | Vs | Ve | vy Vy | Ve | Vs | Vs | Vi | Ve | Vi

{D,D,l} 9 =w vi Vr.t VI VZ VE V? V& VS VII VJZ VP

0=3m/2| vy | Voo | Vs | Ve | Voo | Ve | Ve | Vs | Vi | Vs | Ve
(1,1,0) 8=m Vg Vs Vs Vis Vs Vs Vi Vi Vg Viz Vg
{1r0r1} 8 =0 v:? U:S‘ VIS VZG' VJS v:i V:S V id VEZ vZ-’t V‘?<
{Drlrl} e =T Vé‘i‘ vé‘-‘t v?! VZZ v;g VE‘G V!? v!& v!i‘ VIS v::t
(1,-1,0) g=n Vis Vis Vg Vis Vs Ve Vs Vo Vg Vi Vis
{1!0!'1} 3 =T VE‘G' v!& V;g v!? v:S V:A V!S v!i‘ VA"A VZZ vg"i‘
(0,1,-1) f=m Vs Vs Ve Vs V2o Vs Vs Vir Vs Vi Vis

B = 211-/3 VS V? VE v& VP V!O v.!.! vi? v.! VS VZ
(L11) =

B=4m/3 | v, | vy | Vi | Vo | Vo | Vs | Vo | Ve | Ve | Ve | Vv,

B = 2‘":,3 Vja Vj? VB vjj Vl( v? VS v.! v? VS VE
[ERE) =

B=dm/3 | v, | vy | v, | Vo | Vi | Vo | Vo | Vi | Vs | V. | Ve

B = 2‘":,3 v.ﬂ VS vj? VJO VS vj vd v? VS V? VE
(L-L1) =

B=dm/3 | v, | vy | Vs | Vo | Ve | Ve | Vo | Vo | v, | Ve | v,

8=2m/3 | vy v v v v v v v v v v
(1,1,-1} 12 10 11 El 2 4 1 3 & 5 8

Ddnme Ekseni
dogrultu vektdrleri

8=m/2| v, Vg Vi Vg Vs Vs Vs Vs vV, Vs Vs
(1,0,0) 8=m Vis Vs Vi Vis Vig Vir Vo Vi Va2 Vo Vo
8 =3n/2| v, Vs Vg Vi Vs Vs Vs Vs Vs v, Vs
S= Vs Vs Ve Ve Ve v, vy Vs Vg Vi Vo
(0,1,0) f=m Vi Vis Vis Vis Vo Vig Vig Viz Vs Vs Vi
8 =3m/2| v, Vs Vs Vs Vs V, V, V, Vg Vi Vi
8=m/2 Vs Vs vV, Va Vg Vg Vi Vi Vs Vs Vs
(0,0,1) f=m Vis Vs Vs Vg Vio Vag Vir Vg Vs Vs Vaa

{1,1,0) 8=mu v, | v, v, Vs | Vg | Ve | Ve | Vi | Vs v Vs
{1,0,1) S= Vs Ve Vs Vs Vs Vs v, Vy Vi Vs Viz
{0,1,1) 8=m Vo | Va | Vo | Vo | V5 Vg Vs Vs Vs Ve | vy
(1,-1,0) D=z vy Vs Ve Vs Viz Vi Vig Vs Ve Vs v
{1,0,-1) g=m Vs Vs v Vs v, v, Vs | v, Vo | Vo | Vi
(0,1,-1) B=m Vg | Vg | Vs | W | va | Vo | ve | vs | ve | Vs | v,
T B=2m/3 | vy, | Vi | Vs | Voo | Vor | Vas | Vo | Vi | Vs | Ve | Vis
S=ae Vo Ve Vs Vs Vis Vis Vi Vis Viz Vis Vis

(-1,1,1) S=dan Vo Vo Vs Va2 Vi Vis Vis Vs Vg Vig Vi
B S=ae Vie Viz Vg Vis Vs Ve Vs Va Vis Vis Vis
(1,-11) S=dan Vo Vs Vo Vo Vis Vis Vis Vi Vis Vi Vg
S=ae Vis Vg Viz Vis Vs Vs Vo Vs Vis Vis Vi
(11-1) S=dan Vi Vo Vo Vs Vis Vi Vis Vs Vis Vo Vir
O=4m/3 | v, | Vs | Vo | Vo | Vs | Var | Vi | Vo | Ve | Vs | Vis

Sekil 4.5 R3,, de Donme Hareketi Altinda Kdse Noktalarin Gériintiileri
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Yardimei Teorem 4.3 (x,y, z) noktasint (—x, —y, —z) noktasina esleyen doniisiim olan

orijine gore oy inversiyonu (noktaya gore yansima) R}, un bir izometrisidir.

Sekilh.d daki tabloda truncated octahedron birim kiiresinin kose noktalarmin

inversiyon hareketi altinda goriintiileri verilmistir.

inversiyon
AltndaNokta |V, | v, |vo |ve v |ve v, v |ve v vy Ve
Goruntileri
0 = (0,0,0)
Ty l"Illl-f-‘l- l"I'll:'l' UE' vi VE F? VE FE VIE' Fii vi-ﬂ FP
inversiyon
Altinda Nokta Vs Vi Vs Vis Viy LT Vg Vg V iz Vi Vs Vi
Gorintileri
0 = (0,00
EED ) Vis | Vis | Viag | Vias | Vg | Vg | Vg | Vur | Vg | Vs [ Vip | Vi

Sekil 4.6 R3,, de 0o Inversiyonu Altinda Kése Noktalarin Gériintiileri

Onerme 4.4 dro uzakligini invaryant birakan orijine gére alti tane donme yansimasi vardur.

Ispat 7y € Rry , T ve A diizlemleri 11 diizlemine dik olmak iizere déonme-yansima
p :onoaor = oqrg seklinde ifade ediliv. O halde donme ekseni yansima diizlemine dik
olmak zorundadi. Bu nedenle Onerme 3.3 deki dénme eksenlerinden 9 tanesi
incelenmelidir. Ciinkii Dy de verilen donme eksenlerinin hi¢biri Onerme 3.2 de verilen

vansima diizlemlerine dik degildir.

Eger 11, x = 0 diizlemi ise ry min birim vektorii (1,0,0) dir ve
p:onre(z,y,z) = (—x,ycosd — zsinb, ysinb + zcosh)
dir Vi = (%,O7 1), Vs = (1, %,O) ve Vi = (1,0, %) olmak tizere

1) = (—3,—sin6,cosb)
p(V5) = ,0) = (=1, cosd,1sind)
p(Viz) = p(1,0,3) = (=1, -3 sind, 1 cosb)



48

ve dro(Vi, Vir) = % , dro(Vs, Vir) = % dir. Dolayisiyla p uzakligi koruyacagindan

1 1 1
drolp(1),p(Vin) = max {3+ 3 fsind| + § fooso]cosd]. fino] . 3} =2

dro(p(Vi), p(Var)) = max{ §<‘|C°S 7 “‘“’S =24). }:2

cos f—sin § ‘ cos #—sin @ 3
2 2

denklemleri elde edilir. Bulunan bu denklemler ¢oziiliirse 0 = /2, 7,31/2 elde edilir.
Burada elde edilen sonuglardan kolaylikla oy, = oy oldugu gésterilebilir. O halde x = 0
diizlemini kullanarak 2 tane dénme yansima elde edilir. Benzer sekilde 11 i¢cin y = 0 ve
z = 0 diizlemleri kullanilrsa 0 = /2, 7,3w/2 igin 2 ser donme yansima elde edilir. Yani

bu ii¢ diizlem icin toplam 6 tane donme yansima vardur.

Eger 1L icin x + y = 0 diizlemi alinirsa ro min birim vektorii (1/+/2,1//2,0) dir ve

(cos@ 1) (1+cos€>y+(s$§)z’
( cosH 1)I+(COSG 1)y (\mfe)zj(_%)x+(%)y+00592)

P OHTe(fF,y, 2) = (

olur. V| = (5,0, 1), Vs = (1, 1,0) ve Vi = (1,0, %) olmak tizere

2

p(Vi) =p(3,0,1) = (=1l 4 75 sinf), ot — J5sinf, 7 sm6’+c050>
04) = (1.3.0) = (5622, =853, i)
p(Viz) = p(1,0,3) = (_HTCOSO + %sme, —eosfol _ \/Tisiné’, —\/% sinf + %cos@)

elde edilir. dro(V1, Vi7) = % ve dro(Vs, Va1) = % dir. Dolayisiyla p uzakligi koruyacagindan

1+4cos 60— \/isme ’\/551n9+1 COSO’}

1—cos 0++/2sin

4 +

1—cos 8++/2sin @

dro(p(V1), p(Vir)) = max : { ’

t ’ 1+cos€4\@sm9 7 fsm@_}_l COSQ
2 ( 2 cos §—+/2sin O 4 1+cos 6++/2 sin 0 4 /2 sin 0—1+cos 0 )
3 4 4 1 g
d V Vi7)) = max =
TO(p( 5>7 p( 17)) 2cos 0—+/2sin O 1+4cos 0++/2sin O /2 sin @—1+cos 0
4 g 4 ’ 4
bulunur. Bu denklem sistemi ¢oziiliirse 0 = 7 bulunur. Burada elde edilen sonuca gore

onrg = oo doniisiimii O = (0,0,0) gore bir inversiyon oldugundan bu durumda yeni bir
donme yansima yoktur. Benzer sekilde 11, v —y =0,z +2 =0, x —2 =0,y + 2z = (,
y — z = 0 diizlemlerinden herhangi biri ise donme eksenlerinin dogrultular: sirasiyla
(1,-1,0), (1,0,1), (1,0,-1), (0,1,1), (0,1, —1) olup bu durumlarin her birinde = 7
sonucuna ulasilir. Bu sonug¢ ise orijine gore inversiyon oldugundan bu durumlarin

hi¢birinde bir donme yansima yoktur.

Sekillh.7 deki tablolarda truncated octahedron birim kiiresinin kose noktalarmin

dénme yansima sonucu altindaki goriintiileri verilmistir.

winN
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Yansima Dizlemi Normali
Olan DEnme Ekseni Aglar vV, Vv, Vs Vs Vs Vs vV, Vz Vg Vi Vi Viz

Dogrultu Vektdrleri

O=m/2 | vy | Vo | Voo | Vs | Ve | Vo | Vir | Vs | Vas | Vs | Vas | Vi

{1,0,0) f=n Ve | ve | vy | vy | v | v, | v | v | vy, | v

O=3m/21 v, | Vo | Voo | Voo | Vo | Vo | Vis | Vir | Ve | Vs | Vs | Vis

E=T/2 | Vi | Vao | Vir | Vao | Vis | Ve | Vis | Vs | Vo | Ve | Var | Vs

{0,1,0) g=m v, | vs | Ve | vy Ve | Wy | Vs | Vs | Vi | vy

6= 3‘”,2 V.L‘? v!? V?ﬂ VIS vﬁ vﬁ VIE v!d vﬂ VZ? VB V21

o= ﬂ:'lz V14 Vii‘ VIE VZS V?i‘ VZ.E V24 VEE‘ ILI”2‘-.']' VIS V.ES V!?

(0,0,2) 6=m Ve | v [ ve v [ ve | v [ ve | vs [ v | v | v | v

O=3m/2| v | Vis | Vi | Vs | Voo | Ve | Vs | Vs | Vas | Vir | Vo | Vo

(1,1,0) 6=m Va Vs Vs 1 Vg Vs Vs Vs Vs Vi Vg Vg
(10,1) O=mn Ve [ vs [ ve vy f v v v v [ v v v | Ve
{0,1,1) g=m v, | v | v, sl Ve | vs | Ve | Ve | Ve | Ve | Ve | Vo
(1-10) O=mn Ve [ vs [ ve vy v v v v [ v v v | v
{1,0,-1) g=m v, | v | v, sl Ve | vs | Ve | Ve | Ve | Ve | Ve | Vo
(0,1,-1) 0=m ve | vs [ ove vy v v v L v [ v [ vy vy | v

Yanzima Dizlemi Mormali

Olan DGnme Ekseni Aglar Vi Vg Vs v

Dogrultu Vektarleri

O=m/2 | vy, | Vo | Vi | Vo | Vs | Vo | Vs | Vs | Vs | Ve |V, |V,

{IFD!D} 8 =i viS V:s vii v}i VEG ]"’!9 V:a vi? VZA VEE VEE Vz:
B=3m/2 v | v | Ve | Ve | Ve | v | ve | v | v | vs | v, | v,
B=m/2 | v, | v, | vo | v, | v, | v. | v, Vs | Vo | Vi | Ve | Vs
(0,1,0) 6=mn Vis | Vas | Viae | Vias | Vg | Vo | Vg | Vg | Wag | Vs | Voo | Vi

O=3m/2| v, | vy | v, | vs | vs | vy [ v | vy | v | Ve | Ve | vy

G=m/2 | v, | vy | Vo | Vo | Ve | Vo | Ve |V |V, | Vs | Vs | Vs

{01'0"1} 8 =i U:S U.‘S V:-‘i v.‘i VEG' U:P V.‘& U:? UZ—‘! VEE UZZ VZ.'

8=3m/2) v, | v, Ve | Ve | Ve | Ve | Ve | Ve | Ve | v | w. | v,
{1!1!0} B =i vlS v!S vl:t v!i VEG' VEE‘ V:a vl? VZ-'!. VEE VZE v.?'
{1!0!1} B =i vlS v!S V i4 ]f" 13 VEG' VEE‘ V:a i7 VZ-'!. VEE VZE v.?'
{Dflfl} 6 =i U:S v.‘S v 14 v 13 V&‘G‘ L":g V.‘S v:? vé‘-‘l Vé‘i‘ VZZ v.?.‘
{1!-1!0} B =i vlS v!S V i4 ]f" 13 VEG' VEE‘ V:a i7 VZ-'!. VEE VZE v.?'
{IPDP_I} 6 =i v:S V:s v id v 13 VEG' V:P V.‘& v:? V2_1 VEE VZZ VZ.'
{0!1!-1} B =i vlS v!S V i4 ]f" 13 VEG' VEE‘ V:a i7 VZ-'!. VEE VZE v.?'

Sekil 4.7 R3,, de Donme Yansima Hareketi Altinda Kése Noktalarin Gériintiileri

Onerme 4.5 dro uzaklhigini degismez birakan orijine gore sekiz tane dénme inversiyon

vardrr.

ispat Bir donme inversiyon rg9 € Rro olmak iizere p : cpopnor = oory seklinde ifade

edilir. Buna gére Onerme 3.3 deki dénme eksenleri icin 13 durum goéz éniine alinmalidir: vy,
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x ekseni etrafinda donme olarak tanimlanirsa, rg min birim vektérii (1,0, 0) olur ve
p:oorg(x,y,z) = (—x,—ycosh + zsinh, —y sinf — z cos0)

dir.
Vi=(%,0,1), V5= (1,4,0), Vir = (1,0,) olmak iizere

p(Vi) =p(3,0,1) = (=1, sin6, — cos 6)
p(Vs) =p(1,3,0) = (—=1,—3 cosf, —1sinb)
p(Viz) = p(1,0,3) = (=1, 5sin6, —1 cos §)

elde edilir. dro(Vi, Vir) = 3 ve dro(Vs, Viz) = 2 tiir. Dolayisiyla p uzakhigi koruyacagindan
dolay1

dro(p(V1), p(Vi7)) = max {2 |2’ +2 }2 cosH| +2 |1 i
dro(p(Vs), p(Viz)) = max {2 (|°°S‘92S‘“9‘ + ‘COS(’QSMD :

_gsiney} =2
‘COS@*SIHO}} :§

cos f—sin @
2

Y

seklinde olusan denklemler ¢oziiliirse 0 = /2, w, 31 /2 elde edilir. Burada ogrg bir donme
yansimasi veya yansima oldugundan bu durumda yeni bir dénme inversiyonu yoktur. Benzer

sekilde y ve z eksenleri etrafindaki donmeler icin de yeni bir donme inversiyonu yoktur.

ro dogrultu vektorii (1, 1,0) olan I dogrusu etrafindaki donme ise ¢ min birim vektorii

(1/v/2,1//2,0) olur ve

( (—00;9—1)$+(cosg—1)y_(%)Z’(%)x_k( 1— 0059)y+(79) )

p- 0'07“9(1’7:% Z) =

sin

(882) — (512)y — cos 0z)

dir Vi = (%,0, 1), Vs = (1, ,O) ve Vi = (1,0, %) olmak tizere

p(Vl) 7 (%707 1) - 71740086 N % sin 6, Cose : + \fsme Y2ginf — cOSe>
o) =0 0,0 — (<582, 263 Fing)
p(‘/17) = p (1,07 %) — <_1—2C089 o %Sll’l@, % + \/Ti Sln@, w)

elde edilir. dro(V1,Vi7) = % ve dro(Vs, Viz) = % tiir. Dolayisiyla p uzakligr korumak

zorunda oldugundan

2 1+cos§—+/25sin 6 4 | 1=cos 0++/2sin 4 _ V2 sinf — 1 cos 0 7
dro(p(V1), p(Vir)) = max§ . . ' )
’ 1+ cos —+/2sin @ 1—cos 0++1/2sin 0 V2 - 9 1 9
1 s 1 N e smo — 3 COS
2 2cos #—/2sin 6 —14cos 0++/2sin 6 cos +1++/2sin 6
3 4 + 4 + 4 ) 9
d \% Vi7)) = max ==z
TO(p( 5)’p( 17)) 2 cos 0—+/2sin O ‘71+0050+\/§sin9 cos 0+14+/2sin 0 3
4 ) 4 ) 4

seklinde bulunan denklem sistemi ¢oziiliirse 0 = 7 sonucuna ulasilir. Buradan p = oory bir

donme yansimasi veya yansima oldugundan yeni bir donme inversiyonu yoktur.
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Benzer sekildery, (1,—1,0), (1,0,1), (1,0, —1), (0,1,1), (0,1, —1) eparalel donme

eksenlerinden herhangi birisi ise yine yeni bir donme inversiyonu yoktur.

ro dogrultu vektorii (1,1, 1) olan | dogrusu etrafindaki donme ise ronin birim vektorii

(1/v/3,1/4/3,1/\/3) olur ve

( 200s9 1)x+(0050+\/§sm9 1)y+(c089 \/gsm@ 1)27
p:oor (I y Z) o (cos& \/gsmé 1) x -+ —1— 2c050) y+ <cos€+\/§sm9 1) >
. o’e v J - I
<cos€+\/§sm0 1)&7 <cos€ /3 sin6— 1>y_|_( 1— 2c0s9)
dirVi = (—,0, 1), Vs = (1,% ) ve Vir = (1, 0, %) olmak tizere
p(Vi)=p(3,0,1) = (-1 — \fsme =lieosd 4 VB i g, =loeost ﬁsin&)
p(v})) :p(l,%,O) — —1—20059 + \/Egme’_% \/§§m9 —1+cos€ oy fSll’le >
,0(V17)zp(1,0,%) = (_I_T“’S‘e—%gsinQ,_HTme sm@ ———i—\[sm6’>

elde edilir. dro(Vi,Vi7) = % ve dro(Vs, Viz) = % tiir. Dolayisiyla p uzakligr korumak

zorunda oldugundan

% (‘ V3sinf+1 cos@‘ “[smé" ’ cos@—%sm&‘)
dro(p(V1). p(Vir)) = max —i sin 9+1 cos 0’ ‘— sinf|, ‘ 1cosf — i sin ¢

([0 |+ ing g )
dro(p(Vs), p(Vi7)) = max cos0 _ Vasing| V3 |gin || ses0 4 YBsno =3

bulunur. Bu denklem sistemi ¢oziiliirse 0 = 27 /3, 47 /3 olur. Bu durumda (1,1, 1) dogrultu
vektorii olan | dogrusu etrafindaki donme kullanilarak 2 tane dénme inversiyonu elde
edilir. Benzer sekilde (—1,1,1), (1,—1,1), (1,1,—1) dogrultulu eksenler etrafindaki
donmeler kullamilarak her biri i¢in iki yeni donme inversiyon elde edilir. Burada dro

uzakligini koruyan tam olarak sekiz donme inversiyonu vardir.

Sekilld.§ deki tablolar truncated octahedron birim kiiresinin kose noktalarinin dénme

inversiyon altindaki goriintiilerini vermektedir.



Dénme Ekseni
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Ddnme Ekseni

Dogrultu Aglar | Vs | Vi | Vs | Vs | Vs | Vg | Ve | Voo | Vs | Ve | Vs | Vi
Vektdrleri

9 = ﬂ:fz Vi&' VL‘? VS v.ﬂ V? VS VS V& Vd vi v}? Vi

[11'0!0} 9 =i Vii vid v15 vi& ng V?ﬂ v.i? v.!B VIS VM v?j VEE

B=3n/2 v | vy | v | Vo | Vs V. | v V. V. vV, | v, v,
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— VM V23 VZE VZI vi& V!i( v15 V13 v?ﬂ V!S VIS' V17

[_1'1'1] ii;::; V.‘?E VE.{ VEd. VEE V.fs Vii V.{S vid vi? Vi} V.{S VEG'
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Sekil 4.8 R3,, de Dénme Inversiyon Hareketi Altinda Kose Noktalarin Goriintiileri

52



53

Buraya kadar olan kisimda Oklidyen 3—uzaym izometrilerinden hangilerinin dro
metrigini korudugu bulunmustur. Daha agik¢a Oklidyen 3—uzayin izometrilerinden dokuz
yansima, yirmi dort donme, alti donme-yansima, sekiz donme-inversiyon ve bir
inversiyonun dro metrigini korudugu gosterilmistir. Bu tespit edilen doniigiimler truncated
octahedronun Oklidyen simetri grubu olan O, (octahedral grup) déniisiimleridir. Bu gruba
truncated octahedron grup denilsin ve G(7°0) ile gosterilsin. Agik¢a G(T°O), Oy, grubuna
izomorftur. Bundan sonra bu doniisiimlerden baska dro metrigini koruyan izometrinin
olmadigi gosterilecektir. Yani R}, un tiim izometrilerinin 7(3).G(TO) oldugu

gosterilecektir.

Tanmm 4.2 A = (ay,as,a3) ve B = (by, b, b3) R3, uzayinda farkli iki nokta olsun. Bu
taktirde
{X | dTo(A,X) + dTo(B,X) = dTo<A, B)}

kiimesine A, B noktalarimin minimum uzaklik kiimesi denir ve [AB| ile gosterilir.

Genel olarak, [AB] kiimesi A B kosegenli bir onikiyiizlii olusturur (Bakiniz Sekil4.9).

el

Sekil 4.9 R3,, da Minimum Uzaklik Kiimesi

Buradaki minimum uzaklik kiimesiy = 0, —z+2y+22z =0,z = 0,2z —y+22z = 0,

x =0, 2x 4+ 2y — z = 0 diizlemleri ve bunlara paralel diizlemlerle olusan onikiytizliidiir.

Onerme 4.6 ¢ : R}, — R3,, bir izometri ve [AB] paralelyiiz olsun. O halde

¢([AB]) = [6(A)¢(B)]

olur.
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Ispat Y € ¢([AB]) olsun.

Y € ¢([AB]) <= IX € [AB]3Y = ¢(X)

dro(A, X) + dro(B,X) = dro(A, B)

dro(¢(A), 6(X)) + dro(d(B), $(X)) = dro($(A), 4(B))
Y = ¢(X) € [p(A)o(B)].

111

Sonu¢ 4.6 ¢ : R, — R3, bir izometri ve [AB)] paralelyiiz olsun. Bu durumda ¢, [AB] nin

koselerini koselere doniistiiriir ve kenar uzunluklarini korur.

Onerme 4.7 f : R3,, — R3,, déniisiimii f(O) = O olacak sekilde bir izometri olsun. Bu
taktirde f € G(TO) olur.

Ispat O = (0,0,0) ve D = (1,1, 1) olmak iizere [O D] onikiyiizliisiinii gézoniine alalim.
Bu onikiyiizliiniin kése noktalarindan altis1 V, = (%, 0, 1) ,Vie = (1,0, %) Vs = (1, %, 0),
Vop = (%, 1, 0) Vo = (0, 1, %) ve Vi3 = (0, %, 1)olup bu noktalar ayni zamanda merkezil
birim truncated octahedron birim kiiresinin kése noktalaridir. Dahast bu alti nokta

truncated octahedronun her biri aymi diizgiin altigen olan bir yiiziiniin kose noktalaridir

(Bakiniz Sekil4.10).

7\

Sekil 4.10 R3,, da Birim Kiire Ve Minimum Uzaklik Kiimesi
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f izometrisi [OD) onikiyiizliisiiniin kése noktalarimi kése noktalara doniistiiriip,
kenar uzakliklarin kordugundan ve f(O) = O oldugundan dolay1 Vi, Vi, Vs, Va1, Vg ve
Vi3 noktalarimi truncated octahedronun yine bir yiiziiniin kose noktalarina doniistiiriir.
Ayrica bu doniistiirme iglemi gercgeklesirken kenar uzunluklar: korunacagindan dolay:
i.5,k,l,m,n € {1,2,...,24} ve V;V;, V;Vi, ViV, ViV, Vi, Vi, ve V,,V; truncated
octahedronun alti kenari olmak iizere f(V1) =V, , f(Viz) =V, f(V5) = Vi, f(Va1) =V},
f(Vo) = Vi, ve f(Vis) = Vi, olur Acgik¢a ifade edilirse f izometrisi, truncated
octahedronun bir yiiziiniin kése noktalarini yine bir yiiziiniin kose noktalarina doniistiiriir.
O halde truncated octahedron 8 tane diizgiin altigen yiize sahip oldugundan bir yiiziin
dontisebilecegi 8 yiiz ihtimali vardir. Ayrica kenar uzunluklari korunmak zorunda
oldugundan Vy noktasi bu yiiz iizerinde doniisebilecegi noktalar alti sekilde belli iken diger
bes kosenin noktalart olan Vi;, Vs, Vo1, Vo ve Vis icin bir tek ihtimal vardir. Bu taktirde
truncated octahedronun her bir yiizii i¢in 6 ihtimal oldugundan dolayi bu noktalarin
dontisebilecegi 48 ihtimal vardir. Bu ihtimaller ise asagida tek tek siralanmis ve her bir

doniigiimiin onceden tespit edilen hareketlerden hangisine karsilik geldigi ifade edilmistir.

1 f(Vh) = Vs, f(Vir) = Vg, f(V5) = Vi, f(Var) = Vas, f(Vo) = Vo ve f(Vi3) =
Vigise A : x = 0 diizlemi olmak iizere f = o yansimasidur.

2.f(V) = Vi, f(Vir) = Vg, f(Vs) = Vi, f(Var) = Voo, f(Vo) = Vir ve f(Vi3) =
Vis ise A : y = 0 diizlemi olmak tizere f = o yansimasidir.

3fVi) = Vo, f(Vir) = Vig, f(V5) = Vs, f(Var) = Var, f(Vo) = Vig ve f(Vi3) =
Vigise A : z = 0 diizlemi olmak iizere f = o yansimasidur.

4.f(V1) = Vis, f(Vir) = Vin f(V5) = Vau, f(Va1) = Vs, f(Vo) = Vig ve f(V13) =
Viise A : x4y = 0 diizlemi olmak iizere f = o yansimasidur.

5-f(V1) = Vao, f(VN) =V f(v5) = Vi, f(Vm) =Vio, f(vs;) = V23V€f(V13> =
Viise A : x4 z = 0 diizlemi olmak iizere f = o yansimasidur.

6.f(V1) = Voo, f(Vir) = Vi, f(V5) = Vig, f(Var) = Vo, f(Vh) = Vig ve f(Vi3) =
Vigise A : y + z = 0 diizlemi olmak iizere f = oA yansimasidur.

7.f(Vi) = Vig, f(Vaz) = Vo, f(V5) = Var, f(Var) = Vs, f(Vo) = Vizve f(Viz) = Wi
ise A : x —y = 0 diizlemi olmak iizere f = o yansimasidur.

8.f(V1) = Vir, f(Vir) = Vi, f(Vs) = Vis, f(Va1) = Vi, f(Vo) = Varve f(Viz) = Vs

ise A : x — z = 0 diizlemi olmak iizere f = o yansimasidur.
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9.f(Vi) = Voo, f(Viz) = V5, f(V5) = Viz, f(Var) = Vi, f(Vo) = Vizve f(Vi3) = Vg

ise A 1y — z = 0 diizlemi olmak iizere f = oa yansimasidir.

10.f(Vi) = Voo, f(Viz) = Vi, f(V5) = Var, f(Var) = Vi, f(Vy) = Visve f(Vis) =
Vi1 ise donme ekseni (1,0,0) olmak tizere f = I donmesidir.

U~f(V1) =V, f(V17) = Vis f(VS) = Vs, f(Vzl) = Vo, f(Vg) :V12V€f(vl3) =
Vie ise donme ekseni (1,0,0) olmak iizere f = r, donmesidir.

12.f(V1) = Varise f(Vir) = Vs, f(V5) = Vis, f(Va) = Vo, f(Vo) = Vi ve

f(Viz) = Vig ise donme ekseni (1,0,0) olmak iizere f = ran donmesidir.

13-f<V1) = Vig ise f(VN) = Vs, f(v5) = Vg, f(Vzl) = Vio, f(Vb) = Vo ve
f(Vi3) = V; ise donme ekseni (0,1, 0) olmak iizere f = ro donmesidir.

14.f(V1) = Vyise f(Vir) = Voo, f(V5) = Vi, f(Va1) = Vaz, f(Vy) = Vig ve
f(Vi3) = Viy ise donme ekseni (0, 1,0) olmak iizere f = r, donmesidir.

15.f(V1) = Vigise f(Viz) = Va, f(V5) = Viz, f(Va) = Vo, f(Vo) = Vag ve

f(Vi3) = V7 ise donme ekseni (0,1, 0) olmak iizere f = T donmesidir.

16.f(Vi) = Vigise f(Vir) = Vo, f(V5) = Vaz, f(Var) = Vo, f(Vo) = Vig ve

f(Vi3) = Vs ise donme ekseni (0,0, 1) olmak iizere f = ro donmesidir.

17.f(V1) = Vzise f(Vir) = Vi, f(V5) = Vs, f(Va1) = Vau, f(Vo) = Vi1 ve

f(Vi3) = Vi5 ise donme ekseni (0,0, 1) olmak iizere [ = r, donmesidir.

]8‘f(V1) = Vi5 ise f(V17) = Vi1, f(V5) = Voo, f(Vz1) =V, f(VQ) = Vir ve

f(Vi3) =V ise donme ekseni (0,0, 1) olmak iizere f = ran donmesidir.

19.f(Vi) = Vigise f(Viz) = Vio, f(V5) = Var, f(Va1) = V5, f(Vy) = Vigve

f(Vi3) = Vs ise donme ekseni (\%, \/Li’ 0) olmak iizere f = r, donmesidir.

20.f(V1) = Virise f(Vig) = Vi, f(V5) = Vis, f(Va1) = Vir, f(Vo) = Vaz ve
f(Vi3) = Vi ise donme ekseni (\%, 0, \%) olmak iizere f = r, donmesidir.

2]-f(‘/1) = Va3 isef(V17) = Vi f(VE)) = V19,f(v21) = Vs,f(v9) = Viz ve

f(Vi3) = Vi ise donme ekseni (0, \/LT \%) olmak iizere f = r, donmesidir.
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22-f(V1) = Vig ise f(V17) = Via, f(V5) = Vo, f(vzl) = Ik, f(Vb) = Voo ve

f(Vi3) = Vj ise donme ekseni \/Li’ —\%, 0) olmak iizere f = r, donmesidir.

23-f(v1) = Vy ise f(V17) =V, f(Vs) = Vi, f(V21) = Vi, f(VQ) = Voy ve

f(Vi3) = Vg ise donme ekseni ( L0,

T —\%) olmak iizere f = r, donmesidir.

24.f(Vi) = Vagise f(Vir) = Vg, f(V5) = Voo, f(Var) = Vi, f(Vo) = Vig ve
f(Viz) = Vg ise dénme ekseni (0, ol —\%) olmak iizere f = 1, donmesidir.
25.f(Vi) = Viise f(Vig) = Var, f(V5) = Vo, f(Var) = Vis, f(Vo) = Vi ve

f(Viz) = Va7 ise donme ekseni <% % olmak iizere [ = ri donmesidir.

l/

26.f(Vh) = Vo ise f(Vig) = Vas, f(V5) = Vi, f(Vaa) = Var, f(Vo) = V5 ve

f(Vi3) = Vay ise donme ekseni <\/i§, \/ig, \%) olmak iizere [ = ras donmesidir.

27.f(V1) = Vagise f(Vir) = Vig, f(V5) = Vi, f(Va) = Vao, f(V) = V7 ve

f(Vi3) = Vag ise donme ekseni <— %) olmak tizere | = T2 donmesidir.

8-
=

28.f(Vi) = Vgise f(Vir) = Vau, f(Vs) = Vir, f(Va1) = Vis, f(Ve) = Vi ve
f(Vi3) = Vig ise donme ekseni —% \% %) Imak iizere [ = Tin donmesidir.
29.f(Vi) = Viyise f(Vir) = f(V5) = Vs, f(Var) = Vg, f(Vy) = Vs ve

L

f(Vi3) = Vay ise donme ekseni <\/i§, —\% > olmak iizere f = T donmesidir.

a

30.f(V1) = Vs ise f(Vir) = V22 fV5 = Via, f(Var) = Vig, f(Vy) = Vi ve

f(Vi3) = Vig ise donme ekseni (—, ) olmak iizere | = Tix donmesidir.

31.f(V1) = Vigise f(Vir) = f(Vs) = Vo, f(Va1) = Vis, f(Vo) = Vi ve

f(Vi3) = Vi ise donme ekseni (\%, \/Lg, —\/Lg) olmak iizere | = T2x donmesidir.

32.f(Vi) = Vrise f(Viz) = Vaz, [(V5) = Vio, f(Var) = Via, f(V) = Vi ve

f(Vi3) = Vyg ise donme ekseni <\/%§, \/ig, —\/Lg) olmak iizere f = Tix donmesidir.

33 f(V1) = Vs, f(V17)—V24 f(Vs) =Via, f(Va1) = Vig, f(Vo) = Vive f(Vi3) =

Voo ise donme ekseni ( 75 f f) olmak iizere f = o0T2x donme inversiyonudur.

34.F(Vi) = Vigise f(Vir) = Vig, f(Vs) = Vi, f(Var) = Voo f(Va) = Vi ve

f(Vi3) = Vg ise donme ekseni (\%, % %) olmak iizere f = OO ix donme inversiyonudur
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35.f(Vi) = Vivise f(Viz) = Vis, f(Vs5) = Vi, f(Va1) = Vir, f(Vo) = VG ve
f(Vis) = Vag ise donme ekseni —\%,\%,\%) olmak iizere [ = ooran donme

inversiyonudur

36.f(V1) = Vs ise f(VN) = Vo, f(V%) = Vio, f(Vzl) = Via, f(Vb) = V5 ve
f(Vis) = Vig ise donme ekseni (—L L %) olmak iizere f = OOT ix donme

inversiyonudur.

37.f(Vi) = Vigise f(Viz) = Vi, [(V5) = Vo, f(Var) = Vis, f(V) = V5 ve

f(Vis) = Vu ise donme ekseni (%

1 1 .. o .
TR olmak iizere f = OOT 2x donme

inversiyonudur.

38.f(Vi) = Vaisef(Viz) = Vas, f(V5) = Vo, f(Var) = Vis, f(Vo) = Vave f(Vi3) =

. . 9 1 1 1 s o % g .
Vig ise donme ekseni ( NEIRIVEL \/§> olmak iizere f = OOT ix donme inversiyonudur.

39-f<V1) :Vsﬂsef(vw) =V13,f(V5) :Vs,f(vm) :Vlg,f(vsz) :V7vef(V13) =

. . : 1 1 1 . . .. . .
Vo3 ise donme ekseni ( NEIRVEL \/§> olmak iizere f = 00T 2x donme inversiyonudur.

40.f(Vi) = Vs isef(Vir) = Voo, f(V5) = Viu, f(Var) = Va5, f(Vo) = Vi ve
f(Viz) = Viy ise donme ekseni (\/%,\/%,—\/% olmak iizere f = ooris dénme
inversiyonudur.

41. f(VI):V%, f(VN):V& f(V5)=V19,f(V21)=V3,f(Vg):V15vef(V13)=

Vip ise A 1 = 0 ve donme ekseni (1,0,0) olmak iizere f = oarz donme yansimasidir.

42. f(V1) = Vagise f(Viz) = Vo, f(V5) = Voo, f(Var) = Vi, f(Vo) = Vig ve
f(Viz) = Vigise A : x = 0 ve donme ekseni (1,0,0) olmak iizere f = oAtz donme

yansimasidir.

43. f(V1) = Vigise f(Vig) = Vo, f(V5) = Vig, f(Var) = Via, f(Vo) = Vi
ve f(Viz) = Vs ise A 1y = 0 ve donme ekseni (0,1,0) olmak iizere f = oarsz donme

yansimasidir.

44. f(V1) = Vig ise f(V17) = V3, f(V5) = Vis, f(V21) = Vi, f(v9) = Vo
ve f(Vig) = Vi ise A :y = 0 ve donme ekseni (0,1,0) olmak iizere f = OAT 3z donme

yansimasidir.
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45. f(Vi) = Vigise f(Viz) = Vio, f(V5) = Vas, f(Var1) = Vi, f(Vo) = Vao
ve f(Viz) = Viise A : z = 0 ve donme ekseni (0,0, 1) olmak iizere f = oarz dénme

yansimasidir.

46. f(Vi) = Vigise f(Vir) = Vig, f(V5) = Voo, f(Va1) = V5, f(Vo) = Vig
ve f(Viz) = Vhise A : z = 0 ve donme ekseni (0,0, 1) olmak iizere [ = OAT 3z donme

yansimasidir.

47. f(Vl) :Vl,f(VN) = Vir, f(V5) :Vs,f(vm) = V21,f(‘/§) :V9V€f(V13) =
Vi ise [ birim doniigiimdiir.

48. f(Vi) = Vi, f(Viz) = Vao, f(V5) = Vs, f(Va1) = Vau, f(Vo) = Vizve f(Vi3) =
Vig ise f inversiyondur.

Buna gére orijini koruyan | izometrisi G(TO) nun bir elemanidir. Bir baska deyisle

truncated octahedron uzakligim koruyan Oklidyen izometriler disinda bir izometri yoktur.

Teorem 4.3 f : R3., — R3., doniisiimii bir izometri olsun. f = T4 o g olacak sekilde bir
tek Ty € T(3) ve g € G(TO) vardw.

Ispat A = (a1, ay,a3) olmak iizere f(O) = A olsun. Bu taktirde g = T_, o f olacak
sekilde tammli g doniisiimii bir izometridir ve g(O) = O olur. Béylece Onerme 3.7 den
dolay1 g € G(TO) ve f = Ty o g olur. Ispatin tekligi asikardur.

Buna gore truncated octahedron metrigi ile donatilmis analitik 3—uzayin
izometrilerinin grubu truncated octahedronun (Oklidyen) simetri grubu olan O ile
3—boyutlu analitik uzayin tiim 6telemelerinin grubu olan 7'(3) tin yari-direkt ¢arpimudir.

Yani R3,, nun tiim izometrilerinin kiimesi 7'(3).G(TO) dur.
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5. ICOSIDODECAHEDRON UZAYI

5.1 Icosidodecahedron Metrigi ve Ozellikleri

Icosidodecahedron 20 iicgensel ve 12 besgensel yiize sahip bir arsimed cismidir. Her
birinde 2 iliggen ve 2 besgenin bulustugu 30 es kdseye ve her biri bir liggeni bir besgenden
ayiran 60 es kenara sahiptir. Icosahedron ya da dodecahedronun uglari kenarlarinin orta

noktalarina kadar kesilerek elde edilmis bir konveks cisimdir.

Sekil 5.1 icosidodecahedron

Birim kiiresi icosidodecahedron olan uzaklik fonksiyonu d;p ile gosterilir ve bu
uzaklik fonksiyonunun metrik aksiyomlarini sagladigi ve bazi 6zellikleri (Can, Gelisgen ve

Kaya, 2015) kaynagindan verilmektedir.

Tanim 5.1 P, = (21,91, 21) ve Py = (29, Y2, 22) R3 te iki farkl nokta olsun. ¢ = %galtm
oran olmak iizere
( )
|$1—m2|+(<ﬁ—1)max{ =l (o = Dz =2 }7
(1= ¢) 21— o + [y1 — yo| + [21 — 22

|21 — 22|, (p — 1) |21 — @2,
|21 — 22| + (1 = 9) [y1 — ya| +[21 — 22
|z — 22|, (9 = 1) [y1 — 2,
|71 — 22| + |y — 32| + (1 — @) [21 — 22

dip(Py, Po) = max ¢ [y1 — ya| + (» — 1) max

|21 — 22| + (p — 1) max

\

bigiminde tammlanan drp : R? x R® — [0, 00) uzaklik fonksiyonuna icosidodecahedron

uzaklik fonksiyonu denir.
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Yardimei Teorem 5.1 P, = (z1,y1,21) ve Py = (2, Y2, 20) R? te iki farkli nokta olsun. Bu

durumda

_ 1 _
drp(Pr, P) > \xl—x2|+(go—1)max{ i =2l b = V==, }

(I =) 21 — @2 + |y1 — yal + |21 — 22
|21 — 22|, (o — 1) |21 — 2o,
|71 — 2| + (1 =) [y1 — 2| + |21 — 22
21 — 22|, (0 — 1) [y — 9o,
21— @o| + [y1 — g2 + (1 — @) |21 — 22

dip(Pr, P2) > |y1 — ya| + (p — 1) max

d[D(Pl,PQ) Z ‘Zl — 22| + (QD — 1) max

’

dir.
Ispat Ispat maksimum fonksiyonunun tammindan aciktir.

Teorem 5.1 R3 te d;p uzaklik fonksiyonu metriktir ve bu metrikle donatilmis uzayin birim

kiiresi icosidodecahedrondur.

Ispat d;p : R® x R® = R icosidodecahedron uzaklik fonksiyonu ve
P = (z1,y1,21), Py = (9,90, 22) ve Py = (3,93, 23) R te ii¢ farkl nokta olsun. djp
uzaklik fonksiyonu her Py, Py, Py € R3 noktalari igin asagidaki aksiyomlar: saglyorsa R?

te bir metriktir.

Ml) d]D(Pl,PQ)20ved1D(P1,P2):0<:>P1:P2
M2) dip (P, P) =dip (P, Pr)
M3) dip (P, Ps) <dip (P, P2) +dip (P, Ps3).

M1) Mutlak deger her zaman negatif olmayan degerler iireteceginden dolayr mutlak

degerlerin toplaminin maksimumu da pozitiftir veya sifirdir. Boylece,

dip(P1, P,)
,

[y1 — 12l (0 = 1) 21 — 22, } ‘
(1 =) w1 — 22| + |1 — y2| +]21 — 22| ’
|21 — 22|, (¢ — 1) |21 — 22,

|21 — 2o H(1 — ©) [y1 — ya| +]21 — 22
w1 — 22|, (9 — 1) [y1 — 9o,

71— @a| + |y1 — 2| (1 — @) |21 — 22

|21 — 29| +(¢ — 1) max {
=max q [y1 — y2| +(p — 1) max

?

|21 — 22| +(¢ — 1) max




dw. Yani d;p pozitif tamimlidir. Eger
dip(P1, P»)

)
|21 — @a| + (¢ — 1)max{
=max ¢ |y — yo| + (¢ — 1) max

|21 — 22| + (p — 1) max

\

=[xy — 22| =0, [y1 — 12| =0,
= X1 = T2, Y1 = Y2, 21 = 22
:>P1:P2

Tersine Py=P; ise |x; — x2]=0, |y1 — y2
olur.
M2)

tamimindan

Mutlak  deger
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[y — ol (o — 1) |21 — 2o ,
(1= @) |r1 — 2| + [y1 — yo| + 21 — 22|
|21 — 22|, (p — 1) |1 — 2],
|21 — @2 + (1 = ) [y1 — ya| + |21 — 22
21— 22|, (0 = 1) ly1 — v,
21 — @] + |y1 — y| + (1 — ) [21 — 22

3

, ¢=0

J

21—22|:O

|=0 ve |21 — 20|=0 olacagindan d;p(Py, P2)=0

ve

|21 — xa|=|z2 — 1|, Y1 — val=ly2 — Y1

|21 — 22|=|22 — 21| dir. Buradan acik¢a drp( Py, Py)=drp(Py, Py) dir. Yani, drp simetriktir.

M3) P, = (z1,y1,21), P» = (22,92, 22) ve

Py = (z3,y3, 23) € R? olsun.

dip(Py, P3) < dip(Py, Po) + dip(Ps, Ps)

oldugu gosterilmelidir.

dip(Py, Ps)

)
|21 — @3] + (¢ — 1)max{

—max{ [y — ys| + (p — 1) max
|21 — 23] + (¢ — 1) max
\
(
|r1 — 29 + 29 — 23] +(p — 1) max
=max  |y1 — Y2+ y2 — y3| +(p — 1) max

21 — 29 + 29 — 23] +(¢ — 1) max

ly1 —yal, (o —1) |21 — 23],

(1 =) 21 — 3] + ly1 — ys| + [21 — 23]
|21 — 23], (¢ — 1) |21 — 23,

21 — @3] + (1= ¢) [y1 — ys| + |21 — 23]
21 — 3], (= 1) [y1 — ys]

|21 — @3] + |y1 — ya + (1 — @) [21 — 23] )
[y — yatye — ysl, (= 1) |21 — 2220 — 23],
(1 =) |r1 — 2220 — 23] + [y1 — Y2 ty2 — Y3
+ 21 — 2otz — 23]

’

Y

(|21 — 2020 — 23], (0 — 1) |2 — To+TH — T3],
|21 — xatxs — 23] +(1 — @) [y1 — Y2ty — Y3l
Ltz — 2tz — 2

(|1 — motmy — wsl, (o — 1) [y1 — y2tya — vs]
|1 — Totas — 23] + Y1 — Y2ty2 — ys|

(1 =)+ ]|z1 — 20F2p — 23

Y
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|y1 - y2| + |?Jz - y3|7 (90 - 1) (121 - Z2| + |Zz - Z:’J),
— Ya| + |y2 — 3|

1 — To| + |372 — x3] +(p — 1) max (1 — 80) (‘1'1 - 9152| + |1172 — 373’) + ’yl

+ 21 — 2] |20 — 23]

(|21 — 20| + |22 — 23], (p = 1) (|21 — 2| + |22 — 73])

— Yo| + |12

—y3l)

<max<{ |y1 —yo| T |y2 — ys| (v — 1) max |21 — 2o| + |22 — 23| +(1 — @) (|11
L e — 2| |z — 2
(a1 — ol +las = 2], (0= 1) (g1 =l + 12 — )
|Z1—2’2|+|22—23|+(<p—1)max |x1—x2‘+|x2—x3|+|yl_y2|_|_‘y2_y3|
\ (A=) (|21 — 22| + |22 — 23])
( |I1—$2|+(90—1)max{ 1 =2l (9 =Dz — 2, }
(L =) 21— 2| + |1 — ya| + |21 — 2o
<max{ [y1 — yo| +(p — 1) max 7= 2], (o= Do — 2ol oS
|z1 — 2| +(1 = @) [y1 — ya| +[21 — 22
|21 — 22| +(¢ — 1) max 21 — 2ol (0 — 1) lr — v
L |21 — 2a| + |y1 — w2 H(1 — ) |21 — 22 )
( w2 — 23] +(p — 1) max (Y2 — sl s (0 — 1) |22 — 2,
(1 = @) [wo — @5 + [y2 — ys| + [22 — 23]
max ¢ |y2 — y3| +(¢ — 1) max |22 = 23], (9= 1) o2 = a3, 7
|2 — @3] + (1 — @) [y2 — ys| + |22 — 2]
22 — za] +(p — Dymax { 172 %8l (=L s
. |zo — 23| + |y2 — ys| + (1 — @) |20 — 23]
=].
dir. Burada Yardimci Teorem 4.1 den dolay:
( =l (o= 1))z -

ve

d[D(PQ,P3) Zmax |y2 y3|+ — 1 max

dip(Py, Po) > max < |y;3 —y2| (e — 1) max{

|21 — 22| +(¢ — 1) max

|21 — 2o (1 — ) [y1 — yo| +

_ 1 _
|21 — 22| +(¢ — 1) max 21 =l (o =)l
|1 — 0| + ]y — ol +(1 — )

0 — 1)z —
|29 — 23] +(p — 1) max |y2 ez = 2

|22—2’3| —]_) |I’2—I'3|,

lzo — 3], (0 —1)|y2 — ys]

|29 — 23| +(p — 1) max
w2 — @3] + |y2 — ya| + (1 —

\

olur. O halde I < d;p(Py, Ps) + dip (P, P3) bulunur. Buna gore

dip(P1, P3) < dip(Py, Po) + dip(Ps, Ps)

zQ‘a

©) |x1 — @a| + |y1 — Yol + |21 — 22|

|Zl—z2| (o —1) |21 — 2],

|21 —22’
y2|
|21 — 22

|332 — 23| + |y2 — ys| + |22 — 23]
|79 — 23] + (1 — @) |y2 — y3| + |22 — 2]

©) |22 — 23]

.

9

Vs

3

)

-~

)
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elde edilir. Yani icosidodecahedron uzaklik fonksiyonu tiggen esitsizligini saglar.

Sonug¢ olarak icosidodecahedron uzaklik fonksiyonu metriktir. Ayrica bu metrikle

donatilmis analitik 3—uzayda orijinden 1 birim icosidodecahedron uzakligindaki noktalarin

kiimesi
r , .
-1
(=) 2] + [y + 2]
2|, (¢ — 1) ||,
Sip = { (2,y,2) :max< |y|+ (¢ — 1) max _1
2]+ (1 =) [yl + |2
—1
|z] + (¢ — 1) max =1, (= 1)1yl
N ( 2l +lyl+ A=)zl | ) )

olup bu noktalarin geometrik yeri Sekil5.2 de goriildiigii gibi icosidodecahedrondur:

Sekil 5.2 Icosidodecahedronun Koordinat Eksenlerine Yerlestirilmesi

Icosidodecahedron uzaklik fonksiyonu bir hayli karmasik gdziikmesine ragmen
apsis, ordinat ve Kkotlar arasinda bir yonlendirme vardir. Bu yonlendirme ise
|z — x2|-|y1 — yo|-|21 — 22|-|x1 — 22| seklindedir. Buna gore d;p fonksiyonunda yer alan
i ifadeden herhangi birinde |z, — x| yerine |y; — ya|, |y1 — y2| yerine |z; — 25| ve
|21 — 29| yerine |x; — x5| yazildiginda diger bir ifadeye ulagilir. Geometrik olarak P;
noktasindan P, noktasina olan yol i¢in ii¢ farkli olasilik vardir. Buna gore bu yollar

asagidaki gibi ifade edilebilir:

(i) Biri koordinat eksenlerinden birine paralel digeri bir diger koordinat ekseni ile

arctan(+/5/2) radyanlik ac1 yapan iki dogru parcasinin birlesimidir.
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(ii) Biri koordinat eksenlerinden birine paralel digeri bir diger koordinat ekseni ile

arctan(1/2) radyanlik a¢1 yapan iki dogru pargasinin birlesimidir.
(iii) Her biri koordinat eksenine paralel olan li¢ dogru par¢asinin birlesimidir.
Boylece P, ve P, noktalar1 arasindaki icosidodecahedron uzakligi (i) sikkindaki yol
icin bahsedilen iki dogru pargasmim Oklidyen uzunluklarmin toplam, (ii) sikkindaki yol

icin bahsedilen iki dogru parcasinin Oklidyen uzunluklar1 toplami ve (iii) sikkindaki yol
icin bahsedilen ii¢ dogru parcasimin Oklidyen uzunluklar1 toplamimin @ katidir.

1
1
:
1
i Az —z|=c
1
a= arclan(\fg/) :
: C=(x,.

R=(x,%.7) v "D=(x.31.2)

_________________

[N A

R=(x.3.7) |31_3:|=¢'

Sekil 5.3 icosidodecahedron Uzakligina Gore Iki Nokta Arasindaki Yollar

Sonug¢ 5.1 R?, de (o, yo, 20) merkezli ve r yarigapl kiire

’ [y = ol (o = 1) |z — 0., }
(1 =) |z — ol + ly — w0l + |2 — 2| [

2], (= 1) [& = o],

|z — o] + (1 =) ly — wo| + [z — 20

|z — ol , (0 = 1) [y — wol,

|2 = wol + [y = yol + (1 =) |z = 0

|$—x0|+(gp—1)max{

max § |y — yo| + (¢ — 1) max

|z — 20| + (¢ — 1) max

\

1

denklemi ile ifade edilen , kose noktalari (0,0,r), (r,0,0), (0,r,0), (‘pT*lr, 57, 5 )

(%r, 5"2;17", %r) (%r, 2, 5";—17“) noktalarimin her bir bilegeninin tim muhtemel +/— isaret

degisikliklerinin (xo,vo, 20) kadar otelenmiginden olusan 32—yiizlii bir ¢okyiizlii olan

icosidodecahedrondur.
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Bu boliimiin diger kisimlarinda sik¢a kullanilacagindan dolay1 merkezil birim kiirenin

kose noktalar1 asagidaki sekilde isimlendirilmistir;

Vi = (0,0,1), Vo = (0,0,—1), V5 = (1,0,0), V4 = (=1,0,0), V5 = (0,1,0),
i o= (010, V: = (5554, % = (55.5.-5). % = (5&,-5.%),
Vie = (55 -3 %), Vu = (525.5) Ve = (555,5,-8) Vs = (55 -5.%),
Vie = (5% -5-%5) Vis = (5552 Vs = (5.5 -3) Vir = (§,3%3),
Vis = (5,552, -3)- Vo = (=5.555.3). Vao = (=5, 5 —3). Vo = (=%, 5%, 3),
Ve = (5,52 -3): Vs = (3:5.5) Vu = (3.5.59): Vs = (5-%.%),
Vi = (15,559 Vir = (-1 550 Vo = (-1 5559 Vo = (b5, 550,

Bir sonraki teoremde d;p metriginin iyi bilinen bazi uzaklik fonksiyonlarinin genel

hali olan d,,, metrigi ile iligkisi verilecektir.

Teorem 5.2 P, = (11,91, 21) ve Py = (22, Y2, 22) R® de herhangi iki nokta olsun. m = v = 0

ve
( )

|71 — x| + (¢ — 1) max 91 =2l (0 = Do — 2|,
(1= ) |a1 — wal + |y1 — vl + 21 — 20| |

_ 1 _
max ¢ [y1 — y2| + (¢ — 1) max |21 = 22|, (¢ — 1) |1 — 2, 7
|21 — 2o + (1= @) |y — 2| + |21 — 22

21 — 22| + (¢ — 1) max o1 = 2], (0 = D) lyr — 1l

" \ 21— 2| + g — |+ (1 — @) |2r — 2] | )

max {|z; — 2|, [y1 — 12|, |21 — 22|}

olmak iizere d,,, (Py, Py) = dip (P, P») dir.

Ispat w,v ve m icin verilen degerler d,, metriginde yerine yazilirsa istenen esitligin

saglandigi kolaylikla goriilebilir.

Asagidaki onerme R® deki noktalar arasindaki Oklidyen ve icosidodecahedron

uzakliklar1 arasindaki gegis bagintilarini ifade etmektedir.
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Yardimer Teorem 5.2 P, = (z1,y1,21), Po = (%9,v2,22) € R3 verilsin. Py ve P,

noktalarindan gegen dogru l, | nin dogrultu vektorii (p, q,r) ve

Pl + (p = Dymax{(o = 1) |r|, (1 = @) [p[ + lg| + Il lql},
max 4 g + (¢ — 1) max {(¢ — 1) |p[, [p| + (1 — @) [g| + |r[, [},
7| + (p — )max{(p — 1) [q|,[p| + gl + (1 =) 7], [pl}

/p2+q2+7a2

p(PLPy) =
ise
dip (P1, P2) = u(P1Py)dg (P, Pr)
dir.

Ispat P, = (21,51,21), Po = (22,92, 22) € R3 verilsin P, ve P, noktalarindan gegen

dogru | ve | nin dogrultu vektorii (p,q,r) ise A € R olmak iizere

To—T1  Yo—UY1 22— 2

pu— :A
p q r

yazilabilir. Buradan o — x1 = \p, Yo — Y1 = \q, 22 — 21 = \r elde edilir. Boylece

Pl + (¢ = D)max{(e — 1) [r|, (1 =) [p| + g + 7] |a]},
dip (P1, Py) = Amax § |q| + (¢ — 1) max {(¢ = 1) |p|, [p| + (1 = @) [a| + ||, [7[},
7| + (¢ — Dmax{(p — 1) [al, [p| + gl + (L =) 7], [pI}

ve
dp(Pr, Py) = A/ p? +¢* +1?
bulunur.
[+ (¢ — Dmax {(¢ — 1) ||, (1 =) [p| + || +[r].|al},
Amax ¢ [q] + (¢ — 1)max{(¢ — 1) |p|, [p] + (1 — ) |a| +[r].|r[},
dip (P, P2) |+ (p — D) max {(p — 1) [q], |p| + |g| + (1 = @) 7], |p|}
dp(Py, Ps) A/ P?+ g2+ r?
olup
Ip| + (¢ — D) max {(p — 1) [r[, (1 — ) [p[ + [q] +[r].|al}.
max ¢ [g| + (¢ — 1) max{(¢ — 1) |p|, [p| + (1 — ) |g| + [r].|r[},
Irl + (¢ — Dymax {(¢ — 1) [g], [p| + lg| + (L =) 7], |p|}
p(PiPy) = 2 2 2
VP g+
denilirse

drp (P1,P2) :,U(P1P2)dE(P17P2)
elde edilir.
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Yukaridaki yardime1 teorem herhangi bir dogru boyunca herhangi P; ve P noktalari
arasindaki d;p-uzakhiginin, aym dogru boyunca P, ve P, noktalar1 arasindaki Oklidyen

uzakligin pozitif kat1 oldugu gosterir. Buna gore asagidaki sonuglar verilebilir.

Sonu¢ 5.2 R®de Py, P,, X dogrudas, ii¢ farkli nokta ise
dE(Pl,X) = dE(PQ,X> < d]D(Pl,X) = d[D(PQ,X)

dir.

Sonug¢ 5.3 3 boyutlu uzayda Py, Py, X dogrudas, ii¢ farkli nokta ise

dp(X, P) _ dip(X, Py)
dp(X.Py)  dip(X, Py)

olur. Yani bir dogru boyunca olan dg, d;p uzakliklarinin orant aynidur.

5.2 Tlcosidodecahedron izometri Grubu

Bu boliimde d;p metrigi ile donatilmis analitik 3—uzaym (R?,) izometri grubu
aragtirilacaktir. d;p uzakligini koruyan izometrileri tespit etmek icin dnce hangi Oklidyen
izometrilerin icosidodecahedron uzakligin1 korudugu arastirilacaktir. Daha sonra da, bu
izometriler disinda izometrilerin olmadig1 gosterilecektir.

a : R3, — R3,, doniisiim olmak iizere her X, Y € R3, i¢in

dip(X,Y) = dip(a(X),a(Y))
ise a doniisiimii R3,, da bir izometridir.

Asagida ifade edilen nermeler ile hangi Oklidyen izometrilerin icosidodecahedron

uzayinda da izometri olduklar1 gosterilmektedir.

Onerme 5.1 R? de her Oklidyen ételeme R3, iin bir izometrisidir.

Ispat A = (a1,a5,a3) ve X = (z,9,2) € R® olmak iizere Ty : R, — R3,,
Ts(X) = A+ X olacak sekilde reel uzayda bir dteleme olsun. P, = (z1,y1,21),
Py = (22,Y2, 22) € RY igin



dip (Ta (P1),Ta (%))

)

\

\

( (p—1)las + 21 —az — 2|,
(1—¢)|ar +x1 —a; — x2| +
a1tz —ay — a2 T (p — 1)max ¢ fag + 41 — az — yo| +
las + 21 — az — 29|,
\ las + y1 — as — o
[ (p—1)|a1 + a1 — a1 — 2o,
la; + x1 — a1 — xo| +
=max ¢ [axtys —ax — yo| T (¢ — 1)max ¢ (1 —¢)]ag +y1 — az — 2| +
las + 21 — a3 — 29,
[ Jas + 21 —ag — 2|
((gp—l)|a2+y1—a2—y2|,
lay + 21 — ag — xo| +
aztzi —az — 22|+ (p —1)max ¢ |ay +y1 — az — yo| +
(1 =) las + 21 —ag — 29,
N (a1 + 21 — ay — 2]
[ (o —1) |21 — 2],
2y — x| +(p — 1)max ¢ (1 =) |21 — 2| +|y1 — yo| +]21 — 2o,
L 1 — 2l
( (= 1) |2y — 2o,
=max ¢ [y1 — Y|+ (@ —)max ¢ [z —22[ + (1 — ) [y1 — 2| + |21 — 2],
[ 21 — 22|
( (o= 1) [y1 — v,
|21 = 2o + (= D)max ¢ |z1 — o] +[y1 — yo| + (1 — ) [21 — 2],
\ [ |71 — 22|
=dip (P1, P,)

dir. Bundan dolayt T's bir izometridir.

Y
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Yukaridaki énermeden dolay1 R3,, uzayinda dénme ve yansimalari bulmak igin

orijinden gegen diizlemleri diiginmek yeterli olacaktir. Asagidaki onermede R?, de

uzaklig1 koruyan yansimalar ifade edilecektir.

Onerme 5.2 R}, de A : ax + by + cz = 0 diizlemine gore yansimanin izometri olmast i¢in

gerek ve yeter kosul diizlemin dogrultu vektorii (a, b, c) nin

D = {(1’ 07 0)’ (O’ 17 0)! (07 O’ 1)’ (:l:1> :|:g0, (90 - 1))’ ((90 - 1) ) il? :|:g0), (:l:gO, (90 - 1) ) il)}

vektor kiimesinin elemanlarindan birine paralel olmasidir.
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Ispat A : ax+by+cz = 0birim normali (a, b, c) olan diizlem olmak iizere o 5 : R3;, — R3 ),

Oklidyen yansima

( ) (1 —2a?) z — 2aby — 2acz, —2abx+ (1 — 2b%) y — 2bcz,
Ty, z) =
Y —2acx — 2bey+ (1 — 2¢2) z

seklinde tammlamr. R, un taban vektorlerini koruyan yansima izometri olacagindan,

icosidodecahedronun kose noktalart da olan, R3, un Vo = (1,0,0), Viy = (%, @Tfl, %),
Voo = (%, i 5‘%1) tabamni koruyan yansimalart tespit etmek izometrileri bulmak igin

yeterli olacaktir. Taban vektorlerinin Oklidyen yansimalar altinda goriintiileri

A (V2) = (1 — 2a?%, —2ab, —2ac)

A (V) = £(1—2a*) — (¢ — 1) ab — ac, —pab+ (E) (1 — 2b%) — b, )
—pac — (¢ — 1) bets — ¢
oa (Vig) = (1 —2a%) — pab — (¢ — 1) ac, —ab+£ (1 — 2b%) — (p — 1) be, )
—ac — gbet (22) (1 — 2¢2)

dir. Agsza d[D(O, ‘/2) = d[D(O, ‘/14) = d[D<O, ‘62) = 1dir

Eger yansima d;p uzakligini koruyor ise taban vektorlerinin yansima altindaki

gortintiileri igin uzaklik korunmalidir. Yani
dip(oa(0),0a(V2)) = dip(0a(0),0a(Via)) = dip(0a(0),0a(Va2)) = 1
olmalidwr. Boylece

o =1-2a> pi=%(1-2a*—(p—1)ab—ac 71 =1 (1 —2a?) — pab— (¢ — 1) ac
as=—2ab , Bp=—pab+ (£7) (1—2b%) —bc ve v, = —ab+Z(1—2b%) — (¢ —1)bc
az = —2ac By = —pac — (¢ — 1) bet+i — ¢ V3 = —ac — pbe+ (251 (1 —2¢2)

olmak tizere

drp (UA( ),oa (V2)) =
(Joa| + (= 1) max {(p — 1) ||, (1 = @) [an] +[a| + |aa], |aal},
max ¢ [as| + (o — 1)max {(¢ — 1) [ou], || + (1 — @) |aa| + ||, [as|}, p =1
[ fas| + (o — 1) max {(¢ — 1) |z, |ou| + || + (1 = ¢) [as|, [aa]}
drp (UA( )soa (Vi) =

al(
(81 + (¢ — Dymax {(¢ — 1) B[, (1 — ) [Bu] + |Ba] |55, |Ba]}
max 4 |Bo] + (o — L)max{(p — 1) [Bi], [Br] + (1 =) |Ba] + 155, [Bs]}, p =1
(B3] + (= 1) max {(p — 1) [Bo] , | 81| +[Ba] + (1 —0) |Bs], [u]}
drp (UA( ) (‘/22))
(
(
(

(|| + (o — D)max {(¢ — 1) ||, (1 — @) || + el + sl el
max § |72 + (¢ — 1)max {(¢ — 1) |9, [n]+ (1 =) el +sl, s}, p=1
L s+ (o — Dmax {(¢ — 1) |2l [l + 12l + (1 = ¢) sl I}
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denklem sistemini elde ederiz. Bu denklem sistemi ¢oziiliirse (a, b, c) igin (:I:%, +7, “’Tfl),

(552, +1,+2), (£2, 22, £1), (1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1) ¢oziimleri elde edilir.

Tersine normal vektérleri D kiimesindeki vektorlere paralel olacak sekildeki
diizlemlere gore yansimalarin uzakhigi korudugu gosterilmelidir. oan(X) = Y olacak
sekilde X ve Y noktalart icin (p1,q1,7m1) ve (p2,qe,12), OX ve OY vektorlerinin yon
vektorleri olsun. d;p(O,X) = dip(O,Y) oldugunu gostermek i¢in pn(OX) = p(0OY)
oldugunu gostermek yeterlidir. (p1,q1,r1) vektoriiniin verilen diizlemlere gore yansima

altindaki goriintiileri bulunursa;

1. Durum: 1x + ¢y + (1 — )z = 0 yansima diizlemi i¢in,

1+V5 —1+v5 ’1;‘/5p1+1 V5

UA(I)I;QlaTl) :(%ZH—F 2 (i T, 11:\/5291—’_%(]1—’_12\/574)

1)

q+r17

2. Durum: 1z + oy + —(1 — )z = 0 yansima diizlemi igin,

oa(pi,qi,r1) = (%pl_i_flz/gql_l;\/%r 4 1+fp 41 4fq1 1, 11\/51’1_%‘11"’_%5“)’

3.Durum: -1x + vy + (1 — @)z = 0 yansima diizlemi igin,

oa(pi,q1,m1) = (%plﬂLH\ffl + = \[ ,pr + L=yvo fq +3 7“1, 4\/5271—1‘%914-%57"1),

4.Durum: -1z + oy + —(1 — )z = 0 yansima diizlemi igin,

1+fq 4 1+\f 71+\fp 41 f %7”1,#5]?1—%%4—%57"1),

oa(p1,q1,m) = (%pﬁ-

5.Durum: (1-p)x + 1y + pz = 0 yansima diizlemi i¢in,

(1+4\/5p1 1+\fq + iry 1+\[p +2q _|_1+\f 12\/5q1+1*4\/57’.1)’

UA(thlarl) - T172p1+

6.Durum: -(1-p)x + ly + vz = 0 yansima diizlemi i¢in,

(Hlp+ 580 — i, S8 p i+ =78, — iy — 58 q + 155n)

(ph(hﬂ"l) q1—371, aP1—

)

7.Durum: (1 — o)z — ly + pz = 0 yansima diizlemi igin,

(pr + oo fq +3 7“1, 4\/5P1+%Q1+1+4\/5T17%p1+1+\[q + L=yo f 1),

(pla qi1, 7”1)
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8.Durum: —(1 — ¢)x — ly + pz = 0 yansima diizlemi i¢in,

— (1+fp +—1+\f _1, #gp1+%ql+l+4\/gﬁ,—%pl+l+fq +2 f 1)

UA(p1,Q1,7“1) q1—3571,

9

9.Durum: oz + (1 — )y + 1z = 0 yansima diizlemi i¢in,

%q 1+\[7“1, 2p +

(1—4\/5 . 1+4ﬁq1+—11:\/57.’ 1+\fp 4= 1+fq 41 7“1)

UA(phCh,ﬁ) =

10.Durum: px + —(1 — )y + 1z = 0 yansima diizlemi i¢in,

1—v5 1 1+5

oa(pr,q,m) = ((52p1i—50— 5 Tl,—%pﬁ-p”[q 1=v3 f

pr 1= \[CZH‘ 5T1),

1

11.Durum: oz + (1 — )y — 1z = 0 yansima diizlemi igin,

oalpr, qi,m) = (4 fpl—i‘zq +1+\[ ,%p1+1+‘[q + L= f ,H\[P + L= f G1+3 7"1)

12.Durum: ox + —(1 — )y — 1z = 0 yansuma diizlemi igin,

(p17q1ar1) (1 f 2(1 +1+IT17 2p1+1+fq += 1+f 71+fp += 1+fq +35 rl)

13.Durum: 1z = 0 yansima diizlemi igin,op (p1,q1,7m1) = (—p1,q1,71) ,
14.Durum: 1y = 0 yansima diizlemi i¢in,on (p1,q1,71) = (p1, —q1,71) ,
15.Durum: 1z = 0 yansima diizlemi i¢in,on (p1,q1,71) = (p1,q1, —71) -

sonuglar elde ediliv. Bu sonuglara gore Yardimct Teorem 4.2 den dolayr 11 (OX) = u (OY)
oldugu goriilmektedir. Ornegin; x + oy + (p — 1) z = 0 yansima diizlemi igin,

1] + (o = Dmax {(¢ = 1) [r1], (1 = @) [pa] + |oa] + |71l s [}, )

max ¢ ||+ (¢ — D)max {(o — 1) |p1|, |p1] + (1 — @) |qu| + ||, 7]}

1 (0X) = 1] + (o — D) max {(¢ — D) |al, [p1| + |g1| + (1 = @) [ra] s [pa]} )

Ip2| + (¢ — D)max {(¢ — 1) |ra| , (1 — ) |pa| + |q2| + 72|, |q2|}, )

max ol + (p — 1) max (o = ) lpal ool + (1= @)l + [l o}

1L(OY) = [r2] + (0 — 1) max {(¢ — 1) lga|, [p2| + lg2| + (1 = ¢) [r2| , [p2[} )
dir. Burada

OA (prIaTl) = (p27Q277”2)
_ (1, _ ¢, _ (¢=1) _p (=) ) (A=p), 92 @
5D1 541 5 'L, =51 + 5 q1 Ty, =5 D1 Q1+ 571
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oldugundan
[p2| + (¢ — 1) max {(¢ — 1) [ra] , (1 = ) |p2| + [g2] + 2] |g2]},
maxy - |go| 4 (o — 1) max {(¢ — 1) [pa|, [p2| + (1 — ) |go] + |ra| ; |r2]},

2| + (o — 1) max {(¢ — 1) (g2 , [p2| + |go| + (1 — ) [ , |2}
\/p§+q§+r§

1(0Y) =
ifadesinde

(W;l)rl

. 1 %)
p2 yerine 5p1 — Sqi —

@2 yerine — £py + @ql —2r

o yerine —(1;“0)]?1 —2q1 + £

yvazilirsa 1 (OX) = p (OY) esitligi goriilmektedir. Boylece ispat tamamlanmaig olur.

Sonu¢ 5.4 S;p izometrik yansimalarin kiimesi orijinden gegen

x=0 , y=0 , z2=0
z+ey+(p—1)2z=0 , (p—Dax+y+pz=0 , x+(p—1y+2=0
r—py+(p—1)z=0 , (p—1zx4+y—pz=0 , wr+(p—1)y—2z=0
—z+oy+(p—1)2=0 , (¢p—Dz—y+¢z=0 , —pz+(p—1)y+2=0
—r—py+(p—1)z=0, (p-Daz—-y—pz=0 , —pr+(p—-1)y—2=0

diizlemlerine gore on bes Oklidyen yansimadan olusur.

SekilB.4 deki tabloda yansima diizlemleri

Di:z=0 , Dy:y=0

Ds3:z2=0 , Dy:(p—1)atytpz=0
Ds:(p—1Daty—pz=0 , Deg:(p—1)z—ytpz=0
D;:(¢p—1Nz—y—9z=0 , Dg:ztpyt(p—1)z=0
Dy:z—pyt(p—1)z=0 , Dyo:—ztpyt(p—1)z2=0
Dyy:—x—o@yt(p—1)2=0 , Dp:prt(p—1)ytz=0
Diyg:prt(p—1)y—2=0 , Dy:—pat(p—1)ytz=0

Dis:—pat(p—1)y—2=0

olmak {izere icosidodecahedron birim kiiresinin kose noktalarinin yansima hareketi

(doniisiimii) altindaki goriintiileri verilmistir.
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YoremaPEemel ) o, | b, | D5 | De | Ds | Ds | B, | D5 | Ds | Dy | Dy | Dy | D | Du | Dus
MNoktalar

L‘": L‘": v' VA" vi‘-ﬁ' vé‘-‘l VA"S vé'q v'i‘ v:.‘ VP v? VA".' V:S v.‘? V:F
v? v? v? v! v23 vzs v25 v?? VS VIU v!? vil( v!ﬁ v?? vﬂﬂ VIS
vi‘ v4 vi‘ vi‘ v.‘& v:? V:S V'S vé'q vé‘-‘l vé‘i‘ VA"S v.‘4 v:i‘ v.‘: V:A"
vl( v3 vl( V4 VIP vm v?! v?? v?? vzs viﬂ v?ﬁ V7 VS v!ﬂ VP
VS VS L‘"q VS v.‘é‘ v:.‘ L‘"? V3 VA"A" v'? v.‘& VA": VA"S VE? v24 vé‘i‘
VE vﬁ IL|'|I5 vﬁ VP VIU v14 v.ﬁ VIS vm VIP viﬁ v25 v?ﬁ VQP v3ﬂ
L‘"? v:.‘ VP V3 v.‘4 vé‘i‘ VS V'S VA"P v? v.‘? v' v-‘l v? v.‘S VE?
VS vi? v!ﬂ v? vﬂ v.ﬁ v!? VS v? VIS VS v3ﬂ VS V4 VQS viﬁ
VP v:i‘ L‘"? V:C' VS V:S v.‘é‘ VA"S VP VE? v: V:S VA"P v:? VP v4
VIU vil( VS VP VIS vﬁ vﬂﬁ vi! v!ﬁ v? VQS VIU VIS v3ﬂ vl( VIU
v:.‘ v? v'i‘ V'E VA"A" VS VA"? V'C' VA".' L‘": VA"S v:.‘ v.‘s vé‘i‘ vi‘ v:.‘
vi? VS v14 vi! IL|'|I5 v?i VP v?ﬁ v!? v?ﬁ v? v?? vﬂ vm v!? v3
v:i‘ VP v.‘: v'-‘l VA"P V3 VA"O VS v: v'g v.‘i‘ vé‘i‘ v.‘i‘ vi‘ VA"S VA"'
vil( VIU v!? v.ﬁ V7 v3ﬂ VE vig vﬂ vil( vﬂﬂ v? v3 vil( v?? v?ﬁ
V:S v'g v'? V:S v.‘-ﬁ' V:S v24 vi‘ L‘"q vé‘i‘ v.‘S VP VA"A" L‘": L‘"? VES
viﬁ vm VIS v15 v!ﬁ VP v3 v23 v!ﬂ viﬁ vﬂ vﬁ v? v?i v?? VS
v:? VA": V'S V'S VA"S vi‘ v& v'? VA"S VS L‘"? v:? vi‘-ﬁ' VP v: VEC'
VIS v?? v!ﬁ vi? v3 v25 VIS v? VIS VS IL|'|I5 v?ﬁ v!ﬂ vzs VIP v?
V:F V'S VA".' VEC' v-‘l VES v.‘s v'-‘l V'P v'i‘ VS VE? v.‘: vé‘-‘l v.‘& L‘":
vm viﬁ v?? vig v?? V4 v13 vm VQS vﬁ v14 vm v23 vi? v? vi?
VA": v'? V'P VEA" VA".' V:A" v-‘l vi‘ﬂ v.‘: VA"' VA"P VS v: V:S vé'q v:i‘
v?? VIS vﬂﬂ v?i v!i v?? VQP V4 IL|'|I5 v3ﬂ v?? vi? VIS v? v14 v25
vé‘i‘ VE? VA"S vé‘-‘l VA" v? vé‘i‘ V:S vi‘-ﬁ' V'S vi‘ v:i‘ VA"O v:.‘ vé‘i‘ VS
vz-( v?ﬁ vﬂﬁ v23 VS v! VIS vz-( v14 v3 v!ﬁ vzs v!? vig IL|'|I5 vz-(
VA"S VEF vé‘i‘ vé‘s VA"S V:S VA" VP v'? VES v.‘: vi‘ VS VA"S v.‘i‘ VEA"
v?ﬁ v3ﬂ vﬂ v25 v!? v?ﬁ v!ﬂ v! v3 vi? v?? VIS vﬂﬁ vﬁ v?! vil(
VE? vé‘i‘ VA"P VES VA"O VE? v.‘: VA" v-‘l VP VA"S V:F VA"? VS V:S v?
v?ﬁ vz-( viﬂ v?? VQS vig vi vi? vﬂﬂ v25 v!ﬂ V4 IL|'|I5 v?ﬁ VS v15
VEF VA"S VA"? vi‘ﬂ v.‘i‘ VA" VA"A" VEF L‘"? v4 VA".' vé‘-‘l VP V:S VS VEF
v3ﬂ v?ﬁ VQS vzs vi vil( viﬂ v?i v23 v?? vl( VS v!? VIU viﬂ vﬁ

Onerme 5.3

D1:

Dy =

D3:

{(0,

(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1), (¢ — 1), £1,£p), (£1,£p, o — 1)

(
(
(

ilv (‘P - 1)) ) (ilv (90 - 1)70) ) (j:1>0>(10)}

i@agp_ ]_,:l:].)
17 17 1) ) (17 17 _1) ) (17 _17 1) ) (_17 17 1) ) (07 Y — 17 i@) ’
90_17:*:90’0)7(:*:90’0790_1)
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olmak tizere

Ry ={ry | 0 € {2n/5,4w /5,67 /5,87 /5}, donme ekseninin dogrultusu D, in elemant}
Ry = {rg | 0 € {n}, donme ekseninin dogrultusu D5 nin elemani}

Ry ={ry| 0 = {27/3,47/3}, donme ekseninin dogrultusu Ds tin elemant}

kiimeleri verilsin. Donme ekseni orijinden gegen bir | dogrusu olan ry donmesinin bir izometri

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul rg € R;p = Ry U Ry U R3 olmasidir.

Ispat Birim dogrultu vektorii (p, q,r) olan bir | dogrusu etrafinda ry seklinde ifade edilen
Oklidyen donmenin matris formu;

cosf + p?(1 —cosf) pq(l —cosf) —rsinf pr(l —cosf) + qsind
pq(1 —cosf) +rsinf cosf + ¢*(1 —cosh) qr(l —cosf) — psinf
pr(1 —cosf) —gsinf qr(1 —cosf) + psinf cos® — r*(1 — cosb)

bicimindedir.

| eksenli bir donme , | dogrusu boyunca kesisen iki diizlemin yansimalarinin
birlesimi oldugundan ve Onerme 4.2 den dolayr | dogrusunun dogrultu vektorlerini
(0,£1, (¢ — 1)), (£1,(p —1),0), (£1,0, ¢), (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1),
((p—1),£L+p), (£L+p,0—=1), (£p,¢—1,41), (1,1,1), (1,1,-1), (1,-1,1),
(—1,1,1), (0,0 — 1, £9), (¢ — 1,£p,0), (£p,0,p — 1) olarak alinabilir.

R3,, da izometrik dénmelerin bulunmast i¢in, djp birim kiiresinin kenarlarinin
uzunluklarini koruyan donmelerin tespiti yeterlidir. d;p birim kiiresinin Vi, = (%, 502—, %)
1_
ve Vig = (%, =7, —) kose noktalar: goz oniine alinsin. Buna gore

£ (cos 0+p?(1 — cos ) + (£2) (pg(1 — cos0) — rsinf) +
2 (pr(1 —cosf)+gsinb),
£ (pq(1 — cos 0)+rsin6) + (£+) (cos f+¢*(1 — cos b)) +
Ty (V14) = 1
5 (gr(1 —cost)) — psind),
£ (pr(1 — cos ) — gsinf) + (£51) (gr(1 — cos @) +psinf) +
% (cos® —r*(1 — cos®))

ve

£ (cos §+p*(1 — cos b)) + (52) (pg(1 — cos§) — rsinf) +
5 (pr(1 —cos)+gsin0),
ro (Vig) = £ (pg(1 — cos 0)+rsinf) + (12“’) (cos 0+q*(1 — cos®)) +
2 (gr(1 —cos@) — psinb),
£ (pr(1 — cos ) — gsin) + (152) (qr(1 — cosf)+psinf) +
1 (cos® —r*(1 — cos®))
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dir. Ayrica V4 = (£ el %) ve Vig = (“D Lo 1) icin dyp(Vig, Vie) = ¢ — 1 dir. O halde

272 2072 2
0 # 0 olmak iizere 19 min drp uzaklhiginmi korumast i¢in dip(re(Via),re(Vie)) = ¢ — 1
olmalidr.
/ dogrusunun dogrultu vektorii (0,1, —1) olarak alimirsa

(p,q,7r) = <07’/2+T@”/37?¢) olur. p,q,r degerleri drp (r¢(Vi4),r9(Vis)) = ¢ — 1 de

yerine yazilirsa oy = ,/%‘5 sinf), oy = 3‘%1 + % cosf ve ag = 31;0“—7 (1 — cos0) olmak

lizere

|+ (p — 1) max {(p — 1) |, (1 — ) || +|ea| +[as], o]},
max ¢ ||+ (@ — 1) max {(p — 1) [eu ], [aa] + (1 = @) o] + |as|  |as|}, p=¢—1
|as| + (p — 1) max {(p — 1) o], [on | + |ao| + (1 — @) [as| , e[}

olur. Bu denklem ¢oziiliirse 0 = 2w /5, 4w /5,67 /5, 87 /5 sonuglart bulunur. Benzer sekilde,
eger | dogrusunun yon vektorii (0, —1, (¢ — 1)), (£1, (¢ — 1),0), (£1,0, ) olarak alinirsa
0 = 2r /5,47 /5,67 /5,87 /5 olur. Dolayisiyla D, deki alti yon vektériiyle yirmi dort donme

agisi elde edilir.

[ dogrusunun yon vektorii (1,0,0) ise (p,q,7) = (1,0,0) olurp,q,r degerlerini
drp (re(Via),m¢(Vie)) = @ — 1 de yerine yazarsak;
(2 —¢p)max {(¢ — 1) |sinf|, |cos | + |sinf|, |cos b},
-1 0
max ¢ (¢ —1)[sind] + (2 — ) max (10— 1) [eos ], ‘ : =p-—1
lcos ] + (1 — ) |sin 6|
(p—1)|cosf| + (2 — p)max {(1 — ¢)|cosf| + |sinf]|, |sind]|}

denklemine ulasilir. Bu denklem ¢oziiliirse 0 = 7 sonucu bulunur. Benzer sekilde, eger [ nin
yon vektorii Dy nin (0,1,0), (0,0,1), ((p —1),£1,+p), (£1, 0,0 — 1), (£p, — 1, £1)
vektorlerinden biri olarak alinirsa 0 = 7 olarak bulunur. Dolayistyla Dy deki on bes yon
vektoriiyle on bes donme agisi elde edilir.

[ dogrusunun dogrultu vektorii (1,1,1) ise (p,q,r) = <\/i3, \/ig, \%) olur. p,q,r
degerleri drp (reg(Via),re(Vig))=¢p - 1 de yerine yazilirsa
ar1=(24) (1 — cos — v/3sinb), ar=(21) (2cos b + 1) ve

043:(5"3;1) (1 — cos 6 + v/3sin6) olmak iizere

lag |+ (¢ — T)max {(¢ — 1) [as|, (1 — ¢) [a1] +|az| + |as|, |z},
max ¢ [ag| + (p — 1) max {(p — 1) |a1], [a1] + (1 — @) |aa| +[as|, |az|}, p=¢—1
las| + (¢ — 1) max {(¢ — 1) [az], |1 | + |ao| + (1 — @) ||, ||}

elde edilir. Bu denklem ¢oziiliirse 0 = 2w /3, 47 /3 sonuglarina ulagilir. Benzer sekilde, eger
[ nin yéon vektorii D3 iin (—1,1,1), (1,—1,1), (1,1,-1), (0,0 —1,£¢), (¢ — 1,£¢,0),
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(£p,0, 9 — 1) vektorlerinden biri olarak alimirsa 0 = 2r/3, 4w /3 olur. Dolayisiyla Ds
deki on tane yon vektoriiyle yirmi tane dénme agist elde ediliv. Burada, | etrafindaki

0 = 27 /3, 47 /3 radyanlik donmeler R3p, in bir izometrisidir:

Tersine 19(X) = Y olacak sekilde X ve Y noktalariyla olusturulan OX ve OY
dogrularimin  dogrultulart  swaswla  (p1,q1,71) ve (pa2,qo,r2) olmak iizere
dip(O,X) = dip(O,Y) oldugunu gostermek i¢in Yardimci Teorem 4.2 den
w(0X) = pu(OY) oldugu gosterilmelidir. Bu ise (py, q1,11) vektoriiniin tiim durumlar igin
goriintiileri bulunarak kolayhikla gosterilebilir. Ornegin donme ekseninin dogrultu vektorii
(1,0,0) olsun. Bu durumda oa (p1,q1,m1) = (p2,q2,72) = (p1,—q1,—r1) elde edilir

Yardimci Teorem 4.2 den

Ip1] + (o — D)max {(p — 1) [r1], (1 = @) [p1] + |qu| + 1], au]}
max § |qi| + (¢ — 1)max {(¢ — 1) [p1], [p1] + (1 — @) |qu| + 1], |71]}
Ir1] + (¢ — 1)max {(¢ — 1) |1 |, [p1] + |@r| + (1 — @) 1], [pa |}

1(0X) =
VD +ry
2| + (¢ — 1) max{(¢ — 1) o], (1 — ©) [p2| + |ga| + |72l |g2|}
max ¢ |go| + (¢ — 1) max {(¢ — 1) |pa, [p2| + (1 — ©) ga| + |72, |72},
o] + (¢ — ) max {(» — 1) |q2| , [p2| + |g2| + (1 = @) 2], [p2|}
p(0Y) =

V3 + a3+ 13

dir. Buradan

Ip1| + (0 — 1) max {(¢ — 1) |[=r|, (1 = @) [pr| +|—aqr| +|=71], [-al},
maxq |—qi|+ (¢ — 1)max {(¢ — 1) [p1], [pr] + (1 — ) |=aq1| + |=71], |=71]}
|=ri|+ (o —1)max{(¢ — 1) |=aq|, |p1| +|=q:| + (1 — @) |[=r1], |p1|}

V=T r)?
p1l+ (0 = D) max {(¢ — 1) 1|, (1L = @) [pa] + [as] + |r1] laal}
maxy - |gi| + (p — Dmax{(¢ — 1) [p1], [pr[ + (L = @) laa| + |l |ra [}

Iri| + (o — Dmax{(¢ — 1) |q:], [p1| + |aa| + (1 = @) |r1], [}
\/P%-HI%—H‘%

= pu(0X)

elde edilir. Benzer sekilde diger donme eksenleri ve donme agilari icin de n (OX) = u (OY)

esitligi gosterilebilir. Boylece ispat tamamlanmais olur.

Sonuc¢ 5.5 R;p, orijinden gegcen dogrulari eksen kabul eden donmelerin kiimesi olmak iizere,

tam olarak elli dokuz Oklidyen donmeden olusur:

Sekilb.3 ve Sekilb.g daki tablolarda dénme hareketleri (doniisiimleri) sonucunda

birim kiirenin kdse noktalarinin goriintiileri verilmistir.
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Sekil 5.6 R?,, de Donme Hareketi Altinda Koge Noktalarin Goriintiileri Devami
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Yardimei Teorem 5.3 (x,y, z) noktasini (—x, —y, —z) noktasina doniistiiren déniisiim olan

O = (0,0,0) orijine gore oy inversiyonu R3 , in bir izometrisidir.

Sekilb.7 deki tablolarda inversiyon hareketi(doniisiimii) sonrasinda birim kiirenin

kose noktalarinin goriintiileri verilmistir.

inversiyon
AltindaNokta |V, [V, | Vs | Ve | Vs | Ve | Vo | Ve | Vo [V | Vi | Via | Vs | Vias | Vs
Gorintileri
0 = {0,0,0)
Op
inversiyon
Altinda Nokta |V | Vs | Vas | Vie | Vag | Vs | Viaz | Vias | Ve | Vs | Vias | Viar | Vias | Viae | Vs
Gorintdleri

0= (0,0,0)
g

VE‘.‘! IL"IE‘-E' VIS' VIS vi? VIE VIE l""'Ifl‘-ﬂl V.E‘S VE‘E VE‘? VE‘E VE‘E l""1'2‘4 VE‘E'

Sekil 5.7 R3,, de o Inversiyonu Altinda Kése Noktalarin Gériintiileri

Onerme 5.4 d;p— uzakhigini invaryant birakan, orijine gore donme-yansimalarin tiimii

orijine gore inversiyon hareketine (doniigiimiine) egittir.

Ispat vy € Rip, T ve A, Il ye dik diizlemler olmak iizere bir donme-yansima
p = onoaor = onryg biciminde yazilabilir. O halde donme ekseni yansima diizlemine dik
olmak zorundadir. Bu durumda 11 diizlemi icin Onerme 4.3 de ifade edilen otuz bir donme
ekseninden on bes durum incelenmelidir. Ciinkii D1 ve D3 deki donme eksenlerinden
hi¢birisi Sonug 4.4 de verilen yansima diizlemlerinden herhangi birine dik degildir. Eger 11

diizlemi olarak x = 0 diizlemi alimirsa ry min birim yon vektorii (1,0,0) olur ve

p = onr(z,y,z) = (—z,ycos — zsinb, ysinb + zcoso)

elde edilir. Vi = (0,0,1) ve V7 = (“OT_I, %, %) kose noktalari icin

p(V1) = p(0,0,1) = (0, —sinb, cosh) ve

p(VA) = p (558 3.8) = (552, heost) — (5) sind. ysin) + (5) cost)
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bulunur.
dip (V1,Vz) = ¢ — 1 oldugundan ve p uzakligi koruyacagindan drp(p(Vh), p(V7)) = ¢ — 1

olmalidwr. Boylece

in 6
o) = (1—%)0059—%,

ve
cos b

2

g = (1—%) sin 6 +

olmak tizere

lag |+ (¢ — 1) max {(¢ — 1) [as|, (1 — ¢) [a1] +|az| + |as|, s},
max ¢ [ag| + (p — 1) max {(p — 1) |a1], [aa] + (1 — @) |aa| +[az|, |az|}, p=¢—1
las| + (¢ — 1) max {(¢ — 1) [az], |oa| + |ao| + (1 — @) ||, ||}

elde edilir. Bu denklem ¢oziiliirse 0 € {0, 7} elde edilir. Buradan da kolaylikla oy, = oy
oldugu goriilebilir. Sonug olarak bu durumda yeni bir donme-yansima yoktur. Benzer sekilde

donme eksenleri bir yansima diizlemi normali olan

1 ¢ p—1 p—1 1 o e—1 1
+—, = +—, = = — *- 1 1
( 27 27 2 )a( 2 ) 27 2 ’ 27 2 ’ 2 7(07 70)7(0707 )

vektorleri igin de ayni sonuglar elde edilir.

Sekilf.§ deki tabloda, bir yansima diizleminin normali olup, ayni zamanda dénme
ekseninin dogrultusu olanlar tespit edilmis ve bu eksenlere gére donme-yansima
hareketi(donlistimii) yapilarak birim kiirenin kose noktalarinin  bu hareketlere

(dontigiimlere) gore goriintiileri verilmistir.
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Sekil 5.8 R3,, de Donme Yansima Hareketi Altinda Kdse Noktalar Gériintiileri
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Onerme 5.5 d;p uzakligini koruyan, orijine gore kirk dort tane dénme-inversiyon vardur.

ispat rg € Rip olmak iizere bir donme-inversiyon p := ocpoaor = oorg bigiminde bileske
olarak yazilabileceginden Onerme 4.3 den, ispat otuz bir dénme ekseni icin verilmelidir. g

(0,1, — 1) dogrultulu dogru etrafindaki donme ise birim dogrultu vektorii
(0,«/%,«/%) olur. Bu durumda

0(3373/; )—O'OT'@(SE Yy,z) =

—x cosf+ <\/751n0> “/@sin@) z
- (\/>sm9> — (E2+222cos0) y — ((222) (1 —cos b)) z
<\/msm0> xr — (( 2e-1) (1 —cos b)) y — (3_7*0+2+T‘P cosf) z

seklinde tamumlanir: Burada Vi = (0,0,1) ve V7 = (“’T, i %) olmak tizere
2 20 —1 — 2
p(V1) = p(0,0,1) = (—( %sin&), 905 (1_0089)’g053_ —ggocose)

—‘ﬁcosﬁ—l— («/3_ \/3+4 )sm&
) = —1 /2 sin6 + 2L cos 0 — 22,
%,/%sm@— 2“”—51 - 2Ir—0‘pcose
elde edilir. Burada d;p (V1,V7) = ¢ — 1 oldugundan ve p uzakhigi korumak zorunda
oldugundan d;p(p(V1), p(V7)) = ¢ — 1 olmalidr. Bu durumda

1 / 4 2 1 /7—4
a1:<1—f>cos«9+— Sty 2ot ’ L sinf,
2 2 10 2 10

p(Vz)

Il
R}
VRS
AN
DO
[—
N —
TS

20 — 1 1 /7—4 3 —
oy = @10 c059—|—§ 3 g0sin6+—gp
ve
$+2 1 J7—4¢p . 3p—4
= — 0 — — 0
a3 10 cos 5 10 sind + 10

olmak tizere

lag |+ (¢ — T)max {(¢ — 1) [as|, (1 — ¢) [a1] +|ag| + |as|, |aal]},
max § |ao| + (p — 1) max{(p — 1) [aq|, |as| + (1 — @) |ao| + |as]|, |as]}, p=¢—1
las| + (¢ — 1) max {(¢ — 1) [az], |1 | + |aa| + (1 — @) ||, o |}

olur. Bu denklem ¢oziiliirse 0 = 2w /5, 4w /5,67 /5, 81 /5 sonuglart bulunur. Benzer sekilde,
re, donme ekseninin dogrultusu (0,—1,(¢ — 1)), (£1,(¢ —1),0), (£1,0,¢) vektorleri
olarak almirsa 0 = 2m/5,47/5,67/5,87/5 olur. Bdylece djp—uzakhigini koruyacak

sekilde yirmi dort farkli donme-inversiyon hareketi bulunur.
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1o, donme ekseni (1,1, 1) dogrultulu dogru ise r¢ min birim yon vektorii (\/Lg, \%7 \%)
olur. Buradan p(V1) vep(Vz) hesaplanp drp (p(V1), p(V7)) = ¢ — 1 bagintisinda yerine

yazilirsa
o—1 20 +3p+1 . 0—1
= 0 0+ -——
o G cost + 2\/§ s + 3
5—2 1 -1
oy = S000394——sin9—|—gp—
6 2V/3 3
v 5) 4 2 2 1
o3 = L cost + _(’OsinQ—l— L

6 2v/3 3

olmak tizere

|on| + (p — 1) max {(p — 1) |as|, (1 — @) laa| + [az| +[as], |aal}
max ¢ |ag| + (¢ — Dmax {(¢ — 1) [en|, laa| + (1 = @) |aa| +]as|, [as]}, p=¢—1
|as| + (¢ — ) max {(¢ — 1) [as|, |an| + |az| + (1 — ) |as], [ea [}

denklemi elde edilir. Bu denklem ¢oziiliirse 0 = 21 /3, 4w /3 olur. Benzer sekilde,rs, donme
ekseni dogrultusu (—1,1,1), (1,—1,1), (1,1,-1), (0, —1,%+¢p), (¢ —1,%p,0),
(£p,0,0 — 1) vektorlerine paralel olarak alimrsa 0 = 27/3,47/3 olur. Bdylece

drp—uzaklhigint koruyacak sekilde yirmi farkli donme-inversiyon hareketi bulunur.

r9, donme ekseni (1,0,0) dogrultulu dogru ise birim yon vektorii (1,0,0) olur. Bu

durumda p(Vy) vep(Vz) hesaplanp d;p (p(V1), p(V7)) = ¢ — 1 ifadesinde yerine yazilirsa

—2 1 1 92— -1
902 cos9+§sin9,a2:§cosé+ (psiné,a;;:(pT

o) =

olmak tizere

)
(o —D)max {(¢ — 1) |as|, (1 = ¢) |aa]| +]az| + |as|, |aal]},

max ¢ [ag| + (¢ — 1) max {(p — 1) |as], |a1]| + (1 — @) |as| +|as|, |as|}, p =9 —1
(o = Dmax {(¢ — 1) |ag|, |aa| +|aa| + (1 — @) |as|, |as[}

bulunur. Bu denklem coziiliirse 0 = w olarak bulunur. Benzer sekilde, ry, donme ekseni
dogrultusu (0,1,0), (0,0,1), ((¢—1),£1,+¢p), (£l,£p,p—1), (e, —1,%1)
vektorlerine paralel olarak almirsa 0 = 1w olur Ancak bu durumda yeni bir
donme-inversiyon hareketi bulunmamaktadir. Ciinkii 0 = w icin, donme ekseni dogrultu
vektorii bu vektorler olacak sekilde alinr ve donme-inversiyon hareketi yapilirsa Sekill5.9
ve Sekill5. 10 daki tablolarda verilen diizlemlere gére yansima hareketleri bulunur:



D&nme Ekseni

N Acilar vV, V, Vs Vy Vs Vs v, Vg Vg Vio | Vaa | Viz | Viz | Vig | Vs
Dogrultu

9 = 211-/5 v?? VJS vii Vs v?& vi? V_:,a vj? vd V7 de VB v?&l v?i st

(ﬂ 1 ©— 1) 8 :4-1[/5 v)_‘i VM vl? Vm vlﬂ v.l.l v& v.l& V.B v)j Vi'ﬂ VB vll VS v)j

O=6m/5 | Vo | Voo | Vs | Voo | Ve | Vo | Vs | Vi | Vi | Vs | Ve | Ve | Ve | Vo | Vy

F=21/5 | Voo | Viy | Vs | Vo | Vo | Vs | Vi | Vo | Vi | Vis | Vo | Vs | Vs | V5 | Vi
6 = 4m/5 Vor | Vas | Vs | Voo | Vs | Ve | Vi | Vs | Ve | Vi | Ve | Vs | Vo | Vi | V5
6 = 6m/5 Vo | Voo | Vs | Ve | Vo | Vo | Vs | Vs | Voo | Vi | Vs | Vo | Vs | Va | Vs

011—¢)

O=2/S | vy, | Vo | Vo | Vs | Vs | Vs | Vo | Ve | Vi | Vs | Ve | Vir | Vs | Vs | Vi
(1'D'¢) 3 :41[/5 Vzu v.l? v].ﬂ v.l.l VM vL‘i V.I.Z VS sz v)j VZB v.lj V-C VB VZ
O=6/5 | vy, | Vis | Vs | Vs | Vi | Vas | Vi | Voo | Ve | Vs | Ve | V5 | Vs | Vs |V

O=2m/5 | vy | Vi | Vap | Vias | Voo | Vis | Vi | Vi | Vi | Ve | Vo | Vi | Vs | Vs | Vi
6 =4m/5 Vie | Vo | Vo | Vi | Vs | Vs | Vo | Ve | Vs | Vs | Ve | Ve | Ve | Ve | Vi
O=6m/5S | Vi | Vi | Vo | Vo | Vis | Vao | Vs | Vay | Vi | Voo | Vi | Vi | Vip | Ve | Vs,

(1,0,—¢)

O=2m/5 | vy | Vo | Vay | Vs | Vie | V5 | Voo | Vs | Vi | Vo | Vo | Vs | Vs | Vi | W
3 :41[/5 v.l.l v.l.ﬂ v}_‘i VM Vm v.l? V.IB v.l.‘ v.l VM VZ? VZ V? V.I.E vll

(1r - 1:“)

6 =6n/5

6 =4m/5 Vo | Vi | Ve | Ve | Ve | Ve | Vs | Vo | Vi | Ve | Ve | Ve | Ve | v | Ve
6 = 6m/5 Vs | Ve | Vo | Vs | Vs | Voo | Vo | Voo | Vo | Vi | Vo | Ve | Voo | Vo | Vi

(14'1 - @ D)

AlA| A | [ F|A[A[F]| A A A A A]| A

e=2r/5 | v | vy | v | val v vl vl v | V| Ve | Vool Vae ] Vo | Vie | Vs |

0=20/5 | vy | Vi | Vo | Vi | Va | Vo | V| Vi | Vi | Ve | Ve | Vi | Vi | Vir | Vo]

(@.0,0—-1)

(—o.00-1)

Sekil 5.9 R?,, de Dénme Inversiyon Hareketi Altinda Kse Noktalarin Gériintiileri
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D&nme Ekseni

) Agllar Vs | Vo | Vs | Ve | Vo | Vs | Vo | Vs | Vae | Vas | Vas | Var | Vas | Vs | Vo
Dogrultu

8 =2n/5 Vg Vo vy v, Vis Vi Vi Vs Vs Vi Vi Vig Vig Vs Vs

010-1) 6 = 4m/5 Vs | Vo | Vs | Vaa | Viz | Vi | Vas | Vs | Vs | Vs Vo | Vi | Vo | Vg | Vo

6 = 6m/5 Ve | Vs | Vag | Ve | Vo | Vs | Vs | Vg | Vo | Vs | Vs | Vs | Vo | Vs | Vi

O=2m/5 | vy | Vo | Vs | Vg | Vs | Vo | Vg | Vi | Vs | Vs | Vi | Vi | Vs | Vs | Vi

(011 —0) 8 =4m/5 Vi | Vs | Vs Vy, | Vg | Vag | Vo | Vs Vo | Vo | Vs | Var | Vas | Vaz | Vo

O=6m/5 | Vo | Vio | Vg | Vg | Vo | Vir | Vi | Vi | Vs | Ve | Vs | Ve | Vi | Vs | Vg

O=2m/5 | vy | Vo | Voo | Vau | Vis | Vs | Vo | Vi | Vi | Vi | Vo | Vs | V5 | Vi | Vi
(1,D,¢) e =4ﬂ:/5 V.I.B VM VM Vz7 v? V.L‘i v.l VB v.l& vi‘ﬂ v& VS v)j vll VB
6 = 6m/5 Vog | Vo | Ve | Vo | Vo | Ve | Vo | Vo | Vs | Vi | Vs | Vo | Ve | Ve | Vs

O=2m/5 | vy | Vs | Vi | Vio | Vo | Vis | Vs | Vo | Vi | Vs | V5 | Vi | Vs | V5 | Vs
e =4ﬂ:/5 v.l.l V.L‘i vl VZ VZZ V.IB vi‘&l VS V27 v.l? VB V.I.Z Vzu st v&
6 = 6m/5 Vo | Vo | Vs | Ve | Vas | Vo | Vg | Vs | Vs | Vs | Vao | Vs | Vs | Vi | Vaa

(1,0,—¢)

O=28/S | Vi | Vig | Vi | Vo | Vig | Ve | Vs | Vi | Vg | Vi | Ve | Vo | Vg | Va5 | Vs
6 =4m/5 Voo | Vs | Ve | Ve | Ve | Vs | Ve | Ve | Vo | Vo | Vs | Ve | Ve | Vs | Vs

(1r - 1:“)

6 =6n/5

e =4ﬂ:/5 v.‘l.Z vZ? vﬂ] v.‘l? Vzﬁ VB vﬁ Vu vﬂ v.‘l_‘i v‘ VS v.‘l.ﬂ v.‘lj v?_‘i

(14'1 - @ D)

O=6m/5 | v, | Vi | Vos | Vs | Vs | Ve | Vo | V5 | Vs | Va | Vi | Vi | Vs | Ve | Vi

AlA| A | [ F|A[A[F]| A A A A A]| A

(@.0,0—-1)

(—o.00-1)

Sekil 5.10 R?,, de Dénme inversiyon Hareketi Altinda Kése Noktalarmn Goriintiileri Devami
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Buraya kadar olan kisimda Oklidyen 3-uzaymn izometrilerinden hangilerinin
drp—metrigini korudugu bulunmustur. Yani R® te d;p—metrigini koruyan yansimalar,
donmeler, inversiyonlar, donme-yansimalar ve donme-inversiyonlar tespit edilmistir. Sonug
olarak on bes yansima, altmis donme, kirk dort donme-inversiyon ve bir inversiyondan
olusan, d;p—metrigine gére olan izometriler icosidodecahedronun Oklidyen simetri grubu
olan [, in elemanlaridir. Bu gruba icosidodecahedron grup denilsin ve G(ID) ile
gosterilsin. Agikga G(ID), I, grubuna izomorftur. Bundan sonraki kisimda R? te
drp—metrigini koruyan, [, grubunun elemanlart disinda izometrilerin olmadigi

gosterilecektir. Yani R?,, nin tiim izometrilerinin 7'(3).G (I D) oldugu gosterilecektir.

Tanmm 5.2 A = (ay,as,a3) ve B = (b1, by, b3) RS, uzayinda farkl iki nokta olsun. Bu
taktirde
{X | dip(A,X)+dip(B,X) =dip(A,B)}

kiimesine A, B noktalarimin minimum uzaklik kiimesi denir ve [AB] ile gosterilir.

Genel olarak, [AB] kiimesi AB kosegenli bir paralelyiiz olusturur (Bakimiz Sekif.11]).

-

Sekil 5.11 R3,, da Minimum Uzaklik Kiimesi

Boylece buradaki minimum uzaklik kimesi 3z + 2y — (2 — 2¢p)z = 0,
(2 —2¢)r — 3y + 2z =0, 2x + (2 — 2¢)y — 3z = 0 diizlemleri ve bu diizlemlere paralel

diizlemlerden olusur.

Onerme 5.6 ¢ : R}, — R3,, bir izometri ve [AB] paralelyiiz olsun. O halde

¢([AB]) = [(A)o(B)]

olur.
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Ispat Y € ¢([AB]) olsun.

Y € ¢9([AB]) <= IX €[AB]3Y =¢(X)

dip(A, X)+d;p(B,X)=d;p(A, B)

dip($(A), 9(X)) + dip(#(B), 6(X)) = dip(6(A), ¢(B))
Y = ¢(X) € [o(A)¢(B)].

111

Sonu¢ 5.6 ¢ : R3, — R3,, bir izometri ve [AB] paralelyiiz olsun. Bu durumda ¢, |AB] nin

koselerini koselere doniistiiriir ve kenar uzunluklarini korur.

Onerme 5.7 f : R3, — R3,, déniisiimii f(O) = O olacak sekilde bir izometri olsun. Bu
taktirde f € G(ID) olur.

Ispat O = (0,0,0) ve D = (¢, p, ) olmak iizere [O D) paralelyiiziinii gézéniine alalim.

Bu paralelyiiziin kése noktalarindan iicii V. = (%3,1.2) Vi3 = (2,21 1)
Vos = (3,2, 22) olup bu noktalar ayni zamanda merkezil birim icosidodecahedron birim

kiiresinin kose noktalaridir. Dahast bu ii¢ nokta icosidodecahedronun her biri ayni eskenar
licgen biciminde olan bir yiiziiniin kose noktalaridir (Bakiniz Sekil5.12).

Sekil 5.12 R, da Birim Kiire Ve Minimum Uzaklik Kiimesi
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f izometrisi [OD] paralelyiiziin kése noktalarin kose noktalara déniistiiriip, kenar
uzakliklarint kordugundan ve f(O) = O oldugundan dolayr V7, Vis ve Va3 noktalarim
icosidodecahedronun yine bir yiiziiniin kose noktalarina doniistiiriiv. Ayrica bu doniistiirme
islemi gerceklesirken kenar uzunluklari korunacagindan dolayi i,j,k € {1,2,...,30}
olmak iizere f(V7) = V;, f(Vis) = V;, f(Vas) = Vi olmak iizere V;V;, V;Vi.ve V;Vj
icosidodecahedronun ii¢ kenaridir. Acik¢a ifade edilirse f izometrisi, icosidodecahedronun
bir yiiziiniin kose noktalarimi yine bir yiiziiniin kose noktalarina doniistiiriir. O halde
icosidodecahedron 20 tane eskenar ii¢gen biciminde yiize sahip oldugundan bir yiiziin
doniisebilecegi 20 yiiz ihtimali vardw. Ayrica kenar uzunluklar: ve dolayisiyla késegen
uzunluklart korunmak zorunda oldugundan V;, Vis5 ve Vi3 noktalarmmin doniisebilecegi
icosidodecahedronun her bir yiizii i¢in 6 ihtimal oldugundan dolayi bu noktalarin
doniisebilecegi 120 ihtimal vardir. Bu ihtimaller ise asagida tek tek siralanmis ve her bir

dontistimiin onceden tespit edilen hareketlerden hangisine karsilik geldigi ifade edilmistir.

1. f(V7) = Viyise f(Vis) = Vig ve f(Vag) = Var ise A : x = 0 diizlemi olmak iizere

f = oa yansimasidir.

2. f(V7) = Vyise f(Vis) = Vig ve f(Vag) = Vas ise A 1 y = 0 diizlemi olmak iizere

f = oa yansimasidir.

3. f(V7) = Vi ise f(Vis) = Vig ve f(Vag) = Vay ise A 1 z = 0 diizlemi olmak iizere

[ = oa yansimasidur.

4. f(V7) = Vigise f(Vis) = Vigve f(Vag) = Vaise A : (p— 1)z +y+ ¢z =0

diizlemi olmak tizere f = o yansimasidir.

5. f(Vz) = Vogise f(Vis) = Visve f(Vag) = Vrzise At (p— 1)z +y —pz =0

diizlemi olmak tizere f = oa gore yansimasidir.

6. f(V7) = Vsise f(Vis) = Vagve f(Vaz) = Vagise A - (p— 1)z —y+ 9z =0

diizlemi olmak tizere f = o gore yansimasidir.

7. f(V7) = Vigise f(Vis) = Vave f(Vag) = Vigise A : (¢p— 1)z —y— 9z =10

diizlemi olmak tizere f = o gore yansimasidir.

8. f(Va) = Vg ise f(Vis) = Vo ve f(Vaz) = Vagise Az +py+ (¢p— 1)z =0

diizlemi olmak tizere f = o gore yansimasidir.
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9. f(Vz) = Vyise f(Vis) = Vagve f(Vog) = Visise Atz —py+ (p—1)2 =0

diizlemi olmak tizere [ = o gore yansimasidir.

10. f(V7) = Vigise f(Vi5) = Visve f(Vag) = Vsise At —z+py+ (¢ —1)2=0

diizlemi olmak tizere f = oa gore yansimasidir.

1. f(V7) = Viise f(Vis) = Vove f(Vag) = Vigise A —z —py + (p— 1)z =0

diizlemi olmak tizere f = o gore yansimasidir.

12. f(V7) = Vyise f(Vis) = Vg ve f(Vag) = Vgise A px+ (p—1)y+2=0

diizlemi olmak tizere f = o gore yansimasidir.

13. f(V7) = Vzise f(Vis) = Vive f(Vaz) = Vipise A oz + (p—1)y—2 =0

diizlemi olmak tizere f = o gore yansimasidir.

14. f(V7) = Visise f(Vis) = Vo ve f(Vas) = Vogise At —px + (o — 1)y +2=0

diizlemi olmak tizere f = o gore yansimasidir.

15. f(V7) = Varise f(Vis) = Vg ve f(Vaz) = Vsise A : —pr+ (¢ — 1)y —2=0

diizlemi olmak tizere f = o gore yansimasidir.

16. f(V7) = Vigise f(Vis) = Vig ve f(Vaz) = Vag ise donme ekseni (1,0,0) olmak

tizere f = r, donmedir.

17. f(V7) = Vigise f(Vis) = Vag ve f(Vaz) = Vag ise donme ekseni (0, 1,0) olmak

tizere f = r, donmedir.

18. f(V7) = Vigise f(Vis) = Vay ve f(Vaz) = Vag ise donme ekseni (0,0, 1) olmak

tizere f = r, donmedir.

19. f(V7) = Visise f(Vis) = Vag ve f(Vas) = V7 ise donme ekseni (

olmak iizere f = r2= donmedir.
3

20. f(V7) = Vg ise f(Vis) = Vi ve f(Vag) = Vi ise donme ekseni (

olmak iizere f = rax donmedir.
3

21. f(Vg) = Vg ise f(Vis) = Vig ve f(Vag) = Vo ise donme ekseni (—

olmak iizere f = r2« donmedir.
3
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22. f(Va) = Vo ise f(Vi5) = Vag ve f(Va3) = Viz ise donme ekseni
<—\/L§, —= \%)olmak tizere f = Tix donmedir.

%H

23. f(V7) = Vg ise f(Vis) = Viz ve f(Vag) = Vo ise donme eksen (

olmak iizere f = r2= donmedir.
3

24. f(V7) = Vigise f(Vis) = Vag ve f(Vag) = Vi ise donme ekseni (

olmak iizere f = ra= donmedir.
3

25. f(V7) = Vg ise f(Vis) = Vig ve f(Vag) = Vig ise donme ekseni (

olmak iizere f = r2= donmedir.
3

26. f(V7) = Vg ise f(Vis) = Vag ve f(Vaz) = Vig ise donme ekseni (

olmak iizere f = rax donmedir.
3

27. f(V7) = Viyise f(Vis) = Var ve f(Vaz) = Vi ise donme ekseni ((), (“"’1), )

olmak iizere f = r2« donmedir.
3

28. f(Vz) = Vyise f(Vis) = Vi ve f(Vag) = Vi ise donme ekseni (0, (‘p\}l), >

olmak iizere f = rax= donmedir.
3

29. f(V7) = Vs ise f(Vis) = Vi ve f(Vag) = Vag ise donme ekseni (O, (-l _ )

olmak iizere f = r2= donmedir.
3

30. f(V7) = Vo ise f(Vis) = Vig ve f(Vas) = V) ise donme ekseni (O, (-l —\%)

olmak iizere f = ra= donmedir.
3

31 f(V7) = Vigise f(Vi5) = Vg ve f(Vasg) = Vaoy ise donme ekseni (“"_1), \%,O)

olmak iizere f = r2= donmedir.
3

32. f(V7) = Vag ise f(Vis) = Var ve f(Vaz) = V; ise donme ekseni ((“"_1)

olmak iizere f = rax donmedir.
3

33. f(Vz) = Vyise f(Vis) = Vay ve f(Va3) = Vig ise donme ekseni (“"fl)

olmak iizere f = 2= donmedir.
3



34. f(V7) = Vyise f(Vis) = Vave f(Vas) = Vig ise donme ekseni (“071), —\%,O)

olmak iizere f = ra= donmedir.
3

S

35 f(V7) = Vs ise f(Vis) = Vig ve f(Vas) = Vy ise donme ekseni (\%,O, W\%”)
olmak iizere f = Iax donmedir.

36. f(V7) = Vigise f(Vis) = Vs ve f(Vas) = Vig ise donme ekseni (:/‘%,O, (“p\;gl))
olmak iizere f = T ax donmedir.

37. f(V7) = Vigise f(Vis) = Vg ve f(Vas) = Vs ise donme ekseni (—\%,0, w\;;)
olmak iizere f = T2x donmedir.

38. f(Vz) = Vi ise f(Vis) = Vg ve f(Vaz) = Vas ise donme ekseni (—\%,O, (”\;51)>
olmak iizere f = Iix donmedir.

39. f(V7) = Vg ise f(Vis) = Voy ve f(Vas) = Vi ise donme ekseni
(0, \/ ‘PTH, ,/%) olmak iizere f = r2 donmedir.

5

40. f(V7) = Vs ise f(Vis) = Vag ve f(Voz) = Vaor ise donme ekseni
<0, \/ ‘PTH, ,/%) olmak iizere f = i donmedir.

41. f(V7) = Vor ise f(Vis) = Vig ve f(Vaz) = Viy ise donme ekseni

<0, A /‘PT“7 \/ ?’_T‘P> olmak iizere f = rox donmedir.

42. f(V7) = Viyise f(Vis) = Vi ve f(Vag) = V7 ise donme ekseni (0, \/“"TJ’Q, @/?’_T“")

olmak iizere f = rs= donmedir.
5

43. f(V) = Vi ise f(Vis) = Vig ve f(Vaz) = Vig ise donme ekseni
<O, — “”T”, S_T‘p> olmak iizere = Tax donmedir.

44. f(V7) = Vig ise f(Vi5) = Vig ve f(Vag) = Vi, ise donme ekseni
<0, — “’TH, S_T‘p> olmak iizere f = Iix donmedir.

45. f(Va) = Vag ise f(Vi5) = Vi ve f(Vaz) = Vo ise donme ekseni

<0, —y\/ &2, 3;‘£> olmak iizere f = re= donmedir.
5



46. f(Vz)

p+2

Vig ise f(Vis) = Vi ve f(Va3)

ekseni((), —/ =, 37%) olmak iizere [ = rs« donmedir.
5

5
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Var ise donme

47. f(V7) = Viise f(Vis) = Vi ve f(Vaz) = Vi ise donme ekseni (\/“DT“, \/&T‘p,())

olmak iizere f = r2« donmedir.
5

48. f(V7) = Viyise f(Vis) = Vi ve f(Vaz) = Vi3 ise donme ekseni (@/5”5“—2, \/3—3‘5,O>

olmak iizere f = rax donmedir.
5

49. f[(V7) = Vipise f(Vi5) = Vo ve f(Vas)
<\ / ¢T+2’ S_T‘P, O) olmak iizere f = rox donmedir.

50. f(V7) = Va5 ise f(Vis) = Vir ve f(Vas)
< 5"';—2, 3—?—’,0) olmak iizere f = Iax donmedir.

51 f(Vr) = Vg ise f(Vis) = Va5 ve f(Vas)
(— 5";:—2, 3—?—’,0) olmak tizere f = rax donmedir.

52 f(Vr) = Vag ise f(Vis) = Vi ve f(Va3)
<— 50';—2, 3—39,0) olmak tizere f = T donmedir.

33 f(Vr) = Viise f(Vis) = Vi ve f(Vas)
<_\/@T+2’ z)’_T“”,O) olmak iizere [ = rex donmedir.

54. f(V7) = Vorise f(Vis) = V5 ve f(Vas)
<_‘/@T+27 M%,O) olmak iizere f = Isx donmedir.

55. f(V7) = Vigise f(Vis) = Vi ve f(Vas)
(,/377“’,0, ,/“%2) olmak iizere f = Iax donmedir.

56. f(Vz) = Vig ise f(Vis) = Vig ve f(Va3)
<,/37T“’,0, ,/“"TH> olmak iizere f = ax donmedir.

57. f(v7) = W ise f(V15) = Vay ve f(vzs)
<1/37T‘P,0, w“‘%z) olmak tizere = I donmedir.

38. f(V7) = Vs ise f(Vls) = Va3 ve f(VQ:s)

_ 2 .. . .
< 3T‘P, 0, %) olmak iizere f = rs« donmedir.
5

Vas

Viz

Ve

Va2

Vasg

Vie

Vaa

ise

ise

ise

ise

ise

ise

ise

ise

ise

ise

donme

donme

donme

donme

donme

donme

donme

donme

donme

donme

ekseni

ekseni

ekseni

ekseni

ekseni

ekseni

ekseni

ekseni

ekseni

ekseni
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= Vig ise f(Vis) = Vo ve f(Vas) = Vi ise donme ekseni

olmak iizere f = Iax donmedir.

ﬁ
ﬁﬁ

(-

f(V) = Vi ise f(Vi5) = Vi ve f(Vaz) = Voo ise donme ekseni

< \/222.0,4/8 > olmak iizere f = T donmedir.
61. f = Vyise f(Vi5) = Vigp ve f(Vaz) = Viy ise donme ekseni

< \/ \/ > olmak iizere f = Tex donmedir.
62. f(Vo) = Vay ise f(Vis) = Vig ve f(Vag) = Vg ise donme ekseni

<—\/ 3_%7 0,4/ ‘%2> olmak tizere f = rs« donmedir.
5

63. f(Vz) = Vzise f(Vis) = Var ve f(Vaz) = Vi ise donme ekseni (25,3, £) olmak

tizere f = r, donmedir.

64. f(V7) = Vag ise f(Vis) = Vi ve f(Vaz) = Vi, ise donme ekseni

(252

1 o0 o © ,
515 —é—’)olmak tizere [ = r, donmedir.

65. f(V7) = Vi ise f(Vis) = Vag ve f(Vaz) = Vi ise donme ekseni (@Tfl, —%,%)

olmak iizere f = r, donmedir.

66. f(Vz) = Vigise f(Vis) = Vi ve f(Vaz) = Vo ise donme ekseni (”T_l, —%, —%)

olmak iizere f = r, donmedir.

67. f(Vz) = Vagise f(Vis) = Vs ve f(Vaz) = Vag ise donme ekseni (% =8 ‘DT_I) olmak

tizere f = r, donmedir.

68. f(V7) = Vigise f(Vis) = Vi ve f(Vaz) = Vag ise donme ekseni (%,—%,"DT_I)

olmak iizere f = r, donmedir.

69. f(V7) = Vg ise f(Vis) = Voo ve f(Vag) = V), ise donme ekseni (—%,%,”T_l)

olmak iizere f = r, donmedir.

70. f(V7) = Vyise f(Vis) = Vig ve f(Vag) = Vi ise donme ekseni (—%,—%,50;—1)

olmak iizere f = r, donmedir.

71. f(Vz7) = Vi ise f(Vis) = Vi ve f(Vaz) = Vir ise donme ekseni (£, 2%, L) olmak

tizere f = r, donmedir.
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72. f(V7) = Vigise f(Vis) = Vo ve f(Vag) = Vi ise donme ekseni (%, el —%)

olmak iizere f = r, donmedir.

73. f(Vz) = Vg ise f(Vis) = Vig ve f(Vaz) = Vi ise donme ekseni (—f el %)

olmak iizere f = r, donmedir.

74. f(Vz) = Vag ise f(Vis) = Vas ve f(Vas) = Vi ise donme ekseni (—2, 21, —1)

olmak iizere f = r, donmedir.

75. f(V7) = Vg ise f(Vis) = Vg ve f(Vag) = Vi4 ise donme ekseni (

olmak iizere f = oprz= donme inversiyonudur.
3

76. f(V7) = Vg ise f(Vis) = Vig ve f(Vag) = Vas ise donme ekseni (

olmak iizere f = opra= donme inversiyonudur.
3

77. f(V2) = Vs ise f(Vis) = Vo ve f(Vas) = Va7 ise donme ekseni (—

olmak iizere [ = oorz= donme inversiyonudur.
3

78. f(V7) = Vig ise f(Vi5) = Vay ve f(Va3) = Vg ise donme ekseni (—

olmak iizere f = oprax donme inversiyonudur.
3

79. f(V7) = Vg ise f(Vis) = Vg ve f(Vaz) = Vig ise donme ekseni (

olmak iizere f = oprz-= donme inversiyonudur.
3

80. f(Vz) = Vigise f(Vi5) = Var ve f(Vag) = Vi ise donme ekseni (

olmak iizere [ = oorax donme inversiyonudur.
3

81. f(V7) = Viarise f(Vis) = Viy ve f(Vag) = Vig ise donme ekseni (

olmak iizere f = oprz= donme inversiyonudur.
3

82. f(V7) = Vizise f(Vis) = Vag ve f(Vaz) = Vi ise donme ekseni (

olmak iizere f = opra= donme inversiyonudur.
3

83. f(V7) = Vigise f(Vi5) = Vag ve f(Vag) = Vig ise donme ekseni (O, (“0_1), >

olmak iizere f = opr2« donme inversiyonudur.
3



84. f(V2) = Vaise f(Vis) = Vs ve f(Va3) = Viz ise donme ekseni (O, (1) )

olmak iizere f = oprax donme inversiyonudur.
3

85. f(Va) = Vag ise f(Vis) = Vs ve f(Vas) = Var ise donme ekseni (0, (1)

olmak iizere f = opra2 donme inversiyonudur.
3

86. f(V7) = Vigise f(Vis) = Vig ve f(Vag) = V3 ise donme ekseni(O, (e—1)

olmak iizere [ = oorax donme inversiyonudur.
3

87. f(Vz) = Vi ise f(Vis) = Vig ve f(Vag) = Vag ise donme ekseni <(¢71) = O>

olmak iizere f = oprz= donme inversiyonudur.
3

S

88. f(V7) = Vis ise f(Vis) = Vag ve f(Vaz) = Vi ise donme ekseni <(“D_1), \%,O)

olmak iizere f = oprax= donme inversiyonudur.
3

89. f(V7) = Vs ise f(Vi5) = Vig ve f(Vaz) = Vig ise donme ekseni (W_l), —:%,O)

olmak iizere [ = oprz= donme inversiyonudur.
3

90. f(V7) = Vigise f(Vis) = Vi ve f(Vas) = Vy ise donme ekseni ((‘pfl), —\%,O)

olmak iizere f = oprax donme inversiyonudur.
3

91. f(V7) = Vagise f(Vis) = Voo ve f(Vas) = Vig ise donme ekseni (\%,O, (“0\;?:1)>
olmak iizere f = 00T 2x donme inversiyonudur.

92. f(V7) = Vayise f(Vis) = Vi ve f(Vag) = Vig ise donme ekseni (:‘/%,O, (“9\;?:1))
olmak iizere [ = OOT ix donme inversiyonudur.

93. f(V7) = Vi ise f(Vis) = Vig ve f(Vas) = V) ise donme ekseni (—\%,0, (“”\/%1))
olmak tizere f = OOT 2x donme inversiyonudur.

94. f(V7) = Vi ise f(Vis) = Var ve f(Vas) = Vag ise donme ekseni (—\%,O, (w\;gl)>
olmak tizere f = OOT i donme inversiyonudur.

95. f(V7) = Vg ise f(Vis) = Vag ve f(Vaz) = Vi ise donme ekseni

2 3— .. .. . .
(0, \ /%, T‘p>e olmak iizere f = opra donme inversiyonudur.
5



96. f(V7 = Vs ise f(V15) = Vo5 ve f(vzs) = Vi
<0, ‘PT“, ,/3T<P>olmak lizere f = OOT ix donme inversiyonudur.
97. f(V7 = Vy ise f(Vls) = Vig ve f(V23) = Vi

2/
<0’ G ‘P> olmak iizere f = oo ex donme inversiyonudur.

98. f(Vz) = Vig ise f(Vis) = Vo ve f(Vaz) = Vi
<O, \/"QTH, 1/3T“D> olmk iizere f = oorsx donme inversiyonudur.

99. f(V2) = Viise f(Vis) = Vig ve f(Vas) = Vi
<0, — “’TH 3%) olmak iizere f = oOT2x donme inversiyonudur.

100. f(Vz) = Vi ise f(Vi5) = Vi ve f(Vas) = W
<0, —1/ 5"';—2, 3—g‘£> olmak iizere f = oorax dénme inversiyonudur.

5
101. f(Va) = Vig ise f(Vis) = Vi ve f(Va3) =

ise

ise

ise

ise

ise

donme

donme

donme

donme

donme

Vir ise

ekseni (O, —,/ ek 3—;"9) olmak iizere f = opre= donme inversiyonudur.
5

5 7

102. f(Vz) = Vigise f(Vis) = Vig ve f(Vaz) = Vi
<0, — 5”;—2, 3—5“3 olmak tizere f = OOT s donme inversiyonudur.

103. f(V7) = Voise f(Vis) = Via ve f(Vas) = Vig
< 3—;‘3,0, 50;—2 olmak iizere [ = oorax donme inversiyonudur.

104. f(V7) = Vigise f(Vis) = Vo ve f(Va3) = Vi
<\/37T‘p,0, ‘pTH olmak iizere f = OOT i donme inversiyonudur.

105. f(V7) = Vy ise f(V15) = Vip ve f(V23) = Vg
(w/ng‘p,O, "%2 olmak iizere f = OOT o donme inversiyonudur.

106. f(V7) = Vap ise f(Vis) = Va ve f(Vaz) = Vi
(\/ ,0, “0;2) olmak iizere f = oOTsx donme inversiyonudur.

107. f(Vz) = Vig ise f(Vis) = Vag ve f(Vaz) = Vo
<1 / ‘%T(P, 0, —4/ ‘%2) olmak iizere f = goTam donme inversiyonudur.

108. f(Vz) = Vayise f(Vis) = Vaz ve f(Voz) = Vs

3— 2
< =£,0,— “"; >olmak lizere [ = ooT ix donme inversiyonudur.

ise

ise

ise

ise

ise

ise

ise

donme

donme

donme

donme

donme

donme

donme
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109. f(V2) = Viise f(Vis) = Vig ve f(Vaz) = Vs

< ?VT‘P, 0,— ‘%2) olmak iizere f = oprex= donme inversiyonudur.
5

~
S
—

(V7) = Vo ise f(V15) = Vi ve f(st) = Vs

o+2
5

JO

VRS

> olmak iizere f = oprs« dénme inversiyonudur.
5

~
N
L=
=~

= Vo ise f(Vi5) = Vi ve f(Vaz) = Vo

=L O) eksenine gore f = oprz« donme inversiyonudur.
5

Vi) = Vig ise f(Vis) = Vo ve f(Va3) = Vi

O) olmak iizere f = oprax= donme inversiyonudur.
5

~

58]
~
I~

oo
‘G

C.O
Cﬂ

ot

13. f(Vz) = Vig ise f(Vis) = Vg ve f(Vaz) = Vi

< 5"';—2, S—E‘ﬁ,()) olmak iizere f = oprex donme inversiyonudur.
5

14 f(Vz) = Vs ise f(Vis) = Vi ve f(Vaz) = Vag
< 5";:—2, —5‘5,0 olmak iizere f = 00T s donme inversiyonudur.

15. f(Vz) = Vegise f(Vis) = Vip ve f(Vaz) = V;
< 5”;—2, «/3—39, 0) olmak iizere f = OOT 2x donme inversiyonudur.

16, f(V7) = Vag ise f(Vis) = Vs ve f(Vaz) = Vau
< 5”;—2, \/ 3—39,0) olmak iizere f = OO 4x ddnme inversiyonudur.

17. f(Vz) = Viise f(Vis) = Vive f(Va3) = Vs

p+2

—4/ &T@, 0) olmak iizere [ = opre= donme inversiyonudur.
5

U“

(

118. f(V7) = Vag ise f(Vis) = Vo ve f(Vaz) = Vis

2 3— .. .. . .
( %, —\/ 755, 0) olmak iizere [ = oors«= donme inversiyonudur.
5

&‘

ise

ise

ise

ise

ise

ise

ise

ise

ise

ise

donme

donme

donme

donme

donme

donme

donme

donme

donme

donme

119. f(V7) = Vzise f(Vis) = Vis ve f(Vaz) = Vag ise f birim doniisiimdiir.

120. f(V7) = Vigise f(Vis) = Vag ve f(Vag) = Vag ise f inversiyondur:
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Buna gore orijini koruyan f izometrisi G(1D) nin bir elemanidir. Bir baska deyisle

icosidodecahedron uzakligini koruyan Oklidyen izometriler diginda bir izometri yoktur.
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Teorem 5.3 f : R3, — R3,, doniisiimii bir izometri olsun. f = T4 o g olacak sekilde bir tek
Ty €T(3)veg e G(ID) vardr.

Ispat A = (ay, a0, a3) olmak iizere f(O) = A olsun. Bu taktirde g = T_, o f olacak
sekilde tanimli g doniigiimii bir izometridir ve g(O) = O olur. Béylece onerme 4.7 den dolayt
g € G(ID) ve f = Ty o g olur. Ispatin tekligi asikardur.

Buna gore icosidodecahedron metrigi ile donatilmis analitik 3—uzayin
izometrilerinin grubu icosidodecahedronun (Oklidyen) simetri grubu olan I, ile
3 — boyutlu analitik uzayin tiim 6telemelerinin grubu olan 7°(3) iin yari-direkt ¢arpimudir.

Yani R?,, nun tiim izometrilerinin kiimesi 7'(3).G(ID) dur.
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6. RHOMBIC TRIACONTAHEDRON UZAYI

6.1 Rhombic Triacontahedron Metrigi ve Ozellikleri

Rhombic triacontaheron 30 tane es kenar dortgen seklinde yiize, 60 kenara ve iki
tipten olusan 32 kdseye sahiptir. Birinci tip kdsede 3, ikinci tiptekilerde ise 5 tane yiiz
bulugsmaktadir. Bir zonohedron olan rhombic triacontahedronun eskenar dortgen olan

ylizlerinde uzun kdsegenin kisa kdsegene orani ¢ = 1*‘[

yani altin orandir. Ayrica rhombic
triacontahedron koselerinde tiim Platonik cisimlerin (tetrahedron, hexahedron, octahedron,

dodecahedron ve icosahedron) koselerini igerdiginden dolay1 da oldukga ilging bir cisimdir.

/

\

Sekil 6.1 Rhombic Triacontahedron

Birim kiiresi thombic triacontahedron olan uzaklik fonksiyonu dgr ile gosterilir ve
bu uzaklik fonksiyonunun metrik aksiyomlarini sagladig ve bazi 6zellikleri (Can, Gelisgen

ve Kaya, 2015) kaynagindan verilmektedir.

Tanmm 6.1 P, = (21,41, 21) ve Py = (29, Y2, 22) R3 te iki farkli nokta olsun. ¢ = 1+‘[altm

oran olmak tizere

; |1 — w2 +(2¢0 — 3) max {(p + 1) |21 — 22|+ [y1 — 4o, |21 — 2},

drr(P1, Po) = S max  [y1 — yo| +(2¢ — 3) max {(p + 1) |[z1 — 2| + |21 — 2], [y1 — wol},
|21 — 22| +(2¢0 — 3) max {(p + 1) [y1 — ya| T |v1 — 22|, [21 — 22[}

bigiminde tamimlanan dgyr : R3> x R®> — [0,00) wuzakhk fonksiyonuna rhombic

triacontahedron uzaklik fonksiyonu denir.
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Yardimei Teorem 6.1 P, = (x1,y1, 21) ve Py = (To, Yo, 22) R? te iki farkli nokta olsun.Bu

durumda

drr(Pr, P2) > % (Jv1 — 22| + (29 — 3) max {(¢ + 1) |21 — 22| + ¢ [y1 — 32|, [71 — 72[}),
drr(Pr, P2) > 5 (Jyr — w2l + (20 — 3) max {(p + 1) [v1 — 22| + ¢ |21 — 22|, [y1 — 2]}),
drr(Pr, Pa) > 5 (|21 — 22| + (29 — 3) max {(¢ + 1) |y1 — 42| + ¢ |21 — 22|, |21 — 22]}),

dwr.
Ispat Ispati maksimum fonksiyonunun tanimindan agiktir:

Teorem 6.1 R3 te dry uzaklik fonksiyonu metriktir ve bu metrikle donatilmis uzayin birim

kiiresi rhombic triacontahedrondur.

Ispat dpr : R?® x R® — R rhombic triacontahedron uzaklik fonksiyonu ve
Pi=(x1,91,21), Pa=(22, Yo, 20) ve P3=(x3,ys3,23) R te ii¢ farkli nokta olsun. dgpr uzaklik
fonksiyonu her Py, Py, P3 € R? icin asagidaki aksiyomlari sagliyorsa R? te bir metriktir

Ml) dRT(Pl,P2>ZOV@dRT(Pl,P2>:O<:>P1:p2,
M2) dgp (P, Py) = drr (P, Pr),
M3) dgrr (P, Ps) < dgr (P1, P2) + dgr (P2, Ps) .

M1) Mutlak deger her zaman negatif olmayan degerler iireteceginden dolayr mutlak
degerlerin pozitif sayilarla ¢arpilip toplamasimin maksimumu da negatif olmayan bir

degerdir. Boylece ,

dRT(P17P2> ==
4 3\

(p+1)[z21 — 2| +

©ly1 — ol , |21 — 22 ’
(p+1) |21 — 22| +
@le—ZQ\a‘yl—yzf ’
(9 +1) |y — gel + }

90|=731 - 902| ) |21 - Z2’

|x1 — xa| + (20 — 3) max{
fmax ¢ |y — yo| + (29 — 3) max

|21 — 22| + (2¢p — 3) max

\

dw. Yani dgr pozitif tamimhidir Eger

dRT(P17P2)
( (0 +1) |21 — 2| + )
|z1 — 29| + (2¢p — 3) max 14 ! 2 ,
90|y1—y2|,|x1—a:2|
+1)|xy — 20| +
= fmax ¢ |y1 — ye| + (290 — 3) max (p+1) |z 2 , =0
©lz1 — 2zl [yr — 1

|21 — 22| + (2¢p — 3) max

(o +1) [y — yal +
pler — xa| |21 — 22 )

21—22|:O

\
= |ZE1 —ZL’2| =0,

y1 —y2| =0,
= X1 = T2, Y1 = Y2, 21 = 22
:>P1:P2
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olur. Tersine Py=P, ise |v1—x2|=0, |y1 —y2|=0 ve |z1 — 2|=0 olacagindan
dRT(Pla PQ)ZO olur.
M2) Mutlak deger tammundan —|ry — xo|=|T9 — X1

oy = gel=ly -l ve
|21 — 29|=|22 — 21| dir. Buradan agik¢a dgrp(Py, P2)=dgrr(Ps, P1) dir Yani, dgr
simetriktir.

M3) Py = (z1,y1,21), Pa = (12,2, 22) ve P3 = (3, y3, 23) € R olsun.

drr(Pr, P3) < dpr(Pr, Po) + dpr(Pa, Ps)

oldugu gosterilmelidir.

drr(Py, P3)

SIS

— ¥
2

IN

IN

P
2

£max < |y; — yo| + (2 —

21 — @3 + (2 — 3)max {(p + 1) [21 — 23] + ¢ |y1 — yal . [x1 — 23]},
max ¢ |y — ys| + (2¢ — 3)max {(o + 1) [z1 — z3| + ¢ |21 — 23], [y1 — [},
(|21 — 23] + (20 — 3)max {(p + 1) [yr — ya| + @21 — 23], [21 — 23]}
( |21 — 2otxy — 23| +(200 — 3) max { (PH1) Jer = 2220 = 25 o1 — 92402 — 1]
|z — 2o + 29 — 3]

(p+1) |xy — wotmy — 3] +p |21 — 22F20 — 23],
Y1 — Y2 + y2 — 3

(1) ly1 — Y2ty — ys| T |z — 22tT9 — 23,
|21 — 20 + 22 — 23|

(p+1) (lz1 — 2| + |22 — 23]) +

@ (ly1 — ya| +ly2 — yal) , 21 — o] + |22 — 23]
(p+1) (Jar = o] + |z — ws) + }
@ (21 — 22| + |22 — 23]) , [yr — vo| + [y2 — 3]
(0 + 1) (Jy1 = ol + ly2 — ys|) +
@ (|o1 — @o| + |x2 — x3]) s |21 — 22| +[22 — 23]
3)max {(p +1) |21 — 20| + ¢ |y1 — yol , |21 — 22},

( 3)max {(p + 1) [z1 — 2| + @21 — 22f, [y1 —wel}, o+

[ 21 — 22| + (20 = 3) max {(¢ + 1) [y1 — 42| + @ |21 — 22|, |21 — 22}
w2 — 3] + (20 — 3) max { (¢ + 1) [22 — 23| + @ [y2 — ys| , [22 — @[},

max § [y1 — Y2 ty2 — yz| +(2¢ — 3) max {
|21 — 2z9t29 — 23| +(2¢p — 3) max {
|x1 — 29| +|xo — 23| +(2¢p — 3) max
max § |y1 — ya| +[y2 — ys| +(2¢ — 3) max {

|21 — 2za] +]22 — 23| +(2¢p — 3) max
\

(|21 — o] + (29

fmax ¢ |y2 —ys| + (29 — 3)max {(¢ + 1) [z — z3| + v |22 — 23/, [y2 — us|} .

=1

|22 — 23| + (20 — 3) max {(¢ + 1) |y2 — ys| + @ w2 — 23], [22 — 2]}

dw. Burada Yardimci Teorem 5.1 den dolay:

|1 — o] +(2¢0 — 3) max {(p + 1) |21 — 22| + [y1 — 2l , [21 — 22},
max ¢ [y1 — y2| (2 — 3) max {(p + 1) [z1 — 2|+ |21 — 22|, [y1 — 92|},
|21 — 22| +(2¢0 — 3) max {(¢ + 1) [y1 — 1| T |21 — 22|, [21 — 22[}

dpr(Pr, ) >

N6

J
} )
)

)

V
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ve
|22 — x3] + (20 — 3) max {(¢ + 1) [22 — 23] + @ [y2 — ys] . |z2 — @3]},
drr(Po, Py) 2 S max § = ] + (2 — 3) max {(p + 1) |22 — 2] + 9122 — 2] |2 — ]}
|22 — 23| + (29 — 3) max {(¢ + 1) [y2 — ys| + @[22 — z3], |22 — 23]}
olurr O  halde I < drr(Py, P2) + dgrr(P2, P3) bulunur. Buna gore
drr(Py, P3) < drr(Pi, Py) + dgr(Py, Ps) elde edilir. Yani rhombic triacontahedron

uzaklik fonksiyonu ii¢gen esitsizligini saglar.

Sonu¢ olarak rhombic triacontahedron uzaklik fonksiyonu metriktiv. Ayrica bu
metrikle donatilmig analitik 3—uzayda orijinden 1 birim rhombic triacontahedron

uzakligindaki noktalarin kiimesi
; |z +(2¢ — 3) max {(p+1) [z +¢ [y|, |2},
Srr =X (z,y,2) : dpr(X,0) = 5 max ly| +(2¢ — 3) max {(p+1) |x| +¢|z|,|y|}, ¢ =1
2] +(2¢ = 3) max {(o+1) |y[ +e [l [}
olup bu noktalarin geometrik yeri Sekillp.2 de gériildiigii gibi rhombic triacontahedrondur.

Sekil 6.2 Rhombic Triacontahedronun Koordinat Sistemine Yerlestirilmesi

Rhombic triacontahedron uzaklik fonksiyonu bir hayli karmasik goziikmesine
ragmen apsis, ordinat var kotlar fark: arasinda bir yonlendirme vardir. Bu yonlendirme ise
|z — 22|-ly1 — yo|-|21 — 22|-|x1 — 22| seklindedir. Buna gore drr fonksiyonunda yer alan
i ifadeden herhangi birinde |z; — x| yerine |y; — ya|, |y1 — y2| yerine |z; — 25| ve
|21 — 29| yerine |x; — 5| yazildiginda diger bir ifadeye ulasilir. Geometrik olarak Py
noktasindan P, noktasina olan yol i¢in iki farkli ihtimal vardir. Buna gore bu yollar

asagidaki gibi ifade edilebilir:
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(i) Biri koordinat eksenlerinden birine paralel, digerleri ise bir diger koordinat
eksenleri ile arctan(1/2) ve arctan(y/5/2) radyanhik ag1 yapan ii¢ dogru pargasinin

birlesimidir.
(ii) Koordinat eksenlerinden birine paralel bir dogru pargasidir.
Boylece P, ve P, noktalar1 arasindaki rhombic triacontahedron uzakligi (1) sikkindaki

yol i¢in bahsedilen ii¢ dogru par¢asmin Oklidyen uzunluklarmin toplaminin @ kati, (ii)

sikkindaki yol i¢in ise bahsedilen dogru par¢asinin Oklidyen uzunlugudur. (Bakiniz Sekilp.3)

B =(%.3,7)

B=(x.y.2) |_jl'] :(J':l '

Sekil 6.3 Rhombic Triacontahedron Uzakligia Gére Iki Nokta Arasindaki Yollar

Sonug 6.1 R, de (0, yo, 20) merkezli ve r yarigapl kiire

; |z — 20| + (20 — 3) max{ (v + 1) |2 — 2| + ¢ |y — yo|, |z — 20|},
5 max [y —yo| + (20 — 3)max {(¢ + 1) |z — zo| + ¢ |2 — 20|, [y —wol}, ¢ =7
|z — 20| + (2¢p = 3)max {(¢ + 1) |y — vo| + ¢ |z — 20, |2 — 20|}

denklemi ile ifade edilen , kése noktalart ((p — 1) 7,0,7), (r, (¢ — 1) 7r,0), (0,7, (p —1)7),
0,2=¢)rr),  (10,2=9)r), (2=¢)rr0), (p-Dr(e—1r(¢—1)r)
noktalarimin her bir bileseninin tiim muhtemel +/— isaret degisikliklerinin (xq, Yo, 20)

kadar ételenmiginden olusan 30—yiizlii bir ¢okyiizlii olan rhombic triacontahedrondur.

Bu boliimiin diger kisimlarinda sik¢a kullanilacagindan dolay1 merkezil birim kiirenin
kose noktalar asagidaki sekilde isimlendirilmistir;
Vi=(@—-101),Va=(p—-10-1),V3=(1-¢,0,1),Vi=(1-¢,0,-1),
Vi=(Le—=10),V5=(11-¢0),Vr=(-1,9-1,0), Vs = (=1,1 = ¢,0),
Vo=1(0,1,0—1),Vio=(0,1,1—¢), V11 =(0,—1,p— 1), Vis = (0,—=1,1 — ),
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2—p, 1), Via=1(0,2—p,—1),Vi5 = (0,0 —2,1), Vig = (0,0 — 2,—1),
’072_410)7‘/18: 1707(;0_2)a‘/19:(_17072_90 a‘/20:(_170790_2)7

( (
( (
Vor = (2—¢,1,0), Vo = (2 — ¢, =1,0), Va3 = (p — 2, 1,0), Vay = (p — 2, -1,0),
( )
( )
( )

~— ~— ~—

4
=(p—lLeo—Lp—-1),Vag=(p—Lo—1,1—9), Vor=(p—-11—-p,p—1),
- @—1,1—90,1—@ 7‘/29:(1_90a90_1a90_1)7‘/})0:(1_90a90_1a1_90)7

Bir sonraki teoremde dpr metriginin iyi bilinen bazi uzaklik fonksiyonlarinin genel

hali olan d,,, metrigi ile iliskisi verilecektir.

Teorem 6.2 P, = (11,y1,21) ve Py = (12, 42, 22) R3 de herhangi iki nokta olsun. m = v = 0

ve
|1 — 2| + (29 — 3)max {(¢ + 1) [21 — 2| + @ |y1 — vl , |71 — 22|},
smax ¢ |y1 — ol + (290 — 3)max {(¢ + 1) |1 — z2| + ¢ |21 — 22|, [y1 — 42|},
|21 — 22| + (20 — 3) max {(¢ + 1) [y1 — y2| + @ |11 — 22| , |21 — 20|}
u:

max {|x1 — |, |y1 — Y2l , |21 — 22|}

olmak iizere d,,, (Py, Py) = drr (P1, P) dir.

Ispat w,v ve m icin verilen degerler d,, metriginde yerine yazilirsa istenen esitligin

saglandigi kolaylikla goriilebilir.

Asagidaki 6nerme R? deki noktalar arasindaki Oklidyen ve rhombic triacontahedron

uzakliklar1 arasindaki gegis bagintisini ifade etmektedir.

Yardimcr Teorem 6.2 P, = (x1,91,21), Po = (T2,y2,20) € R3 verilsin P, ve P,

noktalarindan gegen dogru l, | nin dogrultu vektorii (p, q,r) ve

Ip| + (2¢ — 3)max {(¢ + 1) [r| + ¢ |q|, ||},
smax ¢ gl + (2¢ — 3)max{(¢ + 1) |p| + ¢ |r], [q]},
7| + (29 = 3)max {(p + 1) [q| + ¢ |p|, ||}

/p2 +q2 +T2

p(PrPy) =

ise
drr (Pl, Pz) =H (P1P2) dg (P1,P2)
dir.
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ispat P = (z1,y1,21) , Py = (w2,92,22) € R? verilsin P, ve P, noktalarindan gegen
dogru | ve | nin dogrultu vektorii (p, q,r) ise A € R olmak iizere
T2—T1 _ Y270 22— 2

= :A
p q r

vazilabilir. Buradan o — x1 = A\p, Yo — Y1 = A\q, 20 — 21 = Ar elde edilir. Béylece
; Ip[ + (2 — 3)max {(p + 1) 7| + ¢ |, [},
drr (P1, P) = Ao max ¢ |g| + (2¢ — 3) max{(o + 1) [p| + ¢ |r] . [a]} ,
|+ (2¢ — 3) max {(¢ + 1) g + ¢ [p[, I}

ve
dp(P1, Py) = A\/p? + ¢% +1r?
bulunur.
Ip| + (2¢ = 3)max {(¢ + 1) |r| + ¢ lal . [},
Afmax ¢ g + (29 — 3)max {(¢ + 1) [p| + ¢ 7], [q]},
drr (P, P,) Ir[ + (2¢ — 3)max {(» + 1) lq| + ¢ p|, [r[}
dp(Pr, Py) MWD+ @ +r?
olup
pl + (2¢ = 3) max {(¢ + 1) [r| + gl Ipl},
gmax § g + (2¢ — 3)max {(¢ + 1) [p| + @ Ir],lal},
L (PP,) = I +(290—3)r21a><{2(90 +21) lal + ¢ lpl, ||}
VDot gt +r
denilirse
dRT(P17P2) :M(P1P2)dE(P1,P2)
elde edilir.

Yukaridaki yardime1 teorem herhangi bir dogru boyunca herhangi P; ve P> noktalari
arasindaki dpp-uzakliginm, aym dogru boyunca P, ve P, noktalar1 arasindaki Oklidyen

uzakligin pozitif kat1 oldugu gosterir. Buna gore asagidaki sonuclar verilebilir.

Sonu¢ 6.2 R® de Py, P,, X dogrudas, ii¢ farkli nokta ise
dE(PhX) = dE(P27X) < dRT(Pl,X) = dRT(PQ,X)
dir.

Sonug¢ 6.3 3 boyutlu uzayda Py, Py, X dogrudas, ii¢ farkli nokta ise
dE(X7 Pl) _ dRT(val)
dE(X7 PQ) dRT<X7 PQ)

olur. Yani bir dogru boyunca olan dg, dgr uzakliklarinin orant aynidur.
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6.2 Rhombic Triacontahedron izometri Grubu

Bu béliimde drr metrigi ile donatilmig analitik 3—uzayin (R%;) izometri grubu
arastirilacaktir. dpr uzakligim koruyan izometrileri tespit etmek i¢in dnce hangi Oklidyen
izometrilerin thombic triacontahedron uzakligini korudugu arastirilacaktir. Daha sonra da,

bu izometriler disinda izometrilerin olmadig1 gosterilecektir.

o : RY — R, doniigiim olmak tizere her X,Y € R, i¢in
drr(X,Y) = dpr(a(X),a(Y))

ise o doniisiimii R%,- da bir izometridir.

Asagida ifade edilen &nermeler ile hangi Oklidyen izometrilerin rhombic

triacontahedron uzayinda da izometri olduklar1 gsterilmektedir.
Onerme 6.1 R® de her Oklidyen ételeme R, iin bir izometrisidir.
Ispat A = (a1, a9,a3), X = (v,y, 2) € R® olmakiizere Ty : Ry — Ry, Ta(X) = A+X

olacak sekilde reel uzayda bir ételeme olsun. Py = (x1,y1,21) , Po = (T2, Ya, 22) € R icin

dRT(TA(Pl)v TA(P2)) =

(‘CL1+ZL’1—(11—JI2’+
+1) las + 21 — a3 — 2| tv|asty; — as — )
(2 — 3) max (pt1) las + 21 — az — 22| T lagtyr — az — 1o ’
lay + x1 — a; — x3]
las + 11 — az — yo| +
= £ max (2 — 3) max (p+1) Jartzr — a1 — o] +plaz+z1 — a3 — 2o , ’
las + y1 — ag — o
las + 21 — ag — 2| +
+1 U — a0 — Yo| + +21 —ay —
(2 — 3) max (pt1) laztyr — a2 — yo| T lartey — a1 — @2,
\ las + 21 — a3z — 2o )
(o1 — 2] + (20 — 3)max {(¢ + 1) |21 — 20| + @ |y1 — v , |21 — @2},
= $max ¢ |y1 —yo| + (29 — 3)max {(¢ + 1) [z — x| + |21 — 22|, [y1 — v2l},
L 21— 2] + (20 = 3)max {(p + 1) [y1 — y| + @ |z1 — 22|, |21 — 22|}
= dprr (P, P)

dir. Bundan dolayt 'T's bir izometridir.
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Yukaridaki 6nerme geregince R%, uzayinda donme ve yansimalar1 bulmak igin
orijinden gegen diizlemleri diisiinmek yeterli olacaktir. Asagidaki 6nermede R, de

uzaklig1 koruyan yansimalar ifade edilecektir.

Onerme 6.2 R}, de A : ax + by + cz = 0 diizlemine gére yansumanin izometri olmast igin

gerek ve yeter kosul diizlemin dogrultu vektorii (a, b, ¢) nin

D= {(17 070) ) (07 170) ) (Ov()? 1) ) (ila :I:(p, (90 - 1)) ’ (((10 - 1) ) ila :i:gp) ) (:l:(p, (90 - 1) ’ il)}

vektor kiimesi elemanlarina paralel olmasidur.

Ispat A : ax+by-+cz = 0birim normali (a, b, c) olan diizlem olmak iizere o p : R, — R,

Oklidyen yansima

(1 —2a®)x — 2aby — 2acz, —2abx + (1 — 2b%)y — 2bcz,
UA(xvya Z) -

—2acx — 2bcy + (1 — 2¢?)z

seklinde tammhdr. R, iin taban vektorlerini koruyan yansima izometri olacagindan,

rhombic triacontahedronun kose noktalari da olan, R, in
Vi = (90_17071)7‘/16 = (17072_(10>7‘/24 = (90_1790_1790_1) tabamni koruyan
yvansimalari tespit etmek izometrileri bulmak icin yeterli olacaktir. Taban vektorlerinin

Oklidyen yansimalar altinda goriintiileri,

oa (V1) = ((p — 1) (1 — 2a?) — 2ac, —2ab (¢ — 1) — 2bc, —2ac (¢ — 1) +1 — 2¢?)
oan (Vig) = (1 — 2a® — 2ac (2 — @), —2ab — 2bc (2 — ) , —2ac+ (1 — 2¢2) (2 — p))

(1—-2a%) (¢ —1)—2ab(p —1) —2ac(p — 1),
oa (Var) = | ~2ab (o — 1) — (1 - 20%) (p — 1) — 2be(p— 1),
—2ac(p—1)=2bc(p—1)+ (1 —2c%) (¢ — 1)

olup agik¢a dpr (0O, V1) = drr (O, Vig) = drr(O, Vay) = 1 dir. Eger yansima dgr uzakhigin

koruyor ise taban vektorlerinin yansima altindaki goriintiileri i¢in uzaklik korunmalidir: Yani
drr(oa(0),0a(V1)) = drr(oa(0),0a(Vis)) = drr(oa(0),0a(Vas)) =1

olmalidwr. Boylece



drr(0a(0),0a(V1))) =

( (¢ — 1) (1 — 2a2) — 2ac| +

[ ©|2(1 — ) ab — 2bc| +
2(p—1)max (p+1)[2(1—p)ac+1—-2&3, ¢,
({0 = 1) (1 = 2a%) — 2ac|
12(1 — ) ab — 2bc| +
o (g0|2(1—g0)ac+1—202|+
§maX 2
2(p—max{ (p+1)|(p—1)(1—2a*) —2ac|, ¢,
L 12(1 —¢) ab — 20|

2 (¢ — 1) max

\

drr(oa(0),0a(Vig)) =

(2¢ — 3) max

©
7 Max 4 (2¢ — 3) max

(2¢ — 3) max

\

drr(oa(0),0a(Vas)) =

;

(2 — 3) max

2 — 1) ab

£ max
(2¢ — 3) max

|—2 (¢ — 1) ac

(2¢p — 3) max

12(1 —p)ac+1— 22+
[ ©l(p—1) (1 —24a2) — 2ac| + }
Vs

(p+1)]12(1 —p)ab—2bc|,
[ [2(1 —¢p)ac+1— 27

( 11 —2a% —2(2 - p)ac|+

[ p|—2ab—2(2 — ) be| +
(p+1)|-2ac+ (2 - ¢) (1 -2,
[ |1 —2a* —2(2 - ¢)ac|

|—2ab — 2(2 — ) be| +

(p+1)[1—2a>—2(2—¢)ac|,
L |2ab —2(2 — ¢) b

(o|—2ac— (2 — ) (1 —232)| + }

|—2ac+ (2 — ¢) (1 — 2¢%)| +
(o1 —2a%—2(2— @) ac| + }
Vs

(o +1)|—2ab—2(2— ) be|,
[ [—2ac+ (2 —¢) (1 —2¢%)]

(p—1)(1—2a*) —2(p—1)ab—2 (¢ — 1) ac|+
[ @|=2(p = Dab+ (o — 1) (1 = 20°) =2 (¢ — 1) be| +

(o+1)|=2(p — Dac — 2(p — Dbe+(p — 1)(1 — 2¢%)]
[ 1o —1)(1— 2%~ 2o~ ab—2(p— 1)ac

T (p—1) (1 26%) — 2(p — 1) bel +

—2(p—1)bc+ (p—1) (1 —2¢%)| +

|

((o|-2(p—1)ac—2(p— 1) bt (p — 1) (1 — 2¢%)| +
(p+1)|(p — (1 — 2a°) — 2(p — )ab — 2(¢ — Dac],
L [=2(p—1)ab+ (e — 1) (1 = 2b°) = 2(p — 1) be|

(¢l —1)(1-20°) = 2(p—1)ab—2(p — 1) ac|+
(o+1) [=2(p — Dab+(p — 1)(1 = 26°) — 2(p — Dbc],
( [=2(¢ = Dac—2(p = 1)bet (¢ — 1) (1 - 2¢%)|

109
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denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi ¢oziiliirse (a,b,c) igin (:l:1 +%, ‘p_ )
(27, £1, £9), (£2, 21 +1), (1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1) ¢oziimleri elde edilir.

Tersine normal vektorleri D kiimesindeki vektorlere paralel olacak sekildeki
diizlemlere gore yansimalarin uzakligi korudugu gosterilmelidir. on (X) = Y olacak
sekilde X ve Y noktalari i¢in (p1,q1,71) ve (p2,q2,12), OX ve OY vektorlerinin yon
vektorleri olsun. dgr (O, X) = drr(0,Y) oldugunu gostermek i¢in 1 (OX) = u(OY)
oldugunu gostermek yeterlidir. (p1,q1,71) vektoriiniin verilen diizlemlere gore yansima

altindaki goriintiileri bulunursa;

1. Durum: 1x + @y + (1 — )z = 0 yansuma diizlemi igin,

oa(pr,q1,m1) = (3p1+ 150 — =0y, lop 4 1ofBgy Ly, LB, 4 1gy LV,

2. Durum: 1z + py + —(1 — )z = 0 yansima diizlemi igin,

+711¢5 174\/57a L 1+fp + 1= V5 1 =145 _%q1+1+4¢5r1)’

4q 4 —4 P1

oa(pL,q1,m1) = (%pl q1—

3.Durum: -1z + @y + (1 — @)z = 0 yansima diizlemi igin,

oa(pr i) = (3o + 1Jr4\/5(11 + 1_4\/57" 1 1+fp +1 *fq + 1, \/5p1 +3q1+ _1+4\/57“1)>

4.Durum: -1z + @y + —(1 — @)z = 0 yansima diizlemi igin,

1+fq +—1+xf ’1+fp + 4\/ 1 —1+v5 2q +1+f )7

oa(p1, q1,7m1) = (%pﬁ— a1 — — P1—

5.Durum: (1-p)x + 1y + pz = 0 yansima diizlemi i¢in,

oapr, g1 m) = (1+4\/5p1 qu +371 IZ\/BP1+%Q1+H4\/ST17 %Pl—i-*lz/gfh-i-l]\/gﬁ)

)

6.Durum: -(1-p)x + ly + vz = 0 yansima diizlemi igin,

(1+\[p +1 \[ ! 4\/52314’%(]1"‘_1?/57“17_1 1+fq +1 \f )

oa(p1,q1,m1) = a1 —571, sPh1—

Y

7.Durum: (1 — @)x — 1y + pz = 0 yansima diizlemi igin,

(1+fp+1fq+r 4\/51 %q1+1+4\/5 1+fq+1f)

oa(p1,qi,m) = T17%p1+

9
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8.Durum: —(1 — ¢)x — ly + pz = 0 yansima diizlemi i¢in,

(H\[p +- 1+‘[ 1 =371, #gpl-%(h*—%g

5 1+\fq+1\/)

1
Ty, =3Pt

UA(I?1;Q1,7”1) =

)

9.Durum: oz + (1 — )y + 1z = 0 yansima diizlemi igin,

1+xf

oa(pr, qi,m) = (58 pi+iq -0 Ip 4 100 g, p =lby | Lihy, 4 —lVB g 4 Ly

10.Durum: ox + —(1 — o)y + 1z = 0 yansima diizlemi i¢in,

— (#pl—l 1+v5

oa(p1, q1,7m1) = §q1—Tr1,—%p1+1+fq +1=v2 \[ 15 H\fp +1=5 fq +3 7“1)

11.Durum: oz + (1 — p)y — 1z = 0 yansima diizlemi igin,

(1_4\/5 1 %QH‘IZ\@ 1+4¢5Q1+1_4f ,1+\[P + L= fC] + 7”1)

O-A(plaqlarl) - Tl?%pl_’_

12.Durum: ox + —(1 — )y — 1z = 0 yansima diizlemi igin,

1-/5 1 1+v5
( —it—y

- J 1+\[q_|_ 1+\[ ’1+\[p += 1+\[ _|_ Tl)

oa(p, q1,m1) = 7”17—%]914-

13.Durum: 1x = 0 yansima diizlemi igin,on (p1,q1,71) = (—p1,q1,71)
14.Durum: 1y = 0 yansima diizlemi i¢in,on (p1,q1,71) = (P1, —q1,71) »

15.Durum: 1z = 0 yansima diizlemi i¢in,on (p1,q1,71) = (p1,q1, —71) -
sonuglar elde edilir. Bu sonuglara gore Yardimci Teorem 5.2 den dolayi (1 (OX) = 11 (OY')
oldugu goriilmektedir. Ornegin; x + py + (¢ — 1) z = 0 yansima diizlemi igin,

p1] + (2¢ = 3)max {(¢ + 1) [r1] + @], [p1]}
gmax {4 fqi| + (2¢ — 3)max {(¢ + 1) [p1| + @ |ril, lal},
ri] 4 (2¢ — 3) max {(¢ + 1) [q1| + @[], |ra[}

p(0X) =
Vi + @+
Ip2| + (2¢ — 3)max {(¢ + 1) |ra| + ¢ |@2| , [p2|},
gmax < |ga| 4 (20 — 3) max {(¢ + 1) |p2| + @ |72] , ||},
[ra] + (2¢ — 3) max {(¢ + 1) |q2| + ¢ |p2|, |72}
1(0Y) =

P3+gs+r3
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dir. Burada

oa (P, q1,m1) = (p2,q2,72)
= (ip, — &g — &y —2p U9 —op Uzl 04 48
5P1 — 541 5 'ty =51 5 01 ', 5 D1 q1TaoT

oldugundan
[p2| + (2¢ — 3) max {(¢ + 1) [r2] + @ a2, [p2]},
gmax ¢ gof + (29 — 3)max {(¢ + 1) [p2| + ¢ |r2l , |gal}
L (OY) = |ra| + (20 = 3) max {(¢ + 1) |¢2| + @ 2], [r2]}
ifadesinde
pa yerine 1p; — £q1 — ¥ r)

q2 yerine — £p; + @ql —i2ry

(1;0)171 —2q1 + ‘37“1

T9 yerine

yazilirsa 1 (OX) = p (OY) esitligi goriilmektedir. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Sonug 6.4 Sgrizometrik yansimalarin kiimesi orijinden gecen denklemleri asagida ifade

edilmis olan onbes Oklidyen yansimadan olusur.

Yansima diizlemleri;

Dy:z=0 , Dyix—pyt(p—1)z=0

Dy:y=0 , Dy:—xtpyt(p—1)z=0
D3:2=0 , Dint—z—oyt(p—1)2=0
Dy:(p—1)atytpz=0 , Dig:prt(p—1)ytz=0

Ds:(p—1laty—pz=0 , Dyp:pat(p—1)y—2=0
Dg:(p—1)x—ytpz=0 , Dyy:—pxt(p—1)ytz=0
D;:(¢p—Vz—y—pz=0 , Di5:—paxt(p—1)y—2=0

Dy : atoyt(p—1)z2=0

olmak {iizere rhombic triacontahedron birim kiiresinin kdse noktalarinin yansimasi kisaca
Sekilb.4 deki tablodaki gibi 6zetlenebilir;
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Yansima Dizlemleri
D D, Ds D, D Ds D5 Dg Dg Dy D Dy, D,s Dy Dis
Moktalar

Vy Vs Vy Vs Vi Vs Vi Vs Vi Vs Vs Vy Vg Vy Vs Vs
Vs Vg Vs Vy Vs Vi Vs Vo Vs Vs, Vi Vs v, Vs Vs Vs
Vs Vs Vs Vy Vs Vi Vs Vi Vs Vs Vi Vs Vs Vs Vs Vs
Vy v, Vy Vs Vs Vs Vi Vs Vi | Vis Vs Vy Vs Vy Vs Vs
Vs Vs Vs Vs v, Vs Vs Vs Vi Vs Vs Vi Vg Vs Vs Vi
Vs Vs Vs Vs Vs Vs Vs Vy Vs Vi ) Vs Vi Vi Vs Vg
Vs Vs Vs Vs Vs Vs Vs Vy Vs Vig | Va2 Vs Vg Vi v, vy
Vs Vs Vs Vs Vs Vs Vs Vs Vs Vs Vs Vi Vs v, Vi Vi
Va Va Vi Vig Vy Vs Va Vs Vs Vy Vs Vs Vs Va Vs Va
Vi Vi Vs ) Vi Vs vy Vi Vy Vs v, Vs Vi Vs Vi Vs
Vi Vi Vg Vi Vi v, Vg Vi vy Vs Vs Vs Vi Vs Vi Vs
Vi Vi Vi Vi Yy Vi | Vs Vs Vs Vy Vs v, Vs Vi Vs Vi
Vs Vis Vis Vg Vs | Vo Vs Vas Vs Vis | Vg Vis Vio Vs V7 Vs
Vi Vi Vis Vs Vs Vs Vi Vs Vi | Vas | Vi Vs Vs Vap Vs Vis
Vis Vs Vs Vis Va | Vs | Vs Vi, Vis | Vi | Vis Vs Vs Vs Va7 Vig
Vs Vis Vi Vis Vos | Vas | Vo Vao Vas | Vis | Vs Vis Vis Vs, Vag Vs
Vi Vio Vir Vig Vag | Vaz | Vs V7 Var | Vas Vas Var Vss Vs Vis Vs
Vs Vag Vis Vir Vig | Vzr | Vi Vas Vog | Vis | Vi Vo Vis Vs Vo Vi
Vig V7 Vg Vg Vig |V | Vo Vs Vag | Vag | Vi Vs Vs Vs Vs Vs
Vap Vis Van Vie Voo | Van | Vs Vag Vozs | Ve | Vs V3o Vas Vi Vis Var
v, Vs Vo Vs Vig | Vs | Vs Vas Vi | Viz | Vi Vs Vg Vs Vs v,
Vo Vs Vay Vs Vor | Vas | Vs Vis Vi | Vaa | Voo Vis Vs Vo Vs Vs
Vas Vs Vg Vs Vs | Vs | Vs Vi Va | Vaz | Vi Vg Vs Vas Vs Va5
Vo Ve Vo Vs Vis | Vis | Vs Vs Vos |V | Vo Vas Va7 Vs Vs Vo
Vs Vo Var Vs Vis | Vs | Vo Vs Vo | Vas | Vi Vis Vag Vs Vas Vs
Vas Vg Vo Vas Vas | Vs | Vur Vay Vis | Vis | Vas Vo Vg Vs Vas Vas
Va7 Vs Va5 Vs Vo | Vs | Vi Va7 Va | Vas | Vs Vs Vs Va7 Vs Vap
Vs Vs Vas Var Vizg | Va2 | Vs Vis Vig | Via | Vo5 Vs Vas Vo Vio Vs
Vs Vs Vs Vg Vag | Vas | Vo Vis Vig | Vis | Vo Vs Vo v, Vig Vs
Vs Vas Vsz Vo Vos | Vs | Vs Vsg Vsg | Va2 | Vs Vag Vo Vs Vg Viz
Vs Va7 V29 Vs, Vs Vi | Va Vo Vis | Vis | Vs Vs Vs Vis Vi Vs
Vs Vs Vso Vs Vis | Vaz | Vo Vio Vas Vsz | Vi Vi Vir Vs Vs Vo

Sekil 6.4 R%,,. de Yansima Diizlemlerine Gore Kose Noktalarin Goriintiileri

E

1+
2

D, = {(07 :I:lv (‘P - 1)) ) (ilv (90 - 1)70) ’ (j:170>§0)}
(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),((¢ — 1), £1,£p), (£1,£p, o — 1)

Onerme 6.3 ¢ = ve

Dy =
D (17 17 1) ) (17 17 _1) 3 (17 _17 1) ) <_17 17 1) ) (07 Y — 17 i@) )
3 pr—
(QO_ 17:|:90a0)7(j:§0’0730_ 1)

olmak iizere
Ry ={re | 0 €{2n/5 4x /5, 67 /5,87 /5}, donme ekseninin dogrultusu D, in elemani}
Ry = {ry | 0 € {r}, donme ekseninin dogrultusu D, nin elemani}
Ry ={rg | 0 = {27/3,47/3}, donme ekseninin dogrultusu Ds iin elemant}

kiimeleri verilsin. Donme ekseni orijinden gegen bir | dogrusu olan ry donmesinin bir izometri

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul rg € Rrr = Ry U Ry U R3 olmasidir.
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Ispat Birim dogrultu vektorii (p, q, 1) olan bir | dogrusu etrafinda ry seklinde ifade edilen

Oklidyen dénmenin matris formu;

cos® + p*(1 —cosf) pg(l —cosf) —rsind pr(l—cosf) + gsinf
pq(1 —cosf) +rsinf cosh + ¢*(1 —cos) qr(l—cosfh) — psind
pr(1 —cosf) —gsinf qr(1 —cosf) + psinf cos® — r*(1 — cosb)

bicimindedir.

[ eksenli bir donme , | dogrusu boyunca kesisen iki diizlemin yansimalarinin
birlesimi oldugundan ve Onerme 5.2 den dolay1 | dogrusunun dogrultu vektérlerini
(0,£1, (¢ — 1)), (£1,(p —1),0), (£1,0, ), (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1),
((p—=1), L +p), (£L+p,0—1), (fp,o—1,%1), (1,1,1), (1,1,-1), (1,-1,1),
(—1,1,1), (0,0 — 1, £9), (p — 1,£p,0), (£p,0, 9 — 1) olarak alinabilir.

R%T de izometrik donmelerin bulunmast icin, drr birim kiiresinin kenarlarinin
uzunluklarint  koruyan donmelerin tespit edilmesi yeterlidiv. drr birim kiiresinin
Vs =(1,0—1,0)ve Vi; = (1,0,2 — @) kése noktalar ele alinsin. Bu taktirde

cos O + p?(1 —cos ) + (¢ — 1) (pq(1 — cosf) — rsinf),
r9(Vs) =1 pq(1 —cosf) +rsinf + (¢ — 1) (cos 6 + ¢*(1 — cos b)),
pr(l —cosf) — gsinf + (¢ — 1) (gr(1 — cosf) + psinf)

cos + p?(1 —cos ) + (2 — @) (pr(1 — cos ) + gsinf) ,
r9 (Vir) = | pq(1 —cosf) +rsinf+ (2 — ) (gr(l — cosf) — psinb),
pr(1 —cosf) — gsinf + (2 — ¢) (cos§ — r*(1 — cos 0))
dir. Ustelik Vs = (1,0 — 1,0) ve Viz = (1,0,2 — ) i¢in drr (Vs,Vi7) = ¢ — 1 dir. O
halde 0 # 0 olmak iizere ry mn drr uzakhigint korumast icin drp(reg (Vs) , 19 (Vi7)) = 9 — 1

olmalidrr.

dogrusunun dogrultu vektorii (0,1, — 1) olarak alimirsa
(p,q,7) = < 1/ 2+<p ﬂo) olur. p,q,r degerleri dpr (ro(Vs),re(Viz)) = ¢ — 1 de
verine yazilirsa;

o] = 2,/%@ sinf, ap = —_2<g¢1 ve oz = %‘@ olmak tizere

; o | + (2 — 3) max { (¢ + 1) |ag| + ¢ |az], |ou|},
5 max g fas| + (29 = 3)max {(p + 1) Ju| + plag|, [aol}, p=¢—1
las| + (2¢ — 3)max {(¢ + 1) |oa| + @ ||, s}

olur. Bu denklem ¢oziiliirse 0 = 2w /5, 4w /5,67 /5, 8 /5 sonuglar elde edilir. Benzer sekilde,
eger [ dogrusunun yon vektorii (0, —1, (p — 1)), (£1, (¢ — 1),0), (£1, 0, @) olarak alinirsa
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0 = 2r /5,47 /5,67 /5,87 /5 olur. Dolayisiyla D, deki alti yon vektériiyle yirmi dort donme
elde edilir.

[ dogrusunun yén vektorii (1,0,0) ise (p,q,r) = (1,0,0) olur. p,q,r degerleri
drr (re(Vs),m9(Vi7)) = ¢ — 1 de yerine yazilirsa;

20 =3)(e+ 1) [(2—p)cost + (1 — ) sinf| +

@ |(p —2)sinf + (1 — ¢) cos b))

(o —2)sinf + (1 — ) cosb|+

@ (2gp—3)max{ ©|(2—p)cosh + (1 — ¢)sinb|, },
(¢ —2)sinf + (1 — ¢) cos |

(2 —¢)cosh+ (1 — ¢)sinb| +

(290—3)max{ (0 +1)|(p — 2)sind + (1 — ) cosd| , }

(2 —¢)cosf+ (1 —p)sinb|

\
denklemi bulunur. Bu denklem ¢oziiliirse 0 = m sonucuna ulasilir. Benzer sekilde, eger [ nin
yon vektorii Dy nin (0,1,0), (0,0,1), (¢ —1),£1,+p), (X1, £p, 0 — 1), (£p,p — 1, £1)
vektorlerinden biri olarak alinirsa 0 = 7 olarak bulunur. Dolayistyla Dy deki on bes yon
vektoriiyle on bes donme elde edilir.

1

[ dogrusunun dogrultu vektorii (1,1,1) ise (p,q,r) = <\/3, <

7\/§> olur. p,q,7

Sl

degerleri drr (r9(Vs),m9(Vi7)) = @ — 1 de yerine yazilirsa;

ap = (3_2¢> (1 —cosf — \/§sin0),

3
N (—¢c0s9+\/§(@—2)sin9—2¢+3)
2:

3

ve

N ((3—¢)cos9+\/§(1—gp)sin0—2g0+3>
3:
3

olmak tizere

. lon| + (2 — 3)max {(p + 1) [as| + ¢ |ag|, |as]},
o max o] + (20 — 3)max { (¢ + 1) |ar| + @ |as], [as]}, p=¢—1
|as| + (2¢0 — 3) max {(¢ + 1) |oa| + @ ||, s}

elde edilir. Bu denklem ¢oziiliirse 6 = 27 /3, 4w /3 sonuglart bulunur. Benzer sekilde, eger |
dogrusunun yon vektori Ds dn (—1,1,1), (1,—1,1), (1,1,—1), (0,9 —1,+¢p),
(o —1,%£p,0), (£p,0,¢ — 1) vektorlerinden biri olarak almirsa 0 = 27/3, 47w /3 olur.

Dolayisiyla D5 deki on tane yon vektoriiyle yirmi tane dénme elde edilir.
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Tersine ro(X) = Y olacak sekilde X ve Y noktalaryla olusturulan OX ve OY
dogrularimin  dogrultulart  siraswla  (p1,q1,m1) ve  (p2,qe,72) olmak  iizere
drr(0,X) = dgrr(0,Y) oldugunu gostermek icin Yardimci Teorem 5.2 den
1 (0X) = pu(OY) oldugu gosterilmelidir. Bu ise (p1, q1,11) vektoriiniin tiim durumlar igin
goriintiileri bulunarak kolaylikla gosterilebiliv. Ornegin dénme ekseninin dogrultu vektorii
(1,0,0) olsun. Bu durumda oa (p1,q1,m1) = (p2,q2,72) = (p1,—q1,—r1) elde edilir

Yardimci Teorem 5.2 den

Ip1| + (20 — 3)max {(¢ + 1) |r1| + ¢ |aq1|, [p1]},
gmax < |qi| + (2¢ — 3)max {(¢ + 1) [p1| + ¢ 1], ||}
Ir1] + (2¢ — 3)max {(¢ + 1) |1 | + ¢ [p1] , 1]}

n(0X) =
Vi 4@+
Ip2| + (200 — 3) max { (o + 1) |r2| + @]l [p2]}
Smax ¢ |go| + (20 — 3)max {(p + 1) [p2] + @ 72|, ]q2l},
ra| + (20 = 3) max { (¢ + 1) |q2| + ¢ |p2| , |72]}
1 (0Y) =

VD3 + g5+ 1)

dir. Buradan

pi| + (2¢ = 3) max {(p + 1) [=ri| + ¢ |—ai], [P}
gmaxq | —qi] + (29 — 3)max {(¢ + 1) [p1| + ¢ |=71], |~}
I—Tﬂ+%2¢—*ﬂHmXH¢+—U!—m!+¢ﬂm|J—hH
Va2 ()

pil + (2 )nwx{@9+1)Vﬂ%ﬂPMﬂ pal}
gmaxq q1| + (29 — 3)max {(¢ + 1) [pa| + @[], o}
71| + (2¢ — 3) max {(¢ + 1) |qi| + @ [p1 . [71]}

\/p1+q1 +r1

= p(0X)

elde edilir. Benzer sekilde diger donme eksenleri ve donme agilari icin de ;n (OX) = u (OY)

esitligi gosterilebilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonug¢ 6.5 Rgyr, orijinden gegen dogrulari eksen kabul eden donmelerin kiimesi olmak iizere,

tam olarak elli dokuz Oklidyen donmeden olusur.

Sekilb.3 ve Sekilb.q daki tablolarda donme hareketleri (doniisiimleri) sonucunda

rhombic triacontahedron birim kiiresinin kdse noktalarinin goriintiileri verilmistir.
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Dénme Ekseni
o S Agilar Vis Vi | Vis Vs Vg Vay Va Vs Vi Vs Vs Var Vs Ve Vso Vs Vs
dogrultu vektérleri

o= 27”’5 Ve Vas Vg Vis Vs Vo Vg Vs Vs Va Vs Vig Vis Vis Vi Var Vs

6 = 4m/5 Vi Vs Vg Vi Var Ve Vi Vs Vs Vs Vs Vi Vs, Vs Vis Vis Vo
01L9-1) 6 = 6m/5

6 = 2m/5 Vg Vs Vis Vs Vg Vs Vo Vo Vs Vis Vi Ve Vs, Vs Vs Vis Vi
6 = 4m/5 Vi Vs Vg Vi Vas Vi Vs Vs Vis Vis Vs Ve Vs Vs Vo Vi Vs
6 = ém/5 Vs Vi Ve V25 Vs V3o Vs Vi Vi Vg Va5 Vs Vs Vi Vs Vi Vi

0,-1,¢-1)

o= 21’[/5 Via Vs Va Vo Vs Ve Vis Vis Vs Vs Vs Vir Vas Vs Vg Vi Vs

B =4m/5 | v | Vi | Voo | Vas | Vie | Vo | Voo | Ve | Vas | Vs | Vo | Vs | Vs | Vo | Viaz | Vis | Vi
1,e—1,0) G=6n/5

6 - znjs Vid VZZ VZB VZP VZS VIT vﬂ VIS VM v?7 VJS v?\l( VIG vii VIJ VJS viﬂ
6 =4m/5 Vs Vi Vs Vis Vs Vo Vg Ver Vs Ve Vs Vo Vi Vis Vir Vs Va
(—=1,9—1,0) =

6 - znjs VSO VJS v?ﬁ viﬂ VJP VZS vié VJS V_’n? vi? VZI VZS vid vii VIS VN v?ﬂ
@ -
~ B=6T/5 | v, | Vy | Vas | Voo | Vs | Vis | Ve | Vs | Vs | Vas | Var | Vs | Vs | Vs | Vaz | Vi | Vi

6 = 2m/5 Vs Var Vi Vag ) Vis Vs Vs Vis Vis Vas Va Vis Vis Vs Vsz Vi
(—1,0,¢) 0 = 4m/5 Vs Vi Va Vs Vas Vs Vis Vis Vs Va Vis Vs Vir Va Vs Vi Va
e —

- 0 = én/s Vis Vas Va Vas Vs Vsz Vi Va Vs Vis Va Vis Var Vi Vis Va Vis

(1,0,0) 6=m Vo | Ve | Vi | Vo | Ve | Vi | Vi | Ve | Vs | Vs | Var | Vs | Vi | Ve | Vi | Vs | Vi
[0,0,1} 6 =i v]d VJQ v?ﬂ vi? VJS v?\( v?i v?? V?J vii vi? VZS viﬂ v?? VIS v?S V?E
(o —11, @) 6 =m Vo | Ve | Vi | Vg | Ve | Vs | Vo | Vo | Ve | Vs | Vi | Vs | Vo | Vi | Vi | Ve | Vie
(p—11,-¢) o=n Va Va Vs Var Vi Vis Vs Vs Vis Vs Vi Vie Vs Vs Vis Vis Vas
(p—1,-1.¢) 6=m Voo | Vg | Ve | Ve | Ve | Vo | Vs | Vs | Ve | Ve | Vo | Vs | Ve | Ve | Ve | Vi | Vi
(W - 1: _1:_40} o=n st Vzu Vsz st V:U Vs: Vza VJE st st Vz\a Vsu V;a Vu Vz? V;J st
(L oo—1) 6 =m Vo | Vi | Vae | Ve | Ve | Ve | Ve | Vi | Ve | Vo | Vs | Ve | Ve | Ve | Vo | Ve | Vi
1L -g0—1) 6=m Vo | Ve | Ve | Vs | Vo | Vo | Vs | Ve | Vi | Ve | Ve | Ve | Vs | Ve | Vs | Ve | Vil
—Lee—1) 6=m Voo | Ve | Ve | Voo | Vs | Ve | Vs | Voo | Ve | Vo | Vs | Vs | Ve | Vs | Vs | Ve | Ve
(L-@e-1) |f==m Vo | Vg | Vs | Ve | Vs | Ve | Ve | Vi | Vs | Vi | Vs | Voo | Ve | Vs | Vo | Ve | Vis
(p.o—11) 6=m Vi | Ve | Vs | Ve | Ve | Vi | Vs | Vi | Vo | Vi | Ve | Vo | Ve | Ve | Ve | Ve | Vi
(pe—1-1) 6=m Voo | Ve | Ve | Vo | Vs | Ve | Vs | Vi | Ve | Ve | Ve | Voo | Vi | Ve | Voo | Ve | Vs
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Sekil 6.6 R%, de Dénme Hareketi Altinda Kose Noktalarin Goriintiileri Devami
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Yardimei Teorem 6.3 (x,y, z) noktasini (—x, —y, —z) noktasina doniistiiren déniisiim olan

O = (0,0,0) orijine gore oy inversiyonu R, in bir izometrisidir.

Sekil.7 deki tablolarda inversiyon hareketi(doniisiimii) sonrasinda birim kiirenin

kose noktalarinin goriintiileri verilmistir.

inversiyon
Altinda Nokta [V, |V, | Vs | Ve [ Vs [ Ve | Vo | Ve | Vo [ Vi | Via [Viz | Vis | Vs | Vis | Vs
Gorintaleri

0 = (0,0,0)
Ty

inversiyon

Altinda Nokta |V, | Vs | Viae | Vag | Vas | Vaz | Vs | Vas | Vias | Vias | Vs | Vias | Vo | Vg | Vg | Vsa

Gorantdleri

0 = (0,0,0)
T

Sekil 6.7 R%,. de 0 Inversiyonu Altinda Kése Noktalarin Goriintiileri

Onerme 6.4 drr— uzakligini invaryant birakan, orijine gére dénme-yansimalarin tiimii

orijine gore inversiyon hareketine (doniigiimiine) egittir.

Ispat 79 € Rpp, T ve A, 1l ye dik diizlemler olmak iizere bir donme-yansima
p = onoaor = oqryg biciminde yazilabilir. O halde donme ekseni yansima diizlemine dik
olmak zorundadir. Bu durumda 11 diizlemi icin Onerme 5.3 den otuz bir dénme ekseninden
on bes durum incelenmelidir. Ciinkii D, ve D5 deki donme eksenlerinden hi¢birisi Sonu¢
5.4 de verilen yansima diizlemlerinden herhangi birine dik degildir. Eger 11 diizlemi olarak

x = 0 diizlemi alimrsa ro min birim yon vektorii (1,0, 0) olur ve
p:=onr(r,y,z) = (—x,ycosh — zsinb, ysind + zcosl)
elde edilir. Vi = (¢ — 1,0,1) ve Vo = (p — 1,0 — 1, — 1) kose noktalar igin

plp—1,0,1) = (1 — p,sinf, —cos ) ve
ple—Le—1lp—-1)=(1-p (p—1)cosd — (¢ —1)sinb, (¢ — 1)sinf+ (¢ — 1) cos 0)

bulunur.

drr (V1, Vas) = ¢ — 1 oldugundan ve p wuzakhgi koruyacagindan
drr(p(V1), p(Vas)) = ¢ — 1 olmalidir. Béylece
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as=—(p—1)cosf+ (p —2)sinf ve g = — (p — 1) sinf — (p — 2) cos 0 olmak iizere

; (20 — 3)max { (o + 1) |az| + ¢ |azl},
drr(p(V1), p(Vas)) = Smax 4 |as| + (2¢ — 3) max {o |as| , [asl}, =p-—1
s + (2¢0 — 3) max {(¢ + 1) || , |3}

elde edilir. Bu denklem ¢oziiliirse 6 € {0, n} elde edilir. Buradan da kolaylikla oyr, = o9
oldugu goriilebilir. Sonug¢ olarak bu durumda yeni bir dénme-yansima yoktur. Benzer
sekilde donme eksenleri bir yansima diizlemi normali olan
(:I:%, +2, “"T_l) , (‘PT_I, :l:%, :l:%) , (:l:f, “"T_l, :l:%) ,(0,1,0),(0,0,1) vektorleri i¢in de aym

sonucglar elde edilir.

Sekill.§ deki tabloda, bir yansima diizleminin normali olup, ayn1 zamanda donme
ekseninin dogrultusu olanlar tespit edilmis ve bu eksenlere goére donme-yansima hareketi
(doniistimil) yapilarak birim kiirenin kose noktalarinin bu hareketlere (doniigiimlere) gore

goriintiileri verilmistir.
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wwb mwb mwb mwb mwb mw.b mw..-— mw.b wwb Nm.b
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Onerme 6.5 dpp uzakhigini koruyan, orijine gore kirk dort tane donme-inversiyon vardir:

Ispat ry € Ry olmak iizere bir donme-inversiyon p := oooaor = oorg biciminde bileske
olarak yazilabileceginden Onerme 5.3 den, ispat otuz bir dénme ekseni icin verilmelidir. g
donme ekseninin dogrultusu (0, 1, p — 1) ise birim dogrultu vektorii (O, \/ QJFT‘P, \/ ?’_T“"> olur.

Bu durumda
—xcosf + (\/> ) (@sinﬁ)z
p(z,y,2) = —(\/ﬁsme — (2 + %2 cos0) y — ((257) (1 —cosh)) z,
(@sm@) x— ((222) (1 —cos)) y — (£ + 2 cosb) 2
seklinde tamimlanir. Burada Vi = (9 — 1,0,1) ve Vas = (¢ — 1, — 1, — 1) olmak iizere

— (¢ —1)cosf — /EZsind,

p(@_lvovl) = —\/wsinQvL—l_QW 00504——2@_17

,/ SDsmﬁ 2+g”cosH “”
(p—1) cos0—|—(@/ e — /22 sind),

plp—Lle—1p-1) = \/—"‘—’sme—l——‘ecose 25,

,/%Osmﬁ%—%cosé’—%‘;—_l

elde edilir. Burada dgr (V1,Vas)=¢ — 1 oldugundan ve p uzakhigi korumak zorunda
oldugundan drr(p(V1), p(Vas))=p — 1 olmalidir. Bu durumda o3 = 2‘p—5_6 cosf + 3“05—_4,

ay = 6“" 58 cosh + 32¢ =2 ve ay = (\/?’_TSD_\/HT@_\/%> sin 6 olmak iizere

|on | +(2¢ — 3) max {(p+1) |as| +¢ |asl, [en]},
drer (p(V2), p(Ves)) = 5 max § Jag| + (2 — 3) max {(p+1) o] +¢ o] o}, = o1
|os| +(2¢ — 3) max {(p+1) | T [ ], s}
olur. Bu denklem ¢oziiliirse 0 = 2w /5, 4w /5,67 /5, 81 /5 sonuglart bulunur. Benzer sekilde,
re, domme ekseninin dogrultusu (0,—1, (¢ — 1)), (£1,(p —1),0), (£1,0,¢) vektirleri
olarak alimrsa 0 = 2mw/5,4w/5,67/5,87/5 olur. Boylece dprr—uzakligimi koruyacak

sekilde yirmi dort farkli donme-inversiyon hareketi bulunur.

1o, donme ekseni (1,1, 1) dogrultulu dogru ise r¢ min birim yon vektorii (\/Lg, \%7 \%)
olur. Bu durumda p(V1) ve p(Vas) hesaplanip drr (p(V1), p(Vas)) = @ — 1 de yerine yazilirsa
3— 24,0 \f 2@ 3 _ ¢-3 V3(2—¢) . 20—3
o = cost + sinf + , ap = £2=cos ) + =5 sin 0 + T ve

oy = “’T?’ cosf + % sinf + % olmak iizere

o] + (2¢ — 3) max {(p + 1) |as| + ¢ o], |},

drr (p(V1), p(Vas)) = §max ¢ |aa| + (2¢ — 3)max {(¢ + 1) [a1| + ¢ lag|, |az]}, p=¢—1
las| + (29 — 3) max {(¢ + 1) |aa| + ||, [as|}
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denklemi elde ediliv. Bu denklem ¢oziiliirse 0 = 21 /3, 4w /3 olur. Benzer sekilde,ry, donme
ekseni dogrultusu (—1,1,1), (1,-1,1), (1,1,-1), (0,0 —1,%¢p), (p—1,%¢,0),
(£¢,0,¢ — 1) vektorleri olarak alinirsa 0 = 2w /3,47 /3 olur. Boylece dpr—uzakhigin

koruyacak sekilde yirmi farkli donme-inversiyon hareketi bulunur.

rg, donme ekseni (1,0,0) dogrultulu dogru ise birim yon vektérii (1,0,0) olur. Bu
durumda V; = (¢ —1,0,1), Vo = (0,1, — 1), Vi5 = (0,0 — 2,1), Vo = (¢ —2,1,0) ve
Vos = (p — 1,90 — 1,9 — 1) kose noktalari igin

p(V1) =p(e—1,0,1) = (1 — ¢,sinf, — cos )

p(Vy) = (0,1,g0—1) (0,(¢ —1)sinf — cosd, (1 — ) cosf — sinh)

p(Vis) = p (0, , 1) =1(0,(2 — ¢)cosf + sind, (2 — ) sin — cos0)

p(Va1) = p (¢ 2,170) (2 — p, —cos B, —sinf)

p(Vas) = p(p-1,0-1,0-1) = (1 — ¢, (1 — p) cos O+ (o — 1) sinf, (1 — ) sinf+ (1 — ) cos b))
olup drr (V1,Vas) = dpr (Vo,Va1) = dpr (Vi,Vis) = ¢ — 1 oldugundan

drr(p(V1), p(Vas)) = drr(p(Vo), p(Va1)) = drr(p(V1), p(Vis)) = ¢ — 1 olmalidur: Boylece
ay =sinf + (p —1)cosf — (o — 1) sinf ve a3 = —cosf + (¢ — 1) sinf + (¢ — 1) cos §

olmak tizere

# (2¢p — 3) max {(p + 1) |az| + ¢ |az[},
drr(p(V1), p(Vas)) = 5 max o] + (29 — 3) max {p|as|, ||}, =p—1
s + (2¢0 — 3) max {(¢ + 1) || , 3|}

Br=9p—2 By=(p—1)sinfve B = (1 — ©) cos O olmak iizere

; B1] +(2¢ — 3) max {(p+1) | 85|+ |Baf , |51l }
drr(p(Vo), p(Va1)) = §max |Ba| +(2¢ — 3) max {(¢+1) [B1] +¢ | B3], [B2]} =¢—1
B3] +(2¢ — 3) max {(o+1) | Bo] +¢ [B1], B3]}

Mm=p—1"v%=(2—¢)cosl vey; = (2 — ¢)sinb olmak iizere

. 71| +(2¢ — 3) max {(p+1) |ys] +@ [72|, [}
drr(p(V1), p(Vi5)) = Smax 72| +(2¢ = 3)max {(p+1) 1] +¢ [s], [l ¢ =w—1
73] +(2¢ — 3) max {(o+1) || +@ |1, [13]}

denklemlerine ulasilir. Bu denklem sistemi ¢oziiliirse 0 = m sonucu bulunur. Benzer sekilde,
ro, domme ekseni dogrultusu (0,1,0), (0,0,1), ((¢—1),£1,%+¢p), (£1,£p,¢o—1),
(£, — 1,£1) vektorleri olarak almwrsa 0 = 7 olur Bu durumda yeni bir
donme-inversiyon hareketi bulunmamaktadir. Ciinkii 0 = w icin, donme ekseni dogrultu
vektorii bu vektorler olacak sekilde alinr ve donme-inversiyon hareketi yapilirsa Sekillp.9

ve Sekillp.10 daki tablolarda verilen diizlemlere gére yansima hareketleri bulunur:



Dénme
EkseniDogrultu | Aglar | v, | Vo | Vs | Vo | Vs | Vs | Vo | Vo | Vo | Vi | Ve | Vo | Vs | Ve | Vs | Vs
Vektorleri
O=2m/5 |vs |V, |Va Vs Vi [Vso [Vo Vi |V [Ve |V5 [Vo Vs Vi |[Vay |V
6 = 4m/5 Vi (Ve |va |ve v (v [vao |vs Ve (Ve [Vae Ve |Va
0 =2n/5 Ve [vs v |va v Ve Vi Vi [Vs [V Ve [V |V

5 =4n/5

Vi

Vg

Vs

Vis

Vs

Vi

Vag |Vis [Vie |Vir
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Dénme
EkseniDogrultu
Vektdrleri

Agilar Viz | Vs | Vo | Vag | Va1 | Vaz | Vas | Vas | Vias | Vs | Vs | Vs | Vg | Vg | Vs | V32

8 =2m/5 |Vs, (Vs (Vi |Vae (Va2 |Vao V2o Vs (Vo [Vor (Vs (Vs [Vie (Vi Ve |V
6 = 4m/5 Voo (Vs |Vis (Vs Voo |Var [Vie (Vs [Vas (Ve [Vie [Vie [V

6 = 2m/5
5 =4n/5

Vas |Var [Var |V [Vas (Vi |Vas [Viaz (Vs V2 [Var [V |Vis

Vs

Vi; |Va Va2

Vag |Vas |Vao |Voas

Sekil 6.10 R%,. de Donme Inversiyon Hareketi Altinda Kdse Noktalarin Goriintiileri Devami
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Buraya kadar olan kisimda Oklidyen 3-uzaymn izometrilerinden hangilerinin
dpr—metrigini korudugu bulunmustur. Yani R? te drp—metrigini koruyan yansimalar,
donmeler, inversiyonlar, donme-yansimalar ve donme-inversiyonlar tespit edilmistir. Sonug
olarak on bes yansima, altmis donme, kirk dort donme-inversiyon ve bir inversiyondan
olusan, dpy—metrigine gdre olan izometriler rhombic triacontahedronun Oklidyen simetri
grubu olan [, in elemanlaridir. Bu gruba rhombic triacontahedron grup denilsin ve G(RT)
ile gosterilsin. Agik¢a G(RT), I, grubuna izomorftur. Bundan sonraki kisimda R? te
drr—metrigini koruyan, [, grubunun elemanlari disinda izometrilerin olmadigi

gosterilecektir. Yani R}, nin tiim izometrilerinin 7'(3).G(RT) oldugu gosterilecektir.

Tanmm 6.2 A = (ay,az,a3) ve B = (by, by, b3) Ry uzayinda farkly iki nokta olsun. Bu
taktirde
{X | drr(A, X) 4+ drr(B, X) = drr(A, B)}

kiimesine A, B noktalarimin minimum uzaklik kiimesi denir ve [AB] ile gosterilir.

Genel olarak, [AB] kiimesi AB kosegenli bir sekizyiizlii olusturur (Bakiniz
Sekilp.11)).

Sekil 6.11 R%,;. da Minimum Uzaklik Kiimesi

Boylece buradaki minimum uzaklik kiimesi z — (2 — @)y + (1 + ¢)z = 0,
—2-plx+(1—-—9y+z=0,2=0,—(1—-¢)r+y—(2—p)z =0 dizlemleri ve bu

diizlemlere paralel diizlemlerle olusur.

Onerme 6.6 ¢ : R%,. — R%,, bir izometri ve [AB)] paralelyiiz olsun. O halde

O([AB]) = [¢(A)o(B)]

olur.
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Ispat Y € ¢([AB]) olsun.

Y € ¢9([AB]) < 3IX €[AB]3Y =¢(X)

drr(A, X) + drr(B, X) = dgr(A, B)

drr(¢(A), 6(X)) + drr(¢(B), 9(X)) = drr(¢(A), 9(B))
Y = o(X) € [6(A)¢(B)].

111

Sonug 6.6 ¢ : R%. — R bir izometri ve |AB] paralelyiiz olsun. Bu durumda ¢, [AB] nin

koselerini koselere doniistiiriir ve kenar uzunluklarini korur.

Onerme 6.7 f : R}, — R doniisiimii f(O) = O olacak sekilde bir izometri olsun. Bu
taktirde f € G(RT) olur.

Ispat O = (0,0,0) ve D = (¢ — 1,1, + 1) olmak iizere [O D] sekizyiizliisiinii gézoniine
alalim. Bu sekizyiizliiniin kése noktalarindan dordii V, = (¢ — 1,0,1), Vo = (0,1, — 1),
Vis = (0,2 — ¢, 1) ,Vos = (p— 1,0 — 1, — 1) olup bu noktalar ayni zamanda merkezil
birim rhombic triacontahedron birim kiiresinin kése noktalaridir. Dahast bu dort nokta

rhombic triacontahedronun her biri ayni eskenar dortgen bigiminde olan bir yiiziiniin kose
noktalaridir (Bakiniz Sekillg.12).

Sekil 6.12 R~ da Birim Kiire Ve Minimum Uzaklik Kiimesi

f izometrisi (O D] sekizyiizliiniin kose noktalarini kése noktalara doniistiiriip, kenar

uzakliklarini kordugundan ve f(O) = O oldugundan dolayi V', Vy, Vi3 ve Vas noktalarim
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rhombic triacontaheronun yine bir yiiziiniin kése noktalarina doniistiiriir. Ayrica bu
doniistiirme  igslemi  gerceklesirken  kenar — uzunluklari  korunacagindan  dolay:
i,7 € {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}  olmak iizere f(V}) = Vi ve de
k,l e {1314,1516,17,18,19,20,21,22,23,24,25,26,27,28,29,30,31} ve V;V, ViVi, V;V} ve
V; Vi rhombic triacontahedronun dort kenari olmak iizere f(Vy) = V;, f(Vi3) = Vi,
f(Vas) = Vi olur. Acgikga ifade edilirse [ izometrisi, rhombic triacontahedronun bir
yiiziiniin kose noktalarini yine bir yiiziiniin kose noktalarina doniistiiriir. O halde rhombic
triacontahedron 30 tane eskenar dortgen bigiminde yiize sahip oldugundan bir yiiziin
doniisebilecegi 30 yiiz ihtimali vardw. Ayrica kenar uzunluklar: ve dolayisiyla késegen
uzunluklart korunmak zorunda oldugundan V| noktasimin bir yiiz tizerinde doniisebilecegi
nokta 2 farkh sekilde bellidir ve bu doniigiim Vo un doniistiigii nokta ile yer degistirmeden
ibarettir. Bundan baska diger iki kosenin noktalari olan Vi3 ve Va5 igin de iki ihtimal vardir.
Bu taktirde rhombic triacontahedronun her bir yiizii icin 4 ihtimal oldugundan dolayr bu
noktalarin doniisebilecegi 120 ihtimal vardwr. Bu ihtimaller ise asagida tek tek siralanmig
ve her bir doniisiimiin onceden tespit edilen hareketlerden hangisine karsilik geldigi ifade

edilmistir.

1 f(Vi) = Vzise (Vo) = Vo, f(Viz) = Viz ve f(Vas) = Vag ise A : x = 0 diizlemi

olmak iizere f = o yansimasidur.

2. f(Vi) =Viise f(Vo) = Vir, f(Vis) = Visve f(Vas) = Varise A : y = 0 diizlemi

olmak iizere [ = o yansimasidir.

3. f(V1) = Vaise f(Vo) = Vig, f(Viz) = Via ve f(Vas) = Vag ise A : 2 = 0 diizlemi

olmak iizere [ = o yansimasidir.

4. f(V1) = Vigise f(Vo) = Vi, f(Viz) = Vs ve f(Vas) = Vigise Az (p — 1)z +

y + pz = 0 diizlemi olmak iizere f = o yansimasidur.

5. f(Vh) = Vsise f(Vy) = Vo, f(Vis) = Varve f(Vas) = Vosise A (p— 1)z +

y — @z = 0 diizlemi olmak iizere f = oa gore yansimasidur.

6. f(V1) = Vigise f(Vo) = Vo, f(Viz) = Vag ve f(Vas) = Varise A s (o — 1)@ —

y + pz = 0 diizlemi olmak iizere f = o gore yansimasidir.

7. f(V1) = Ve ise f(Vo) = Vo, f(Vis) = Vas ve f(Vas) = Visise Az (p — 1) a —

y — @z = 0 diizlemi olmak iizere f = o gore yansimasidur.
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8 f(V1) = Vi ise f(Vo) = Vi, f(Vig) = Vs ve f(Vas) = Vagise A =z + @y +

(¢ — 1) z = 0 diizlemi olmak iizere f = oa gore yansimasidur.

9. f(V1> :Vgisef(Vg) :Vl,f(vm) :Vlsvef(vzs) = Vosise A 1 x — py +

(o — 1) z = 0 diizlemi olmak iizere f = o gore yansimasidir.

10. f(Vi) = Viise f(Vy) = Vi, f(Vis) = Varve f(Vas) = Vigise A : —x + oy +

(¢ — 1) z = 0 diizlemi olmak iizere f = o gore yansimasidir.

1. f(Vi) = Viise f(Voy) = V5, f(Vis) = Vigve f(Vas) = Visise A : —x — @y +

(¢ — 1) z = 0 diizlemi olmak iizere f = o gore yansimasidir.

12. f(Vi) = Vs ise f(Vo) = Vi, [(Vis) = Vig ve f(Vas) = Vag ise A = pz +

(¢ — 1)y + z = 0 diizlemi olmak iizere f = o gore yansimasidur.

13. f(V1) = Viise f(Vo) = Vo, f(Viz) = Vas ve f(Va5) = Vigise A @ px +

(p — 1)y — z = 0 diizlemi olmak iizere f = o gore yansimasidir.

14. f(A) = Vi ise f(Vy) = Vs, f(Vis) = Var ve f(Vas) = Vas ise A : —pu +

(¢ — 1)y + z = 0 diizlemi olmak iizere f = o gore yansimasidir.

15. f(Vi) = Vzise f(Vo) = Vo, f(Vis) = Vag ve f(Vas) = Vo ise A+ —px +

(p — 1)y — z = 0 diizlemi olmak iizere f = o gore yansimasidir:

16. f(Vi) = Vaise f(Vo) = Via, f(Viz) = Vig ve f(Vas) = Vag ise donme ekseni

(1,0,0) olmak iizere f = r, donmedir.

17. f(V1) = Vyise f(Vy) = Vig, f(Vi3) = Vig ve f(Vas) = Vi ise donme ekseni

(0,1,0) olmak iizere f = r, donmedir.

18 f(Vi) = Vyise f(Vo) = Vir, f(Viz) = Vis ve f(Vas) = Vi ise donme ekseni

(0,0,1) olmak iizere f = r, donmedir.

19. f(V1) = Vi ise f(Vo) = Vi, f(Vis) = Vig ve f(Vas) = Vas ise donme ekseni

(\/Lg, \/Lg, \/Lg) olmak tizere f = g donmedir.
20. f(Vh) = Vise f(Vo) = V5, f(Viz) = Vay ve f(Vas) = Vas ise donme ekseni
(\/Lg, \/Lg, \/Lg) olmak iizere f = Tan donmedir.



130

21. f(Vi) = Vigise f(Vy) = Vi, f(Vig) = Vaz ve f(Vas) = Vi ise donme ekseni
(—\/Lg, \/ig, \/Lg) olmak iizere [ = r2x donmedir.

22. f(V1) = Wgise f(Vo) = Vs, f(Vis) = Vig ve f(Vas) = V3 ise donme ekseni

(—% \% %)olmak lizere f = rax= donmedir.
23. f(V1) = Viyise f(Vo) = Vs, f(Vis) = Vag ve f(Vas) = V3 ise donme eksen

(\/Lg, —\/ig %) olmak iizere [ = r2x donmedir.
24. f(V1) = Viise f(Vo) = Vo, f(Vis) = Vig ve f(Vas) = Vag ise donme ekseni

(\/Lg, —% %) olmak iizere f = rax donmedir.
5. f(V1) = Vigise f(Vo) = Vi, f(Vis) = Vag ve f(Vas) = Vag ise donme ekseni

(% % —%) olmak iizere [ = r2x donmedir.
26. f(V1) = Viise f(Vy) = Vi, f(Vig) = Vg ve f(Vas) = Vag ise donme ekseni

(\/ig, \/ig, —\/ig) olmak iizere | = I donmedir.

27. f(Va) = Vyise f(Vo) = Vs, f(Viz) = Vig ve f(Vas) = Vag ise donme ekseni

(0, (“"ng), %) olmak iizere | = r2x donmedir.

w

28. f(V1) = Vyise f(Vo) = Vi, f(Vis) = Visve f(Vas) = Vi5 ise donme ekseni
(0, &, %) olmakiizere | = rax dénmedir.

29. f(V1) = Viyise f(Vo) = Vi, f(Vig) = Var ve f(Vas) = Vi ise donme ekseni

(0, (1) —\%) olmak iizere f = Iax donmedir.

30. f(Vi) = Vsise f(Vo) = Vi, f(Viz) = Va1 ve f(Vas) = Vig ise donme ekseni

(0, (p—1) —-2) olmak iizere [ = T donmedir.

31 f(V1) = Vaise f(Vo) = Vs, f(Vig) = Vig ve f(Vas) = Vag ise donme ekseni

=, \%, 0) olmak iizere f = r2x donmedir.

S

32. f(V1) = Vzise f(Vy) = Vig, f(Vig) = Vag ve f(Vas) = Vag ise donme ekseni

,0) olmak iizere f = rax donmedir.

S
o

3 V3
33. f(Vi) = Viise f(Vo) = Vi, f(Vig) = Vag ve f(Vas) = Vig ise donme

ekseni((f;gl), —\/ig, 0) olmak iizere f = r2x donmedir.




34. f(Vi) = Vaise f(Vo) = Vio, f(Vis)
((@-1) ®

A~ 0) olmak iizere f = Iz donmedir.

35. f(V1) = Vi ise f(Vy) = Viu, f(Vi3)
(5.0, ("9\;31)) olmak iizere f = 12z dénmedir.

36. f(V1) = Vs ise f(Vy) = Vo, f(Via)
(5.0, (‘pf>) olmak iizere f = iz donmedir.

37. f(Vi) = Vigise f(Vy) = Vi, f(Vis)
(—\%, 0, (¢\/§1)) olmak iizere | = ra donmedir.

38. f(V1) = Vigise f(Vy) = Vi1, f(Vis)
(—\%, 0, (“’\/_51)) olmak iizere f = raz donmedir.

39. f(Vi) = Vs ise f(Vo) = Vo, f(Vi3)
<0, 3";—{ 3—;‘5> olmak iizere f = g donmedir.

40. f(Vi) = Vg ise f(Vo) = Vo, f(Vi3) =
<0, 5?—2, 3—;‘3 olmak tizere f = e donmedir.

41. f(Vi) = Vyise f(Vo) = Vo, f(Vis)

olmak iizere f = re= donmedir.
5

42. f(Vi) = Vyise f(Vy) = Vp, f(Vi3)

= Vi ve f(V25) =

= Voy ve f(V25) =

= V3 ve f(st) =

= Vay ve f(Vas)

= Vs ve f(Vas)

= Vaz ve f(Vas)

= Vag ve f(Vas)

= Vir ve f(Vas)
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V14 ise donme ekseni

Va7 ise donme ekseni

= Vo ve f(Vas) = Vig ise donme ekseni

V14 ise donme ekseni

= Vo ise donme ekseni

= V4 ise donme ekseni

Vo1 ve f(Vas) =

Vas ise donme ekseni

= Vi ise donme ekseni

= Vi3 ise donme ekseni

= Vig ise donme ekseni

<0, “"Tﬁ, SfT‘p olmak iizere [ = rs« donmedir.
43. f(Vi) = Vo ise f(Vo) = V5, [(Vi3)
(0, — ‘%2, 37?‘/’ olmak tizere f = ram donmedir.

) Vig ise f(Vo) = Vo, f(Vi3)

ise f(Vo) = Vi, f(Vis)

46. f(Vi) = Vs ise f(Vo) = V7,

ekseni(O, —4/ 3=¢

5 7 5

= Vog ve f(V25) =

olmak iizere f = rax donmedir.

Vie ise donme ekseni

= Vo ve f(Vas) = Vi ise donme ekseni

olmak lizere f = Tox donmedir.

f(Vi3) = Vig ve f(Vas) = Vag ise donme

olmak iizere f = rs= donmedir.
5



N
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VRS
‘ﬁ

alf
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O) olmak iizere [ = rax donmedir.

Co
c.okﬁ
ne

O) olmak iizere f = Tax donmedir.

~~
A ﬁk
ot

o
w |~
o [

olmak iizere f = rex donmedir.
5

~/
“6
SRR
N
cﬂ‘l
o

Viise f(Vy) = Vir, f(Viz) = Varve f(Vas) =
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) = Viise f(Vo) = Vi, f(Vi3) = Vis ve f(Vas) = Vi ise donme ekseni

Vis ise donme ekseni

) = Viise f(Vo) = Vi, f(Vis) = Vir ve f(Vas) = Vay ise donme ekseni

Var ise donme ekseni

Vo ise donme ekseni

= Vi ise donme ekseni

50. f(Vi) = Viise f(Vy) = V5, f(Viz) = Vas ve f(Vas) = Vay ise donme ekseni
< “’TH, S_T‘p,()> olmak iizere f = Iax donmedir.
51 f(Vi) = Viyise f(Vo) = Vi, f(Viz) = Vis ve f(Vas) =
<— 5”;)’—2, 3;",0) olmak tizere [ = Tax donmedir.
52. f(vl) Vg ise f(‘/g) = Vi1, f(V13) = V31 ve f(V25) =
<— 5";’“—2, 3—5“‘3,()) olmak iizere [ = rax donmedir.
53. f(Va) = Vzise f(Vo) = Vs, f(Viz) = Vig ve f(Vas)
<— 50;—2, 3—39,0) olmak tizere f = rox donmedir.

54. f(V1) = Vyise f(Vy) = Vi, f(Vig) = Vag ve f(Vas)

<_ +2 /3

55. f(Vi) = Vi ise f(Vo) = Vi, f(Vis) = Var ve f(Vas)

<\/3%, ,\/‘pTH> olmak tizere f = r2x donmedir.

56. f(Vi) = Vaise f(Vo) = Vi, f(Viz) = Vag ve f(Vas)
(\/ 3*?%, 0,4/ ‘%2> olmak iizere f = ra donmedir.

[3
o]

0) olmak iizere [ = rs«= donmedir.

AS)
e

57. f(V) Vig ise f(Vo) = Vo, f(Vis) = Via ve f(Vas) =

( =£,0, ) olmak iizere f = Tox donmedir.

58. f(V1) = Vyise f(Vo) = Vio, f(Vis) = Vag ve f(Vas) =

<\/ 2.0, w/%”) olmak iizere f = rs= donmedir.

59. f(V1) = Vi1 ise f(VQ) = Vs, f(V13) = V31 ve f(V25) =

<_’/3_T¢70’ \/ ‘p;ﬂ) olmak iizere [ = Tax donmedir.

= Vi3 ise donme ekseni

= Viy ise donme ekseni

= Vig ise donme ekseni

Vo ise donme ekseni

Va1 ise donme ekseni

Vis ise donme ekseni
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60. f(V1) = Vigise f(Vo) = Vi, f(Vis) = Vi ve f(Vas) = Vay ise donme ekseni

<—\/ %a 0,4/ %”) olmak iizere f = rix donmedir.
5

61. f(Vi) = Vaise f(Vo) = Vi, f(Vis) = Vig ve f(Vas) = Vig ise donme ekseni

_ 2 . .. .
<— 3T“”,O, %) olmak iizere f = re= donmedir.
5

62. f(Vo) = Vsise f(Vo) = Vig, f(Viz) = Vay ve f(Vas) = Vag ise donme ekseni
3—<p O
5 Y Y

p+2
5

<_

>) olmak iizere [ = rs= donmedir.

63. f(Vi) = Vo ise f(Vo) = Vi, f(Vis) = Vas ve f(Vas) = Vi ise donme ekseni
("DT_I, %, %) olmak iizere f = r, donmedir.

64. f(Vi) = Vyise f(Vo) = Via, f(Viz) = Vaa ve f(Vas) = Vi ise donme ekseni

, —%)olmak tizere [ = r, donmedir.

(%5

€
—

o=

65. f(Vi) = Viyise f(Vo) = Via, f(Vis) = Vag ve f(Vas) = Vay ise donme ekseni
(E _
)

==, %) olmak iizere f = r, donmedir.

[

66. f(V1) = Vzise f(Vo) = Vi, f(Viz) = Vag ve f(Vas) = Vig ise donme ekseni

, —%, —322) olmak iizere f = r, donmedir.

(

<[t

67. f(V1) = Vg ise f(Vo) = Vs, f(Viz) = Vag ve f(Vas) = Vai ise donme ekseni

-3 5”5—1) olmak iizere f = r, donmedir.

(

N =

68. f(Vi) = Vigise f(Vo) = Vi, f(Vis) = Vig ve f(Vas) = Vag ise donme ekseni

(%, —£, %4) olmak iizere f = r, donmedir.

69. f(Vi) = Vuise f(Vy) = Vi, f(Viz) = Vao ve f(Vas) = Vg ise donme ekseni

(‘%7 =8 _@51) olmak iizere f = r, donmedir.

70. f(V1) = Vyise f(Vo) = Vo, f(Vig) = Vig ve f(Vas) = Viy ise donme ekseni

(—l -2 E) olmak iizere f = r, donmedir.

71. f(V1) = Viise f(Vo) = Vi, f(Vis) = Vig ve f(Vas) = Vi ise donme ekseni

(%, e %)olmak lizere f = r, donmedir.

72. f(V1) = Vyise f(Vo) = Via, f(Vig) = Vo ve f(Vas) = Vig ise donme ekseni

(%, el —%) olmak iizere f = r, donmedir.
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73. f(V1) = Vyise f(Vo) = Vi, f(Vis) = Voo ve f(Vas) = Vag ise donme ekseni

© 1
(—5, e 5) olmak iizere f = r, donmedir.

74. f(V1) = Vs ise f(Vo) = Via, f(Vig) = Vag ve f(Vas) = Vo ise donme ekseni

(—5, =, —%) olmak iizere f = r, donmedir.

75 f(V1) = Wsise f(Voy) = Vi, f(Vis) = Voo ve f(Vas) = Vag ise donme ekseni

1 1 1 .. . . . .
( 775 \/g) olmak tizere [ = oorax donme inversiyonudur.

76. f(Vi) = Vigise f(Vo) = Vs, f(Viz) = Vas ve f(Vas) = Via ise dénme ekseni

LY olmak iizere f = oorix donme inversivonudur:
9 \/?:
3

%TH
Sl-

77. f(V1) = Vigise f(Vo) = Vi, f(Vig) = Vag ve f(Vas) = Vay ise donme ekseni

1 1 1 k. . .. q .
( 75 75 \/g) olmak iizere = ooras donme inversiyonudur.

Vi) = Vs ise f(Vo) = Vi, f(Vig) = Vigve f(Vas) = Vag ise donme ekseni

) olmak iizere f = OOT ix donme inversiyonudur.

=

Vi) = Vigise f(Vo) = Vs, f(Vis) = Var ve f(Vas) = Vag ise donme ekseni

79.
(\/ig, —% %) olmak iizere [ = oorzx donme inversiyonudur.

80. f(V1) = Vzise f(Vy) = Vi, f(Vig) = Vig ve f(Vas) = Vag ise donme ekseni

(\/ig, —% 7) olmak iizere f = oorsx donme inversiyonudur.

81. f(V1) = Vyise f(Vo) = V7, f(Vig) = Vaz ve f(Vas) = Vag ise donme ekseni

1 1 1 . o . . .
(\/§> 75 ﬁ) olmak tizere f = o0T2x donme inversiyonudur.

82. f(W1) = Veise f(Vo) = Vi, f(Vis) = Vir ve f(Vas) = Var ise donme

ekseni( NEIRVAL —75) olmak iizere f = OOT ix donme inversiyonudur.

83. f(Vi) = Vigise f(Vo) = Vo, f(Vig) = Vig ve f(Vas) = Vag ise donme ekseni
3

(p=1) .. . . . .
(0, 730 V3 olmak iizere f = oOT 28 donme inversiyonudur.

84. f(V1) = Vaise f(Vy) = Vi, f(Vig) = Vig ve f(Vas) = Viy ise donme ekseni
L

(o—1) .. o . . .
<0, 750 V3 olmak iizere f = oOT ix donme inversiyonudur.

85. f(V1) = Vigise f(Vo) = Vo, f(Vig) = Vag ve f(Vas) = Vo ise donme ekseni

<O, (<p\/—§1)’ —\%) olmak iizere f = OOT 2x donme inversiyonudur.
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86. f(Vi) = Vaise f(Vo) = Vs, f(Viz) = Vas ve f(Vas) = Vig ise donme
)

eksem(() (o —i> olmak iizere f = ooraix donme inversiyonudur.
3

&
B

(Vl) = Vyise f(Vo) = Vg, f(Viz) = Vig ve f(Vas) = Va1 ise donme ekseni

olmak iizere [ = oprz« donme inversiyonudur:
3

a|e %

88. f(V1) = Viise f(Vy) = Viy, f(Vig) = Var ve f(Vas) = Vi ise donme ekseni

(p=1) o . o . . .
< AL 0> olmak iizere f = oOT ix donme inversiyonudur.

89. f(Vi) = Vs ise f(Vy) = Vs, f(Viz) = Vizr ve f(Va5) = Vis ise donme ekseni

((p—l) _i . _ . . .
< N AL 0) olmak iizere f = oOT 2x donme inversiyonudur.

90. f(Vi) = Vaise f(Vy) = Vir, f(Viz) = Va1 ve f(Vas) = Va5 ise donme ekseni

—1 . . : .
<(¢ \/g)> —\%, 0) olmak iizere f = OO ix donme inversiyonudur.

91. f(V1) = Vzise f(Vo) = Vig, f(Vig) = Vag ve f(Vas) = Vi ise donme ekseni
(¢

9 N _ 2 . .
< \/g,O, 7 olmak iizere f 00T 2x donme inversiyonudur.

92. f(V1) = Vyise f(Vy) = Vi, f(Vig) = Vay ve f(Vas) = Vig ise donme ekseni
<:/%, 0, <p\/—§1)> olmak iizere f = OOT ix donme inversiyonudur.

L~

93. f(Vl) Vipise f(Vo) = Vi, f(Vig) = Var ve f(Vas) = Vi ise donme ekseni
<—%, 0, (e1) 7 ) olmak iizere f = 00T 2x donme inversiyonudur.

94 f = Vyise f(Vo) = Vig, f(Vig) = Vay ve f(Vas) = Vas ise donme ekseni

1)
) olmak iizere f = oprax donme inversiyonudur.
3

o
)
=

Vl)

Vi ise f(Vy) = Via, f(Vis) = Vay ve f(Vas) = Vay ise donme ekseni

e olmak iizere f = oOT 2x donme inversiyonudur.

/N
=
‘e
o4
no .
CAJ
ot
‘G
N——

©
DN
g
S

)

Vivise f(Vo) = Vig, f(Viz) = Vag ve f(Vas) = Vay ise donme ekseni

olmak iizere f = OOT ix donme inversiyonudur.

/N
=
‘e
ol
no
w
?‘
N—

Ne)
~N
=
<

= Vg ise f(Vy) = Via, f(Vig) = Vg ve f(Vas) = Vag ise donme ekseni

<0, etz 37 ) olmak iizere f = oOT ex donme inversiyonudur.

98. f(V1) = Vyise f(Vy) = Via, f(Vig) = Vag ve f(Vas) = Vig ise donme ekseni
<0, 222 %) olmk iizere f = o078z dénme inversiyonudur.
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99 f (V1) = Vzise f(Vy) = Vi, f(Vis) = Voo ve f(Vas) = Vig ise donme ekseni

<0 — &2/ 5") olmak iizere [ = OOT 2x donme inversiyonudur.

( 1) = Vhise f(Vo) = Vi, f(Viz) = Vag ve f(Vas) = Vi ise donme ekseni
<O — 2/ "’) olmak iizere [ = OOT ix donme inversiyonudur.

101. f(Vi) = Vs ise f(Vo) = Vi, f(Vis) = Vas ve f(Vas) = Vi ise donme
ekseni (O, — %“2, %) olmak tizere = oorex donme inversiyonudur.

102. f(Vi) = Vaise f(Vo) = Vi, f(Viz) = Vis ve f(Vas) = Vas ise donme ekseni
<0, - “’TH, 3T> olmak iizere f = oOTsx donme inversiyonudur.

103. f(Vi) = Viise f(Vo) = Vo, f(Viz) = Vig ve f(Vas) = Vi ise donme ekseni
< 3—;‘3, 0, 5"';—2) olmak tizere f = oprz« donme inversiyonudur.

5

104. f(Vi) = Viise f(Vy) = Vig, f(Viz) = Vao ve f(Vas) = Via ise donme ekseni

<\ / 3—;‘5, 0, ,/5";:—2> olmak iizere f = OO i donme inversiyonudur.

105. [(Va) = Vyise f(Vy) = Vi, f(Vig) = Vao ve f(Vas) = Vay ise donme ekseni
< 3—;@, 0, 5”;—2) olmak tizere f = OOT 6x donme inversiyonudur.

106. (Vi) = Vi ise f(Vy) = Vi, f(Vis) = Vi ve f(Vas) = Vi ise donme ekseni
< 3—;‘3,0, 50;—2> olmak iizere [ = oors« donme inversiyonudur.

107. f(Vl) Vioise f(Vo) = Vi, f(Viz) = Vig ve f(Vas) = Vag ise donme ekseni
<\/ 0, —/ 5= ) olmak iizere | = OOT 2x donme inversiyonudur.

108. f(Vi) = Vs ise f(Vo) = Vi, f(Viz) = Vag ve f(Vas) = Vay ise donme ekseni

(W0

= |olmak iizere | = oorax donme inversiyonudur.
5

109. f(V}) = Viise f(Vo) = V5, f(Vig) = Vigve f(Vas) = Viy ise donme ekseni

_ 2 .. . . .
( BT“’, 0,— %) olmak iizere [ = opre= donme inversiyonudur.
5

110. f(Vl) Vigise f(Vo) = Vi, f(Vis) = Vag ve f(Vas) = Vi ise donme ekseni
<1/ ,0,—4/ % > olmak iizere [ = OOT 8z donme inversiyonudur.

Viise f(Vo) = Vi, f(Viz) = Vo ve f(Vas) = Vag ise donme ekseni

111. f(V}) =
E_T‘p, O) eksenine gore f = OOT 2x donme inversiyonudur.

g0+2
5
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112. f(V1) = Vs ise f(Vy) = Vo, f(Vig) = Vag ve f(Vas) = Vig ise donme ekseni
< £t \/%, O) olmak iizere f = OOT ix donme inversiyonudur.

113. f(V1) = Vi ise f(Vo) = Vs, f(Vis) = Vis ve f(Vas) = Vi ise donme ekseni

2 — .. . . .
< etz /3 “”,O) olmak iizere f = opre= donme inversiyonudur.
5

~
~
haN
=
=~

= Vigise f(Vo) = Vi1, f(Vi3) = Var ve f(Vas) = Vay ise donme ekseni

) olmak iizere f = oprs= donme inversiyonudur.
5

VRS
‘s
ol
[N}
¥
A
=)

15. f(Vi) = Vigise f(Vo) = Va, f(Viz) = Vag ve f(Vas) = Viy ise donme ekseni

]
<’\/ —\ 35w7 0> olmak iizere f = oor2s donme inversiyonudur.

116. f(Vi) = Vyise f(Vo) = Vs, f(Via) = Vas ve f(Vas) = Vi ise donme ekseni

35“", 0) olmak iizere f = OOT ix donme inversiyonudur.

N
1
[N}

17. f(Vi) = Vyise f(Vo) = Vi, f(Via) = Vis ve f(Vas) = Vi ise donme ekseni

2 — .. . . .
< N —“‘335 ,O> olmak iizere f = oprex= donme inversiyonudur.
5

C“F

118. f(Vi) = Vi ise f(Vy) = Vir, f(Vis) = Vas ve f(Vas) = Vi, ise donme ekseni

< 5”;—2, — 3—39, 0 ) olmak iizere f = oprs« donme inversiyonudur.
5

119. f(Vi) = Viise f(Vy) = Vo, f(Vis) = Vig ve f(Vas) = Vis ise f birim

doniisiimdiir.
120. f(V1) = Viise f(Vo) = Via, f(Vis) = Vie ve f(Vas) = Vs ise f inversiyondur.

Buna gore orijini koruyan f izometrisi G(RT') nin bir elemanidir. Bir baska deyisle

rhombic triacontahedron uzakligini koruyan Oklidyen izometriler disinda bir izometri yoktur.

Onerme 6.8 f : R%,, — R, doniisiimii bir izometri olsun. f = Ty o g olacak sekilde bir
tek Ty € T(3) ve g € G(RT) vardr.

Ispat A = (ay, a9, as) olmak iizere f(O) = A olsun. Bu taktirde g = T_, o f olacak
sekilde taniml g déniigiimii bir izometridir ve g(O) = O olur. Boylece Onerme 5.7 den
dolayr g € G(D) ve f = T o g olur. Ispatin tekligi asikardur.
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Buna gore rhombic triacontahedron metrigi ile donatilmis analitik 3—uzaymn
izometrilerinin grubu rhombic triacontahedronun (Oklidyen) simetri grubu olan I, ile
3—boyutlu analitik uzayin tiim Gtelemelerinin grubu olan 7'(3) tn yari-direkt ¢arpimudir.

Yani R%,, nin tiim izometrilerinin kiimesi 7'(3).G(RT) dir.
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7. DISDYAKIS TRIACONTAHEDRON UZAYI

7.1 Disdyakis Triacontahedron Metrigi ve Ozellikleri

Truncated icosidodecahedronun duali olan disdyakis triacontahedron, hexakis
icosahedron ya da kisthombic triacontahedron 120 yiize sahip bir katalan cismidir.
Rhombic triacontahedronun her bir yiiziine diizgilin bir sekilde tek bir kdsede bulusan 4 er
iicgen yerlestirilirse disdyakis triacontahedron elde edilir, yani disdyakis triacontahedron
rhombic triacontahedronun Kleetopudur. Bu cisim Katalan ve Arsimed cisimleri arasinda

en ¢ok yiize sahip olanidir.

Birim kiiresi disdyakis triacontahedron olan uzaklik fonksiyonu dpr ile gosterilir ve
bu uzaklik fonksiyonunun metrik aksiyomlarini sagladigi ve bazi 6zellikleri (Can, Colak ve

Gelisgen, 2015) kaynagindan verilmektedir.

Tanm 7.1 P, = (z1,y1,21) ve Po = (19,92,20) R® te iki farkli nokta olsun.
lag| = |21 — @2, 2| = |y1 — y2| ve |as| = |21 — 22| olmak iizere
( || + |, 1 )

(1= @) |oa] + 2]az| + (1 + ) |as],
Jon| + P max § —p o] + (2 + @) o] + 20 |as] ;
(1 =2¢) oa| + (1 + @) |oa| + 30 |eas]
( 2(1 — @) |ou] + |az] + (2¢ + 1) |
(o] + |as],
(L4 ¢) [ar| + (1 — @) |as| + 2 |as],
dpr (P, P,) = max |a2|+$max 20 o] — plas| + (24 @) |as],
3 lon| + (1 = 2¢) [as| + (1 + ) |as],
[ e+ 1) |on] +2(1 =) [ao| + [as]
(o] + |asl,

2|aa| + (1 + ) o] + (1 — ) |as],
|os| + 2 max § (24 @) o] + 2 |as| — ¢ |as]
(L4 @) oa] + 3¢ fas| + (1 = 2¢) ||,
\ [ ar] + (20 4+ 1) oo + 2 (1 = ¢) |

Vs Vs

bi¢iminde tammlanan dpr : R3 x R® — [0,00) uzaklik fonksiyonuna disdyakis

triacontahedron uzaklik fonksiyonu denir.
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Sekil 7.1 Disdyakis Triacontahedron

Yardimeir Teorem 7.1 P, = (z,y1, 21) ve Py = (19, Yo, 20) R? te iki farkli nokta olsun. Bu

durumda

(g1 — 1ol + |21 — 2],

(1 =) |21 — 2| 2 |y1 — yo| +(1 + ) [21 — 22,
dpr(Pr, Po) > [o1 — 2o +¥72 max ¢ = |21 — 2o + (24 ¢) [yn — y2| +200 |21 — 2],
(1= 2¢) |21 — 22| + (1 + ) [y1 — 2| 3|21 — 22,
2(1 = @) |z1 — za| + g1 — yal + (20 + 1) |21 — 22
|z1 — @a| + |21 — 22,
(L+ @) |21 — 22| +(1 = ¢) [y1 — yo| +2[21 — 22/,
dpr(Pr, Pa) > lyr — yo| +572 max ¢ 2 |z1 — za| — @y — ya| + (24 ¢) |21 — 2,
3p|rr — za| + (1 —20) [y — yo| + (1 + ) [21 — 22],
(L 20+ 1) |21 — 22| +2(1 — ) [y1 — ya| +]21 — 22
(|21 — zo| + 1 — 12l
2|z1 — @ (1 + ) [y1 — vo| (1 — ) |21 — 2],
dpr(P1, Py) > |21 — 2 +$max (24 @) |71 — 22| F20 |y1 — 1| — @ |21 — 29,
(14 @) [21 — 22| ¥30 |y1 — ya| + (1 = 2¢) [21 — 22],
|21 — 2| + (20 + 1) [y1 — 32| 2 (1 — ) |21 — 22

dir.

Ispat Maksimum fonksiyonun tammindan ispat asikardir.

Teorem 7.1 R3 te dpr uzaklik fonksiyonu metriktir ve bu metrikle donatilmis uzayin birim

kiiresi disdyakis triacontahedrondur.

Ispat dpr : R} x R* — R disdyakis triacontahedron uzaklik fonksiyonu ve
Pi=(x1,y1,21), Pa=(12,90, 22) ve Ps=(x3,ys,23) R? te ii¢ farkli nokta olsun. dpr uzaklik
fonksiyonu her Py, Py, P3 € R? icin asagidaki aksiyomlari sagliyorsa R? te bir metriktir.

M]) dDT(Pl,PQ)ZOV@dDT<P1,P2>:O<:>P1:P2
M2) dpr (P, P) =dpr (P, 1)
M3) dpr (P, P3) <dpr (P, P2) +dpr (Ps, Ps) .

[\
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M1) Mutlak deger her zaman negatif olmayan degerler iireteceginden dolayr mutlak
degerlerin pozitif sayilarla carpiip toplanmasinin maksimumu da porzitiftir. Boylece,
lag| = |21 — @2, 2| = |y1 — y2| ve |as| = |21 — 22| olmak iizere

' [ Jas| + Jas],

(1 =¢)|a1]+2|az] + (1 + ) |as],
jon| + 2 max § —pfon| + (2 + @) |az| + 20 |as] | :
(1 —2¢) [ar] + (1 + ) [aa| + 3¢ |as],
[ 2(1 =) faa| + |az| + (20 + 1) as| )

|oa | + [as],
(14 @) laa] + (1 = @) |az| + 2|as],
dpr(Py, Py) = max g || + 2222 max{ 2 |oq| — ¢ |ao| + (2 + ¢) |as|, , 020

3¢ |aa| + (1 = 2¢) o] + (1 + ) |as],
L 20+ 1) |ar] +2(1 — @) |ag| + |as]
)

o] + |
2|as] + (1 + ) o] + (1 — ) |as],
as + 22 max{ (24 ) |au] + 20 |as| — ¢ las
(1+ ) || 4 3¢ |as] + (1 — 2¢) |as],

N

( ([ + e+ 1) asf +2(1 =) fas] ) )
dir. Yani dpr pozitif tammhidirEger || = |x1 — x2|, |aa] = |1h — y2| ve |as| = |21 — 22
olmak iizere
( ( |a2‘ + |Oé3’, ) )

(L =) oa] + 2]z + (1 + ) [as|,
| + 22 max { —p|og| + (2 + @) |ag| + 20 |as| :

(1 =2¢) [ar| + (1 + @) |az| + 3¢ |as],
[ 2(1 = @) [ar| + |aa| + 29 + 1) [as| )
(Jou| + |as],

(L4 @) |oa] + (1 — @) |az| + 2]as|,
dpr (P, P,) = max |oz2|+4ﬁ—f’max 20 |ar| — plas] + (2 4+ @) |as], , =0

3ploa] + (1 = 2¢) oz + (1 + ¢) |asg|,
[ Qe+ D[] +2(1 =) az|+]as| )

\

[ foun] + el

2|a| + (1 + @) [az| + (1 — ) o],
Jas] + 572 max ¢ (24 ) | + 2 |as| — ¢ ||
(1+¢) lon] + 3¢ |az| + (1 = 2¢) |as|
( ( o+ 2o+ 1) Joe[ +2(1 =) fas| ) )
Y1 — 12| =0, |21 — 22| =0

= T1 = T2, Y1 = Y2, 21 = 22

=P =5

~”

= |I1—ZE2| :0,
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Y1 — Ya2|=0 ve |21 — 22|=0 olacagindan dpr (P, Py)=0

dir. Tersine Py=P, ise |11 — x4|=0,
olur.

M2) Mutlak degerden |x1 — xo|=|xo — 1|, |11 — Y2|=|y2 — y1| ve |21 — 22|=|22 — 21| dir
Buradan agik¢a dpr( Py, Py)=dpr(Ps, Py) dir. Yani, dpr simetriktir.

M3) Py = (z1,y1,21), Pa = (9,40, 20) ve Py = (x3,y3, 23) € R? olsun. Bu durumda

dpr(Pr, P3) < dpr(Py, P2) + dpr(Ps, Ps3)
oldugu gosterilmelidir.

dDT(PI;P3)
( ly1 — ys| + |21 — 23],
(1= @) |21 — @3] +2[y1 — ys| +(1 + ) [21 — 23],
Ty — 23 +4“‘;—I5max< —@lry — 3|+ 2+ @) |y1 — ys| + 20|21 — 23],
(1 —2¢) |21 — 23| + (1 + ¢) [y1 — ya| T3¢ |21 — 23],
L 2(1— @) |21 — @3] +lyr —ys| + 2+ 1) |21 — 23]
(|zy — 23| + |21 — 23],
(L4 ) |21 — 23] +(1 — ©) [yr — ys| +2]21 — 23],
=max{ |y — ys| +H7° max 4 20 |z — @) — @y — ys| + (24 ) |21 — 2],
3p |z — w3 + (1 = 2¢) [y — ys| + (1 + @) |21 — 23],
( 20+ 1) |21 — 23| +2(1 — @) |y1 — y3| + |21 — 23]
(|1 — as| + |y — usl,
2|21 — 23| +(1+ ) [y — y3| +(1 — @) |21 — 23],
21—z T max § (24 @) oy — ws| +20 [y1 — ys| — ¢ |21 — 2z,
(1+ @) [v1 — 23] F3p [y1 — y3| + (1 = 2¢) [21 — 23],
Lz —2s[ + e+ D) [y —ys[ +2(1— @) [21 — 23]

-

\

ifadesinde

|x1 — x3| yerine |x1 — xo + 19 — x3

Y1 — ys| yerine [yr — ya + y2 — ys| ve

|21 — 23] yerine |z1 — 2o + 2o — z3| yazilir

1 — Y2 +y2 — ys| < y1 — vl + |y2 — 3| ve

|21 — 290 + 20 — 23| < |21 — 22| + |22 — 23] oldugu kullanilir

51| = ‘yl_yZ 52\ = \y2—y3,

|21 — 2y + 20 — 3| < |21 — 22| + |2 — 3

”Y1| = 121—22,

’Oél| = \551—952, 042’ = |952—3C3, ,

V2| = |20 — 23| denilirse
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dDT(PhPS)
| (18] + I, (1= @) Jaa] +261] +

(1+ ) nl,—¢lai| + (24 ¢) || +

20 ml, (1 =2p) o] + (1) [Br| +3¢ |,

| 2(1 =) | + |Bi] + 29 + 1) ]

(ol + Il (L + @) lon| + (1 — @) [B] +

2l 2¢ || = ¢ [Bil + (24¢) I s 3¢ (Jau]) N

+(1=20) |Bi] +(L+ @)y, 2o+ Do+ [

2(1 =) |B1] + [l

lan] +[B1], 2 [aa| +(1+) [Bi] +(1 = @) [l

(2+p) |an| +2¢ [Bi] — @ |, (1+p) [aq| +

3¢ [B1] + (1 = 2p) ||, loa| + (20+1) [B1] +

L 2(1—¢) Il )

' [ 182] + 172l L (1 = @) aa] +2 8] +(1 + ) |2l

— @ |ag| + (2+) [Ba] 200 [72], (1 = 2¢0) |va| +

(T+ @) [Bo] + 3¢ 72l 2(1 = @) |oa| + | Ba| +

| 2p+1) |7l

oy | +4—ﬁz—5 max )

< max < ’51’ +—max

71| +%47° max

Y

|| + 2622 max

oo + 72l , (1 + @) ol + (1 — @) Bl + ]
max 0 |l 4 425 max | 217120 102l — 01l + () bl B leal + |
(1 =2¢)[Ba| + (1 + ¢) |72l
(20 +1) |az| +2(1 — ¢) [Ba| + |72 )
Jaa| +1Ba] , 2 |aa] +(1+) |Be] +(1 — ©) [re], ]
73] + 423 max 2+ ) |az| + 20 [Ba] — @2l (1 4+ ¢) o] +
3¢ |B2| + (1 =2¢) [v2] s || + (20 + 1) | Ba] +
\ L 2(1—¢) el ) )
=]

dwr. Burada Yardimci Teorem 6.1 den dolay:

(181 + Il (1= @) on| + 2] +
(14 ¢) nl, —¢la]l+ 2+ ¢) |6:] +
20|l (1 =2¢) loa| + (1+¢) [B1] +3¢ |0l

| 2(L =) |on] 4+ |Ai] + (2 + 1) 7]

(ol + Il (1+ ) Jon| + (1= ) |31 +
2|ml,2¢|on] = @ [Bi] + (2+¢) [nl, 3¢ (Jeul) +
(L=20) [Bi] + (1 + ), 20 + 1) [aa| +
2(1 =) 51| + [l
| +[Bi] 2 |ea | +(1+) [Bi] + (1 — ) [l
(2+ @) laa] 20 |B1] — @l (1+p) [aa| +
3p[Bi] + (1 —2¢) Il |ar| + (20+1) [Bi] +

L 2(1 =) |m]

|| +747° max :

dpr(Pr, Py) > max < | +— max

[+ max
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ve

[ 18o] + el s (1 = ) || +2[B] +(1+¢) |2 ,
—plao| +(2+0) | B2 +2¢0 12|, (1 — 2¢0) |aa| +
(14 @) [Be] 3¢ 12|, 2 (1 — @) |aa| +|Bo] +
(290 + 1) |7l

o] + 2|, (1+e) [az| +(1 — @) [Ba +
dor(Poy Py) > max 4 6] +2=2 max 2], 20 lao| = @ 1B + (2¥0) ol Bl + |
(1 =2¢) [Ba| + (1 + ) 2l

(20 + 1) laa| +2(1 = @) [Ba| + |2

o] +[B2] 2] ca| +(1+) B2 +(1 = @) 2],
(2+¢) |aa| +2¢Bo — 2l , (1 4 @) |ag| +
3p[B2] + (1 = 2¢) 12|, o] + (20 + 1) | Bo| +
\ L 2(1—¢) |l )
olurr O  halde I < dpr(P1, Py) + dpr(Ps, P3) bulunur. Buna gore
dpr(Pi, P3) < dpr(P1, Py) + dpp(Ps, Ps) elde edilir. Yani disdyakis triacontahedron

uzaklik fonksiyonu tiggen esitsizligini saglar.

|| +i‘%5 max

17| +—4“‘i;5 max

Sonug olarak disdyakis triacontahedron uzaklik fonksiyonu metriktir. Ayrica bu
metrikle donatilmis analitik 3—uzayda orijinden 1 birim disdyakis triacontahedron
uzaklhigindaki noktalarin kiimesi o = 1 — ¢, ag =2, a3 = 1+ ¢, 1 = —p, o =2+ ¢,
Bs=20,11=1—-20 72=14+¢ v3=3p 01 = %, 9y =2(1— ), 03 = 2¢p + 1 olmak
lizere
[yl + 2],
ay |z] +ag [yl +as|z],
x|+ max ¢ By [x|+62 [yl +0s 2|, ¢
" ] +y2 lyl +s 2]
02 || +[y] +05 2]
|z + 2],
ag |z| +an Jy| +as 2],
Spr= 1 (z,9,2) :dpr(X,0) =max ¢ |y| +éimax < Bzlz|+61 |y| +82|2|, ¢, ¢ =1
Vs 2|+ [yl 2 2]
03 || +02 y[ + 2|
] + [yl
ay || +as y| +on 2],
|2 +61max ¢ By |x] +55 [y +51 |2/,
Y2 || +s lyl 47 [2]
L 2|+ 05yl +oz202] ) )

(.

\ \

olup bu noktalarin geometrik yeri sekill. de gorildiigii gibi disdyakis triacontahedrondur:




145

Sekil 7.2 Disdyakis Triacontahedronun Koordinat Sistemine Yerlestirilmesi

Disdyakis triacontahedron uzaklik fonksiyonu bir hayli karmasik goziikmesine

ragmen apsisler, ordinatlar ve kotlar farki arasinda bir yonlendirme vardir. Bu yonlendirme

ise |71 — za|-|ly1 — yo|-|z1 — 22|-|x1 — 72| seklindedir. Buna gore dpr fonksiyonunda yer

alan t¢ ifadeden herhangi birinde |zq — x3| yerine |y; — yal, |y1 — y2| yerine |z; — 25| ve

|21 — 29| yerine |r; — 5| yazildiginda diger bir ifadeye ulasilir. Geometrik olarak Py

noktasindan P, noktasina olan yol i¢in bes farkli olasilik vardir. Buna gore bu yollar

asagidaki gibi ifade edilebilir:

(i) Biri koordinat eksenlerinden birine paralel digerleri diger koordinat eksenlerinden

10\/151+18> radyanlik a¢1 yapan {i¢ dogru pargasinin birlesimidir.

biri ile arctan (

(ii) Biri koordinat eksenlerinden birine paralel digerleri ise diger
eksenlerinden birisi ile arctan (‘/75> ve arctan (%) radyanlik ac1 yapan
parcasinin birlesimidir.

(iii) Biri koordinat eksenlerinden birine paralel digerleri ise diger
eksenlerinden birisi ile arctan (%) ve arctan (#) radyanlik ag¢1 yapan

parcasinin birlesimidir.

(iv) Biri koordinat eksenlerinden birine paralel digerleri ise diger
cksenlerinden birisi ile arctan (2) ve arctan (%) radyanlik ac1 yapan

parcasinin birlesimidir.

koordinat

iic dogru

koordinat

ii¢ dogru

koordinat

iic dogru
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(v) Biri koordinat eksenlerinden birine paralel digerleri ise diger koordinat

eksenlerinden birisi ile arctan (@) %)

ve arctan ( radyanlik ag¢1 yapan ii¢ dogru

parcasinin birlesimidir.

Boylece P, ve P, noktalar1 arasindaki disdyakis triacontahedron uzaklig1 yukaridaki
durumlarda bahsedilen ii¢ dogru pargasinin Oklidyen uzunluklar1 toplaminin (i) i¢in kendisi,
(ii) igin 9*‘:"[ kat, (iii) igin 15“[ kati, (iv) i¢in 1”’[ kat1 ve (v) igin 5{# katidur.

3 =%, 2,2,)

10V5+ 18
11

a= arctun(

B

1

1
-
a

10V5+ 18
B = arctan 11

|z, —z,|=¢

(12J§+ 15) .

1
1
1
[ i
1
1
,

B=0q.3.2) (wﬁm) B=0q.3.2)
11
B=(%.3.2) S D=(%.1.2) B=(%,7.7) S D=(%.1.7)
5+ 9V5 13 -5V5
(55 (29)-
— aretan 10435
a = arctan 11 :(t”}_;’zl)
10y5- 18
B = arctan
11 | |
z, —z,|=¢
=(x.3.2)
B=(x,3,.7) ———"D=(%.3.2)

(10\@— 18)
— 0 |a
11

Sekil 7.3 Disdyakis Triacontahedron Uzakligina Gére iki Nokta Arasindaki Yollar

Sonu¢ 7.1 RY. de (o, yo, 20) merkezli ve r yarigapl kiire a; = 1 — ¢, ag = 2,

w=1+p0i=—p =2+ B=20n1=1-207%=1+p 73=3p o =~
do =2(1 — ), 03 = 2¢ + 1 olmak iizere
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( (v —wol + 2 — 20, 1 )
a1 |z — x| +az |y — yo| + azlz — 20|,
|z — 2o + d1max By | —xo| + Baly — yol + B3]z — 20/, ¢
Y |2 — w0 + 72|y — vol + 3|2 — 20,
( 02|z — o] + |y — vol + d3 ]2 — 20 J

|z — xo| + |2 — 20],

az |r — xo| + a1 |y — yo| + a2 |z — 20/,
max ¢ |y —yo| +1max § Bylr— ol + B |y —yo| + Balz— 2|, ¢, p =7
Y|z — ol + 71|y — Yol + 2|2 — 20/,
83 |v — wo| + 02 [y — Yol + |2 — 20
|z — 20| + [y — yol ,

g |7 — wo| + @z |y — yo| + a1 [z — 20/,
|2 — 20| + d1max ¢ Bz — xo| + B3|y — yol + Bz — 20l
Yo |7 — xo| + 3]y — vol + 71 |2 — 20,
L |2 — 20| + 03|y — yo| + 02 |2 — 2] )

-

\
denklemi ile ifade edilen , kise noktalari (0,0,r), (r,0,0), (0,7,0), (0, %r, %T),

(5200, 3570), (57 5200), (%520, 250), (22 5200), (0,558, %521),

el zz) (2 p=1 z) (££ ¢,1> (29075 20-5 2sof5) :
(2 T 57) 51 5 Thg) (5575 T) ST, 5T, =5—r) noktalarimin her bir

bileseninin tiim muhtemel +/— isaret degisikliklerinin (x¢,yo, z0) kadar otelenmisinden

/

olusan 120—yiizlii bir ¢okyiizlii olan disdyakis triacontahedrondur.

Bu boliimiin diger kisimlarinda sik¢a kullanilacagindan dolay1 merkezil birim kiirenin
kose noktalar asagidaki sekilde isimlendirilmistir;
‘/1 = (07071)7‘/2 = (0707_1)7‘/3 = (1a070)7‘/4 = (_17070)7‘/5 = (07170)7
= (0.—-1,0), Vz = (0,257, 252 Vs = (0,25, 25%) Vo = (0, 2, %52)

‘/6 3 3
Vip = (0. =92, 5552) Vi = (35,0, 257T) , Vi = (357,0, 7599

Vis = (55,0, 257)  Vie = (35,0, 559%) . Vi = (%57, %572,0).

Vig = (357, 552.0) . Vir = (5522, 552, 0), Vs = (552, 5572, 0)

Vig = (%57,0,552)  Vao = (52,0, =57) Vo = (35,0, 552) ,

Var = (5572,0,=52) Vo = (%55, %52, 0), Vo = (52, 55,0)

Vas = (=57, %57,0) Voo = (=57, 552,0) Vo = (0,552, 255)

Vas = (0,552, 55%) Vi = (0, =522, 252) Vo = (0, =52, 55%) |

Vi = (575:5) Ve = (5553 59) Vs = (57,55 8) Ve = (5. 5 5F)
Vis = (52:5:5)  Vas = (525, 57) Ve = (55,5 8) Vs = (555 ).
Vio = (5, 553) Vi = (5,55 5) Ve = (5. 5%5) Ve = (5,55 51)
Vis= (35 553) Vi = (55,55 3) Vs = (. 553)  Vis = (.57 3)
Vie=(355) Vis=(3.5.5%) Vo = (555 557) Voo = (3 52 59) »
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(7’ 2 2 2 ‘ _Tw 2 2
‘/'55 — (5*32%0, 5*324,07 5*32%0) , ‘/’56 — (5*32%07 5;2@’ 2@;5) 7 ‘/'57 — (5*32§07 2@375’ 5 324;7) 7
Vi = (00,252, 22) v, — (252, 52,5 v — (53, 55, 262),
‘/61 — (24,03—5, 2903—5’ 5—32@) 7 ‘/62 — (2@3—5’ 2<p3—5’ 2@3—5)

Bir sonraki teoremde dp7 metriginin iyi bilinen bazi uzaklik fonksiyonlarinin genel

hali olan d,,, metrigi ile illiskisi verilecektir.

Teorem 7.2 P, = (z1,y1,21) ve Py = (x9,90,20) R® de herhangi iki nokta olsun.

m=v=0ve || = |z1 — 22|, |aa] = |y1 — ya| ve |as| = |21 — 22| denilirse

' [ Jas| + |as],

(1 =) |ar| + 2|az| + (1 + ¢) |ag|
|a1|+4ﬁ—z5max< —@lag|+ (2 + @) |as] + 2¢ |as], 2
(1 =2¢) [aa] + (1 + @) |as| + 3¢ |as],
[ 2(1— @) |oa| + |aa| + 20 + 1) |as|
[ Jou| + |as],

(L4 @) o] + (1 — @) [az| + 2 o],
max ¢ |oo| + 22 max{ 20 || — ¢las] + (2 + @) |ag|, ,
3plaa] + (1 = 2¢) [az| + (14 ¢) |ag],
( Qe+ 1) |oa]+2(1 =) oo + [as] )
[ Jou| + |asl,
2|an| + (1 + @) |az| + (1 — @) [as],
Jas| + T2 max § (2+ @) | + 2 as| — @ las],
(L4 @) loa] + 3@ fas| + (1 — 2¢) |as],
(o] + 2o+ 1) e[ +2(1 —p)fas| ) )
max {|z1 — x|, [y1 — Yo, [21 — 22/}

olmak iizere d,, (P, P») = dpr (Py, P») dir:

u =

Ispat w,v ve m icin verilen degerler d,, metriginde yerine yazilirsa istenen egitligin

saglandigi kolaylikla goriilebilir.

Asagidaki 5nerme R? deki noktalar arasindaki Oklidyen ve disdyakis triacontahedron

uzakliklari arasindaki gecis bagintisini ifade etmektedir.

Yardimer Teorem 7.2 P, = (x1,y1,21), Po = (22,92, 2) € R3 verilsin. P, ve P,

noktalarindan gegen dogru l, | nin dogrultu vektorii (p, q,r),



(gl +|r|,
(1 =) |pl+ 2]+ 1+ ¢)|r|,

Ip| + 222 max ¢ —p[p| + (2 + @) g + 2017,
(1=2¢0) p| + (1 + @) |q| +3¢]r],

L 2(1 =) |p| + g + 2+ 1) |r|
lp| +|r],
(1+¢) [p| + (1 =) gl +2]|r|,

A=maxq |g+ %2 maxq 2¢(p| —¢lg| + (2+¢) ||,

\

vep(Pily) = s

Ispat P, = (1, y1,21)

[ 2+ 1) |p|+2(1—p)|q| + ||
([ [p| + lq],
2Ipl + (14 ) lg| + (1 =) |r],

|as| + 2 max ¢ (24 ) [p| + 20 ]q] — @],
(14 ) |p| +3¢lq| + (1 —2¢) |r

([ + 2 +1) [ +2(1 =) |r|

ise dDT (Pl,PQ) = /L(Plpg) dE (Pl,P2> dir.

3plpl + (1 —=20) gl + (1 +¢) |r],

/

K

Vs
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Py = (29,y,20) € R3 verilsin P, ve P, noktalarindan gegen

dogru | ve | nin dogrultu vektorii (p, q,r) ise A € R olmak iizere

vazilabilir. Buradan v — x1 = \p, Yo

dDT (Pl,PQ) = Amax

(

To—T1  Yo—U 22 — 21

= :)\
p q r

4

lq| + |7,
(1 =) |p[+2]q] + (1 +¢)
p| +2£2 max ¢~ [p| + (2 + ) |g| + 20|

~ 7

pl+ Il

L (2p+1) [p| +2(1 — ) |q| +
Ip| +lal,

Il

|,

7]

|as| +£ 2 max < (24 ) [p| +2¢|q] — o |7,

L [Pl + (2p+1) [g[ +2(1 -

(1=2¢)p| + (1 + ) |q| +3¢]r],
2(1—¢)|p| +lg| + (20+1) |r|

(1+¢) [p| +(1 =) |q| +2]r],
lq] +2£2 max ¢ 2¢|p| — g + (2 + @) |r],
3¢ |p| + (1 = 2¢) [q| + (1+p) ||,

2|pl + (A+p) g +(1 =) |r],

(1+¢) |p| +3¢ |q] + (1 — 2¢) |r],
©)|r]

— Y1 = \q, 22 — 21 = Ar elde edilir. Boylece

J

-~

Vs

) )

/ V
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ve dg(Py, Py) = A\\/p? + ¢* + r? bulunur.
4

(gl +Irl,
(L—9)pl+2]q[ +(1 +») [r],
pl +%472 max ¢ —olpl + 2+ ) gl + 207, 7,

(1 —2¢) [p[+ (1+p) |g| +3p 7],
[ 2(1 =) [p| +]a] + (20+1) |r]
(p|+Irl,
(1+¢) [p| +(L = ¢) lg| + 2 7],
Amax ¢ |q| +i‘§;—5max 20 |pl —@lgl +(2+ ) |r], ,
3ppl + (1 —2¢) |g + (1+p) |r],
{ Qo+l |pl+2(1 =) [gl +Ir| )
([ Ipl+ lql,

2|pl +(1+¢) g +(1 = ) |r|,

|os| 252 max ¢ (2+¢) |p| +2¢q| — ¢,
(L+p) [p] +3¢ [gq] + (1 — 2¢) ||,

dDT (Pl,PQ) . \ \ |p|+<2<)0+1) ’q| 12 (1_¢) |T| J )
dg(Pr, P) A/ P2+ @2+ r?
olup
( (gl + 1], 1 )

(I=)lp|+2lg|+ (1 +¢)Ir|,
Ip| + ¥ max $ —ppl+ (2+ @) lq] + 20 ], :
(1 =2¢) [p[+ (X1 + ) g +3¢]r|,
L 2(L =) |p| + || + (20 + 1) |r|
p| + 7],
(L+@)|pl + (1 =) g + 2],
max {  [g] + 7 max ¢ 2 |p| — @lg| + 2+ ) |r], :
3elpl+ (1 =2¢) gl + (1 +¢)|r],
( Qe+ p[+2(A =) gl +[r[ )
([ Ipl+ gl

2pl + (1 4¢) gl + (1 =) |r],
|os| + 472 max S (24 ¢) [p| + 2¢1q| — |7,

(L+ @) [pl +3¢lgl + (1 —2¢) |r|,

(.

iy - b+ e+ Dld +2(-9)lr| ) )
uif1l2) = —p2—|—q2+r2
denilirse

dDT(PhPQ) ZM(P1P2)dE(P1,P2)
elde edilir.
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Yukaridaki yardime1 teorem herhangi bir dogru boyunca herhangi P; ve P noktalari
arasindaki dpr-uzakliginm, ayn1 dogru boyunca P, ve P, noktalar1 arasindaki Oklidyen

uzakligin pozitif kat1 oldugu gosterir. Buna gore asagidaki sonuglar verilebilir.

Sonu¢ 7.2 R® de Py, P, X dogrudas, ii¢ farkli nokta ise
dE(Pl,X) = dE(PQ,X) < dDT(Pl,X) = dDT(PQ,X>

dir.

Sonu¢ 7.3 3 boyutlu uzayda Py, Py, X dogrudas, ii¢ farkli nokta ise

dE<X7 Pl) _ dDT(X7 Pl)
dE<X7 PZ) dDT<X7 P2)

olur. Yani bir dogru boyunca olan dg, dpr uzaklhiklarinin orani aymidir.

7.2 Disdyakis Triacontahedron izometri Grubu

Bu béliimde dpr metrigi ile donatilmis analitik 3—uzayin (R3,;) izometri grubu
aragtirilacaktir. dpr uzakligini koruyan izometrileri tespit etmek icin dnce hangi Oklidyen
izometrilerin disdyakis triacontahedron uzakligin1 korudugu arastirilacaktir. Daha sonra da,

bu izometriler disinda izometrilerin olmadig1 gosterilecektir.
a : R}, — R}, doniisiim olmak iizere her X, Y € R, i¢in
dpr(X,Y) = dpr(a(X),a(Y))
ise a doniigiimii R, . de bir izometridir.

Asagida ifade edilen Onermeler ile hangi Oklidyen izometrilerin disdyakis

triacontahedron uzayinda da izometri olduklar1 gosterilmektedir.
Onerme 7.1 R® de her Oklidyen ételeme R, un bir izometrisidir.

Ispat A = (ay,as,0a3), X = (z,y, 2) € R? olmak iizere Ty : R, — R Ty(X)=A+X

olacak sekilde reel uzayda bir ételeme olsun. Py = (x1,y1, 21) , Po = (T2, Yo, 22) € R icin

ar =a; +x1— a1 — Ta Bi =x1 — 22
Qo =az+ Y1 — G2 — Yo ve B2 =11 — Y2

a3 =az+ 2z —az— 2 Bs =z — 2



olmak tizere

dpr(Ta(Pr), Ta(P))

(

do—

|| + 2222 max

|| + 2275 max

— max 11

201 -

[ Jau] + s,

|| + 2222 max

|61] + —max

=max{ |Bo| + 7> max

|Bs| + —max

(| + (29 + 1) oo +2(1 -
( |ﬁ2|+’ﬁ3|7 )

\

= dDT<P17 PQ)

dir. Bundan dolayt T's bir izometridir.

(o] + |os]

(1= @) |oa] + 2oz + (1 + @) |os],
—plon] 4+ (2 + @) o] + 2¢as],

(1 —=2¢) [aa] + (L + @) [ao| + 3 |as|
) lon| + fao| + (29 + 1) as]

(14 ) || + (1 — ) [ag| + 2 |as],
2p || — @ lag| + (2 + @) |as],
3plag] 4+ (1 —2¢) |ag| + (1 + ) |as],

[ e+ D) aa] +2(1 = ) ] + [as|

(Jou| + |oa|

2[an] 4+ (1 + @) o] + (1 — ) |as],
(24 @) las] +2¢ |as| = @ |as],
(14 @) [ar] + 3¢ |az| + (1 — 2¢) |as|,

) |as]

(1 =) [B1] +2|B2| + (1 + ) [B5],

= |Bil + (2+ ) [B2] + 20 (B3],

(1 =2¢) [Bi] + (1 + ) |Ba| + 3¢ [Bs] ,
2(L—o) 1]+ [Ba| + (20 +1)|Bs] )

(Bl + 153, \

(L+ @) Bl + (1 =) [B2] + 23],
20181 — @ |Ba| + (2 + ») |85,
3Bl + (1 = 2p) |Ba| + (1 + ) |B5],

7

7 7

N

[ e+ 1) B +2(1—¢) Bl +18s] )
WEARI R

281l + (1 + ) [Ba2| + (1 — ) B3],
2+ @) [B1] + 20 |Ba] — ¢ |Bs]
(1+ @) 8] + 3¢ |Ba] + (1 —20) |55,

Bl + 2o+ D[] +2(0 =) [Bs] )
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Yukaridaki énermeden dolayr R3,, uzayinda dénme ve yansimalari bulmak igin

orijinden gegen diizlemleri diigsiinmek yeterli olacaktir. Asagidaki onermede R?, da

uzaklig1 koruyan yansimalar ifade edilecektir.
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Onerme 7.2 R}, da A : ax + by + cz = 0 diizlemine gére yansimanin izometri olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul diizlemin dogrultu vektorii (a, b, ¢) nin

D= {(17070) ) (07 170) ) (0707 1) ) (ila i@) ((10 - 1)) ) ((90 - 1) ) ila :ESO) ) (:i:(p, (gp - 1) ) :l:l)}

vektor kiimesi elemanlarina paralel olmasidur.

Ispat A:az+by+cz=0 birim normali (a, b, c) olan diizlem olmak iizere o5 : Ry, — R,

Oklidyen yansima
oa(z,y, 2) = ((1-2a%)z—2aby—2acz, —2abx+(1—2b%)y—2bcz, —2acx —2bcy+(1—2c%)z2)

seklinde tammhdir. R3,, un taban vektorlerini koruyan yansima izometri olacagindan,
disdyakis triacontahedronun kose noktalart da olan, R%, . un
Vi = (0,0,1),V3 = (1,0,0),Vs = (0,1,0) tabamni koruyan yansimalari tespit etmek
izometrileri bulmak icin yeterli olacaktir. Taban vektorlerinin Oklidyen yansimalar altinda
gortintiileri
(—2ac, —2bc, 1 — 2¢?)
= (1 — 2a%, —2ab, —2ac)
(

olur. A¢ik¢a dpr(0,V1) = dpr(0,V3) = dpr(0,Vs) = 1 dir. Eger yansima dpr uzakligin
koruyor ise taban vektorlerinin yansima altindaki goriintiileri igin uzaklik korunmalidur.
Yani
dpr(oa(0),0a(V1)) = dpr(oa(O),oa(V3)) = dpr(oa(O),oa(Vs)) = 1 olmahdwr
Béylece o = 2ac, aiy = 2bc ve ag = 1 — 2¢? olmak iizere

dpr(oa(0),04(V1)) =
( (Jas| + |as|,
(1= @) foa] + 2oz + (1 + @) |os],
jon| + 72 max ¢ —plan| + (2 + @) [aa| + 2 |as|, )
(1 =2¢) Jaa| + (L + ) [ao| + 3 |as|
( 2(1 =) |aa] +ao| + (20 + 1) |os|
(o] +as],
(L+¢) o]+ (1 — @) [oz| 4 2 o],
max { |ao| + 22 max{ 2p || — ¢ ag| + (2 + ) |ag|, , o =1
3plon| + (1 = 2¢) |oz| 4 (1 + @) |as]
(| 2o+ 1) on| +2(1 =) |as| + ||
(o] + s,

2]an] + (1 + @) [ao| + (1 — @) as],

|| + T2 max ¢ (24 ) | + 2 [an| — ¢ |as],
(1+ ) laa] + 3¢ as| + (1 = 2¢) |as|,
X [ Joaf+ Qe+ 1) Jog[+2(1 =) fas| ) )
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B1 =1 —2a? By = 2ab ve B35 = 2ac olmak iizere

dpr(oa(0),0a(V3)) =
( [ |62] + 18], )

(1 =) 8] + 2G| + (1 + ) |Bs],
Bl + H max { —o|Bi] + (24 @) |Ba] + 20183, )
(1 =20) [Bi] + (L + ) |B2| + 3¢ Bs]

\ 2(1_90> |Bl|+|ﬁ2|+(290+1)|/33| J

( |ﬁ1|+|ﬁ3|7 )
(1+¢) [ + (1 — @) |B2] +2]5s],
max { |G| + 477 max {2081 — ¢ [Ba] + (24 9) |55l (=1

3¢[Bi]+ (1 —2¢) |B2] + (1 + ) B3],

( Qo+ 1) [Bi]+2(1 =) [B] +18s] )

([ 1B1] + 1Bl )
2181+ (1 + @) |Bo] + (1 — ) B3],

|Ba] + T2 max § (2+ ) |B1] + 2 |Ba] — 0165l

(1+ @) 81| + 3¢ |Ba] + (1 —2¢p) | B3],

L LB+ Qe+ 1) B +2(1—9)|Bs] ) )

v = 2ab, y5 = 1 — 2b% ve 3 = 2bc olmak iizere

dpr(oa(0),0a(V5)) =
( ([ Yol + sl

(L =) Il +2 vl + 1+ @) |l
Il + #2 max ¢ —p |yl + 2+ ¢) || + 20 s,
(1 =2¢) |+ (1 + ) el + 3¢l
( 2(1 =) In| + el + (20 + 1) |3
(7| + sl

(L+9) [l + (1 =) [y2] + 2|7l
max { |yel + ¥ max ¢ 2p|yi| — ¢ |yl + (24 ¢) |l ;o =1
3o |ml+ (1 =2¢) el + (L+¢)sl,
{ Co+ D) nl+2(1=¢) [l +p )
([ Inl+ el

2|l + (1T + @) 2l + (1 =) |7,
sl + T2 max ¢ (24 ) || + 2 el — ¢ sl

(L+ @) Il + 3¢ [ya| + (1 = 2p) [13],
X (Il + Qe+ 1D el +20=¢) sl ) )

-~

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi ¢oziiliirse (a,b,c) igin (j: +7, ‘p_ )
(“"Tfl, :I:%, ig), (i%, %47 :I:%), (1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1) ¢oziimleri elde edilir.
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Tersine normal vektorleri D kiimesindeki vektorlere paralel olacak sekildeki
diizlemlere gore yansimalarin uzakligi korudugu gosterilmelidir. on (X) = Y olacak
sekilde X ve Y noktalari i¢in (p1,q1,71) ve (p2,q2,12), OX ve OY vektorlerinin yon
vektorleri olsun. dpr(O,X) = dpr(O,Y) oldugunu gostermek igin 11 (OX) = u(OY)
oldugunu gostermek yeterlidir. (p1,q1,71) vektoriiniin verilen diizlemlere gore yansima

altindaki goriintiileri bulunursa;

1. Durum: 1x + @y + (1 — )z = 0 yansuma diizlemi igin,

oalpr,ai,m1) = (3p +1+\[ 711\/57“1; 712\/52714- g+ 571, prl—i-th-i-Hf 1)
2. Durum: 1z + oy + —(1 — @)z = 0 yansima diizlemi i¢in,
oa(pr,qrim1) = (pr+ =58 q — 58, 18 + 158 — Ipy S0y, — Lg 4 155,

3.Durum: -1z + @y + (1 — @)z = 0 yansima diizlemi igin,

LB 4 1By 148y 4 1ovBg oy Ly 1VBy 4 Lo, 4 146 ),

oa(p1,q1,m1) = (%pl +

4.Durum: -1z + @y + —(1 — @)z = 0 yansima diizlemi igin,

oalpr, g1 1) = (bpr+ 208y 4 =15y VB 1By L LBy, Lo LS

5.Durum: (1-p)x + 1y + @z = 0 yansima diizlemi igin,

oa(pL, q1,m1) = (1+4\[P 1+qu + 1

)

, Ty, 4 g, 15 LB 4125,

7”172]91‘1‘

6.Durum: -(1-¢)x + 1y + 0z = 0 yansima diizlemi igin,

(1+fp 4 1=V f 1 4‘/5p1+%q1+_1?£ 1 1+fq 4 1=v5 f )

(pl,Ch,?“l) q1—3571, 1, =3P1—

Y

7.Durum: (1 — @)x — 1y + @z = 0 yansima diizlemi igin,

(plvqlarl) (1+\[p +1 fq + T \[p1+2q +1+\/ 7%p1+1+\[q +1 \[ )

9

8.Durum: —(1 — p)x — 1y + pz = 0 yansima diizlemi igin,

(1+fp 4= 1+f _1 —1Z¢5p1+%q1+1+4\/5

I, 1+fq +1=v6 f )

oalpr, i, m1) = ry,—ipit

)
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9.Durum: oz + (1 — p)y + 1z = 0 yansima diizlemi igin,

( f 1+f

1, %M‘FH[C] +_1+\[ T, — 1+\[P —I—_H‘[q +371),

oa(pi,qi,m1) = gq

10.Durum: ox + —(1 — )y + 1z = 0 yansima diizlemi i¢in,

(1_4\/5]91—%611——1?/57“17—%p1+1+fq 4145 f 1 1+‘[p +1 \fCJ1+ 2r1),

UA(plaqlarl) -

11.Durum: oz + (1 — p)y — 1z = 0 yansima diizlemi igin,

oa(p1,qi,m1) = (1_4\/5 1

%QI + 1+4\/5r1, %pl + 1+4\/EQ1 + 1_4f 15 1+fp + = le + Tl)

12.Durum: ox + —(1 — p)y — 1z = 0 yansuma diizlemi igin,

oa(pr,qm) = (58p -1+ 158y, —1p 105, 21y LGy, 4 1B 4 Ly

13.Durum: 1z = 0 yansima diizlemi i¢in,on (p1,q1,7m1) = (—p1,q1,71)
14.Durum: 1y = 0 yansima diizlemi i¢in,on (p1,q1,71) = (p1, —q1,71) ,

15.Durum: 1z = 0 yansima diizlemi i¢in,on (p1,q1,71) = (p1, @1, —71) -
sonuglar elde ediliv. Bu sonug¢lara gore Yardimct Teorem 6.2 den dolayr 1 (OX) = u (OY)
oldugu goriilmektedir. Ornegin; x + py + (¢ — 1) z = 0 yansima diizlemi i¢in,

/

([ au| + |1l

(L =) Ipr| + 21| + (1 + ) ],
p1| + 2 max § —p|pi| + 2+ @) || + 20 |r1] :
(1 =2¢) p1| + (L + @) lq1| + 3¢ |1,
(21 =@) [l +lal+ Ce+ 1) ] )

([ |pi| + |7 )
(14 @) [pr] + (1 =) |q1] + 2],
max ¢ qi| + £ max$ 20| — @ la| + (24 ) 1], 0

3epil + (1 = 2¢) [qa| + (1 + ) 1],
[ Co+DIpl+20 =) || +[m] )
( Ip1| + @]

2|p1] + (1 + @) |ga| + (1 =) [r],
1]+ 2 max 4 (24 @) 1| + 20 || — @ |l

(L+ @) [p1] + 3¢ lqa| + (1 = 2¢) |,

+ 20+ 1 +2(1— T
u(OX): \ ‘pl‘ (QD )‘Q1| ( 90)’ 1| ) )

Vit @+




max

n(0Y) =

|p2| + —max

|g2| 4+ 2222 max

|ro| 4+ 22> max

([ [go| + |ro]
(1 =) [p2] +2]g2| + (L + ) |12,
—@pa| + (2 + ) [q2| + 20|12,

L 2(1 =) |p2| + |g2] + (20 + 1) |12
4

’p2’ + ’7“2| 3
(14 @) |p2| + (1 =) |q2| +2|rs],
2p0 |p2| — @ lg2] + (2 + @) o,

L 29+ 1) [pa] +2(1 — ) |ga] + |12
4
2| + |2l ,
2[po| + (14 @) |g2| + (1 — @) |rof ,
(24 @) [p2| + 20 q2| — @ra|,

L P2 + 20+ 1) |g2| +2(1 —

) |72l

(1 =2¢) |p2| + (14 @) |q2| + 3 ]|ra],

3¢ [pa| + (1 = 2¢) [gaf + (1 + ) [r2],

(14 ) [p2] + 3¢ |go| + (1 — 2¢) o] ,

7

/
\

Vs

dir. Burada

OA (pla q1, 701)

- (%pl + 1+4fq

oldugundan

max

p(0Y) = :

= (p2,Q277”2)

V3 + a3+ 73

po| + 2222 max

lga| + 41%5 max

|ro| + 2222 max

=By, S, 4 5By 4 Ly, S, Lg o+ 1505

([ 1g2| + 72|,
(1 =) [p2] +2q2| + (L + @) |12,
—@|p2| + (2 + ) g2] + 20 |rof ,

L 2(1 =) |pa| + |g2] + (20 + 1) |12
\

2| + |72,
(1+¢) p2] + (1 = @) |ga| +2]|r2],
20 |pa| — @ laa| + (2 + @) |ro],

( 2+ 1) [p2| +2(1 = @) |gz| + |r2]
4
Ip2| + |2 ,
2|p2| + (14 ¢) g2 + (1 =) |rof,
(2+ ©) |p2| + 20 |g2] — @ ral,

L [p2] + (20 + 1) |g2| +2(1 = ) ||

(1 =2¢) [pa| + (1 + ¢) lgz| + 30 |72,

3¢ [p2| + (1 = 2¢) [ga| + (1 + ) o,

(14 ) p2| + 3¢ g2| + (1 = 2¢) |ra]

Vs

ifadesinde

VP34 @+ 13

157
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1+v5, —1+V5
4 q1 4 (&1

qo yerine ’12\/‘?’191 + 1*4\/5611 + %7‘1

o =145 1 1+5
T9 yerine 4\fp1—{—§q1—1— 4*[7“1

ps yerine %pl +

yazilrsa pu (OX) = p (OY) esitligi goriilmektedir. Boylece ispat tamamlanmus olur.

Sonuc¢ 7.4 Sprizometrik yansimalarin kiimesi orijinden gegen denklemleri asagida ifade

edilmis olan onbes Oklidyen yansimadan olusur.

rz=0 , y=20 , z=0
(p—Dzx4+y+epz=0 , (p—Dzx4+y—pz=0 , (p—Dz—y+¢z=0
(p—1Dzxz—y—pz=0 , z+py+(p—1)2z=0 , z—py+(p—1)z=0
—r4+py+(p—1)z2=0 , —z2—py+(p—1)2=0 , er+(p—1)y+2=0
pr+(p—1y—2=0 , —pr+(¢—Dy+z=0, —pr+(p-1y-2=0

Noktalarin yansimasi, yansima diizlemleri

Dy:x=0 , Dy:x—pyt(p—1)z=0
Dy:y=0 , Dio:—atoyt(p—1)2=0
Ds:z=0 , D=z —pyt(p—1)z=0
Dy:(p—1)atytpz = , Dp:prt(p—1)ytz=0
Ds:(p—1)zty —pz= , Dis:pxt(p—1)y—2=0
De:(p—1)z—ytpz=0 , Diy:—prt(p—1)ytz=0
Dy:(¢p—Vzx—y—9pz=0 , Di5:—paxt(p—1)y—2=0

Ds i ztoyt(p—1)2 =0

olmak iizere Sekill7.4 deki tablodaki gibi 6zetlenebilir;



Yansima Dizlemleri

o —D; |D, |Ds |Dy |Ds | Dg|D; | Dg |Dg |Dyg|Dyg |Dsy|Dss|Dig| Dis
Vi Vi | Vi | Vs [V [Viag |Viss |Viso |V [Viss Vs | Vi | Vs [Viag (Vs | Vs
Vs Vo | Vo | Vi |Var [Vss | Vag |Viss | Vs [Vaa [Viss | Vg | Vo [Vias [Vaa |Vas
Vs Va [ Vs | Vs |V [ Va |[Viap [Vse | Visp | Vg | Viar | Vg | Viss | Vs (Vs | Vs
Vi Va | Vg | Vi | Vs |[Viaa [Vias |Vas | Vs [Visa [Visa |Viss | Ve [Vas [Visa | Vs
Vs Vs [ Ve | Vs | Vs | Vs | Vg |Viso Vs |Viar |Viap | Vs [Vss | Visg [Vag | Var
Ve Vs [ Vs | Ve |Vss | Vsg | Vg [V | Viag | Vs |Vias [Viap | Vs [Visp | Viss |Visa
Vs V7| Vo | Vg |V [Vis [Viz | Vg | Vs | V7 V7| V7 | Vi3 [V [Vis | Vs
Vs Vg [Vao | V7 |Vis |V | Vs |V | Vg [Visg| Vs | Vier [ Vse | Via [Vieo | Vio
Vg Vg [ V7 [ Vio|Vig | Vss | Vo |Vis | Vo [Visg| Vg | Vs | Ve | Vs [Vsy|Vis
Vo Vio| Vs | Vo |Ves | Vig [ Vie [Visa |Viss | Vo [Vieo |Vio | Va2 |Viea [Viaa | Vs
Vi Vs | Vs [Vip [ Vsg | Vg | Visg Va1 | Vs [Vias [Vss | Vsp [Ver | Ve | V7 [V
Vi Vig |V [Viag |Vap | Vs7 | Viaa [Viss |Vise | Vies | Vias [ Viag [ Vo | Vs | Vs | Vs
Vi Vig |Vis (Vg |Vas | Veo |Vis (Vs [Vise | Vier | Vg [Vir | V7 | Viss | Vg | Vo
Vi Vip |Via [ Vi3 | Vsg | Vg | Vier [Viaa | Vir (Vg [ Ve | Vo [Vss | Vs |Vig | Vsy
Vis Viz |Vis [Vis | Ve | V7 [ Vs [Viss | Viea |Vias [V | Vier | Vieo | Viso | Vias | Vs
Vs Vig |Vis [Vis | V7 | Visg [Viao | Vo |Viag |Vieo [Viso | Via | Vs | Vi |Vier |V
Vi Vis |Vig [Vi7 | Ven |Vsa | V7 | Vg (Vi [Vsy | Vsg | Vs [Vir | Viz | Viss | Vs
Vis Vie |Viz (Vg | Va | Vo [ Ve [Vier |Viss | Vg [Vis | Vs | Vis7 | Vg [Vig | Vg
Vi Vi [Via [Vao | Vo | Vs | Vag (Vs | Ve |Viar [ Vi | Vg | Vs |Vig [ Vs | Vs
Vo Voo | Vo [Vig | Vias | Ve | Vo [ Va7 | Voo (Voo [Vias | Viso [ Voo | Vias | Vs [V
Vi Vio [Var [Viaa | Vs | Vg | Vias (Vg (Vs |Var | Voo [Var (Vs |Vias | Vg |[Var
Vs Voo |Var [Var |Vaz | Vo6 [Vag [Vias |Vias | Vo [Var [ Vaa | Va3 |V [Viar |V
Vs Vigs | Vaa [ Va3 | Viap |Vi1g | Va3 [ Vias | Visp [Vias [ Vs | Vioe [Vap |Vigs | Vg7 [ Vs
Vi Vias |Viaz [Viaa | Vs | Voa [ Voo [Via |Vias | Vs [Var [ Vaa | V30 | Ve [V [V
Vs Vs | Va6 [Vias | Vs | Vs (Vs [ Vs | Vs [Vias [ V3o | Vs Va7 | Vs |V [ Vi
Ve Vs | Vs [ Vo [ Vo1 | Voo | Vo [ Vias | Vo [Vias [ Ve | Vg [Viag | Vo | Viso [V
Va7 Va7 |Viaa [Viag |Viaz | Va7 |V (Vg | Vs |Viag [ Vas [Vay | Vs |Vaz | Vs | Vo
Vs Vg |Viao [ Va7 | Vs |Var [ Viag [ Vias | Viar [Viaa [Viao | Vs [Viag | Vias | Vs | Vs
V39 Voo | Va7 [Vsp | Viag | Voo | Vo [ Visg | Vg [Vias [Vpr | Vs [Viag | Vs | Ve [ Ve
Vo Viao |Vag [Vias | Vs | Vao [Viao [Vas |Vias |V [Vias | Viag | Ve | Vo [Vias | Vo
Vi Vs |Vias [Vsp [ Vag |V | Vs [Viap Vs (Vs [V | Vg [ Vg V3 |Vise [V
Vs Vs |Viaa [Viar |Vag | Va7 [Vaa [ Vs | Vo |V [ Vs [Vag |V | Vi [V |V
Vi3 Va7 |Viai [Viaa | Ve | Vo | Vg [Vas [ V33 |Visr |V [Viag |Vis3 | Vi | Va3 | V4
Vg Vg |Vsz [ V33 | Visg | Ve [ Visp | Vss |V [ Vo [Vsp | Visa [V |Visa | Vg [V
Vs Vag |V (Vs |Vius | Vs [Visg [Visa | Vs | Vg [Viag | Vigs | Vs |Viaz | Vs |V
Vs Vs |Vig [Vias | Vs | Vs | Viss (Vs [Viss |Viso | Vs [V [Vius | Vs |V | V3
Vs; Viss | Vs [Visg | Viss | Vs (Vg | Vs | Vg (Vs [ Vs | Viur [Vsr | Vs |V [ Vs
Vs Viag |Vias [Viaz | Vi1 |Vieg | Vg [Viaz | Vs |Viag [Vag | Vo | V3 |V [V |V
V39 Vs |Vas [Vao | Vs | Vg [ Vg | Vs | Vi |Viaz [V | Vi3 | Vius |V [V | Vs,
Vo Vg | Vo [ Vg |Vap |V3s | V3 [Viuy (Vs [V [Vus | Vs | V3 [ Vius |Viss [ Vs
Vi Vis |V [Viaa |Visp | Vs [ Ve [Vias (Ve | Vs [ Ve | Vigg [Visg (V33 |V | Vi
Vi Vias [Vao [Vas | Vs | Vg [ Vs (Va1 |Viaa Vo | Vs [Visp |V3a | Viss | Vs | Vs
Vs Vg |Vius [Vag | Va (Vs | Vs | Vg | Vs [Vsr | Vi |Visg [Viss | Vg [V |V,
Vi Viao |Vas [Vaz | Vs | Va | Va7 [Vaa [Visa | Ve |Vag | Vs [Viaz (Vs | Vo |V
Vs Vi | Vs [Vias |Vias | Ve | Vi |Visg | Vs [Vias [Vss | Vs [V [V |Vsp | Vsr
Vs Vi | Vs [Vias | Vs (Vs | Visz | Vg | Vs [Visg [Vius | Vs Vg | Vo | Vg [V
Viaz Vi |V [Viag | Vo | Va1 |Viz [Viag [Vsa |Viae | Vs [Vay Vs | Viss |V | Vs
Vs Vs |Viso [Vaz |Vsz |V [ Va9 |Viag |V | Vs [Viap | Viss [V | Vs | Vs [ Vg
Vo Viss |Viuz [Visp | Viag |Viuo | Vi Vi3s3 | Vs (Vs [ Vs | Vs | Vg [ Vg |Visr (Vs
Vo Visg [Vag [Viao | Vs | Vs |Vaa [V | V3 |V | Visi | Vs | Vo | Vi [Vias | Vg
Vs Viz |Viss [Vsy | Viag |Vsi | Vss | Vo | Vg (Vs [ Vsp | Vs [Vsi | Vs |V [V
Ve Vg |Vsa [Vis |Vp | Vias [V [Viss | Vg |Viag [Vag | Vg | Vs |V Vs |V
Vs3 Vg |Visi [Vsa |Viaz | Vi [V (Vs |Vi3g | Vg [Vias [ Vg | V33 |Vip | Vs | Vi3
Visa Vso | Vs [Vss |V |Visg |Visg |Vias |Var [Vas | Va |Visp |Viar [V |Vsa | Vs
Vs Vg |Vsy [Viss | Vo | Viss |Vis [Viaa |Vig |Vies [Vigg | Vg |Vig | V; | Vies | Vyy
Ve Voo |Vsg [Viss |Vies | Vo [Vig [Vis | Vo |V [Visg | Vag | Vg Vi3 |Vi7 | Vs
Vs Vier |Vss [Vsg | Vis | Vo | Vg [Vs7 | Vsy [Vap | V7 (Vi (Vg | Vsz| Vo [V
Vs Vier | Ve [Vis7 | Vs | Vi [Vsg [ V7 |Via | Vg [Vir | Visg | Visa | Vig [V | Vi
Vso Viss |V [Vieo |Vaa | Viz | Visg [Vag [Vias | Vo | Ve [Visg [Visg |Vis |V | Vi
Vo Viss |Ver [Vsg |Viaz | Vs | Vo [Veo | Voo [Vis [Vio | Vs [Vis [Veo | Vs [V
Ve Vs7 |Vsa [Ver |Ver | Vg | Vi [Viag | V7 Va3 | Vg |Vis | Vo [V |Vis | Ve
Ve Vsg |Veo [Vier | Vs | Vs [Vig [Vis |Vis |Vier [Viaa | Vg |Vias |V [V [ Vis

Sekil 7.4 R, de Yansima Diizlemlerine Gére Kdse Noktalarin Gériintiileri
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Onerme 7.3 ¢ = Y25 olmatk iizere,

Dy = {(07 il? (90 - 1)) ) (ilv (90 - 1)70) ) (:l:LO?@)}

(17070)7(07170)7(07071)7((90_ 1)7:t17:t90)7(j:17j:90790_ 1)
DQ -
:l:(p,gO— ]_,:l:].)

(
(1,1,1),(1,1,-1),(1,-1,1),(—=1,1,1),(0, o — 1, £¢)
(

30_173*:90’())7(:*:90’0790_1)

ve

Ry={rg| 0 € {2n/5, 4n/5, 67/5,87/5}, donme ekseninin dogrultusu D, in elemani}
Ry ={ry| 0 € {n}, donme ekseninin dogrultusu D, nin elemant}

Ry = {ryg | 0 = {27/3,47/3}, donme ekseninin dogrultusu Dy iin elemant}

kiimeleri verilsin. Orijinden gegen bir | dogrusuna gore bir ry dénmesinin izometri olmasi

icin gerek ve yeter kosul rg € Rpr = R1 U Ry U R3 olmasidur.

Ispat Birim dogrultu vektorii (p, q,r) olan bir | dogrusu etrafinda ry seklinde ifade edilen
Oklidyen donmenin matris formu;

cosf + p*(1 —cosf) pq(l —cosf) —rsind pr(l—cosf) + gsinf
pq(1 —cosf) +rsinf cosf + ¢*(1 —cosh) qr(1—cosf) —psinb
pr(1 —cosf) —gsinf qr(1—cosf)+psinf cosh — r*(1 — cosb)

bicimindedir. | eksenli bir donme , | dogrusu boyunca kesisen iki diizlemin yansimalarinin
birlesimi oldugundan | dogrusunun dogrultu vektorleri (0,+1, (¢ — 1)), (£1, (¢ — 1),0),
(£1,0,¢),  (1,0,0),  (0,1,0), (0,0,1), ((p—1), 41, +¢), (1,400 —1),
(£, —1,41), (1,1,1), (1,1,=1), (1, —=1,1), (=1,1,1), (0, — 1, %), (¢ — 1, £, 0),
(£, 0, ¢ — 1) olarak alinabilir.

RY,, da izometrik donmelerin bulunmasi i¢in, dpr birim kiiresinin kenarlarinin

uzunluklarini koruyan dénmelerin tespiti yeterlidir. dpr birim kiiresinin V; (0,0,1),

Vig = (%57,0,57), Vo = (0,55, 552), Vi = (57,5, %), Vr = (0,557,557 ve

_ _9 . v e a .
Vis = (%, 3“07, O) kose noktalari goz ontine alinsin. Buna gore,
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ro (Vi) = (pr(1—cosf)+ gsinf,qr(l —cosfd) — psind,cosf — r*(1 — cos b))
2222 (cos @ + p?(1 — cos0)) + (&£ ) r(1 —cosf) + gsind),
rg (Vig) = 2222 (pg(1 — cos6) +rsinf) + (££2) (gr(1 — cos @) — psinb),
+3

s 2(pr(1—cost9 ) — gsinf) + (T) (cos® — r%(1 — cos b))
22T (pg(1 — cos ) — rsinf) + (222) (pr(1 — cos ) + gsinf),
rg(V7) = 5“’ 7(cos@—kq (1—cosf)) + (222) (gr(1 — cos ) — psinb),

5s0 7 (gr(1 — cosf) + psinf) + (T) (cos# —r*(1 — cos )

£-1 (cos 0+p*(1 — cos ) +3 (pg(1 — cos0) — rsinf) +
£ (pr(1 — cosf)+gsinb),
£-1 (pg(1 — cos 0)+rsin ) +1 (cos B+¢*(1 — cos ) +
£ (qr(1 —cosf) — psind),
£-1 (pr(1 — cos @) — gsin) +1 (gr(1 — cosf)+psinf) +
£ (cos — r*(1 — cos0))
% (pg(1 — cosf) — rsinf) + 3*" 2 (pr(1 — cos ) + gsin#),
ro (Var) = £ (cos& +¢*(1 —cos b)) + 3“” e (gr(1 — cosf) — psinf),
sz%(qr(l—cos@)—irpsme)—l——‘L(cosH r?(1 — cos0)
3_

) (V31) =

)

(cos + p*(1 — cos 0)) + 222 (pq(1 — cos §) — rsind),

rg (Vis) = 221 (pq (1—c0s9)—l—rs1n9)—|——u(cos9+q (1 —cos¥))
0

5@3 T (pr(1 — cos @) — gsinf) + 3@ 2 (qr(1 — cos 0) + psin

h

)
dir. Ayrica
Vi=1(0,0,1) ve Vig = ( 220, <p+ Jigin dpr (Vi, Vig) = 1236

55

‘/7 = (07 24,03—_7, %) ve ‘/31 - (302;1’ 2 2) lCm dDT (‘/771/31) M ve

Vor = (O, SDTJFS’ %) ve Vis = (5“03 ! 3“" 2 0) icin dpr (V27,V15) = 4‘f5+16 dir. O halde

0 # 0 olmak iizere ry, dpr uzaklzgzm koruyor ise dpr(rg (V1) ,re (Vig)) = 42‘§g36,
dpr(re (Vz) ,re (V31)) = %ﬁﬁ ve dpr(rg (Var) , 19 (Vi5)) = —4@ olmalidir.
[ dogrusunun dogrultu vektorii (0,1, —1) olarak alinirsa

(p.q7) = (0,\/2—;%,\/3—;%) olur: p,q, v degerleri dpr (rs(Vi), ro(Vio)) = 2225

dpr (ro(V2),re(Va1)) = 47 ve dpr (rg(Var),m9(Vis)) = =37° te yerine yazilirsa;
a; = %1/7 12 5inh — 222 cosh, ap = *2%55‘"2(1 — cosf) — %\/Q*%Sine ve
= 20050 + \f‘ /2122 5in 0 + 122 olmak iizere
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(aa| + |as],

(1 =) ai| +2]as| +(1 + ¢) [as|,
Jon |+ 2 max ¢ —gpfon| + (2 + @) |aa| + 2 |as] | ;
(1 =2¢) [ar] + (1 + @) |az| 3¢ |as]
[ 2(1 =) |ou| + o[+ (20 + 1) [as| )
(o] + |as], )
(L4 ) [ar| +(1 — @) [as| +2]as],
max { ao| +H2 max ¢ 2 [an| — ¢ |ao| + (2+¢) |as],
3par] + (1 = 2¢) [as| + (1 + @) |as],
( 20+ 1) a1 +2(1 — @) |ao| + |as|
(o] + |aal,
2|on [ +(1 + @) |az| +(1 — ) |as],
|os| +25 2 max ¢ (2 4 @) |ou| +2¢ |aa| — ¢ |ag]
(L4 ) || +3p || + (1 = 2¢) |as],
\ ( o[+ (29 + 1) [a| +2(1 — p) [as| )

429 —36

/

~”

J

:(%,/7 dp+ = ,/w>sm9 21 cosh, By, = X2 (l—cose) @/%sinﬁ

ve 35 = 58“" 2 cosf + 52—_0<p sin 6 + % olmak iizere

(|Ba] + 155l IR
(L =) [Bi] + 2B + (1 + ) |Bs]
Bi] + HP max { —o|Bi] + (24 ) |Ba] + 20183l

(1 =2¢) [Bi] + (L + ) | Ba| + 30 |Bs],
( 2(1 =) [Bu] + [Bo] + 20+ 1) |Bs] )
([ |B1] + |Bs], )
(L+ @) Bl + (1 — ) [B2] +2(8s]
max q |Bs| + M7 max ¢ 20 |B1] — @8] + (24 ©) |8l :
3|81+ (1 —=2¢) [Bo| + (1 + ¢) |55,
( Qo+ 1)[Bil+2(1 =) B + 18] )
BEARRESR )
281+ (1 + @) [Bo] + (1 — ) [Bs],
B3| + 572 max ¢ (2+ @) |B1] + 20 (82| — 0185l

(L+ @) [Bi] + 3¢ (82| + (1 — 2¢) | B3],
(Bl + Qe+ 1) (B +2(1 =) Bs] ) )

_ (15 /1827— 1129@ + /23+4¢) sinf — 22=7 cos 6,
1 267— 164 10-4
Yo = 252 cos ) — L, /BTN gin g 4 1042 pe
_ 1 2 .
Vs = 22 cos O + 14/ 122 5in 0 + 2222 olmak iizere

~

26 — 38
a 11
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V2| + sl

(T =) Inl+ 2yl + 1 +¢) ||,
|+ 2 max ¢ —p ||+ (2+ @) 2| + 20|l :
(1 =2¢) |+ (1 + ) el + 3¢l
L 2(L=@) Iml + 1l + Ce+1) |l )
71l + sl

(L+@) Iml+ (1 =) |yl + 23l
max § |yel + ¥ max ¢ 20|y | — ¢ |ya| + (24 ¢) |7l ;
3o |ml+ (1 =2¢) el + (L+¢) sl
( Co+ D) Inl+20 =) el+ sl )
(|l + el

2l + (1 + @) 2] + (1 =) |y,

5| + 62 max ¢ (24 ) || + 20|l — ¢ sl

(1 + @) [l + 3¢ [ra| + (1 = 2¢) |73/,
\ [ Il + Qe+ 1D el +20-¢) |l )

denklemlerine ulasili. Bu denklem sistemi ¢oziiliirse 0 = 2w /5, 47 /5,67 /5, 8w /5 sonuglar

~ —4p+16
15

bulunur. Benzer sekilde, eger | dogrusunun yon vektorii (0,—1, (¢ — 1)), (£1, (¢ —1),0),
(£1,0,¢) olarak alimirsa 6 = 27 /5,4w/5,67/5,87 /5 olur. Dolayisiyla D, deki alti yon

vektoriiyle yirmi dort donme elde edilir.

[ dogrusunun yéon vektorii (1,0,0) ise (p,q,7) = (1,0,0) olur. p,q,r degerleri

dpr (ro(V1),19(Vag)) = 228 dpr (ro(Vz), 1o(Var)) = Z2-8vedpr (ro(Var), 19 (Vis)) = —2£HS

te yerine yazilirsa swraswyla; o; = _se g = ﬁ‘@ sinf ve ag = —f cos 0 olmak iizere

( ) )

(ol + |as],

(1 =) |ar] + 2oz + (1 + ¢) s,
| + HT2 max ¢ —plan| + (2+ @) |oa| + 20 |as], :
(1 =2¢) ou| + (1 + @) o] + 30 |es]
( 2(1 =) [ar| +[az| + 29 + 1) [as| )
([ Joa| + o,

(L+ ) ai] + (1 — @) |oz| + 2 ]as]
max { |ao| + 22 max{ 2p o] — @ ag| + (2 + @) |ag|, :
3plar] + (1 = 2¢) |ao| + (1 + ¢) s,
[ e+ 1) o] +2(1 =) |ao| + [as| )
(Jou| + Jaal,

2|on| + (1 + @) oo + (1 = ) [as],

s + 472 max § (24 @) |ou| + 2| as| — @ as]

(L4 @) |on] + 3¢ fas| + (1 = 2¢) ||,
\ (o] + Qe+ 1) oo +2(1 =) fas] ) )

429 —36
55




_1l-9p
b =57,

/

max <

_ 7%
M="37=

max

\

81| + 262> max

6] + 2272 max

’53| + i‘%smax

71| + 4%;—5 max

2] + *47° max

|vs| + 4—55_5 max

By = 122 cos  + =22 sin 6 ve B3 =

(15a] + 183,

(1= @) |B1] +2|B2| + (1 +¢) B5],
—@ Bl + (2 + ¢) [Ba| + 200 [83]

(L+ @) [Bil + (1 — ) [Bo] +28s],
20161 = ¢ |Ba] + (2 + ») |B5],

30=2 cos O +

( Qo+ 1) B +2(1 =) [Ba] + 5]
(181 + 18],

2181 + (1 + @) |Bo] + (1 — ) |8l ,
(24 9) [Bi] +2¢ |Ba] — ¢ |Bs]

(Bl + (2 + 1) [Ba] +2(1 = ) | 55

120419

=122419 5in 6 ve 5 = —22H9 cos ) —

( Y2l + sl
(1 =) |7l + 2]y + 1+ )|,
—@ |71l + (2 + ) 72| + 20 |3,

L 2(1 =) [l + el + (204 1) ]
([ |yl + sl

(L+@) Iml+ @ =) rel+2)sl,
20 ml =@l + 2+ e) |l

L Co+ 1)l +2(1 =) |+ sl
(|l + el

2l + 1+ @) [l + (1 =) |,
(24 ¢) [l +2¢ |2l — ¢ sl

L [l + Q2o+ 1) [ +2 (1 — ) |

30=4 cos O + IO‘P

(1 —=20) 81| + (1 + @) [Ba| + 30| B3],
[ 2(L =) [Bu] + |B2] + (20 + 1) |55
(161 + 18],

30 |Bil + (1 —2¢) |Ba] + (1 + @) |Bs],

(1+ ) |B1] + 3¢ |Ba| + (1 — 2¢) | B3],

(1 =2¢) ||+ (14 ) [r2] + 3¢ |7,

3o || + (1 =20) || + (1 + ) 3],

(14 @) In| + 3¢ 72| + (1 —2¢) |7,

164

T sin 0 olmak iizere

) )

(.

J J

 26p — 38

11

32=2 sin 0 olmak iizere

) 3\

7

7

Vs

_ —4p+16

15

denklem sistemi elde edilir. Bu sistem ¢oziiltirse 0 = w sonucu elde edilir. Benzer sekilde,

eger | nin yon vektorii Dy nin (0,1,0), (0,0,1), ((p —
(:l:<)07 ¥ —

1), 41, +¢), (+1,+p,¢ — 1),

1, £1) vektorlerinden biri olarak alimirsa 0 = w olarak bulunur. Dolayisiyla Do

deki on bes yon vektoriiyle on bes donme elde edilir.
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[ dogrusunun dogrultu vektorii (1,1,1) ise (p,q,r) = <\1[ 7 f) olur. p,q,r

degerleri dpr (re(V1),r¢(Vio)), dpr (re(Vz),19(Va1)) ve dpr (re(Var),m9(Vis)) te yerine
yazihrsa; oy = —=£ cosf + 2*[ ‘[“’ sinf + 152, ap = 42 cos ) — 2*[“’ sing + 122

Qg =
ve iz = “"EQ cos 6 —|— M sm@ + = 4“’ olmak lizere

( (o] + |as)

(1 =) |ar] + 2oz + (1 + ) ] ,
jon| + P max § —pfan| + (2 + @) o] + 2 |as], )
(1 =2¢) |on| + (1 + ) o] + 30 |es]
( 2(1 =) |on| + [az| + (2¢ + 1) |as]
([ Jou| + o,
(L+ ) ar] + (1 — @) oa| + 2 ]as],
max |042\+4“'1—1max< 20 lan] — @ |as| + (24 @) |as],
3plaa]| + (1 —2¢) ao| + (1 + ) |asg|
[ e+ 1) |oa] +2(1 =) o] + |
([ Joa| + |,

2|on| + (1 + ) Jao| + (1 — ) [as],
|| + T2 max ¢ (24 ) | + 2 [aa| — @ |as|,
(L4 @) |on] + 3@ fas| + (1 = 2¢) ||,
| L laal + (29 +1) oo +2(1 — @) |as]

429 — 36

J J

By = 7‘91;11 cos O + —13\[187‘[“0 sin@ + 13“0 2 5, = 6 & cost + —20f+13‘[“° sin @ + 5“0 9 ve

By = 222 cos ) + %‘E sin ) + —5”9— olmak lizere

(

[ |Ba] + 155l 1)
(L =) [Bi] + 2B + (1 + ) |Bs],
Bi] + 2 max ¢~ |Bi] + (2 + @) [Ba| + 20 |Bs] )
(1 =2¢) |5 + (14 @) [Bo] + 3¢ (B3],
L 2(1 =) [Bi| + o] + (20 + 1) |Bs] )

(1611 +1s] )
(1+9) |31l + (1= ) 82l + 2541,
to5 26 — 38
max (|G + S max ] 2l - olGl+ @) |Gl . o= e

3p[Bil + (1 = 2¢) [B2] + (1 + ) | B3],
( Qo+ D) Al +2(0=¢) ||+ 6] )
REARREAR )
2181+ (1 + @) |Bo] + (1 — ) | 8],
|85 + 477 max § (24 ) [Ba] + 2 |Ba] — ¢ |Bs]
(L4 @) [Bi] + 3¢ (82| + (1 — 2¢) |Bs]
1B+ e+ 1) (B +2(1 =) 8] ] )
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47457 21v/3p—33v/3 _: 98,448
vlz%cosﬁ—k%smﬁ—l—%,

Yy = 554,2;66 cos 0 + 15\/32516\/5 sinf + —284g5+73 ve

—8¢019 06 P + —34V/30+41V/3 sinf + —28¢p+48

1= i w=— olmak iizere

(|l + sl

(I =) Iml+2 vl + (14 ¢) sl
il + #2max ¢ —p ||+ (24 ¢) el + 20 sl >
(1 =2¢) 1|+ (X +¢) [rel + 3¢5l
( 2(1 =) Iml + el + 2o +1) s
(7] + |l

(L+9) Inl+ @ =) vl + 23l
max { || + 2 max ¢ 20 |yl — ¢ |+ (2+¢) sl .
3o |ml+ (1 =2¢) el + (L +¢) sl
( Co+ D) Inl+2@ =) al+ sl )
[ Il + el

2|7l + (L + @) 2| + (1 = @) ],
3| + 2 max ¢ (24 @) || + 20 [l — ¢ sl
(1+¢) Il + 3¢ el + (1 = 2¢) |75l
X ( Il + Qe+ 1) el+20-9) sl ) )

_ —dp+16
a 15

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi ¢oziiliirse 0 = 2w /3, 47/3 sonuglar
bulunur. Benzer sekilde, eger | nin yon vektori D5 iin (—1,1,1), (1,-1,1), (1,1,—1),
0,0 —1,£¢), (p—1,£4,0), (xp,0,—1) vektorlerinden biri olarak almirsa
0 = 2x/3, 47/3 olur. Dolayisiyla D3 deki on tane yon vektoriiyle yirmi tane donme elde

edilir.

Tersine 19(X) = Y olacak sekilde X ve Y noktalaryla olusturulan OX ve OY
dogrularimin  dogrultulart  swaswla  (p1,q1,71) ve (pa2,qa,7m2) olmak iizere
dpr(0,X) = dpr(0,Y) oldugunu géstermek i¢in Yardimci Teorem 6.2 den
w(0OX) = p(0OY) oldugu gosterilmelidir. Bu ise (p1, q1, 1) vektoriiniin tim durumlar igin
goriintiileri bulunarak kolaylikla gésterilebiliv. Ornegin donme ekseninin dogrultu vektorii
(1,0,0) olsun. Bu durumda oa (p1,q1,71) = (p2,q2,72) = (p1,—q1,—711) elde edilir.

Yardimcei Teorem 6.2 den



max

Ip1| + —max
lq1| + —max
1| + —max4

([ |qu| + |
(I =) Ip1l + 2] + (1 + ) ],

K

—@|pil + 2+ ) || + 20,

(1=2¢) |p1| + (14 @) |q1] + 3¢ |r1],
2(1 =) p1] + |qu| + (20 + 1) |y

‘pl‘ + |7"1

L+ @) il + (1 = @) laa| + 2],

K

20 |p1] — ela| + 2+ @) |r],

3 |pi] + (1 =2¢) |q1| + (1 + ) ],
©) |qu| + |71

(2p+1)

lp1| +2(1 -

1] + @],

2p1|+ (A + @) g+ (L =) [l

2+ @) Ip1| + 20 q1| — @ r1],

(14 ¢) [p1] + 3¢ |q] + (1 = 2¢) |r1],
L o1+ Qe+ 1) lga| +2(1 = o) |r1]

n(0X) =

max

n(0Y) =

|pa| + 2222

|g2| 4+ £2° max |

|ro| 4+ 22> max

Vit @G+

[ lgo] + Iral,

(1= @) [pal + 21g2| + (1 + @) |r2],

20 |pa|

K

2max § —@|pa| + (2+ @) 2| + 20 |ra]
(1 =29) [p2| + (1 + ) |go| + 3 |ro] ,
[ 2(1 = ¢) [p2| + |g2| + (20 + 1) 2]
(p2| + [72l,

(14 ) [po] + (1 -
—@lgal + (2 + @) o],

3¢ pal + (1 = 2¢) |g2| + (L + ) 2],
[ 2p+ 1) [pa] +2(1 — ¢) [g2| + [r2]
([ [pa| + |2

©) ga| +2raf,

2[pe| + (14 @) |g2| + (1 = @) |rof,
(24 @) |p2| + 20 |q2| — @72l

(1+ @) |p2| + 3¢ |go] + (1 — 2¢) |raf
L P2 + 20+ 1) g2 +2(1 -

) |72l

(.

/

dir. Buradan

VP34 @+ 13
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([ |—a| + |-l

(L =) Ip1| +2|=qu| + (1 + @) |-,
p1l + 2 max ¢ —@py] + (2+ @) [—a] + 20|71, :
(1 =2¢) Ip1| + (1 + @) |=a1] + 3¢ =71,
(21 =) ] + -+ 2p+ 1) [=r| )
(pil+1—r1l,

(L+@) 1] + (L =) =] +2|=m1],
maxd | —qi| + ¥ max { 20 |pi| — @ |—qi| + 2+ ¢) |-, ;
3o pil + (1 =2¢) [ + (1 + ) [,
[ Co+ D) Ipil+2(1 =) [—ai] + [

([ Ip1| + |-,
2|l + (A + @) a1 + (1 =) [=r],
|—r1| + 2 max § 2+ @) 1| + 20 |—a1| — |71,
(L4) [p1] + 3¢ [—q1| + (1 = 2¢) [ =],
L(OY) = Lol + Qe+ 1) [—al +2(1 =) [=m| )
Vitai+r
(ail + |1l
(L =) Iprl +2]qa| + (1 + @) 1],
p1] + 42 max ¢ =@ |pi| + 2+ @) | + 20 |r1]
(L =2¢) [p1] + (L + @) lq1| + 3|,
2(1=9) Ip1| + || + 2+ 1) e )
(p1l + |ml,
L+ ) pil+ @ =) |g1| +2|r],
maxd [q1| + 2 max ¢ 20 [pi| — ¢ la| + (24 ¢) |l )
3epi| + (1 =2¢) [qa| + (1 + ) |r1]
{ Qe+l +20 =) |g| +|m| )
(|| + |aal
2|p1] + (1 + @) ga] + (1 =) [r],
|r1|+—max 2+ ) [p1] + 20| — @],
(L+9) pi] + 3¢ lai] + (1 = 2¢) |,
L Il + 2 + 1) [q1| +2 (1 = ) 1]
V/Pi+ai+r?

7

3

-~

/

= 1 (0X)
elde edilir. Benzer sekilde diger donme eksenleri ve donme agilart icin de n (OX) = pu (OY)

esitligi gosterilebilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonu¢ 7.5 Rpr, orijinden gecen dogrulari eksen kabul eden donmelerin kiimesi olmak iizere,
tam olarak elli dokuz Oklidyen donmeden olusur.

Sekil7.5, Sekil7.g ve Sekil7.7 deki daki tablolarda dénme hareketleri (doniisiimleri)
sonucunda birim kiirenin kose noktalarinin goriintiileri verilmistir.
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Donme Ekseni
. . Agilar v, v, Vs Vs Vs Vs Vs Vs Vg Vi Vi Vi Vs Vi Vis Vis Vi Vis Vig Vg
dogrultu vektdrleri

6 = 2m/5 Vsg Vs Vs Vsr Vs Vs Vss Vi Vi Vsz Vss Vg Vg Vi Viz Vss Vs Vis Vs Vi

0 =47/5 | v | v | Ve | Ve | Vas | Ve | Vis | Ve | Ve | Vs | Veo | Ve | Vi | Vs | Vo | Vo | Vo | Ve | Vas | Vi
01,0—-1) 6 = 6m/5

6 = 21{"’5 V-ﬂ v-(d Vsd VSS Vd& VSi V.ﬂ vGﬂ V57 Vi-( VSE Viﬂ V? VSP V56 vi& ViS Vﬁi VN V?E
O=41/5| v | Ve | Ve | Voo | Vi | Ve | Ve | Voo | Vi | Vi | Ve | Vi | Vi [ Vs | Ve | Vi | Ve | Vo | Vi | Vs
6 =6m/5] Vo | Vir | Vas | Var | Vas | Vs | Vi | Vis | Vag | Vs | Vis | Ve | Vi | Vs | Vo | Vo | Ve | Vs | Vi | Vs

0,-1,¢—1)

6 = 21{;’5 Vii VSE vd? VS‘( Vﬁ V-ﬂ VS VGG V57 VS VSS V!S V;s Vﬁ? VSP Vii V!S VSS Vig V?S
0 =4m/5| v, | v | Ve | Ve | Ve | Vas | Vo | Ve | Vo | Veo | Vo | Vo | Vs | Vo | Vs | Vis | Vs | Vs | Vio | Vas
B =6m/5 vy, | Ve | Var | Var | Vao | Vs | Vs | Vi | Vs | Ve | Ve | Ve | Vias | Ve | Vis | Vae | Vis | Viy | Vio | Vi

(1,¢—-1,0)

B=2m/5| vy, | Vo | Vo | Var | Vo | Vs | Vo | Vi | Vs | Ve | Vis | Vi | Vio | Vi | Vi | Vi | Vs | Vi | Vi | Vi

0=41/5| v | Vi | Ve | Vo | Vo | Vi | Ve | Vi | Vi | Ve [ Ve | Vi | Vo [ Vs | Vi | Ve | Vi | Vi | Vi | Vi
(-Le-1,0) 6 = 6m/5

B=20/5| Vi | Voo | Vo | Vas | Vas | Ve | Vo | Vip | Vs | Vo | Viz | Vs | Vs | Vi | Vs | Vio | V5 | Ve | Vi | Vs
O =4/5 | Vo | Vi | Vag | Vs | Var | Vo | Vs | Vo | Vi | Vo | Ve | Vis | Vi | Vs | Vs | Vo | Vi | Vi | Vi | Vo
6 =61/5] Vyy | Vi | Var | Ve | Var | Vs | Vi | Viar | Ve | Vo | Vi | Vs | Vio | Vg | Viz | Vo | Vi | Vis | Vi | Vo

(1,0,¢)

O =20/5| Vg | Vig | Vo | Var | Vs | Vi | Vs | Vis | Vg | Vs | Vsr | Vi | Vie | Vo | V5 | Vi | Vi | Vi | Vi | Vs
O =4/5| Voo | Vo | Vao | Vo | Vs | Vo | Vo | Vo | Vi | Vs | Ve | Vo | Vo | Vir | Vi | Vis | Vi | Vs | Vo | Vg
6 =6/5] vy, | Vi | Vio | Vo | Vas | Vs | Vi | Vo | Vis | Vo | Via | Vs | Vi | Vs | Vir | Viy | Ve | Vs | Vi | Vi

(1.0, ¢)

{1,0,0) 6 =m Vo | vy | v | e | ve | Vs | v | Ve | Ve | Vs | Vi | Ve | Ve | Vs | Vs | Vs | Ve | Ve | Vo | Ve
{0,1,0) 6 =m Vo | vy | v | ovs | ovs | ove | Ve | v | Ve | Ve | Ve | Vs | Ve | Ve | Ve | Vs | Vs | Vs | Vo | Vi
[0,0,1] 6 =S v! v? Vﬂ( v3 VS v5 Vg Vza V7 VB V.!i v!d vii v!? VJB v17 st v15 v?.! v??
(@ —11,9) g=m Vi | Vag | Vg | Ve | Was | Vas | Vias | Ve | Vs | Vi | Vo | Vs | Vo | Ve | Vo | Vo | Ve | Ve | Vo | Vis
(o —11,—) g =mn Vies | Vs | Ve | Vg | Voo | Vias | Vs | Vs | Vo | Vas | Vi | Vo | Vs | Vi | Vo | Vs | Vs Vs Vi | Vs
(@—1,-1,9) 6 =m Vie | Viz | Vs | Vo | Vas | Vs | Vie | Vo | Vs | Vs | Vi | Vs | Vi | Vs | Ve | Vo | Vi | Vs | Vi | Vs
(QP -1, _1-_(9) f=mn Vs Vg Vg V3o Vi Vi Vg Vs Vi Vs Vig Vs Vs Vi Vs Vg Vo Vss Vs Vs
Leop—1) g=m Vo | Voo | Vs | Vao | Voo | Vs | Vias | Ve | Ve | Ve | Vo | Vo | Vs | Vs | Vs | Vi | Vi | Ve | Ve | Vi
(1, —@,0—1) g =mn Vg | Vias | Vs | Vs | Vo | Vg | Vo | Vo | Vs | Vs | Vs | Vs | Vs | Vs | Ve | Visr | Vo | Vi | Vo | Vi
(—Leoe-1) 6 =m Voo | Vs | Vs | Ve | Vs | Ve | Vo | Ve | Ve | Var | Vo | Ve | Vs | Vs | Vis | Ve | Vs | Ve | Vi | Ve
(—L-pe-1) o =mn Vs Vi Vs Vo Vg Vs Vg Vs Ve Vs Vg Viz | Vis Vs | Vss Vis Vi Ve Vs Vo
(ep—11) g=m Vig | Vs | Var | Voo | Vo | Vo | Vo | Vo | Vs | Vs | Ve | Vo | Vi | Vo | Voo | Vo | Vi | Vo | Vas | Vs
(po—1-1) 6 =m Ve | Voo | Vo | Var | Vo | Vi | Ve | Vi | Ve | Vs | Ve | Vs | Ve | Ve | Vs | Vi | Vs | Ve | Ve | Vs
Cee-11) == Vg Vi Vs V35 Vss Vs Vg Vs Vg Vi Vig Vs Vs Vs Vis Vs Ve Vs Vi Vg
epe-1-1) d=n Vie | Vas | Vs | Vs | Ve | Vap | Vs | Vis | Vo | Vo | Vr | Vo | Ve | Vo | Vis | Vs | Ve | Vs | Vi | Vi
_ F=2m/3 | vy | v | Ve | Ve | Ve | Ve | Vi | Vi | Ve | Ve | Vs | Vs | Vas | Ve | Vs | Ve | Vo | Vi | Vs | Vis
{-111)
(L-11)
{11-1)

0,¢-1,9)

— " .
@-10.0)
o o0
@00-1) AT

(—@.0,e-1)

Sekil 7.5 R3,. de Dénme Hareketi Altinda Kose Noktalarin Gériintiileri
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Donme Ekseni
. . Agilar Va Va Vs Vi Vs Vs Va Vs Vg Vg Vs Vs Vs Vi Vs Vs Vs Vs Vg Vi
dogrultu vektdrleri

6 = 2m/5 Vig Vs Vs Yz Vo ) Vi Vs Vo Vsg Vi Vi Vs Vg Vs Vs Vi Vs Vg Vss

0 =4m/5 | vy, | Voo | Vo | Voo | Vio | Vi | Vv | Vo | Vi | Ve | Vs | Vi | Vi | Ve | Vi | Ve | Ve | Ve | Ve | Ve
01,0—-1) 6 = 6m/5

6 = 2m/5 Vig Vas Vg Vg Var Va Vs Vs Vag Vas Vs Vs Vg Vs Vs Vs Vs Vy Vi 7]
O =%4/5| v, | Vi | Vo | Vas | Vas | Vio | Vio | Vie | Voo | Vi | Vo | Vo | Vi | Vs | Vo | Vs | Vig | Vas | Vae | Vi
B =6m/5| v | vy | Vi | Vo | Vo | Vae | Viaz | Vas | Vao | Vo | Vas | Vs | Vas | Vs | Vs | Vs | Vs | Vso | Vi | Vi

0,-1,¢—1)

6 = 2m/5 Vg Ve Var Vo Vas £ Va Vs Vo Vag vy Vs Va Vi Vs Va Vg V. Vs Vs
6 =4m/5| v, | va | Va | Ve | Vao | Vao | Vas | Vas | Vas | Vas | Vas | Vi | Vas | Vo | Vo | Ve | Vs | Vae | Vi | Vs
B =6m/5 vy, | Vo | Vao | Var | Vao | Vas | Vi | Vo | Vir | Vi | Vis | Ve | Vas | Ve | Vs | Vae | Vg | Vi | Vas | Vs

(1,¢—-1,0)

O =20/5| vy | Vas | Vae | Vao | Var | Vis | Vs | Via | Vs | Voo | Vs | Vo | Vs | Vo | Vi | Ve | Vis | Vs | Vi | Vs

O=4m/5| v, | Vo | Vi | Voo | Vio | Vi | Ve | Voo | Vs | Vi [ Ve [V | Ve [ Vi [V | Vs | Vi | Vi | Ve | Ve
(-Le-1,0) 6 = 6m/5

B =20/5| Vo | Vas | Vs | Vao | Vas | Vi | Vs | Vi | Vg | Vo | Vg | Vs | Vo | Vs | Vas | Vi | Vs | Ve | Vs | Vs
0 =4m/5| v | vu | Ve | Vas | Voo | Vae | Vas | Ve | Vaz | Vas | Vaz | Vaz | Vo | Ve | Vo | Vi | Ve | Vs | Ve | Var
6 =61/5] Vi | Vi | Vas | Var | Vao | Vs | Vo | Ve | Vas | Voo | Vi | Var | Vo [ Ve | Vo | Vi | Ve | Vay | Vi | Vi

(1,0,¢)

B =20/5| Vs | Vs | Vo | Vi | Vs | Vi | Vs | Vo | Vg | Vo | Vs | Vi | Vs | Vg | Vis | Vs | Ve | Ve | Vi | Vi
O =4/5| Vo | Voo | Vao | Voo | Vas | Vs | Vae | Vo | Vao | Vs | Vi [ Vo | Vi | Vg | Vg | Vas | Vo | Ve | Ve | Vs
6 =6m/5| v, | Vy | Voo | Ve | Vas | Var | Viaz | Vas | Vas | Vo | Vo | Vs | Vag | Vs | Vs | Vis | Vs | Vi | Vaa | Vs

(1.0, ¢)

(1,0,0) == Vo | Var | Var | Vs | Vas | Vs | Vs | Voo | Vag | Vior | Waa | Vs | Vs | Vs | Vg | Vs | Vs | Vs | Vi | Vi
(0,1,0) == Vao | Vis | VWas | Vas | Vs | Vg | Vs | Vo | Vg | Vg | Vs | Viss | Vsg | War | Ve | V5 | Vs | Vs | Vi | Vs
[01011] 6 =S VJP v?ﬂ VZG st VN V?i v?g viﬂ V27 V?S V37 VSE VSE VSS V33 viﬂ viﬂ vi? VAG Vd&
(p—-11,¢) P=i Vs Vs Ve Vs Vs Vo Vi Vs Vag Vi Vs Vs Vs Vs Vo Ve Vs Vs Vs Vs
(p—11,—9) o=m Vi Vs Vz Vs Vg Vis Vi Vg Vi Var Vs Vs Vs Vs Vs Vg Vs Vi Vs Vs
(¢—1,-1,9) g =m Voo | Vas | Vs | Var | Voo | Vs | Vo | Vo | Ve | Var | Vo | Ve | Vs | Vo | Ve | Ve | Vi | Vs | Vs | Vs
(QP -1, _1-_(9) f=mn Vi Vg Vs V3 Vio Vs Vi Vo Vs Vo Vs Vs Vs Vg Vs Vg Vs Vi Vs Vg
o0 —1) g=m Voo | Ve | Var | Vs | Voo | Vo | Vs | Vo | Voo | Ve | Ve | Vi | Ve | Vs | Wao | Vs | Vo | Ve | Vo | Vas
A —ee—-1) p=t Voo | Var | Vs | Voo | Vas | Vs | Vs | Vs | Vs | Vis | Vs | Vs | Vo | Vi | Vs | Vs | Vo | Vs | Vi | Vs
(—Lee-1) 6 =m Vos | Ve | Vs | Voo | Var | Vs | Vs | Vo | Vo | Voo | Vi | Vs | Vo | Ve | Ve | vy | Ve | Vi | Ve | Vs
(-1 -¢¢-1) P=u Vsg | Vg | Vo | Vas | Vou | Vg | Vg | Vs | Vi | Vi L] Vi | Vas | Vs | Vas | Vs | Vs Vs Vss Vs
(@o—11) g =mn Voo | Vs | Vo | Voo | Voo | Voo | Ve | Ve | Ve | Vs | Vo | Vo | Ve | Vs | Vo | Ve | Vi | Ve | Vo | vy
(po—1-1) |f=m Vos | Vis | Vo | Vas | Voo | Viar | Vi | Vi | Vs | Vip | Vg | Vs | Vs | Vip [ Vs | Vir | Ve | Vs | Vs | Vi
Coe—11) p=e Vas | Vs | Vo | Van | Vs | Viap | Vs | Vs | Vs | Vas | Vs | Vs | Vs Vs Vs Vss | Va2 | Voo | Vs | Vs
epe-1-1) d=n Voo | Vas | Vo | Vao | Voo | Vs | Vo | Vas | Vs | Vo | Vg | Vis | Vs | Vs | Vs | Vu | Vg | Vs | Vi | Vs
_ 6 =20/3 | Vo | Vo | Vo | Vi | Vao | Vo | Vis | Vi | Voo | Vo | Vs | Vis | Vag | Vs | Var | Vs | Vio | Vi | Vir | Vs
{-11,1)
(1,-11)
{11-1)
0,¢-1,9)
0,9—1,—¢)
(¢ —1,¢,0)
(¢ —1—9,0)
(9, 0,0 —1)
(—¢.0,0-1)

Sekil 7.6 R3,,. de Dénme Hareketi Altinda Kose Noktalarin Goriintiileri Devami
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Dénme Ekseni
Sl Agilar Viar | Vaz | Vs | Vs | Vias | Vias | Var | Vs | Vs | Viso | Visa [ Visz [ Viss | Viss | Viss | Vs [ Var [ Viss | Vs | Vo | Ve | Va2
6 = 27{/’5 V-w VZ v! vi‘ﬁ vii VSS VE VSZ vi‘&? viﬂ viﬁ vﬁ v@ vﬁ VJS vﬁﬂ VJZ VE V7 VJS V57 VJB
OLo—1D 6 =4m/5 | v o (Ve | Voo | Vs | Vs | Via | Vs | Vs | Vo | Vs | Visa | Ve | Ve | Vo | Vs | Vs | Vs | Vi | Vs | Vo | Vi | Vs
6 =60/5| v, | Vo | Vs | Vs | Vaz | Vo | Vs | Vi | Vs | Vs | Vs | Vs | Vo | Vias | Viso | Vo | Vs | Vs | Vs | Vi | Vi | Vs
6 = 27{/’5 VSO VSB vi! VSJ VJ VG viﬂ] vi? vﬁ vﬂ vl‘(? VE V37 vi‘&i v!? VB VJE vﬁ? VSE v!? VE VJS
=i
6 - znjs VSQ Vas VSS vdﬁ vﬁ VSS VSS VSJ VS Vaw vﬁ V‘I VSO V.’ﬂ‘( V7 vi? vij VSG Vﬁi vid VIG VJO
(1 ¢71 D) B :41[/5 Vil vil Vﬂ VSB qu VZ v37 V‘S V‘? VE VG VSC VW VSZ VB Vﬂ VGZ v.l? V.I.G vii Vl.Z Vﬂ
5 / —
6 = 2m/5 Vg [Vse | Viss | Vs | Vs Vg | Vi | Vs [ Visg [V |V | Vg | Vi [ Vg | Visr [Vip | Vg (Vg | V5 | Vis | Vs | Ve
6 =47/5 v |V, |V, | Vs | Vs | Vir | Vs | Vg | Vs | Vias | Viss | Vi | Vs | Vs | Vs | Viss | Vi | Vs | Vo | Vg | Vs | Vs
(—=1,9—1,0) =
6 =2m/5 Vig [ Vaz | Visr [ Vs | Viss | Vo | Ve | Var | Vag |V |V | Vs [ Ve [Vas |V | Vs | Vas | Ve | Ve | Vs | Vs | Vi
(1 '] @) B :41[/5 VSZ VE VG Vﬂ? VS‘ V‘S VS VBB V.’vﬁ ij V‘S VES V‘G V‘ V.I.Z Vii VB v.l? V.I.G VS VﬁZ V.LT
,0, =
6 - znjs V@ vi vd VSZ vﬁ VSG VJ vii VSO vd.? vﬁ VSI viﬁ VZ VS VSS VJG VJI VJS vi? vﬁ? VS
0, =
[11010} 6 =w V-w VSD V!ﬁﬁ vi‘ﬁ VM VG VSO v@ vﬂ& vi‘(? VS‘I VSS VSZ VEJ VSB V57 VSE v55 Vﬁ? vﬁ! vﬁﬂ VED
[01011} 6 =i V‘G vdd vﬁ Vd? viﬂ V-w VSS de VSJ VSZ V@ VSO vl(7 Vd& v&! vﬁi VSS VSU VS? VSS VSS VSG
(¢_1111¢) B =w vjl vd VS vﬂ] vd‘ﬂ VSC v.‘l v37 VSZ v“ vﬂ V-CB VSZ VZ V7 vﬁl v.‘l? v.‘l.‘ VJ.l v.‘lﬁ vSﬁ VJ.D
(p—11,—¢p) o= Vo | Vo |Wag | Vs | Vas [ Viag | Ve | Vo [ Vis | Vo | Vag | Vg [V [V [V | Ve [ Vs | Vi | Vs | Vg | Vs [ Vs
(p—1,-1.¢) 6 =m Vo | Vs | Vo | Waz | Vs | Vs | Vs | Vis | Vo | Vas | Vaa | Vo | Vso | Vi | Vs | Vg | Vo | Ve | Vs | Vi | Vi | Vs
(W - 1:_1:_40} o=m V-w Vss Vsz V-u V-w Vs V-xs Vss Vsﬁ Vz V; Vss Vas V-w st Vza Vau V.w V? Vs? V;s sz
1, p90-1) f=m Viszg | Vas [ Vaa | Vg | Vs | Vs |V [V | Vs | Vo | Vs [V [Vas | Vsa | Vas | Vi [ Ve [Vis | Vi | Vs |V [ Vs
(1:_¢:¢’ - 1} 6 =W vﬁ v37 vi? VS viﬂ] V!(? vﬁ vi‘( v@ vii viﬁ VSZ VS V39 vﬁ? vii VJE VE VB v!? v!? V55
—Lee—1) 6=m Vg | Vo | Vo | Vg | Vs | Vo | Vi | Vs | Viss | Vo | Vs | Vs | Vo | Vs | Ve | Vs | Vg | Vs | Vs | V5 | Vs | Vi
(L-¢e-1 g=z Vg | Vsa | Vs [ Vg | Vs | Vs | Vs | Vs | Va | Vs [ Vo | V5 | Vigs | Viar [ Vg | Vs | Vg | Visg | Vg | Vg [ Vs | Vs
(g.e—11) 6=m Vo | Vs | Visg | Vs | Vo [ Vs | Vg | Vias | Vs | Vg | Vg | Vo | Vs | Ve | Vg | Vo | Vs | Vo | Vg | Vg | Vs | Ve
(po-1-1 g=z Vs | Vas | Vo3 [Vas | Vas |V | Vs | Vig | Vsp | Vs | Vi [Viag | Vs [ Vas | Vo | Vi | Vo | Vias | Vis | Vr | Vs | V5
Cee-11) g=z Vo [Vap | Vs | Vi |V | Vs Vs |V | Ve (Vg | Vs | Vs | Vs Vg | Ve [ Vs | Vi [V [ Vs | Vg |V | Vs
(_W,W B 1,_1) 6 =W V-u VJ v? VM vi? VSZ vﬁ v53 V39 vi! viﬁ vﬁ vﬂ& VS v!ﬁ vﬁ! VJJ V7 V.‘!O v!l‘( v56 vi?
tl,l,l] 6 = szf3 Vd& VSZ V@ V53 VSG VS‘( vii viS V_’n? viﬁ vii VS? viﬂ Vss VSS VSS VS& VSU VS? v&i VSB V&?
(-L11)
(1-1,1)
(1.1,-1)
0e—1,¢)
0,¢-1,—¢)
(p—1,0,0)
(¢ —1,—¢,0)
(f’-olq’ _1)
(‘f’aoaq’ 71)

Sekil 7.7 R%,,. de Dénme Hareketi Altinda Kose Noktalarin Goriintiileri Devami




172

Yardimei Teorem 7.3 (x,y, z) noktasini (—x, —y, —z) noktasina doniistiiren déniisiim olan

O = (0,0,0) orijine gore oy inversiyonu R, un bir izometrisidir.

Sekil7.§ deki tablolarda inversiyon hareketi(doniisiimii) sonrasinda birim kiirenin

kose noktalarinin goriintiileri verilmistir.

Inversiyon
Altinda Nokta V, Vs Vs Vs Vs Vs Vs Vg Va Vi Vi Vi Vi3 Vs Vis Vis
Garuntaleri

0 = (0,0,0)

0’0 VZ VI Vd Vi V& VS VIG VP VE V? Vid VIE VIZ VJI VJB VI?

Inversiyon
AltindaNokta | Vir | Vas | Vio | Voo | Var | Var | Vs | Ve | Vs | Vs | Var | Vs | Vo | Vi | Vs | Vaa
Gorantileri

0 = (0,0,0)

Tn

Iinversiyon
AltindaMNokta | Vi | Voo | Vas | Vas | Var | Vas | Vao | Vg | Vi | Viz | Vs | Ve | Vs | Ve | Vs | Vs
Goruntileri

0=(0,0,0)

Fn

inversiyon
AltndaNokta | Vo | Ve | Ve | Var | Vs | Ve | Ve | Ve | Voo | Vs | Vo | Vo | Ve | Ve
Gaorintileri

0 = (0,0,0)

Ty VE.? VEI VEG' Vd.!? Vd-S Vd? V&E‘ V&I V&G VSE‘ VSS VS? VS& VSE

Sekil 7.8 R%,,. de oo Inversiyonu Altinda K6se Noktalarin Gériintiileri

Onerme 7.4 dpr— uzakligini invaryant birakan, orijine gére donme-yansimalarin tiimii

orijine gore inversiyon hareketine (doniigiimiine) egittir.

Ispat ry € Rpr, T ve A, 1l ye dik diizlemler olmak iizere bir donme-yansima
p = onoaor = onre biciminde yazilabilir. Bu durumda 11 diizlemi i¢in Teorem 6.3 de
ifade edilen otuz bir dénme ekseninden on bes durum incelenmelidir. Ciinkii D, ve D3 deki
donme eksenlerinden hi¢birisi Sonug¢ 6.4 de verilen yansima diizlemlerinden herhangi
birine dik degildir. Eger 11 diizlemi olarak v = 0 diizlemi alinirsa ry nin birim yon vektorii
(1,0,0) olur ve

p = onr(z,y,z) = (—z,ycos — zsinb, ysinb + zcoso)

elde edilir.
‘/1 = (07071>: ‘/19 = (i@i 0
3

)
(0,222,352 ve Vi, = (3577, 22

Vi = (0,555, 2552), Vo = (57,5, %) Vor =

) kose noktalart icin
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Vie) = p (52,0, 22) = (4252, — (362) sind, (*£2) cos0)

Vo) = 0 (0257, %52) = (0, (%57 cost — (352) sinf), (%57 sinf + (452) cos )

) 0 — £sin6, £ cosf + 1 sinb)
p(Var) = p (0, 252, 2222) = (0, (2£2) cos  — (222) sinf, (252) cos 6 + (2£2) sin6)
(Vi) = p (B2, 522, 0) = (I8 (2 cost, (2) sino)
olur.
42 — 36 26 — 38 —4p 4+ 16
dpr (Vi, Vig) = 22 dpr (Vi, Vi) = =22 dppy (Vir, Vig) = —2—
55 11 15
oldugundan ve p uzaklhgr koruyacagindan
42¢ — 36 260 — 38
dpr(p (V1) p (Vio)) = === dpr(p (V2) . p (Vi) = =7
v 4 16
—4p +
dpr(p(Var), p (Vis)) = 901—5
olup sirasiyla
o] = % oy = %2 sinf ve aiz = Q*T‘p cos O olmak iizere
( (o] + |as], 1 )
(1 =) leu| +2]az] + (1 + ) |as],
|a1|+—max —plai| + (24 ¢) |az| + 2¢ |as], :
(1 =2¢) [ar]| + (1 + @) |az| + 3¢ |as],
[ 2(1 =) |au| + ao] + (20 + 1) |as| )
(oa| + |as], )
(14 ) foa] + (1 = 9) ] + 2as], o
max ¢ |as| + T2 max ¢ 20 |aq| — @ ao| + (2+ ) |as] (T T
3plai] 4+ (1 —2¢) ao| + (1 + ) as]
[ Co+1)]ai|+2(1—¢)|as| + |as| )

(o] + |oa,

2|on| + (1 + ) Jao| + (1 — ) [as],
|os| + 2 max ¢ (24 @) |au| + 20 o] — ¢ |as]
(1+ ) lor| + 3¢ sl + (1 — 20)
\ [ i+ (20 + 1) oo +2(1 — @) as| )

J

Br = £, By = 122 cos  + =22 sin 6 ve B3 = 22— cos 0 + % sin 6 olmak iizere
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( (|Ba] + 155l

(1 =) [B1] +2|Bo| + (1 + ) |Bs],
1] + ER max . —o B + (24 @) |Ba] + 20183, :
(1 =2¢) [B1] + (1 4+ ¢) [ Be] + 3¢ |5,

(L 2(1 =) [Bi] + [Bo] + 2+ 1) |B5] )

51| + 185l
(L+ @) Bl + (1 =) |G| +2]Bs], 26— 38
max ¢ |Bs] + 2 max ¢ 20 |8i] — ¢ [Ba| + (2 + @) |Bs] 2 G T

3p[Bi] + (1 —2¢) [B2] + (1 + ) B3],
( Co+ 1) B +2(1—9) 8] + 18] )
([ [B1] + |B]

2|81+ (L4 ) [Bo] + (1= ) |B3],
|Bs| + 2 max ¢ (2+ @) |B1] + 20 |Ba] — 0 |3l

(L+ @) 81| + 3¢ B2 + (1 — 2¢) | B3] ,
X (Bl + 20+ 1) [B| +2(1— ) |Bs] ] )

50—7 12<p+19 12¢+19

N =G, Yo = —f—cost — 3222 5in 0 ve 3 = 222 cos ) + sin 0 olmak iizere

) 3\

(72| + |l

(L =) Inl+ 2wl + 1 +¢) ||,
|+ 22 max ¢~y + 2+ ) 2| + 20 |l :
(1 =2¢) |+ (1 + ) el + 3¢l
L 2(1 =) [l + el + 20 +1) [y )

’|71|+|f73|7 )

1+ +(1— 1+ 2],

(14 @) Iyl + (1= @) al + 2|yl ot 16
max § |72 + 22 max ¢ 20 |vi| — ¢ |ye| + (24 ) |8, T

3¢ |l + (1 =2¢) el + (1 + ) [l
{ o+ 1) nl+2(1—¢) el +p )
(|l + el
2l + (1T + @) [l + (1 =) |l
sl + T2 max § (24 ) || + 20 el — ¢ sl

(L+ @) Il + 3¢ [yal + (1 = 2p) [73],
[ Il + Qe+ Dl +20=¢) sl ) )

-

denklemleri elde edilir. Bu denklem sistemi ¢oziiliirse 0 € {0, 7} elde edilir. Buradan da
kolaylikla oyr, = o oldugu gériilebilir. Sonug olarak bu durumda yeni bir donme-yansima
yoktur. Benzer sekilde donme eksenleri bir yansima diizlemi normali olan (j:%, +7, 50;—1)
(@T_l, :I:%, :I:%), (:I:%, “"T_l, :I:%) (0,1,0), (0,0, 1) vektorleri igin de ayni sonuglar elde edilir.
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Sekil7.9 ve Sekil7.1( daki tablolarda, bir yansima diizleminin normali olup, ayni
zamanda donme ekseninin dogrultusu olanlar tespit edilmis ve bu eksenlere gore
donme-yansima hareketi(doniisiimii) yapilarak birim kiirenin kdse noktalarinin bu

hareketlere (dontistimlere) gore goriintiileri verilmistir.
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m.m_}. m.m_}. m.m_}. m.m_}. m.m_}. m.m_}. m.m_}. m.m_}. m.m_}. m.m_}. m.m_}. m.m_}. m.m_}. m.m_}. m.m_}. w.m_}.
hwb hwb hwb hwb hwb hN._..— hN._J hwb hwb hwb hwb hwb hwb hwb hwb _umb
MN_}. m&.}. m&.}. m&.}. m&.}. mN\._. m&.}. m&.}. m&.}. m&.}. m&.}. WN_}. m&.}. m&.}. m&.}. m&.}.
mwb mwb mwb mwb mwb mN._..— mN._J mwb mwb mwb mwb QN._J mwb mwb mwb mwb
um_}. nm_}. nm_}. nm_}. nm_}. nm_}. nm_}. nm_}. nm_}. nm_}. nm_}. n.m_}. nm_}. nm_}. nm_}. hN_}.
MN._J MN._J MN._J MN._J MN._J MN._..— MN._J MN._J MN._J MN._J MN._J MN._J MN._J MN._J MN._J mwb
sw_}. vﬁ_}. vﬁ_}. vﬁ_}. vﬁ_}. vﬁ_}. vﬁ_}. vﬁ_}. vﬁ_}. vﬁ_}. vﬁ_}. Sw_}. vﬁ_}. vﬁ_}. vﬁ_}. m&.}.
Wwb mwb mwb mwb mwb mw‘_..— mwb mwb mwb mwb mwb Wwb mwb mwb mwb v.Nb
WN_}. WN_}. WN_}. WN_}. WN_}. WN_}. WN_}. WN_}. WN_}. WN_}. WN_}. DN_}. WN_}. WN_}. WN_}. MN_}.
mub mub mub mub mub mu._..— mub mub mub mub mub mub mub mub mub NN._J
QN_}. QN_}. QN_}. QN_}. QN_}. QN_}. QN_}. QN_}. QN_}. QN_}. QN_}. QN_}. QN_}. QN_}. QN_}. w.N_}.
uwb uwb uwb uwb uwb uN\J uN\J uwb uwb uwb uwb uwb uwb uwb uwb _uwb
NN_}. NN_}. NN_}. NN_}. NN_}. NN_}. NN_}. NN_}. NN_}. NN_}. NN_}. NN_}. NN_}. NN_}. NN_}. mw._}.
Wub mub mub mub mub mu._..— mub mub mub mub mub Wub mub mub mub mub
mw_}. mﬂ_}. mﬂ_}. mﬂ_}. mﬂ_}. mﬂ_}. mﬂ_}. mﬂ_}. mﬂ_}. mﬂ_}. mﬂ_}. m.w.}. mﬂ_}. mﬂ_}. mﬂ_}. nﬂ_}.
hub hub hub hub hub hu._..— hub hub hub hub hub hub hub hub hub mub
mw._}. mw._}. mw._}. mw._}. mw._}. mw._}. mw._}. mw._}. mw._}. mw._}. mw._}. Ww.}. mw._}. mw._}. mw._}. mw._}.
uub uub uub uub uub uu._..— uub uub uub uub uub uub uub uub uub wub
Nw.}. Nw.}. Nw.}. Nw.}. Nw.}. Nw.}. Nw.}. Nw.}. Nw.}. Nw.}. Nw.}. Nw.}. Nw.}. Nw.}. Nw.}. mw._}.
hub mub mub mub mub mu._..— mub mub mub mub mub Mub mub mub mub Nub
&w.}. vw._}. vw._}. vw._}. vw._}. v«.}. v«.}. vw._}. vw._}. vw._}. vw._}. ww._}. vw._}. vw._}. vw._}. w.w._}.
hb hb hb hb hb hb hb hb hb hb hb hb hb hb hb Qub
m.}. m.}. m.}. m.}. m.}. m.}. m.}. m.}. m.}. m.}. m.}. m_}. m.}. m.}. m.}. m.}.
mb mb mb mb mb mb mb mb mb mb mb mb mb mb mb mb
Qw.}. Qw.}. Qw.}. Qw.}. Qw.}. Qw.}. Qw.}. Qw.}. Qw.}. Qw.}. Qw.}. Qw.}. Qw.}. Qw.}. Qw.}. h_}.
mb mb mb mb mb mb mb mb mb mb mb mb mb mb mb mb
W.}. W.}. W.}. W.}. W.}. W.}. W.}. W.}. W.}. W.}. W.}. W.}. W.}. W.}. W.}. m_}.
mb mb mb mb mb mb mb mb mb mb mb mb mb mb mb v.b
v.}. v.}. v.}. v.}. v.}. v.}. v.}. v.}. v.}. v.}. v.}. v_}. v.}. v.}. v.}. m_}.
ub ub ub ub ub ub u._..— ub ub ub ub ub ub ub ub Nb
N_}. N_}. N_}. N_}. N_}. N_}. N_}. N_}. N_}. N_}. N_}. N_}. N_}. N_}. N_}. w._}.
r=g =g =g =g =g =g x=24g =g r=0p =g =g r=g =gl u=g x=g| ‘e
awugg ue|g
(I—T—00) |(TT—0d0-)| (- T—0dd) |(TT—0d) |(T—dd—T1-)|(T— 0D T)| (1-d'd—T)(T— D7) (DT T - ) |(®T-T - d)|(¢— 1T — 8)| (@ TT— &) (t'o'o) | (o'T0) | (00'T) | uewson

lwazng

Sekil 7.9 R%,. de Dénme Yansima Hareketi Altinda Kose Noktalarin Goriintiileri
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mm.b mmb mm._..— mm.b mm.b mm._.-— mm._..— mm.b mm._.-— mmb mm._..— mmb mm.b mm.b Wm.b Nm.b
=A =A =A =A =A = =A =A = = =A =A = = = A
hmb hmb hm._..— hmb hmb hmb hm._..— hmb hmb hmb hm._..— hmb hmb hmb hmb _w.m.b
mm.b mmb mm._..— mm.b mm.b mm._.-— mm._..— mm.b mm._.-— mmb mm._..— mmb mm.b mm.b mm.b wm.b
nw_}. nw_}. nw_}. nw_}. nw_}. nw_}. nw_}. nw_}. nw_}. nw_}. nw_}. nw_}. nw_}. nw_}. _u_w_}. nm_}.
umb umb um._..— umb umb um._.-— um._..— umb um._.-— umb um._..— umb umb umb umb mmb
hv..b hwb hv.._..— hv..b hv..b hv.._.-— hv.._..— hv..b hv.._.-— hwb hv.._..— hwb hﬂb hﬂb hv..b ﬂmb
mv_}. mv_}. mv_\._. mv_}. mv_}. mv_}. mv_\._. mv_}. mv_}. mv_}. mv_}. mv_}. mﬂ_}. mﬂ_}. Wv_}. mm_}.
umb umb um._..— umb umb um._.-— um._..— umb um._.-— umb um._..— umb umb umb umb _vm.b
Nm_}. Nm_}. Nm_\._. Nm_}. Nm_}. Nm_}. Nm_\._. Nm_}. Nm_}. Nm_}. Nm_}. Nm_}. Nm_}. Nm_}. Nm_}. 3‘_}.
mmb mmb mm._..— mmb mmb mm._.-— mm._..— mmb mm._.-— mm._..— mm._..— mmb mmb mmb Mmb m.v.b
mm.b mmb mm._..— mm.b mm.b mm._.-— mm._..— mm.b mm._.-— mmb mm._..— mmb mh.b mh.b mm.b mv..b
3._}. 3._}. 3._}. 3._}. 3._}. 3._}. 3._}. 3._}. 3._}. 3.\4. 3._}. 3._}. 3._}. 3._}. 3._}. m«._}.
uﬂb uﬂb uv.‘_..— uﬂb uﬂb uﬂb uv.‘_..— uﬂb uﬂb uﬂb uﬂb uﬂb uﬂb uﬂb uwb -.J..b
3._}. 3._}. 3._}. 3._}. 3._}. 3._}. 3._}. 3._}. 3._}. 3.\4. 3._}. 3._}. 3._}. 3._}. 3._}. w.v_}.
umb umb um._..— umb umb um._.-— um._..— umb um._.-— umb um._..— umb uhb uhb umb Wm.b
Nﬁ_}. Nﬁ_}. Nﬁ_}. Nﬁ_}. Nﬁ_}. Nﬁ_}. Nﬁ_}. Nﬁ_}. Nﬁ_}. Nﬁ_}. Nﬁ_}. Nﬁ_}. Nﬁ_}. Nﬁ_}. Nﬁ_}. nm_}.
mmb mmb mm._..— mmb mmb mm._.-— mm._..— mmb mm._.-— mmb mm._..— mmb mmb mmb Mmb mmb
mm.b mmb mm._..— mm.b mm.b mm._.-— mm._..— mm.b mm._.-— mmb mm._..— mmb mm.b mm.b Wm.b ﬂmb
hmb hmb hm._..— hmb hmb hmb hm._..— hmb hmb hmb hm._..— hmb hhb hhb hmb Nmb
u=g z=1p z=1p z=pg z=g =g x=g u=g u=g u=2p u=2p u=g L=g| un=g| u=g| ‘EW

SWuog ue|D

(I—T-dd) | (TT—dd)|(T-T-0d) [TT-03) |1-dd-T-)|T-dDT-) (- T)| T-DT)|(d-T-T—B)|(dT-T- )| (d-TT- )| (dTT-2) (t'o’o) | (o'to) | (0'0'1) __,”““”“

ntiileri Devami

ori

Sekil 7.10 R3,. de Dénme Yansima Hareketi Altinda Kése Noktalarin G
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Onerme 7.5 dpr uzakhgini koruyan, orijine gore kirk dort tane donme-inversiyon vardir.

Ispat ry € Rpr olmak iizere bir donme-inversivon p = cooaor = oore biciminde
bileske olarak yazilabileceginden Onerme 6.3 den dolay ispat otuz bir donme ekseni icin

verilmelidir. oy donme ekseninin dogrultusu (0,1, — 1) vektor ise birim dogrultu vektorii

<0, \/%, @) olur. Bu durumda
—xcosf + (\/gsinG) (\/mmnG) z,

oorg (x,y,2) = (Fsm@)x—(%—f— cosf)y — ((222) (1 — cos b)) =
2= (

sin 1—cosf))y — (332 + 22 cos ) z
(/25 sin0) o -

seklinde tanmimlanir. O halde

Vi = (0,0,1), Vig = (%7, ,%),wz(o MR, Ve = (95,5, 8), Var =
(0 “”Jrg, 3‘% 2) ve Vis = ( g 2, 0) kose noktalarz icin
p(V1) = <—\/5+‘[sm9,2~“’5—1(0050—1) — 22 ¢co s9>
2-3¢p 1 27+31<,0 42— 194,0 14<,o 1492
o(Vig) — == cost — = sinf), —2/ sinf + 2 cos 0 =
1 /222 sin0 4+ 22 cos § + £°

\/23+4¢} sin, 842384,0 cosf) — Gﬁ})w’ 759 cos 6 & 28 5)

5
- 3440 o [7-4 143 3p+6
T‘pcose—i-[ \/T“"—%\/¥} 51n9,—§ 5= sin6 + J“Dcos@ “iar ,
p(Va1) =

1/ 52 sing + 224 cos@+3 L
(1 [setar 1 [23140 6-¢ 4¢+21 Tp—1 11— 22¢
p(Var) = <[5 5 5 . }sm@, £ cosf — ==, £=cos b +

%900804—:1,) B sing, —1, /2% sin 0 + 222 cos 0 + 112,

p(‘/lS) - /103— 61g0 sm9—|— 16 2<p COSH-f‘ 2g0 16

olur.

dpr (Vi, Vi) = 42%0 38 dpr (Va, Vay) = 26‘(1;38 ve dpr (Var, Vis) = %;16 oldugundan ve
p  uzaklgi koruyacagmdan dolayidpr(p (V1) , p (Vi) = %,
dpr(p (Vz),p(Va1)) = 2222 ve dpr(p (Var), p (Vis)) = =228 olmalidir. Buna gore
sirasiyla

ap = %,/%‘ﬁsinﬁ + %%LQCOS@, ay = %’g—gsine + %’g—scosﬁ + %‘ﬁ ve
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az = —1y /222 sin 0 4+ 1222 cos 0 + 2T olmak iizere
. ; ) )
|aa| + |as],

(=) Jou] + 2]z + (1 + ) [as],
| + 22 max { —p|og| + (2 + @) |as| + 20 |as| :
(1 =2¢) [ar]| + (1 + @) |az| + 3¢ |as],
[ 2(1 = @) [ar| +[az| + 29 + 1) [as| )
([ Jou| + o,

(L4 @) |oa] + (1 — @) aa| + 2]as|,
max |a2\+—max 20 |ar| — plas] + (2 + @) |as], :
3plai] + (1= 2¢) |ao| + (1 + ) [asg|
[ Qe+ D[] +2(1 =) az| +]as| )
[ fou| + |,

2|an| + (14 @) Joo| + (1 = @) |ag],

|| + 472 max ¢ (24 ) | + 2 [aa| — ¢ |as],

(14 @) || + 3¢ faz| + (1 — 2¢) [as],
\ (| + 2o+ 1) |ag[ +2(1—p)fas] ) )

B = [\/267 1040 4 1 \/23+4“D+ \/4¢+3_%\/ }smﬁ + “0—_1c059,

by = %\/7 42 §in 6 + 3‘P 19 cos + = 3‘” ve B3 = 5,/ ==£sin 6 + —167 1242 cos @ + 38“3059

429 —36
55

olmak tizere

( (82| + 1], 1 )
(1 =) B + 2|62 + (1 + ) |Bs],
ol + 220 max { —p |8y + 2+ ) 1Bl + 20155 ,
(1=2¢) [Bi] + (1 + ) |Ba] + 3183/,
[ 2(1 =) [Bi] + [Ba] + (29 + 1) | B3
QEARREAR )
(L+ ) Bl + (1= @) [Ba] + 28],
max { |Ba] + 2 max ¢ 20|81 — ¢ |Ba| + (24 ¢) |84, 7
3p (A1) + (1= 2¢) |Ba] + (1 + ) Bs]
[ Qe+ DA +2(1 =) Bl +16] )
([ [B1] + | Bl )
2181l + (1 + ) |Bo] + (1 — ) 55],
B3| + 2 max ¢ (2+ @) |Bi] + 20 || — 0 |3l
(1+ @) [B] + 3¢ Bl + (1 = 2¢) | B3],
\ 1B+ e+ 1) (Bl +2(1 =) 8] ] )

(.

_ 26p — 38
- 11
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"= L cos 0 + <—‘€ — g M) sinf, o = Q cos@—i— /269—5168£ sin 6+ 235%74
ve y3 = 22 cos § — 1 182 gin g 4 HET02 ok jizere
( ( ) )
72l + |l

(T =) Iml+ 2yl + 1 +v) sl
Il + ¥ max ¢ —p ||+ (24 ¢) el + 20 sl ;
(1 =2¢) 1|+ (X +¢) rel + 3¢ [s]
L 2(L =) Il + 1l + e+ 1) || )
71l + sl

(L+ @) [yl + 1 =) vl + 2],
max ¢ [vo| + 2 max ¢ 20 | — @ lyal + (2+ @) [l ;
3o |ml+ (1 =2¢) el + (L +¢) sl
( Co+ ) Iml+20 =) l+nl )
(|l + el

2|71l + (1T + @) [v2] + (1 = @) ],
3| + 22 max ¢ (24 ¢) || + 20 | — sl
(L+9) Inl + 3¢ el + (1 —2¢) |15/,
X [ I+ Ce+ D) |wel+20 -9 |nl ) )

_ —4p+16
a 15

\

denklemleri elde edilir. Bu denklem sistemi ¢oziiliirse 0 = 27 /5, 47 /5,67 /5, 8 /5 sonuglar
bulunur. Benzer sekilde, 1y, donme ekseninin dogrultusu (0, —1, (¢ — 1)), (£1, (¢ — 1),0),
(£1,0,¢) vektorleri olarak almwsa 0 = 2r/5, 4xn/5, 67/5 8mw/5 olur. Bdylece

dpr—uzakligint koruyacak sekilde yirmi dort farkli donme-inversiyon hareketi bulunur.

ro, donme ekseni (1,1,1) dogrultulu dogru ise ry mn birim yon vektorii
L) olur. Bu durumda p(VA) . p(Vio). p(V2), p(Vir). p(Var) ve p(Vis) hesaplansp

dpr(p (V1) ,p (Vig)) = 2238 dpr(p(Va) 0 (Vi) = HEE e
dpr(p (Var), p (Vi) = 4@“6 te yerine yazilirsa sirasiyla

2 . _
o = 5“’ 2cos@ 4+ @DV 4ihg 4 4“i54, S %cos& + 2{%sm@ + % ve
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4 (2—39)V3 3¢)\f 4¢ 4

o3 = %572 cosf sinf + olmak iizere

( (o] + |as]

(1 =) |ar] + 2oz + (1 + ) o],
jon| + T2 max § —pfon| + (2 + @) |az| + 2¢ |as] | )
(1 =2¢) |ou| + (1 + @) |ao| + 3¢ |as],
[ 2(1 =) |au| + ao| + (20 + 1) |as| )
(oa| + |as],
(1+ @) o] + (1 — @) |oz| + 2]as],
max ¢ |as| + M2 max ¢ 20 |aq| — @ an| + (2+ @) |as] v
3plai] 4+ (1 —2¢) |ao| + (1 + ) as]
[ Qo+ 1) ]ai|+2(1—¢)|as| + |as| )
(o] + |oa,

2|on| + (1 + @) loo| + (1 — ) s,
|| + T2 max ¢ (24 ) | + 2 [aa| — ¢ |as],
(1+ ) loa| + 3¢ |as| + (1 = 2¢) |as],
\ [ ar] + (20 + 1) oo +2(1 — @) |as| ) )

420 — 36
55

B = Lcos@%—%stjtwﬁ Mcos@%—&pl—?)\[sm@—i——f\/e

B3 = 28 cosf + % sind + % olmak iizere

;

([Ba] + 1], 1 )
(1 =) [Bi] +2|B2| + (1 + ) |Bs],
[Bil + H2 max § =@ |Bi] + (24 @) 5] + 20|85, :
(1 =20) [B1] + (L + ) |Bao| + 3¢ 8s] ,
( 2(1 = @) [B1] + [B2] + (200 + 1) | Bs]
(161 + 18], )
(L) [Bi] + (1 =) [Ba] +2Bs]
max ¢ [Bo| + 2 max{ 20 (81| — ¢ |Ba] + (2+ ©) B3], )
361 + (1 = 2¢) 82| + (1 + ) B3],
\ (290"_1) |51|+2(1_90) |/32|+|B3| )
([ |B1] + 1Bl )
2181+ (1 + ) [Ba] + (1 — ) 8],
|Bs| + T2 max ¢ (2+ @) |Bi] + 2 |Ba] — 0 |Bsl,

(L4 @) 81l 4 3¢ |Ba] + (1 —20) |Bs]
X LB+ Qe+ D) (Bl +2(0—9) 6] ) )

(.

26 — 38
N 11
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47057

28<p 48 _ 8¢p—9 (34p—42)
M= cosf + ¢ % sinf + JY2 = T cos@—l——45 sinf +

,.)/3 66— 55£ cos 9 + 1611—?;:'0)\/» Sln 0 —+ —cw olmak uZel”e

(25— 21@ 28<,o 48

ve

;

(72| + |l

(T =) Inl+ 2+ 1 +¢) ||,
il + 2 max ¢~y + 2+ ) | + 20 sl 7
(1 =2¢) [ni+ (1 +©) |72 + 3¢ |3l
L 2(L =) Iml + 1l + Ce+1) sl )
(‘71‘+‘73|7

(1+¢) [nl+ (1 =v) el +2]sl,
max ¢ [yo| + 2 max ¢ 20 || — @ lyal + (2+ @) sl ;
3o |ml+ (1 =2¢) el + (L+¢) sl
L Qo+ 1) ml+20 =9) el + sl )
(|l + el

2|l + (1 + @) [l + (1 = @) |,

5| + 2 max ¢ (24 ) || + 20 [l — ¢ sl

(1+ @) [l + 3¢ [ra| + (1 = 2¢) |73],
X [ I+ Ce+ 1) wel+20-9)|nl ) )

_ —4p+16
15

N

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi ¢oziiliirse 0 = 2w /3, 47/3 sonuglari
bulunur. Benzer sekilde, ry donme ekseninin dogrultusu (—1,1,1), (1,—1,1), (1,1,-1),
0,0 —1,£9), (¢ —1,£¢,0), (£¢,0,p — 1) vektorleri olarak alimrsa 6 = 27/3, 47/3
olur. Boylece dpr—uzakhgint koruyacak sekilde yirmi farkli donme-inversiyon hareketi

bulunur.

19, donme ekseni (1,0,0) dog“rultulu dogru ise r¢ min birim yon vektorii (1,0, 0) olur.
Budurunda Vi — (0,0,1), Vs — (52,0, 22, Vs — (0,557, %52), Vo — (51,3, ),

Vor = (O, %rg, %) ve Vis = (5@77, 3“07, O) kose noktalar icin

p(V1) = (0,sin 6, cos 6)

p(Vig) = (22 ;"P £ 5in 6, — 22 cos 0)

p(V7) = (0, 222 sm@ o cos@ =22 5in 6 — 222 cos 6)
p(Va1) = (1_7“’ —51n9——0059 sm@—fcos@)
p(Var) = (0, —‘&2 sing — £ cos (9 —#88 5in ) — 222 cos 0)
p(Vis) = (52 35“" - 3“’ sin 6, 222 cos 0)

olur.

dpr (Vi,Vie) = 222 dpy (V7,Va1) = 22228 ve dpr (Var, Vis) = =2 oldugundan
ve p uzaklig koruyacagmdan dpr(p(V1),p (Vo)) = M ,dpr(p(V2), p (Vgl)) = 26%‘;1 38
ve dpr(p (Var),p (Vis)) = 4‘P+16 olmalidir. O halde Slraszyla
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—9 92— . ) .
o = 3“"7, ap = = sinf ve az = == cos 0 olmak iizere

' o] + |as], ] )

(1 =) |ar] + 2oz + (1 + ) |,
jon| + 2 max § —gpfon| + (2 + @) |aa| + 2¢ |as] | )
(1= 2¢) 1] + (1 + ¢) [az] + 3¢ |as]
[ 2(1 =) Jau| + az| + (20 + 1) |
(oa| + |as]
(1 + @) o] + (1 — @) |az| + 2]as],
max { |az| + H2 max ¢ 2p|ay| — @ |as| + (2+ ) |as]
3¢ lan| + (1 = 2¢) [aa| + (1 + ) s,
[ e+ 1) ]ai] +2(1 — @) |a] + |as]
(oa| + |azl,

2|on| + (1 + ) lao| + (1 = ) [as],
s + 242 max § (24 ) |ou| + 20 || — @ |as]
(L4 ) [ar| + 3¢ faz| + (1 = 2¢) |as],
\ L o] + (29 + 1) oo +2 (1 — @) |as]

429 — 36

/ J

1 4 17-1 17-10p _: 4 ..
B1= %=, B = 3“’T sinf + % cosf ve B3 = % sinf + % cos 0 olmak iizere

[ |Ba] + 18], I
(L =) [Bi] +2|B2] + (1 + ) |Bs]
[B1] + 2 max § —p |Bi] + (2+ ) 5] + 200 |Bs] :
(1 =2¢) [Bi] + (L + ) [ Ba| + 30 |Bs],
L 2(L =) Bl + [Be] + (20 + 1) |Bs] )
(161 + 18], )
(L+@) Bl + (1 — ) [B2] +218s]
max § |Be] + HT2max {20 || — ¢ |Bal + (2+ ) |85, :
3B+ (1 —2¢) [Bo| + (1 + ¢) |55,
( Qo+ D) Al +20—9) ||+ 5] )
(181 + 182!, )
201+ (1 + @) [Bo] + (1 =) [Bs],
|Bs] + o max ¢ (2+ ) |Bi] + 20 82| — ¢ B3],
(L+ @) [Bi] + 3¢ Ba2| + (1 = 2¢) [ B3] ,
\ 1B+ e+ 1) (B +2(1—9) 8] ] )

26 — 38
N 11

~~
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5p—7 12 19
o= 22T, o = 22 5in6 + =

12<p 19

cosf ve y3 = sin 0 + 2222 cos 0 olmak iizere

) )

(|l + sl

(T =) Inl+ 2yl + 0 +¢) ||,
]+ 2 max ¢ —p|y|+ 2+ @) 2| + 20|l
(1 =2¢) [n| + (1 + ) rel + 3¢l
[ 2(1 =) Il + el + 2p + 1) 7]

~”

N

(7] + |l )
1+ +(1— +2 sl
( 90) |71| ( 90) |72| |73| 4o+ 16
max § |72 + 22 max ¢ 20 |vi| — ¢ |ye| + (24 ) |8, 3 T

3o |ml+ (1 =2¢) el + (L+¢) sl
[ Co+ D) Inl+20 =) el+ sl )
[ |l + el

2|l + (T + @) [l + (1 =) |,
sl + T2 max $ (24 ) || + 20 2| — ¢ sl

(T + @) Iml + 3¢ [yal + (1 = 2¢p) |73],
\ [ Il + Qe+ wel+20=¢) sl )

denklemlerine ulasilir. Bu denklem sistemi ¢oziiliirse 0 = m sonucu bulunur. Benzer sekilde,
rog donme ekseninin dogrultusu (0,1,0), (0,0,1), (¢ —1),£1,£¢), (£1,£p,p —1),
(o, p — 1,£1) vektorleri olarak almwrsa 0 = 7 olur Bu durumda yeni bir
donme-inversiyon hareketi bulunmamaktadir. Ciinkii 0 = w icin, donme ekseni dogrultu
vektorii bu vektorler olacak sekilde alinir ve donme-inversiyon hareketi yapilirsa Seki
Sekill7 12 ve Sekill7.13 deki tablolarda verilen diizlemlere gére yansima hareketleri bulunur:
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Donme Ekseni

Dogrultu Aglar | Vv, Vo | v | Ve | Ve | Ve | Vs | Ve | Ve | Ve | W | Vo | Ve | Vi | Vs | Vs | Vi | Ve | Ve | Vi
Vektdrleri

B=21/5| Vi | Vao | Var | Vo | Vo | Vi | Vo | Vis | Vg | Vs | Vs | Vo | Ve | Vs | Vi | Voo | Ve | Vi | Vi | Vi
04, 9—1) B=41/S| v, | Vi | Var | Vs | Voo | Vs | Vs | Vs | Vs | Vis | Var | Vis | Ve | Vo | Vas | Vo | Vig | Vs | Vs | Vs
8 =6ﬁ15 V«s VSZ vd‘ﬂ V-ﬁ VSB le v].ﬁ vﬁﬂ V57 V17 VJ.Z v56 Vﬁﬂ V.ﬁ vlﬂ V55 vﬁZ V7 VM VZ.B
O=21/5| vy | Vas | Vs | Vi | Vs | Vas | Ve | Vo | Vo | Vi | Voo | Vo | Vig | Vi | Ve | Vs | Vig | Vs | Vi | Vi
Odd—g) P Ve | Ve | Vs | Vs | Ve | Vs [ Vo | Vis | Vo | Vo | Vs [ Vi | Vs | Vi | Vo | Vs | Vs [ Vs | Vo | Ve
8 = 6”"5 vd7 vif anz V-ﬂ VB Vjﬁ v55 vﬂ V.ﬁ Vﬁ! VJ.Z vil Vig V.ﬁ v57 Vl VS Vﬁﬂ VE VJD
O=21/5| vy | Vas | Vo | Var | Ve | Vs | Vo |V | Vo | Vo | Ve | Vi | Vis | Vs | Vi | Vi | Vis | Vi | Vi | Vi
1.0, ) G=4m/5| v | v | Voo | Vas | Ve | Vs | Ve | Vi | Vi | Vi | Vi | Ve | Vs | Vo | v | v | Vs | Ve | Ve | v
8 = 61;"5 V-l'ﬁ v39 v.’v«Z VJ? Vil VSD V“ v55 Vﬁ! Vl.l Vl v56 Vﬂ v9 vl7 VSB vig V.I.ﬁ VZZ VB
O=21/5| vy, | Var | Vo | Vso | Vi | Vi | Ve | Ve | Vs | Vo | Var | Vo | Vs | Vig | Vie | Vs | Ve | Vi | Vi | Vi
(1.0, —4) B=4/5| vy | Vas | Vs | Vs | Vs | Vas | Vs | Vis | Vis | Vs | Vas | Vo | Vig | Vi | Vir | Var | Vo | Vis | Vs | Vi
8 = 61{[5 vﬂ vﬁ v.’d Vﬁ V¢7 Vsd VJ.Z vig VSB VB V57 VS VS Vﬁﬂ v55 Vll VJS Vﬁ! VM vll
O=21/5| vy | Vag | Vis | Vao | Vs | Var | Vo | Vi | Vg | Vg | Vay | Vi | Vs | Vo | Ve | Vo | Vig | Vi | Vi | Vi
Goot0) |5 Vs | Vo | Vs | Ve | Ve | Vs [ Voo | Vio | Vo | Vo | Vs | Vi | Vis | Vs | Vi | Vi | Vi [ Vs | Vi | Vs
8 = 61{[5 vﬁ v36 VS‘ V‘? V¢3 Vﬂ VS vﬁﬂ V57 VS VJ.B Vﬁz V55 V.ﬁ VB VSB vig V.ﬂ VE VZZ
O=21/5| Vi | Vas | Ve | Vas | Ve | Vas | Vs | Via | Vis | Viu | Vo | Ve | Vis | Vi | Vig | Vo | Vg | V5 | Vi | Vi
(1-0,0) B=3/5 vy | Vi | Voo | Vo | Vao | Vas | Vss | Vao | Vs | Vo | Vi | Vo | Vi | Vie | Vi | Vs | Ve | Vs | Vir | Vi
8 = 61{[5 v37 V:z vi.l Vsa VJB V-l'ﬁ VS v56 Vﬁl VS VSS vl? V.I.ﬁ VSB v55 Vu v].l Vﬁ! VZI VZ.B

AlA| A A[Aa| A a[a]a| ) a[a]3] 3

Sekil 7.11 R3,,. de Dénme Inversiyon Hareketi Altinda Kése Noktalarin Gériintiileri
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D& Ek: i

ONMEESEN | pglar | Vi | Vas | Vas | Ve | Vas | Vas | Var | Vas | Vo | Vo | Vs | Viz | Vas | Vs | Vs | Vs | Vs | Vas | Vs | Vo
Dogrultu

9 = znfs vi? vii V;; v?} v?ﬂ vi& vil VN VIS v?? de vnﬂ vd vii viﬁ vi vd-( V-(7 VSE vii
OLp—1) 25| Vas | Vas | Vas | Vi | Var | Vas | Vi | Vi | Vi | Vi | Vs | Vio | Vo | Vip | Vs | Ve | Vis | Vs | Vi | Vs
F=6m/5 v | Vo | Voo | Vs | Vs | Vs | Voo | Vaz | Vie | Voo | Veo | Vs | Vi | Vs Ve | Vg | Vs | Vo | Viz | Va2
O=20/5 vy, | Vo | Voo | Vs | Vo | Vo | Vs | Vs | Vs | Vs | Vi | Vs | Vi | Ve | Vi | Ve | Vs | Vs | v | vy
011 g) G=4n/5 v, | Ve | Vie | Vas | Vas | Vo | Ve | Vo | Vs | Vao | Vs | Vo | Vs | Ve | Vs | Ve | v | Vs | v | v
0=6m/5] vy, | Vag | Vi | Vao | Var | Vs | Vio | Vo | Vi | Vo | Vo | Ve | Vi | Vie | Vi | Vs | Vs | Vs | Vo | Vs
O=2m/5| vy | Vi | Voo | Vs | Vs | Vir | Vo | Vs | Vi | Vi | Vo | Vi | Ve | Vi | Vs | Ve | Ve | vy | Vs | v,
1.0, ¢) F=47/5 | Vas | Vo | Vao | Vo | Vor | Vor | Vas | Vs | Vs | Vo | Vs | Vs | Vie | Vig | Vo | Vs | Vi | Vs | Vo | Vi
0=6m/5] Vi | Vio | Vas | Vo | Var | Vg | Vas | Viar | Vo | Ve | Ve | Vo | Vg | Vo | Vi | Vay | Ve | Vi | Vs | Vi
9 = 21’!f5 v?ﬂ VES v25 v?? viﬂ v?n( v?? VZE v?i vig v36 V-as Vd& vi v? v53 vdd Vii VSE vﬁ
(1.0, O=4/5| vy | Vas | Vip | Vis | Ve | Vio | Vs | Vis | Voo | Vi | Vg | Vi | Vs | Vi | Vi | Vi | Vi | Vi | Vi | Vs
- 0=6n/5] vy [ Vo | Vi | Vao [ Ve | Vi | Vs [V | Ve [ Ve | Vs [ Vs [V [ Vs | Vi [ Vi [ Vi [ Ve [ v | Ve
9 = 21’[,’5 Vis V?-( VZE V?i V?ﬂ VES V?? VSD V?? vig Vdd VE VS! Vii v36 VSO VS V-ﬂ Vt( V53
O=4/5| vy | Vap | Vs | Vas | Vs | Vis | Vs | Vi | Vg | Vi | Vs | Ve | Vi | Vo | Vs | Vo | Vi | Vi | Vis | Vi

(1,¢-1,0)

(11 -¢,0)

6 = 6r/5

8 =4n/5

6 = 6r/5

vz

Vg

Vs

Vsg

Vg

Vg

Vs

]

V2

i
4
J
|

B S vﬂﬁ v.‘lﬂ VH vﬂ vﬂ v27 v?.l VID VS'D vd7 v37 VW vﬁ VS vas VS«Z vS‘ VSE VB
6 = VB VZZ Vﬂ V27 vlS V?j VZB VE VZ‘ V‘ VSZ VB V‘Z vﬁ vlﬂ VS? vi Vﬁ VZ
B S vﬂ v?.l vﬂ VZB vm v27 v?j VH VS'D vil vd V-C.l VSC v¢7 vu v3 VSB vl v¢5
G=m

[

Sekil 7.12 R%,. de Dénme Inversiyon Hareketi Altinda Kdse Noktalarin Gériintiileri Devami
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Ve | Vss | Viss [ Vsr | Vs | Ve | Vo | Var | Va2

Donme Ekseni
N Acilar Vi Vi Vs Vi Vs Vs Vi Vs Vi Vi Vs Vs Vs
Dogrultu
B =2m/5) Vas | Vi | Vo | Vag | Vs | Vas | Vo | Vis | Vis | Vs | Vi | Ve | Vo | Vs | Vi | Vo | Vi | V5 | Vig | Vs | Vo | Vs
vﬂ vl vi.l VSB VZ Vﬂ vi.l Vlli VJZ V9 v§5 Vﬁz VS VB V17

G=4/5] v, | Vo | Vs | Vas | Vs | Vaz | Vo

Sekil 7.13 R3,,. de Dénme Inversiyon Hareketi Altinda Kse Noktalarin Goriintiileri Devami

Buraya kadar olan kisimda Oklidyen 3-uzaymn izometrilerinden hangilerinin

dpr—metrigini korudugu bulunmustur. Yani R? te dpr—metrigini koruyan yansimalar,
g gu g yan y



188

donmeler, inversiyonlar, donme-yansimalar ve donme-inversiyonlar tespit edilmistir. Sonug
olarak on bes yansima, altmis donme, kirk dort donme-inversiyon ve bir inversiyondan
olusan, dpr—metrigine gdre olan izometriler disdyakis triacontahedronun Oklidyen simetri
grubu olan [, 1n elemanlaridir. Bu gruba disdyakis triacontahedron grup denilsin ve G(DT)
ile gosterilsin. Agikga G(DT), I;, grubuna izomorftur. Bundan sonraki kisimda R? te
dpr—metrigini koruyan, [, grubunun elemanlar1 disinda izometrilerin olmadigi

gosterilecektir. Yani R?); nin tiim izometrilerinin 7'(3).G(DT') oldugu gosterilecektir.

Tamm 7.2 A = (ay,as,a3) ve B = (b1, by, b3) R uzayinda farkli iki nokta olsun. Bu
taktirde
{X | dpr(A,X) +dpr(B, X) = dpr(A, B)}

kiimesine A, B noktalarinin minimum uzaklik kiimesi denir ve [AB] ile gosterilir.

Genel olarak, [AB] kimesi AB kosegenli bir paralelyliz olusturur (Bakiniz

Sekil7.14).

-

Sekil 7.14 R3,;. da Minimum Uzaklik Kiimesi

Boylece buradaki minimum uzaklik kiimesi (%) T — (%) Y+ (%) z =0,

(19552) 0 (B2520) y 4 (5582) 2 =0, (582) -+ (*722) y— (%) > = O disemierive

bu diizlemlere paralel diizlemlerden olusur.

Onerme 7.6 ¢ : R}, — R3,. bir izometri ve [AB)] paralelyiiz olsun. O halde

¢([AB]) = [6(A)¢(B)]

olur.
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Ispat Y € ¢([AB]) olsun.

Y € ¢9([AB]) < IX €[AB]>Y =¢(X)

dpr(A, X) 4+ dpr(B, X) = dpr(A, B)

dpr($(A), (X)) + dpr(¢(B), ¢(X)) = dpr($(A), 6(B))
Y = o(X) € [6(A)¢(B)]-

111

Sonu¢ 7.6 ¢ : R}, — R, bir izometri ve [AB| paralelyiiz olsun. Bu durumda ¢, [AB] nin

koselerini koselere doniistiiriir ve kenar uzunluklarini korur.

Onerme 7.7 f : R}, — R doniisiimii f(O) = O olacak sekilde bir izometri olsun. Bu
taktirde f € G(DT) olur.

fspat O = (0,0,0) ve D = (&%, 22 ety olmak iizere [OD)] paralelyiiziinii
gozontine alalim. Bu paralelyiiziin kése noktalarmndan iicii Vi = (%,%,%),
Vis = (573290, 5;2“’, 5732“0) , Vor = (O, “DTH’, %) olup bu noktalar ayni zamanda merkezil

birim disdyakis triacontahedron birim kiiresinin kése noktalaridwr. Dahast bu ii¢ nokta
disdyakis triacontahedronun her biri ayni ¢esit kenar ii¢gen bigiminde olan bir yiiziiniin
kose noktalaridir (Bakiniz Sekill7.13).

Sekil 7.15 R, da Birim Kiire Ve Minimum Uzaklik Kiimesi

f izometrisi [O D] paralelyiiziin kése noktalarim kose noktalara doniistiiriip, kenar

uzakliklarini kordugundan ve f(O) = O oldugundan dolayr Vs,, Vss ve Vor noktalarim
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disdyakis triacontahedronun yine bir yiiziiniin kose noktalarina doniistiiriir. Ayrica bu
doniistiirme  igslemi  gerceklesirken  kenar — uzunluklari  korunacagindan  dolay:
i € {1,2,3,4,5,6,31,32,33,34,35,36,37,38,39,40,41,42, 43,44, 45,46, 47, 48, 49, 50,
51,52,53,54} , j € {7,8,9,10,11,12,13,14,15,16, 17,18, 55,56, 57,58, 59,60, 61,62}
ve k€ {19,20,21,22,23,24,25,26,27,28,29,30} icin V;V;, V;Vi, V,;Vi disdyakis
triacontahedronun ii¢ kenari olmak iizere f(Vs1) = Vi, f(Vss) = V}, f(Var) = Vi olur
Acikea ifade edilirse f izometrisi, disdyakis triacontahedronun bir yiiziiniin kose noktalarin
yine bir yiiziiniin kose noktalarina doniistiiriir. O halde disdyakis triacontahedron 120 tane
cesitkenar ticgen biciminde yiize sahip oldugundan bir yiiziin doniisebilecegi 120 yiiz
ihtimali vardir. Ayrica kenar uzunluklari korunmak zorunda oldugundan V3, Vs5 ve Var
noktalarimin bir yiiz iizerinde doniisebilecegi noktalar tek bir sekilde bellidir. Bu taktirde
disdyakis triacontahedronun her bir yiizii i¢in 1 ihtimal oldugundan dolayr bu noktalarin
dontisebilecegi 120 ihtimal vardw. Bu ihtimaller ise asagida tek tek swralanmis ve her bir

doniistimiin onceden tespit edilen hareketlerden hangisine karsilik geldigi ifade edilmistir.

1. (V1) = Vasise f(Vss) = Vg ve f(Var) = Varise A : x = 0 diizlemi olmak iizere

f = oa yansimasidur.

2. f(Va1) = Vagise f(Vss) = Vi ve f(Var) = Vag ise A = y = 0 diizlemi olmak iizere

f = oa yansimasidur.

3. f(V1) = Vagise f(Vss) = Vg ve f(Var) = Vog ise A @ z = 0 diizlemi olmak iizere

f = oa yansimasidur.

4. f(‘/z),l) = ‘/38 ise f(‘/55) = ‘/10 ve f(‘/g'y) = ‘/22 iseA . ((,0— 1)!L‘+y+§02 =0

diizlemi olmak iizere | = o yansimasidir.

5. f(Var) = Vigise f(Vss) = Vs ve f(Var) = Varise At (p— 1)z +y —pz =0

diizlemi olmak iizere f = o gore yansimasidir.

6. [(Va1) = Vsise f(Vis) = Visve f(Vor) = Varise At (p—1)x —y +pz =0

diizlemi olmak tizere f = o gore yansimasidir.

7. f(Va1) = Vg ise f(Vis) = Vigve f(Var) = Vagise At (p— 1)z —y — pz =

diizlemi olmak tizere [ = oa gore yansimasidir.

8 f(Va1) = Vigise f(Vss) = Vigve f(Var) = Vagise Az +py+(p—1)2 =0

diizlemi olmak tizere f = oa gore yansimasidir.
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9-f(V31):V31iS€f(V55):‘/55V€f(v27):‘/19iS€AifE—SO?J+(SO_1)Z:O

diizlemi olmak tizere [ = o gore yansimasidir.

10. f(V31)=W1isef(%5)=V11V€f(V27)=V24l'S€A1—$+80y+<90—1)220

diizlemi olmak tizere f = oa gore yansimasidir.

1. f(V31) = Viise f(Vss) = Vove f(Var) = Vorise A —z —py+ (¢ —1)2=0

diizlemi olmak tizere f = o gore yansimasidir.

12. f(Var) = Vi ise f(Vas) = Vig ve f(Var) = Vasise Az gz + (p— D)y + 2 = 0

diizlemi olmak tizere f = o gore yansimasidir.

13. f(Va1) = Vayise f(Vss) = Vo ve f(Var) = Varise A px+ (o — 1)y —2=0

diizlemi olmak tizere f = o gore yansimasidir.

14. f(‘/gl) = ‘/39 ise f(‘/:%) = ‘/55 ve f(‘/27) = ‘/23 iseA . —(,OIL’+ (QO — ].)’y+Z =0

diizlemi olmak tizere f = o gore yansimasidir.

15. f(‘/gl) = ‘/51 ise f(‘/55> = ‘/17 ve f(‘/27) = ‘/27 iseA : —QO.T+ (QO — 1) Yy—z = 0

diizlemi olmak tizere f = o gore yansimasidir.

16. f(V31) = Vayise f(Vss) = Vig ve f(Var) = Vg ise donme ekseni (1,0, 0) olmak

tizere f = r, donmedir.

17. (V1) = Vag ise f(Vss) = Vo ve f(Var) = Vag ise donme ekseni (0, 1,0) olmak

tizere f = r, donmedir.

18. f(Va1) = Varise f(Vss) = Vi1 ve f(Var) = Vag ise donme ekseni (0,0, 1) olmak

tizere f = r, donmedir.

19. f(Va1) = Vag ise f(Vss) = Vs ve f(Var) = Vig ise donme ekseni (\%,\%,\%)
olmak iizere f = Tax donmedir.
20. f(Va1) = Virise f(Vss) = Vs ve f(Var) = Vag ise donme ekseni (\/ig? \/ig, \/ig)

olmak iizere f = rax= donmedir.
3

21. (V1) = Vg ise f(Vss) = Vo ve f(Var) = Vas ise donme ekseni (—

olmak iizere f = r2= donmedir.
3

s
X
S
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22, f(Va1) = Vi ise f(Vss) = Vi ve f(Var) = Vo ise donme ekseni

(—\/Lg, \/ig, \/Lg)olmak lizere [ = = donmedir.

23. f(Va1) = Vigise f(Vss) = Vi1 ve f(Var) = Vag ise donme eksen (

olmak iizere f = r2= donmedir.
3

1
V3’

24. (V1) = Vg ise f(Vss) = Vig ve f(Var) = Vo ise donme ekseni (

olmak iizere f = rax donmedir.
3

25. f(Vs1) = Vio ise f(Vss) = Vag ve f(Var) = Vay ise donme ekseni (

olmak iizere f = r2= donmedir.
3

26. f(Va1) = Vigise f(Vss) = Voo ve f(Var) = Vay ise donme ekseni (

olmak iizere f = rax donmedir.
3

27. f(Va1) = Vis ise f(Vss) = Vg ve f(Var) = Vay ise donme ekseni (0, (‘p\;gl), =)
olmak iizere f = T2r donmedir.

28. f(Va1) = Viise f(Vss) = Vo ve f(Var) = Vig ise donme ekseni (0, (“0\/%1),\%)
olmak tizere f = T ix donmedir.

29. f(Va1) = Vg ise f(Vss) = Vig ve f(Var) = Vay ise donme ekseni (0, (<p\/—§1)7 —%)
olmak tizere f = T2x donmedir.

30. f(Va1) = Vis ise f(Vs5) = Viz ve f(Var) = Vi ise donme ekseni (0, (f/_gl), —5)
olmak iizere f = T ax donmedir.

31. f(Va1) = Vg ise f(Vss) = Vss ve f(Var) = Vas ise donme ekseni (((p\/_gl)a %.0)
olmak iizere f = Tax donmedir.

32. f(V31) = Vg ise f(Vss) = Viz ve f(Var) = Vaog ise donme ekseni (("9\/_31), \%,O)
olmak iizere f = Tix donmedir.

33. f(Vs1) = Vyise f(Vss) = Vig ve f(Var) = Vas ise donme ekseni((“"\;gl), —\%,O)
olmak iizere f = Tax donmedir.

34. f(V31) = Vg ise f(Vss) = Vi ve f(Var) = Vag ise donme ekseni ((“0\;?:1), —:/‘%,O)

olmak iizere f = rax= donmedir.
3



35. f(Va1) = Vag ise f(Vss)

olmak iizere f = r2= donmedir.
3

= Vs7 ve f(V27)

36. f(Va1) = Vig ise f(Vss)

olmak iizere f = rax= donmedir.
3

= Vip ve f(V27)

37. f(Va1) = Vag ise f(Vss) =
olmak iizere f = T2x donmedir.

Ve ve f(Var) =

38. f(V1) = Vi ise f(Vis) =

olmak iizere f = rax donmedir.
3

Vig ve f(Var) =

39 S(Var) = Vig ise f(Vss) = Vis ve f(Var) =
<0, A/ B2 3—5‘5> olmak iizere f = g donmedir.

40. f(Va1) = Vs ise f(Vss) = Vig ve f(Var) =
<0, 3";—{ 3—5‘5> olmak iizere f = Tax donmedir.

41. f(Va1) = Vo ise f(Vss) = Vig ve f(Var) =
<0, 5?—2, 3—5‘5> olmak tizere f = rox donmedir.

42. f(Va1) = Vs ise f(Vss) = Viove f(Var) =
<0, 3";—2, 3—5‘3) olmak iizere f = rax donmedir.

43. f(Var) = Vsise f(Vas) = Vi ve f(Var) =
<0, — ‘pTH, PVT“D olmak iizere f = ram donmedir.

44. f(Va1) = Vay ise f(Vss) = Vig ve f(Var) =
(0, — ‘%2, 37?‘/’ olmak iizere f = 1= donmedir.

5

45. f(Va1) = Vig ise f(Vss) = Vig ve f(Var) =
(0, — “’TH, 37%) olmak iizere f = rox donmedir.

46. f(Va1) = Vg ise f(Vss) = Va ve f(Var)

ekseni((), —1/ “’TJFQ, \/ 37%) olmak tizere f = Tsx donmedir.

47. f ‘/31 Vi ise f(‘/:%) Vi ve f(v27)
<1/ etz 35‘p, O) olmak iizere f = g donmedir.

Var

Var

Var

Vao

Va2

Var

Vag ise donme ekseni (\%

Vs ise donme ekseni (\%

Voo ise donme ekseni (—

Vag ise donme ekseni (—

ise

ise

ise

ise

ise

ise

ise

donme

donme

donme

donme

donme

donme

donme

Vs ise

ise donme

ekseni

ekseni

ekseni

ekseni

ekseni

ekseni

ekseni

donme

ekseni



= Vsg ise f(Vss) = Vo ve f(Var)

)
=£ O) olmak iizere f = T ix donmedir.

Co
“\
&

~/~
A ﬁ-&
CH

hS
—

(Va1) = Vi ise f(Vss) = Vir ve f(Var)
O) olmak iizere f = T ox donmedir.

~/~
“6
SRR
N
w
ow‘l
A

50 f(‘/él) = %9 ise f(‘/55) = ‘/11 ve f(‘/z,?)
< %H, 3_"’,O> olmak iizere f = ren donmedir

510 f(Va) = Vs ise f(Vss) = Vir ve f(Var)
<_ %27 ?’_T“D,O> olmak iizere f = Tax donmedir.

52. f(Va1) = Vs ise f(Vss) = Vig ve f(Var)
<— £x2 ?’_T“",O> olmak iizere f = rx= donmedir.

5

53. f(Va1) = Viise f(Vss) = Vig ve f(Var)
<— 5";’“—2, 3—5“‘3,()) olmak iizere f = Tex donmedir.

54. f(Va1) = Vi ise f(Vss) = Vig ve f(Var)
<_ S 3—5270) olmak iizere f = rss donmedir.

55 f(Va) = Vi ise f(Vss) = Vi ve f(Var)
< ¢ 0, 50;—2) olmak iizere f = 12z dénmedir.

5

56. f(Va1) = Vi ise f(Vss) = Via ve f(Var)

<\/37T‘p,0, ‘pTH> olmak iizere f = rix dénmedir.

(9
N
~
—~

‘G<:
+ |
N [

= Vi ise f(Vs5) = Vs ve f(Var)

)
—) olmak iizere f = Tox donmedir.

5

/N
w
AN

=
ut

n
Co

- f

5

= Vs ise f(Vss) = Vis ve f(Var)

)
—) olmak iizere f = Isx donmedir.

5

=
)
ol 4
N | =

/N
w
AN

59. f(Va) = Virise f(Vss) = Vo ve f(Var)

<— 32 0, \/“"TH> olmak iizere f = I donmedir.

S

Cﬂ‘

60. f(Va1) = Vsyise f(Vss) = Vis ve f(Var)

<—\/ S_TSD, 0,4/ ¢T+2> olmak iizere f = rix donmedir.
5

194

ekseni

ekseni

ekseni

ekseni

ekseni

ekseni

ekseni

ekseni

ekseni

ekseni

ekseni

ekseni

ekseni
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61. f(V31) = Vyise f(Vss) = Vig ve f(Var) = Vay ise donme ekseni
<— %,O, ‘%2) olmak tizere [ = rox donmedir.

62. f(Vs1) = Vigise f(Vss) = Vs ve f(Vor) = Vg ise domme ekseni
<—\ /320, \/SOTH>) olmak iizere [ = rs= donmedir.

63. f(Va1) = Vay ise f(Vss5) = Vzve f(Var) = Vig ise donme ekseni (50;—1,

olmak iizere f = r, donmedir.

)

N [—=

64. f(Va1) = Vsyise f(Vss) = Vgo ve f(Var) = Vio ise donme ekseni

=1 1 _ ¢ - - . )
( 5139 2)olmak tizere f = r, donmedir.

65. f(V31) = Vg ise f(Vss) = Vig ve f(Var) = Vag ise donme ekseni (%47 —%,%)

olmak iizere f = r, donmedir.

66. f(Va1) = Vig ise f(Vss) = Vig ve f(Vay) = Vay ise donme ekseni (£51, —1, —£)

olmak iizere f = r, donmedir.

67. f(Va1) = Vigise f(Vss) = Vis ve f(Var) = Vag ise donme ekseni (%7%%71)

olmak iizere f = r, donmedir.

68. f(V1) = Vag ise f(Vss) = Vo ve f(Var) = Vo ise donme ekseni (5, —£, 2

olmak iizere f = r, donmedir.

K
[y
SN—

69. f(Va1) = Vg ise f(Vss) = Vig ve f(Var) = Vas ise donme ekseni (—%, =8 ‘PT_I)

olmak iizere f = r, donmedir.

70. f(Va1) = Vaise f(Vss) = Vs ve f(Var) = Vi ise donme ekseni (—%, -5, ‘pT_l)

olmak iizere f = r, donmedir.

71. f(Va1) = Vi ise f(Vss) = Vig ve f(Var) = Vay ise donme ekseni (%, 5";—1, %)olmak

lizere [ = r, donmedir.

72. f(Va1) = Vagise f(Vss) = Vig ve f(Var) = Vag ise donme ekseni (929, 5";—1, —%)

olmak iizere f = r, donmedir.

73. f(Va1) = Vig ise f(Vss) = Via ve f(Var) = Vag ise donme ekseni (—%, 505—1, %)

olmak iizere f = r, donmedir.
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74. f(Vs1) = Vg ise f(Vss) = Vig ve f(Var) = Vs ise donme ekseni (—%, ‘pT_l, —%)

olmak iizere f = r, donmedir.

75. f(Va1) = Vig ise f(Vss) = Vo ve f(Var) = Vg ise donme ekseni (

olmak iizere [ = oprz= donme inversiyonudur.
3

76. f(Va1) = Vg ise f(Vss) = Vi ve f(Var) = Vag ise donme ekseni (

olmak iizere f = oorax donme inversiyonudur.
3

77. f(Va1) = Vig ise f(Vss) = Vir ve f(Var) = Vay ise donme ekseni (—

olmak iizere f = oprz= donme inversiyonudur.
3

78. f(Va1) = Vig ise f(Vss) = Vs ve f(Var) = Vg ise donme ekseni (—

olmak iizere f = oprax donme inversiyonudur.
3

79. f(V31) = Vig ise f(Vss) = Vig ve f(Var) = Vag ise donme ekseni (

olmak iizere f = oprz= donme inversiyonudur.
3

80. f(Va1) = Vig ise f(Vss) = Vg ve f(Var) = Vo ise donme ekseni (

olmak iizere f = oprax donme inversiyonudur.
3

81. f(Vs1) = Vi ise f(Vss) = Vig ve f(Var) = Vas ise donme ekseni (

olmak iizere f = oprz-= donme inversiyonudur.
3

82. f(Va1) = Vg ise f(Vss) = Vsr ve f(Var) = Vig ise donme ekseni(

olmak iizere f = oprax= donme inversiyonudur.
3

83. f(Vs1) = Vigise f(Vss) = Vg ve f(Var) = Vo ise donme ekseni (O, (p—1)

olmak iizere [ = oprz2 donme inversiyonudur.
3

84. f(Va1) = Vaise f(Vss) = Vg ve f(Var) = Vay ise donme ekseni <O, (p—1)

olmak iizere f = oprax donme inversiyonudur.
3

85. f(V31) = Vigise f(Vss) = Vizve f(Var) = Vas ise donme ekseni (O, (“0\;51), —\%)
olmak tizere f = OOT 2 donme inversiyonudur.
86. f(Va1) = Vg ise f(Vss) = Via ve f(Var) = Vas ise donme ekseni(O, (“’\/_51), —\/%)

olmak iizere [ = oprax donme inversiyonudur.
3
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87. f(Vs1) = Vi ise f(Vss) = Vi1 ve f(Var) = Vag ise donme ekseni (

olmak iizere f = oprz= donme inversiyonudur.
3

88. f(Va1) = Vg ise f(Vss) = Vig ve f(Var) = Vg ise donme ekseni (“"_1), \/ig, O)

olmak iizere f = oprax= donme inversiyonudur.
3

89. f(V31) = Viise f(Vss) = Vig ve f(Var) = Vaoy ise donme ekseni (W_l), —:/‘%, O)

olmak iizere [ = oprz« donme inversiyonudur.
3

90. f(V31) = Varise f(Vss) = Vo ve f(Var) = Vag ise donme ekseni ((5071), —\%, O>

olmak iizere f = oprax donme inversiyonudur.
3

91. f(Vs1) = Vsz ise f(Vss) = Vo ve [(Var) = Vag ise donme ekseni (% 0, (e

olmak iizere f = oprz donme inversiyonudur.
3

92. f(Vs1) = Vigs ise f(Vss) = Vig ve f(Var) = Vo ise donme ekseni (:/‘%,O, (“p\;gl))
olmak iizere f = OO ix donme inversiyonudur.

93. f(V31) = Vagise f(Vass) = Vo ve f(Var) = Vig ise donme ekseni (—\%, 0, (“”\/%1))
olmak tizere f = ooT2x donme inversiyonudur.

94. f(Vs1) = Vsise f(Vss) = Vig ve f(Var) = Vag ise donme ekseni (—\%, 0, (“0\;?:1)>

olmak iizere f = oorax= donme inversiyonudur.
3

f(V31 = Vsa ise f(Vs;) = Vis ve f(Var) = Vo ise donme ekseni

3 w)e olmak iizere f = opra2: donme inversiyonudur.
5
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= Vs ise f(Vss) = Vig ve f(Var) = Vg ise donme ekseni

olmak iizere f = OOT ix donme inversiyonudur.

o
N
—
—~
5

) = Vo ise f(Vss) = Vs ve f(Var) = Vo ise domme ekseni

) olmak iizere [ = oprer= donme inversiyonudur.
5

~
\'O
‘ﬁ
oY+
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w
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98. f(Vs1) = Vg ise f(Vs5) = Vig ve f(Var) = Vi ise donme ekseni

2 — .. . . .
<O, %, 3T<P> olmk tizere f = OOT sz donme inversiyonudur.



99. f(Var) = Vyise f(Vss) = Vig ve f(Var) = Vag ise donme
<0, — “"TH, 37%) olmak iizere f = oprz dénme inversiyonudur.
5

'/ —3?) olmak iizere f = oor4x dénme inversiyonudur.
5

101. f(Va1) = Vag ise f(Vss) = Vi ve f(Var) =

100. f(V3) = Vis ise f(Vss) = Vi ve f(Var) = Vo ise donme
pt2
5

198

ekseni

ekseni

Vie ise donme

. ) _ .. .. . .
eksem((), —1/ %, \/3T‘p> olmak iizere f = oprex donme inversiyonudur.
5

102. f(Va) = Vig ise f(Vss) = Vis ve f(Var) = Vay ise donme

2 — .. . . .
<0, ‘p; , 3T‘p> olmak iizere f = oprs= donme inversiyonudur.
5

103. f(Va1) = Vyise f(Vas) = Vig ve f(Var) = Vo

< —‘333 ;05 4/ -“0‘;—2> olmak iizere [ = oprz2« donme inversiyonudur.
5

104. fV31 = Vig ise f(Vss) = Vs ve f(Var) = Vig

<\ /3220, 4/ ) olmak tizere f = 00T ix donme inversiyonudur.

105. f(Va1) = Vi ise f(Vss) = Veo ve f(Var) = Vas

< 3—;‘3, 0, ,/5”;—2> olmak tizere f = oprex donme inversiyonudur.
5

106. fV31 = Vig ise f(Vss) = Vigve f(Var) = Vo

<\ /[3=¢ 0,4/ % ) olmak iizere f = 00T sx donme inversiyonudur.

107. f(Va1) = Vg ise f(Vss) = Vo ve f(Var) = Vi

< &T‘p, 0, —4/ @TH> olmak iizere f = oprz dénme inversiyonudur.
5

108. f(Va1) = Vig ise f(Vis) = Vis ve f(Var) = Vag
( 377%, 0, — ﬁ?)olmak lizere f = 00T ix donme inversiyonudur.
109. f(Va1) = Vyise f(Vas) = Vip ve f(Var) = Vo

( BHT“’, 0, —+/ WTH> olmak iizere f = oprex= donme inversiyonudur.
5

110. f(Va1) = Vio ise f(Vas) = Vie ve f(Var) = Vau

< ‘%T(P, 0, —4/ ‘%2) olmak iizere f = oprs«= donme inversiyonudur.
5

11 f(Va1) = Vi ise f(Vss) = Vig ve f(Var) = Vo

2 _ . . . . .
< gi2 3T‘p, O) eksenine gore f = oprz« donme inversiyonudur.
5
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ise

ise

ise

ise

ise

ise

ise

ise

donme

donme

donme

donme

donme

donme

donme

donme

donme

ekseni

ekseni

ekseni

ekseni

ekseni

ekseni

ekseni

ekseni

ekseni

ekseni



112. f(V31) = Vigise f(Vss) = Visz ve f(Var) = Vi
< *DTH, 37%,0 olmak iizere f = oOT ix donme inversiyonudur.

113. f(Va1) = Virise f(Vas) = Vi ve f(Vor) = Vo
< “DT“, 3‘%,0 olmak iizere f = oo ex donme inversiyonudur.

1H4. f(Va1) = Ve ise f(Vas) = Vis ve f(Var) = Vg
< “DT”, 3%,0) olmak iizere f = oOTsx donme inversiyonudur.

115, f(Va1) = Vi ise f(Vss) = Ve ve f(Var) = Vi
< “’T“, — 3_7“7,0 olmak iizere f = OOT 2x donme inversiyonudur.

116. f(Va1) = Vir ise f(Vss) = Vis ve f(Var) = Vag
< 5";—2, — ?’_T“", 0) olmak iizere f = oprax donme inversiyonudur.

5
17. f(Va1) = Viise f(Vas) = Vi ve f(Var) = Vig

—\ —%33 70> olmak iizere f = oprex= donme inversiyonudur.
5

N
f
[N}

118. f(Va1) = Vi ise f(Vss) = Ve ve f(Var) = Vg

<\ / 5”;—2, — 3—39, 0 ) olmak iizere f = oprs« donme inversiyonudur.
5

ise

ise

ise

ise

ise

ise

ise

donme

donme

donme

donme

donme

donme

donme

119. f(V31) = Vayise f(Vss) = Vis ve f(Var) = Vay ise f birim doniisiimdiir.

120. f(V31) = Vagise f(Vss) = Vo ve f(Var) = Vg ise f inversiyondur.

199

ekseni

ekseni

ekseni

ekseni

ekseni

ekseni

ekseni

Buna gore orijini koruyan f izometrisi G(DT) nin bir elemanidir. Bir baska deyisle

disdyakis triacontahedron uzakligini koruyan Oklidyen izometriler disinda bir izometri

yoktur:

Teorem 7.3 f : R, — R, doniisiimii bir izometri olsun. f = Ty o g olacak sekilde bir

tek Ty € T(3) ve g € G(DT) vardr.

Ispat A = (ay, a9, as) olmak iizere f(O) = A olsun. Bu taktirde g = T_, o f olacak

sekilde taniml g déniigiimii bir izometridir ve g(O) = O olur. Boylece Onerme 6.7 den

dolay1 g € G(DT) ve f = Ty o g olur. Ispatin tekligi asikardur.
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Buna gore disdyakis triacontahedron metrigi ile donatilmis analitik 3—uzayin
izometrilerinin grubu disdyakis triacontahedron (Oklidyen) simetri grubu olan I, ile
3 — boyutlu analitik uzayin tiim telemelerinin grubu olan 7°(3) iin yari-direkt ¢arpimudir.
Yani R?,, nun tiim izometrilerinin kiimesi 7'(3).G(DT) dir.
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8. DUAL KONVEKS COKYUZLULER

8.1 Cokyiizlillerde Dualite

Duallik iliskisine sahip iki cokyliizlii karsilastirildiginda ayrit sayilarmin ayni
oldugu, yiiz ile kdse sayilarmin ise karsilikli yer degistirdikleri goriiliir. (Ornegin, kiip ile
sekiz ylizliiniin oniki olan ayrit sayilar1 ayni iken alt1 ve sekiz olan yiiz sayilar1 ile kose
sayilar1 karsilikli olarak yer degistirmektedir.) Ayrica aralarinda duallik iliskisi bulunan
cokylizlillerden herhangi birisinin yiizlerinin simetri merkezleri birlestirildiginde diger
cokylizlii elde edilir. Aynmi islem yeni olusan ¢okyiizlii i¢in de tekrar edilirse birinciye
benzer bir ¢okylizli elde edilir (Ermis, 2014) Katalan cisimleri Arsimed cisimlerinin
dualleri alinarak olusturulmus diizglin olmayan konveks cokytizliilerdir. Dolayisiyla
Katalan cisimlerinin dualleri de Arsimed cisimleridir. Ayrica dual cisimler ayni simetri

grubuna sahiptirler.

Su ana kadar bazi1 Katalan ve Arsimed cisimlerinin daha 6nce bulunmamis metrikleri
verilmis ve izometri gruplar1 belirlenmistir. Bu boliimde ise Arsimed ve Katalan cisimleri
arasindaki iliski geregince tamamlayici olmasi adina, bahsedilen cisimlerin daha 6nceden

iizerinde calisilmis dual cisimlerinden kisaca bahsedilecektir.

8.2 Rhombic Dodecahedron

Cuboctahedron 8 1 liggensel 6 s1 karesel toplam 14 yiize, herbirinde 2 liggen ve 2
karenin kesistigi 12 es koseye ve 24 es ayrita sahip bir Arsimed cismidir. Bu cismin duali
olan Katalan cisim ise Rhombic dodecahedrondur. 12 tane eskenar dortgen seklinde ylize,
24 ayrita, birinci tip koselerde iic, ikinci tip koselerde dort yiizii kesisen 14 koseye sahiptir.
(SekilB-T)

Sekil 8.1 Rhombic Dodecahedron
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Rhombic dodecahedron ile ilgili bu kisimda yer alan bilgiler (Er¢inar,G.Z, 2015)

yiiksek lisans tezinden 6zetlenerek verilmistir.

Tamim 8.1 R3 de P, = (1,41, 21) ve Py = (2, Yo, 22) noktalari verilsin. Bu taktirde,
drp (P1, Po) = max {|z1 — x| + [y1 — 2|, |21 — 22| + |21 — 22|, Y1 — 92| + |21 — 22|}

seklinde tamimlanan dpp : R? x R? — [0, 00) fonksiyonuna Py ve P, noktalari arasindaki

rhombic dodecahedron uzaklik fonksiyonu denir.

Bu metrikle dogsenmis analitik 3-uzayda R?, , ile gosterilmek iizere bu uzayin izometri

grubu asagida verilen ispatsiz onerme ve teoremlerle 6zetlenecektir.
Onerme 8.1 R te her Oklidyen ételeme R, iin bir izometrisidir.

Yukaridaki 6nermeden R%,,, uzayinda dénme ve yansimalari bulmak igin orijinden

gecen diizlemleri diistinmek yeterli olacaktir.

Onerme 8.2 R}, de A = ax + by + cz = 0 diizlemine gére yansimanin izometri olmasi

i¢in gerek ve yeter kogul diizlemin dogrultu vektori(a, b, c) nin
D: { (17 07 O) Y (07 17 0) Y (07 07 1) Y (]'7 17 0) Y (_1’ ]‘7 0) ) (]" 07 1) ) (]" O’ _]‘) I (07 17 1) I (07 17 _1) }

elemanlarina paralel olmasidur.

Onerme 8.3 Orijinden gecen bir | dogrusuna gore bir ry dénmesinin izometri olmasi igin

gerek ve yeter kosul

D, ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}
Dy ={(1,1,1),(-1,1,1),(1,-1,1),(1,1,-1)}
D; ={(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1),(1,-1,0),(1,0,—1),(0,1,—1)}

ve

Ry ={rg | 0 € {r/2, 7, 31/2}, donme ekseninin dogrultu vektorii Dy in elemani}
Ry ={rg| 0 € {27/3, 47/3} , donme ekseninin dogrultu vektorii Dy nin elemani}

R3 = {ry | 0 = 7, donme ekseninin dogrultu vektéorii Dy tin elemani}

olmak tizere rg € Rrp = Ry U Ry U R3 olmasidir
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Yardimci Teorem 8.1 Orijine gore inversiyon da uzakligit korur. Yani inversiyon bir
izometridir.
Onerme 8.4 dyp uzakhigini invaryant birakan orijine gore alti tane donme yansimasi vardur.

Onerme 8.5 dgrp uzaklhigini degismez birakan orijine gore sekiz tane donme inversiyonu

vardir.

Buraya kadar olan kisimda Oy, ocatahedral grubun dokuz yansima, yirmi ii¢ donme,
altt donme yansima, sekiz donme-inversiyon ve bir inversiyondan olusmakta oldugu

gosterilmistir. Yani thombic dodecahedronun Oklidyen simetri grubu oldugu gériilmektedir.

R%,, nin tim izometrilerinin 7'(3)O), kiimesinin elemani oldugu asagidaki iki
teoremle ifade edilmistir.
Teorem 8.1 f : R%,, — R%,, f(O) = O ozelliginde bir izometri olmak iizere f € Oy, dr:

Teorem 8.2 f : R%,, — R, bir izometri olsun. Bu taktirde f = T4 o g olacak sekilde bir
tek Ty € T(3) ve g € Oy, vardr.

Buna gore R, iin izometri grubu O, ocathedral grup ile 7'(3) analitik 3-uzayin tiim

otelemelerinin grubunun yar1 direkt ¢arpimidir.

8.3 Tetrakis Hexahedron

Tetrakis Hexahedron, ikiz kenar iicgenlerin birlesmesinden olusan 24 yiizlidiir.
Toplamda 14 kdse ve 36 ayrita sahiptir (SekilB.2). Bu Katalan cisim sekizi altigen altis1 kare

olan 14 yiize, 36 ayrita ve 24 koseye sahip truncated octahedronun dualidir.

Sekil 8.2 Tetrakis Hexahedron



204

Ayrica tetrakis hexahedron 48 tane simetriye sahip olup, simetri grubu O, ile
gosterilir. En kiiclik kenar uzunlugu 1 birim olup, yiizey alam1 S = %\/SW hacmi ise
V = % br3diir. Tetrakis hexahedron, kiibiin yiizeyi iizerine bir nokta eklenerek olusmus

kiibiin kleetopu olan bir yapidir.

Birim kiiresi tetrakis hexahedron olan uzaklik fonksiyonu drp ile gosterilir ve

asagidaki gibi tanimlanir.

Tamm 8.2 P, = (w1, y1,21) ve Py = (x9, Yo, 20) R3 de iki farkli nokta olsun.

w1 = 2| + [y1 — v2l, |71 — @],
dr (P, Py) = (V3 —1)max{ |z; — 29| + 21 — 22|, ¢ + (2—V3)maxq |y, — yal,
Y1 — 12| + |21 — 22| |21 — 22

seklinde tammlanan drg : R3x R3 — [0, 00) fonksiyonuna analitik 3-uzayda Py ve P,

noktalar: arasindaki Tetrakis Hexahedron uzaklik fonksiyonu denir.

Ayrica o, 3,7 € R olmak iizere

mid(c, 5,7) = a+ 5 — v — max{«, 5,7} — min{a, 8,7}

seklinde tanimlanan mid : R x R x R — R fonksiyonuna orta deger fonksiyonu adi
verilsin. Buna gore P, = (z1,41,21) ve Py = (2, y2, 22) € R? olmak lizere P; ve P, noktalar

arasindaki tetrakis hexahedron uzakligi

dTH(P17P2) = maX{fl’l - $2\ ) \Zh - y2| ) |21 - 22| 7}
+ (V3= 1) mid{|z1 — xa| , [y — 12| , |21 — 2/}

seklinde de verilebilir.

Bu metrikle ddsenmis analitik 3-uzayda R2.,; ile gosterilmek iizere bu uzayin izometri

grubu agagida verilen ispatsiz dnerme ve teoremlerle 6zetlenecektir.

Onerme 8.6 R>de her Oklidyen ételeme R, iin bir izometrisidir.

Yukaridaki énermeden R3.;; uzayinda dénme ve yansimalari bulmak igin orijinden

gecen diizlemleri diistinmek yeterli olacaktir.
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Onerme 8.7 R}, de A = ax + by + cz = 0 diizlemine gére yansimanin izometri olmas

i¢in gerek ve yeter kosul diizlemin dogrultu vektorii (a,b, c) nin
D: { (17 07 O) Y (07 17 O) Y (07 07 1) Y (17 17 O) Y (_17 17 0) ) (17 O? 1) ? (17 OJ _1) Y (07 17 1) Y (07 17 _1) }

elemanlarina paralel olmasidir.

Onerme 8.8 Orijinden gegen bir [ dogrusuna gore bir ry donmesinin izometri olmast igin

gerek ve yeter kosul

Dy ={(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}
Dy ={(1,1,1), (-1,1,1),(1,—1,1), (1,1,—1)}
Ds ={(1,1,0), (1,0,1),(0,1,1), (1,—1,0), (1,0,—1), (0,1,—1)}

ve

Ry ={ry| 0 € {n/2, m,37/2}, donme ekseninin dogrultu vektorii D in elemani}
Ry ={rg| 0 € {2n/3, 47/3}, donme ekseninin dogrultu vektorii Dy nin elemani}

Ry = {ry | 0 = 7, donme ekseninin dogrultu vektorii D tin elemani}

olmak tizere ry € Rrg = Ry U Ry U R3 olmasidir

Yardimci Teorem 8.2 Orijine gére inversiyon da uzakligr korur. Yani inversiyon bir

izometridir.
Onerme 8.9 dry uzakligini invaryant birakan orijine gére alti tane donme yansimasi vardir.

Onerme 8.10 dry uzakhigini degismez birakan orijine gére sekiz tane donme inversiyonu

vardir.

Buraya kadar olan kisimda O;, ocatahedral grubun dokuz yansima, yirmi ii¢ donme,
alti donme yansima, sekiz donme-inversiyon ve bir inversiyondan olusmakta oldugu

gosterilmistir. Yani tetrakis hexahedron Oklidyen simetri grubu oldugu goriilmektedir.

R3.,; nin tim izometrilerinin 7'(3)O), kiimesinin elemani oldugu asagidaki iki

teoremle ifade edilmistir.

Teorem 8.3 f:R3.,, — R3,, f(O) = O dzelliginde bir izometri olmak iizere f € Oy, dir:
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Teorem 8.4 f : R}, — R3.,; doniisiimii bir izometri olsun. f = T4 o g olacak sekilde bir
tek Ty € T(3) veg € G(TH) vardir.

Buna gore R3.;; m izometri grubu Oy, ocathedral grup ile 7'(3) analitik 3-uzayin tiim

otelemelerinin grubunun yari direkt ¢arpimidir.

Ayrica 4. ve 5. boliimlerde ayrintili olarak incelenen, bir Arsimed cismi olan
icosidodecahedron ile bir Katalan cismi olan rhombic triacontahedron birbirinin duali olan
cisimlerdir. R}, ve R}, min izometri gruplari I, icosahedral grup ile 7(3) analitik

3—uzayin tiim 6telemelerinin grubunun yari direkt carpimidir.

6. boliimde incelenen disdyakis triacontahedron Arsimed cisminin duali olan
Katalan cismi ise truncated icosidodecahedrondur. Disdyakis triacontahedron her bir yiizii
cesit kenar liggen seklinde olan 120 yiize, 180 ayrita ve 62 koseye sahip bir cisimdir.
Truncated icosidodecahedron ise 30 kare, 20 diizgiin altigen ve 12 diizgilin ongen seklinde
olan toplam 62 yiize 120 kdseye ve 180 ayrita sahiptir. Her bir yiizii nokta simetrisine (ya
da denk olarak 180° donme simetrisine) sahip oldugundan bir zonohedrondur. Truncated
icosidodecahedronu birim kiire kabul eden metrik ve bu metrik ile ilgili ¢aligmalar devam
etmektedir.
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9. SONUC VE ONERILER

Bu boliime kadar, R® te Arsimed cisimleri olarak isimlendirilen yar1 diizgiin
cokyiizliiler ile bu cisimlerin duali olan Katalan cisimler olarak adlandirilan diizgiin
olmayan ¢okytizliilerden ve bu cisimlerin bir ¢ok bilim dalindaki kullanim alanlarindan,
uygulamalarindan, matematiksel yapilarindan bahsedilmistir. Boylece R3 te bu cisimler

hakkinda detayl1 bir inceleme yapilmustir.

Daha onceden yapilan metrik geometri ¢aligmalar1 incelendiginde, bazi Katalan
cisimlerin bazi metriklerin birim kiireleri oldugu goriilmektedir. Bu calismada da daha
onceden tanimlanmamis, birim kiireleri cuboctahedron, truncated octahedron,
icosidodecahedron, rhombic triacontahedron ve disdyakis triacontahedron olan metrikler
bulunmustur. Ayrica bu cisimlerden bazilar1 Katalan bazilar1 da Arsimed cismidir. Sahip
olduklar1 konveks yapilar1 ve simetri 6zelliklerinden dolay1 bu cisimler matematiksel alanin
disinda diger bilim dallar1 i¢in de ge¢misten giinlimiize ilgi odagi olmuslardir. Bu tezle,
bulunan metriklerin kartezyen formlar1 sayesinde Katalan ve Arsimed Cisimleri iizerinde,
matematiksel olarak ve diger bilim dallar1 agisindan daha etkili ve kolay bir sekilde

calisilmast 6ngoriillmektedir.

Son olarak da bulunan bu metriklerle donatilmis analitik 3-uzaymin izometri
gruplarmin ilgili uzaym birim kiiresi olan Katalan veya Arsimed cismin Oklidyen simetri
grubu ile Oklidyen tim o6telemelerin grubu olan T'(3) iin yari direkt carpimi oldugu

gosterilmistir.

Ozetlemek gerekirse, bu tezde iki Katalan Cisim ve ii¢ Arsimed Cisminin metrikleri
ve bu metriklerle donatilmis 3-boyutlu uzayin izometri gruplar1 belirlenmistir. Ayrica
Oklidyen uzayda yapilan ¢alismalarin bu metriklerle donatilmis uzaylardaki uygulamalari

ile ilgili sorular acik problemlerdir ve bu konuda ¢alismalarimiz devam etmektedir.
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