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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

GOZ HAREKETLERININ GEOMETRISI

Alper GAY

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Danisman: Prof.Dr.Yusuf YAYLI

Bu tez beg boliimden olugsmaktadir.
Birinci boliim giris kismina ayrilmig ve tez konusu hakkinda genel bilgiler verilmigtir.

Ikinci boliimde, tezin diger boliimlerinde kullanilacak olan on bilgiler ve bazi kavramlar
verilmigtir.

Uciincii boliimde goz hareketlerinin pozisyonlarini belirlemede kullanilan temel tanimlar
verilmig ve bu hareketleri temsil etmek icin bagvurulan donme matrisleri, kuaterniyonlar
ve donme vektorleri gibi matematiksel araclar tanitilmistir.

Dordiincii boliimde goz hareketlerinin geometrisi iic boyutlu dénme uzayinda ve onun bir
alt manifoldu olan Listing manifoldu iizerinde incelenmis, ii¢ boyutlu dénme uzayimn ii-
zerindeki Riemann metrik elde edilerek bu metrikten de List iizerindeki Riemann metrik
elde edilmigtir. Goz hareketlerini yoneten iki énemli kanun olan Listing ve Donder ka-
nunlar: ifade edilmig ve gz hareketlerinin Lie cebrindeki kargiliklar1 verilmigtir. Yine bu
boliimde Mori ve Maeda’nin "ii¢ boyutlu ortogonal eksenlerin bakis acilar1 ve gorsellesti-
rilmesi" adli makalesinden alint1 yapilarak bakis agisina ornek verilmis, bu ornek kiire
metrigi kullanilarak da ¢oziilmiis ve bakis acisi hareket cinsinden yorumlanmistir.

Besinci boliimde bu ¢aligmanin sonuglar: ve énemli kullanim alanlari iizerinde durulmustur.

Haziran 2016, 39 sayfa

Anahtar Kelimeler: Sakkadik gtz hareketleri, Donmeler, Listing kanunu, Listing
diizlemi,Kuaterniyonlar.
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ABSTRACT

Master Thesis

GEOMETRY OF EYE MOVEMENTS

Alper CAY

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof.Dr.Yusuf YAYLI

This thesis consists of five chapters.

The first chapter is devoted to the introduction and general information about the subject
of the thesis.

In the second chapter, preliminaries and some definitions that will be needed for other
section of the thesis are given.

In the third chapter, the basic definitions that are used in determination of the position
of the eye movements are given, and some mathematical instruments are introduced such
as rotation matrices, quaternions and rotation vectors that are taken as references to
represent those movements.

In the fourth chapter, the geometry of the eye movements are examined on the three
dimensional rotation space and on Listing manifold which is its submanifold, Riemannian
metric that is on three dimensional space is derived and from this metric, Riemannian
metric that is on the List is derived. Being the two important laws that govern the
eye movements, Listing and Donder laws are expressed and the equivalents of the eye
movements in Lie algebra are given. Again in this chapter by citing the article of Mori
and Maeda called "Three visual angles of three dimensional orthogonal axes and their
visualization" the visual angle is exemplified, this example is analyzed by also using
sphere metric and the visual angle is interpreted in terms of movement.

In the fifth chapter, the result of this study and some important usage areas are delibe-
rated.

June 2016, 39 pages

Key Words: Saccadic eye movements, Rotations, Listing’s law, Listing’s plane,
Quaternions.
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1. GIRIiS

Gozleri hareket ettiren sistemin (okulomotor sistem) modellenmesi ve kontroliil9.yy
dan beri bilim insanlarinin dikkatini ¢cekmektedir. Konu {iizerine yapilan ilk calig-
malardan bazilar1 Listing, Helmholtz ve Donder gibi seckin bilim insanlar: tarafindan
yiiriitiilmiistiir. Bu bilim insanlar1 bagin sabit oldugu durumlarda okulomotor sis-
temin ii¢ serbestlik derecesinin tamamini se¢gmedigini, buna karsilik kisitlanmig bir
donme uzayinda hareket ettigini gozlemlemislerdir. Bununla birlikte gozler belli fiz-
yolojik smirlar icerisinde ii¢ serbestlik derecesi ile donebilir fakat bag sabitken boyle
yapmazlar. Bu olgu goz igin "Listing kanunu" olarak adlandirilir. Listing kanunu
goziin donme eksenlerinin primer bakig yoniinden uzakta "Listing diizlemi" olarak
adlandirilan sabit bir diizlemde yattigini ifade eder. Listing kanunu ayni zamanda
bakig yoniiniin tamamiyla goz oryantasyonunu belirledigini vurgular. Bu kisitlanmig
donme uzayim "List" olarak isimlendirecegiz ki bu uzay gozlerin dogal konfigiirasyon

uzay1 olan SO(3) iin bir alt manifoldudur.

Insan bag ve goziiniin désnme hareketi dis torklar tarafindan faaliyete gecirilen miikem-
mel bir kiire olarak modellenir. Ogzellikle gozler alt1 extraokiiler kas tarafindan
hareket ettirilir. Gozlerin donme hareketlerinin yanisira az da olsa bir tteleme
hareketi de mevcuttur fakat dikkate alinmaz. Dénme merkezi sabit kabiil edildigin-
den gozler alt1 degil ii¢ serbestlik derecesine sahiptir. Bu tezde goz hareketleri bagin
sabit ve hareketsiz oldugu durumlarda sunulmustur. Bas hareketleri i¢in, dénme
eksenleri 19.yy da Donder tarafindan bulunan ve "Donder kanunu" olarak isim-
lendirilen bir kanunla "Donder yiizeyi" denilen eyer sgekilli bir kiimeye kisitlanir.
Donder yiizeyi , Listing diizleminin torsiyonal yon boyunca hafice bozulmasiyla
elde edilir. Sakkadik ya da hizli gbz hareketleri olarak tanimlanabilecek ve bakilan
nesnelerin goriintiisiiniin goziin gérme merkezi olan "fovea" ya diismesini saglayan
hareketler icin Donder kanunu Listing kanununa indirgenir. Bir baska deyisle Don-

der kanunu Listing kanunun genellestirilmisi olarak goriilebilir.
1



Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Ikinci boliimde tezin sonraki boliimlerinde kul-
lanilacak olan 6n bilgiler ve bazi temel kavramlara yer verilmistir. Ugiincii boliimde
gtz hareketlerinin incelenmesi ve arastirilmasinda kullanilan matematiksel araclar-

dan olan donme matrisleri, kuaterniyonlar ve donme vektorleri verilmistir.

Doérdiincii boliimde goz hareketlerinin geometrisi SO(3) iizerinde ve bunun alt ma-
nifoldu olan Listing manifoldu tizerinde incelenmis ve SO(3) tizerindeki Riemann
metrik elde edilerek bu metrikten List iizerindeki metrik elde olunmustur. Goz
hareketlerini yoneten iki 6nemli kanun olan Listing ve Donder kanunlari ifade edilmig
ve goz hareketlerinin Lie cebrindeki kargiliklar: verilmistir. Bu boliimde ayrica Mori
ve Maeda’nin "Ortogonal eksenlerin bakig agilar: ve bunlarin gorsellestirilmesi" isimli
makalesinde tanimlanan bakis acisina bir 6rnek verilmis ve bakig acis1t makalede ve-
rilen bakig agis1 formiiliiniin yanisira kiire metrigi kullanmak gibi farkli yontemlerle
hesaplanmigtir. Son olarak bakig agisinin hareket cinsinden bir yorumuna yer ve-

rilmigtir.

Besinci boliimde bu calismanin sonuglari ve ¢énemli kullanim alanlari verilmistir.
Insan goziiniin kinematigi 20.yy’1n ikinci yarisma dogru yeniden ilgi bulmus ve fizik
ve tipta yogun bir gekilde arastirilmaya baglanmigtir. Go6z hareketlerinin dogasini
veya daha genel manada bag ve gz koordinasyonunu anlamak insan benzeri robotik

bag/goz ingaa etmekte ve gz hastaliklarinin tedavisinde yardimer olacaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tanim 2.1 (Sakkadik G6z Hareketleri veya Sakkade): Ilgilenilen nesneleri
gorme alaninin merkezine getiren kisa ve hizhi goz hareketlerine "Sakkade" veya
"Sakkadik Goz Hareketleri" denir (Handzel ve Flash 1996). Normal bir goriiste
her seviye birkac sakkade gergeklesir ve sakkadeler sirasinda gorsel bilgi alinmaz

(https://en.wikipedia.org, 2016).

Tanim 2.2 (Sabitlemeler): Goziin sakkadeler arasindaki duraklama noktalaria
"Sabitlemeler (Fiksasyonlar)" denir. Gorme sakkadeler arasindaki sabitlemelerde

alinan bilgiye baghdir (Findlay ve Walker 2016).

Tanim 2.3 (Okulomotor Sistem): Goz yuvarlarmim hareketlerini kontrol eden
sisteme "Okulomotor Sistem" denir. Okulomotor sistemin ana gorevi goriintiileri

gorme alaninim merkezine diigiirmektir (www.sharp-sided.org. 2016).

Tanim 2.4 (Konfigiirasyon Uzay1 Ve Serbestlik Derecesi): Miimkiin olan
biitiin konfigiirasyonlara "Konfigiirasyon Uzay1" denir. Verilen bir nesnenin kon-
figiirasyonu n parametre ile belirleniyorsa nesne "n serbestlik derecesine sahiptir"
denir. Kisacasi serbestlik derecesi konfigiirasyon uzayinin boyutu olarak tanimlanir.
3 boyutlu bir uzayda kat1 bir nesne 6 serbestlik derecesine sahiptir. Bunlardan iigii

konumu, ii¢ii de yonii belirler (Sahin 2012).

Tanim 2.5 (Genel Lineer Grup): Bir F' cismi iizerinde determinanti sifirdan
farkli olan naxn matrislerin ciimlesinin matris ¢arpma islemine gore olusturdugu

gruba "Genel Lineer Grup" denir ve GL(n, F') ile gosterilir (Hacisalihoglu 1996).

Tamm 2.6 (Ortogonal Grup): O(3) = {A € GL(3): AT.A=AAT = I} ciim-
lesi standart matris ¢arpimi ile bir gruptur. Bu gruba "Ortogonal Grup" denir

(Dogan 2009).



Tanim 2.7 (Ozel Ortogonal Grup): O(3) ortogonal grubunun bir alt grubu ola-
rak tammlananan SO(3) = {R € GL(3): R"R = RR" = I,det(R) = 1} grubuna
O(3) ortogonal grubu i¢inde "Ozel Ortogonal Grup" denir (Dogan 2009).



3. GOZ HAREKETLERININ KiNEMATIK PRENSIiPLERI

Norobilim aksiyomatik olarak organize edilseydi Oklid geometrisi veya Newton fiz-
igine benzer sekilde Okulodinamigin ilk kanunu géziin kat1 bir cisim olarak 3 serbest-

lik derecesi ile dondiigii olurdu (Fetter vd. 1997).

3.1 Donmeler ve Temsilleri

Goz pozisyonlarim tasvir edebilmek igin ilk énce goziin bazi pozisyonlarini tanimla-

mak gerekir

Tanim 3.1 (Referans Gz Pozisyonu): Bag dik ve sabit ve bakilan nesne tam
kargida iken gozlerin pozisyonuna "Referans Goz Pozisyonu" denir. (Polpitiya ve

Ghosh tarihsiz). Referans goz pozisyonu "Primer Pozisyon" olarak da isimlendirilir.

Tanim 3.2 (Anlik G6z Pozisyonu): Goziin referans pozisyonundan 3 - boyutlu
bir dénme sonrasi aldig1 pozisyona "Anlik Goz Pozisyonu" denir (Polpitiya ve Ghosh

tarihsiz).

Tamim 3.3 (Sekonder Pozisyon):Goziin primer pozisyondan bag - sabit yatay
veya diisey eksen etrafinda dondiigiinde ulastigir pozisyona " Sekonder Pozisyon"

denir (Quaia ve Optican 2001).

Tanim 3.4 ( Ugiinciil Pozisyon): Goziin yatay veya diisey meridyenden uzak-
taki doniisii " Uglinciil ( tertiary) Pozisyon" olarak adlandirihir (Quaia ve Optican

2001).

Teorem 3.1 Her gz pozisyonuna referans pozisyonundan sabit bir eksen etrafin-

daki tek bir donme ile ulagilabilir (Euler 1775).



3.1.1 Do6nme matrisleri

3 boyutta hareketi tanmimlamak igin ilk énce bag - sabit {hy, he, hs} ve goz - sabit

{e1, €2, €3} sag el koordinat sistemini kurmak gerekir (Sekil 3.1).

Sekil 3.1. Bag ve goz sabit sag el koordinat sistemleri (Polpitiya ve Ghosh tarihsiz)

Goz referans pozisyonunda iken hibakig dogrusu ile hointeraural eksen (kulaklardan
gegen eksen) ve hg diisey eksen ile gakisir.Goz referans pozisyonunda iken goz -
sabit koordinat sistemi ile bag - sabit koordinat sistemi ¢akigik haldedir.(Polpitiya
ve Ghosh, tarihsiz, sekil 3.2 a) R € SO(3) ve 1 < i < 3 olmak {izere referans
pozisyonundan herhangi yeni bir pozisyona goz - sabit koordinat sisteminin yatay

donmesi gekil 3.2 b de gosterildigi gibi

esitligi ile verilir.

e; vektorlerinin bilegenleri bag - sabit koordinat sistemi {hy, hs, h3} ile baglantili ola-
rak ifade edilir ve R dénme matrisi goziin yoneliminden bagimsiz olarak uzayda sabit
bir eksen etrafindaki bir dénmeyi tasvir eder ve anlik gbz pozisyonunu tamamiyle

belirler (Haslwanter 1995).

Tanim 3.5 (Piir Yatay Go6z Hareketi): hj3 ekseni etrafindaki § agilik donmeye

"Piir Yatay Goz Hareketi" denir ve bu donmeye kargilik gelen matris
6



cosf@ —sinf 0
R3(0) = | sinf cosf 0O
0 0 1

ile verilir (Haslwanter 1995).

Tanim 3.6 (Piir Diisey Gz Hareketi):h, ekseni etrafindaki ¢ agilik dénmeye

"Piir Diisey Goz Hareketi" denir ve bu dénmeye kargilik gelen matris

cos¢p 0 sing
Ry(¢) = 0 1 0
—sing 0 cos¢

ile verilir (Haslwanter 1995).

e,

N

o
L
i %
“k
=e, h a

Sekil 3.2. Goziin referans pozisyonu a dan b ye 6 agilik donmesi(Haslwanter 1995)

Bir boyutlu hareketler icin gtz - sabit veya bas - sabit eksenler etrafinda yapilan
donmeler arasinda ayrim yoktur. Ciinkii goz - sabit ve bas - sabit koordinat sistem-
leri g6z referans pozisyonunda iken cakisiktir ve goziin etrafinda dondiigii eksen goz

- sabit ve bag - sabit sistemde aymdir (Haslwanter 1995).

Tanim 3.7 ( Piir Torsiyonal G6z Hareketi): h; ekseni etrafindaki ¢ aglik

donmeye "Piir Torsiyonal Goz Hareketi" denir ve bu dénmeye karsilik gelen matris



1 0 0
Ri(¥) =10 cosy —siney
0 siny cosy

ile verilir (Haslwanter 1995).

Bu tanimlarla birlikte pozitif 6, ¢ ve ¢ degerleri sol yonlii, agagr yonlii ve saat ibresi

yoniindeki goz hareketlerine kargilik gelir (Haslwanter 1995).

Tanim 3.8 (Aktif Donmeler): 3 boyutta bag - sabit eksenler etrafindaki don-
meler genellikle " Aktif Donmeler" veya "Nesnenin Dénmesi" olarak isimlendirilir-
ler. Ardigik donmelerin ardigik eksenleri nesnenin énceki dénmelerinden etkilenmez-

ler (Haslwanter 1995).

Tanim 3.9 ( Pasif Donmeler): 3 boyutta goz - sabit eksenler etrafindaki don-
meler genellikle " Pasif Donmeler" veya "Koordinat Sisteminin Dénmesi" olarak
isimlendirilirler. Her bir dénme sonraki dénmelerin etrafinda gerceklesecegi koordi-

nat eksenlerini degistirir (Haslwanter 1995).

Goziin iyi tanimlanmig bir sirada yatay ve diigey hareketlerinin bilegimi bakig dogrul-
tusunu tek bir bicimde karakterize etmekle birlikte goziin ii¢ boyuttaki pozisyonunu
tamamen belirlemek icin bakis dogrultusu etrafindaki torsiyon hareketinin de belir-

tilmesi gerekir (Haslwanter 1995).

Tanim 3.10 (Gimbal Sistemler): Go6z pozisyonunu tanimlamak igin ii¢ goz don-
mesinin bilegimini kullanan sistemler genellikle pasif donmeleri kullanirlar. Koordi-
nat sistemlerinin bu tiirden dénmeleri "Gimbal Sistemler" denilen ve pasif donmeler
hiyerargisinin otomatik olarak uygulandig1 diizenekler kullanilarak kolay bir sekilde

tanitilabilir (Haslwanter 1995).



Tanim 3.11 (Fick Dizileri ve Fick Acilari): Sirasiyla yatay, diisey ve son
olarakta torsiyonal donmelerin gerceklestirildigi donme serilerine dénmelerin "Fick
Dizileri" denir ve ilk olarak Fick tarafindan kullanilmistir. Belirtilen sirayla bu

doénmelere karsilik gelen 6, ¢ ve taglarina "Fick Agilar1" denir (Haslwanter 1995).

Bir Fick donme dizisine kargilik gelen donme matrisi

Rpick = R3(0F).Ro(¢p). Ri(Yp)

seklindedir.

Fick gimbali diisey eksen i¢ine yuvalanmig yatay bir eksene sahiptir. Buradaki don-
melerin sirasi keyfidir ve farkli bir dénme serisi ile degistirilebilir. Von Helmholtz
(1866) donmenin yatay eksen etrafindaki donmeyle baglamasimin daha iyi olabile-
cegini diigliinmiistiir. Basin yalpalama hareketindeki degisimler goziin yatay hareke-
tinin tanimini giiclestirirken goziin diisey hareketi, interaural eksen etrafindaki goz

hareketi olarak kolay bir sekilde tamimlanabilir (Haslwanter 1995).

Tanim 3.12 (Helmholtz Dizileri): Sirasiyla diisey, yatay ve son olarakta torsi-
yonal dénmelerin gergeklestirildigi donme serilerine dénmelerin "Helmholtz Dizileri"

denir (Haslwanter 1995).

Bir Helmholtz donme dizisine kargilik gelen dénme matrisi

RHelmholtz = R2(¢H>R3<9H>R1 (wH)

seklindedir.

Helmholtz gimbali yatay eksen iginde yuvalanmig diigey eksene sahiptir. Gz pozisy-
onunun R donme matrisi tarafindan karakterize edildigi ve Rgix ve Ryeimhort. mat-
rislerinin ayni dénme matrisinin farkli parametizasyonlarini verdigine dikkat edilme-

lidir (Haslwanter 1995).



Tanim 3.13 (Retinal Horizon): Goziin donme merkezinden gegen yatay diizleme
"Retinal Horizon" denir. Bu diizlem {e1, es, €3} g6z -sabit sisteminde e; ey diizlemidir

ve bu diizlem goz ile hareket eder (Zatsiorsky 1998).

Tanim 3.14 ( False Torsiyon): Retinal horizon ile dig uzayin gergek horizon

diizlemi arasinda kalan agiya "False Torsiyon" denir (Zatsiorsky 1998).

Goziin sekonder pozisyonlarinda false torsiyon sifirdir. Fakat goziin tigiinciil pozis-
yonlarinda (tertiary pozisyon) false torsiyon sifirdan farkhidir. Fick gimballerinde
hem torsiyon (aktiiel torsiyon) hem de false torsiyon sifira egittir. Helmholtz gim-

ballerinde ise bir false torsiyon olugur (Zatsiorsky 1998).

3.1.2 Kuaterniyonlar

Bir goz donmesini karakterize etmenin daha etkin bir yolu yonii donme ekseni
tarafindan verilen ve uzunlugu dénmenin acisal dl¢timii ile orantili olan bir vektor
kullanmaktir Sekil 3.3.a’da iistte goz referans pozisyonunda ve bu pozisyon alttaki
sifir vektoriine karsilik gelmektedir. Sekil 3.3.b’de goz hs ekseni etrafinda yatay
olarak donerek anlik bir pozisyona ulagiyor. Bu pozisyon h3 ekseni boyunca uzunlugu
donme agisi ile orantili bir vektor ile altta temsil edilmektedir. Go6z pozisyonu tiim

vektorle degil de sadece vektoriin bitim noktasi ile tasvir edilmektedir.

Sekil 3.3. Ug boyutlu goz pozisyonunun bir vektor ile tasviri (Haslwanter 1995)
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Boyle bir vektor sadece 3 parametrelidir ve donmelerin ardigik ¢carpimlarini igermez.
Vektoriin yonlendirilmesi sag el kurali ile verilir yani sola, agagl veya saat yoniindeki
bir goz hareketi sirasiyla yukariyi, solu veya ileri gosteren bir vektorle tasvir edilir.
Bu tanimlamada torsiyon bakig dogrultusu etrafindaki bir dénme olarak tanimlan-
maz fakat total gbz pozisyonunu karakterize eden vektoriin h; bilegeni olarak tanim-
lanir. Donmelerin bu tarz iki tiir tarifi okulamotor litaratiirde kuaterniyonlar ve

doénme vektorleri olarak sunulur (Haslwanter 1995).

Tanim 3.15 (Kuaterniyonlar): Bir n ekseni etrafinda 6 derecelik bir dénmeyi

tek bir gekilde karakterize eden ¢ kuaterniyonu

olmak iizere

— — -
q=q@+q.t +q@j +@ak =q+al

seklinde verilir ve ¢ kuaterniyonun skaler ve vektorel kisimlari sirasiyla s, = scal(q) =

Qo , Vg =vec(q) = q1- @ +q2j + g3 k olmak iizere ¢ = s, + v, seklinde ifade edilir.
Burada ¢, j, £ birimleri

= =k==1ij=kji=—kjk=i kj=—iki=jik=—j

egitliklerini saglar.

54 ve v, agagldaki ozellikleri saglar;
i) s, = cos(6/2)

i)[[vgll = V/aF + 63 + 45 = sin(60/2)

iii)v,, n donme eksenine paraleldir.

11



vy, sekil 3.3 b’ de gosterilen gbz pozisyonunu tarif eder (Haslwanter 1995).

Tanim 3.16 (Birim Kuaterniyon): Tanim 3.1.15teki 6zellikleri saglayan ¢ ku-

aterniyonu igin ||q|| = /@& + ¢? + ¢3 + ¢ = 1 dir ve ¢ , "Birim Kuaterniyon" olarak
isimlendirilir. Bir kuaterniyon birim kuaterniyon degilse bilesimli bir donmeyi temsil

eder (Haslwanter 1995).

Tanim 3.17 (Birim Kuaterniyonun Tersi): Bir ¢ birim kuaterniyonun tersi

¢! = s, — v, ile verilir (Haslwanter 1995).

Tanmim 3.18 Bir ¢ kuaterniyonu ve bir R donme matrisinin her ikisi de bir x vek-

toriiniin bir n ekseni etrafinda 6 agilik donmesini tasvir ederler ve aralarindaki iligki

qo(x.l)oq ' = (Rax).l

ile verilir. Esitligin sol tarafi tamamen kuaterniyonlardan olugsmasina ragmen skaler

kisim 0 olarak degerlendirilir (Haslwanter 1995).

Tanim 3.19 p ve ¢ kuaterniyonlarinin ¢arpimi

— — — — =, —
prq = 8p.5g — (Vp, Vg) + 8p. Vg + 8¢.Vp + Uy A 7y

seklinde tanimlanir ve p X ¢ # ¢ X p dir. Bu yiizden p x ¢ ve ¢ X p kuaterniyonlari

goziin farkhi yonelimlerine karsilik gelir (Haslwanter 1995).

3.1.3 Donme vektorleri (Rotasyonal vektorler)

Bir birim kuaterniyonun skaler kismi1 donme vektorleri kullanarak yok edilebilir.

12



Tanim 3.20 (Dénme Vektorii): Bir n ekseni etrafinda 6 acilik bir désnmeyi tasvir

eden bir ¢ kuaterniyonuna karsilik gelen r» donme vektorii

r=2a_ tar1(9/2).i = tan(6/2).n
S [0l

esitligi ile verilir (Haslwanter 1995).

Tanmim 3.21 Bir r dénme vektorii ile bir R donme matrisi arasinda

1 R32 - R23

r= | Rs—R
1+ (Rll + Rgg + R33) o i
R21 r R12

esitligi vardir (Haslwanter 1995).

Tanim 3.22 :r, ve r, dénme vektorlerinin ¢arpimi

rg+rp+re ATy
1—ryry,

TqOTp =

ile verilir (Haslwanter 1995).
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4. GOZ HAREKETLERININ GEOMETRISI

Bu boliimde goz hareketlerinin kisitlandigi konfigiirasyon uzayi olan Listing Uzayinin
geometrisi analiz edilecektir. Goziin donme hareketini saglayan alti1 kasin tam bir
koordinasyon iginde ¢alisabilmesi cegitli gz hastaliklarinin tedavisinde énemli bir
konudur. Diger kompleks insan hareket sistemleri ile karsilagtirildiginda gozlerin 3 -
serbestlik derecesi ile donmesi gozlerin bu sistemlere nazaran daha basit bir sistem
olarak ele alinmasini kolaylastirmistir (Polpitiya vd. 2004). Ornegin 2-boyutlu insan
yiiriiyiigiinii inceleyebilmek igin 24 kas ve tendonu gozoniine almak gerekir (Nielsen
2003). Burada yapilan analizde gozlerin sadece donme hareketleri ele alinacaktir.
Bu hareketlerin yanisira gozlerin diisiik diizeyde de olsa baga gore dteleme hareketi

de mevcuttur (Bolina ve Monteiro 1998).

Gozleri miitkemmel kiireler olarak kabul edersek 3 x 3 lilkk dénme matrislerinin
uzay1 olan SO(3) gozlerin dogal konfigiirasyon uzayidir. Fakat fizyolojik agidan
bakildiginda goziin sadece bakig dogrultu vektorii birinci derecede énemlidir. Goziin
herbir bakig yoniine konfigiirasyon uzayinda dénme matrisleri karsilik gelir. Fakat
burada belirli bir bakis yonii i¢in hangi dénme matrisinin kullanilacag1 konusunda
bir belirsizlik vardir. Bu belirsizlige Listing Kanunu kesin bir cevap verir (Polpitiya

vd. 2004).

Tanim 4.1 (Listing Kanunu): Tiim dénme matrislerinin dénme eksenleri stan-

dart (ya da frontal) bakig dogrultusuna diktir (Polipitiya 2004).

Listing, gtz donmelerinin 2 serbestlik derecesine kisitlandigini ve gézlerin oryantas-
yonunun gozlerin bakig yonii tarafindan belirlendigini gozlemlemistir (Ghosh vd.

2014).

Tanim 4.2 (Listing Diizlemi): Primer pozisyondan uzakta, goziin tiim miimkiin
oryantasyonlar1 goziin bir donme ekseni etrafinda dondiiriilmesi ile elde edilir ve bu

eksenler" Listing Diizlemi" adi verilen sabit bir diizleme kisitlanmigtir (Ghosh vd.
14



2014). Bu diizlem sekild.1’de gosterilmektedir.

Sekil 4.1. Goz primer bakig yoniinde bag sabitken Listing diizlemi (Ghosh vd. 2014)

Boylece gozlerin hareketleri gozlerin dogal konfigiirasyon uzay1 olan SO(3) niin kisit-
lanmig 2 - boyutlu alt manifoldu olan Listing uzayinda ele alinabilir. Listing uzay1

incelenirken gu varsayimlarda bulunulacaktir:

- Go6z miikemmel bir kiiredir.

- Biitiin goz hareketleri Listing kanununa uyar.

Ikinci varsayimimizin hareketin sadece baglangic ve bitis noktalarinda degil tiim goz

hareketi boyunca gegerli olduguna dikkat edilmelidir (Polpitiya vd. 2004).
4.1 Notasyon ve Terminoloji

Kuaterniyonlar uzay1 (@ ile gosterilir ve her a € ) kuaterniyonu

— — — —
a=apgl +a11 +asyj +azk

seklinde yazilabilir ve

—

— —
Scal(a) = ag,Vec(a) =a1 i +asj +azk
15



ile ifade edilir. Vektorel kisim (aq, as, az) € R? ile 6zdeslestirilebilir. O zaman

Vee : @Q—R3 ve Scal : ) — R

a — (a1,az,0a3) a— Qo

olarak yazilabilir (Polpitiya vd. 2004).

Tanim 4.3 (S® Birim Kiiresi):

§* = {(ao, a1, az,05) € R' | af + a} + a3 + a3 = 1}

seklinde tammmh kiireye R* uzaymin S birim kiiresi denir. Birim kuaterniyonlar

uzay1 S° birim kiiresi ile 6zdeslestirilir. O zaman S® birim kiiresi

3 - — - _
S Z{q=a0+alz +axj +ask |q><q=1}

seklinde yazilabilir (Polpitiya vd. 2004).

Tanim 4.4 (Kuaterniyonun Ekseni): « € [0,7] ve 7 = (nynan3) R® te bir

birim vektor olmak iizere her ¢ € S® birim kuaterniyonu

q = cos (%) T + 7 .sin <%>

seklinde yazilabilir. Burada 7 birim vektoriine "Kuaterniyonun Ekseni" ya da

"Doénme Ekseni" denir (Polpitiya vd. 2004).

Tanim 4.5 S birim kuaterniyonlar ciimlesi ile SO(3) arasindaki standart doéniigiim
rot : S3 — SO(3) ile gosterilir ve bu déniisiim ¢ birim kuaterniyonunu 7’ ekseni

etrafinda saatin tersi yoniinde « agilik bir dénmeye doniistiiriir. Bu doniigiim

—

- — _
rot(q)(vy,ve,v3) = vec(q.(v1 i + vy j +vsk).q 1)

seklinde veya
16



G+a—6—aG 20q1-2—q0-93)  2(q1-43 + Go-q2)
Q=rot(q) = | 2(q1-g2+qo-a3) G+ B~ G —a  2(q2-a3 — do-q1)
2(q1-93 — 90-02)  2(q293 + q0-01) W+ — G — &
ile verilir (Polpitiya vd. 2004).

Buradaki () matrisi kat1 cismin anlik oryantasyonunu temsil eder. () nun kolonlar:
ortonormaldir ve bunlar dénen cisme ilistirilmis koordinatlar olarak yorumlanabilir
ve {i¢iincii kolonun donen cisim goz iken bakig yonii oldugu kabul edilir. Yukarida
verilen rot doniisiimii 6rtendir fakat 1 - 1 degildir. Ciinkii ¢ ve —¢ nun goriintiileri

aymidir (Ghosh vd. 2014).

Teorem 4.1 Listing manifoldu RP? projektif uzayma difeomorfiktir (Polpitiya vd.
2004).

Her bir oryantasyon SO(3) iizerindeki bir nokta olarak goriilebileceginden goz hareket-
leri SO(3) dénme uzaymdaki yoriingeler olarak tasvir edilebilir. SO(3)deki nokta-
larin parametizasyonu rot doniistimii vasitastyla R* teki birim kiire S? iin parameti-

zasyonundan yukarida oldugu gibi kolayca elde edilebilmektedir (Ghosh vd. 2014).

Tanim 4.6 (Riemann Metrigi ve Riemann Manifoldu): M bir diferensiyel-
lenebilir manifold ve manifold iizerindeki diferensiyellenebilir vektor alanlarinin kiime-

si x(M) olsun. Bu durumda

g X(M) x x(M) — C%(M)
ile tanimlh ¢ bilineer formu simetrik ve pozitif tanmimh ise , yani VX,Y € x(M) igin
(a) g(X,Y) = g(Y,X)
(b) 9(X,X)>0ve VX i¢in g(X,X) =0 < X =0
sartlar1 saglaniyorsa g formuna "Riemann Metrigi" veya " Metrik Tensor" adi ver-
ilir. Bu durumda (M, g) ikilisine "Riemann Manifoldu" denir (Sahin 2012). M bir

Riemann manifoldu ise her 7, M i¢in p € M {izerinde bir (,) , i¢ ¢arpim vardur.
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Tanim 4.7 (Lie Grup): G bir grup ve z,y € G olmak iizere f : G x G —
G ye (v,y) — x.y ! ile verilen doniisiim diferensiyellenebilir olacak bigimde,
bir diferensiyellenebilir yapiyla birlikte verilen G grubuna "Lie Grubu" denir (Do
Carmo 1992). Burada G diferensiyellenebilir bir manifolddur. Ornegin; GL(n,R) =
{A € R™" : det(A) # 0} standart matris ¢arpimiyla bir Lie grubudur.

Tanim 4.8 (Sol ve Sag Oteleme): G bir Lie grubu ve = € G olsun.Vz € G icin

L,.G—G
y — La(y) = zy
doniisiimiine G iizerinde "Sol Oteleme",
R,:G— G
y — Re(y) =y
doniigtimiine de G {izerinde "Sag Oteleme" denir (Do Carmo 1992). Bunlar Lie

gruplarindaki difeomorfizmlerdir.

Tanmim 4.9 (Sol ve Sag Invaryant Metrik): G itizerindeki bir Riemann metrigi

icin z,y € G, u,v € T,G olmak {izere

<U, U>y = <d(Lx)yua d(LfE>y'/U>Lx(y)

seklinde tanimli metrige "Sol Invaryant Metrik",

(1,0), = (B}, ARy 0)

seklinde tamiml metrige de "Sag Invaryant Metrik" denir (Do Carmo 1992). Burada

L, ve R, birer izometridir.

Tanim 4.10 (Bi - Invaryant Metrik): G grubu iizerindeki Riemann metrik
hem sag hem de sol invaryant metrik ise metrige "Bi - Invaryant Metrik" denir.
Ornegin; SO(3) dénme gruplar ciimlesi bi - invaryant metrige sahiptir. Daha genel
olarak kompakt irtibathi bir G' Lie grubu bir bi - invaryant metrige sahiptir (Do

Carmo 1992). SO(3) topolojik olarak kompakttir. Bir Lie grup iizerinde bir bi-
18



invaryant metrik olmasi giiclii bir 6zelliktir. Bu durumda Lie carpimi ¢ok basite

indirgenebilmektedir.

Tanim 4.11 (Lie Parantez Operatorii ve Lie Cebri): gl = {V,®, R, +,-,®}

bir reel vektor uzay: olsun.

[,] : gl X gl — ¢l parantez operatorii igin

(@, f) — |a, f]
(i) [,] anti simetrik
(i) [,] iki lineer

(iit) [z, [y, 2] + [y, [z, 2]] + [2, [#, 9] = O (Jakobi Ozdesligi)
ozelliklerini saglhyorsa [,] operatoriine "Lie Parantez Operatorii (Lie Carpim Ope-

ratorii)" , (gl,[,]) ikilisine de bir "Lie Cebri" denir (Hacisalihoglu 1980).

Tanim 4.12 (Sol ve Sag Invaryant Vektor Alanlar1): Bir G Lie grubu iize-
rinde diferensiyellenebilir bir vektor alan1 X olsun. Eger her x € G i¢in dL, X = X
oluyorsa X vektor alanma "Sol Invaryant Vektor Alam" denir. Burada dL, =
(L, ).tiirev dontigiimiidiir. Benzer sekilde sag invaryant vektor alani da tanimlana-

bilir (Do Carmo 1992).

Teorem 4.2 G bir Lie grubu ve e € G birim eleman olsun x;(G), G iizerindeki

biitiin sol invaryant vektor alanlarinin uzayi olmak {izere

a:x(G) — T(G)

doniigtimii bir lineer izomorfizmdir (Hacisalihoglu 1980).

[ ] x0(G) x x2(G) — x.(G)

(X,Y) — [X, Y], (f) = Xy (Y (f)) = Yo(X(f));
Vg € G, Vf € C(@) parantez operatoriiyle birlikte x,(G) bir Lie cebirdir. « :
X.(G) — T.(G) bir lineer izomorfizm oldugundan 7,(G) de bir Lie cebri olur.
Yani bir G Lie grubunun e birim noktasindaki tanjant uzay1 7, (G), G Lie grubunun

Lie cebri olur (Dogan 2009).
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Ornek 4.1 G = S* bir Lie grubudur. S'in birim noktadaki teget uzay1 7.G bu

grubun Lie cebridir.

Ornek 4.2 G:S3:{q:a0+a1,7+a27+a3?\Nq:qxqzl}

kuaterniyon carpimina gore bir Lie gruptur. S® {in Lie cebri bir piir kuaterniyon-

dur.Yani

dir.

SO(3) topolojik yapisiyla 3 - boyutlu bir topolojik manifolddur. Bu yiizden bir
matris Lie grubudur. Bir Lie grubuna karsilik gelen Lie cebri grubun birim nok-
tasimdaki tanjant uzay: oldugundan 77(SO(3)), SO(3) Lie grubunun Lie cebri olur.
Bu Lie cebrine so(3)diyelim (Dogan 2009).

Tanim 4.13
0 —Ws3 Wa
s03)=SQER Q=] wy 0 —w |, =-0Q
—Wy w1 0

SO(3) Lie grubunun Lie cebri olarak tanimlanir (Dogan 2009).

Tanim 4.14 (Tanjant Operatér): SO(3) Lie grubunun tanjant operatorii §2 =
A.AT = A.A~" antisimetrik operatoriidiir (Dogan 2009).

Tamm 4.15 (Agsal Hiz Matrisi): A € SO(3) i¢in

A:JCR—>SO(3)
t—>A(t)

egrisini alahm. §) matrisine A(#) donmesinin "Agsal Hiz Matrisi" denir (Dogan

2009).
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Simdi so(3) Lie cebrinin standart bazini elde edelim. S € so(3) olsun. Bu durumda

0 —ws wy 00 O 0 01 0 -1 0
S = w3 0O —w [=w1 {00 -1 |+w2| O O O |+wzs| 1 0 O
—wy W 0 01 0 -1 00 0 0 0

S = wy. Ly + wy. Lo + U)3.L3 - 50(3) = Sp {Ll, LQ, Lg}

olur.

Burada L, Lo, L3 matrisleri sirasiyla z, y, z eksenleri etrafindaki ani donmeleri temsil

eder (Dogan 2009).
Tanim 4.16 {J;,,} kronoker delta fonksiyonunu gostermek iizere

0 O3k —O2k
Qe) = | =93 0 01k
dor,  —01x O
olarak tanimlayalim. Bu durumda, érnegin z- ekseni etrafindaki donmeyi, yani y — 2

diizlemindeki donmeyi,

Qer) = L = L, ile ifade ederiz.

Teorem 4.3 Bir donme 3 - boyutta bir eksen ve bu eksen etrafindaki bir donme
acisi ile parametize edilebilir. Bu eksen ve donme agisina karsilik gelen matris,

birim matrisi olmak tizere Taylor seri acilim ile

1 0 0
1 1
elle = M) = 1 L9, + 5.((9.L$)2 + .+ E(Q.LI)” =| 0 cosf sind

0 —sinf cos0

seklinde verilir (Handzel ve Flash 1996).

Boylece her donme matrisi {istel doniigiim vasitasiyla
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R(0) = exp(0,.L, +0,.L,+6..L,)

seklinde elde edilebilir. Bu egitlikte 0, = 0 alarak

cos sin . sin ¢ sin 6. cos ¢
R=1| —sinf.sing cosf+ (1 —cosf).cos®¢d  cos.sin@.(1 — cosh)
—sinf.cos¢  cosd.sing.(1 —cos#)  cosf+ (1 — cosf).sin? ¢

torsiyonsuz dénme matrisi elde ederiz. Burada 6 = ,/95 + 6>  total donme acisi
(0, ¢) Listing diizlemindeki kutupsal koordinatlardir. R matrisinin soldan ilk siitunu

birim kiirenin parametizasyonundan olugmaktadir (Handzel ve Flash 1996).

Burada span {L,, L.} = [ Listing diizlemini olustururken span {L,} = h goziin
torsiyon eksenini olugturur ve g = so(3) = h @ [ seklinde yazilabilir. Bu egitlik Lie
cebri diliyle goziin genel pozisyonunu ifade eder. e € G = SO(3) dénme grubunda
goziin primer pozisyonuna karsilik gelirken H = SO(2) goz torsiyonuna kargilik gelir
(Handzel ve Flash 1996).

Goz orbit icindeki hareket araliginda herhangi bir agisal pozisyonuna serbestce ulasa-
bilir. Goz kaslar1 gozii herhangi bir eksen etrafinda dondiirebilir. Bununla bir-
likte normal goriis sartlar: altinda goz yapabildigi biitiin hareketleri gergeklestirmez.
Goziin hareketlerini yoneten kanunlardan biri de Donder Kanunu’'dur (Zatsiorsky

1998).

Tanim 4.17 (Donder Kanunu): Goziin oryantasyonu, bakig yonii tarafindan tek
basina belirlenir. Bir bagka ifadeyle torsiyon agisi bakis yoniinii belirleyen acgilarin
bir fonksiyonudur. Torsiyon agis1 gbziin mevcut pozisyonuna ulasirken aldigi énceki
pozisyonlara bagli degildir. Buna gore goz 3 - boyutlu hareket etmek yerine 2 -
boyutlu hareket eder yani goziin serbestlik derecesi 2’ye diiser. Donder Kanunu bag

sabit ve dik ve gozler sonsuzdaki bir hedefe bakarken saglanir (Halswanter 1995).

Goz hareket problemini biitiinleyici olarak Donder anlik bag hareketleri altinda

insan baginin erigebilecegi miimkiin oryantasyonlar iizerine calisti ve primer bag
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pozisyonundan uzakta bag dénmelerinin eksenlerinin "Donder Yiizeyi" adi verilen
sabit bir yiizeye siirlandirldigini ortaya koydu (Sekil 4.2). Esas olarak Donder’in
bas hareketleri yasasi, Listing’in gz hareketleri yasasini geneller. Listing diizlemi
sabitlenmistir ve genellikle sabite sahipken (bagin oryantasyonundaki degisiklik ile
Listing diizlemi hafifce egilir fakat burada bunu ihmal edecegiz.) Donder yiizeyi de
sabitlenmis kabul edilir ama bir denekten bagka bir denege degisir (Ghosh vd. 2014).

Sekil 4.2. Govde sabit, bag primer pozisyonda iken Donder yiizeyi (Ghosh vd. 2014)

4.2 List Uzerindeki Riemann Metrik

Literatiirde goz hareketlerini tasvir etmek igin eksen - ag (axis - angel) parame-
tizasyonu kullanilmigtir. Bu yiizden hesaplar gerceklestirilirken eksen - ac1 lokal
koordinat sistemi kullanilacaktir. (6, «, ¢) lokal koordinatlarindan 6 listing diizle-
mindeki dénme ekseninin kutupsal koordinat acisini gosterirken, ¢ eksen etrafin-
daki donme acisini, « ise eksenin Listing diizleminden sapma acisin1 gostermekte-
dir. a = 0 iken dénme ekseni Listing diizlemine kisitlanmigtir. Burada (0, a, ¢) €
[0,27] x [ZF, 2] x [0,27] alacagiz. ¢ = 0 veya ¢ = 27 oldugu durumlarda dénme 6

agisindan bagimsiz olarak 6zdeglige kargihk gelmektedir (Polpitiya vd. 2004).

Tanim 4.18 (Submersiyon): M ve N sirasiyla m ve n boyutlu (n > m) man-
ifoldlar ve F' : M — N doniigiimii orten olsun. Eger p € M noktasinda,F,, :
ToM — Tpp N dontistimiiniin ranki n ise [’ doniistimiine "Submersiyon" veya

"Sigdirma" denir (Sahin 2012).
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List iizerine SO(3) ten indirilen Riemann metrigi hesaplamak icin Polpitiya vd.
2004 ve Ghosh vd. 2014 makalelerindeki bu konu ile igili hesaplamalar1 takip
edilecektir. Goz donmeleri bag sabit iken SO(3) iin List alt manifolduna kisitlanir.
Hareket denklemlerini yazabilmek i¢in hareketteki goziin kinetik ve potansiyel e-
nerjisi bilinmelidir. Kinetik enerji SO(3) iizerindeki Riemann metrikten indirilen
List iizerindeki indirilmis Riemann metrik tarafindan verilir. Riemann metrik goz
kiiresinin eylemsizlik momentinden tiiretilir. Burada gtz miikemmel bir kiire olarak
varsayllacak ve eylemsizlik tensorii /3.3 birim matrisinin ;11 kat1 olarak segilecektir.

Bu

0 03 —O02k

Qlex) = | =03 O 01k
dop  —O01p O
ve {0;mtkroneker delta fonksiyonu olmak tizere (€(e;),€2(e;)); = 0;; ile verilen

SO(3) iizerindeki sol invaryant metrik ile ilintilidir. SO(3) iizerindeki sol invaryant

metrik S ve SO(3) arasinda verilen izometrik submersiyon rot ile hesaplanabilir.

i,j,k T3S 3{in bir ortonormal bazidir ve

rot = etSier)

rot — tSie2)

rot = et fes)




esitlikleri yazilabilir. Bunu

rot, 3 : T25° — T1SO(3)

birim noktadaki tanjant doniisiim olmak tizere

= 2.Q(ey), rot T_) = 2Q(eq)

*

rot*?

ve

H
rot v k = 2.0(e3)
— — —
olmasi izler. Boylece {rot*T i /2,rot 5 ] /2,70t 5 k /2} kiimesi 77(SO(3))iin bir

ortonormal catisi olur.

Rot doniigiimii sol 6temeler altinda eg degiskenli ve SO(3) iizerindeki Riemann

metriginin yamsira S®iizerindeki Riemann metrik sol invaryant oldugundan rot,,
ﬁ

g noktasindaki tanjant déniisiim olmak {izere {'rot*y? / 2,7’0t*77 /2,rot,5 k/ 2}

kiimesi her ¢ € S? i¢in T}.04()SO(3) iin bir ortonormal bazidur.

TqS?’ % TT‘Ot(q)SO(g)

Simdi List iizerine SO(3) ten indirilen Riemann metrigi hesaplamak i¢in 7,5® iin

— — —
{q. i/2,q.7/2,q.k/ 2} ortonormal ¢atisim kullanalim.

olarak tanimlayalim. S® {izerindeki koordinat doniistimiinii
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cos(2)

2
sin(£) cos 6 cos a
p(0 o, 0) = |
sin (2

) sinf cos

sin($) sin

olmak iizere

p:10,27] x [—z, E] x [0,271] — S3
2°2
seklinde tanmmmlayalim. 7ot o p(6, o, ¢) bilegske doniigiimii
cos 6 cos «

sin 6 cos «

sin o

ekseni etrafinda bir donme verir. Burada a = 0 alirsak p ve p, doniigiimleri

List p S
-
Ty List_p, Tho.e)S®
—

seklinde gosterilebilir.

SO(3) iizerindeki Riemann metrigi hesaplayabilmek i¢in p, (), p,(:%), p.(

lerini bulalim.

0
0 —sin(¢/2) sin 6 cos a
P(5g) = '
sin(¢/2) cos  cos «v
0
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0

0 — sin(¢/2) cos f sin «
— sin(¢/2) sin 0 sin «
sin(¢/2) cos «
—3sin(¢/2)
0 2 cos(¢/2) cosf cos v
p*(_ =
9¢ % cos(¢/2) sin f cos

1 cos(¢/2)sina

Buradan

_ O\ _ .o 2
g = <%, %> = sin“(¢/2) cos” «

/o 9o\ _ .,
22 = <8_a’8_oz> = sin(¢/2)
_ /9 9N_1
933 = 96’ 06 =1
elde olunur.(7,j = 1,2,3 ve ¢ # j i¢in g;; = 0)

Boylece SO(3) iizerindeki Riemann metrik

g = sin2(¢/2). cos(a).d6° + sin?(¢/2)da + i.dgzg

olarak bulunur. a = 0 alirsak List iizerindeki Riemann metrik

1
g = sin?(¢/2)d0* + Z.dqbQ
olarak bulunur.
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4.3 Bakis Acisinin Kiire Metrigi Ve Hareket Cinsinden Yorumu

Bu boliimde Mori ve Maeda 2005 makalesindeki bakig agis1 tanimi , ortogonal ek-
senlerin bakig acilar1 yasasi ve bunun bir uygulamas: olarak bir érnek verilecektir.
Verilen 6rnek farkli bir yoldan ve kiirenin kendi metrigi kullanilarak da ¢oziilecek,

sonrasinda bakig acisinin hareket ile bir yorumu sunulacaktir.

4.3.1 Ug boyutlu ortogonal eksenlerin bakis agilar:

Tanim 4.19 (Bakig Agis1) U¢ boyutlu Oklid uzayinda bir agt < AOB olsun.
AOB agisma bir V € R? noktasindan bakalim. Bu durumda < AOB agisinin bakis
agist , VAOB dortyiizliisiiniin AOV ve BOV yiizleri ile belli iki diizlemli ac1 olarak
tanmimlanir. Sekil 4.3 de bakis acis1 gosterilmektedir . AOB agisinin bakig acisini

goriis noktasii da belirtmek i¢in < vAOB seklinde gosterebiliriz.

=7

Sekil 4.3. Bakig agisinin tanimi (Mori ve Maeda 2005)

Bir acidan bir cok bilgi elde ederiz. Ornegin gozlemci her hareket ettiginde < AOB
bakig agis1 degigir. (0 <bakig agisi< 7 radyan) Genel olarak bakig acis1 goriintii
ekran denilen bir yiizey yardimiyla anlagihr. Goriintii ekrani Oklid uzayinda bir

kiiredir ve bakig acis1 bu kiire {izerinde ol¢iiliir.

Teorem 4.4 Uc boyutlu Oklid uzayinda keyfi V, A veB noktalarinin O merkezli

birim kiire iizerindeki merkezi iz diisiim noktalar1 V7, A7, B/ olsun. Bu taktirde
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< AOB agismun bakig acis1 V/A/B! kiiresel tiggeninin < V7 agisina esittir (Sekil
4.4).

Sekil 4.4. <AOB agisinin bakig agis1 <V’ kiiresel agisidir ( Mori ve Maeda 2005)

Ispat: @ vektorii V/A/ yayina V7 de teget olsun.(? vektorii de V/B/ yayia Vide
teget olsun.) Kiiresel iicgenin tammimdan o ve b vektorleri arasindaki aci < V7
kiiresel acisma, esittir. AOV ve BOV diizlemlerinin kesistigi yerde @ ve b vektorleri
OV dogrusuna diktir. Bu ise bakis acisinin tanimi demektir. Boylece V1A B kiiresel

tiggeninin < V7 agist < AOB agisinin bakig agisidir.
4.3.2 Ug boyutlu ortogonal eksenlerin bakig acilar1 yasasi

Bakis acilarmi yonlii olarak ele alahm. < BAC acsi, S? birim kiiresi {izerinde,
kiire digindan bakildiginda AB den AC' ye saat yoniiniin tersinde olgiilen yon-
lendirilmis bir ag1 olsun. Bakig agis1 araligy [0, 27) dir. Bu noktadan sonra, V(x,y, 2)
goriis noktasinin kiire iizerinde oldugunu farzedelim. Bu V goriis noktasindan
O = (0,0,0),X = (1,0,0),Y = (0,1,0) ve Z = (0,0,1) olmak iizere O — XY Z
ortogonal eksenlerinin < YOZ, < ZOX ve < XOY acilarina bakalim. a, b, ¢ agilar
sirast ile < YOZ, < ZOX ve < XOY acilarinin bakig acilar: olsun. O zaman birim
kiire tizerinde a =< YV Z, b =< ZV X ve ¢ =< XVY olur (Sekil 4.5).

Teorem 4.5 V goriis noktas: eksenler (x,y,z # +1) ilizerinde degilse o zaman iig

boyutlu ortogonal eksenlerin bakig acilari asagidaki denklemi saglar:
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Z(0.0.1)

H Y0100

Ispat : Ilk olarak z.sina > 0 oldugunu kontrol etmek kolaydir. Kiiresel bir iic-
gende kenarlar igin kosiniis teoremini hatirlayalim: ABC {iggeni S? kiiresi tizerinde
AB, BC' ve AC kenar uzunluklar sirasiyla ¢, a,b ve A, B, C' acilar sirasiyla «, 3,

olan bir iiggen olsun. O zaman

cos ¢ = cos a. cos b + sin a. sin b. cos y

esitligi saglanir. Simdi V'Y Z kiiresel tiggenine kenarlar igin kosiniis teoremini uygu-

larsak

cosYZ =cosVY. cosVZ+sinVY.sinVZ. cosa

7r . :
Cos o5 =Y.z + sin(arccos y). sin(arccos z) cos a

—Yz ) T
sina =

\/1—y2.\/1—z2’ \/1—y2.\/1—z2

elde edilir. Burada sina ile  in aym isaretli olmasi olgusunu kullandik. Bunun

cosa =

sonucu olarak

tana = —
Yz
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olur. diger esitlikler de benzer sekilde gosterilebilir. Simdi bakig agisina bir 6rnek

verelim.

Ornek 4.1: O = (0,0,0), A = (1,0,0),B = (0,1,0) olmak iizere birim kiire -

zerindeki P = (\/Lg, \/ig, \/Lg) noktasindaki goz ile AOB dik agisina bakildiginda bakig

acisinin kac derece olacagini bulalim.

1.Yol. Teorem 5.2 yi kullanallm. x =y = z = \/Lg verildiginden a bakis agimiz

Sl

z

tanc = ;—y = =3 olup a = 120° olur.

1
73

S

2.Yol. P ve A noktalarindan gegen biiyiik cember yaymm bulalim. P, A, O nok-
talarindan gecen diizlem ile 2% + y? + 22 = 1 birim kiiresini kesistirirsek y = z

oldugundan 2% + 222 = 1 ¢emberini buluruz. Bu ¢emberi bir ¢ parametresine gore

parametrik olarak «(t) = (cost, S\%t, S\‘g) seklinde ifade edelim.

7\%) ise cost, = \/ig ve sint, = % olur.

afto) = (

-

Y

al-

o (t) = (—sint, <2, <2F) oldugundan P(%, L \/Lg) noktasindaki teget vektor

al

/(1) = (-

8k
5

: %) olur.

! 6

Simdi de P ve B noktalarindan gegen biiyiik ¢cember yayini bulahm. P,O ve B
noktalarmdan gecen diizlem ile 22 + y? + 22 = 1 birim kiiresini kesistirirsek z = z

oldugundan 22? + y? = 1 ¢cemberini buluruz. Bu c¢emberi bir ¢ parametresine gore

parametrik olarak [(t) = (S\%t, cot t, S\‘;‘g) seklinde ifade edelim.

B(t) = (%, —sint, %) oldugundan P(--, 2 ,%

\1[, ) noktasindaki teget vektor

w
S
w
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B(t,) = (\/ig, —%, \/Lg) olur. o/(t,) ve f'(t,) vektorleri arasmdaki ag bakis agist

olacagindan

_ < d(to)f(to)> _ —1 : _ o
COS O = oF )] = 2 8¢ a= 120° bulunur.

Ornek 4.2: Onceki 6rnekteki bakis acisim kiirenin kendi metrigini kullanarak bu-

lalim. Kiire metrigi

ds® = df* + sin® 0do
esitligi ile verilir.

Burada

o 0
>, 912:(), g22:SiH20:<— —_— >

gn=1= 96’ 06

AW
26" 90

dir. Kiirenin 6 ve ¢ ye gore bir parametizasyonu

p(0,¢) = (sin . cos ¢, sin 0. sin ¢, cos 0)

olmak tizere p(0, ¢) = (LS, \/Lg, \/Lg) olsun. Buradan

1 2
cost) = —=, sinf) = —, cos¢ =sing =

1
V3 V3 V2

ve
=sin?f =< 2 2 >—g
922 = “S 9606 3
olur.
p*(%) = (cos f. cos ¢, cosf.sin ¢, —sin ) = (i6, i67 —%) = %
0
(S0l =1
p*(%) = (—sinf.sin ¢, sin . cos ¢, 0) = (—LS, %,O) = ((%
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0 2 0o 0
||P*(a—¢)|| -3 ve < %;% >=0

olur.

Simdi @ ve ¥ vektorleri kiirenin herhangi bir teget diizleminde iki vektor olsun.

Bu vektorleri 06 ve 0¢ bazlari cinsinden ifade edelim. Yani

— 0 0 0 0
U = M\ 8¢+)\289 ve U cl.a¢+c2.89

esitliklerini saglayan A; Ao, ¢, co reel sayilarimi bulalim.

Ornek 5.1 den w = /(t,) ve ¥ = B'(t,) alalm.

( V2 1 ) AL 11
- ) 8 .

V3 V6 V6 \/_ x/_ V6 V6 V3
esitliginden \; = % ve Ay = 71 bulunur. Benzer sekilde

=

0) + Ag-(

E

L ﬁl)_c(_ii ), N
V6’ ERVZRRVES V6 V6

esitliginden ¢; = — = _71 bulunur. Bu durumda

F A 0)+ 2= 52— 2)
\iﬁ

w

2\/_ oo 2700

7-_3 0 19

T 2/20¢ 2700

bulunur.

s 3 0 10 3 0 1 8
SV ITS 006 2000 2v2 06 200

ve gerekli islemler yapilirsa < 0, v > = _71 bulunur

@l =v<u, @ =1vel|V| =1

olur. u ve v vektorleri arasindaki a acis1 bakig acisi olmak {izere

—>—>
<u,v > -1
COSO = TS 7= —

dILVI 2
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olup a = 120° bulunur.

Bu ornekte kullanilan kiire metrigi yerine
2 ¢ 1 2
= =)df + —d
g = sin(5)d0 + do

List metrigi kullanilarak da bakis agis1 a = 120° olarak bulunabilir.

4.3.3 Bakis agisinin hareket cinsinden yorumlanmasi

Verdigimiz orneklerde ve Mori ve Maeda 2005 makalesinde kiire tizerindeki nokta-
lardan dik agilarin bakis agilar1 bulunabilmektedir. Bakig agilarinin hareket ile yo-
rumlanmasi 90° den farkl acilarin da bakig agilarinin hesaplanmasini olanakl kilar.
Sekil 4.6 da P noktasi birim kiire iizerinde bir nokta, OP bakig dogrultusu (gaze),
X birim vektor ve A donme matrisi olsun. X vektoriinii bakis dogrultusu etrafinda
0 agis1 kadar dondiirelim. Bu durumda X ve AX vektorleri arasmda olusan 1) acisi

baktigimiz ac1 iken # acis1 bu aginin bakig agisi olur.

oy

X

Sekil 4.6. Bakilan ag1 ve bakig agis

Simdi baktigimiz ag1 ile bakig acis1 arasindaki bagintiyr bulalim.

Teorem 4.6 Donme ekseninin (bakig dogrultusu) kargilik geldigi anti simetrik ma-

tris S, donme agis1 6 ise A donme matrisi
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A=1I3+sin0.S + (1 — cos9).5

ile verilir (McCarthy 1990).

S matrisine kargilik gelen birim eksen ? olmak {izere yukardaki esitligin her iki

tarafim X vektoril ile carpalim.
— —
AX = (I3 +sin 0.5 + (1 — cos).S%). X

— B — —
=X +sinf(b AN X)+ (1 —cosf) b A(

Son esitligi X ile i¢ carpalim:

!

—

— — — —
<AX, X >=1+sinf0< b ANX,X >+(1—cos) < b A(

—

é
NX), X >

N
b

—

ﬁ
NX),X >

N
b

— = —
<AX, X >=1+(1—cosf) < b A(

—

cosyp =1+ (1 —cosb)(<< ?,X >

|
|

ﬁ
- X<

—

cosy) =1+ (1 —cosh)(<< ?,X >

|

- —
cost) =1+ (1 —cosf)(< b,X > —1)

— =
cost) = (1 —cosf) < b, X >*+cosf

olur.

— —
b ve X vektorleri arasindaki aci v olmak iizere
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costp = (1 — cos®).cos® v + cosd

ve sonug olarak

cos 1) = cos®y + cosf. sin® y

esitligi elde edilir.

Bu esitligi kullanarak Ornek 5.1 i tekrar ¢ozelim.

Ornek 4.3: Kiire tizerindeki P(%, L \/Lg) noktasindan AOB dik agisina bakildiginda

al

olusan bakig acisini bulalim.

Burada < AOB = ¢ = 90° ve dénme eksenimiz D = (\/Lg, \/Lg, \/Lg) olmak {iizere
— —

X =(1,0,0) vektoriinii b etrafinda 6 bakig agis1 kadar dondiirelim.

2
<?,)_(>>:cosyz \/_

1 )

— ve siny = —

V3 '
olur.

cos ) = cos® y + cos f. sin® y
1 2
cos 90° = 3 + 0089.5 =0
ise
—1
cos O = - ve 0 = 120°

bulunur.
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5. TARTISMA VE SONU(C

Bu tez galisgmasinda 20.yy’in ikinci yarisina dogru yeniden ilgi odagi halin gelen ve
fizik,tip,fizyoloji,robotik gibi bir ¢ok alanda yogun bir gekilde aragtirilan ve insan
hareketlerinin 6zel bir arastirma sahasi olan goz hareketleri incelenmisgtir. Bakig
acilar1 kiire metrigi kullanilarak hesaplanmig ve bu acilarin hareket geometrisi ile
karsiliklar1 verilmistir. Ulkemizde cok az calisilan goz kinematigi icin bu tez cals-

masinin zengin bir kaynak olacagi diistiniilmektedir.
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