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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

GÖZ HAREKETLERİNİN GEOMETRİSİ

Alper ÇAY

Ankara Üniversitesi
Fen Bilimleri Enstitüsü
Matematik Anabilim Dalı

Danı̧sman: Prof.Dr.Yusuf YAYLI

Bu tez beş bölümden oluşmaktadır.

Birinci bölüm giri̧s kısmına ayrılmı̧s ve tez konusu hakkında genel bilgiler verilmi̧stir.

İkinci bölümde, tezin diğer bölümlerinde kullanılacak olan ön bilgiler ve bazıkavramlar
verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde göz hareketlerinin pozisyonlarınıbelirlemede kullanılan temel tanımlar
verilmi̧s ve bu hareketleri temsil etmek için başvurulan dönme matrisleri, kuaterniyonlar
ve dönme vektörleri gibi matematiksel araçlar tanıtılmı̧stır.

Dördüncü bölümde göz hareketlerinin geometrisi üç boyutlu dönme uzayında ve onun bir
alt manifoldu olan Listing manifoldu üzerinde incelenmi̧s, üç boyutlu dönme uzayının ü-
zerindeki Riemann metrik elde edilerek bu metrikten de List üzerindeki Riemann metrik
elde edilmi̧stir. Göz hareketlerini yöneten iki önemli kanun olan Listing ve Donder ka-
nunlarıifade edilmi̧s ve göz hareketlerinin Lie cebrindeki karşılıklarıverilmi̧stir. Yine bu
bölümde Mori ve Maeda’nın "üç boyutlu ortogonal eksenlerin bakı̧s açılarıve görselleşti-
rilmesi" adlımakalesinden alıntı yapılarak bakı̧s açısına örnek verilmi̧s, bu örnek küre
metriği kullanılarak da çözülmüş ve bakı̧s açısıhareket cinsinden yorumlanmı̧stır.

Beşinci bölümde bu çalı̧smanın sonuçlarıve önemli kullanım alanlarıüzerinde durulmuştur.

Haziran 2016, 39 sayfa

Anahtar Kelimeler: Sakkadik göz hareketleri, Dönmeler, Listing kanunu, Listing
düzlemi,Kuaterniyonlar.
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ABSTRACT

Master Thesis

GEOMETRY OF EYE MOVEMENTS

Alper ÇAY

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Prof.Dr.Yusuf YAYLI

This thesis consists of five chapters.

The first chapter is devoted to the introduction and general information about the subject
of the thesis.

In the second chapter, preliminaries and some definitions that will be needed for other
section of the thesis are given.

In the third chapter, the basic definitions that are used in determination of the position
of the eye movements are given, and some mathematical instruments are introduced such
as rotation matrices, quaternions and rotation vectors that are taken as references to
represent those movements.

In the fourth chapter, the geometry of the eye movements are examined on the three
dimensional rotation space and on Listing manifold which is its submanifold, Riemannian
metric that is on three dimensional space is derived and from this metric, Riemannian
metric that is on the List is derived. Being the two important laws that govern the
eye movements, Listing and Donder laws are expressed and the equivalents of the eye
movements in Lie algebra are given. Again in this chapter by citing the article of Mori
and Maeda called "Three visual angles of three dimensional orthogonal axes and their
visualization" the visual angle is exemplified, this example is analyzed by also using
sphere metric and the visual angle is interpreted in terms of movement.

In the fifth chapter, the result of this study and some important usage areas are delibe-
rated.

June 2016, 39 pages

Key Words: Saccadic eye movements, Rotations, Listing’s law, Listing’s plane,
Quaternions.
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1. GİRİŞ

Gözleri hareket ettiren sistemin (okulomotor sistem) modellenmesi ve kontrolü19.yy

dan beri bilim insanlarının dikkatini çekmektedir. Konu üzerine yapılan ilk çalı̧s-

malardan bazılarıListing, Helmholtz ve Donder gibi seçkin bilim insanlarıtarafından

yürütülmüştür. Bu bilim insanlarıbaşın sabit olduğu durumlarda okulomotor sis-

temin üç serbestlik derecesinin tamamınıseçmediğini, buna kaŗsılık kısıtlanmı̧s bir

dönme uzayında hareket ettiğini gözlemlemi̧slerdir. Bununla birlikte gözler belli fiz-

yolojik sınırlar içerisinde üç serbestlik derecesi ile dönebilir fakat baş sabitken böyle

yapmazlar. Bu olgu göz için "Listing kanunu" olarak adlandırılır. Listing kanunu

gözün dönme eksenlerinin primer bakı̧s yönünden uzakta "Listing düzlemi" olarak

adlandırılan sabit bir düzlemde yattı̆gınıifade eder. Listing kanunu aynızamanda

bakı̧s yönünün tamamıyla göz oryantasyonunu belirlediğini vurgular. Bu kısıtlanmı̧s

dönme uzayını"List" olarak isimlendireceğiz ki bu uzay gözlerin doğal konfigürasyon

uzayıolan SO(3) ün bir alt manifoldudur.

İnsan baş ve gözünün dönme hareketi dı̧s torklar tarafından faaliyete geçirilen mükem-

mel bir küre olarak modellenir. Özellikle gözler altı extraoküler kas tarafından

hareket ettirilir. Gözlerin dönme hareketlerinin yanısıra az da olsa bir öteleme

hareketi de mevcuttur fakat dikkate alınmaz. Dönme merkezi sabit kabül edildiğin-

den gözler altıdeğil üç serbestlik derecesine sahiptir. Bu tezde göz hareketleri başın

sabit ve hareketsiz olduğu durumlarda sunulmuştur. Baş hareketleri için, dönme

eksenleri 19.yy da Donder tarafından bulunan ve "Donder kanunu" olarak isim-

lendirilen bir kanunla "Donder yüzeyi" denilen eyer şekilli bir kümeye kısıtlanır.

Donder yüzeyi , Listing düzleminin torsiyonal yön boyunca hafiçe bozulmasıyla

elde edilir. Sakkadik ya da hızlıgöz hareketleri olarak tanımlanabilecek ve bakılan

nesnelerin görüntüsünün gözün görme merkezi olan "fovea" ya düşmesini sağlayan

hareketler için Donder kanunu Listing kanununa indirgenir. Bir başka deyi̧sle Don-

der kanunu Listing kanunun genelleştirilmi̧si olarak görülebilir.
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Bu tez beş bölümden oluşmaktadır. İkinci bölümde tezin sonraki bölümlerinde kul-

lanılacak olan ön bilgiler ve bazıtemel kavramlara yer verilmi̧stir. Üçüncü bölümde

göz hareketlerinin incelenmesi ve araştırılmasında kullanılan matematiksel araçlar-

dan olan dönme matrisleri, kuaterniyonlar ve dönme vektörleri verilmi̧stir.

Dördüncü bölümde göz hareketlerinin geometrisi SO(3) üzerinde ve bunun alt ma-

nifoldu olan Listing manifoldu üzerinde incelenmi̧s ve SO(3) üzerindeki Riemann

metrik elde edilerek bu metrikten List üzerindeki metrik elde olunmuştur. Göz

hareketlerini yöneten iki önemli kanun olan Listing ve Donder kanunlarıifade edilmi̧s

ve göz hareketlerinin Lie cebrindeki kaŗsılıklarıverilmi̧stir. Bu bölümde ayrıca Mori

ve Maeda’nın "Ortogonal eksenlerin bakı̧s açılarıve bunların görselleştirilmesi" isimli

makalesinde tanımlanan bakı̧s açısına bir örnek verilmi̧s ve bakı̧s açısımakalede ve-

rilen bakı̧s açısıformülünün yanısıra küre metriği kullanmak gibi farklıyöntemlerle

hesaplanmı̧stır. Son olarak bakı̧s açısının hareket cinsinden bir yorumuna yer ve-

rilmi̧stir.

Beşinci bölümde bu çalı̧smanın sonuçları ve önemli kullanım alanları verilmi̧stir.

İnsan gözünün kinematiği 20.yy’ın ikinci yarısına doğru yeniden ilgi bulmuş ve fizik

ve tıpta yoğun bir şekilde araştırılmaya başlanmı̧stır. Göz hareketlerinin doğasını

veya daha genel manada baş ve göz koordinasyonunu anlamak insan benzeri robotik

baş/göz inşaa etmekte ve göz hastalıklarının tedavisinde yardımcıolacaktır.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Tanım 2.1 (Sakkadik Göz Hareketleri veya Sakkade): İlgilenilen nesneleri

görme alanının merkezine getiren kısa ve hızlı göz hareketlerine "Sakkade" veya

"Sakkadik Göz Hareketleri" denir (Handzel ve Flash 1996). Normal bir görüşte

her seviye birkaç sakkade gerçekleşir ve sakkadeler sırasında görsel bilgi alınmaz

(https://en.wikipedia.org, 2016).

Tanım 2.2 (Sabitlemeler): Gözün sakkadeler arasındaki duraklama noktalarına

"Sabitlemeler (Fiksasyonlar)" denir. Görme sakkadeler arasındaki sabitlemelerde

alınan bilgiye bağlıdır (Findlay ve Walker 2016).

Tanım 2.3 (Okulomotor Sistem): Göz yuvarlarının hareketlerini kontrol eden

sisteme "Okulomotor Sistem" denir. Okulomotor sistemin ana görevi görüntüleri

görme alanının merkezine düşürmektir (www.sharp-sided.org. 2016).

Tanım 2.4 (Konfigürasyon UzayıVe Serbestlik Derecesi): Mümkün olan

bütün konfigürasyonlara "Konfigürasyon Uzayı" denir. Verilen bir nesnenin kon-

figürasyonu n parametre ile belirleniyorsa nesne "n serbestlik derecesine sahiptir"

denir. Kısacasıserbestlik derecesi konfigürasyon uzayının boyutu olarak tanımlanır.

3 boyutlu bir uzayda katıbir nesne 6 serbestlik derecesine sahiptir. Bunlardan üçü

konumu, üçü de yönü belirler (Şahin 2012).

Tanım 2.5 (Genel Lineer Grup): Bir F cismi üzerinde determinantı sıfırdan

farklı olan nxn matrislerin cümlesinin matris çarpma i̧slemine göre oluşturduğu

gruba "Genel Lineer Grup" denir ve GL(n, F ) ile gösterilir (Hacısalihoğlu 1996).

Tanım 2.6 (Ortogonal Grup): O(3) =
{
A ∈ GL(3) : AT .A = A.AT = I

}
cüm-

lesi standart matris çarpımı ile bir gruptur. Bu gruba "Ortogonal Grup" denir

(Doğan 2009).
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Tanım 2.7 (Özel Ortogonal Grup): O(3) ortogonal grubunun bir alt grubu ola-

rak tanımlananan SO(3) =
{
R ∈ GL(3) : RTR = RRT = I, det(R) = 1

}
grubuna

O(3) ortogonal grubu içinde "Özel Ortogonal Grup" denir (Doğan 2009).
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3. GÖZ HAREKETLERİNİN KİNEMATİK PRENSİPLERİ

Nörobilim aksiyomatik olarak organize edilseydi Öklid geometrisi veya Newton fiz-

iğine benzer şekilde Okulodinamiğin ilk kanunu gözün katıbir cisim olarak 3 serbest-

lik derecesi ile döndüğü olurdu (Fetter vd. 1997).

3.1 Dönmeler ve Temsilleri

Göz pozisyonlarınıtasvir edebilmek için ilk önce gözün bazıpozisyonlarınıtanımla-

mak gerekir

Tanım 3.1 (Referans Göz Pozisyonu): Baş dik ve sabit ve bakılan nesne tam

kaŗsıda iken gözlerin pozisyonuna "Referans Göz Pozisyonu" denir. (Polpitiya ve

Ghosh tarihsiz). Referans göz pozisyonu "Primer Pozisyon" olarak da isimlendirilir.

Tanım 3.2 (Anlık Göz Pozisyonu): Gözün referans pozisyonundan 3 - boyutlu

bir dönme sonrasıaldı̆gıpozisyona "Anlık Göz Pozisyonu" denir (Polpitiya ve Ghosh

tarihsiz).

Tanım 3.3 (Sekonder Pozisyon):Gözün primer pozisyondan baş - sabit yatay

veya düşey eksen etrafında döndüğünde ulaştı̆gı pozisyona " Sekonder Pozisyon"

denir (Quaia ve Optican 2001).

Tanım 3.4 ( Üçüncül Pozisyon): Gözün yatay veya düşey meridyenden uzak-

taki dönüşü " Üçüncül ( tertiary) Pozisyon" olarak adlandırılır (Quaia ve Optican

2001).

Teorem 3.1 Her göz pozisyonuna referans pozisyonundan sabit bir eksen etrafın-

daki tek bir dönme ile ulaşılabilir (Euler 1775).
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3.1.1 Dönme matrisleri

3 boyutta hareketi tanımlamak için ilk önce baş - sabit {h1, h2, h3} ve göz - sabit

{e1, e2, e3} sağ el koordinat sistemini kurmak gerekir (Şekil 3.1).

Şekil 3.1. Baş ve göz sabit sağ el koordinat sistemleri (Polpitiya ve Ghosh tarihsiz)

Göz referans pozisyonunda iken h1bakı̧s doğrusu ile h2interaural eksen (kulaklardan

geçen eksen) ve h3 düşey eksen ile çakı̧sır.Göz referans pozisyonunda iken göz -

sabit koordinat sistemi ile baş - sabit koordinat sistemi çakı̧sık haldedir.(Polpitiya

ve Ghosh, tarihsiz, şekil 3.2 a) R ∈ SO(3) ve 1 ≤ i ≤ 3 olmak üzere referans

pozisyonundan herhangi yeni bir pozisyona göz - sabit koordinat sisteminin yatay

dönmesi şekil 3.2 b de gösterildiği gibi

ei = R.hi

eşitliği ile verilir.

ei vektörlerinin bileşenleri baş - sabit koordinat sistemi {h1, h2, h3} ile bağlantılıola-

rak ifade edilir ve R dönme matrisi gözün yöneliminden bağımsız olarak uzayda sabit

bir eksen etrafındaki bir dönmeyi tasvir eder ve anlık göz pozisyonunu tamamiyle

belirler (Haslwanter 1995).

Tanım 3.5 (Pür Yatay Göz Hareketi): h3 ekseni etrafındaki θ açılık dönmeye

"Pür Yatay Göz Hareketi" denir ve bu dönmeye kaŗsılık gelen matris
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R3(θ) =


cos θ − sin θ 0

sin θ cos θ 0

0 0 1


ile verilir (Haslwanter 1995).

Tanım 3.6 (Pür Düşey Göz Hareketi):h2 ekseni etrafındaki φ açılık dönmeye

"Pür Düşey Göz Hareketi" denir ve bu dönmeye kaŗsılık gelen matris

R2(φ) =


cosφ 0 sinφ

0 1 0

− sinφ 0 cosφ


ile verilir (Haslwanter 1995).

Şekil 3.2. Gözün referans pozisyonu a dan b ye θ açılık dönmesi(Haslwanter 1995)

Bir boyutlu hareketler için göz - sabit veya baş - sabit eksenler etrafında yapılan

dönmeler arasında ayrım yoktur. Çünkü göz - sabit ve baş - sabit koordinat sistem-

leri göz referans pozisyonunda iken çakı̧sıktır ve gözün etrafında döndüğü eksen göz

- sabit ve baş - sabit sistemde aynıdır (Haslwanter 1995).

Tanım 3.7 ( Pür Torsiyonal Göz Hareketi): h1 ekseni etrafındaki ψ açılık

dönmeye "Pür Torsiyonal Göz Hareketi" denir ve bu dönmeye kaŗsılık gelen matris

7



R1(ψ) =


1 0 0

0 cosψ − sinψ

0 sinψ cosψ



ile verilir (Haslwanter 1995).

Bu tanımlarla birlikte pozitif θ, φ ve ψ değerleri sol yönlü, aşağıyönlü ve saat ibresi

yönündeki göz hareketlerine kaŗsılık gelir (Haslwanter 1995).

Tanım 3.8 (Aktif Dönmeler): 3 boyutta baş - sabit eksenler etrafındaki dön-

meler genellikle " Aktif Dönmeler" veya "Nesnenin Dönmesi" olarak isimlendirilir-

ler. Ardı̧sık dönmelerin ardı̧sık eksenleri nesnenin önceki dönmelerinden etkilenmez-

ler (Haslwanter 1995).

Tanım 3.9 ( Pasif Dönmeler): 3 boyutta göz - sabit eksenler etrafındaki dön-

meler genellikle " Pasif Dönmeler" veya "Koordinat Sisteminin Dönmesi" olarak

isimlendirilirler. Her bir dönme sonraki dönmelerin etrafında gerçekleşeceği koordi-

nat eksenlerini deği̧stirir (Haslwanter 1995).

Gözün iyi tanımlanmı̧s bir sırada yatay ve düşey hareketlerinin bileşimi bakı̧s doğrul-

tusunu tek bir biçimde karakterize etmekle birlikte gözün üç boyuttaki pozisyonunu

tamamen belirlemek için bakı̧s doğrultusu etrafındaki torsiyon hareketinin de belir-

tilmesi gerekir (Haslwanter 1995).

Tanım 3.10 (Gimbal Sistemler): Göz pozisyonunu tanımlamak için üç göz dön-

mesinin bileşimini kullanan sistemler genellikle pasif dönmeleri kullanırlar. Koordi-

nat sistemlerinin bu türden dönmeleri "Gimbal Sistemler" denilen ve pasif dönmeler

hiyeraŗsisinin otomatik olarak uygulandı̆gıdüzenekler kullanılarak kolay bir şekilde

tanıtılabilir (Haslwanter 1995).
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Tanım 3.11 (Fick Dizileri ve Fick Açıları): Sırasıyla yatay, düşey ve son

olarakta torsiyonal dönmelerin gerçekleştirildiği dönme serilerine dönmelerin "Fick

Dizileri" denir ve ilk olarak Fick tarafından kullanılmı̧stır. Belirtilen sırayla bu

dönmelere kaŗsılık gelen θ, φ ve ψaçılarına "Fick Açıları" denir (Haslwanter 1995).

Bir Fick dönme dizisine kaŗsılık gelen dönme matrisi

RFick = R3(θF ).R2(φF ).R1(ψF )

şeklindedir.

Fick gimbali düşey eksen içine yuvalanmı̧s yatay bir eksene sahiptir. Buradaki dön-

melerin sırasıkeyfidir ve farklıbir dönme serisi ile deği̧stirilebilir. Von Helmholtz

(1866) dönmenin yatay eksen etrafındaki dönmeyle başlamasının daha iyi olabile-

ceğini düşünmüştür. Başın yalpalama hareketindeki deği̧simler gözün yatay hareke-

tinin tanımınıgüçleştirirken gözün düşey hareketi, interaural eksen etrafındaki göz

hareketi olarak kolay bir şekilde tanımlanabilir (Haslwanter 1995).

Tanım 3.12 (Helmholtz Dizileri): Sırasıyla düşey, yatay ve son olarakta torsi-

yonal dönmelerin gerçekleştirildiği dönme serilerine dönmelerin "Helmholtz Dizileri"

denir (Haslwanter 1995).

Bir Helmholtz dönme dizisine kaŗsılık gelen dönme matrisi

RHelmholtz = R2(φH).R3(θH).R1(ψH)

şeklindedir.

Helmholtz gimbali yatay eksen içinde yuvalanmı̧s düşey eksene sahiptir. Göz pozisy-

onunun R dönme matrisi tarafından karakterize edildiği ve RFick ve RHelmholtz mat-

rislerinin aynıdönme matrisinin farklıparametizasyonlarınıverdiğine dikkat edilme-

lidir (Haslwanter 1995).
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Tanım 3.13 (Retinal Horizon): Gözün dönme merkezinden geçen yatay düzleme

"Retinal Horizon" denir. Bu düzlem {e1, e2, e3}göz -sabit sisteminde e1e2 düzlemidir

ve bu düzlem göz ile hareket eder (Zatsiorsky 1998).

Tanım 3.14 ( False Torsiyon): Retinal horizon ile dı̧s uzayın gerçek horizon

düzlemi arasında kalan açıya "False Torsiyon" denir (Zatsiorsky 1998).

Gözün sekonder pozisyonlarında false torsiyon sıfırdır. Fakat gözün üçüncül pozis-

yonlarında (tertiary pozisyon) false torsiyon sıfırdan farklıdır. Fick gimballerinde

hem torsiyon (aktüel torsiyon) hem de false torsiyon sıfıra eşittir. Helmholtz gim-

ballerinde ise bir false torsiyon oluşur (Zatsiorsky 1998).

3.1.2 Kuaterniyonlar

Bir göz dönmesini karakterize etmenin daha etkin bir yolu yönü dönme ekseni

tarafından verilen ve uzunluğu dönmenin açısal ölçümü ile orantılıolan bir vektör

kullanmaktır Şekil 3.3.a’da üstte göz referans pozisyonunda ve bu pozisyon alttaki

sıfır vektörüne kaŗsılık gelmektedir. Şekil 3.3.b’de göz h3 ekseni etrafında yatay

olarak dönerek anlık bir pozisyona ulaşıyor. Bu pozisyon h3 ekseni boyunca uzunluğu

dönme açısıile orantılıbir vektör ile altta temsil edilmektedir. Göz pozisyonu tüm

vektörle değil de sadece vektörün bitim noktasıile tasvir edilmektedir.

Şekil 3.3. Üç boyutlu göz pozisyonunun bir vektör ile tasviri (Haslwanter 1995)
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Böyle bir vektör sadece 3 parametrelidir ve dönmelerin ardı̧sık çarpımlarınıiçermez.

Vektörün yönlendirilmesi sağ el kuralıile verilir yani sola, aşağıveya saat yönündeki

bir göz hareketi sırasıyla yukarıyı, solu veya ileri gösteren bir vektörle tasvir edilir.

Bu tanımlamada torsiyon bakı̧s doğrultusu etrafındaki bir dönme olarak tanımlan-

maz fakat total göz pozisyonunu karakterize eden vektörün h1 bileşeni olarak tanım-

lanır. Dönmelerin bu tarz iki tür tarifi okulamotor litaratürde kuaterniyonlar ve

dönme vektörleri olarak sunulur (Haslwanter 1995).

Tanım 3.15 (Kuaterniyonlar): Bir n ekseni etrafında θ derecelik bir dönmeyi

tek bir şekilde karakterize eden q kuaterniyonu

I =


i

j

k


olmak üzere

q = q0 + q1.
−→
i + q2

−→
j + q3

−→
k = q0 + qI

şeklinde verilir ve q kuaterniyonun skaler ve vektörel kısımlarısırasıyla sq = scal(q) =

q0 , vq = vec(q) = q1.
−→
i + q2

−→
j + q3

−→
k olmak üzere q = sq + vq şeklinde ifade edilir.

Burada i, j, k birimleri

i2 = j2 = k2 = −1, i.j = k, j.i = −k, j.k = i, k.j = −i, k.i = j, i.k = −j

eşitliklerini sağlar.

sq ve vq aşağıdaki özellikleri sağlar;

i) sq = cos(θ/2)

ii)‖vq‖ =
√
q2

1 + q2
2 + q2

3 = sin(θ/2)

iii)vq, n dönme eksenine paraleldir.
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vq, şekil 3.3 b’de gösterilen göz pozisyonunu tarif eder (Haslwanter 1995).

Tanım 3.16 (Birim Kuaterniyon): Tanım 3.1.15’teki özellikleri sağlayan q ku-

aterniyonu için ‖q‖ =
√
q2

0 + q2
1 + q2

2 + q2
3 = 1 dir ve q , "Birim Kuaterniyon" olarak

isimlendirilir. Bir kuaterniyon birim kuaterniyon değilse bileşimli bir dönmeyi temsil

eder (Haslwanter 1995).

Tanım 3.17 (Birim Kuaterniyonun Tersi): Bir q birim kuaterniyonun tersi

q−1 = sq − vq ile verilir (Haslwanter 1995).

Tanım 3.18 Bir q kuaterniyonu ve bir R dönme matrisinin her ikisi de bir x vek-

törünün bir n ekseni etrafında θ açılık dönmesini tasvir ederler ve aralarındaki ili̧ski

q ◦ (x.I) ◦ q−1 = (R.x).I

ile verilir. Eşitliğin sol tarafıtamamen kuaterniyonlardan oluşmasına rağmen skaler

kısım 0 olarak değerlendirilir (Haslwanter 1995).

Tanım 3.19 p ve q kuaterniyonlarının çarpımı

pxq = sp.sq − 〈−→vp ,−→vq 〉+ sp.
−→vq + sq.

−→vp +−→vp ∧ −→vq

şeklinde tanımlanır ve p× q 6= q × p dir. Bu yüzden p× q ve q × p kuaterniyonları

gözün farklıyönelimlerine kaŗsılık gelir (Haslwanter 1995).

3.1.3 Dönme vektörleri (Rotasyonal vektörler)

Bir birim kuaterniyonun skaler kısmıdönme vektörleri kullanarak yok edilebilir.
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Tanım 3.20 (Dönme Vektörü): Bir n ekseni etrafında θ açılık bir dönmeyi tasvir

eden bir q kuaterniyonuna kaŗsılık gelen r dönme vektörü

r =
vq
sq

= tan(θ/2).
vq
‖vq‖

= tan(θ/2).n

eşitliği ile verilir (Haslwanter 1995).

Tanım 3.21 Bir r dönme vektörü ile bir R dönme matrisi arasında

r =
1

1 + (R11 +R22 +R33)
.


R32 −R23

R13 −R31

R21 −R12


eşitliği vardır (Haslwanter 1995).

Tanım 3.22 :rq ve rp dönme vektörlerinin çarpımı

rq ◦ rp =
rq + rp + rq ∧ rp

1− rq.rp
ile verilir (Haslwanter 1995).
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4. GÖZ HAREKETLERİNİN GEOMETRİSİ

Bu bölümde göz hareketlerinin kısıtlandı̆gıkonfigürasyon uzayıolan Listing Uzayının

geometrisi analiz edilecektir. Gözün dönme hareketini sağlayan altıkasın tam bir

koordinasyon içinde çalı̧sabilmesi çeşitli göz hastalıklarının tedavisinde önemli bir

konudur. Diğer kompleks insan hareket sistemleri ile kaŗsılaştırıldı̆gında gözlerin 3 -

serbestlik derecesi ile dönmesi gözlerin bu sistemlere nazaran daha basit bir sistem

olarak ele alınmasınıkolaylaştırmı̧stır (Polpitiya vd. 2004). Örneğin 2-boyutlu insan

yürüyüşünü inceleyebilmek için 24 kas ve tendonu gözönüne almak gerekir (Nielsen

2003). Burada yapılan analizde gözlerin sadece dönme hareketleri ele alınacaktır.

Bu hareketlerin yanısıra gözlerin düşük düzeyde de olsa başa göre öteleme hareketi

de mevcuttur (Bolina ve Monteiro 1998).

Gözleri mükemmel küreler olarak kabul edersek 3 × 3 lük dönme matrislerinin

uzayı olan SO(3) gözlerin doğal konfigürasyon uzayıdır. Fakat fizyolojik açıdan

bakıldı̆gında gözün sadece bakı̧s doğrultu vektörü birinci derecede önemlidir. Gözün

herbir bakı̧s yönüne konfigürasyon uzayında dönme matrisleri kaŗsılık gelir. Fakat

burada belirli bir bakı̧s yönü için hangi dönme matrisinin kullanılacağıkonusunda

bir belirsizlik vardır. Bu belirsizliğe Listing Kanunu kesin bir cevap verir (Polpitiya

vd. 2004).

Tanım 4.1 (Listing Kanunu): Tüm dönme matrislerinin dönme eksenleri stan-

dart (ya da frontal) bakı̧s doğrultusuna diktir (Polipitiya 2004).

Listing, göz dönmelerinin 2 serbestlik derecesine kısıtlandı̆gınıve gözlerin oryantas-

yonunun gözlerin bakı̧s yönü tarafından belirlendiğini gözlemlemi̧stir (Ghosh vd.

2014).

Tanım 4.2 (Listing Düzlemi): Primer pozisyondan uzakta, gözün tüm mümkün

oryantasyonlarıgözün bir dönme ekseni etrafında döndürülmesi ile elde edilir ve bu

eksenler" Listing Düzlemi" adıverilen sabit bir düzleme kısıtlanmı̧stır (Ghosh vd.
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2014). Bu düzlem şekil4.1’de gösterilmektedir.

Şekil 4.1. Göz primer bakı̧s yönünde baş sabitken Listing düzlemi (Ghosh vd. 2014)

Böylece gözlerin hareketleri gözlerin doğal konfigürasyon uzayıolan SO(3) nün kısıt-

lanmı̧s 2 - boyutlu alt manifoldu olan Listing uzayında ele alınabilir. Listing uzayı

incelenirken şu varsayımlarda bulunulacaktır:

- Göz mükemmel bir küredir.

- Bütün göz hareketleri Listing kanununa uyar.

İkinci varsayımımızın hareketin sadece başlangıç ve biti̧s noktalarında değil tüm göz

hareketi boyunca geçerli olduğuna dikkat edilmelidir (Polpitiya vd. 2004).

4.1 Notasyon ve Terminoloji

Kuaterniyonlar uzayı Q ile gösterilir ve her a ∈ Q kuaterniyonu

a = a0
−→
1 + a1

−→
i + a2

−→
j + a3

−→
k

şeklinde yazılabilir ve

Scal(a) = a0, V ec(a) = a1
−→
i + a2

−→
j + a3

−→
k
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ile ifade edilir. Vektörel kısım (a1, a2, a3) ∈ R3 ile özdeşleştirilebilir. O zaman

V ec : Q −→ R3 ve Scal : Q −→ R

a −→ (a1, a2, a3) a −→ a0

olarak yazılabilir (Polpitiya vd. 2004).

Tanım 4.3 (S3 Birim Küresi):

S3 =
{

(a0, a1, a2, a3) ∈ R4 | a2
0 + a2

1 + a2
2 + a2

3 = 1
}

şeklinde tanımlıküreye R4 uzayının S3 birim küresi denir. Birim kuaterniyonlar

uzayıS3 birim küresi ile özdeşleştirilir. O zaman S3 birim küresi

S3 =
{
q = a0 + a1

−→
i + a2

−→
j + a3

−→
k | q × q = 1

}
şeklinde yazılabilir (Polpitiya vd. 2004).

Tanım 4.4 (Kuaterniyonun Ekseni): α ∈ [0, π] ve −→n = (n1,n2,n3) R3 te bir

birim vektör olmak üzere her q ∈ S3 birim kuaterniyonu

q = cos
(α

2

)
.
−→
1 +−→n . sin

(α
2

)
şeklinde yazılabilir. Burada −→n birim vektörüne "Kuaterniyonun Ekseni" ya da

"Dönme Ekseni" denir (Polpitiya vd. 2004).

Tanım 4.5 S3 birim kuaterniyonlar cümlesi ile SO(3) arasındaki standart dönüşüm

rot : S3 −→ SO(3) ile gösterilir ve bu dönüşüm q birim kuaterniyonunu −→n ekseni

etrafında saatin tersi yönünde α açılık bir dönmeye dönüştürür. Bu dönüşüm

rot(q)(v1, v2, v3) = vec(q.(v1
−→
i + v2

−→
j + v3

−→
k ).q−1)

şeklinde veya
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Q = rot(q) =


q2

0 + q2
1 − q2

2 − q2
3 2(q1.q2 − q0.q3) 2(q1.q3 + q0.q2)

2(q1.q2 + q0.q3) q2
0 + q2

2 − q2
1 − q2

3 2(q2.q3 − q0.q1)

2(q1.q3 − q0.q2) 2(q2.q3 + q0.q1) q2
0 + q2

3 − q2
1 − q2

2


ile verilir (Polpitiya vd. 2004).

Buradaki Q matrisi katıcismin anlık oryantasyonunu temsil eder. Q nun kolonları

ortonormaldir ve bunlar dönen cisme ili̧stirilmi̧s koordinatlar olarak yorumlanabilir

ve üçüncü kolonun dönen cisim göz iken bakı̧s yönü olduğu kabul edilir. Yukarıda

verilen rot dönüşümü örtendir fakat 1 - 1 değildir. Çünkü q ve −q nun görüntüleri

aynıdır (Ghosh vd. 2014).

Teorem 4.1 Listing manifoldu RP2 projektif uzayına difeomorfiktir (Polpitiya vd.

2004).

Her bir oryantasyon SO(3) üzerindeki bir nokta olarak görülebileceğinden göz hareket-

leri SO(3) dönme uzayındaki yörüngeler olarak tasvir edilebilir. SO(3)deki nokta-

ların parametizasyonu rot dönüşümü vasıtasıyla R4 teki birim küre S3 ün parameti-

zasyonundan yukarıda olduğu gibi kolayca elde edilebilmektedir (Ghosh vd. 2014).

Tanım 4.6 (Riemann Metriği ve Riemann Manifoldu): M bir diferensiyel-

lenebilir manifold ve manifold üzerindeki diferensiyellenebilir vektör alanlarının küme-

si χ(M) olsun. Bu durumda

g : χ(M)× χ(M) −→ C∞(M)

ile tanımlıg bilineer formu simetrik ve pozitif tanımlıise , yani ∀X, Y ∈ χ(M) için

(a) g(X, Y ) = g(Y,X)

(b) g(X,X) > 0 ve ∀X için g(X,X) = 0 ⇐⇒ X = 0

şartlarısağlanıyorsa g formuna "Riemann Metriği" veya " Metrik Tensör" adıver-

ilir. Bu durumda (M, g) ikilisine "Riemann Manifoldu" denir (Şahin 2012). M bir

Riemann manifoldu ise her TpM için p ∈M üzerinde bir 〈, 〉 p iç çarpımıvardır.
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Tanım 4.7 (Lie Grup): G bir grup ve x, y ∈ G olmak üzere f : G × G −→

G ye (x, y) −→ x.y−1 ile verilen dönüşüm diferensiyellenebilir olacak biçimde,

bir diferensiyellenebilir yapıyla birlikte verilen G grubuna "Lie Grubu" denir (Do

Carmo 1992). Burada G diferensiyellenebilir bir manifolddur. Örneğin; GL(n,R) =

{A ∈ Rn×n : det(A) 6= 0} standart matris çarpımıyla bir Lie grubudur.

Tanım 4.8 (Sol ve Sağ Öteleme): G bir Lie grubu ve x ∈ G olsun.∀x ∈ G için

Lx : G −→ G

y −→ Lx(y) = x.y

dönüşümüne G üzerinde "Sol Öteleme",

Rx : G −→ G

y −→ Rx(y) = y.x

dönüşümüne de G üzerinde "Sağ Öteleme" denir (Do Carmo 1992). Bunlar Lie

gruplarındaki difeomorfizmlerdir.

Tanım 4.9 (Sol ve Sağ İnvaryant Metrik): G üzerindeki bir Riemann metriği

için x, y ∈ G, u, v ∈ TyG olmak üzere

〈u, v〉y = 〈d(Lx)y.u, d(Lx)y.v〉Lx(y)

şeklinde tanımlımetriğe "Sol İnvaryant Metrik",

〈u, v〉y = 〈d(Rx)yu, d(Rx)y.v〉Rx(y)

şeklinde tanımlımetriğe de "Sağ İnvaryant Metrik" denir (Do Carmo 1992). Burada

Lx ve Rx birer izometridir.

Tanım 4.10 (Bi - İnvaryant Metrik): G grubu üzerindeki Riemann metrik

hem sağ hem de sol invaryant metrik ise metriğe "Bi - İnvaryant Metrik" denir.

Örneğin; SO(3) dönme gruplarıcümlesi bi - invaryant metriğe sahiptir. Daha genel

olarak kompakt irtibatlı bir G Lie grubu bir bi - invaryant metriğe sahiptir (Do

Carmo 1992). SO(3) topolojik olarak kompakttır. Bir Lie grup üzerinde bir bi-

18



invaryant metrik olmasıgüçlü bir özelliktir. Bu durumda Lie çarpımıçok basite

indirgenebilmektedir.

Tanım 4.11 (Lie Parantez Operatörü ve Lie Cebri): gl = {V,⊕, R,+, ·,⊗}

bir reel vektör uzayıolsun.

[, ] : gl × gl −→ gl parantez operatörü için

(α, β) −→ [α, β]

(i) [, ] anti simetrik

(ii) [, ] iki lineer

(iii) [x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0 (Jakobi Özdeşliği)

özelliklerini sağlıyorsa [, ] operatörüne "Lie Parantez Operatörü (Lie Çarpım Ope-

ratörü)" , (gl, [, ]) ikilisine de bir "Lie Cebri" denir (Hacısalihoğlu 1980).

Tanım 4.12 (Sol ve Sağ İnvaryant Vektör Alanları): Bir G Lie grubu üze-

rinde diferensiyellenebilir bir vektör alanıX olsun. Eğer her x ∈ G için dLxX = X

oluyorsa X vektör alanına "Sol İnvaryant Vektör Alanı" denir. Burada dLx =

(Lx)∗türev dönüşümüdür. Benzer şekilde sağ invaryant vektör alanıda tanımlana-

bilir (Do Carmo 1992).

Teorem 4.2 G bir Lie grubu ve e ∈ G birim eleman olsun χL(G), G üzerindeki

bütün sol invaryant vektör alanlarının uzayıolmak üzere

α : χL(G) −→ Te(G)

dönüşümü bir lineer izomorfizmdir (Hacısalihoğlu 1980).

[, ] : χL(G)× χL(G) −→ χL(G)

(X, Y ) −→ [X, Y ]g (f) = Xg(Y (f))− Yg(X(f));

∀g ∈ G, ∀f ∈ C∞(G) parantez operatörüyle birlikte χL(G) bir Lie cebirdir. α :

χL(G) −→ Te(G) bir lineer izomorfizm olduğundan Te(G) de bir Lie cebri olur.

Yani bir G Lie grubunun e birim noktasındaki tanjant uzayıTe(G), G Lie grubunun

Lie cebri olur (Doğan 2009).
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Örnek 4.1 G = S1 bir Lie grubudur. S1in birim noktadaki teğet uzayıTeG bu

grubun Lie cebridir.

Örnek 4.2 G = S3 =
{
q = a0 + a1.

−→
i + a2

−→
j + a3

−→
k | Nq = q × q = 1

}
kuaterniyon çarpımına göre bir Lie gruptur. S3 ün Lie cebri bir pür kuaterniyon-

dur.Yani

TeS
3 =

{−→
V | −→V = a1.

−→
i + a2

−→
j + a3

−→
k
}

dır.

SO(3) topolojik yapısıyla 3 - boyutlu bir topolojik manifolddur. Bu yüzden bir

matris Lie grubudur. Bir Lie grubuna kaŗsılık gelen Lie cebri grubun birim nok-

tasındaki tanjant uzayıolduğundan TI(SO(3)), SO(3) Lie grubunun Lie cebri olur.

Bu Lie cebrine so(3)diyelim (Doğan 2009).

Tanım 4.13

so(3) =

Ω ∈ R3
3 : Ω =


0 −w3 w2

w3 0 −w1

−w2 w1 0

 ,ΩT = −Ω


SO(3) Lie grubunun Lie cebri olarak tanımlanır (Doğan 2009).

Tanım 4.14 (Tanjant Operatör): SO(3) Lie grubunun tanjant operatörü Ω =

Ȧ.AT = Ȧ.A−1 antisimetrik operatörüdür (Doğan 2009).

Tanım 4.15 (Açısal Hız Matrisi): A ∈ SO(3) için

A : J ⊂ R −→ SO(3)

t −→ A(t)

eğrisini alalım. Ω matrisine A(t) dönmesinin "Açısal Hız Matrisi" denir (Doğan

2009).
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Şimdi so(3) Lie cebrinin standart bazınıelde edelim. S ∈ so(3) olsun. Bu durumda

S =


0 −w3 w2

w3 0 −w1

−w2 w1 0

 = w1


0 0 0

0 0 −1

0 1 0

+w2


0 0 1

0 0 0

−1 0 0

+w3


0 −1 0

1 0 0

0 0 0


S = w1.L1 + w2.L2 + w3.L3 =⇒ so(3) = Sp {L1, L2, L3}

olur.

Burada L1, L2, L3 matrisleri sırasıyla x, y, z eksenleri etrafındaki ani dönmeleri temsil

eder (Doğan 2009).

Tanım 4.16 {δl,m} kronoker delta fonksiyonunu göstermek üzere

Ω(lk) =


0 δ3,k −δ2,k

−δ3,k 0 δ1,k

δ2,k −δ1,k 0


olarak tanımlayalım. Bu durumda, örneğin x- ekseni etrafındaki dönmeyi, yani y−z

düzlemindeki dönmeyi,

Ω(e1) = Lt1 = Lx ile ifade ederiz.

Teorem 4.3 Bir dönme 3 - boyutta bir eksen ve bu eksen etrafındaki bir dönme

açısı ile parametize edilebilir. Bu eksen ve dönme açısına kaŗsılık gelen matris, I

birim matrisi olmak üzere Taylor seri açılımıile

eθ.Lx = eθ.Ω(e1) = I + θ.Lx +
1

2!
.(θ.Lx)

2 + ...+
1

n!
(θ.Lx)

n =


1 0 0

0 cos θ sin θ

0 − sin θ cos θ


şeklinde verilir (Handzel ve Flash 1996).

Böylece her dönme matrisi üstel dönüşüm vasıtasıyla
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R(θ) = exp(θx.Lx + θy.Ly + θz.Lz)

şeklinde elde edilebilir. Bu eşitlikte θx = 0 alarak

R =


cos θ sin θ. sinφ sin θ. cosφ

− sin θ. sinφ cos θ + (1− cos θ). cos2 φ cosφ. sinφ.(1− cos θ)

− sin θ. cosφ cosφ. sinφ.(1− cos θ) cos θ + (1− cos θ). sin2 φ


torsiyonsuz dönme matrisi elde ederiz. Burada θ =

√
θ2
y + θ2

z total dönme açısı

(θ, φ) Listing düzlemindeki kutupsal koordinatlardır. R matrisinin soldan ilk sütunu

birim kürenin parametizasyonundan oluşmaktadır (Handzel ve Flash 1996).

Burada span {Ly, Lz} = l Listing düzlemini oluştururken span {Lx} = h gözün

torsiyon eksenini oluşturur ve g = so(3) = h ⊕ l şeklinde yazılabilir. Bu eşitlik Lie

cebri diliyle gözün genel pozisyonunu ifade eder. e ∈ G = SO(3) dönme grubunda

gözün primer pozisyonuna kaŗsılık gelirken H = SO(2) göz torsiyonuna kaŗsılık gelir

(Handzel ve Flash 1996).

Göz orbit içindeki hareket aralı̆gında herhangi bir açısal pozisyonuna serbestçe ulaşa-

bilir. Göz kasları gözü herhangi bir eksen etrafında döndürebilir. Bununla bir-

likte normal görüş şartlarıaltında göz yapabildiği bütün hareketleri gerçekleştirmez.

Gözün hareketlerini yöneten kanunlardan biri de Donder Kanunu’dur (Zatsiorsky

1998).

Tanım 4.17 (Donder Kanunu): Gözün oryantasyonu, bakı̧s yönü tarafından tek

başına belirlenir. Bir başka ifadeyle torsiyon açısıbakı̧s yönünü belirleyen açıların

bir fonksiyonudur. Torsiyon açısıgözün mevcut pozisyonuna ulaşırken aldı̆gıönceki

pozisyonlara bağlı değildir. Buna göre göz 3 - boyutlu hareket etmek yerine 2 -

boyutlu hareket eder yani gözün serbestlik derecesi 2’ye düşer. Donder Kanunu baş

sabit ve dik ve gözler sonsuzdaki bir hedefe bakarken sağlanır (Halswanter 1995).

Göz hareket problemini bütünleyici olarak Donder anlık baş hareketleri altında

insan başının eri̧sebileceği mümkün oryantasyonlar üzerine çalı̧stı ve primer baş
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pozisyonundan uzakta baş dönmelerinin eksenlerinin "Donder Yüzeyi" adıverilen

sabit bir yüzeye sınırlandırıldı̆gınıortaya koydu (Şekil 4.2). Esas olarak Donder’in

baş hareketleri yasası, Listing’in göz hareketleri yasasınıgeneller. Listing düzlemi

sabitlenmi̧stir ve genellikle sabite sahipken (başın oryantasyonundaki deği̧siklik ile

Listing düzlemi hafifçe eğilir fakat burada bunu ihmal edeceğiz.) Donder yüzeyi de

sabitlenmi̧s kabul edilir ama bir denekten başka bir deneğe deği̧sir (Ghosh vd. 2014).

Şekil 4.2. Gövde sabit, baş primer pozisyonda iken Donder yüzeyi (Ghosh vd. 2014)

4.2 List Üzerindeki Riemann Metrik

Literatürde göz hareketlerini tasvir etmek için eksen - açı (axis - angel) parame-

tizasyonu kullanılmı̧stır. Bu yüzden hesaplar gerçekleştirilirken eksen - açı lokal

koordinat sistemi kullanılacaktır. (θ, α, φ) lokal koordinatlarından θ listing düzle-

mindeki dönme ekseninin kutupsal koordinat açısınıgösterirken, φ eksen etrafın-

daki dönme açısını, α ise eksenin Listing düzleminden sapma açısınıgöstermekte-

dir. α = 0 iken dönme ekseni Listing düzlemine kısıtlanmı̧stır. Burada (θ, α, φ) ∈

[0, 2π]×
[−π

2
, π

2

]
× [0, 2π] alacağız. φ = 0 veya φ = 2π olduğu durumlarda dönme θ

açısından bağımsız olarak özdeşliğe kaŗsılık gelmektedir (Polpitiya vd. 2004).

Tanım 4.18 (Submersiyon): M ve N sırasıyla m ve n boyutlu (n > m) man-

ifoldlar ve F : M −→ N dönüşümü örten olsun. Eğer p ∈ M noktasında,F∗p :

TpM −→ TF (p)N dönüşümünün rankı n ise F dönüşümüne "Submersiyon" veya

"Sı̆gdırma" denir (Şahin 2012).
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List üzerine SO(3) ten indirilen Riemann metriği hesaplamak için Polpitiya vd.

2004 ve Ghosh vd. 2014 makalelerindeki bu konu ile igili hesaplamaları takip

edilecektir. Göz dönmeleri baş sabit iken SO(3) ün List alt manifolduna kısıtlanır.

Hareket denklemlerini yazabilmek için hareketteki gözün kinetik ve potansiyel e-

nerjisi bilinmelidir. Kinetik enerji SO(3) üzerindeki Riemann metrikten indirilen

List üzerindeki indirilmi̧s Riemann metrik tarafından verilir. Riemann metrik göz

küresinin eylemsizlik momentinden türetilir. Burada göz mükemmel bir küre olarak

varsayılacak ve eylemsizlik tensörü I3×3 birim matrisinin 1
4
katıolarak seçilecektir.

Bu

Ω(ek) =


0 δ3,k −δ2,k

−δ3,k 0 δ1,k

δ2,k −δ1,k 0


ve {δl,m}kroneker delta fonksiyonu olmak üzere 〈Ω(ei),Ω(ej)〉I = δi,j ile verilen

SO(3) üzerindeki sol invaryant metrik ile ilintilidir. SO(3) üzerindeki sol invaryant

metrik S3 ve SO(3) arasında verilen izometrik submersiyon rot ile hesaplanabilir.

i, j, k T−→
1
S3ün bir ortonormal bazıdır ve

rot




cos( t

2
)

sin( t
2
)

0

0



 = et.Ω(e1)

rot




cos( t

2
)

0

sin( t
2
)

0



 = et.Ω(e2)

rot




cos( t

2
)

0

0

sin( t
2
)



 = et.Ω(e3)
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eşitlikleri yazılabilir. Bunu

rot∗−→1 : T−→
1
S3 −→ TISO(3)

birim noktadaki tanjant dönüşüm olmak üzere

rot∗−→1
−→
i = 2.Ω(e1), rot∗−→1

−→
j = 2Ω(e2)

ve

rot∗−→1
−→
k = 2.Ω(e3)

olmasıizler. Böylece
{
rot∗−→1

−→
i /2, rot∗−→1

−→
j /2, rot∗−→1

−→
k /2

}
kümesi TI(SO(3))ün bir

ortonormal çatısıolur.

Rot dönüşümü sol ötemeler altında eş deği̧skenli ve SO(3) üzerindeki Riemann

metriğinin yanısıra S3üzerindeki Riemann metrik sol invaryant olduğundan rot∗q

q noktasındaki tanjant dönüşüm olmak üzere
{
rot∗−→q

−→
i /2, rot∗−→q

−→
j /2, rot∗−→q

−→
k /2

}
kümesi her q ∈ S3 için Trot(q)SO(3) ün bir ortonormal bazıdır.

S3 rot−→ SO(3)

↓ ↓

TqS
3 rot∗−−→ Trot(q)SO(3)

Şimdi List üzerine SO(3) ten indirilen Riemann metriği hesaplamak için TqS
3 ün{

q.
−→
i /2, q.

−→
j /2, q.

−→
k /2

}
ortonormal çatısınıkullanalım.

g11 =

〈
∂

∂θ
,
∂

∂θ

〉

g12 =

〈
∂

∂θ
,
∂

∂φ

〉

g22 =

〈
∂

∂φ
,
∂

∂φ

〉
olarak tanımlayalım. S3 üzerindeki koordinat dönüşümünü
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ρ(θ, α, φ) =


cos(φ

2
)

sin(φ
2
) cos θ cosα

sin(φ
2
) sin θ cosα

sin(φ
2
) sinα


olmak üzere

ρ : [0, 2π]×
[
−π

2
,
π

2

]
× [0, 2π] −→ S3

şeklinde tanımlayalım. rot ◦ ρ(θ, α, φ) bileşke dönüşümü


cos θ cosα

sin θ cosα

sinα


ekseni etrafında bir dönme verir. Burada α = 0 alırsak ρ ve ρ∗ dönüşümleri

List ρ−→ S3

↓ ↓

T(θ,φ)List ρ∗−→
Tρ(θ,φ)S

3

şeklinde gösterilebilir.

SO(3) üzerindeki Riemannmetriği hesaplayabilmek için ρ∗(
∂
∂θ

), ρ∗(
∂
∂α

), ρ∗(
∂
∂φ

) değer-

lerini bulalım.

ρ∗(
∂

∂θ
) =


0

− sin(φ/2) sin θ cosα

sin(φ/2) cos θ cosα

0


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ρ∗(
∂

∂α
) =


0

− sin(φ/2) cos θ sinα

− sin(φ/2) sin θ sinα

sin(φ/2) cosα



ρ∗(
∂

∂φ
) =


−1

2
sin(φ/2)

1
2

cos(φ/2) cos θ cosα

1
2

cos(φ/2) sin θ cosα

1
2

cos(φ/2) sinα



Buradan

g11 =

〈
∂

∂θ
,
∂

∂θ

〉
= sin2(φ/2) cos2 α

g22 =

〈
∂

∂α
,
∂

∂α

〉
= sin2(φ/2)

g33 =

〈
∂

∂φ
,
∂

∂φ

〉
=

1

4

elde olunur.(i, j = 1, 2, 3 ve i 6= j için gij = 0)

Böylece SO(3) üzerindeki Riemann metrik

g = sin2(φ/2). cos2(α).dθ2 + sin2(φ/2)dα2 +
1

4
.dφ2

olarak bulunur. α = 0 alırsak List üzerindeki Riemann metrik

g = sin2(φ/2)dθ2 +
1

4
.dφ2

olarak bulunur.
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4.3 Bakı̧s Açısının Küre Metriği Ve Hareket Cinsinden Yorumu

Bu bölümde Mori ve Maeda 2005 makalesindeki bakı̧s açısıtanımı, ortogonal ek-

senlerin bakı̧s açılarıyasasıve bunun bir uygulamasıolarak bir örnek verilecektir.

Verilen örnek farklıbir yoldan ve kürenin kendi metriği kullanılarak da çözülecek,

sonrasında bakı̧s açısının hareket ile bir yorumu sunulacaktır.

4.3.1 Üç boyutlu ortogonal eksenlerin bakı̧s açıları

Tanım 4.19 (Bakı̧s Açısı) Üç boyutlu Öklid uzayında bir açı< AOB olsun.

AOB açısına bir V ∈ R3 noktasından bakalım. Bu durumda < AOB açısının bakı̧s

açısı, V AOB dörtyüzlüsünün AOV ve BOV yüzleri ile belli iki düzlemli açıolarak

tanımlanır. Şekil 4.3 de bakı̧s açısıgösterilmektedir . AOB açısının bakı̧s açısını

görüş noktasınıda belirtmek için < vAOB şeklinde gösterebiliriz.

Şekil 4.3. Bakı̧s açısının tanımı(Mori ve Maeda 2005)

Bir açıdan bir çok bilgi elde ederiz. Örneğin gözlemci her hareket ettiğinde < AOB

bakı̧s açısıdeği̧sir. (0 ≤bakı̧s açısı≤ π radyan) Genel olarak bakı̧s açısıgörüntü

ekranıdenilen bir yüzey yardımıyla anlaşılır. Görüntü ekranıÖklid uzayında bir

küredir ve bakı̧s açısıbu küre üzerinde ölçülür.

Teorem 4.4 Üç boyutlu Öklid uzayında keyfi V,A veB noktalarının O merkezli

birim küre üzerindeki merkezi iz düşüm noktaları V ′, A′, B′ olsun. Bu taktirde
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< AOB açısının bakı̧s açısıV ′A′B′ küresel üçgeninin < V ′ açısına eşittir (Şekil

4.4).

Şekil 4.4. <AOB açısının bakı̧s açısı<V’küresel açısıdır ( Mori ve Maeda 2005)

İspat: −→a vektörü V ′A′ yayına V ′ de teğet olsun.(−→b vektörü de V ′B′ yayına V ′de

teğet olsun.) Küresel üçgenin tanımından −→a ve
−→
b vektörleri arasındaki açı< V ′

küresel açısına eşittir. AOV veBOV düzlemlerinin kesi̧stiği yerde−→a ve−→b vektörleri

OV doğrusuna diktir. Bu ise bakı̧s açısının tanımıdemektir. Böylece V ′A′B′ küresel

üçgeninin < V ′ açısı< AOB açısının bakı̧s açısıdır.

4.3.2 Üç boyutlu ortogonal eksenlerin bakı̧s açılarıyasası

Bakı̧s açılarını yönlü olarak ele alalım. < BAC açısı, S2 birim küresi üzerinde,

küre dı̧sından bakıldı̆gında AB den AC ye saat yönünün tersinde ölçülen yön-

lendirilmi̧s bir açıolsun. Bakı̧s açısıaralı̆gı[0, 2π) dir. Bu noktadan sonra, V (x, y, z)

görüş noktasının küre üzerinde olduğunu farzedelim. Bu V görüş noktasından

O = (0, 0, 0), X = (1, 0, 0), Y = (0, 1, 0) ve Z = (0, 0, 1) olmak üzere O − XY Z

ortogonal eksenlerinin < Y OZ,< ZOX ve < XOY açılarına bakalım. a, b, c açıları

sırasıile < Y OZ,< ZOX ve < XOY açılarının bakı̧s açılarıolsun. O zaman birim

küre üzerinde a =< Y V Z, b =< ZVX ve c =< XV Y olur (Şekil 4.5).

Teorem 4.5 V görüş noktasıeksenler (x, y, z 6= ±1) üzerinde değilse o zaman üç

boyutlu ortogonal eksenlerin bakı̧s açılarıaşağıdaki denklemi sağlar:
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Şekil 4.5. Birim küre üzerindeki a,b,c bakı̧s açıları(Mori ve Maeda 2005)

tan a =
−x
yz

, tan b =
−y
zx

, tan c =
−z
xy

İspat : İlk olarak x. sin a ≥ 0 olduğunu kontrol etmek kolaydır. Küresel bir üç-

gende kenarlar için kosinüs teoremini hatırlayalım: ABC üçgeni S2 küresi üzerinde

AB,BC ve AC kenar uzunluklarısırasıyla c, a, b ve A,B,C açılarısırasıyla α, β, γ

olan bir üçgen olsun. O zaman

cos c = cos a. cos b+ sin a. sin b. cos γ

eşitliği sağlanır. Şimdi V Y Z küresel üçgenine kenarlar için kosinüs teoremini uygu-

larsak

cosY Z = cosV Y. cosV Z + sinV Y. sinV Z. cos a

cos
π

2
= y.z + sin(arccos y). sin(arccos z) cos a

cos a =
−yz√

1− y2.
√

1− z2
, sin a =

x√
1− y2.

√
1− z2

elde edilir. Burada sin a ile x in aynı i̧saretli olmasıolgusunu kullandık. Bunun

sonucu olarak

tan a =
−x
yz
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olur. diğer eşitlikler de benzer şekilde gösterilebilir. Şimdi bakı̧s açısına bir örnek

verelim.

Örnek 4.1: O = (0, 0, 0), A = (1, 0, 0), B = (0, 1, 0) olmak üzere birim küre ü-

zerindeki P = ( 1√
3
, 1√

3
, 1√

3
) noktasındaki göz ile AOB dik açısına bakıldı̆gında bakı̧s

açısının kaç derece olacağınıbulalım.

1.Yol. Teorem 5.2 yi kullanalım. x = y = z = 1√
3
verildiğinden a bakı̧s açımız

tan c = −z
xy

=
− 1√

3
1√
3
. 1√

3

= −
√

3 olup a = 120◦ olur.

2.Yol. P ve A noktalarından geçen büyük çember yayınıbulalım. P,A,O nok-

talarından geçen düzlem ile x2 + y2 + z2 = 1 birim küresini kesi̧stirirsek y = z

olduğundan x2 + 2z2 = 1 çemberini buluruz. Bu çemberi bir t parametresine göre

parametrik olarak α(t) = (cos t, sin t√
2
, sin t√

2
) şeklinde ifade edelim.

α(t◦) = ( 1√
3
, 1√

3
, 1√

3
) ise cos t◦ = 1√

3
ve sin t◦ =

√
2√
3
olur.

α′(t) = (− sin t, cos t√
2
, cos t√

2
) olduğundan P ( 1√

3
, 1√

3
, 1√

3
) noktasındaki teğet vektör

α′(t◦) = (−
√

2√
3
, 1√

6
, 1√

6
) olur.

Şimdi de P ve B noktalarından geçen büyük çember yayınıbulalım. P,O ve B

noktalarından geçen düzlem ile x2 + y2 + z2 = 1 birim küresini kesi̧stirirsek x = z

olduğundan 2x2 + y2 = 1 çemberini buluruz. Bu çemberi bir t parametresine göre

parametrik olarak β(t) = ( sin t√
2
, cot t, sin t√

2
) şeklinde ifade edelim.

β′(t) = ( cos t√
2
,− sin t, cos t√

2
) olduğundan P ( 1√

3
, 1√

3
, 1√

3
) noktasındaki teğet vektör
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β′(t◦) = ( 1√
6
,−
√

2√
3
, 1√

6
) olur. α′(t◦) ve β

′(t◦) vektörleri arasındaki açı bakı̧s açısı

olacağından

cos a = < α′(t◦),β′(t◦)>
||α′(t◦)||.||β′(t◦)|| = −1

2
ise a = 120◦ bulunur.

Örnek 4.2: Önceki örnekteki bakı̧s açısınıkürenin kendi metriğini kullanarak bu-

lalım. Küre metriği

ds2 = dθ2 + sin2 θdφ

eşitliği ile verilir.

Burada

g11 = 1 =<
∂

∂θ
,
∂

∂θ
>, g12 = 0, g22 = sin2 θ =<

∂

∂φ
,
∂

∂φ
>

dir. Kürenin θ ve φ ye göre bir parametizasyonu

ρ(θ, φ) = (sin θ. cosφ, sin θ. sinφ, cos θ)

olmak üzere ρ(θ, φ) = ( 1√
3
, 1√

3
, 1√

3
) olsun. Buradan

cos θ =
1√
3
, sin θ =

√
2√
3
, cosφ = sinφ =

1√
2

ve

g22 = sin2 θ =<
∂

∂φ
,
∂

∂φ
>=

2

3

olur.

ρ∗(
∂

∂θ
) = (cos θ. cosφ, cos θ. sinφ,− sin θ) = (

1√
6
,

1√
6
,−
√

2√
3

) =
∂

∂θ

||ρ∗(
∂

∂θ
)|| = 1

ρ∗(
∂

∂φ
) = (− sin θ. sinφ, sin θ. cosφ, 0) = (− 1√

3
,

1√
3
, 0) =

∂

∂φ
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||ρ∗(
∂

∂φ
)|| = 2

3
ve <

∂

∂θ
,
∂

∂φ
>= 0

olur.

Şimdi −→u ve −→v vektörleri kürenin herhangi bir teğet düzleminde iki vektör olsun.

Bu vektörleri ∂θ ve ∂φ bazlarıcinsinden ifade edelim. Yani

−→u = λ1.
∂

∂φ
+ λ2.

∂

∂θ
ve −→v = c1.

∂

∂φ
+ c2.

∂

∂θ

eşitliklerini sağlayan λ1,λ2, c1, c2 reel sayılarınıbulalım.

Örnek 5.1 den −→u = α′(t◦) ve
−→v = β′(t◦) alalım.

(−
√

2√
3
,

1√
6
,

1√
6

) = λ1.(
−1√

3
,

1√
3
, 0) + λ2.(

1√
6
,

1√
6
,
−
√

2√
3

)

eşitliğinden λ1 = 3
2
√

2
ve λ2 = −1

2
bulunur. Benzer şekilde

(
1√
6
,−
√

2√
3
,

1√
6

) = c1.(−
1√
3
,

1√
3
, 0) + c2.(

1√
6
,

1√
6
,−
√

2√
3

)

eşitliğinden c1 = − 3
2
√

2
ve c2 = −1

2
bulunur. Bu durumda

−→u =
3

2
√

2
.
∂

∂φ
− 1

2
.
∂

∂θ

−→v = − 3

2
√

2
.
∂

∂φ
− 1

2
.
∂

∂θ

bulunur.

< −→u ,−→v >=<
3

2
√

2
.
∂

∂φ
− 1

2
.
∂

∂θ
,− 3

2
√

2
.
∂

∂φ
− 1

2
.
∂

∂θ
>

ve gerekli i̧slemler yapılırsa < −→u ,−→v > = −1
2
bulunur.

||−→u || =
√
< −→u ,−→u = 1 ve ||−→v || = 1

olur. −→u ve −→v vektörleri arasındaki a açısıbakı̧s açısıolmak üzere

cos a =
< −→u ,−→v >

||−→u ||.||−→v || =
−1

2
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olup a = 120◦ bulunur.

Bu örnekte kullanılan küre metriği yerine

g = sin2(
φ

2
)dθ +

1

4
dφ2

List metriği kullanılarak da bakı̧s açısıa = 120◦ olarak bulunabilir.

4.3.3 Bakı̧s açısının hareket cinsinden yorumlanması

Verdiğimiz örneklerde ve Mori ve Maeda 2005 makalesinde küre üzerindeki nokta-

lardan dik açıların bakı̧s açılarıbulunabilmektedir. Bakı̧s açılarının hareket ile yo-

rumlanması90◦ den farklıaçıların da bakı̧s açılarının hesaplanmasınıolanaklıkılar.

Şekil 4.6 da P noktasıbirim küre üzerinde bir nokta, OP bakı̧s doğrultusu (gaze),
−→
X birim vektör ve A dönme matrisi olsun.

−→
X vektörünü bakı̧s doğrultusu etrafında

θ açısıkadar döndürelim. Bu durumda
−→
X ve A

−→
X vektörleri arasında oluşan ψ açısı

baktı̆gımız açıiken θ açısıbu açının bakı̧s açısıolur.

Şekil 4.6. Bakılan açıve bakı̧s açısı

Şimdi baktı̆gımız açıile bakı̧s açısıarasındaki bağıntıyıbulalım.

Teorem 4.6 Dönme ekseninin (bakı̧s doğrultusu) kaŗsılık geldiği anti simetrik ma-

tris S, dönme açısıθ ise A dönme matrisi
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A = I3 + sin θ.S + (1− cos θ).S2

ile verilir (McCarthy 1990).

S matrisine kaŗsılık gelen birim eksen
−→
b olmak üzere yukardaki eşitliğin her iki

tarafını
−→
X vektörü ile çarpalım.

A
−→
X = (I3 + sin θ.S + (1− cos θ).S2).

−→
X

=
−→
X + sin θ(

−→
b ∧ −→X ) + (1− cos θ)

−→
b ∧ (

−→
b ∧ −→X )

Son eşitliği
−→
X ile iç çarpalım:

< A
−→
X,
−→
X >= 1 + sin θ <

−→
b ∧ −→X,−→X > +(1− cos θ) <

−→
b ∧ (

−→
b ∧ −→X ),

−→
X >

< A
−→
X,
−→
X >= 1 + (1− cos θ) <

−→
b ∧ (

−→
b ∧ −→X ),

−→
X >

cosψ = 1 + (1− cos θ)(<<
−→
b ,
−→
X >

−→
b −−→X <

−→
b ,
−→
b >,

−→
X >)

cosψ = 1 + (1− cos θ)(<<
−→
b ,
−→
X >

−→
b −−→X,−→X >)

cosψ = 1 + (1− cos θ)(<
−→
b ,
−→
X >2 −1)

cosψ = (1− cos θ) <
−→
b ,
−→
X >2 + cos θ

olur.

−→
b ve

−→
X vektörleri arasındaki açıγ olmak üzere
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cosψ = (1− cos θ). cos2 γ + cos θ

ve sonuç olarak

cosψ = cos2 γ + cos θ. sin2 γ

eşitliği elde edilir.

Bu eşitliği kullanarak Örnek 5.1 i tekrar çözelim.

Örnek 4.3: Küre üzerindeki P ( 1√
3
, 1√

3
, 1√

3
) noktasındanAOB dik açısına bakıldı̆gında

oluşan bakı̧s açısınıbulalım.

Burada < AOB = ψ = 90◦ ve dönme eksenimiz
−→
b = ( 1√

3
, 1√

3
, 1√

3
) olmak üzere

−→
X = (1, 0, 0) vektörünü

−→
b etrafında θ bakı̧s açısıkadar döndürelim.

<
−→
b ,
−→
X >= cos γ =

1√
3
ve sin γ =

√
2√
3

olur.

cosψ = cos2 γ + cos θ. sin2 γ

cos 90◦ =
1

3
+ cos θ.

2

3
= 0

ise

cos θ =
−1

2
ve θ = 120◦

bulunur.
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

Bu tez çalı̧smasında 20.yy’ın ikinci yarısına doğru yeniden ilgi odağıhalin gelen ve

fizik,tıp,fizyoloji,robotik gibi bir çok alanda yoğun bir şekilde araştırılan ve insan

hareketlerinin özel bir araştırma sahası olan göz hareketleri incelenmi̧stir. Bakı̧s

açılarıküre metriği kullanılarak hesaplanmı̧s ve bu açıların hareket geometrisi ile

kaŗsılıklarıverilmi̧stir. Ülkemizde çok az çalı̧sılan göz kinematiği için bu tez çalı̧s-

masının zengin bir kaynak olacağıdüşünülmektedir.
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