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OZET

ASAL HALKALARIN OZEL TiP DONUSUMLERINI IHTiVA
EDEN BAZI OZDESLIKLER

BAYDAR YARBIL, Nihan

Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danigmani: Prof. Dr. Nurcan ARGAC
Ikinci Damsmani: Prof. Dr. Ajda FOSNER

29.07.2016, 95 sayfa

Bu tez esas olarak beg boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde tez konusu tamitilmig olup, konu ile ilgili yap1 tast

niteligindeki galismalar 6zetlenmistir.

Ikinci boliimde tezin akigina uygun olarak okunurlugu kolaylagtirmak
adina bazi temel tanim ve teoremlere yer verilmistir. Ayrica bir halkanin
saglayabilecegi, bilinen tiim ozdeslikler tanitilarak, halkanin yapisal ozellikleri

ile arasindaki gecige 151k tutan sonuglar sunulmusgtur.

Uciineii boliimde bir asal halkamn degismeli olmayan bir Lie ideali
tizerinde otomorfizma ihtiva eden bir diferansiyel 6zdesligin sifirlayan kogullari
incelenmis ve Ozdesligi olugturan dontigiim ile halkanin yapisi hakkinda
elde edilen sonuglar verilmigtir. Dordiincii boliim, tiglincii boliimin devami
niteligindedir. Uciincii boliimde ele alman diferansiyel 6zdesligin merkezi olma
durumu ele alinmig ve énemli sonuclar verilmistir. Uciincii ve dérdiincii boliim-
lerde polinom 6zdesligi ve genellestirilmisg polinom 6zdesligi teorileri arag olarak

kullanilmigtar.

Besinci boliimde literatiire daha o6nce iki farklh sekilde sunulmus olan
genellestirilmig Lie tiirev kavrami ele alinmig ve fonksiyonel ozdeglik teorisi
ara¢ olarak kullanilmigtir. Literatiirde genellegtirilmis Lie tiirev kavramina

iliskin yer alan iki tanimi kapsayan bir fonksiyonel 6zdeslik tamimlanmig ve



viil

halka iizerinde belirli kogullar altinda bu 6zdesligi olusturan doniigtimlerin

karakterizasyonuna ulagilmigtir.

Asal halkalarin 6zel tip dontistimlerini ihtiva eden 6zdesgliklerin caligilma-
sindaki amag¢ bu ozdesligi saglayan halkanin yapisiyla ilgili fikir sahibi olmak
veya bunun miimkiin olmadigi durumlarda 6zdesligi olugturan dontigiimlerin

bi¢imini belirlemektir.

Tezde yer alan ispatlar polinom ozdegligi, genellestirilmig polinom 6zdesligi
ve fonksiyonel ozdeslik teorilerinin kullanim yontemlerini detayl olarak sergi-
lemekte ve elde edilen sonuclar literatiirde yer alan bir ¢ok sonucu genellemek-

tedir.

Anahtar sozciikler: Asal halka, (genellestirilmig) a-tiirev, maksimal sag
kesirler halkasi, genellegtirilmis Lie tiirev, (genellestirilmis) polinom 6zdeslik, fonk-

siyonel 6zdeslik, diferansiyel 6zdeslik.



1X

ABSTRACT

SOME IDENTITIES INVOLVING SPECIAL TYPES OF
MAPPINGS OF PRIME RINGS

BAYDAR YARBIL, Nihan

PhD. in Mathematics Department
Supervisor: Prof. Dr. Nurcan ARGAC
Cosupervisor: Prof. Dr. Ajda FOSNER

29.07.2016, 95 pages.

This thesis mainly consists of five chapters.

In the first chapter, the subject of the thesis is introduced and the

cornerstone works related to this subject are summarized.

In the second chapter, due to the flow of the thesis, some basic definitions
and theorems are given for facilitating of the reading process. Moreover all
well known identities, that can be satisfied by the ring, are introduced and the
flashing results about the transition between these notions to the structure of

the ring are given.

In the third chapter, the annihilating condition of a differential identity
involving an automorphism on a noncommutative Lie ideal of a prime ring is
examined and some results concerning the structure of the ring and the form
of the maps involved in the identity are given. The fourth chapter is more
of the continuation of the third chapter. The central case of the differential
identity handled in the third chapter is examined and some important results
are stated. In the third and forth chapters, both polynomial identity theory

and generalized polynomial identity theory are used as tools.

In the fifth chapter, the notion of generalized Lie derivation, which is
defined in two different ways before, is handled and functional identity theory

is used in the proofs. A functional identity that contains two definitions related



to the generalized Lie derivations is defined and the characterization of the
maps involved in this functional identity under some certain conditions on

rings are determined.

The main goal in examining the identites involving special types of
mappings of prime rings is to give the characterization of the structure of
the ring if it is possible, otherwise to determine the form of the mappings

involved in this identity.

The proofs took place in the thesis are mostly displaying the detailed
applications of poliynomial identity theory, generalized polynomial identity
theory and functional identity theory. The conclusions of the thesis are

generalizing most of the related theorems in the literature.

Key words: Prime ring, (generalized) a-derivation, maximal right ring of
quotients, generalized Lie derivations, (generalized) polynomial identity, functional

identity, differential identity.
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1. GIRIS

Asal halkalarin tiirevleri iizerine ilk galigma 1957 yilinda E. C. Posner
tarafindan yapilmigtir. Posner bu ¢alismada bir d tiirevinin halka iizerindeki
sifirlayan kosulunu ve halkanin herhangi bir elemaniyla d tiirevinin degismeli
olma durumundaki diferansiyel 6zdeglikleri ele alarak halkanin degismeliligini
incelemistir. Ayrica, yine ayni ¢alismada halkanin karakteristigi ikiden farklh
oldugunda R halkasinin sifirdan farkl iki tiirevinin bilegkesinin bir tiirev olmasi
halinde tiirevlerden birinin sifir oldugu sonucuna varmigtir. Bu calisma, daha
sonraki yillarda asal halkalarin degigmeliliginin arastirildigi bir ¢ok probleme
151k tutmusgtur. Ancak, Posner’in kullandigi tekniklerin giiniimiiz tekniklerine

gore baglangic seviyesinde oldugu soylenebilir.

Bir asal halkanin toplamsal endomorfizmalarin ele alan problemleri
caligmak son elli y1l icerisinde oldukca popiiler bir konu olmustur. Halkanin
toplamsal endomorfizmalar1 dendiginde akillara sadece tiirev, genellestirilmis
tirev gibi doniigtimler gelmemelidir. Bunlara ek olarak otomorfizmalar, mer-
kezleyen doniigtimler, Lie dontigiimler, Lie homomorfizmalari, Lie merkezleyen
dontigtimler, Lie tiirevler ve genellegtirilmig Lie tiirevler de siklikla tizerinde

caligilan dontigiimlerdir.

1978 de 1. N. Herstein, 1981" de Giambruno ve Herstein, 1995’ te M.
Bresar’ in ¢aligmalar tiirevli asal halkalar alanindaki ilk caligmalar arasinda
yer almaktadir. Genellegtirilmis tiirevlere ait ilk cebirsel inceleme B. Hvala

tarafindan yapilmigtir (Hvala | 1998).

THirevli asal halkalar teorisinin gelismesiyle birlikte daha kapsamli tek-
nikler de bu tiir caligmalarda yer almaya baglamigtir. Aragtirmalarin cogunda
belirli bir ozdeglik saglayan asal ve yari asal halkalarin goz ontine aliniyor
olmasi, konunun daha genel bir sekilde ele alinmasi gerekliligini ortaya
¢gikarmigtir. Halkanin toplamsal doniigtimlerini ihtiva eden bir 6zdesglik ele
alindiginda, 0zdesgligin ihtiva ettigi doniigtimlerin yapisina bagh olarak polinom

ozdesligi, genellestirilmis polinom 6zdesligi veya fonksiyonel 6zdeslik teorilerin-



den yararlanilmaktadir. Polinom 6zdesligi teorisi ilk olarak 1943’ te Kaplansky’
nin caligmalariyla baglamig ve genellegtirilmis polinom o6zdesligi teorisi de
1965 te Amitsur tarafindan ele alinmigtir. Fonksiyonel 6zdesglik teorisinin ¢ikig
noktasi ise giiphesiz 1998 yilinda K. I. Beidar tarafindan yapilan galigmadir
(Beidar , 1998). Fonksiyonel 6zdeglik teorisi polinom ve genellestirilmis polinom

0zdesligi teorilerine gore daha yeni ve yapisal sonucglar1 daha kullanighdir.

1960" ta E. C. Posner polinom 6zdesligi saglayan asal halkalara iligkin
ve 1969" da W. S. Martindale genellestirilmig polinom 6zdesligi saglayan asal
halkalara iliskin oldukca kullanigh olan simiflama teoremlerini vermislerdir
(Posner , 1960, Martindale W. S. | 1969). Elde edilen bu sonuglar polinom
veya genellegtirilmis polinom o6zdesligi saglayan asal halkalar ile bilinen
halka yapilari arasinda gecisi saglayarak, ilgili problemlerin ¢oziilebilirliklerini
arttirmigtir. 1975” te V. Kharcenko tarafindan genellestirilmis otomorfizmali
ozdeglikleri saglayan asal halkalar incelenmistir (Kharchenko , 1975). Ayrica,
1978 de V. Kharchenko diferansiyel 6zdesliklere iligkin ilk ¢caligmay1 yapmig ve

tinlii teoremini ispatlamigtir (Kharchenko , 1978).

Asal halkalarin tiirevlerinin ve otomorfizmalarimin Utumi kesirler hal-
kasina tek tiirlii genisletilmesi teoremi 1992’ de V. Kharchenko tarafindan
ispatlanmigtir (Kharchenko , 1992). Genellestirilmig tiirevlere iligkin sonuglar,
a, [ keyfi halka otomorfizmalar: olmak iizere («, 5)-tiirevlerin ve genellegtirilmisg
(o, B)-tiirevlerin ¢aligilmasina olanak saglamigtir. Genellegtirilmis a-tiirevler
genellegtirilmis tirevlerin bir genellemesi oldugundan, bu tip problemlere
dayali ¢aligmalar literatiirdeki bir cok kavramin genis bir genellemesi ni-
teligindedir. 2003’ te J. C. Chang’ in genellestirilmig a-tiirevlerin karakteri-
zasyonuna ve ayrica 2005’ te C. L. Chuang ve T. K. Lee’ nin «- tiirevlere
ait galigmalar literatiirde olduk¢a 6nemli bir yer tutmaktadir (Chang , 2003,
Chuang , 2005). Genellestirilmis a-tiirev ihtiva eden bir 6zdeslik ele alindiginda
otomorfizmali diferansiyel 6zdesliklerin kullanimini gerektiren alt durumlarla
kargilagilmaktadir. Bu alandaki tekniklerin anlagilirhgimi saglayan caligmalar,
1992’ de C. L. Chuang tarafindan literatiire kazandirilmigtir (Chuang , 1992,
Chuang , 1993).



Asal halkalarin 6zel tip dontigiimlerini ihtiva eden oOzdesglikleri ele al-
maktaki asil amac¢ halkanin yapisi ile ilgili bir sonuca varmaktir. Bunun
miimkiin olmadig1 durumlarda ise 6zdesligin ihtiva ettigi dontigiimlerin bigmini
belirlemektir. Tez, polinom o6zdegligi, genellegtirilmis polinom ve fonksiyonel
ozdeglik teorilerinin uygulamalarini detayli olarak sergilemekte ve literatiirde

yer alan sonuclarin geligmis diizeyde bir genellemesini vermektedir.

Tez kapsaminda ii¢ farkl 6zdeslik ele almmigtir. Ug ve dordiineii boliimlerde
halkanin degismeli olmayan Lie ideali tizerinde bir diferansiyel 6zdeslik ince-
lenmistir. Ispat teknikleri polinom 6zdesligi teorisi ve genellestirilmis polinom
ozdesligi teorisinin derin uygulamalarini igermektedir. Beginci boltimde ise
halka iizerinde bir fonksiyonel 6zdeglik ele alinmig ve daha sonra bu 6zdeglik
bir asal cebirin merkezi olmayan Lie alt cebirine genigletilmigtir. Her boliimde

oncelikle litaratiir 6zeti verilecek ve ardindan ele alinan problem sunulacaktir.



2. ON BILGILER

Bu boliimde tezin okunurlugunu kolaylagtirmak adina temel tanmim ve

teoremlere yer verilecektir.

2.1. Temel Kavramlar

Tanim 2.1 R bir halka olsun. Her r € R i¢in nr = 0 olacak sekilde bir pozitif
n tamsayist var ise bu sekildeki n tamsayilarimn en kiucugine R halkasinin

karakteristigi denir ve char R = n ile gosterilir.

Tanim 2.2 R bir halka ve n negatif olmayan bir tamsayr olsun. Her r € R

icin nr = 0 oldugunda n = 0 veya r = 0 oluyorsa R halkasina n-burulmasiz

halka denir.

Onerme 2.1 (Dummit and Foote , 2004) G bir grup ve H, K G nin iki alt
grubu olsun. H U K nin G grubunun bir alt grubu olmas: icin gerek ve yeter

bir kosul H C K veya K C H olmasuidar.
Tanim 2.3 R bir halka ve A, R nin bostan farkl bir alt kimesi olsun.
Z(A)={re R:Vz e A igin rv = zr}

kiimesine A altkumesinin R halkasindaki merkezleyeni denir. Ozel olarak

A = R abmarsa Z(R) ye R halkasimin merkezi denir.

Tanim 2.4 (Hungerford , 197}) K birimli, degismeli bir halka ve R herhangi
bir halka olsun. (R,+) birimsel bir K-modil ve her a € K, s,t € R igin
a(st) = (as)t = s(at) egitlikleri saglanyorsa R, K degismeli halkasy tizerinde

bir cebirdir veya R bir K-cebirdir denir.

Tanim 2.5 (Hungerford , 1974) R bir halka ve gM bir sol R-modil olsun.
RM # (0) ve gM modilinin hicbir 6z alt modili yok ise o zaman pM
modilime basit (indirgenemez) modiil denir. R?> # (0) ve R halkasimn

ki yanly hicbir 0z ideali yok ise o zaman R halkasina basit halka denir.

Tanim 2.6 (Hungerford , 197}) rRM sol R-modilinin bostan farkl bir alt

kiimesi A olsun.

Anny(A) ={r € R:Va € A i¢in ra =0}



kiimesine A min sol syfirlayant denir. Benzer sekilde
Ann,(A) ={r € R:Va € A i¢in ar =0}
kiimesi de A min sag sfirlayana olarak adlandurilur.

Tanim 2.7 (Hungerford , 197}) M bir sol R-modil olsun.
Anny (M) = (0) ise M ye sol “faithful” modil denir. Eger R halkast basit,

“faithful” bir sol R-modiile sahip ise o zaman R ye primatif halka denir.

Tanim 2.8 (Hungerford , 197/) D bir bolimli halka, pV bir sol vektor uzay
ve R, EndpV halkasinan bir alt halkase olsun. n pozitif bir tamsayr olmak tizere
V' wvektor uzayimin lineer bagimsiz her {uy, ..., u,} alt kimesi ve herhangi bir
{v1, ..., v, } alt kiimesi igin ¢(u;) = v;,1 € {1,...,n} olacak sekilde bir ¢ € R
var ise R halkasina V' vektor uzayimin endomorfizmalarinin yogun alt

halkasa denir.

Teorem 2.1 (Hungerford , 197/, Theorem 9.1.12)(Jacobson Yogunluk Te-
oremi) R bir primitif halka, M basit, “faithful” bir R-modil olsun. M,
D = Endgr(M) bélimli halkasy tizerinde bir vektor uzay: olarak ele alinirsa R

halkasr M nin endomorfizmalarinin bir yogun althalkasina izomorftur.

Teorem 2.2 (Hungerford , 197/, Theorem 9.1.9) R, bir D bélimli halkas
tizerindeki sol (sag) vektor uzayimin endomorfizmalarinin bir yogun alt halkast
olsun. O zaman, R nin bir sol (sag) Artin halkasi olmasu i¢in gerek ve yeter

bir kosul dimpV min sonlu olmasidir. Bu durumda R = EndpV dir.

Teorem 2.3 (Hungerford , 1974, Theorem 9.1.14)(Wedderburn-Artin Te-

oremi) R bir Artin halkasi olmak tizere asagqidaki kosullar denktir:
(i) R basit bir halkadur.
(i) R primitif bir halkadur.

(i) R, bir D bolimli halkasi tizerindeki sifirdan farkly V- vektér wzayinan

yogun endomorfizmalar halkasina izomorftur.

(iv) Bir pozitif n tamsayust ve béliimli bir D halkas icin R, D dzerinde nxn

matrisler halkasy M, (D) ye izomorftur.



Teorem 2.4 (Hungerford , 197}) (Wedderburn Teoremi) D bir sonlu bolimli halka

olsun. O zaman D bir cisimdir.

Onerme 2.2 (Beidar et al. , 1996, Corollary 4.2.2) D, merkezi C' iizerinde
sonlu boyutlu bir bolimli cebir ve F', D nin maksimal alt cismi olsun. O zaman
D ®c F = M,(F), dimc(D) = n? ve dimc(F) = n olacak sekilde bir n pozitif

tamsayist vardar.

Tanim 2.9 L, bir R halkasin toplamsal bir alt grubu olsun. Eger [L, R] C L

1se L ye bir Lie tdeal denir.

Uyar: 2.1 R bir halka, Z(R) R nin merkezi ve L, R nin bir Lie ideali olsun.
Eger L, Z(R) de kapsanmayor ise o zaman L ye merkezi olmayan Lie ideal

denair.

Yardimc: Ozellik 2.1 (Herstein , 1969, Lemma 1.4) R karakteristigi ikiden
farkly bir asal halka ve L, R halkasinin merkezi olmayan bir Lie ideali ise o
zaman R nin 0 # [I,R] C L olacak sekilde sifirdan farkh bir I = R[L,L|R

idealt vardar.

Yardimc1 Ozellik 2.2 (Herstein , 1969, Lemma 1.10) Bir R halkasinin
wdempotentleri ile tretilen toplamsal alt grubu E, R halkasinin bir Lie idealin:

teskil eder. R bir basit halka ve asikar olmayan bir idempotent elemana sahip

15€e 0 zaman [R, R] - [E, R] C E dir.

Tanim 2.10 (Beidar et al. , 1996) R bir halka olsun. Her a € R i¢in axa = a
olacak sekilde bir x € R varsa R halkasina (von Neumann) regiiler halka

denir.

Tanim 2.11 (McCoy , 1964) R bir halka, P R nin bir ideali ve P # R olsun.
R halkasinan herhangi I, J idealleri i¢cin IJ C P tken I C P veya J C P

oluyorsa P idealine R halkasinin bir asal ideali denir.

Teorem 2.5 (McCoy , 196/, Theorem 4.3) R halkasimin bir P # R ideali igin
asagqidakiler denktir:

(i) P asal idealdir.



(ii) a,b € R i¢in (a)(b) C P ise a € P veya b € P dir.
(111) a,b € R i¢in aRb C P ise a € P veya b € P dir.

(iv) R halkasinin I1,J sag (sol) idealleri i¢in IJ C P ise I C P veya J C P
dur.

Onerme 2.3 (McCoy , 1964, Theorem 4.12) Herhangi bir R halkasi i¢in
asagqidakiler denktir:

(i) a,b € R i¢in aRb = (0) ise a =0 veya b =0 dur.
(i1) R nin I,J sag (sol) idealleri i¢in I.J = (0) ise I =0 veya J =0 dar.

(i1i) R nin I, J idealleri igin IJ = (0) ise I =0 veya J =0 dar.

Tamm 2.12 Bir R halkas: Onerme 2.3 teki denk kosullardan birini saghyor

ise o zaman R halkasina bir asal halka denir. Her primitif halka asaldr.

Onerme 2.4 (Hungerford , 197/) R bir halka ve P, R nin bir asal ideali

olsun. O zaman, R/P bir asal halkador.

Yardimc1 Ozellik 2.3 (Beidar et al. , 1996) R bir asal halka ve a,b € R
olsun. a € Z(R) ve ab € Z(R) ise b € Z(R) veya a =0 dur.

Tanim 2.13 (McCoy , 1964) R bir halka ve Q, R nin bir ideali olsun. R
halkasinan herhangi bir I ideali icin I? C Q iken I C Q oluyorsa Q idealine R

nin bir yar: asal ideali denir. Asal bir ideal her zaman bir yar: asal idealdir.

Onerme 2.5 (McCoy , 1964, Theorem 4.12) R halkasiman bir Q # R ideali

wein asaqrdakiler denktir:
(i) @ yari asal idealdir.
(ii) a € R i¢in (a)®> C Q ise a € Q dur.
(i1i) a € R i¢in aRa C Q ise a € Q dur.
(iv) R nin I sag (sol) ideali i¢in I*> C Q ise I C Q dur.

Onerme 2.6 (McCoy , 1964) R bir halka olsun. O zaman asagidakiler
denktir:



(i) a € R i¢in aRa = (0) ise a =0 dur.

(11) R nin I sag (sol) idealleri i¢in I* = (0) ise I =0 dar-
(iii) R nin I idealleri i¢in I* = (0) ise [ =0 dar.
(iv) R nin sifirdan farkl nilpotent ideali yoktur.

Tamm 2.14 Bir R halkast Onerme 2.6 daki denk kosullardan birini sadlyor
1se R halkasina bir yary asal halka denir. Her asal halka bir yary halka asal

halkadar.

Tanim 2.15 R bir halka ve I, R halkasinin sifirdan farkly bir sag ideali olsun.
Herri,ro € R i¢in rir # 0 ve ror € I olacak sekilde bir r € R varsa I idealine

yogun sag ideal denir.

Onerme 2.7 (Beidar et al. , 1996, Remark 2.1.5) R bir yar asal halka ve I

R nin bir ideali olsun. O zaman,
(i) Anny (1) = Ann,.(I).
(ii) Anny(I) N1 = (0).
(11i) I+ Anny(I) R halkasinin bir yogun sag idealidir.

Yardimci Ozellik 2.4 (Beidar et al. , 1996) R bir asal halka ve I, R
halkasinin sag (sol) ideali olsun. O zaman Ann,(I) = (0) (Anny(I) = (0))
dar.

Tanim 2.16 (Beidar et al. , 1996) R bir halka ve I R nin sifirdan farkl bir
sag ideali olsun. R halkasinan sifirdan farkle her J sag ideali icin I N J # (0)

ise I ya R halkasiman bir “essential” sag ideali denir.

Uyar1 2.2 Yogun bir sag ideal “essential” idealdir. Ayrica, bir R asal hal-

kasinda sifirdan farkl her ideal ”essential” idealdir.

Onerme 2.8 (Beidar et al. , 1996, Proposition 4.3.3) R herhangi bir halka,
I, R halkasinan bir minimal ideali ve I* # (0) olsun. O zaman I = Re olacak
sekilde bir e € I idempotenti vardur. Ustelik eRe bir bolimli halkador. Ayrica
R bir yary asal halka ve f € R bir idempotent olsun. fRf bolumli bir halka

teskil ediyorsa Rf, R halkasinan bir minimal sol idealidir.



Tanim 2.17 (Rowen , 1980) R bir halka, M bir basit “faithful” R-modiil
olsun. D = Endr(M) bolimli halkasy ve her x € R i¢in xM, M nin bir
alt D-vektor uzay olmak vizere rank(x) = dimp(xM) boyutuna x elemaninin

M -rankr denir.

Yardimci Ozellik 2.5 (Rowen , 1980) R bir halka ve x,y € R olsun. O

zaman
rank(z +y) < rank(z) + rank(y)
rank(zy) < rank(x)
rank(zy) < rank(y)
dar.

Yardimci Ozellik 2.6 (Rowen , 1980) R bir yare asal halka, M bir basit
“faithful” R- modil olsun. x € R i¢in rank(z) = 1 ise Rx, R halkasinin bir

mainimal sol idealidir.

Tanim 2.18 (Beidar et al. , 1996) Bir R halkasinin tim minimal sol (sag)
ideallerinin toplamina R halkasinin  sol “socle” 1 (sag “socle”) denir ve
Soc;(R) (Soc.(R)) ile gosterilir. Genel halde bir R halkasinan sol ve sag “socle”
lariman esit olmasy beklenmez. Ancak R bir yari asal halka ise Soc(R) =
Soc,(R) olur ve bu durumda Soc(R) ile gosterilir. Soc(R), R halkasinin bir

1dealidir.

Tanim 2.19 (Rowen , 1988) R bir yar: asal halka, e € R bir idempotent

eleman olsun. rank(e) = 1 ise e elemanina minimal idempotent denir.

Uyar1 2.3 (Beidar et al. , 1996) Bir yar: asal R halkasy minimal idempotente
sahip ise o zaman R sifirdan farkly bir “socle” a sahiptir. Ustelik e € R, R

halkasinan bir minimal idempotenti ise e Re bir bolumli halkadur.

Tanim 2.20 (Beidar et al. , 1996) R bir yari asal halka ise
Soc(R) ={r € R: rank(r) < oo}

dir.
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Yardimer Ozellik 2.7 (Rowen , 1988, Lemma 2.1.24) R bir asal halka ve
Soc(R) # 0 olsun. O zaman Soc(R) = ({R nin sifirdan farkl idealleri} dir.

Teorem 2.6 (Beidar et al. , 1996, Theorem 4.53.7) R sifurdan farkly “socle”
a sahip primitif bir halka, V' herhangi bir indirgenemez “faithful” R-modul ve
e € R, R halkasinan bir minimal idempotent elemany olsun. D = Endgr(VRg)

(ilgili bélimli halka) ve S = eRe ile gdsterilsin. O zaman

(i) D ile S halka olarak izomorftur.

(ii) R halkasinin sifirdan farkl her sag (sol) ideali bir minimal idempotent

1cerir.

(ii1) Soc(R), End(pV') halkasinan bir sag idealidir.

(iv) Soc(R), R halkasiman her sag (sol) "essential” idealinde kapsanar.

(v) Soc(R), R halkasinin tek minimal idealidir.

(vi) Soc(R) bir basit halkadar.
Onerme 2.9 (McCoy , 1964, Corollary 7.9 and Theorem 7.13) R minimal
bir sag ideale sahip bir basit halka ise Soc(R) regilerdir.
Utumi Kesirler Halkasi

R bir yan asal halka ve D(R), R halkasinin yogun ideallerinin kiimesi

olsun.

T =A{(f;I)] I € D(R) ve f:Ir — Rpg bir sag R-modiil homomorfizmasi}

kiimesi tizerinde (f; 1), (g; J) € T i¢in agagidaki gsekilde tanimlanan ~ bagintisi

bir denklik bagintisidir.

(f;1) =~ (g;J) < L C INJolacak gekilde bir L € D(R) vardir ve L iizerinde
f =g dir.
Bir (f;1) € T elemanmin ~ bagintisina gore denklik simifimi [f; 1] ile

gosterelim ve bu denklik simiflar1 iizerindeki toplama ve carpma islemlerini

asagidaki gibi tanmimliyalim:

I+ (g I =[f +g; 10 ] (2.1)
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[f5 1lg; ] = [fg: 97" (1)] (2.2)

Tamim 2.21 (Beidar et al. , 1996) (2.1) ve (2.2) de tanimlanan islemlerle
T kiimesinin elemanlarinin denklik simaflariman kimesi bir halka teskil eder
ve bu halkaya R halkasinin maksimal sag kesirler halkasi (sag Utumsi

kesirler halkasi) denir ve U(R) ile gdsterilir.

Onerme 2.10 (Beidar et al.  [1996], Proposition 2.1.7) Herhangi bir R
yary asal halkasimin maksimal sag kesirler halkasy izomorfizmaya bagly olarak

asagrdaki kosullar saglayan bir U(R) halkasi olarak karakterize edilebilir:
(i) R, U(R) nin bir alt halkasidur.
(i) Her q € U(R) i¢in I C R olacak sekilde bir I € D(R) vardar.

(i1i) Her g € U(R) ve I € D(R) i¢in gl = (0) ise ¢ =0 dor.

(iv) Her I € D(R), ¢ : Ir — Rg sag R-modil déniisimi ve her x € I igin
o(x) = qr olacak sekilde bir g € U(R) vardar.

Martindale Kesirler Halkasi
R bir yar1 asal halka olsun.
N ={I| I, R nin bir ideali ve Ann;,(I) = (0)}

kiimesi ¢arpim ve sonlu arakesit altinda kapalidir.

M={(f;I)] I eN, f:Ir— Rgsag R-modil homomorfizmasi}

kiimesini g6z oniine alalim. M kiimesi tizerinde (f;I),(¢g;J) € M igin

agsagidaki gekilde tanimlanan ~ bagintis1 bir denklik bagintisidir.

(f; 1) =~ (g;J) &= L C INJ olacak sekilde bir L € A vardir ve L {izerinde

f =g dir.
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Bir (f;I) € M elemanimin &~ bagmtisina gore denklik siifim {f; I} ile
gosterelim ve bu denklik siniflar1 tizerindeki toplama ve ¢arpma iglemlerini

agagidaki gibi tanimliyalim:

Uil +{g:Jy =1{f +gJI} (2.3)
i IHg Iy ={fg; JI} (2.4)

Tanim 2.22 (Beidar et al. , 1996) (2.3) ve (2.4) de tanvmlanan islemlerle M
kiimesinin elemanlarimin denklik sinaiflarinin kimesi bir halka teskil eder. Bu
halkaya R halkasinin iki yanly (sag) Martindale kesirler halkasi denir
ve Q(R) ile gdsterilir.

Onerme 2.11 (Beidar et al. , 1996, Proposition 2.2.1) Herhangi bir R
yary asal halkasimn ki yanl sag kesirler halkasi izomorfizmaya bagl olarak

asagqidaki ozellikleri saglayan Q(R) halkasi olarak karakterize edilebilir.
(i) R, Q(R) nin bir alt halkasidor.

(i) Her g € Q(R) i¢in ¢I C R olacak sekilde bir I € N vardur.

(iii) Her ¢ € Q(R) ve I € N igin qI = (0) ise ¢ =0 dur.

(i) Her I € N, ¢ : Ir — Rp sag R-modil doniigimii ve her x € I igin
o(x) = qx olacak sekilde bir ¢ € Q(R) vardar.

Tamim 2.23 (Beidar et al. , 1996) R bir yart asal halka ve Q(R), R nin

Martindale kesirler halkasy olmak tizere Q(R) nin
Qs(R)={q € U(R)| bazn J € N i¢in ¢JU Jq C R}
alt halkasina R halkasimin simetrik (Martindale) kesirler halkasu denir.

Tanim 2.24 (Beidar et al. , 1996) R halkasinin Martindale kesirler halkas
Q(R) olmak tizere Q(R) halkasinin merkezine R nin genigletilmis merkezi

denir ve C' ile gosterilir. R bir yari asal halka ise
C=272(Qs(R)=2Z(Q(R)) ={qe U(R)| herr € R igin qr = rq}

dir.
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Tanim 2.25 (Beidar et al. , 1996) R bir yary asal halka olsun. RC, U(R)
nin R halkasiny iceren bir alt halkasidir ve R = RC + C ye R halkasinin
merkezi kapanist denir. Eger R = Rg ise o zaman R halkasina merkezi

kapalr halka denir.

Tanim 2.26 (Jacobson , 1975) K bir cisim ve R bir basit K-cebir olsun. R,
K -cebirinin merkezi Z(R) bir cisimdir. Eger R nin merkezi Z(R) = K.1 ise

R ye K uzerinde merkezi basit cebir denir.

Yardimer Ozellik 2.8 (Beidar et al. , 1996) R bir asal halka ise o zaman
U(R), Q(R), Qs(R) ve Rc asal halkalardir ve ayrica C bir cisimdir.

Tanim 2.27 (Bresar , 2014) Bir merkezi kapali R asal halkasi, genisletilmig
merkezi C' tizerinde bir cebir teskil ediyorsa R halkasina merkezi kapals

asal cebir denir.

Merkezi kapali asal cebir kavrami, merkezi basit cebir kavraminin bir
genellemesi olarak diigiiniilebilir. Ornegin V' bir F cismi iizerinde sonsuz
boyutlu bir vektor uzayi olsun. Endg (V') basit degildir, fakat bir merkezi kapali

asal cebirdir.

Yardimci Ozellik 2.9 (Bresar , 2014) Herhangi bir R asal halkasinin mer-

kezi kapanist Re, C lizerinde merkezi kapaly bir asal cebirdir.

Yardimci Ozellik 2.10 (Martindale W. S. , 1969, Theorem 1) R bir asal
halka ve I, R nin sifirdan farkl bir ideali olsun. a,b € Q(R) olmak tizere
her x € I i¢in axb = bxa ise o zaman a ve b elemanlar, C' tzerinde lineer

bagimlidar.

Yardimer Ozellik 2.11 (Martindale W. S. , 1969, Theorem 2) R bir asal
halka ve I, R nin sifirdan farkl bir ideali olsun. a;,b; € Q(R) olmak tizere
her x € I icin Z,?:l a;xb; = 0 olsun. Eger ay,...,a, elemanlar, C' tzerinde
lineer bagimsiz ise o zaman her i € {1,...,n} i¢in b; = 0 dur. Benzer gekilde
bi,..., b, elemanlary C iizerinde lineer bagimsiz ise o zaman heri € {1,...,n}

wein a; = 0 dar.
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Teorem 2.7 (Bresar , 2014, Theorem 7.4.3) R bir asal halka ve I, R nin

sifirdan farkly bir ideali olsun. a;,b;, ¢;, d; € Q(R) olmak tizere her x € I i¢in

n m
E aixbi = E le'dj
i=1 Jj=1

oldugunu kabul edelim. aq,...,a, elemanlar C tuzerinde lineer bagimsiz ise o
zaman her bir b;, dq,...,d,, elemanlarimn bir C-lineer birlesimidir. Benzer
sekilde by, ..., b, elemanlar, C tzerinde lineer bagimsiz ise o zaman her bir a;,

Cly...,Cm elemanlarinin bir C-lineer birlesimidir.

Ozdeslikli Halkalar

Bu kisimda, tezde ele alinan problemlerin temelini olugturan halkanin
ozel tip doniigtimlerini ihtiva eden oOzdesgliklere ait kavram ve sonuglara yer
verilecektir. Bu kapsamda polinom 6zdesligi, genellestirilmis polinom 6zdesligi,
diferansiyel 6zdeslik ve fonksiyonel 6zdeglik kavramlar: tanitilacaktir. Polinom
Ozdesligi ve Genellestirilmis Polinom Ozdesligi Teorisine nazaran Fonksiyonel

Ozdeslik Teorisi daha yakin zamanda caligilmaya baslanmistir.

Tanim 2.28 (Jacobson , 1964) X = {1, &, ...} herhangi bir saylabilir kime
olmak uzere, X kiimesinin elemanlarindan olusan & & ... &, seklindeki sonlu
dizilere kelime denir. X kimesi tzerinde ¢carpma islemi “yan yana koyma”
olarak tanymbdir. X ile dretilen birimli serbest yari grup F(X) olsun. K
birimli, degismeli bir halka olmak tizere K{X}, F(X) i taban kabul eden
serbest K -modiiliini gostersin. Bu durumda K{X} bir K -cebirdir ve bu cebire

X dzerindeki serbest K -cebir denir.

Uygunluk agisindan (& .. .&,) dizisini (X7, ..., X,) ile gosterelim. Eger
X ={Xy,..., X, } ise K{X} serbest cebiri K{X3,...,X,} ile gosterilir.

Tamim 2.29 (Rowen , 1980) K{X} serbest cebirinin elemanlarina polinom
denir. X; € X ve a; € K olmak dizere her f € K{X} polinomu f =Y a;X;
yaprsindadir. Burada o; # 0 ise o; X; terimine f polinomunun bir monomaiali

denir.

Tanmim 2.30 (Rowen , 1980) f € K{X} ve f polinomunun her h monomiali

icin deg'(f) = max{deg;(h)} ve sifirdan farkly her h monomiali igin de
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deg;(f) = min{deg;(h)} olsun. O zaman h, f polinomunun herhangi bir
monomiali olmak tzere f polinomunun derecesi deg(f) = max{deg(h)}

olarak tanimlanar.

Tanim 2.31 (Rowen , 1980) Herhangi bir f € K{X} polinomu i¢in
o deg'(f) = deg;(f) ise f ye X; ye gore homojen,
o deg'(f) =degi(f) =1 ise f ye X; ye gore dogrusal,

e Her bir i i¢in f polinomu X; de dogrusal ise veya deg'(f) = 0 ise f

polinomuna ¢oklu dogrusal polinom denir.

Tamim 2.32 (Rowen , 1980) f € K{Xi,...,X,} ise f = f(z1,...,2,)
seklinde yazilur. R bir K-cebir olsun. Her r; € R i¢in f(r1,...,r,) = 0 ise f ye
bir polinom o6zdesligi ve R halkasina da bir polinom ozdesligi halkas

denir.

Tanim 2.33 (Jacobson , 1964) {1,2,...,n} kiimesi dzerindeki simetrik grup
S, ve o € S, olsun. f € K{X} bir ¢coklu dogrusal polinom ise A\, € K ig¢in

formundadar.

Tanim 2.34 (Rowen , 1980) R bir halka, n > 2 bir tam say ve S,,
{1,2,...,n} kimesi tuzerindeki simetrik grup olsun. sgn : S, — {—1,1} isaret

fonksiyonu olmak tzere her x1,...,x, € R i¢cin

Sp = Sp, (Xl, . ,Xn) = Z SgTL(U)XU(l) .. .Xg(n)

O'ESTL

ile tanwml polinoma n degiskenli standart polinom denir.

Ornek 2.1 R bir halka olsun. Her X1, X9, X5 € R igcin

= X1 X0X3 — Xo X1 X3 — X3 Xo X — X1 X3Xo + XoX3X) + X3X1 Xy

3 deqiskenli standart polinomdur.
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Teorem 2.8 (Posner , 1960, Theorem) Bir R asal halkasinan genigletilmis
merkezi C ve merkezi kapanisi Ro olsun. R halkasinan C' tizerinde bir polinom

dzdesligi halkasi olmasy i¢in gerek ve yeter bir kosul dime(Re) < 0o olmasidur.

Teorem 2.9 (Martindale W. S. |, 1969, Theorem 5) (Amitsur-Levitzki Te-
oremi) M,(K), herhangi bir K degismeli cebiri tizerindeki matrisler halkas

olsun. O zaman, M, (K) halkast sa,, standart polinom ézdesligini saglar.

Tanim 2.35 (Beidar et al. , 1996) R bir yary asal halka ve X, degismeli ol-
mayan bilinmeyenlerin saylabilir bir kiimesi olsun. T = Q(R)xc C{X} serbest
carprmaine ele alalim. T kumesinin elemanlarina genellestirilmis polinom
denir. ¢; € Q(R) ve y; € X olmak tizere, m = qoy1q1Y2qs - - - Ynqn tipindeki ele-
manlara monomaal, q; elemanlarina da m monomialinin katsayilar:y denir.
T kiumesinin her f elemani, monomiallerinin sonlu toplama seklindedir ve bu
gosterim tek tirlidir. f = f(xy1,...,x,) € T olmak tzere herry,...r, € R ig¢in
f(ri,...,mn) = 0 ise f polinomuna bir genellestirilmis polinom ozdesligi

ve R halkasina da bir genellestirilmis polinom ozdesligi halkast denir.

Eger f € T = Q(R) x¢ C{X}, T serbest carpiminn sifir1 ise o
zaman f, agikar genellegtirilmis polinom o6zdeslik, aksi halde agikar olmayan

genellegtirilmis polinom 6zdeslik olarak adlandirilir.

Teorem 2.10 (Martindale W. S. , 1969, Theorem 3) (Martindale Teoremsi)
Bir R asal halkasinin genisletilmis merkezi C' ve merkezi kapanist Ro olsun.
R halkasiman bir genellestirilmis polinom ozdesligi halkast olmasi i¢in gerek
ve yeter bir kosul eRc minimal sag ideal ve eRce C' tizerinde sonlu boyutlu

bolumlu cebir olacak sekilde Ro min bir e idempotent elemanint iceren bir

primitif halka olmasidur. Dolayisiyla Soc(R) # 0 dur.

Teorem 2.11 (Martindale W. S. , 1969, Theorem 4) (Kaplansky Teoremi) R,
genisletilmis merkezi C' olan bir asal halka olsun. R halkasinin C' tzerinde bir
polinom 6zdesligi halkasi olmast i¢in gerek ve yeter bir kosul R nin C' tuzerinde

sonlu boyutlu, merkezi basit cebir olmasidar.

Teorem 2.12 (Chuang , 1988, Theorem 2) R bir asal halka ve U(R), R nin
Utumi kesirler halkasy olsun. U(R) halkasinin herhangi bir yogun alt modili M

icin, M ve U(R) aymi genellestirilmis polinom ézdesliklerini saglar.
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Onerme 2.12 (Chuang , 1988, Lemma 2) U(R), bir R asal halkasinwn Utumi
kesirler halkasi ve B, U(R) nin C fzerindeki bir bazi olsun. o; € C, q; € B
ve y; € {X1,...,Xn} ig¢in m; = qoy1 - .. Ynqn ler monomialler olmak iizere,
T = U(R)*c C{X} serbest carprminan bir elemant g =) . a;m; formundadar.
Bu durumda g = ), aym; genellestirilmis polinomunun T serbest ¢arpiminda

sifir olmasy i¢in gerek ve yeter bir kosul her i i¢in a; = 0 olmasidir. Sonug

olarak h;( Xy, ..., X)), ki(X1,...,X,) € T igin

g(X1, X)) =) Xihi(X, .., X)
=1

ve

g2(Xq,...,X,) = iXiki(Xl, ey X))
i=1
olmak tizere ay,ay € U(R) elemanlary C idizerinde lineer bagimsiz ve
a1g1(Xq,. .., Xn) +asge(Xq,..., X)) =0€T
ise 0 zaman g1(X1,...,X,) ve go(Xy, ..., X,) in her ikisi de T de sifirdar.

Onerme 2.13 (Lee , 1999, Lemma 2) R polinom ézdesligi halkasi olmayan bir
asal halka ve L, R halkasinin degismeli olmayan bir Lie ideali olsun. O zaman
L ve R katsayilars U(R) de olan ayni genellestirilmis polinom dzdesliklerini

saglar.

Yardimcr Ozellik 2.12 (Wong , 1996) D bélimli halkase iizerinde sonsuz
boyutlu bir vektor uzayr pV olsun. EndpV halkasinin bir yogun althalkas: R
ve katsaylary EndpV  halkasinda olan bir genellestirilmis polinom o6zdesligi
o(X) olsun. Her xi,...,x, € R i¢in f(x;) bir ¢oklu dogrusal polinom wve
o (f(z1,...,2,)) =0 ise o zaman her x € EndpV igin p(x) =0 dur.

Onerme 2.14 (Lee and Wong , 1995, Proposition) k sonsuz bir cisim ve k
tzerinde bir cebir R olsun. K, k cisminin bir cisim genislemesi olmak tzere
R cebri bir ¥(X,...,X,) genellestirilmis polinom 6ézdesligini sagliyor ise o

zaman R ®y K cebri de bu genellestirilmis polinom ozdesligini saglar.

Tanim 2.36 R herhangi bir halka ve d : R — R bir toplamsal dontistim olsun.
Her z,y € R i¢in d(xy) = d(z)y + xd(y) ise d doniigimiine bir tirev denir.
Bir b € R igin d(x) = [b,x] oluyorsa d tirevine b € R ile belirlenen bir i¢

turev denir.
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Tanim 2.37 (Beidar et al. , 1996) d, bir R asal halkasin sifirdan farkl bir
tirevi ve I, R halkasin sifirdan farkl bir ideali olsun. f € Q(R) xc C{X}

olmak tuzere her r; € I i¢in

i, d(ry), ... d(r,)) =0

ise f(ri,...,rn,d(r1),...,d(ry)) ifadesine I ideali tzerinde bir diferansiyel

ozdeslik denir.

Teorem 2.13 (Lee , 1992, Theorem 2) R bir yari asal halka ve U(R), R nin
Utumi kesirler halkasi olsun. U(R)gr halkasin bir yogun alt modili I ise o

zaman I ve U(R) ayni diferansiyel ézdeglikleri saglar.

Teorem 2.14 (Lee , 1999, Theorem 3) R polinom 6zdesligi halkast olmayan
bir asal halka ve L, R halkasinin degismeli olmayan bir Lie ideali olsun. O
zaman, L ve R katsayular: U(R) halkasinda olan ayne diferansiyel 6zdeglikleri

saglar .

Yardimci Ozellik 2.13 (Chuang , 1992) R bir asal halka ve I, R nin iki
yanl ideali olsun. O zaman I, R ve Q(R) katsaylar: Q(R) halkasinda olan,

otomorfizma ihtiva eden ayni genellestirilmis diferansiyel ozdeslikleri saglar.

Tanmim 2.38 (Bresar et al. , 2007) Bir S halkasinin bostan farkly bir R alt
kiimesi i¢in m > 1 bir tamsayr ve i € {1,...,n} olmak tzere F; : R™ — S
fonksiyonlar olsun. X = {X1,Y1, Xo,Ya,...} sayilabilir bir kime ve Z (X), Z

tzerinde bir serbest cebir olsun. n > 0 i¢in
f:f(Xla"mealea---?Yn)

polinomunun en yiksek dereceli en az bir monomaialinin katsayisinin 1 oldugunu

kabul edelim. Fy, ..., F, fonksiyonlar:. ve her ri,...,r, € R i¢in

flry, oo rm Fi(ry, oo rm)y ooy (e, oo ymm)) =0

ise 0 zaman f ye R tzerinde bir fonksiyonel o6zdeslik denir. Eger

f € SxZ(X) ise f ye bir genellestirilmis fonksiyonel 6zdeslik denir.

Teorem 2.15 (Beidar , 1998, Theorem 1.2) Bir R asal halkasinin sirasiyla
bir Lie ideali ve Martindale kesirler halkasi L ve Q(R) olsun. Sabit pozitif
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bir m tamsayist i¢in, F @ L™ ' — Q(R) bir toplamsal doniisiim olmak tizere
T1,%2, ..., Tm € L, 1 <0 <m i¢in T; = (xq,...,2;) ve
Fl(f’m) = Fi(l’l, Ce ,.Z'm) = F(.Il, ey i1, i1y - - - ,ZL’m)

olsun. Her Z,, € L™ ve i,5 € {1,2,...,m} i¢in F;,G; : L™ — Q(R)

dontigtimler (m — 1)-toplamsal olmak tizere

Y F(@m)ri+ Y 2;G () =0
i=1 j=1

oldugunu kabul edelim. Eger
(1) deg(L) > m, ya da
(it) L =R and deg(R) >m — 1,

ise 0 zaman 1 < i # j < m igin tek tirli belirlenen (m — 2)-toplamsal p;;
L™™2 — Q(R) dondigiimleri, 1 < i < m i¢in (m — 1)-toplamsal \; : L — C
donustumleri vardwr ve her z,, € R™ i¢in
Fl(@m) = Z 2iDi" (Tm) + Ni' (Tm)
1<j<m
i#]
G (Tm) == > 1 (®m)ai — N (Tm)

1<i<m
J#i

dir.

Tanim 2.39 (Beidar , 1998) R genisletilmis merkezi C olan bir asal halka
olsun. x € R elemans C tizerinde cebirsel ise o zaman x elemaninin cebirsellik
derecesi deg(x) ile, cebirsel degil ise oo ile gdsterilir. Bu durumda halkanin

derecest

deg(R) = max{deg(z) : = € R}
ile tanvmiidor.
Onerme 2.15 (Bresar et al. , 2007) Herhangi bir R halkasinan so, standart

polinom dzdesligini saglamasi i¢in gerek ve yeter bir kosul deg(R) < n

olmasaidar.
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Yardimer Ozellik 2.14 (Beidar and Chebotar , 2000, Lemma 2.1) R bir asal
halka ve L R nin merkezi olmayan bir Lie ideali olsun. O zaman

deg(L) = deg(R) dir.

Onerme 2.16 (Bresar , 1995, Corollary 4.9) I, bir R asal halkasinan bir ideali

olsun. f1, fo : I — R toplamsal donisimler olmak tizere her x € I igin

fi(z)x =z fo(x)

olsun. O zaman her x € I i¢in fi(z) = za + ((z) ve fo(x) = ax + ((x) olacak
sekilde bir a € Qs(R) ve ( : R — C toplamsal donigimi varder.

Yardimer Ozellik 2.15 (Bresar , 1995, Lemma 4.4) R bir asal halka ve I,
R nin sifirdan farkl bir ideali olsun. R halkasinin Martindale kesirler halkast

Q(R) olmak tzere fi, fo : I — Q(R) dondisimleri, her x,y € I i¢in
(1) fi(y) +yfalz) =0,
(it) fi(x)y+ f2(y)z =0

kosullarindan birint saglyorsa o zaman f1 = fo = 0 veya R degismeli bir

halkadar.

Teorem 2.16 (Felzenswalb , 1978, Theorem 2) R sifirdan farkl bir nil sag
1deali olmayan bir halka ve I, R nin bir sag ideali olsun. a € R olmak tizere

her x € I i¢in n(x) > 1 ve ax™®) =0 ise 0 zaman al = Ia =0 dir.

Teorem 2.17 (Lee , 1996, Corollary) R sifirdan farkl bir nil sag ideal
icermeyen bir asal halka, L, R nin degismeli olmayan bir Lie ideali ve a,b € R
olsun. Her x € L i¢in n(z) > 1 olmak tizere (ax)"®b =0 ( (xa)"™®b =0) ise

o zaman a =0 veya b=0 (ab=0) dur.

Teorem 2.17 in ispat1 incelendiginde ispatin sag ve sol simetrik oldugu

goriiliir. Dolayisiyla asagidaki teorem, Teorem 2.17 in 6zel bir sonucudur.

Teorem 2.18 R sifirdan farkly bir nil sol ideal icermeyen bir asal halka, L,
R nin degismeli olmayan bir Lie ideali ve a,b € R olsun. Her x € L i¢in
n(z) > 1 olmak iizere a(xb)"® = 0 (a(bx)™™® = 0) ise o zaman a = 0 veya

b=0 (ab=0) dur.
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2.2. Adi Turevli Halkalar

Tanim 2.40 R bir halka ve d : R — R bir toplamsal dontisum olsun. Her
x,y € R i¢in
d(zy) = d(x)y + xd(y)

ise o zaman d donistimine bir tirev denir.

Teorem 2.19 (Bergen, Herstein and Kerr, 1981, Lemma 6) R karakteristigi
ikiden farkl bir asal halka ve d, R nin sifirdan farkly bir turevi olsun. Eger L,

R nin d(L) C Z(R) olacak sekilde bir Lie ideali ise o zaman L C Z(R) dir.

Teorem 2.20 (Kharchenko , 1975, Theorem) d, bir R asal halkasinin sifirdan
farkly bir tiurevi ve I, R halkasinin sifirdan  farkly bir ideali olsun. Her
T1,..., 0, € I icin f(:z;l,...,:cn,d(xl),...,d(xn)) = 0 olsun. O zaman

asagqidakilerden biri saglanar:

(i) Her x € R i¢in d(x) = [q,z] olacak sekilde uygun bir ¢ € Q(R) vardur,
yani d bir i¢ tirevdir ve I, f(Xl, v X g, Xal, -1 Mg, Xn]) = 0 polinom

ozdesligint saglar.

(ii) I ideali f(Xl, XY, ,Yn) = 0 genellestirilmis polinom ézdesligini

saglar.

Teorem 2.21 (Richouz , 1979, Theorem) R bir asal halka ve n pozitif bir
tamsayr olsun. charR = 0 wveya charR > n oldugunu kabul edelim. Her
a1,01,...,0,11 € R vex € R i¢in ayxase...apra,r; = 0 ise o zaman bazi

1<i<n+1i¢na; =0 dr.

Teorem 2.22 (Lee and Lee , 1983) R, Z(R) merkezine sahip, karakteristigi
tkiden farkly bir asal halka ve L, R halkasinin bir Lie ideali olsun. d R
halkasimin sifirdan farkl bir tirevi olmak tzere her x € L i¢in ad(x) € Z(R)

ise 0 zaman ya a =0 ya da L C Z(R) dir.

Teorem 2.23 (Chang and Lee , 1998, Theorem 2) R degismeli olmayan bir
asal halka ve d R halkasimn sifirdan farkl bir tirevi olsun. 0 # a € R wve
n sabit pozitif bir tamsayr olmak tzere her x € R i¢in ad(z)" € Z(R) ise o

zaman dimcRo = 4 tur.
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Teorem 2.24 (Chang and Lee , 1998, Main Theorem) R bir asal halka ve
L, R halkasimin degismeli olmayan bir Lie ideali olsun. R halkasinan sifirdan
farkly bir tirevi d olmak tuzere 0 # a € R olsun. Bir n sabit pozitif tamsayust

ve her x € L i¢in ad(x)™ € Z(R) ise o zaman dimcRo = 4 tir.

Tanim 2.41 R herhangi bir halka ve 6 : R — R bir toplamsal doniisim olsun.
Her xz,y € R i¢in
o(lz, y]) = [6(x), y] + [z, 6(y)]

ise & dontstimine bir Lie tirev adi verilir.

2.3. Genellestirilmig tiirevli halkalar

Tanim 2.42 (Hvala , 1998) R herhangi bir halka, g : R — R bir toplamsal
doniisiim ve d, R nin bir tirevi olsun. Her xz,y € R i¢in g(zy) = g(x)y+zd(y)
1se g ye d tireviyle belirlenen bir genellestirilmais tirev denir. b,c € R i¢in

g(x) = bx + xzc yapisinda ise g ye genellegtirilmis i¢ tirev adi verilir.

Her tiirev bir genellegtirilmis tiirevdir. Fakat, tersi dogru degildir.

Tanim 2.43 R herhangi bir halka, f : R — R bir toplamsal doniisim ve
a, € Aut(R) olsun. Her x,y € R i¢in f(zy) = f(z)a(y) + B(x) f(y) ise [ ye
bir (o, B)-tiirev denir. Eger dzel olarak o, R halkasinin birim otomorfizmast

1se fdontsumine bir f-tiirev denir.

Tanim 2.44 R herhangi bir halka, f € Aut(R) ve f : R — R bir B-tirev
olsun. Uygun bir a € R ve her x € R i¢in f(x) = ax — f(x)a yapisinda ise o

zaman [ ye bir i¢ B-tirev denir.

Teorem 2.25 (Lee , 1999, Theorem 2 and Theorem 4) R bir sol “faithful”
halka ve R nin Utumi kesirler halkasi U(R) olsun. O zaman R halkasinin
yogun bir ideali tizerindeki her g genellestirilmis tirevi, U(R) halkasina tek
tirli genigletilebilirdir. Ayrica uygun bir a € U(R) elemani ve U(R) halkasinin
bir d tiirevi i¢in g(x) = ax + d(z) formundadur. Ustelik a elemani ve d tiirevi

g genellestirilmis tirevi ile tek turli belirlenir.

Teorem 2.26 (Hvala , 1998) R karakteristigi ikiden farkl bir asal halka

ve g1,92 @ R — R genellestirilmis turevler olsunlar. Her x € R i¢in
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[91(2), g2(x)] = 0 ise 0 zaman her x € R igin g1(x) = Aga(x) olacak sekilde bir
A € C vardar.

Tanim 2.45 (Nakajima , 2000) N : R — R bir toplamsal déniigim olsun.
0 : R — R bir toplamsal dontisiim olmak tizere uygun birr € R ve her x,y € R
1¢In

N([z,y]) = [N(z),y] + [2,0(y)] + zry — yra
1ise N donusimine Nakajima anlaminda genellestirilmis Lie turev

denir.

Tanim 2.46 (Hvala , 2007) H : R — R toplamsal doniigim olsun. § : R — R

toplamsal donisim olmak tizere her x,y € R i¢in

H([z,y]) = H(z)y — H(y)z + x6(y) — yo(x)

kosulu saglanyorsa H dontusimine Hwala anlaminda genellestirilmis

Lie tirev denir.

Teorem 2.27 (Hvala , 2007, Theorem 1) R karakteristigi ikiden farkl bir asal
halka, deg(R) > 3 ve H : R — R bir genellestirilmis Lie tirev, yani d : R — R

bir toplamsal donisim olmak tzere her x,y € R i¢in

H([z,y]) = H(z)y — H(y)z + 20(y) — yo(x)

olsun. O zaman g : R — R¢ bir genellestirilmis tirev ve ( : R — C' toplamsal

doniisim olmak tizere H dontigumi her x € R i¢in

H(z) = g(z) + ((z)
formundadur. Ustelik C([R, R]) =0 ve ¢ bir Lie tirevdir.

Yardimer Ozellik 2.16 (Xu, Ma and Niu , 2007, Lemma 2.1) R bir asal
halka ve I, R nin sifirdan farkl bir ideali olsun. a,b € U(R) — {0}, n sabit
pozitif bir tamsay ve g, R halkasinin sifirdan farkly bir genellestirilmis tirevi

olmak tzere

(i) herx € I igina(g(x)b)" = 0 ise o zaman her x € R i¢in g(x) = a1x+xby
olacak sekilde ay,b; € U(R) vardwr ve bib = 0 dur. Ustelik ba, = 0 veya

aa; = 0 dor.
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(i1) her x € T i¢in a(g(z)b)" € C olsun. a(g(xo)b)" # 0 olacak sekilde bir

xo € I var ise o zaman dimcRo < 4 tir.

Uyar1 2.4 R bir asal halka ve g, R halkasinan c¢,d € U(R) olmak tzere her
xr € R igin g(x) = cx — xd yapisina sahip bir genellestirilmis i¢ tirevi olsun.
Aym zamanda ay,b; € U(R) olmak tzere her x € R i¢in g(x) = ajx — xby
formunda ise o zaman her x € R i¢in cx —xd = ayx —xby olur. Teorem 2.7 den
by =d+ p ve ag = ¢+ p olacak sekilde bir p € C vardwr. Bu durum Yardimce
Ozellik 2.16 ile birlikte kullamabrsa, yani her © € R igin a(g(z)b)” € C ise o
zaman dimgcRe > 4 iken asaqidaki kosullardan biri gecerli olacak sekilde bir

w e C vardir:
(1) a=0,
(ii) b =0,
(iii) (d+ p)b =0 ve b(c+ u) =0,
(i) (d+ p)b =0 ve a(c+ p) =0 dur.

Yardima: Ozellik 2.17 (Chang , 2009, Lemma 1) R bir asal halka, a,b € R

ve n sabit pozitif bir tamsayr olsun.
(i) Her x € R i¢in a (bx)" =0 ise o zaman ab =0 dur.

(ii) Her x € R i¢in a(xb)" =0 ise 0 zaman a = 0 veya b =0 dar.

Yardimac1 Ozellik 2.18 (Albas , 2011, Lemma 1) R karakteristigi ikiden
farkl, degismeli olmayan asal halka ve g, R halkasinin d tireviyle belirlenen
bir genellestirilmis tirevi olsun. Her x,y € R i¢in g ([x,y]) = [9(x), g(y)] ise o

zaman d = 0 veya d = I, birim donistumdir.

Teorem 2.28 (Scudo , 201/, Theorem) R karakteristigi ikiden farkl genisletilmis
merkezi C' olan bir asal halka ve C uzerinde n degiskenli bir ¢oklu dogrusal
polinom f(xy,...,x,) olsun. f(R) = {f(x1,...,2,) : x1,...,2, € R} ve R
halkasinin sifirdan farkl bir genellestirilmis tirevi g olsun. g, f(R) kiimesi
tzerinde bir Lie homomorfizmas: olarak hareket ediyorsa her x € R igin

g(x) =z dir.
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2.4. Genellestirilmis (o, §)-tiirevli Halkalar

Bu bélim boyunca o, 8 € Aut(R) olacaktir.

Tanim 2.47 R herhangi bir halka, o, B € Aut(R) ve f : R — R bir (o, 3)-

turev olsun. G : R — R donusimi her x,y € R i¢in

G(zy) = G(x)a(y) + B(x) f(y)

ise G dontgimine, f ile belirli bir genellegtirilmis («, §)-tirev denir. Eger
a = I, birim otomorfizma, ise G ye f ile belirli bir genellestirilmas [-tirev

denir.

Tanim 2.48 R herhangi bir halka, f € Aut(R) ve G : R — R donisimi R
halkasinin f ile belirlenen genellestirilmis B-tirevi olsun. Eger uygun b,c € R
icin G(x) = bx — f(x)c yapsinda ise o zaman G ye bir genellegtirilmis ic

b-tiirev denir.

Tanim 2.49 R herhangi bir halka ve o € Aut(R) olsun. Her x € R igin
a(z) = qrq™! olacak sekilde ¢ € Q(R) var ise o zaman o otomorfizmasina bir

X'-i¢c otomorfizma, aksi halde bir X-dis otomorfizma denir.

Tanim 2.50 C, bir R halkasinin genisletilmis merkezi ve o € Aut(R) olsun.

n sabit pozitif bir tamsayr olmak “zere

char R = 0 iken, her A € C i¢in a(\) = A,

n

char R =p > 2 iken, her A\ € C i¢in a()\) = o
1se o zaman « ya bir Frobenius otomorfizmast denir.

Teorem 2.29 (Kharchenko , 1975, p. 140) R, genisletilmis merkezi C' olan
bir asal genellestirilmis polinom 6zdesligi halkasi ve o € Aut(R) olsun. Her

A€ C igin a(X) = X ise o zaman « bir X-i¢ otomorfizmadar.

Yardimer Ozellik 2.19 (Kharchenko , 1992, Lemma 1) R bir asal halka, o €
Aut(R) ve f, R halkasimn bir a-tirevi olsun. O zaman « otomorfizmasi ve f

a-tirevi, Q(R) ve U(R) halkalarina tek tirli genisletilebilir.

1'V. K. Kharchenko’ nun isminin Rusca versiyonun ilk harfinden gelmektedir.
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Tanmim 2.51 (Jacobson , 196/) D bir bélimli halka, Vp bir sag vektor uzay:
ve T € End(Vp) olsun. Her v € V ve A € D igin T(v\) = T'(v)a(X) olacak

sekilde bir o € Aut(D) var ise o zaman T ye yari-dogrusal déniigtim denir.

Teorem 2.30 (Jacobson , 1964, p. 79) R sifirdan farkly “socle” a sahip bir
primitif halka, gV bir indirgnemez “faithful” sol R-modil ve D = End(rV)
olsun. O zaman « € Aut(R) olmak tzere her r € R i¢in o(r) = TrT ™! olacak

sekilde bir yari-dogrusal otomorfizma T € End(V') vardar.

Teorem 2.31 (Chuang , 1992) R bir asal halka ve I, R nin bir ideali olsun.
O zaman I, R ve Q(R), Q(R) tzerinde a-tirevli ayni genellestirilmis polinom

ozdesliklerini saglar.

Teorem 2.32 (Chuang , 1992, Theorem 3) R bir asal halka ve o, R nin bir

X -dis otomorfizmast olsun. x;,y; ler farkly degiskenler ve R halkast
V(Xq, ., X, a(Xy), .. a(XG))
genellestirilmis polinom ozdesligini saglyor ise o zaman
(X, .., X, Y, Y

R halkasy i¢in asikar olmayan bir genellestirilmis polinom ézdesligidir, yant R

bir genellestirilmis polinom ozdesligi halkasidar.

Teorem 2.33 (Chuang , 1993, Theorem 2) R bir asal halka ve a € Aut(R)
olsun. a nin bir Frobenius otomorfizmast olmadigr durumda, x;,y; ler farkh

degiskenler olmak tizere
Y(xy, .., a(xr), .. a(z,)) =0
genellestirilmis polinom ozdesligi R halkasinin
V(T Ty Y1y Yn) =0
genellestirilmis polinom 6zdesligini verir.

Yardimer Ozellik 2.20 (Chang , 2003, Lemma 2) R bir asal halka ve G,

R nin bir genellestirilmis a-tirevi olsun. O zaman G genellestirilmis a-tirevi
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Q(R) Martindale kesirler halkasina tek tirli genisletilir ve f bir a-tirev olmak

tzere her x € R i¢in

Gz) =Gz + f(x)
yaprsindadar.
Teorem 2.34 (Chuang , 2005, Theorem 1) R bir asal halka, o € Aut(R) ve f,
R halkasinin bir X -dis a-tirevi olsun. O zaman, x;,y; ler farkl degiskenler ol-

mak tizere R halkasi ¥(z;, f(x;)) genellestirilmis polinom ézdesligini saghyorsa

o zaman R halkasi ¥ (x;,y;) = 0 genellestirilmis polinom ézdesligini saglar.

Teorem 2.35 (Chuang , 2005, Theorem 1) R bir asal halka, o € Aut(R) ve

f, R nin sufirdan farkl bir a-tirevi olsun.

(X, ..., X, f(X1),..., f(Xn)

R i¢in otomorfizma ihtiva eden bir diferansiyel 6zdeslik ise o zaman f bir i¢
a-tirevdir ya da R,

w(Xla"'aXna}/ia"'7Yn)

genellestirilmis polinom ozdesligini saglar.
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3. ASAL HALKALARIN LIE IDEALLERI
UZERINDE GENELLESTIRILMIS

a—TUREVLERIN SIFIRLAYAN KOSULLARI

Bu bolimde, R asal halkasinin degigmeli olmayan bir Lie ideali iizerinde
genellestirilmis a-tiirev ihtiva eden bir diferansiyel ozdeslik ele alinacaktir.
Bu baglamda literatiirde yer alan sonuclarin degismeli olmayan Lie ideallere

sifirlayan kogullari ile bir geniglemesine yer verilecektir.

Bu boliim boyunca R bir asal halka ve n > 1 sabit pozitif bir tamsay:
olsun. Herhangi =,y € R elemanlarmin komiitatérii [z,y] = zy — yx ile

tanimhidir.

Herstein , 1968, R halkasinin bir tiirevi d olmak tizere her x € R igin
d(x)* = 0 ise d = 0 oldugunu gostermistir. I. N. Herstein’ in sonucunu
genellegtiren bir ¢ok sonug¢ daha sonraki yillarda onemli matematikgiler

tarafindan elde edilmistir.

Bresar ; 1990, R halkasimin sifirdan farkli bir tirevi d ve a € R olmak
tizere her x € R i¢in ad(z)" = 0 ise charR # (n — 1)! iken a = 0 oldugunu

ispatlamigtir.

Son zamanlarda ise C. L. Chang su teoremi ispatlamistir:

Teorem 3.1 (Chang , 2009, Theorem B) R bir asal halka, a € R ve a €
Aut(R) olsun. G, R halkasinan sifirdan farkl bir genellestirilmis a-tirevi olmak

tizere her x € R i¢in aG(x)" = 0 olsun. O zaman her x € R i¢in aG(z) =0

dar.

Ayrica yine bu boliim boyunca aksi belirtilmedikge o € Aut(R), Q(R)
ve U(R) birimli asal halkalar ve C' bir cisimdir (bkz. Yardima Ozellik 2.8).
Yardimer Ozellik 2.19 dan R halkasmin otomorfizma, tiirev ve a—tiirevlerinin
ve ayrica Yardimer Ozellik 2.20 den R halkasimin genellestirilmis her a—tiire-

vinin, U(R) ve Q(R) halkalarina tek tiirlii genigletildigi bilinmektedir.
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Bu motivasyonlar 1s1g1inda asagidaki problem incelenecektir:

Problem: L, R asal halkasinin degismeli olmayan bir Lie ideali olsun. G

R nin sifirdan farkl bir genellegtirilmis a-tiirevi olmak tizere her x € L igin
aG(z)" =0

oldugunu kabul edelim. O zaman G genellegtirilmis a-tiirevi veya R halkasinin

yapist hakkinda nasil bir ¢ikarim yapilabilir?

Problemin ¢ozliimiine olanak saglayan yardimci ozelliklerin ispatinda
kargimiza ¢ikan bir alt durum olarak oncelikle, halkanin komiitatorleri iizerinde

saglanan asagidaki 6zdeslikler incelenecektir.

Yardimc: Ozellik 3.1 R degismeli olmayan bir asal halka, a,b € R ve n

sabit pozitif bir tamsayr olsun.
(i) Her x,y € R i¢in a([z,y]b)" =0 ise 0 zaman a =0 ya da b= 0 dar.
(ii) Her x,y € R i¢in a (blz,y])" = 0 ise o zaman ab =0 dur.

Ispat. R bir asal halka oldugundan R nin sifirdan farkh nilpotent ideali yoktur.
Dolayisiyla R nin sinirli indeksli nil ideale sahip olmasi, sinirh indeksli nilpotent
ideale sahip olmasini gerektirdiginden Teorem 2.18 geregince n(x) = n sabit

pozitif tamsay1 olarak alinabilir. Bu durumda Teroem 2.18 den ispat biter. O

Yardimer Ozellik 3.2 ve Yardimer Ozellik 3.3 te sirasiyla o € Aut(R)
nin bir X-i¢ otomorfizma olmasi durumu halkanin komiitatorleri ve degismeli

olmayan bir Lie ideali iizerinde ele alinacaktir.

Yardimar Ozellik 3.2 R degismeli olmayan bir asal halka ve n sabit pozitif

bir tamsayr olsun. a,b,c,q € R ve q tersinir olmak tuzere her x,y € R i¢in

a (b[l‘7y] - Q[xa y]q—lc)" =0

olsun. R nin asikar olmayan bir genellestirilmis polinom 6zdesligi saglamadiging

kabul edelim. O zaman asagidaki kosullardan biri saglanar:
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(i) a=0,
(i) g7'c € C ve a(b—c) =0 dur.

ispat. a # 0 olsun. Ik olarak ¢ 'c ¢ C oldugunu kabul edelim. X,Y
degismeli olmayan degigskenler ve C{X,Y} serbest C'—cebir olmak iizere C'
tizerindeki serbest garpim T' = Q(R) *¢ C{X,Y} olsun. R agikar olmayan bir

genellegtirilmis polinom 6zdesligi saglamadigindan
a(b[X,Y]—q[X,Y]g )" =0€T,
yani 1" serbest ¢arpiminin sifiridir. Bu 6zdeglikten

ab[ X, Y](b[X, Y] — ¢[X,Y]g'e)" " =

aglX,Y)g e (B[X,Y] —q[X,Y]g )" =0eT  (3.1)

elde edilir. Simdi ab ve ag nun C-lineer bagimsiz olduklarini kabul edelim. O

zaman Onerme 2.12 ten
H(X,Y) = ab[X,Y] (b[X,Y] — q[X,Y]g"'e)" " =0eT (3.2)
ve
K(X,Y) =aq[X,Y]g "¢ (B[X,Y] — q[X,Y]g"'e)" " =0eT (3.3)

elde edilir. ab # 0 ve ¢~'c ¢ C oldugundan ab[X,Y] (¢[X,Y]q 'c) monomiali
(3.2) 6zdesliginde agikar degildir. Boylece H(X,Y) R i¢in agikar olmayan bir
genellestirilmis polinom 6zdesligi olur, bu ise bir ¢eliskidir. Benzer sekilde
aq # 0 ve ¢~ 'c ¢ C oldugundan a (g[z,y]qg 'c)" monomiali (3.3) 6zdesliginde
agikar degildir. Dolayisiyla K(X,Y), R i¢in agikar olmayan bir genellestirilmis
polinom o6zdesligi olup, aym celigki elde edilir. O halde ab ve aq elemanlar:
C'—lineer bagimli, yani bir A € C' i¢in ab = Aaq olmahdir. Bu durumda (3.1)
ozdegliginden agagidaki sonuclar elde edilir:

Eger A # 0 ise o zaman

Aag[X, Y] (b[X, Y] —q[X, Y]q—lc)n—l B
ag[X,Y]g e (BX, Y] —q[X,V]g'e)" " =0eT  (34)

dir. A # 0, ag # 0 ve ¢"'¢ ¢ C oldugundan ag[X,Y] (¢[X,Y]g""¢)"™" mo-

nomiali (3.4) 6zdesliginde agikar degildir, dolayisiyla R nin bir genellegtirilmig

polinom 6zdesligi halkas1 oldugu celigkisine ulasilir.
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Eger A = 0 ise o zaman
ag[X,Y]g e (X, Y] = ¢[X,Y]g ' ¢)" " =0eT (3.5)

dir. ¢7'c ¢ C ve ag # 0 oldugundan a(¢[X,Y]g '¢)" monomiali (3.5)
ozdegliginde asikar degildir ve yine R nin bir genellegtirilmis polinom 6zdesligi
halkas1 oldugu celigkisine ulagilir. Oyleyse ¢~'¢ € C olmahdir. O zaman her

x,y € R i¢in

a(blz,y] — a(g "elz, )" = a((b— )z, y])" =0

dir. Bu durumda Yardimer Ozellik 3.1 (ii) den a(b — ¢) = 0 oldugu goriiliir. O

Yardimer Ozellik 3.3 R bir asal halka, L, R nin degismeli olmayan bir Lie
vdeali ve n sabit pozitif bir tamsayr olsun. a, b, c,q € R ve q tersinir olmak tzere
her x € L i¢in a (bx — qrqtc)" = 0 ise 0 zaman dimcRc = 4 olmadiginda ya

a=0vyadaqgtceC vealb—c)=0 dur

Ispat. a # 0 oldugunu kabul edelim. Yardime1 Ozellik 2.1 den I = R[L, LR <
Rve 0# [I,R] C L dir. O zaman her z € [I, R] igin

n

a(bz—qrg)" =0 (3.6)

dir. I, R ve Q(R), Q(R) lizerinde ayni genellegtirilmig polinom 6zdesliklerini
sagladigimdan Teorem 2.31 geregince her z € [Q(R),Q(R)] igin de (3.6)
saglanir. Bu nedenle R halkasi ve I ideali yerine Q(R) halkasmi alabiliriz.
Q(R) merkezi kapali bir asal halka oldugundan R halkasi da merkezi kapal
bir asal halka olur. Eger R bir genellegtirilmis polinom o0zdegligi halkas1 degil
ise 0 zaman Yardimer Ozellik 3.2 den ispat biter. O halde R halkasmn bir
genellestirilmis polinom 6zdesligi halkasi oldugunu kabul edelim. O zaman
Teorem 2.8 ve Teorem 2.10 dan R, bir D boliimli halkasi tizerindeki V' vektor
uzayimin lineer dontigtimlerinin bir yogun alt halkasina izomorf olan bir primitif
halkadir. Bu durumda V' vektor uzaymin D tizerindeki boyutunun sonlu ve

sonsuz olma durumlarinin incelenmesi gerekmektedir.

o 1. Durum: dimpV = oo olsun. O zaman Yardimci Ozellik 2.12

den her # € R i¢in a(bx —qrq™!)" = 0 saglanr. Ozellikle z yerine ¢ 'z
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alimirsa her z € R ic¢in a(bg 'z —xq~c)" = 0 olur ve bdylece Teorem
3.1 den a(bg™'z —xq~'c) = 0 elde edilir. Bu durumda her z € R igin
abq~tr—axq'c = 0 dir ve Teorem 2.7 den ¢~ ¢ € C dir. Boylece f(x) = (b—c)x
ve her z € Rigin a ((b — ¢)z)" = 0 dir. O zaman Teorem 2.16 dan a(b—c¢) =0

oldugu gortiliir.

e 2. Durum: dimpV < oo olsun. Bu durumda R halkasinin, m sabit
pozitif tamsayisi i¢in D boliimlii halkasi tizerindeki m x m matrisler halkasi,
D,, ye izomorftur. Eger C' sonlu ise o zaman D, C' {izerinde sonlu boyutlu
oldugundan bir sonlu halkadir ve Teorem 2.4 ten D bir cisimdir. Bu durumda
R = C,, olur. Diger yandan, eger C' sonsuz ve F', D nin maksimal alt cismi ise

standart argiiman ile Onerme 2.14 ten her z,y € R ®¢ F icin
a (b, y] — gz, ylg~'c)" =0

dir. Fakat k = m[F : C] olmak iizere
RRcF2D, ®cF2F,

ve R degismeli olmadigindan & > 1 dir. Boylece C' cisminin sonlu veya sonsuz

olmasi durumlarima gore R halkasi yerine k£ > 1 icin F}, halkas1 alinabilir.

dimcRe # 4 kabul edelim. O zaman k > 3 olmalidir. V' nin F'—lineer
dontigiimlerinin vektor uzayr k—boyutlu olsun. Herhangi bir v € V igin v
ile ¢"'cv vektorlerinin F—lineer bagimsiz oldugunu kabul edelim. O zaman
dimpV > 3 oldugundan v, ¢~ cv, w vektorleri F'—lineer bagimsiz olacak sekilde
bir w € V secilebilir. R halkasinin yogunlugundan Teorem 2.1 ve Tanim 2.8
geregince

1

xq cv = 0,2v =0,

yqg tev =w,yv = 0, 2w = ¢ v

olacak gekilde x,y € R elemanlar vardir. Bu da [z, y]v = 0 ve

[z,y]q tev = 2yq e — yrq v = 2w = ¢ Mo

olmasini gerektirir. Burada

(b[a:,y] — gz, y]q_lc) V= —0
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dir. O zaman,

0=a (b[z,y] — qlz,ylg "c)" v
= (—1)"av

bulunur ve av = 0 dir. O halde av # 0 ise v ile ¢ 'cv vektorleri F-
lineer bagimhidir. @ # 0 oldugundan avy # 0 olacak sekilde bir vy € V
vardir. O zaman vy ve ¢ lcvy vektorleri F-lineer bagimhdir ve ¢ lcvy = vy
olacak gekilde bir A € F' vardir. Bir onceki ispata gore v € V icin v ve
vo vektorlerinin F' iizerinde lineer bagimsiz olduklarini ve av = 0 oldugunu
kabul edelim. dimgrV > 3 oldugundan F' iizerinde lineer bagimsiz olacak
sekilde v, vy, w vektorleri secilebilir. Oncelikle aw # 0 kabul edelim. O zaman

a(v+wvy) = avy # 0 ve a(v + w) = aw # 0 dir. Béylece

Lew = fw,

.
g e(v+v) = v(v + w),

g te(v+w) = (v +w)

olacak sekilde 3,7,d € F vardir. Bu esitlikler ¢ tcvg = Avg ile birlikte ele

alinirsa
g v+ q ey =y + Yo
denkleminden
g v =0+ (v = Ao
bulunur. Ayrica,

¢ v+ g ew = v + dw

oldugu kullanilarak
(Y =)o+ (v =ANvo+ (8= 0)w=0

elde edilir. {v, v, w} kiimesi F tizerinde lineer bagimsiz oldugundan A = v =
§ = B dir. Bu durumda ¢~ 'cv = \v dir ve v ile ¢~ 'ev vektorlerinin F {izerinde
lineer bagimli oldugu goriliir. Simdi aw = 0 oldugunu kabul edelim. w yerine
w + vy aliirsa

0 =aw = a(w + vg) = avy

1

geliskisine ulagilir. O halde yukaridaki muhakemelerden v ile ¢~ *cv vektorleri-

nin F {izerinde her v € V icin lineer bagimli, yani ¢~ cv = nv olacak sekilde bir
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n € F var oldugu goriiliir. O zaman, (¢ 'c —n)v = 0 dir ve V vektor uzaymin
Q(R) tizerindeki hareketi “faithful” oldugundan ¢~'c € F dir. Sonug olarak,
her z,y € R icin a ((b— ¢)[z,y])" = 0 olur ve Yardimer Ozellik 3.1 den ispat

biter. O

Bir sonraki yardimer ozellikte Yardimer Ozellik 3.3 iin, R halkasmmn

herhangi bir o otomorfizmasina genisletilmesine yer verilecektir.

Yardimae1 Ozellik 3.4 R bir asal halka ve L, R nin degismeli olmayan bir
Lie ideali ve n sabit pozitif bir tamsayr olsun. a,b,c € R ve a € Aut(R)
olmak tizere her x € L i¢in a (br — a(x)c)" = 0 ise 0o zaman ya a = 0 ya da

dimecRe # 4 iken her x € R i¢in a (bx — a(x)c) =0 dur.

ispat. Eger a = 0 veya R bir tamlik bolgesi ise ispat biter. O zaman R
halkasinin bir tamlik bolgesi olmadigini ve a # 0 oldugunu kabul edelim.
Yardimer Ozellik 2.1 den I = R[L, L]R < R ve 0 # [I, R] C L dir. O halde her
z € [I, R] i¢in

a(bx —a(zx)e)" =0 (3.7)

olur. Teorem 2.31 den (3.7) her z € [Q(R), Q(R)] igin saglanir. Ayrica Q(R)
ve [ ideali bir asal halka oldugundan R ve I yerine Q(R) halkasi almabilir.
Q(R) merkezi kapal bir asal halka oldugundan R halkas1 da merkezi kapali bir
asal halkadir. o nin bir X-i¢ otomorfizma olmasi durumunda her x € R igin
a(z) = qrq™! olacak sekilde bir tersinir ¢ € Q(R) vardir. O zaman (3.7) den
her = € [R, R] i¢in

a (bx — qxq_lc)n =0

elde edilir. Bu durumda Yardimer Ozellik 3.3 ten ispat tamamlamr. O zaman

a nin X-dig otomorfizma oldugunu kabul edelim. O zaman her x € [R, R] igin
a(bx —a(zx)e)" =0 (3.8)

dir. Eger b = 0 ya da ¢ = 0 ise Yardimer Ozellik 3.1 den ispat biter. Simdi b # 0
ve ¢ # 0 oldugunu kabul edelim ve Onerme 2.12 geregince R bir genellestirilmis
polinom o0zdesligi halkasidir. Bu durumda Teorem 2.10 dan R, sifirdan farkl

bir “socle” a sahip bir primitif halkadir. R bir tamlik bolgesi olmadigindan R
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sifirdan farkli idempotent elemanlara sahiptir. e € R bir idempotent olsun.

r € [R, R] yerine [a™}(1 — e)ze,a™ (1 — e)ye] alimirsa (3.8) den her z,y € R

i¢in,

0=a (b[ofl(l —e)ze,a (1 —e)ye] — [(1 — e)a(z)ale), (1 — e)a(y)a(e)]c)n (1—e)
=a([(1 —e)a(z)ale), (1 —e)a(y)a(e)] )" (1 —e) (3.9)

elde edilir. (3.9) denkleminde
(1= ea(@)ale), (1 = a(y)a(e)le = A
diyelim. O zaman aA™(1 —e) = 0 dur.
A=) = (1= ) (al@)ale)(1 - e)aly) — aly)ale)(1 = a(x) Jale)e(l = )
oldugundan (3.9) dan

0

a(bla™' (1 —e)ze,a (1 — e)ye] — [(1 — e)a(z)ale), (1 — e)a(y)ale)lc)” (1 —e)
a ([(1 = e)a(z)ale), (1 — e)aly)ale)] )" (1 —e)
=a (A"1A) (1—e)

=a A" [(1 = e)a(z)ale), (1 — e)a(y)ale) c(1 —¢)

=aA" (1 - ¢) (a(z)ale)(1 — e)aly) — a(y)ale)(1 — e)a(z)) ale)e(l — e)

elde edilir. Her bir adimda A(1 — e) degeri yerine yazilarak devam edilirse her

2,y € R icin
a(1 = e)((a(x)a(e)(1 - e)aly)) - (aly)ale) (1 — a(@)ale)e(1 - ¢))"
bulunur. Bu durumda her z,y € R icin
0=a(l —e)((zale)(l — e)y — ya(e)(1 — e)x)ale)c(l —€))" (3.10)

olur. O zaman Uyar1 2.4 geregince her x € R ve uygun bir A € C ig¢in

asagidakilerden biri gegerlidir:

(i) a(l—e) =0,

(ii) a(e)e(l —e) =0,
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(iii) a(e)c(l —e)za(e)(l —e) = Aa(e)c(l —e) ve
ale)(1 —e)zale)c(l —e) = Aa(e)c(l — e),

(iv) a(1 —e)za(e)(l —e) = Xa(l —e) ve
ale)(1 —e)zale)e(l —e) = Aafe)e(l —e).

Simdi (iii) nin gegerli oldugunu kabul edelim. O zaman (3.10) dan her

x,y € R ve uygun bir A € C igin

0 =a(1 — e)(zAa(e)c(l — e) — yra(e)c(l —¢))

=a(1 — e)(A(z — y)ale)e(l —e))"
=\"a(l —e) ((z — y)a(e)e(l —e))"

elde edilir. Ozel olarak y = 0 almirsa her = € R icin Ma(1—e) (za(e)c(1 —e))" =
0 dir. R bir asal halka oldugundan ya A = 0 ya a(l —e) = 0 ya da
ale)e(l—e) = 0 dir. Ayni iglemlerle (iv) in gegerli oldugu kabul edilir ve (3.10)
denkleminde kullanilirsa R asal bir halka oldugundan ya A =0 ya a(l—e) =0

ya da a(e)c(1 — ¢) = 0 sonucuna varihr.
Eger A = 0 ise 0 zaman her z € R icin,
o (iii) den a(e)c(1 — e)zale)(1—e) = 0 ve a(e)(1 — e)zale)e(l — €) =0,
o (iv) den a(1 — e)za(e)(1 — ) = 0 ve a(e)(1 — e)za(e)e(l — €) = 0

bulunur. Her iki durumda da R halkasinin asalligindan ya a(l —e) = 0 ya

ale)e(l —e) =0 ya da a(e)(1 — e) = 0 sonucuna ulagilir.

Simdi e € R idempotenti i¢in a(e)(1 —e) = 0 oldugunu kabul edelim.

(3.8) de x yerine [a™*(1 — e)ze, ye] alahm. O zaman her x,y € R igin

0=a(bla™' (1 —e)ze,ye] — [(1 — e)a(z)ale), a(y)ale)]o)" (1 —e)

= a(l — e)(a(z)a(e)a(y)ale)c(l — )"
bulunur. O halde Teorem 2.16 1g1ginda a(1 — e) = 0 ya da

ale)Ra(e)c(l —e) =0
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dir. R halkasinin asalligindan a(e)c(1—e) = 0 ya da a(1—e) = 0 oldugu goriiliir.

Chang , 2009 Lemma 4 tin ispatindaki benzer teknikleri kullanarak
agagidaki gibi devam edelim. Asikar olmayan bir e € R idempotenti igin
a(l—e) =0 olsun. Her z € R i¢in e+ (1 —e)ze € R elemani da bir idempotent

ve

ale+ (1 —e)ze) =ae=a#0

oldugundan,

a(l—e—(1—e)ze)c(e+ (1 —e)ze) =0 (3.11)

dir. Diger yandan, R halkasindaki tiim idempotent elemanlar i¢in a(e)c(1—e) =

0 saglandigindan (3.11) denklemi de saglanir. (3.11) den her z,y € R i¢in

a(l—e)ce—a(l—e)a(x)a(e)cet+a(l—e)c(l—e)ze—a(l—e)a(z)a(e)c(1—e)re = 0
(3.12)

elde edilir. Ozel olarak (3.12) de x = 0 ahnirsa a(e)ce = ce dir. Bu (3.12) de

kullanilirsa her = € R igin

0=a(l—e)c(l —e)z —a(l —e)a(x)ale)ce — a(l —e)a(z)a(e)c(l — e)ze
=(1 —a(e))e(l —e)ze — (1 — afe))a(z)ce — (1 — ale))a(z)a(e)c(l — e)xe
(3.13)

olur.

(3.13) denklemi lineerlegtirilirse her z,y € R igin

0 =(1—afe))e(l —e)(x +y)e — (1 — afe))a(z + y)ce
— (I =a(e))a(z +yla(e)e(l - e)(z + y)e
=(1— a(e))c(l — e)ze + (1 — ale))e(l — e)ye — (1 — a(e))a(w)ce
— (I —a(e))aly)ee — (1 — ale))a(z)ale)c(l — e)ze
(e)
(e)
)

Q

Q

— (1 —ale))a(z)ale)c(l — e)ye — (1 — afe))a(y)ale)c(l — e)xe
—(1—a(e
(1 — a(e) (afx)a(e)e(l — )y + alya(e)e(l — e)z)e

Ja(y)a(e)e(l —e)ye

Q
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elde edilir. a bir X-dig otomorfizma oldugundan Kharchenko , 1975 den her

x,y,z,w € R icin
(1 —afe))(za(e)c(l — e)y + wa(e)c(l — e)x)e =0
bulunur. Son denklemde 6zel olarak y = 0 alinirsa her x,w € R icin
(1 —afe)wale)c(l —e)ze =0

denklemine ulagilir. R asal oldugundan 1 — a(e) = 0 veya a(e)c(l —e) = 0

sonucuna varilir. O halde 1 # a(e) oldugundan,
ale)e(l1—e) =0
olmalidir. Oyleyse (3.13) denklemi a(e)c(1 — €) = 0 ile birlikte, her z € R icin
c(l —e)ze — (1 — ale))a(x)ce =0
olmasimi gerektirir. Tekrar Kharchenko , 1975 den her x,t € R igin
c(l —e)xe— (1 —afe))tce=0 (3.14)

bulunur. (3.14) te ozel olarak ¢ = 0 almwsa ¢(1 — e)ze = 0 dir. O zaman
R asal oldugundan ¢(1 —e) = 0 dir. Benzer sekilde (3.14) te z = 0 alinirsa
(1—afe))tce = 0 ve 1 # a(e) oldugundan ce = 0 olmahdir. O halde ¢ = ce =0

dir. Bu ise ¢ # 0 seqilisiyle celigir, ispat tamamlanir. a

Asagidaki yardimaer 6zellik Teorem 3.2 nin ispatinda kullanilacaktar.

Yardimc: Ozellik 3.5 (Chang , 2009, Lemma 4) R bir asal halka, a,b,c € R
ve v € Aut(R) olsun. n sabit pozitif bir tamsayr olmak tzere her x € R i¢in

a(br — a(x)e)” =0 ise o zaman her x € R i¢in a (br — a(x)c) =0 dar.

Teorem 3.2 R, degismeli olmayan bir Lie ideali L olan bir asal halka ve G,
R main bir genellestirilmis a-tirevi olsun. a € R ve n sabit pozitif bir tamsayr
olmak tzere, her v € L i¢in aG(x)" = 0 olsun. O zaman dimcRe # 4 ise her

zr € R igin aG(z) =0 dir.

Ispat. Eger a = 0 ise o zaman ispatlanacak birsey yoktur. a # 0 oldugunu

kabul edelim. O halde Yardime Ozellik 2.1 den I = R[L, L]JR ve 0 # [I,R] C L
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dir. Yardimer Ozellik 2.20 geregince f, R halkasimm bir a-tiirevi olmak iizere
her z € R i¢in G(x) = sx + f(z) olacak sekilde bir s = G(1) € U(R) vardir.

Hipotezden her x € L i¢in
a(sz+ f(x))" =0 (3.15)

dir. (3.15) ozdegligi her x € [I, R] i¢in de saglanir. Teorem 2.31 den I, R
ve Q(R), Q(R) iizerinde aym genellegtirilmig polinom 6zdegliklerini saglar ve
boylece (3.15) her z € [Q(R), Q(R)] i¢in de saglanir. O halde I ideali ve R
halkasi yerine Q(R) alinabilir. Eger f bir X-i¢ tiirev ise o zaman her x € R
icin f(x) = bz — a(x)b olacak sekilde bir b € Q(R) vardir. (3.15) 6zdesligi her
x € [R, R] igin

a((s+b)z —a(z)b)" =0

seklinde yeniden yazihirsa Yardimer Ozellik 3.4 ten ispat biter.
Son olarak f nin bir dig a-tiirev oldugunu kabul edelim. (3.15) den her
z,y € R icin

0= a(s[z,y] + f ([z,9])"
= a(slz,y] + f(zy) — f(yx))"

= a(slz,y] + f(z)y + a(x) f(y) = fy)z —aly) f(z))"
olur. Teorem 2.35 geregince her x,y, z,u € R i¢in
a(slz,y] + zy + a(x)u —uz — a(y)z)" =0 (3.16)

olmalidir. (3.16) da = = 0 almrsa her y, z € R i¢in a(zy—a(y)z)™ = 0 bulunur.
Yardimaer Ozellik 3.5 ten her y, z € R icin

a(zy —a(y)z) =0 (3.17)
dir. (3.17) sagdan r ile carpilarak, her r,y, z € R i¢in
azyr — aa(y)zr =0 (3.18)

bulunur. Diger yandan (3.17) denkleminde y yerine yr yazilarak her r,y,z € R
icin

azyr —ao(yr)z =0 (3.19)
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elde edilir. (3.18) ile (3.19) kiyaslanirsa her r, z,y € R i¢in
ac(y)(a(r)z —zr) =0

oldugu goriiliir. a # 0 ve R asal oldugundan her 7,z € R igin a(r)z = zr dir.
Yardimer Ozellik 2.19 dan her r, 2 € Q(R) icin a(r)z = zr olur. Ozel olarak
z =1 € Q(R) almirsa a(r) = r elde edilir ve bu durumda her 7,z € R i¢in
rz = zr bulunur. Bu ise Q(R) halkasinin ve dolayisiyla R halkasinin degismeli

bir halka oldugunu gosterir ki bu bir geligkidir. a

Sonug 3.1 R bir asal halka ve L, R nin degismeli olmayan bir Lie ideali ve
n sabit pozitif bir tamsayr olsun. a € R ve G, R halkasinin sifirdan farkl bir
genellegtirilmis a-tirevi olmak tzere her x € L i¢in aG(x)" = 0 olsun. O
zaman, a = 0 veya dimcRc # 4 iken, ¢ € Q(R) olmak tizere her x € R i¢in

G(z) = qz dir ve ag =0 dar.

Ispat. Her z € L icin aG(z)" = 0 oldugunu kabul edelim. O zaman Teorem
3.2 den her x € R i¢in dimgR¢c = 4 olmadiginda aG(z) = 0 dir. Boylece f, R

halkasinin bir a-tiirev olmak tizere her z,y € R icin

0= aG(zy) = a(G(z)y + a(z)f(y)) = aa(z)f(y)

dir. R halkasinin asalligi kullanilarak a = 0 veya f = 0 sonucuna ulagilir. Eger
f =0 ise o zaman Yardimer Ozellik 2.20 den her z € R icin G(z) = gz olacak
sekilde uygun bir ¢ € Q(R) vardir. Buradan her x € R i¢in a(gqx) = 0 sonucuna

ulagilir. Bu da aq = 0 olmasini gerektirir ve ispat biter. a

R halkasiin herhangi bir a-tiirevi f bir genellestirilmig a-tiirev oldugundan

agagidaki sonug dogal olarak ortaya ¢ikmaktadir:

Sonug 3.2 R bir asal halka ve L, R halkasinin degismeli olmayan bir Lie ideali
olsun. a € R ve f, R halkasimn bir a-tirevi olmak tzere n sabit pozitif bir
tamsayise ve her x € L igin af(x)" = 0 ise o zaman dimcRe = 4 olmadiginda

a=0 veya f =0 dur
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Asagidaki 6rnekte gortildiigi gibi Teorem 3.2 de halkanin asalligi kaldirilamaz
bir kosuldur.

.. u v
Ornek 3.1 F bir cisim ve R = lu,v,w € F 5 halkasinin bir
0 w
1
tersinir elemant q = € R ve her x € R i¢cin
01
U U—vV+w
a(z) = qrqg =
0 w
0 1
olsun. ¢ = ,d= € R olmak tizere
01 0 1
0 u—vw
G(z) =cx — a(r)d = eR
0 O

G dontisumi R halkasinan sifirdan farkl bir genellestirilmis a-turevidir. a =
1 0

0 0
aG(x)* =0, fakat uw = v olmadik¢a

€ R secilirse, n sabit pozitif tamsayist olmak tzere her x € R i¢in

oldugu kolayca gorulebilir.

Ayrica asagidaki ornekte gorildigi gibi Teorem 3.2 de Lie idealin

degismeli olmasi durumunda sonug gecerli degildir.

Ornek 3.2 F bir cisim ve charF = 2 olsun.

F F
R =
F F
asal halkasine goz onune alalim. R nin L = b N\, B €F } Lieideali
A B
1
degismelidir. ¢ = € R bir tersinir eleman olmak “zere her
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u v
xr= € R i¢in
z w
_1 ut+z utv+z+tw
afz) =quq =
z zZ+w
11 11
olsun. ¢ = ,d= € R i¢in
10 0 0
u u+v+z
G(z) =cx — a(z)d =
u+z v+z+w
1
R nin sufirdan farkl bir genellestirilmis a-tirevidir. a = segilirse,
0 0

n sabit pozitif tamsayist ve her x € L i¢in aG(x)™ = 0 fakat

u+z v+z4+w
aG(z) = . . #0

dar.
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4. ASAL HALKALARIN GENELLESTIRILMIS
o-TUREVLERININ MERKEZI KUVVET-
LERININ SIFIRLAYAN KOSULLARI

Bu boliimde bir asal halkanin degigsmeli olmayan bir Lie ideali iizerinde

otomorfizma ihtiva eden merkezi bir diferansiyel 6zdeslik incelenecektir.

Bu boliim boyunca R bir asal halka, n sabit pozitif bir tamsay1 ve
a € Aut(R), Q(R) ve U(R) birimli asal halkalar olsun. Sirasiyla Z(R) ve

C, R halkasinin merkezi ve genigletilmig merkezi olsun.

Bresar , 1990 sonucunun bir genellemesi Lee and Lin , 1996 tarafindan
verilmigtir. Lee and Lin , 1996 aymi Ozdesligi merkezi olmayan bir Lie
ideal tizerinde ele almiglar ve karakteristik kosulunu kaldirarak ayni sonuca
ulagmislardir. Ozetle, Lee and Lin su teoremi ispatlamiglardir: Bir R asal
halkasinin merkezi olmayan bir Lie ideali L olmak tizere d R nin sifirdan farkh
bir tiirevi ve 0 # a € R olsun. Bir n sabit pozitif tamsayis1 ve her x € L igin

ad(x)™ € Z(R) ise o zaman dimcRe = 4 dir.

J. C. Chang agagidaki teoremi ispatlamigtir:

Teorem 4.1 (Chang , 2009, Theorem B) R bir asal halka ve I, R nin sifirdan
farkly bir ideali, o, R nin bir otomorfizmasy ve G, R nin sifirdan farkls bir
genellestirilmis a—tiirevi olsun. Bir n sabit pozitif tamsayist ve her x € I i¢in
G(z)" € Z(R) ise R halkasy degismeli ya da 4 boyutlu basit cebir i¢inde bir

mertebedir.

Bu kesimde Chang , 2009 sonucunun halka iizerinde ve daha sonra da
degismeli olmayan bir Lie ideal iizerinde sifirlayan kosulu incelenecektir. Bir

bagka ifadeyle agagidaki iki problem ele alinacaktir:

Problem: R degismeli olmayan bir asal halka, L, R nin degismeli
olmayan bir Lie ideali ve a € R olsun. G, R halkasinin sifirdan farkli bir

genellestirilmis a-tiirevi ve n sabit pozitif bir tamsay1 olmak iizere
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(i) her z € R i¢in aG(x)" € Z(R) ise,
(ii) her x € L igin aG(x)" € Z(R) ise

o zaman G genellestirilmis a-tiirevi veya R halkasinin yapisi hakkinda ne

sOylenebilir?

Yardimer Ozellik 4.2 nin ispatinda asagidaki sonuca ihtiya¢ duyulmak-

tadir:

Yardimar Ozellik 4.1 (Chang [2009], Lemma 8) R merkezi Z(R) olan bir
asal halka, a,b,c,q € R ve ¢ € R tersinir olsun. n sabit pozitif bir tamsay

olmak tizere her x € R i¢in a(q(bx — xc))" = 0 ise o zaman her x € R i¢in

a(q(bx —xc)) =0 dor.

a € Aut(R) otomorfizmasinin bir i¢ otomorfizma olmasi durumunda yu-

karidaki problem (i), halka tizerinde agagidaki yardimer 6zellige indirgenmistir:

Yardimci Ozellik 4.2 R merkezi Z(R) olan, degismeli olmayan bir asal
halka, a,b,c,q € R ve q tersinir olsun. a # 0 ve n sabit positif bir tamsay
olmak tizere her x € R igin a(bx — qrq~'c)” € Z(R) ise o zaman q 'c € Z(R)

ve a(b — ¢) =0 veya dimcRe = 4 dir.

Ispat. dimcRe > 4 oldugunu kabul edelim. Eger Z(R) = 0 ise o zaman her
z € R icin a(bz — gzq~'¢)® = 0 dir. Yardimer Ozellik 4.1 den her z € R

e = 0 dir. O zaman Teorem 2.7 geregince uygun bir A € C

icin abx — aqxq™
icin ab = Aaq dir. Boylece agR(A — ¢ 1c) = 0 olup, R halkasinin asalhgindan
aqg = 0 veya g 'c € C elde edilir. a # 0 oldugundan ¢~ ¢ € C olur. Bu durumda
hipotezden her = € R icin a((b — ¢)x)" = 0 olup, Yardimer Ozellik 2.17 den

a(b — ¢) = 0 bulunur.

O halde Z(R) # 0 oldugunu kabul edelim. ¢~'c ¢ Z(R) olsun. O zaman
R,
a(bx — qrqc)"y — ya(br — qrqg 'c)" =0
genellegtirilmig polinom 6zdegligini saglar. Teorem 2.10 dan Q(R) sifirdan

farkli H “socle” na sahip bir primitif halkadir ve @Q(R) halkasimn ilgili
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boliimlii halkast D, C iizerinde sonlu boyutludur. O zaman Q(R), End(pV)
endomorfizmalar halkasinin bir yogun alt halkasina izomorftur.
o 1. Durum: dimpV = oo olsun. O zaman H sonlu rankli elemanlardan

olugtugundan ve C' deki sifirdan farkli her eleman tersinir oldugundan
HnNnC=(0)
dir. Boylece her x € H icin
0=abr —qrqg 'c)" =a (q(q’lbx — xq’lc))n (4.1)

elde edilir ve (4.1) her z € Q(R) icin de saglamr. Yardimer Ozellik 4.1 den her
r € Rigin a(bx — qvq~'c) = 0 oldugu goriiliir, boylece abx — aqrq~'c = 0 dir.
Teorem 2.7 den ab = Aagq olacak sekilde uygun bir A € C vardir. Dolayisiyla
her z € R i¢in agz(\ — ¢ 'c) = 0 dir. R bir asal halka oldugundan a = 0 veya

q tc € C bulunur, bu ise bir celigkidir.

e 2. Durum: dimpV < oo olsun. O zaman m bir pozitif tamsay1 ve D
tizerindeki m x m matrisler halkas1 D,, olmak iizere Q(R) = D,,, dir. Eger C
sonlu ise o zaman D, C {lizerinde sonlu boyutlu olacagindan Teorem 2.4 den
D bir cisimdir. Bu durumda Q(R) = C,, olur. Diger yandan eger C' sonsuz
ve F' D bolimli halkasinin maksimal alt cismi ise standart bir argiiman ile
Onerme 2.14 den her z,y € Q(R) Q¢ F icin a(bx — qrqg~e)" = 0 dir. Ayrica
bir k pozitif tamsayisi i¢in Q(R) ®¢ F = D,, @c F = (D ®@¢ F),, = F, dir. C
sonlu iken R halkasim Q(R) ile, C' sonsuz iken R halkasini Q(R) ®¢ F ile yer
degistirerek R = F} alabiliriz. R degismeli olmayan bir halka oldugundan her
iki durumda da k£ > 1 i¢in R = F}, alinabilir.

kE = 2 i¢gin Q(R) = F; olup, R halkasi 4-boyutlu merkezi basit cebir
iizerinde bir mertebe olur. Bu ise dimgcRe > 4 ile geligir. O halde, £ > 3 kabul
edelim. Eger z € Q(R) icin rank(z) = 1 ise o zaman bx ve grq~' elemanlarmm

ranklar1 en fazla 1 dir. O zaman Yardimer Ozellik 2.5 geregince

rank (a(bx — qxq’lc)”) < rank (a(bx — qxq’lc))
< rank (bx - qxq_lc)

< rank (bz) + rank (qzq'c)



46

<1l+1=2

dir. rank (a(bx — grq~tc)") < 2 ve k > 3 oldugundan rank: 1 olan herhangi bir
r € Q(R) i¢in a(bx — qrq'c)” = 0 sonucuna varihr. ¢-'c ¢ F oldugundan v
ve ¢ tev vektorleri F-lineer bagimsiz olacak sekilde uygun bir v € V vardir. O
halde, rank(z) = 1 olacak sekilde bir € Q(R) igin zv = 0 ve zq 'cv = ¢ v

secilebilir. O zaman (bx — qzq~')v = —v oldugundan

0 =a(bx — qrq 'c)"™v

=(—1)"av

elde edilir. V' vektoér uzayimin Q(R) iizerindeki hareketi “faithful” oldugundan
a = 0 bulunur. Bu ise bir celigkidir. Oyleyse ¢ 'c € Z (R) olmahdir. Bu
durumda her z € R i¢in a((b — ¢)x)" € Z(R) dir. dimcRec > 4 oldugundan
Yardimer Ozellik 2.16 (i) geregince her z € R icin a (b — ¢)x)" = 0 olmaldr.
Bu durumda Yardimer Ozellik 2.17 (i) den a(b—c¢) = 0 olup, ispat tamamlamr.
O

Problemi ¢oziime ulagtiracak yardimer ozelliklerin bir kisminda asagidaki
yardimeci ozellik bir alt durum olarak kargimiza ¢ikacagindan, oncelikle agagidaki

merkezi 6zdeslikler ele alinacaktir.

Yardimer Ozellik 4.3 R degismeli olmayan bir asal halka, dimcRe > 4,

a,b,c € R ve n sabit pozitif bir tamsay: olsun.
(i) Her x,y € R i¢in a([z,y|b)" € Z(R) ise 0 zaman a =0 veya b =0 dar.

(i) Her z,y € R i¢in a(blx,y])" € Z(R) ise o zaman ab =0 dur.

Ispat. (i) a # 0 ve b # 0 oldugunu kabul edelim. R bir polinom 6zdesligi
halkas1 degil ise o zaman Onerme 2.13 ten her z € R icin a (zb)" € Z(R) dir.
Bu durumda dimeRe > 4 oldugundan Yardimer Ozellik 2.16 (i) geregince her
2 € Ricin a (xb)" = 0 olur. O zaman Yardimer Ozellik 2.17 (ii) den @ = 0 veya

b = 0 olmahdir. Bu ise bir celigkidir.
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Simdi R nin bir polinom 6zdesligi halkasi oldugunu kabul edelim. O
zaman R¢, C iizerinde sonlu boyutlu bir merkezi basit cebirdir. C', C' cisminin
merkezi kapanigi olmak iizere C' nin sonsuz olmasi durumunda F = C ve
C nin sonlu olmasi durumunda da F' = C almabilir. O zaman £ > 1 igin

Re ®c F = My(F) dir ve her z,y € Rc ®¢ F icin
a([z,ylb)" € C (4.2)

saglanir. Eger her z,y € Re ®¢ F i¢in a ([x,y]b)" = 0 ise o zaman Yardimcl
Ozellik 3.1 den a = 0 veya b = 0 oldugu celigkisine ulagihr. O zaman
a ([zo,yo]b)" # 0 olacak sekilde uygun wg,90 € Rc ®c¢ F elemanlar1 vardir
ve C bir cisim oldugundan a ([xg, yo]b)" tersinirdir ve boylece a tersinirdir.

e € R ®c F, ranki 1 olan bir idempotent eleman olsun. O zaman (4.2)

de z yerine e ve y yerine ey(1 — e) alinirsa her y € Re ®¢ F igin

aley(l—e)b)" € C

elde edilir. Yardimer Ozellik 2.5 den

rank (a(eyb(1 —e))") < rank ((ey(1 — e)b)")
< rank (ey(1 — e)b)
< rank (eyb) + rank (eyeb)

=2

bulunur. dimecRe > 4 oldugundan her y € Re ®¢ F igin

a(ey(l—e)b)" =0 (4.3)
olmalidir. (4.3) 6zdesligi sagdan e ile garpilirsa

ae (y(1 —e)be)" =0

bulunur. O zaman ae = 0 veya (1 — e)be = 0 dir. a tersinir oldugundan
ae = 0 olmas1 durumunda e = 0 bulunur, bu ise bir celigkidir. Oyleyse keyfi bir

e € Re®c F idempotent elemani i¢in (1—e)be = 0 dir. O zaman 1—e € Re®c F
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icin de eb(1 — e) = 0 oldugu goriiliir. Bu durumda eb = ebe = be dir. R
halkasinin tiim idempotentleri ile dogrulan toplamsal alt grubu £ olmak iizere
E, R nin degigmeli olmayan bir Lie idealidir (bkz. Herstein , 1969). O zaman,
[b, E] = 0 oldugundan b € C olmalidir. b # 0 kabul ettigimizden b € C
tersinirdir. O halde her z,y € R¢ ®¢ F igin

a([z,ylb)" =b"a([z,y]))" € C

olup, b € C' elemanimin tersinirligi kullanihirsa a ([z,y])" € C' sonucuna varilir.

O zaman yg € Re ®@¢ F i¢in a ([x,y0])" € C olup, d = [—, yo| tlrevi i¢in
ad(x)" € C

olur. Bu durumda Teorem 2.23 ten a = 0 veya d = 0 elde edilir. a # 0 kabul
ettigimizden d = 0 olmalidir. Béylece d nin tanimindan y, € C' olur. Bu durum
her keyfi y elemani icin tekrarlanirsa Ro halkasinin dolayisiyla R halkasinin
degismeli oldugu sonucuna varilir, ancak bu bir celiskidir. Oyleyse kabuliimiiz

yanhstir, a = 0 veya b = 0 olmalidir.

(ii) (i) stkkindaki teknikleri kullanarak benzer segiliglerle ab = 0 oldugu
gortliir. a
Asagidaki Yardimar Ozellik 4.5 te a € Aut(R) otomorfizmasimn bir
X-i¢ otomorfizma oldugu durumda, 6zdeslik halkanin komiitatorleri tizerinde
ele alinmigtir. Ayrica bu yardimae 6zelligin ispatinda agagidaki sonuca ihtiyag

duyulacaktir:

Yardimcr Ozellik 4.4 (Chang , 2011, Lemma 1) Bir D bélimli halkas:
tzerinde bir vektor uzayr V- ve R = Homp(Vp,Vp) olsun. k > 1 i¢in
dimp(Vp) = k ve b € R olsun. R halkasinin ranki 1 olan her t idempotent

elemana i¢in bt = tb ise 0 zaman b € Z(R) dir.

Yardimer Ozellik 4.5 R merkezi Z(R) olan, degismeli olmayan bir asal
halka ve a,b,c,q € R i¢in q tersinir olsun. a # 0 olmak tizere bir pozitif n
tamsayse ve her v € [R, R] i¢in a(bx — qrq~tc)” € Z(R) ise o zaman ya
q 'c€ Z(R) ve a(b—c) =0 ya da dimcRc = 4 tir.
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ispat. dimcRe > 4 oldugunu kabul edelim. Eger R bir polinom ozdesligi

halkas: degil ise o zaman Onerme 2.13 ten her z € R icin
a(br — qrqg ') € Z(R)

dir. Bu durumda Yardimer Ozellik 4.2 den ispat biter. Eger R bir polinom
ozdesligi halkasi ise o zaman Teorem 2.11 den R, C iizerinde bir sonlu boyutlu,
merkezi basit cebir ve D bir bolimli halka olmak tizere k > 1 i¢in k-boyutlu

Vp vektor uzayinin lineer dontigiimlerinin halkasidir. Teorem 2.12 den her = €

[Rc, Rc] igin

a(br — qrqg 'e)" € C (4.4)

olur. e € Rc idempotenti i¢in rank(e) = 1 olsun. (4.4) de z yerine [¢~(1 —

e)re,q (1 — e)ye} yazilirsa her x,y € R¢ igin

a(blg™' (1 —e)ze,q (1 — e)ye] —q[g " (1 — e)ze,q (1 — e)ye]q'c)" € C

elde edilir.

Yardimer Ozellik 2.5 ten,

rank (a(bg (1= e)ze, g7 (1 = e)ye] — g™ (1 = e)ze, g7 (1 = e)ye]g'c)")
Srank((b lq' (1 —e)ze,q (1 —e)ye] —qlq (1 —e)we,q (1 - e)ye]q”c)”>
<rank( (1 — e)ze, g (1 — e)ye] — qlq (1 — e)ze, ¢ (1 — e)ye] q—lc)
<rank<bq (1 — e)zeq~ (1 — e)ye — bg~ (1 — e)yeq~ (1 — e)ze
—q (1 —e)zeq (1 —e)yeq e+ (1 — e)yeq (1 - 6)x6q‘16>
grank(bq-lu —e)req~(1— e)ye> + rank(bq_l(l —e)yeqL(1 - e)a:e)
+rank (g7} (1 — e)weq (1 — e)yeq'c) + rank((l —e)yeq L1 — e)xeq*c)

<4

bulunur. dimeRe > 4 oldugundan

a(b [q_l(l—e)xe, q_l(l—e)ye] —q[q_l(l—e)xe, q_l(l—e)ye}q_lc)n =0 (4.5)

oldugu goriiliir. (4.5) sagdan 1 — e ile garpilirsa her z,y € R¢ igin
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a(l—e)((yeq ' (1 — e)x — zeq ' (1 — e)y)eq 'c(l —€))" =0 (4.6)

bulunur. = degigkenini sabit tutalim. g(y) = yeq ' (1 — e)z — xeq (1 — e)y
dersek (4.6) dan a(1 —e) (g(y)eg e(1 —€))" = 0 bulunur. Bu durumda Uyar1
2.4 geregince her y € Rc ve uygun bir A € (' icin agagidaki kogullardan biri
gecerlidir:

(i) a(l1—e) =0,
(i) eqgte(1 —e),
(iii) eq (1 —e)yeq te(l —e) = —Xeq te(1 —e) ve
eq le(1 —e)yeq (1 —e) = —Xeqlc(1 —e),

(iv) eq (1 —e)yeqte(1 —e) = —deqte(1 —e) ve
a(l —e)yeqg (1 —e) = —Xa(l —e).

Simdi (iii) nin gegerli oldugunu kabul edelim. O zaman (4.6) den her

x,y € Ro ve uygun bir A € C igin

0=a(l—e)(—yreqg'c(l—e)+areg 'c(l —e))"
= a(1 = e)(AM(—y +w)eg (1 —¢))"

— )\na(l — e)((l‘ — y)eq*lc(l — e))n

elde edilir. Ozel olarak y = 0 almrsa her = € R¢ igin
N'a(1—e)(zeqg 'e(1—e))" =0

dir. Ro bir asal halka oldugundan ya A = 0 ya a(l —e) = 0 ya da
eq tc(l —e) = 0 dir. Eger A = 0 ise o zaman eq '(1 —e) = 0 olur. Aym
islemlerle, (iv) tin gecerli oldugu kabul edilir ve (4.6) da kullanilirsa ya A = 0
vaa(l—e) = 0yadaeqg'c(l—e) = 0 sonucuna varihr. Eger A = 0 ise o zaman

her x € R¢ icin,
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e (iii) den eqg (1 —e)zeqg'c(1 —€) = 0 ve eq lc(1 — e)zeqg ' (1 —€) = 0,
o (iv) den eq (1 — e)zeqgle(l —e) =0 ve a(l — e)zeq (1 —€) =0

bulunur. Her iki durumda da Re nin asalhgindan ya a(l —e) = 0 ya
eq (1 —e) = 0 ya da eq 'c¢(l —¢e) = 0 olur. Simdi e € Rc idempotenti
icin eq~' (1 —e) = 0 oldugunu kabul edelim. (4.4) te z yerine [¢~'(1 —e)ze, ye]

alinirsa her z,y € R¢ igin

a(b [q’l(l —e)zxe, ye] — q[q’l(l — e)a:e,ye} qilc)n eC

ve buradan da

a(bg' (1 — e)zeye — (1 — e)zeyeq 'c)" =0 (4.7)

bulunur. (4.7) sagdan (1—e) ile carpilirsa a(1—e) (reyeqlc(1 — €))" = 0 olup,
Teorem 2.16 geregince a(1 —e) = 0 veya her y € R¢ i¢in eyeq 'c(1 —e) = 0
olmalidir. O zaman R asal oldugundan eq'c(1 — e) = 0 elde edilir. Boylece

vaa(l—e)=0yadaeqtc(l —e)=0 olmahdir.

Agikar olmayan bir e € R¢ idempotenti i¢in a(1 — e) = 0 oldugunu
kabul edelim. Her x € R¢ icin (1 —e) + ex(1 — e) € R¢ de bir idempotent ve
a(e —ex(1 —e)) # 0 oldugundan her = € R¢ igin

(1—e)+ex(l—e€))g 'cle—ex(l—e)) =0

dir. Ozel olarak x = 0 almirsa (1 —e)g~'ce = 0 bulunur. O zaman rank: 1 olan

herhangi bir e € R¢ idempotenti icin
eq_lc = eq_lce = q_lce

dir. F, R halkasinin ranki 1 olan tiim idempotentleri ile tiretilen bir toplamsal

alt grubu olsun. O halde her e € E igin
[e, q_lc} =0

ve ayrica /' R nin degismeli olmayan bir Lie idealidir. O zaman Yardimci

Ozellik 4.4 ten ¢~'¢ € C olup, her = € [Re¢, Re] icin a((b—c)z)" € C sonucuna
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varilir ve Yardimer Ozellik 4.3 (i) den ispat biter. O

Yardimer Ozellik 4.7 de agsagidaki Yardimer Ozellik merkezi olma duru-
muna genisletilerek, bu boliimde ele alinan esas problemin o nin R halkasinin
herhangi bir otomorfizmasi olmasi durumunda halka tizerindeki hali incelene-

cektir.

Yardimer Ozellik 4.6 (Chang , 2009, Lemma 4) R bir asal halka, a,b,c € R
ve a € Aut(R) olsun. Her x € R i¢in a (bx — a(x)c)” = 0 ise o zaman her

r € R a(br —alx)c) =0 dur.

Yardimci Ozellik 4.7 R merkez Z(R) olan bir asal halka ve a,b,c € R
olsun. a # 0 ve a € Aut(R) olsun. n sabit pozitif bir tamsay: olmak tzere her
x € R igin a(bx — a(z)c)" € Z(R) ise o zaman ya dimcRC = 4 ya da her
z € R igin a(bx — az)c) = 0 dir.

Ispat. dimcRe > 4 oldugunu kabul edelim. Her z € R icin
a(bz — a(z)c)" € Z(R)

olsun. Eger b = 0 veya ¢ = 0 ise o zaman her x € R igin sirasiyla
a(—a(x)e)" € Z(R) veya a (bx)" € Z(R) olur ki bu durumda Yardimer Ozellik
2.16 den ispat biter. O halde b # 0 ve ¢ # 0 kabul edelim.

Eger Z(R) = 0 ise o zaman her z € R i¢in a(bx — a(z)c)” = 0 olup,
Yardimer Ozellik 4.6 dan ispat tamamlamr. O zaman Z(R) # 0 oldugunu
kabul edelim. @ R halkasinin bir X-i¢ otomorfizmasi ise o zaman uygun bir
q € Q(R) ve her x € R igin a(x) = qrq ! dir. Hipotezden her x € R igin
a(bx — qzg~'e)" € Z(R) dir. O halde Yardime Ozellik 4.2 den ¢~'c € C ve

a(b — ¢) = 0 sonucuna varihr. Oyleyse a(bx — a(z)c) = 0 dur.

Simdi o nin R halkasinin bir X-dig otomorfizmasi oldugunu kabul edelim.

Hipotezden her z,y € R i¢in

a(bz — a(z)e)"y — ya(br — a(z)c)" =0 (4.8)

dir. Teorem 2.31 den her z,y € Q(R) icin de (4.8) saglanir, bir bagka ifadeyle
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Q(R) halkas1 (4.8) genellestirilmig polinom 6zdegligini saglar. Béylece Teorem
2.10 dan Q(R), sifirdan farkli bir H “socle” na sahip bir primitif halkadir ve
D bir boliimlii halka olmak tizere Q(R), Vp vektor uzaymin endomorfizmalar

halkast Endp(V') nin bir yogun alt halkasina izomorftur.

e 1. Durum: dimpV = oo olsun. H sonlu ranka sahip elemanlar
icerdiginden her x € H

n

a(bxr — a(z)c)" =0 (4.9)

dir. Dolayisiyla Teorem 2.31 den her x € Q(R) ve z € R icin de (4.9) saglanir.
O zaman Yardimer Ozellik 4.6 nin ispatinda o nin dig otomorfizma oldugu

durumda ¢ = 0 elde edildiginden, bu bir celigkidir.

e 2. Durum dimpV < oo oldugunu kabul edelim. O halde D boliimlii hal-
kas1 tizerindeki Vp vektor uzayi igin Dy, k X k matrisler halkas1 olmak tizere
Q(R) = End(pV) = Dy, olur. Teorem 2.30 geregince her z € Q(R) igin a(z) =
TxT~! olacak sekilde uygun bir T' € End(pV') yari-lineer otomorfizmas: vardir.
Boylece her z € Q(R) i¢in

a(br — TaT te)* € C (4.10)

dir.

k > 2 olsun. Oncelikle v ve T~ *cv vektorlerinin her v € V icin D-lineer
bagiml olduklarim kabul edelim. Bu durumda uygun bir A € C icin T 'cv =
Av dir. O zaman her x € Q(R) ve v € V i¢in

(b — a(z)c)v =(bx — TzT 'c)v

=bxv — TaT e
=bxv — Tx\v
=bzv — TT *cxv
=(b—c)zv

olur. Q(R) halkasinin V' iizerindeki hareketi “faithful” oldugundan her z €

Q(R) igin
br — a(x)c=br — TaT 'c= (b—c)x
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dir. (4.10) her = € Q(R) i¢in a((b— ¢)z)" € C olur. Boylece Yardime: Ozellik
2.16 (ii) den a(b—¢) =0 ve her x € R ve v € V i¢in
a(br — a(z)c)v = a(br — TaT 'c)v
=a(b—c)zv
=0

elde edilir. Yine Q(R) halkasinin V' iizerindeki hareketi “faithful” oldugundan

her z € R icin a(bz — a(z)c) = 0 sonucuna varilr.

Simdi vy ve T~ tcvg vektorleri D-lineer bagimsiz olacak sekilde bir vy €
Voldugunu kabul edelim. O zaman @Q(R) nin yogunlugundan z € Q(R) i¢in

rank (z) = 1 olmak iizere

vy =0

2T tevy = T 1oy,
aliabilir. Boylece
a(bx — TxT_lc)vg = a(brvy — TxT tevy) = —avy

ve

a(bx — TzT '¢)" vy = (—1)"avy (4.11)

bulunur. rank (z) = 1 oldugundan

rank <a(bx — Tfol)”) < rank <a(bx _ TxT’1)>
< rank (alH) + rank <aTxT_1>

<2

elde edilir. & > 2 oldugundan her z € Q(R) i¢in a(bx — TxT~')" = 0 bulunur.
Sonug olarak (4.11) den avy = 0 olusu a = 0 olmasim gerektirir ki bu bir

celigkidir. Oyleyse dimpV < 2 olmalidir.

Eger C' sonlu ise o zaman D boliimlii halkas1 C' iizerinde sonlu boyutlu
oldugundan Teorem 2.4 ten D bir cisimdir. Bu durumda @Q(R) halkasinin

degismeli oldugu celigkisine ulagilir. O halde C' sonsuz olmalidir. Bu durumda
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a € Aut(R) otomorfizmasimin Frobenius otomorfizmasi olup olmamasi durum-

larina gore incelenmelidir.

Oncelikle o € Aut(R) nin bir Frobenius otomorfizmasi olmadigim kabul

edelim. O zaman her z,y € Q(R) i¢in Teorem 2.33 ten
a(bx — yc)n eC

elde edilir. Ozellikle y = z almirsa her z € Q(R) i¢in
a(bx — xc)n eC

oldugu goriiliir. O zaman Yardimer Ozellik 2.16 (i) den her z € Q(R) icin

a(bx — a:c)n = (0 ve buradan ¢ = 0 veya b = 0 bulunur. Bu ise bir celigkidir.

Simdi o € Aut(R) nin bir Frobenius otomorfizmasi oldugunu kabul
edelim. Eger char Q(R) = 0 ise o zaman Frobenius otomorfizmas: tanimimdan,
her A € C igin a(A) = A dir. Teorem 2.29 1g1g1inda o nin bir i¢ otomorfizma
oldugu ¢eligkisine ulagilir. O zaman char Q(R) = p > 2 ve uygun bir k # 0,
her A € C icin a(\) = X" olsun. A # 0 olmak iizere ilk 6zdeslikte z yerine Az

konursa her = € Q(R) igin

a(Abz — a(Az)c)" = a(Abz — a(N)a(z)c)"
QM—vkx)
a(z)c)"

= Na(bx — AP 'a(z)c)" € C

k—1

= ( Abx — NP

elde edilir. A # 0 oldugundan her = € Q(R) i¢in
a(bx — )\pk_la(;ﬂ)c)n eC (4.12)

bulunur. (4.12) den

Z Y amo )N e (4.13)
=0

(4,n—1)

elde edilir. Bu toplamda her bir terim permiitasyonel siralamayla n — i tane

(bx) ve i tane (a(x)c) icermektedir. ¢ = MWl veie{0,1,...,n} icin

yi:a( Z 2122---271)

(3,n—1)
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olsun. O zaman (4.13) toplami tekrar indislenerek
Yo+ tyr + ... + 1"y, € C (4.14)

elde edilir.
4.13) te sirasiyla 1, A,... A" yerine her bir adimda A konursa her ¢ =
( Y y

0,1,...,n ve v; € C icin agagidaki lineer denklem sistemi elde edilir:

Yo+ +...+Y ="
Yot+tyi+... .+ "y, =m
(4.15)

n TL2
Yo+t yr+ ...+t Yo =T

Bu durumda C' sonsuz oldugundan m = 1,2,...,n igin Am(pt=1) # 1
olacak sekilde sonsuz sayida A € C' vardir. Bu lineer denklem sisteminin matris

formu agagidaki gibidir:

11 1 Yo C

1 ¢ t" U1 C
€

1 ¢t ... ) \y, C

Sistemin katsayilar matrisinin determinanti Van der Monde determinantini

vermektedir. O zaman

11 1
Lt t" - i . ik j (2K
= [T - =] W' ==X —1)#0
=0 =0
) 1<) 1<)
1 ¢ "
oldugu goriiliir. Sistemin katsayilar matrisi tersinir oldugundan her: = 0,...,n

icin y; € C dir. Ozel olarak, her z € Q(R) igin
Yo = a(bx)n eC

ve

Yp = a(a(a:)c)
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oldugu kullanilirsa Yardimer Ozellik 2.16 den her # € R icin a(bz)” = 0 ve
a(a(z)e)™ = 0 olur. Bu durumda her z € R igin a(bx)” = 0 ise ab = 0 ve

a(a(x)e)” = 0 ise ya a = 0 ya da ¢ = 0 bulunur. Bu ise bir geligkidir.

Sonug olarak o € Aut(R) bir i¢ otomorfizma olmalidir ve bdylece

Yardimer Ozellik 4.2 den ispat biter. O

Yardimer Ozellik 4.7, R halkasmin kommiitatorlerine genellemesi bir

sonraki yardimeci ozellikte ele alinacaktir.

Yardimer Ozellik 4.8 R merkezi Z(R) olan bir asal halka ve a,b,c € R
olsun. n sabit pozitif bir tamsay, o € Aut(R) ve a # 0 olmak dzere her
x € R, R] i¢in

a(br — a(x)e)" € Z(R) (4.16)

ise o zaman her x € R i¢in a(bx — a(x)c) = 0 veya dimcRe = 4 tir.

Ispat. dimcRe > 4 oldugunu kabul edelim. Eger b = 0 veya ¢ = 0 ise 0 zaman
Yardimer Ozellik 4.3 ten ispat biter. O zaman b # 0 ve ¢ # 0 oldugunu kabul
edelim. Oncelikle & € Aut(R) nin bir X-i¢ otomorfizma oldugu durumu ele

alahm. Boylece her # € R i¢in a(z) = grq~! olacak sekilde uygun bir tersinir

¢ € Q(R) vardr. O halde (4.16) dan her z € R, R] i¢in
a(bz — qrq~'c)" € Z(R)

elde edilir ve Yardimer Ozellik 4.5 ten ispat tamamlanir.

Simdi @ € Aut(R) nin bir X-dig otomorfizma oldugunu kabul edelim.
b # 0 ve ¢ # 0 oldugundan Onerme 2.12 den R bir genellestirilmis polinom
ozdesligi halkasidir. Yardimer Ozellik 2.13 ten R ve Q(R) otomorfizma ihtiva
eden ayni genellegtirilmis polinom 6zdeslikleri saglar ve boylece (4.16) her
r € [Q(R),Q(R)] igin de saglanir. O zaman Q(R) merkezi kapali asal cebir
oldugundan R halkas1 yerine Q(R) alimrsa R merkezi kapali bir asal cebir
teskil eder. O zaman R = R¢ dir. Boylece R sifirdan farkli bir H “socle” na
sahip bir primitif halkadir.
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Eger HN Z(R) = (0) ise o zaman her z € [H, H| i¢in

a(br — a(z)c)" =0 (4.17)

dir ve Yardimar Ozellik 3.4 geregince her z € H icin a(bx — a(x)c) = 0 oldugu
goriiliir. Bu son 6zdeslik her x € R i¢in de gecerlidir ve bu durumda Yardimeci
Ozellik 3.4 ten ispat biter.

H N Z(R) # (0) ise o zaman H bir merkezi basit Z(R)—cebirdir ve
boylece R halkasi bir merkezi basit Z(R)-cebirdir. Dolayisiyla Wedderburn-
Artin Teoreminden (Teorem 2.4) H = R sonlu boyutlu bir merkezi basit Z(R)-
cebir ve £ > 1 olmak tizere R, D bolimli halkasi tizerindeki k-boyutlu Vp
vektor uzaymin lineer doniigiimlerinin halkasidir. e € R bir idempotent ve
rank(e) = 1 olsun. (4.16) da z yerine [a~'(1 —e)ze, @™ (1 — e)ye| konursa her
x,y € R igin

a(bla™' (1 —e)ze,a (1 — e)ye] —a([a ' (1 —e)ze,a (1 — e)ye])|c)" € Z(R)
(4.18)

elde edilir. O zaman Yardimer Ozellik 2.5 ten

rank (a(b[a™ (1 — e)ze,a” (1 — e)ye] — a([a (1 — e)ze,a ' (1 — e)ye])]c)")
(b[a™ (1 — e)ze,a™' (1 — e)ye] — a([a (1 — e)ze,a™ (1 — e)ye])]e)")

bla™' (1 —e)ze,a™ (1 — e)ye] — a([a™ (1 —e)ze,a™ (1 — e)ye] )|

< rank(ba "' (1 — e)zea (1 — e)ye) + rank (ba (1 — e)yea™" (1 — €)ze)

(1 = )a(@)a(e)(1 - eay)ale)e) + rank((1 — e)a(y)a(e) (1 - e)a(z)ale)e)

+ rank

<4
bulunur. dimeRe > 4 oldugundan her z,y € R icin

a(bla™' (1 —e)ze,a (1 — e)ye] —a([a ' (1 —e)ze,a (1 — e)ye])]c)" =
(4.19)
olmaldir. (4.19) denklemi sagdan (1 — e) ile ¢arpilirsa

a(l—e) (a(y)a(e)(1—6)04(3:)&(6)0(1—e)—a(:z:)a(e)(1—e)a(y)a(e)c(1—e))n =0

dir. o € Aut(R) otomorfizmasi bir X —dig otomorfizma oldugundan Teorem

2.32 den her z,y € R igin
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a(l—e)(zale)(1 —e)yale)e(l —e) — ya(e)(1 — e)za(e)c(l —e))" =0 (4.20)

bulunur. Bu durumda Uyar1 2.4 geregince uygun bir A € C' ve her y € R i¢in

agagidakilerden biri gegerlidir:
(i) a(l —e) =0,
(i) a(e)e(l —e) =0,

(iii) (afe)(1 — e)yale)c(l —e)) = —Aa(e)c(l — e) ve
a(e)e(l —e)yale)(l —e) = —Aa(e)c(l —e)

(iv) (ale)(l —e)yale)c(l —e)) = —Aa(e)c(l —e) ve a(l — e)yale)(l —e) =
—Xa(l —e)

Simdi (iii) nin gegerli oldugunu kabul edelim. O zaman (4.20) den her
z,y € R igin
0=a(l—-e)(—zAa(e)c(l —e) + yrale)c(l —e))"
=a(l—e) (=Az —y)a(e)e(l —¢€))"
= (=1)"X"a(1 —e)((z — y)a(e)c(l —e))"
bulunur. Ozel olarak y = 0 ahmirsa her z € R icin

N'a(1—e)(zale)e(l—e))" =0

dir. R halkasinin asalligindan Teorem 2.16 geregince ya A =0 ya a(l —e) =0
va da a(e)c(l —e) = 0 dir. Eger A = 0 ise o zaman a(e)(l —e) = 0 olur.
Benzer gekilde (iv) nin gegerli oldugu kabul edilirse (4.20) den ya a(1 —e) =0
ya a(e)(1 —e) =0 ya da a(e)c(l — e) = 0 elde edilir.

e € R idempotenti igin a(e)(1 — e) = 0 oldugunu kabul edelim. (4.17) de

x yerine [a’l(l — e)ze, ye] alinirsa her z,y € R icin

a(bla™(1—e)ze,ye] —a([a™" (1 —e)ze, ye])c)" € Z(R) (4.21)
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olur. Yine Yardimer Ozellik 2.5 geregince

rank( ( [a (1 —e)xe, ye} — a([a‘l(l — e)xe,ye})c)n)
(b[a'(1 — e)ae,ye] —a([a7 (1 — e)ae,ye])c)")
ol

a (1 —e)ze,ye] — a([a™ (1 — e)ze, ye] )c)

< rank (
< rank (

< rank(ba"'(1 — e)ze — byea (1 — e)ze

\_/

+ rank (byea ™' (1 — e)ze — b (1 —
+ rank((1 —e) ale)a(y)ale)c)
+ rank (a(y)a(e) (1 — e)a(z)a(e)c)

<3
oldugu goriiliir. dimcRe > 4 oldugundan (4.21) den her x,y € R igin
a(bla™(1 - e)ze,ye] —a([a™' (1 —e)ze, ye])e)" =0
bulunur. Bu son denklem sagdan (1 — e) ile garpilirsa her x,y € R igin
a(1 —e)(a(z)ale)a(y)a(e)e(l —e))" =0
oldugu goriiliir. Teorem 2.16 dan ya a(1 —e) = 0 ya da
a(e)Ra(e)e(l —e) =0
dir. O zaman R halkasimin asalligindan a(1 —e) = 0 veya a(e)c(1l —e) = 0 dir.
En baga doniilerek (4.17) de x yerine [a(e)z(1 — e), a(e)y(1 — e)] almr
ve benzer iglemlerle devam edilirse a(1 — €)ce = 0 bulunur.
Boylece ranki 1 olan herhangi bir e € R idempotenti i¢in
ce = a(e)ce = a(e)c

dir. £, R halkasinin ranki 1 olan tiim idempotentleriyle iiretilen bir toplamsal
alt grubu olsun. Sonug olarak her e € F igin ce = a(e)c dir. E R halkasinin
degismeli olmayan bir Lie ideali oldugundan her z € [R, R] igin cx — a(x)c = 0

dir. O zaman her z,y € R icin

clz,y] = [a(x),a(y)]c =0
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olur. @ R halkasiin bir X-dig otomorfizmasi oldugundan Teorem 2.32 den her
x,y,1m,s € Rigin clx,y] — [7", s]c = 0 olup, ¢ = 0 veya R halkasimin degismeli
oldugu sonucuna varilir. Ancak bu bir geligkidir. O
Teorem 4.2 R merkezi Z(R) olan bir asal halka ve o € Aut(R) olsun. 0 #
a € R, n sabit pozitif bir tamsayr ve G, R halkasinin § a-tireviyle belirlenen
bir genellestirilmis a-tirevi olmak tzere her x € R i¢in aG(x)" € Z(R) ise o
zaman her x € R i¢in aG(x) = 0 veya dimcRe = 4 tiir.
Ispat. dimcRe > 4 oldugunu kabul edelim. Yardimer Ozellik 2.20 den uygun
bir s € Q(R) ve her x € R i¢gin G(z) = sz + () yapisindadir. Hipotezden her
z € R icin

a(sz+0(z))" € Z(R)

dir.

Ilk olarak ¢, R halkasmm bir X-i¢ a-tiirevi ise her = € R icin d(z) =

bx — a(x)b olacak sekilde bir b € R vardir. O zaman hipotezden her x € R igin
a((s+b)z — a(z)b)" € Z(R)

olur. Bu durumda Yardimer Ozellik 4.7 den ispat biter.
Simdi 0 nin R halkasinin bir X-dig a-tiirevi ve her z,y € R icin [a (SJ: +
5(x))n, y] = 0 oldugunu kabul edelim. Teorem 2.34 ten her z,y,w € R i¢in

[a(sz +w)",y] =0 (4.22)

dir. Ozel olarak z = 0 almrsa her w,y € R i¢in [aw”,y} = 0 bulunur, yani
her w € R igin aw™ € Z(R) olup, a = 0 veya R halkasiin degigmeli oldugu

sonucuna varilir. Bu ise bir celigkidir. O

Her a-tiirev bir genellestirilmis a-tiirev oldugundan Teorem 4.2 nin bir

sonucu olarak Sonug 4.1 verilebilir:

Sonug 4.1 R merkezi Z(R) olan bir asal halka ve 0 # a olsun. a € Aut(R)
ve f, R halkaswnin sifirdan fakly bir a-tireve olsun. n sabit pozitif bir tamsaye

olmak tzere her x € R i¢in af(x)" € Z(R) ise o zaman dimcRe = 4 tir.
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Teorem 4.3 te Teorem 4.2 nin halkanin degismeli olmayan bir Lie idealine

geniglemesi ele alinacaktir.

Teorem 4.3 R merkezi Z(R) olan bir asal halka, L, R nin degismeli olmayan
bir Lie ideali ve a € Aut(R) olsun. 0 # a € R, n sabit pozitif bir tamsay
ve G,R halkasiman bir genellestirilmis a-tirevi olmak tzere her x € L i¢in
aG(z)" € Z(R) ise o zaman her x € R i¢in aG(x) = 0 ya da dimeRc = 4

tur.

ispat. dimcRe > 4 oldugunu kabul edelim. O zaman Yardimci Ozellik 2.1
den I = R[L,L}R ve 0 # [I, R} c L dir. Yardimer Ozellik 2.20 den 6, R
halkasinin bir a-tiirevi olmak tizere uygun bir s = f(1) € Q(R) ve her x € R
icin G(x) = sz + (x) formundadir. Hipotezden her x € L ve dolayisiyla her

z € [I, R] i¢in

a(sz+6(z))" € Z(R) (4.23)

dir. Teorem 2.31 den I, R ve Q(R) otomorfizma ihtiva eden ayni genellegtirilmig
polinom o6zdegliklerini sagladigimdan (4.23) her x € [Q(R),Q(R)] i¢in de
saglanir. Bu durumda R halkas: ve I ideali yerine Q(R) halkasi alinabilir.

Ilk olarak &, R halkasin bir X-i¢ a-tiirevi ise o zaman her z € R i¢in
d(z) = bx — a(x)b

olacak gekilde uygun bir b € R vardir. Bu durumda (4.23) den her x € [R, R}
icin
a((s +b)z — a(z)b)" € Z(R)

elde edilir ve Yardimer Ozellik 4.8 den ispat biter.

Simdi ¢, R halkasinin bir X-dig a-tiirevi ise o zaman her z,y € R i¢in

a(slz,y] +0([x,y]))" € Z(R)

ve buradan da her x,y, z € R icin

[a(s[z, y] + 6(2)y + a(x)d(y) — 6(y)x — a(y)d(x))", 2] =0
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elde edilir. Teorem 2.35 ten her x,y,u,w, z € R igin

la(s[z, y] + wy + a(x)u — uz — aly)w)",z] =0 (4.24)

olur ve burada ozellikle w = u = 0 alinirsa

la(s[z,y])",2] =0

oldugu goriiliir. Bu durumda her z,y € R i¢in a(s[m,y])n € Z(R) dir ve

Yardimer Ozellik 4.3 (ii) den as = 0 sonucuna varilir. O halde her = € R igin
aG(z)" = a(sx + (z))" = ad(z)" € C

dir ve Sonug 4.1 den a = 0 bulunur, bu ise bir celigkidir. O

Her a-tiirevin bir genellestirilmig a-tiirev oldugu dikkate alinirsa Teorem

4.3 ten asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonug 4.2 R merkezi Z(R) olan bir asal halka ve L, R nin degismeli olmayan
bir Lie ideali olsun. o € Aut(R) i¢in f, R halkasiman sifirdan farkl bir a-
tiurevi ve a € R olsun. n sabit pozitif bir tamsayr olmak tizere her x € L icin

af(z)" € Z(R) ise o zaman a = 0 veya dimcRe = 4 tir.

a € Aut(R) i¢gin o # I, yani « birim otomorfizma degil ise o zaman [ — «

dontigimii R halkasinin bir a-tiirevidir. Gergekten her x,y € R igin

(I —a) (zy) = (I —a)(x)y + a(@) (I —a)(y)

dir. O halde agagidaki sonucu ifade edebiliriz:

Sonug 4.3 R merkezi Z(R) olan bir asal halka, L, R nin degismeli olmayan
bir Lie ideali ve a € R olsun. o # I R halkasimin bir otomorfizmasi olmak
iizere n sabit pozitif tamsayist ve her x € L icin a(z — a(z))" € Z(R) ise o

zaman a = 0 veya dimcRe = 4 tur.

1

Y

R birimli bir halka ve u € R tersinir olsun. Her x € R igin a,(z) = uzu™

R halkasinin bir i¢ otomorfizmasi ve d, R halkasinin sifirdan farkli bir tiirevi ise
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o zaman ud doniigimii R halkasinin bir a,-tiirevidir. Gergekten her z,y € R

icin d(zy) = d(z)y + zd(y) ise o zaman

ud(zy) = ud(x)y + uxd(y)
= ud(x)y + uzu tud(y)

= ud(z)y + o (x)ud(y)

dir. Bu durumda, eger R halkasinin d tiireviyle belirlenen bir genellegtirilmis
tiirevi G ise o zaman uG doniigiimii de R halkasinin «,,-tiirev tegkil eden ud
ile belirlenen bir genellestirilmis a,-tiirevi olur. Boylece agagidaki sonuclar

verilebilir:

Sonucg 4.4 R birimli bir asal halka ve u € R tersinir olsun. d, R halkasinin
sifirdan farkl bir turevi ve L, R nin degismeli olmayan Lie ideali olsun. n sabit
pozitif bir tamsayr olmak tzere her x € L i¢in a(ud(x))" € Z(R) ise o zaman

ya a =0 ya da dimeRe = 4 tir.

Sonug 4.5 R birimli bir asal halka ve u € R tersinir olsun. G, R halkasinin
d tureviyle belirlenen sifirdan farkly bir genellestirilmis turevi ve n sabit pozitif
bir tamsayr olsun. Her x € L i¢in a(uG(z))" € Z(R) ise o zaman asagidaki

kosullardan birt gecerlidir:
(i) a=0 dur
(ii) Uygun bir s € Q(R) ve her x € R i¢in G(x) = sz dir.

Agagidaki 6rnek Teorem 4.2 deki asallik kogulunun kaldirilamayacagini

gostermektedir.

Ornek 4.1 F karakteristigi iki olan bir cisim ve

F 0 0
R = 0 F F
0 0 F
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1 00
halkasinin bir tersinir elemani q = 01 1 € R olmak tizere,
001
u 0 0 u 0 0
herx=1| 0 v w icma(r)=qrq¢g =] 0 v v+w+z olsun.
0 0 =z 0 0 z

1 00 1 00
c=101111,d=]101 0| €Ri¢cn
0 01 0 01

000
Gz)=cc—alx)d=1] 0 0 =z

000

oldugu kolayca gorilir. Bu durumda n sabit pozitif bir tamsayr olmak tizere

000

a=| 0 1 0 | €R segilirse aG(z)" € Z(R) fakat z =0 olmadik¢a
0 00

0 00
aGx)=| 0 0 2 | #0
0 00

oldugu gorilir.
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5. ASAL HALKALARIN GENELLESTIRILMIS
LIE TUREVLERI

Bu boliimde onceki iki bolimden farkli olarak halkanin toplamsal
dontigiimlerini iceren bir fonksiyonel 6zdeslik ele alinacak ve halka tizerindeki
bazi kisitlamalar altinda bu fonksiyonel 6zdegligin ihtiva ettigi doniigiimlerin

karakterizasyonuna ulasilacaktir. 2

Kullanacagimiz 6zel tip toplamsal dontisiimlerin tanimlarini hatirlatalim:

Tanim 5.1 R herhangi bir halka ve A, T, S, f : R — R toplamsal dontisimler

olsun. Her x,y € R i¢in,

(i) 6, R halkasiman bir Lie tirevi olmak dzere A([z,y]) = [A(z),y] +

[2,8(y)] ise A ya bir §-Lie tiirev,

(i) T(zy) =T(x)y ( T(xy) = 2T (y)) ise T ye sol (sag) merkezleyen ve hem

sag hem de sol merkezleyen ise T ye merkezleyen dontsgtim,

(iii) S([z,y]) = [S(z),y] (va da S([z,y]) = [z,5(y)]) ise S ye Lie

merkezleyen doniisim (Jing , 2011),

(iv) f([z,y]) = [f(z), [(y)] ise f ye bir Lie homomorfizmas,

denir.

Bu boliim boyunca R bir asal halka (bir k& cismi tizerinde asal cebir)
olsun. d, g,6,A : R — R toplamsal (k-lineer) déniigtimleri igin d bir tiirev, g d

ile belirlenen bir genellestirilmis tiirev, ¢ bir Lie tiirev, A bir d-Lie tiirev olsun.

Lie tiirevlerin karakterizasyonuna ait ilk sonug M. Bresar tarafindan
verilmistir. Bresar , 1993, R dordiincii dereceden standart polinom 6zdesligi
S, 1 saglamayan, karakteristigi 2 den farkli bir asal halka ve § R nin bir
Lie tiirevi olmak iizere 6 = d 4+ 7 formunda oldugunu ispatlamistir. Burada,

d : R — R¢ bir tirev ve 7 : R — C, T([R, R]) = 0 kosulunu saglayan

2Bu boliimde elde edilen sonuclar Frontiers of Mathematics in China dergisinde

yayimlanacaktir.
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bir toplamsal déniisiimdiir. M. Bresar ve P. Semrl halkanin {izerindeki derece

kogulunu kaldirarak asagidaki sonucu elde etmislerdir:

Teorem 5.1 (Bresar ve Semrl , 2003, Theorem 8) R karakteristigi ikiden
farkl bir asal halka ve 6, R nin bir Lie tirevi olsun. O zaman d : R — R¢ bir
tirev ve 7 : R — C, T([R, R]) = 0 kosulunu saglayan bir toplamsal dontisium

olmak tizere 6 = d + 1 formundadar.

K. I. Beidar ve M. A. Chebotar bir asal cebirin merkezi olmayan bir
Lie ideali tizerinde Lie tiirevlerin karakterizasyonunu vermiglerdir. Daha acgik

olarak su teoremi ispatlamiglardir:

Teorem 5.2 (Beidar ve Chebotar , 2001, Theorem 1.1) R karakteristigi ikiden
farkly bir asal cebir, L, R nin merkezi olmayan bir Lie ideali, A, R nin L ile
tretilen bir alt cebiri ve 6 : A — R bir Lie tirev olsun. O zaman R cebiri
S standart polinom ézdesligini saglamadiginda her x € L i¢in 6(x) = d(x) +
7(x) olacak sekilde bir d : A — AC + C tirevi, bir 7 : L — C toplamsal
dontsumu vardur ve 7'( [L, L]) =0 dur.

Daha sonra, P. B. Liao ve C. K. Liu, B. Hvala’ nin Teorem 2.27 deki

sonucunu Lie ideallere goyle genigletmislerdir:

Teorem 5.3 (Liao and Liu , 2009, Theorem 1) R karakteristigi ikiden farkl
bir asal cebir, L, R nin merkezi olmayan bir Lie ideali, A, R nin L ile tretilen
bir alt cebiri ve H : L — R bir genellestirilmis Lie tirev olsun. O zaman R
cebiri Sig standart polinom 6zdesligini saglamadiginda, her x € L i¢in H(z) =
g(x)+7(x) olacak sekilde bir g : A — Re genellestirilmis tirevi ve T([L, L)) =

0 kosulunu saglayan bir 7 : L — C' lineer doniisimi vardr.

Genellestirilmis Lie tiirev kavram literatiirde iki farkh gekilde kargimiza
¢gikmaktadir. Bu kavrami ilk olarak A. Nakajima (Nakajima [2000]), daha
sonra da B. Hvala (Hvala [2007]) tanimlamustir. Tki tanim kiyaslanacak olursa,
Nakajima anlaminda genellestirilmis Lie tiirev kavrami, Lie tiirevleri ve Lie
merkezleyen dontisiimleri genellerken, Hvala anlaminda genellestirilmis Lie
tirev kavrami da ¢-Lie tiirevleri ve genellestirilmis tiirevleri genellemektedir.
Ozetle, halkanin herhangi bir toplamsal endomorfizmas: icin asagidaki gecisler

vardir:
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Tiirey Lie tirev D- Lie
turev
Merkezleyen Genellestirilmis Genellestirilmig
dontigiim tiirev Lie tiirev (Hvala)
Lie merLezIeyen Genellegtirilmig Lie
doniigiim tirev (Nakajima)

Ornek 5.1 M, (F), bir F cismi tzerindeki n X n matrisler halkas: ve
tr: M,(F) —F
iz dontgimi olsun. D : M, (F) — M, (F) lineer doniisimai her x € M,(F) i¢in
D(x) = [a,z] + tr(x).1,
olarak tanwymlansin. O zaman D donusimu bir Lie tirevdir fakat bir tirev
degildir.

Ornek 5.2 R bir halka, T : R — R toplamsal bir donisim, a € U(R) ve X :
R—C, )\([R, R]) = 0 olacak sekilde bir toplamsal dénisim olsun. T : R — R

dontsumiu her x € R i¢in
T(x) = ax + A\(z)

olarak tanimlansin. O zaman T bir Lie merkezleyen dontsumdir fakat mer-

kezleyen donistim degildir.

Ozel tip toplamsal déniigiimlerin bir karakterizasyonunu vermek icin
fonksiyonel 6zdeslik teorisini kullanmak oldukca yaygin bir yontemdir. Bu
baglamda F,T, D, K : R — R toplamsal dontisiimleri icin, yukaridaki semada
yer alan tiim kavramlar1 kapsayacak sekilde her z,y € R icin asagidaki

fonksiyonel 6zdeglik tanimlanmigtir:

F([z,y]) = F(z)y — yK(z) — T(y)z + zD(y). (5.1)

Bu fonksiyonel 6zdesligi olusturan dontigtimler 6ncelikle halka iizerinde,
ardindan halkanin merkezi olmayan Lie ideali iizerinde ele alinacaktir. Bu fonk-

siyonel ozdeglikteki doniigimlerin karakterizasyonunu elde etmek, asagidaki
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seciligler sayesinde Nakajima anlaminda genellestirilmig Lie tiirev, Hvala
anlaminda genellestirilmis Lie tiirev, D-Lie tiirev ve Lie merkezleyen kavram-

larinin karakterizasyonuna olanak saglamigtir. (5.1) fonksiyonel 6zdesliginde

(i) G : R — R bir toplamsal déntigiim, R, ve L, sirasiyla sag ve sol ¢arpim
dontigtimleri olmak tizere T'= G+ R,., D = G + L, ve K = F segilirse

Nakajima anlaminda genellestirilmig Lie tiirev,
(ii) T = F ve K = D alinirsa Hvala anlaminda genellestirilmig Lie tiirev,
(iii) T = D bir Lie tiirev ve K = F segilirse D-Lie tiirev,

(iv) K = F ve T = D = 0 olarak alimirsa Lie merkezleyen kavramlar1 elde

edilmektedir.

Oncelikle (5.1) 6zdesligi halka tizerinde ele alinacaktir. Teorem 5.4 {in

ispatinda asagidaki yardimer 6zellige ihtiya¢ duyulmustur.

Yardimae1 Ozellik 5.1 R degismeli olmayan bir asal halka ve d, R nin bir
turevi olsun. A : R — C' bir toplamsal dontisum olmak tizere, her x,y € R icin
zd(y) — yd(x) = Mx)y — AMy)z oldugunu kabul edelim. O zaman d = X = 0
dar.

Ispat. Her z,y € R icin A(z), AM(y) € C oldugundan

z(d(y) + AMy)) — y(d(x) + \(z)) =0

dir. O zaman Yardimer Ozellik 2.15 geregince R degismeli olmadigindan d+\ =
0 dir. Boylece her x € R i¢in d(z) = —A(z) € C olur. Bu durumda d, R
halkasinin bir tiirevi oldugundan d = 0 elde edilir. O halde A = 0 olmalidir. O

Teorem 5.4 R genisletilmis merkezi C olan, karakteristigi ikiden farkl degismeli
olmayan bir asal halka, ve deg(R) > 3 olsun. D, F, K,T : R — R toplamsal
dondigimler olsun ve R fdzerinde (5.1) ozdesliginin saglandigini kabul edelim.

O zaman her x € R i¢in p,( : R — C toplamsal donisimler olmak tzere
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olacak sekilde a,b € U(R) ve d : R — Rc tirevi vardur. Ayrica pu([R, R]) =0
dar.

ispat. (5.1) denkleminde y yerine x konursa her x € R igin
(F = T)(z)r = (K — D)(x)

oldugu goriiliir. Onerme 2.16 den her z € R i¢in

F(z) =T(z) + za+ ((z) 52)
D(x) = K(x) — ax — ((x)

olacak gekilde uygun bir a € Q4(R) ve ¢ : R — C toplamsal déntigiimii vardr.
(5.2) deki esitlikler (5.1) de kullamlirsa her x,y € R igin

T([x,y]) + [, yla+ ¢ ([=, )
= (T(m) + za + Q(:L‘))y — y(D(m) +ar + C(x)) —T(y)x +xD(y) (5.3)

elde edilir. 7", D" doniiglimleri her z € R igin T"(z) = T'(z) + ((x) ve
D'(z) = D(z) + ((z) + [a, z] olarak tanimlansin. O zaman (5.3) ten

T’([m, y]) =T (z)y — T (y)x — yD'(x) + xD'(y)

denklemine ulagilir. Burada 77 Hvala anlaminda bir genellestirilmis Lie tiirev
olup Teorem 2.27 den de D’ bir Lie tiirev tegkil eder. Ayrica deg(R) > 3
oldugundan Teorem 2.27 geregince g : R — R¢ bir genellestirilmis tiirev ve
p: R — C toplamsal dontigiimii olmak tizere her x € R i¢in T'(z) = g(x)+u(z)
ve u([R, R]) = 0 dir. D', R halkasimin bir Lie tiirevi oldugundan, Teorem 5.1
den d : R — R¢ bir tiirev ve 7 : R — C toplamsal doniisiimii T([R, R]) =
0 kogulunu saglamak tizere D' = d + 7 yapisindadir. Dolaywsiyla (5.1) deki
toplamsal doniigtimler her x € R i¢in

o T'(x) =T(x) + ((x) ve T"(x) = g(x) + p(x) oldugundan

T(x) = g(x) + p(x) — (),

o ['(x) =T(z) + za + ((x) oldugundan burada T'(z) yerine yazilirsa

F(x) = wa + g(x) + p(x),
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e D'(x) = D(x) + ((z) + [a, z] ve D'(x) = §(x) + 7(2) oldugundan

D(x) = [z, a] + d(z) + 7(x) — (),

e D(z) = K(x) — ax — ((x) oldugundan burada, D(x) yerine yazilirsa

K(2) = 2a + d(2) + 7(x)

halini alir.

Yukaridaki egitlikler (5.1) 6zdegliginde yerine konursa her z,y € R i¢in

[z, yla+ g([z,9]) + p(fz,y]) = (za+ g(z) + p(z))y — y(za + d(z) + 7(x))

— (9(y) + nly) = CW)z + =([y. a] + d(y) + 7(y) — C(y))

elde edilir ve gerekli sadelestirmeler yapilirsa
9([z.9]) = g(@)y+pu(x)y—yd(@) —y7(z) —g(y)z—p(y)z +2d(y) +27(y) (5.4)
oldugu gortiliir.

Simdi, g nin bir d’ tiireviyle belirlenen bir genellegtirilmis tiirev oldugunu

kabul edelim. O zaman (5.4) ten her x,y € R igin

g(x)y +2d'(y) — g(y)r — yd'(x) = g(x)y + (1 — 7)(x)y — yd(z)

=9z — (p—7)(y)z + 2d(y)

ve buradan da

w(d —d)(y) —y(d —d)(z) = (p—7)(@)y — (n—7) (W)

olur. O zaman Yardime1 Ozellik 5.1 den R tizerinde d’ = d ve p = 7 bulunur. Bu
durum ise g nin d tirevi ile belirlenen bir genellestirilmig tiirev oldugunu ifade
eder. Teorem 2.25 ten her x € R ve uygun bir b € U(R) i¢in g(z) = bx + d(x)
yapisindadir. Sonug olarak T') F', D ve K doniigimlerinin yukarida bulunan

karakterizasyonlarinda, g doniisiimiiniin bu degeri yerine yazilirsa her x € R



72

T(x) = bx + d(x) + p(x) — ()
F(z) =bx 4+ za+ d(x) + p(z)
D(z) = [&, a] + d(x) + p(x) — ((2)
K(z) = za+d(z) + p(x)
elde edilir ve ispat tamamlanir. O

Teorem 5.4 te K = F' = N alinarak Nakajima anlaminda genellegtirilmis

Lie tiirevlerin agagidaki gibi bir karakterizasyonu verilebilir.

Sonug 5.1 R genisletilmis merkezi C' olan, karakteristigi ikiden farkl degismeli
olmayan bir asal halka ve deg(R) > 3 olsun. N,6 : R — R toplamsal

dontusumler: her x,y € R ve uygun r € R i¢in

N([x,y]) = [N(x),y] + [J:,é(y)] + xry — yrx

kosunu saghyorsa, yant N Nakajima anlaminda bir genellestirilmis Lie turev
1se 0 zaman d : R — R¢ bir tirev, p,( : R — C' toplamsal doniusimler ve
a € Q(R), a+r =€ C olmak iizere her v € R i¢in N(z) = ax +d(z) + p(z)
ve §(z) = x(a — ) + d(z) + u(x) — ((z) dir. Ustelik u([R, R)) = 0 dir.

Ispat. Her x € R icin T(z) = 6(x) + xr ve D(z) = §(z) + rz olarak ahnsm. O
zaman (5.1) 6zdesligi her x,y € R i¢in

N([z,y]) = N(z)y — yN(z) — 5(y)y — ary + 26(y) + ary

= [N(x),y} + [5575(9)} +ary —yrx
halini alir. K = F ise o zaman her x € R i¢in
za+d(z) + p(r) = br + za + d(z) + p(x)
oldugundan b = 0 bulunur. O halde d : R — R¢ bir tiirev ve p : R — C
toplamsal doniigimii u([R, R]) = 0 kosulunu saglamak tizere N(x) = za +
d(z) + p(x) formundadir.

Simdi her = € R i¢in T'(z) = D(z) + [z, r] seciligi kullanilirsa

d(x) + p(x) = ((2) = [, a] + d(2) + p(z) - ((2) + [z, 7]
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bulunur. O zaman her z € R i¢in [x,a + r] = 0 olup, a+r = € C elde edilir.
Bu esitlik D(z) = [z,a] + d(x) + p(x) — ((z) ve D(z) = 6(x) + rx ile birlikte
kullanilirsa ¢ : R — C' bir toplamsal doniigiim olmak iizere her x € R i¢in
d(x)+re =[z,a] +d(z) + p(z) — ((x)
d(z) = —re+xza—ax +d(x) + p(z) — ((z)
= —re+a(y—r) = (y =)z +d(x) + p(r) - ((z)
= x(—=r) +d(x) + p(z) — ((x)

= a(a =) +d(x) + p(r) = ()

sonucuna varilir. O

Teorem 5.4 iin bir sonucu olarak é-Lie tiirevlerin yapisi agagidaki gibi

verilebilir:

Sonug 5.2 R genisletilmis merkezi C olan, karakteristigi ikiden farklh degismeli
olmayan bir asal halka ve deg(R) > 3 olsun. Eger A, bir §— Lie tiirev ise o
zaman a € C', d: R — R¢ bir tirev ve pp : R — C' toplamsal donisim olmak

iizere her © € R igin A(z) = ax + d(x) + p(x) dur. Ustelik 1([R,R]) =0 dar.
ispat. Hipotezden 9, R halkasinin bir Lie tiirevi olmak tizere her z,y € R i¢in

A([Qf,y]) = [A(x%y} + [3:’5(?4)}

dir. Teorem 5.4 te K = F = A ve T'= D = ¢ secilirse (5.1) de bir A ¢-Lie

tirevi elde edilir. K = F'ise her x € R igin
za+d(z) + p(z) = br + za + d(x) + p(x)
oldugundan b = 0 olur. Ayrica T = D secilisi kullanilirsa her = € R igin
d(z) + p(x) = C(x) = [z, a] + d(z) + p(x) = ((x)

olup, a € C dir. Boylelikle d : R — R¢ bir tirev ve p : R — C toplamsal
dontigiim olmak tizere her x € R i¢in A(z) = ax + d(z) + p(x) yapisindadir ve

tistelik p([R, R]) = 0 dur. O

Bir sonraki sonucta Teorem 5.4 den yararlanarak Lie merkezleyen

dontigiimlerin karakterizasyonu verilmistir:
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Sonug 5.3 R genisletilmis merkezi C' olan karakteristigi ikiden farkly bir asal
halka ve deg(R) > 3 olsun. S, R halkasimin bir Lie merkezleyen doniisimi ise
o zaman a € C ve u: R — C toplamsal doniisim olmak tizere her x € R igin

S(x) = ax + p(z) yapisindadur. Ustelik n([R,R]) =0 dir.

ispat. S, R halkasinin bir Lie merkezleyen doniigiimii oldugundan her x,y € R
i¢in

S(lz,yl) = [S(=),y]
dir. Teorem 5.4 te K = FF = S ve T = D = 0 alinursa (5.1) de bir Lie

merkezleyen dontigiim elde edilir. K = F' ise her x € R igin
za+d(x) + p(r) = br + za + d(z) + p(x)

oldugundan b = 0 ve buradan da d(z) € Z(R) oldugu goriiliir. d, R halkasinin
bir tiirevi oldugundan d = 0 olmalidir. Boylece a € C' ve pu : R — C toplamsal
déniisim olmak tizere her z € R i¢in S(z) = ax + pu(x) ve pu([R, R]) = 0 olup,

ispat tamamlanir. O

Teorem 5.5 i ispatlamak i¢in agagidaki yardimei 6zellige gerek duyulmak-

tadir.

Yardima: Ozellik 5.2 R genigletilmis merkezi C' olan karakteristigi ikiden
farkl bir asal halka ve L, R nin merkezi olmayan bir Lie ideali olsun. A, R
halkasinan L ile tretilen bir alt cebiri ve d : A — R¢ bir turev oldugunu kabul
edelim. deg(R) > 2 ve A : L — C bir toplamsal déniigim olmak tzere her
x,y € L i¢cin

zd(y) — yd(z) = A(z)y — Ay)z

1se 0 zaman d = X = 0 dar.
Ispat. Hipotezden d + X toplamsal déniigiim olmak tizere her z,y € L icin
z(d+N)(y) —y(d+ N)(x) =0

dir. Teorem 2.15 geregince her x € L igin d(z) = —A(z) dir. O zaman Teorem
2.19 dan d = 0 veya L merkezi bir Lie idealdir. L merkezi olmayan bir Lie

ideal oldugundan d = 0 olmalidir. Bu sonug¢ baslangic hipotezinde kullanilirsa
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her z,y € L igin 2\(y) — yA(x) = 0 elde edilir.

Simdi A(zg) # 0 olacak sekilde bir zy € L var oldugunu kabul edelim. O
zaman Ozellikle her y € L icin zo\(y) — yA(zo) = 0 dir. Bu son denkleme x

ile kommiitator ¢arpim uygulanirsa

0 = [2oA(y) — yA(20), o] = A(2o)[y, 0]

bulunur. C' bir cisim ve 0 # A(xy) € C oldugundan her y € L i¢in [y, o] = 0
dir. Buradan 2y € Z(L) = Z(R) oldugu goriiliir.

Her x € L igin A(z) = 0 ise o zaman = € Ker\ dir. Boylece L iki
toplamsal alt grubunun bir birlesimi olup, Onerme 2.1 den L = KerAU Z (R)
dir. L merkezi olmayan bir Lie ideal oldugundan L = Ker\, yani A = 0

olmalidir. 0

Teorem 5.4 lin bir asal cebirin merkezi olmayan bir Lie ideali ile iiretilen

alt cebirine genellemesi Teorem 5.5 te incelenecektir.

Teorem 5.5 R genisletilmis merkezi C' olan karakteristigi ikiden farkl bir
asal cebir ve L, R nin merkezi olmayan bir Lie ideali olsun. A, R halkasimn
L ile diretilen bir alt cebiri ve deg(R) > 9 olsun. D, F, K,T : L — R toplamsal
dontigimlerinin her x,y € L i¢in (5.1) dzdesligini sagladigini kabul edelim. O

zaman ,C : L — C toplamsal dontsiumler olmak tzere her x € L i¢in

olacak sekilde bir ¢ € Q(R) ve d : A — AC + C tireviyle belirlenen bir
g : A — R¢ genellestirilmis tirevi vardir ve tstelik u([L7 L]) =0 dur.

Ispat. (5.1) fonksiyonel 6zdesliginde y yerine x ahmrsa her z € L icin

(K —D)(x)=(F—-T)(x)x
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elde edilir. L, R cebirinin merkezi olmayan bir Lie ideali oldugundan Yardimec1
Ozellik 2.14 ten deg(R) = deg(L) dir. O zaman Teorem 2.15 ten her x € L icin
F(x) =T(x) + zq + ¢(z)
D(z) = K(z) — qv — ((z)

olacak sekilde uygun bir ¢ € Q(R) ve bir toplamsal ¢ : L — Q(R)

dontigimi vardir.

Yukarida elde edilen karakterizasyonlar (5.1) de yerine konursa her =,y €
L i¢in
T([z,y]) + [z, 9la + M[2,9]) = (T(2) +2q+ M=)y — y(D(z) + gzA(z))
—T(y)z+xD(y) + My)x — A(y)z
dir ve buradan
(T +¢) ([z,9]) = (T + O(x)y = (T'+ ) (y)x — y(¢(z) + D(x) + [g, z])
+2(C(y) + D(y) + [, v)

elde edilir. O halde T = T + ¢ dersek o zaman T : L — R doniisiimii Hvala

anlaminda bir genellegtirilmis Lie tiirev olmak tizere her z,y € L icin

T([z,y]) = T(x)y — T(y)x — yD(x) + xD(y)
dir ve iistelik Teorem 2.27 den D : L — R,
D(z) = D(z) + ((z) + [g, z]

bir Lie turevdir.

deg(R) > 9 oldugundan, Teorem 5.3 ten her x € L i¢in

T(z) = g(x) + p(x)
olacak gekilde bir ¢ : A — R¢ genellegtirilmis tirevi, p : L — C' lineer
déniigiimii vardir ve p([L,L]) = 0 dwr. D déniisiimiiniin bir Lie tiirev ve

deg(R) > 9 oldugu kullanilirsa Teorem 5.2 1g1¢inda, her z € L i¢in

D(z) = d(x) + ()
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olacak sekilde uygun bir d : A — AC + C tiirevi ve ¥([L, L]) = 0 kosulunu
saglayan bir v : L. — C' lineer doniigiimiiniin var oldugu goriiliir. Boylece her
x € Ligind: A— AC + C bir tiirev, g : A — R¢ bir genellestirilmis tiirev,

q € Q(R) olmak iizere her x € L igin

T(z) = g(z) + p(z) — ((z)

F(x) = 2q + p(r) + g(2) (56)
K(x) = 2q + d(z) +~(z)

D(z) = [z,q] + d(z) +v(z) — ((z)

dir ve burada p,,~v : L — C doniigiimleri toplamsaldir. Ayrica u([L, L]) =0
ve v([L, L]) = 0 dur.

Simdi g nin d’' : A — R¢ tiirevi ile belirlenen bir genellestirilmis tiirev

oldugunu kabul edelim. O zaman (5.1) 6zdegliginden

9([z.y]) + [, ylg + p([z, y]) =(9(z) + zq + p(x))y — y(zq + d(z) + y(z))—

(9(v) + 1(y) — <)z +2(d(y) +1(y) — C(y) + [y, q])

elde edilir. Boylelikle her x,y € L igin

9(x)y — g(y)x +xd (y) — yd'(x) = g(x)y + p(r)y — yd(x) —yy(z) — g(y)x
— pu(y)zr + xd(y) + 2v(y)

z(d —d)(y) —y(d —d)(z) = (p—)(@)y — (L =) (y)>

oldugu goriiliir. Yardimer Ozellik 5.2 den A iizerinde d’ = d dir ve bu durumda
g doniigimii d tiirevi ile belirlenen bir genellegtirilmis tiirevdir. Bu sonug (5.6)

ile birlikte (5.1) fonksiyonel 6zdegliginde kullanilirsa her x,y € L igin

(w=7)(2)y = (p—7)(y)xr =0

denklemine ulasilir. Simdi o = p — 7 olarak adlandiralim. Dolayisiyla o : L —
C' bir toplamsal doniigiim olmak tizere her x,y € L i¢in a(x)y — a(y)z = 0 dir.
O halde Yardimer Ozellik 5.2, L {izerinde o = 0 ve p = ~ olmasim gerektirir,

ispat biter. O
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(5.1) fonksiyonel 6zdesliginde K = F' = g ve T'= D = d' doniigiimleri
Lie idealler iizerinde ele alinarak Teorem 5.6 da 0zel bir diferansiyel 6zdeglik

incelenecektir.

Teorem 5.6 R genigletilmis merkezi C olan karakteristigi ikiden farkl bir
asal halka ve L, R nin merkezi olmayan bir Lie ideali olsun. g, R halkasinin
bir d tiureviyle belirlenen genellestirilmis tirevi ve d', R nin herhangi bir tirevi

olsun. Her x,y € L i¢cin

9([z,y]) = [9(x),y] + [z, d'(y)] (5.7)

ise o zaman her x € R i¢in g(x) = vyx + d(z) olacak sekilde bir v € C vardwr

ve R tizerinde d = d dir.

Ispat. (5.7) diferansiyel 6zdegliginde, Teorem 2.25 kullamhrsa her z,y € L ve

uygun bir a € U(R) i¢in

alz,y] + d([:}c,y]) = [ax + d(x),y] + [m,d’(y)] (5.8)

elde edilir. I, R halkasinm sifirdan farkli bir ideali olmak tizere Yardimer Ozellik
2.1, (5.8) dzdesliginin her x,y € [I, R] i¢in de saglanmasini gerektirir. Teorem
2.14 geregince I, R ve U(R) ayn diferansiyel 6zdeglikleri sagladigindan, (5.8)
her z,y € [R, R] igin de saglanir. Boylece ¢ = d — d’ olmak tizere her z,y €
[R, R] igin

[z, 0(y)] = [a,y]x
ve her z1,x2,y1,y2 € R i¢in

([, 2], 0 ([y1, 92]) ] = [a, [y1, 2] [21, 22] (5.9)

elde edilir. ¢ tirevinin bir X-dig tiirev ya da X-i¢ tiirev olmasina gore ispati

iki alt duruma ayiralim.

e 1. Durum: Oncelikle © nin bir X-dig tirev oldugunu kabul edelim. O

zaman Teorem 2.20 den her x1, x9, Y1, Y2, 21, 22 € R igin

[[‘Tth]? [21,y2] + [yh ZQH = [av [ylnyH [l‘th]
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dir. Ozel olarak z = z, = 0 almirsa la, [R, R]][R,R] = 0 dir ve bu durum

a € C olmasim gerektirir. Oyleyse (5.9) den
R, B (R, R])] =0

bulunur. [R, R], bir Lie idealdir ve her z,y € [R, R] igin [z,¢(y)] = 0 dir.
y € [R, R] sabitlenirse [—, ¢(y)] bir i¢ tiirev olur. Boylece her y € [R, R] igin
o(y) € Z(R) veya [R,R] C Z(R) olur. O zaman ¢ ([R,R]) € Z(R) olup,
Teorem 2.19 dan ¢ = 0 veya [R, R] C Z(R) elde edilir. Eger [R, R| C Z(R)
ise 0 zaman char R # 2 oldugundan R halkasinin degismeli oldugu sonucuna
varilir. Her iki durumda da ¢ = 0 veya R halkasinin degismeli oldugu gortliir.

Bu ise bir celigkidir.

e 2. Durum: Simdi ¢ nin bir X-i¢ tiirev oldugunu, yani her =z € R ve
uygun bir b € U(R) i¢in p(x) = [b, z] oldugunu kabul edelim. Dolayisiyla her
T1,22,Y1,Y2 € R 1(;1n (59)7

[0, 2] [b, [y, 12]] = [a+ b, [y, 90]] [21, 22] (5.10)

halini alir ve (5.10) da x9 yerine zoz; alimirsa

[xl,xﬂxl [b, [yl, 92]] = [CL, [yl, yzﬂ [I1,$2}$1 + [b, [yl,yﬂ] [xl,xﬂxl

denkleminden
[1‘1@2} [xla [ba [y17y2]ﬂ =0 (5.11)

bulunur. Yine (5.11) de x5 yerine her r € R igin zor yazilirsa

[21, 22 R[21, [b, [y1,2]]] = 0

elde edilir. R asal oldugundan her z; € Rigin [zq, R] = 0yada [z1, [b, [R, R]]] =
0 dir.

H={z€R:[z,R] =0} ve G ={z € R: [z, [b[R,R]]] = 0} olsun.
O zaman H ve G R halkasiin iki toplamsal alt grubudur ve R = HU G
dir. O zaman Onerme 2.1 den H = R veya G = R olmalhdir. Eger H = R
ise 0 zaman R halkasinin degigmeli oldugu celigkisine ulagilir. O halde G = R

olup, buradan R halkasinin b € U(R) ile belirlenen bir ig tiirevi I, olmak iizere
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I,([R,R]) C Z(R) elde edilir. Teorem 2.19 dan I, = 0, yani b € C sonucu
gikarihr. O halde ¢ = 0 ve R itizerinde d' = d olmahdir. Boylece (5.8) den

a € C olup, ispat biter. O

Son olarak Lie idealler iizerinde Lie homomorfizmalarin karakterizas-
yonu verilecektir. Bunun icin oncelikle agagidaki yardimci ozellige ihtiyag

duyulmustur.

Yardimer Ozellik 5.3 R karakteristigi ikiden farkly bir asal halka, L R nin

merkezi olmayan bir Lie ideali ve b,c € R olsun. Her x,y € L i¢in

C[‘Tay] - [l’,y]b = Hb7 JZ],Cy - yb}

ise 0 zaman b= c € Z(R) dir.
Ispat. Yardimer Ozellik 2.1 den, her z,y € [I, R] igin

clz, y] = [z, ylb = [[b, 2], cy — yb] (5.12)

dir. Teorem 2.1215181nda I, R ve U(R) ayni genellestirilmig polinom 6zdeglikleri

sagladigindan (5.12) her z,y € [R, R] i¢in de gegerlidir.

Oncelikle R nin bir polinom 6zdesligi halkas: olmadigin kabul edelim. O
zaman Onerme 2.13 ten, her z,y € R icin (5.12) dzdesligi saglanir. Burada
ozellikle y = x alinirsa her x € R i¢in [[b, x], cx — xb} = 0 dir. Teorem 2.26 dan
[b, 2] = A(cx — xb) elde edilir. Bu da her z € R i¢in

(Ac—b)x 4+ 2(b—Ab) =0

olmasin gerektirir. Yardime: Ozellik 2.10 dan Ab—b = —b+Ac € C ve A(b—c) =
0 elde edilir. O zaman R halkasinin asalligi A = 0 veya b = ¢ olmasini gerektirir.
Eger A = 0 ise o zaman b € C dir. Dolayisiyla (5.12) den her z,y € R igin
(¢ —b)[z,y] = 0 bulunur ve boylece b = ¢ dir. O zaman (5.12) her z,y € R i¢in

[b, [z, y]] = [[b, ], [, y]]

ozdesligine indirgenmis olur. Yardimer Ozellik 2.18 den b € C elde edilir ve R
nin bir polinom 6zdesligi olmamasi durumunda ispat tamamlanmig olur.

Simdi R halkasinin bir polinom 6zdegligi halkasi oldugunu kabul edelim.
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O zaman Teorem 2.8 den R, merkezi tizerinde sonlu boyutlu bir merkezi basit
cebirdir. Bu durumda n sabit pozitif bir tamsayi, D boliimlii halkasi tizerinde
n X n tipinde matrislar halkasi D,, olmak iizere R = D,, dir. Eger C sonlu
ise o zaman D, C tizerinde sonlu boyutlu olacagindan, D sonlu bir halkadir ve
boylece Wedderburn Teoreminden (Teorem 2.4) D bir cisimdir. Bu durumda
R = C, dir. Eger C sonsuz ve F'; D boliimli halkasinin bir maksimal alt cismi

ise 0 zaman Onerme 2.14 ten standart argiiman ile her z,y € Re ®¢ F icin
clz,y] — [z, ylb = [[b, 2], cy — yb]
oldugu gortiliir. Ancak uygun bir k pozitif tamsayisi i¢in
Rc®c F =D, ®cF=(D®cF),=F

dir. Her iki durumda da Rg = Fj, alinabilir, tistelik R degismeli olmadigindan

k > 2 dir.

e € R¢ herhangi bir idempotent eleman ve r,r’" € R olsun. Baslangic

hipotezinde x = er(1 —e), y = er’(1 — e) € [R¢, Rc] alinirsa
cler(l—e),er'(1—e)] — [er(1 —e),er'(1 —e)]b = [[ber(1 —e)],cer’(1 — ¢)]
denkleminden,

0= [ber(1—e)|(cer'(1—e)—er'(1—e)b) — [b,er(1—e)] (cer'(1—e)—er'(1—e)b)
(5.13)

elde edilir. (5.13) sagdan e ile ¢arpilirsa her r, 1’ € R¢ igin
0=e{r(l—e)ber’ —r'(1—e)ber}(1—e)be (5.14)

bulunur. Uyar1 2.4 ten uygun bir pinC ve her r € R i¢in agagidaki kogullardan
biri gegerlidir:

(i) (1—e)be=0
(i) (1 —e)ber(1 —e)be = u(l — e)be

(iii) (1 —e)ber(1 — e)be = p(1 — e)be ve er(1 — e)be = pe
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Simdi (ii) nin gegerli oldugunu kabul edelim. O zaman her 7,7’ € R¢ igin
(1 —e)ber(l —e)be = u(1l — e)be

ve

(1 —e)ber' (1 —e)be = pu(1 — e)be

olacak gekilde p € C elemam vardir. Bu esitlikler (5.14) denkleminde

kullanilirsa

eRc(1 —e)be =0

bulunur. R asal oldugundan (1 — e)be = 0 dir.
(iii) nin gegerli oldugunu kabul edilirse benzer iglemlerle (5.14) ten e = 0

oldugu goriiliir, bu ise bir ¢eligkidir.

Simdi baslangig hipotezinde z = (1 — e)re, y = (1 — e)r’e € [R¢, R

alinirsa o zaman
c[(1=e)re, (1 —e)r'e] — [(1 —e)re, (1 —e)r'e]b = [[b, (1 — e)re], c(1 — e)r'e]
denkleminden

0= [b,(1—e)re] (c(1—e)r'e—(1—e)r'eb) — [b, (1—e)re] (c(1—e)r'e—(1—e)r'eb)
(5.15)

elde edilir. (5.15) sagdan (1 — e) ile garpilirsa her r, 7’ € R¢ igin
0=(1—e){reb(l —e)r' —r'eb(1 —e)r}teb(l —e) (5.16)

denklemine ulagilir. Uyar1 2.4 ten uygun bir A € C' ve her r € R icin asagidaki

kogullardan biri gecerlidir:
(i) eb(1—€) =0
(ii) eb(1 —e)reb(l —e) = Xeb(1 —e)
(iii) eb(1 —e)reb(l —e) = Xeb(1 —e) ve (1 —e)reb(l —e) = A(1 —e)
Simdi (ii) nin gegerli oldugunu kabul edelim. O zaman her r,r'R¢ igin

eb(1 —e)reb(l —e) = Xeb(1 —e) (5.17)
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ve

eb(1 —e)r'eb(1 —e) = eb(1 — ¢) (5.18)

dir. Bu durumda (5.17), (5.18) ile birlikte (5.16) denkleminde kullanihirsa
benzer sekilde

(1—e)Rceb(l —e) =0

elde edilir. R asal oldugundan eb(1 — e) = 0 dir. Eger (iii) nin gegerli oldugu

kabul edilirse 1 — e = 0 ¢eligkisine ulagilir.

Boylece (1—e)be = 0 ve eb(1—e) = 0 den herhangi bir e € R¢ idempotenti
i¢in eb = be sonucuna varilir. Ro halkasinin tiim idempotentleri ile tiretilen bir
toplamsal altgrubunu F ile gosterelim. O zaman [b, E] = 0 oldugu agiktir.
Yardimer Ozellik 2.2 den [Re, Re] € E ve [b, [Re, Re]] = 0 elde edilir. Bu ise
b € C olmasim gerektirir. (5.12) denkleminden her z,y € [R, R] i¢in

(C_ b)[l’,y] =0

dir. Teorem 2.22 den b = ¢ olup, ispat tamamlanir. O

Teorem 5.7 R genisletilmis merkezi C olan karakteristigi ikiden farkly bir
asal halka ve L, R nin merkezi olmayan bir Lie ideali olsun. g, R halkasinin
bir d tireviyle belirlenen genellestirilmis turevi olmak tzere her x,y € L icin

g([z,y]) = [d(z), g(y)] oldugunu kabul edelim. O zaman g =0 dar.

Ispat. Teorem 2.25 den uygun bir a € U(R) ve her z € R i¢in g(z) = az +d(z)

oldugundan her x,y € L igin

ale,y] + d([z,y)) = [d(z), ay + d(y)] (5.19)

dir. Yardimer Ozellik 2.1 denklemi (5.19), her z,y € [I, R] icin de saglanir.
Teorem 2.13 geregince I, R ve U(R) aym diferansiyel 6zdeglikleri sagladigindan
(5.19) her z,y € [R, R] i¢in gegerlidir.

Ispat1 d nin bir X-dig tiirev ve X-i¢ tiirev olmasina gore iki duruma

ayiralim:
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e 1. Durum: 1k olarak d nin bir X-dis tiirev oldugunu kabul edelim. O

zaman (5.19) den, d nin tiirev oldugu kullamlarak her z1, x5, y1, 92 € R igin
allzy, wa], [yr, yal+[[d(x1), za]+[21, d(22)], [Y1, Yoll+[[21, 22], [d(y1), yal+[y1, d(y2)]]

= [[d(z1), @2] + [w1, d(z2)], alyr, y2] + [d(y1), yo] + [y1, d(y2)]] (5.20)

elde edilir. (5.20) da Teorem 2.20 uygulanirsa R halkasinin
a[[ﬂ?l, IQ]a [yla 92]] + ch I’Q] + [fEl, t2]7 [y17 92]] + Hxlv Z‘Q], [Zla yQ] + [yla ZQH

= [[t1, o] + [21, t2], alyr, y2] + [21, y2] + [y1, 22]] (5.21)

zdesligini sagladig goriiliir. Ozel olarak (5.21) de t; =ty = 2, = 2z = 0

alinirsa her x1, 22, y1,y2 € R igin

al[z1, 2], [y1, y2]] = 0

olur ve bu da Teorem 2.22 den a = 0 olmasimi gerektirir. O halde L {izerinde

g = d dir ve boylelikle her z,y € L icin

d([z, y]) = [d(z), d(y)]

yani d tiirevi L lizerinde bir Lie homomorfizmasi olarak hareket etmektedir. O

zaman Teorem 2.28 den d = 0 ve dolayisiyla g = 0 sonucuna varilir.

e 2. Durum: d nin bir X-i¢ tiirev oldugunu kabul edelim. Bu durumda
d(x) = [b, z] olacak sekilde uygun bir b € U(R) vardir ve her z € R igin
g(z) = (a+b)x — b
dir. ¢ = a + b olmak tizere (5.19) de z,y € [R, R] i¢in
cle, y] = [z, ylb = [[b, z], cy — ]

dir. O zaman Yardimer Ozellik 5.3 ten b = ¢ € C elde edilir ve boylece d = 0

ve a = 0 olup, ispat biter. a
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6. SONUC

Tezin ana kisimlar: olan ti¢lincii ve dordiincii boliimlerde asal halkalarin
ve Lie ideallerinin sagladigi genellestirilmis a-tiirev ihtiva eden 6zdeglikler ele
alinmigtir. Beginci boliimde ise asal halkalarin ve sonrasinda bir asal cebirin

merkezi olmayan Lie alt cebirinin sagladigi fonksiyonel 6zdeslik incelenmistir.

Uciincii boliimde, bir asal halkanm bir degismeli olmayan Lie ideali
iizerinde genellestirilmis a-tiirev ihtiva eden bir 6zdeslik ele alinmigtir. Daha
agik bir ifadeyle degigmeli olmayan Lie idealler iizerinde genellestirilmis o-
tiirevinin sabit bir tamsay1 kuvvetinin sifirlayan kogulu ¢aligilmigtir. Bunun
sonucunda halkanin merkezi kapaniginin genisletilmis merkezi tizerindeki bo-
yutu 4 olmadikca sifirlayan elamanin sifir veya halka tizerinde genellegtirilmig
a-tirevin, Martindale kesirler halkasindan uygun bir eleman ile sol ¢arpim
doniisiimi oldugu ve bu eleman ile sifirlayan elemanin carpimlarinin da sifir
oldugu sonucuna varilmigtir. Ayrica her a-tiirev bir genellestirilmis a-tiirev
oldugundan ayni 6zdeglik bir asal halkanin degigmeli olmayan bir Lie idealinde
ele alinmig ve yine halkanin merkezi kapaniginin halka tizerindeki boyutu 4

olmadikca sifirlayan elemanin sifir veya a-tiirevin sifir oldugu goriilmiistiir.

Dordiincti boliimde, iigiincii boliimiin devami niteliginde olan otomor-
fizma ihtiva eden merkezi bir diferansiyel 6zdeslik incelenmistir. Uciineii boliim-
deki 6zdegligin merkezi olma durumu once halka tizerinde ardindan degigmeli
olmayan bir Lie ideal iizerinde ele alinmig ve benzer sonuclar elde edilmigtir.
Daha sonra bu sonuglar, aymi 6zdesligin bir asal halkanin degismeli olmayan Lie
ideali tizerinde « tiirev i¢in saglanmasi durumuna uygulanmig ve yine halkanin
merkezi kapaniginin genisletilmis merkezi tizerindeki boyutunun 4 olmadigi
durumda a-tiirevin sifir ya da sifirlayan elemanin sifir oldugu sonucuna

varilmigtir.

Besinci boliimde , halka tizerinde bir fonksiyonel 6zdeslik tanimlanarak
halka tizerinde bir takim yapisal sonuclarla birlikte bu fonksiyonel 6zdesligin

ihtiva ettigi doniigtimlerin bi¢imi belirlenmistir. Ardindan ayni fonksiyonel
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ozdeglik bir asal cebirin merkezi olmayan bir Lie alt cebiri tizerinde ele alinmig
ve oOzdesligin icerdigi dontigiimlerin bigmi betimlenmisgtir. Bu sayede daha
once literatiire iki fakli sekilde sunulan genellestirilmis Lie tiirev kavrami tek
bir fonksiyonel 0zdeslik altinda toplanmig ve ayrica Lie merkezleyen ve Lie
tirev kavramlarinin da bir genellemesine ulagilmistir. Béliimiin devaminda
genellestirilmis tiirev ihtiva eden iki farkl diferansiyel 6zdeslik incelenmis ve
halka iizerinde bu 0zdesligi olusturan doniigtimlerin yapisiyla ilgili sonuglara

ulagilmigtir.

U¢ ve dordiincit boliimlerde polinom 6zdesligi teorisi ve genellestirilmis
polinom 0zdesligi teorisi arag olarak kullanilirken, beginci boliimde fonksiyonel
ozdeslik teorisi kullanilmigtir. Tiim boltimlerde bu giliclii teorilerin uygulama-
lar1 adim adim verilmistir. Bu baglamda tez, bu teorilerin kullanim alanini
acik¢a ortaya koymustur ve literatiirde bir ¢ok sonucun ileri diizeyde bir

genellemesine olanak saglamigtir.

Uciineit ve dordiincii boliimde ele alman 6zdesliklerin devami olarak
literatiirdeki genellestirilmig tiireve iligkin bir ¢ok sonucu genelleyen agagidaki

problemler incelenebilir:

Problem R degismeli olmayan bir asal halka ve f(z1,...,x,) R lizerinde
merkezi degerli olmayan bir ¢oklu dogrusal polinom olsun. a € Aut(R) ve G,
R halkasinin bir genellestirilmis a-tiirevi olsun. a € R ve her xy1,...,2, € R
i¢in

(1) a(G(f(x1,...,2,))" =0

(2) a(G(f(z1,...,20))" € Z(R)
ise f(z1,...,x,) coklu dogrusal polinomu, G genellestirilmis a- tiirevinin yapisi

ve a € R elemani i¢in ne soylenebilir?

Beginci boliimde ¢alisilan fonksiyonel 6zdegligin daha genel bir versiyonu
ise 6zdeglige digerlerinden bagimsiz bir bagka toplamsal fonksiyon ilave etmek-

tir. Ozetle su iki problem incelenebilir :
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Problem. R karakteristigi ikiden farkli degismeli olmayan bir asal halka,
C' R nin genigletilmis merkezi olsun. D, F, K,T,H : R — R donitsiimleri

toplamsal olsun. Her z,y € R i¢in

H([z,y]) = F(z)y — yK(z) — T(y)x + xD(y)

fonksiyonel 6zdegliginin saglandigini kabul edelim. O zaman halkanin derecesi

ve bu 6zdesligi olugturan fonksiyonlar igin ne soylenebilir?

Problem. R karakteristigi ikiden farkli bir asal cebir, C', R nin genisletilmis
merkezi ve L, R nin merkezi olmayan bir Lie ideali olsun. A, R halkasinin L ile
uretilen bir alt cebiri olsun. D, F, K,T, H : L — R toplamsal doniigtimlerinin

her z,y € L i¢in

H([z,y]) = F(x)y — yK(z) — T(y)x + zD(y)

fonksiyonel 6zdesligini sagladigini kabul edelim. O zaman halkanin derecesi ve

bu ozdegligi olusturan fonksiyonlar i¢in ne soylenebilir?
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