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OZET
SONSUZ SERILERIN MUTLAK MATRIS TOPLANABILME METOTLARI

Bu caligma alt1 boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde, Toplanabilme teorisinin amaci, tarihgesi ve Matematikteki yeri ve
oneminden bahsedilmistir.

Ikinci béliimde, c¢alisma boyunca kullanilacak temel tanim, teorem ve lemmalar
verilmigtir.

Uciincii béliimde, C,ZI.Ik toplanabilme carpanlariyla ilgili bir teorem, daha sonra da bu

teoremin genellestirilmesi olan |C,05|k toplanabilme carpanlar ile ilgili bir baska
teorem ifade ve ispat edilmistir.

Dordiincii bolimde |R, P, ve|R, 0,/ toplanabilme metotlarinin denkligini veren bir

! !

teorem ile |R, pn|k ve |R, q,|, toplanabilme metotlar1 arasindaki iliskiyi inceleyen bir

|
baska teorem ifade ve ispat edilmistir.

Besinci bolimde, |C,]4k toplanabilen bir serinin |A|ktoplanabilmesi icin gerekli
sartlar1 veren bir teorem daha sonra da |A|k toplanabilen bir serinin |C,ZI.|k

toplanabilmesi i¢in gerekli sartlar1 veren bir bagka teorem ifade ve ispat edilmistir.
Son boliimde ise daha oOnce ispatlanmis teoremlerle ilgili sonuglar verilerek
calismanin amaci desteklenmistir.

Anahtar Kelimeler: Toplanabilirlik, Mutlak Toplanabilirlik, Toplanabilme Carpani,
Matris Toplanabilirlik, Riesz Toplanabilme Metodu, Dizi Uzaylar1.



ABSTRACT
ABSOLUTE MATRIX SUMMABILITY METHODS OF INFINITE SERIES

This study consists of six sections.

In the first section, it is talked about the purpose of summability, the history, the
place and the importence in mathematics.

In the second section, basic definitions, the theorems and the lemmas which will be
used throughout the study are given.

In the third section, a theorem which deal with |C,1 summability factors and
another theorem which generalizes this theorem dealing with |C,a| summability

factors are stated and proved.
In the fourth section, a theorem giving the equivalence of the summability methods

IR, p,|, and |R,q,|, and another theorem which analyzed relationship between the
summability methods |R, p,|, and |R,q,|, are stated and proved.

In the fifth section, firstly a theorem giving necessary conditions that a series, which
is summable |C,1 , also in order to be summable |A| is stated and groved.
Afterwords another theorem giving necessary conditions that a series, which is
summable |A), also in order to be summable |C,1] is stated and proved.

In the final section, the aim of the study is supported by giving some corollaries
concernig previously proved theorems.

Key Words: Summability, Absolute Summability, Summability Factors, Matrix
Summability, Riesz Summability Method, Sequence Space.
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SEMBOLLER ve KISALTMALAR

2.8

(sn)

s, =0()
AL
BV

AA,(s)

(c%; %)

> a, sonsuz serisi
n=1

Z a, serisinin kismi toplamlar dizisi

n=1

(s,) smurh
Herhangi bir A, dizisiigin A, — A4,
Sinirlt saliniml dizilerin uzay1

(A, (s)) doniisim dizisi igin A, (S)— A, ,(S)

>x,|* <o olacak sekilde x = (,) dizilerinin uzay:
n=1

fk uzayindan fk uzayina biitiin doniistimlerin ciimlesi
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1. GIRIS

Genel olarak seriler, iraksak ve yakinsak seriler olmak tizere iki ana grupta toplanir.
Iraksak seriler de kendi aralarinda belirli iraksak seriler ve belirsiz 1raksak seriler
olmak tiizere iki grupta incelenir. Herhangi bir serinin yakinsak olmasi i¢in gerek ve
yeter sart bunun kismi toplamlar dizisinin yakinsak olmasidir ve ayrica yakinsak
dizilerin yigilma noktasi tektir ancak belirsiz iraksak serilerin kismi toplamlar
dizisinin en az iki yi1gilma noktasi vardir. Birden fazla yigilma noktasi olan dizilere
salmim yapan diziler denir. Salinim yapan dizilerin karsilik geldigi en uygun bir
say1y1 arastirmak amaciyla toplanabilme teorisi gelistirilmis ve g¢esitli toplanabilme
metotlar1 tanimlanmustir.

Toplanabilme teorisi, matematigin bir¢ok alaninda kullanilmakla birlikte daha ¢ok
analiz ve uygulamali matematikte kullanilmaktadir. Toplanabilme teorisi, en dnemli
yiikseligini 19. yiizyilin sonlarinda yapmistir. Sonsuz serileri sistematik olarak
kullanan ilk matematik¢iler ise Newton ve Leibnitz dir.

Serilerde yakinsaklik teorisi ilk olarak Cauchy tarafindan ortaya konulmus daha

sonra Abel bu yakinsaklik teorisini daha da gelistirmistir.

Ornegin; Z:(—l)k serinin kismi toplamlar dizisi 1raksak oldugundan dolay1 serinin
k=1

kendisi de raksaktir. Bununla birlikte
s=> (- (1.1)
k=1

olsun.
s=1-1+1-1+...
=1-(1-1+1-1+..))
=1-s

olup buradan s =% bulunur. Bu 6rnekte goriildigii gibi bazi raksak serilere farkli

metotlar uygulandiginda bir toplam degeri bulunabilir.
Ancak uygulanacak bu metotlar1 ortaya koyarken uyulmasi gereken bazi ozellikler

vardir. Bunlarn su sekilde agiklayabiliriz:






Iraksak bir serinin karsilik geldigi en uygun degeri bulabilmek icin uygulanacak

metot yakinsak seriler i¢cin de kullanilabilmeli ve uygulanan yakinsak serinin

toplamini degistirmemelidir.

Ornek olarak Z(—l)k serisini goz oniine alalim.
k=1

n

s =3

k=0

=%(1+(—1)”)

(1.2)

seklinde ifade edilebilir. (s,) nin aritmetik ortalama dizisi (o,) olmak iizere

:so+sl+...+s
n+1

o . dir. Buna gore

n

1

(1 (D)1 ()t S 14 ()

n+1

bulunur. Bu durumda limo, :% elde edilir.

Bu islemler A= (ank) matrisinin 6zel bir segimiyle de yapilabilir. Ornegin

L,OSksnise
a, =1n+1

0 ,k>n ise

olsun. Buna gdre (X,) dizisinin A- doniisiimii

A, (X) :iankxk :iixk :iixk

o n+1 n+1ss

(1.3)

(1.4)



seklindedir. Buradan goriildiigii izere A matrisinin X = (Xn) dizisine uygulanmasiyla
dizinin aritmetik ortalamasi elde edilir. Bu dontisiime ileride bahsedilecek olan
Cesaro ortalamasi denir ve (C,1) ile gosterilir. (2.6) esitligi ile gdsterilen Cesaro

ortalamasi, Tanim 2.12 de verilen (R, p,) Riesz toplanabilme metodunun Vne N

icin p, =1 alinmasinda elde edilen ve sembolik olarak (C,1) ile gosterilen 6zel bir

Riesz toplanabilme metodudur. Riesz toplanabilme metodunun analizdeki
uygulamasi oldukga genistir.

1957 yilinda Flett [1] tarafindan & -inct mertebeden Cesaro toplanabilirlik kavrami
verildikten sonra, 1969 yilinda Das [2] tarafindan mutlak toplanabilirlik kavrami

verilmigtir.

Bu c¢alismaya temel olusturan alt tiggensel matrisler yardimiyla |A|k toplanabilirlik
tanimi, 1979 yilinda Tanovic-Miller [3] tarafindan yapilmustir.

Bu c¢alismada ilk olarak toplanabilme carpanlari kullanilarak |C,II.|k ve |C,a|k
metotlart i¢in yeterli sartlari inceleyen iki teorem ifade ve ispat edilmistir. Daha

sonraki bdliimlerde |R, p, | ve |R,q,| toplanabilme metotlarmin denkligi ile |C,1] ve

!

|A|ktoplanabilme metotlar1 arasindaki iligkiyi inceleyen teoremler ifade ve ispat

edilmistir, bu metotlar ile ilgili baz1 sonuglar elde edilmistir.



2. TANIM VE TEOREMLER

Bu béliimde, konuyla ilgili olan bazi tanim, teorem ve gosterimler verilecektir.

Tamm 2.1. F reel veya kompleks sayilarin bir cismi ve kismi toplamlar dizisi (Sn)
olan bir Zan serisi verilmis olsun, n,k=0,1,... i¢in a, € F olmak iizere bir
A=(a, ) sonsuz matrisi verilsin. Bu takdirde (s,) dizisinden (t,) dizisine bir

doniistim
t,=>.a,s (2.1)
k=0

olarak tammlansin. (t,) dizisine, (s,) dizisinin A déniisiim dizisi ve A matrisine
diziden diziye bir donilisiim denir. Bu doniislimiin var olmasi i¢in (2.1) esitligindeki
toplamin her n dogal sayisi i¢in yakinsak olmasi gerekir [4].

Tammm 2.2. Bir Az(ank), n,k=1,2,... matrisi verilmis olsun. Eger A matrisi
yardimiyla olusturulan dontisim yakinsak her diziyi yakinsak bir diziye
doniistiiriiyor ve ayni zamanda limiti de koruyorsa, A matrisine regiilerdir denir [5].

Asagidaki teorem, verilen bir A matrisinin regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter sartlari

Verir.

Teorem 2.3. Bir A:(ank) n,k =1 2,... matrisinin regiiler olmasi i¢in gerek ve
yeter sartlar
(i) vk icin Lma"k =0
(i) Y a, =1 2.2)
k=0
(i) n igin 3 Ja, | <M
k=0

olacak sekilde (n den bagimsiz) bir M pozitif reel sayisinin var olmasidir [9].
Toplanabilme teorisinde ¢ok dnemli yer teskil eden Teorem 2.3. Silverman- Toeplitz

teoremi olarak bilinir.



Tamim 2.4. Reel ya da kompleks terimli bir B =(b,, ) sonsuz matrisi ve Zan serisi

verilmis olsun.

t,=> b2 (2.3)

k=0
olacak sekilde tanimlanan (tn) dizisine, Zan serisinin B doniisiim dizisi denir ve B

ye seriden diziye bir doniisgiim adi verilir. Bu doniisiimiin tanimli olmasi igin (2.3)

esitligindeki toplamin her n dogal sayisi i¢in yakinsak olmasi gerekir [4].
Tamm 2.5. Reel ya da kompleks terimli bir C =(c,, ) sonsuz matrisi ve Zan serisi

verilmis olsun.

tn = chkak (24)
k=0
mevcut ve
Dt =s (2.5)
n=1

ise C ye seriden seriye doniisiim, s sayisina da Zan serisinin C donilisiimii ile
genellestirilmis toplami denir [4].
Tamm 2.6. Kismi toplamlar dizisi (s,) olan bir Zan serisi verilmis olsun. Zan

serisinin veya (s, ) dizisinin matris elemanlari

1 ,V<n igin

0 ,V>n icin
ile verilen A=(a,, ) matrisi yardimiyla elde edilen (o, ) déniisiim dizisi

o =1 3 @.7)
n+1:

olarak tanimlansin. Bu sekilde tanimlanan ortalamaya Cesaro ortalamasi veya kisaca

(C.1) ortalamasi denir [9]. Eger
limo, =5 (2.8)

ise Y_a, serisi s degerine (C,1)toplanabilirdir denir.

Tamm 2.7. (Un ) (2.7) esitligindeki gibi tanimlanmak iizere, eger
Z|O‘n —O'n_l| < 0 (2.9)
n=1

5



ise >_a, serisi |C,1 toplanabilirdir denir [8].

Tanmim 2.8. k >1 olmak iizere, eger

ink‘1|0'n —o, [ <o (2.10)
n=1

ise D "a, serisi |C,1| toplanabilirdir denir [1].
Ozel olarak, (2.10) ifadesinde k =1 aliirsa |C,1| toplanabilme elde edilir.
Tamm 2.9. (s,), Zan serisinin kismi toplamlar dizisi olsun. a >—1 bir reel say1

olmak iizere u? ve t? sirastyla (s,) ve (na,) dizisinin o -mc1 mertebeden n -inci

Cesaro ortalamasini gostersinler. Yani

ur =Y Es, (2.11)
Er(]x v=0
a 1 C a-1
tr=—)» Eva, (2.12)
n v=0
olsun. Eger
limu’ =s (2.13)

ise ) _a, serisi s degerine (C, ) toplanabilirdir denir [6].

Burada;

a>-ligin E° :(”mj:o(n“),

n
n>0icin E® =0, (2.14)
ES =1
dir. |X| <1 olmak iizere
! —=> E/ X (2.15)
(1— X) v=0

dir. a>-1ise
E’>0 ve E? > A(a)n” (2.16)

ve «a bir reel say1 ise

E

< A(@)n” (2.17)
dir. Burada A(a), a ya bagh pozitif bir sayidir. Diger taraftan a, S birer reel say1

ve n bir dogal say1 olmak {izere



E“ = Z E“'ES (2.18)

n-v —v

ve o >-1ise

1
— = [(1-x)" x"dx (2.19)
ng, !

ozellikleri vardir [7].

Tamim 2.10. (u;" ), (2.11) esitligindeki gibi tanimlansin. & > —1 olmak tizere

Uy —uy,| <o (2.20)

n=1

ise D "a, serisi |C,a| toplanabilirdir denir [8].

Tanim 2.11. k >1 olmak iizere, eger

S

n-1

‘<o (2.21)

n-1

ise >_a, serisi |C,a|_toplanabilirdir denir [1].

zl

n=.

(2.22)

seklinde yazilabilir.
Ozel olarak, (2.21) ifadesinde « =1 alimnirsa |C,JJk toplanabilme elde edilir.
Aksi bir sey sdylenmedikge bu ¢alismada bastan sona kadar (s,) ile Zan serisinin

n

kismi toplamlar dizisi ve (p, ) ile de

P=3p >0, N, (P,=p, =0, iz1) (223)

v=0
olacak sekilde pozitif sayilarin bir dizisi gosterilecektir.

Tamm 2.12. ( P, ), (2.23) sartin1 saglayacak sekilde pozitif sayilarin bir dizisi olmak

iizere (s,) dizisinden (u,) dizisine

u, = iZ p.S, (2.24)
Pn v=0

ile verilen doniisiime Riesz ortalamasi veya Riesz doniisiimii denir ve kisaca (R, pn)
seklinde gosterilir [9].

Bu tanima gore (R, P, ) doniisiimiiniin matris elemanlari



P, .
X v<n oicin
a, =1 P (2.25)
0, v>n igin
seklinde ifade edilir [9].
Tamm 2.13. (u, ) , (2.24) esitligindeki gibi tanimlanmak iizere, eger
limu, =s (2.26)

ise D" a, serisi s degerine (R, p,) toplanabilirdir denir [10].
Tamm 2.14. Kismi toplamlar dizisi (s,) olan bir D a, serisi ve bu serinin Riesz

doniisiimii (u, ) ile verilmis olsun. Eger
i|un —U, 4| <o (2.27)
n=1

ise >_a, serisi mutlak (R, p,) veya kisaca |R, p,| toplanabilirdir denir [10].

Tamim 2.15. k >1 olmak iizere, eger

$ e

n=1

‘< (2.28)

a a
u, —U,

ise Zan serisi k indisli mutlak (R, p,) toplanabilir veya kisaca |R, pn|k
toplanabilirdir [11].
Ozel olarak, (2.28) ifadesinde k =1 alinirsa |R, p,| toplanabilme elde edilir.
Tamm 2.16. Kismi toplamlar dizisi (s, ) olan bir Zan serisi verilmis olsun. Ayrica
(s,) dizisinin A=(a, ) matrisi yardimiyla olusturulan (t,) doniisim dizisi (2.1)
esitligindeki gibi tanimlansin. Eger

!ilpotn =S (2.29)
ise >_a, serisine veya (s, ) dizisine s degerine A toplanabilir denir [9].
Tamm 2.17. Kismi toplamlar dizisi (s,) olan bir Zan serisi verilmis olsun. (s, )
dizisinin A= (ank ) matrisi yardimiyla verilen (tn) doniistim dizisi (2.1) esitligindeki
gibi tanimlansin. Eger (tn) € BV oldugunda Zan serisi |A| toplanabilir ise
> a, €|A veya (s,)e|Al sembollerinden biriyle gosterilir [2].

Tamm 2.18. A=(a,, ) matrisinin esas kdsegen iistiinde kalan elemanlar1 “0”, altinda



kalan elemanlarindan en az biri “0” dan farkli ise bu matrise alt licgensel matris

denir. Yani

(2.30)

3 0, K i
A:(ank):{ a, #0, n>k ise

Va, =0, n<k ise

seklinde tanimlanan matrise alt tiggensel matris denir [12].
Tanim 2.19. Kosegen tlizerindeki terimleri sifirdan farkli olan {iggensel matrise

normal matris denir.

Tamm 2.20. Kismi toplamlar dizisi (s,) olan bir Zan serisi verilmis olsun. (s, )

dizisinin A=(a,, ) normal matrisi yardimiyla tanimlanan (A1 (S)) doniistim dizisi

ﬁ(s):zn:anksk, n=0,12,... (2.31)
&
seklinde olsun.
AA,(s)=A,(s)=A(s) (2.32)
olmak fizere, k 21 igin
2n“\M (s)f <o (2.33)

ise D"a, serisi |A| toplanabilirdir denir [3].

Tamim 2.21. A ve B verilen iki toplanabilme metodu olsun. A toplanabilen her dizi,
ayni degere B toplanabiliyor ise A ya B yi gerektiriyor denir ve A < B ile gosterilir.
Eger Ac B ve B < A ise A metodu B metoduna denktir denir [9].

Tamm 2.22. ) a, serisi verilmis olsun. »_a A, serisi bir A toplanabilme metodu
yardimiyla toplanabiliyor ise (4,) dizisine Zan serisinin A metodu igin bir
toplanabilme ¢arpani denir [13].

Tamm 2.23. Kismi toplamlar dizisi (s,) olan bir Zan serisi verilmis olsun. (s, )
dizisinin A=(a,, ) normal matrisi yardimiyla elde edilen (A1 (S)) doniisiim dizisi
(2.24) deki sekilde tanimlansin. Bu takdirde k >1 olmak tizere

i (|ann Dlﬁk |Aw (s)— A (5)|k <® (2.34)

ise > a, serisi k indisli mutlak A toplanabilir veya kisaca |A| toplanabilirdir denir

[24].



Tamm 2.24. (Holder Esitsizligi)

p>1, 1+l=1 ve a,a,,...,a,20, b,b,,...,b, >0 olsun. Bu takdirde
P q

Zn:akbk s( y ak"jp(zn:b,f'Jq
k=1 k=1

k=1
dir [4].

Tanim 2.25. (Minkowski Esitsizligi)

px>1, a,a,,...,a,20, b,b,,...,b, >0 olsun. Bu takdirde

(Broonr) <[E) (2]

dir [4].
Teorem 2.26. Eger

zn:|sv| =0(n), n=12,...
v=1

ve (A,) sl bir dizi olmak tizere

m

Z|Mn| =0()
i% =0(1)

=0(), m=12,...

in‘Azﬂn

n=1

sartlart saglansin. Bu takdirde Zanﬂn serisi |C,1| toplanabilirdir [14].

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

Teorem 2.27. k >Llolmak iizere (na,) dizisinin n -inci (C,1) ortalamas: (t}) ile

gosterilsin. Bu takdirde

A =o(l)
> nlog n‘Azﬂn =0(D)
n=1
Zl t'|=0O(logm)
n

n=1

sartlar1 saglaniyorsa Zan/ln serisi |C,]4k toplanabilirdir [15].

10

(2.41)

(2.42)

(2.43)



Teorem 2.28. (p,) ve (q,), P, > ve Q, — oo olacak sekilde pozitif say1 dizileri

olsun. Bu takdirde

R, p,], =R, 0], (2.44)
olmasi i¢in
G e P (2.45)
Qn Pn

gereklidir[19].
Teorem 2.29. k=1 ve (p,) ve (q,), P, > ve Q, > olacak sekilde pozitif

say1 dizileri olsun. Bu takdirde

IR, |, =|R.a,|, (2.46)
olmast i¢in
%P o) (2.47)
ann
gerekli ve yeterlidir [19].
Teorem 2.30. k>1ve A4, =4, —4,,,, olmak iizere
> A, <o (2.48)
n=1

S |0d, | = o[lj (2.49)

V=1 n

S|ad,|= o(%) (2.50)
0 1 R 3 1

Z}(Vj A4, |= o[ nj (2.51)
i 4,|=0@) (2.52)

n=v

sartlan saglansin. Bu takdirde )_a, serisi |C,1|, toplanabilir ise |A| toplanabilirdir
[20].
Teorem 2.31. k >1 olsun. Ayrica kabul edelim ki ( pn)

np, =0(P,) (2.53)

n

P,=0(np,) (2.54)

11



sartlarin1 saglayacak sekilde pozitif sayilarin bir dizisi olsun. Bu takdirde Z a, serisi

C.1l, toplanabilirise |R, p, | toplanabilirdir. [21].

!

Lemma 2.32. ¢ >-1ve a— >0 olsun. Bu takdirde

i% —yippe (2.55)

dir [16].

Lemma 2.33.« >1olsun. Ayrica o >loldugunda, her n=>1i¢in a, =0 olmak
iizere (na,) dizisinin o -mc1 mertebeden N -inci Cesaro ortalamasi t¥ ile

gosterilsin. Bu takdirde n>v ise

(2.56)

%

D> A pa, < ATAY
p=1
dir [17].

Lemma 2.34. k>1, a>1, (nan) dizisinin ¢ -inc1 mertebeden n -inci Cesaro

ortalamast t7 ile gosterilsin. Ayrica a>1oldugunda her n>1 i¢in a, >0 olmak

lizere
Zm:n" A*2,|logn =0(1) (2.57)
n=1
i‘A(n“) A4, ;|logn=0(1) (2.58)
n=1
i%tr‘j’kzo(logm), m=12,... (2.59)
n=1
sartlar1 saglansin. Bu takdirde
n“|A4,|logn=0(1) (2.60)
i|A/1n|logn<oo (2.61)
n=1
|4,|logn=0(1), n=1,2,... (2.62)

elde edilir [18].
Lemma 2.35. k>1 ve A=(a, ) sonsuz bir matris olsun. Bu takdirde Ae(1*;1*)

olmasi i¢in
a,, =0 (vn,v) (2.63)
gereklidir [11].
12



3. SONSUZ SERILERIN MUTLAK CESARO TOPLANABILME
CARPANLARI

Bu boliimde |C,qutoplanabilme carpanlartyla ilgili bir teorem, daha sonra da bu

teoremin genellestirilmesi olan |C,0:|k toplanabilme carpanlari ile ilgili bir baska
teorem ifade ve ispat edilecektir.
Teorem 3.1. k>1ve (4,) sinirh bir dizi olsun. Kabul edelim ki Teorem 2.26 daki

(2.38) -(2.40) sartlar1 ve
Z|s | =0(n), n=1,2,. (3.1)

saglansin. Bu takdirde Zanln serisi |C,ZI.|k toplanabilirdir.

Ispat: (na A,) dizisinin 1-inci mertebeden n-inci Cesaro ortalamast T, ile

n

gosterilsin. Bu takdirde

T, n+12vayﬂ (3.2)
dir. Buradan
K n+1za"\//1V
=——2Mm)+mj

Z ﬂ\/ v__zﬂﬂul v n;tnsn

n+1 n+1
=T, +T2+T

bulunur.Teoremi ispat etmek i¢in

1u+n2+n3ks§(ﬁuk+n2k+n3j (3.3)

esitsizliginden yararlanarak r=1, 2, 3 i¢in
S [ <o (3.4)

nlin

n=1



oldugunu géstermek yeterlidir. Ilk olarak r =1 igin

n+1

}k
1 n-1 k 1 n-1
VIS ||AA4 |y <— S
(+1)k{§ oalf < {5k
}k
n-1
Vj( V|A/”LV
v=l

1 n-1
AL, j{-ZﬂMv
n v=l

oldugundan dolay1

m+1
2l

nl

< A {Sivls s

elde edilir. Burada Holder esitsizligi kullanilarak

Sl <3 k| vl

nl

;
;

m+1 n-1
<25 2k
2 N\
elde edilir. Burada (2.38) esitligi kullanilarak

Sy

v=l v=l

—z A4, |<Z|M |=0(1), n=1,2,...

bulunur. Diger taraftan (2.40) ve (3.1) esitliklerinden dolayl

O(l)(2v|s i 1 j

-0 (s./

~00(Sia(a1)i3s ! 0w aulEs |
_ om{fv\A% }+O(1){m|Mm|}
=0(1) ,m=12,...

bulunur. Daha sonra r=2 igin

n-1 k n-1 n-1 K
k = {i Sv )“v+1 } = #k{ v ﬂ“v+1 } < ik{ v ﬂ'v’rl }
n+1 v=l (n + 1) v=l n"va

14
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oldugundan dolay1

T

n,2

k
K m+1 1 n-1
SZ k+1 v j'v-*—l
n v=l

n=2

$iL
n=2 n
bulunur. Holder esitsizligi ve Teorem 2.26 dan

1 K mil 1 n-1 " 1 n1 k1
SNl <252 08 [ Al (=20
= n n=2 n v=1 n v=1

=O(1)i|sv| +1 Z 2
~om3 s a2
O(l)Z|S k |j\/+l|

:oa){mzlA(@]ﬁsvr +%ﬁ|sv|k}

—O(l)Z|A/1V|+O(1)Z|ZV+1| +O(D) |4,

=0@) m=1.2,...
elde edilir. Son olarak r = 3 i¢in

v 1

m 1 .
=ow> |4l lals

n=1

0(1)2‘ ‘IS [

—O(l)Z|A;t |+0(1)Z| i +0M)|4,|

=0@), m=12,...
bulunur. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 3.2. k>1 ve a>1 olmak iizere (na,) dizisinin & -inc1 mertebeden n -inci

Cesaro ortalamasi t; ile gosterilsin. Ayrica « >1oldugunda her n=>1 igin a, >0

olsun. Kabul edelim ki Teorem 2.27 deki (2.41) sart1 ve

m
2N
n-1

(1) (3.5)

15



i‘A(n Al,.,|logn=0(1) (3.6)
n=1
i%tg “ =0(logm), m=1,2,... (3.7)

n=1

sartlar: saglansin. Bu takdirde »"a A, serisi |C,«| toplanabilirdir.
Ispat: (na A ) dizisinin 1 -inci mertebeden n -inci Cesaro ortalamast T ile

n

gosterilsin. Bu takdirde
J
Tn = Z A\\—vlvavﬂ\/ (38)
v=1
dir. Diger taraftan

TS = % {le A?’_vlvavﬂv}
1

E{“MZA? ,pa, +4 ZAq_vlvav}
%nleMvZAflpa + ot

A=

:Tnu,[1+Tn!j(2

elde edilir. Teoremi ispat etmek i¢in

a a ¥ k al a |¥
Te+To [ <2 (Tn‘l 4T, ) (3.9)
esitsizliginden yararlanarak r = 1, 2 i¢in
0 1 o
e <o (3.10)

n=1 n

oldugunu géstermek yeterlidir. Ilk olarak r = 1 i¢in

{Z %Z/x‘lpa}

m-+1 1 m-+1 1

>l =22
n:2n '

Y TR

dir. Diger taraftan Lemma 2.33 deki (2.56) esitsizliginden dolay1

S el

bulunur. Holder esitsizliginden dolay1

m+1 l

Z_

n=2 n

nl

16



_ o(1)zﬁ{§("“ a)) A e HZ A?_Vl}

m+1 1 n-1

=0WY 3 (wIaA))” (v a2 A

4

=O(1)Z::v“|MV| k i%

elde edilir. Lemma 2.32 teki (2.55) esitliginde g yerine o —1 alinirsa
a-1
Z A‘-V v (3.11)
bulunur. Bu takdirde (3.5), (3.6) ve Lemma 2.34 teki (2.60) esitliginden dolayi

Zl

n:2

o
Tnl

k1
t] —
v

—0(1) > v [A4|

2|k
p

m-1 \ m
=0 A(v*[A4,]) % te[ +ro@m* a4, > e %
v=1 p=1 v=1

—O(l)Z‘A “|A4,| ‘Iogv+0(1)m |AZ,[logm

+O(1)m*|A4,|logm
~0(1), m=1.2,...

elde edilir. Son olarak r= 2 i¢in Teorem 2.27 deki (2.41) esitligi kullanilirsa

ZnT:; Z [ te]
= > 2 e
n=1
—o@ Y|4 Heel
n=1 n

bulunur. Ayrica Lemma 2.34 teki (2.61) ve (2.62) sartlarindan ve (3.7) esitliginden

dolay1
17



£ ‘
p

t

“ +0(1)|,1m|i1
n=1 n

y1

n=1 n

o
Tn,2

K m-1 n 1
=0(L) 2 AL~
n=1 p=1 p

= O(l)i|A/1n| logn+0O(1)|4,|logm
n=1

=0(@), m=1,2,...

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.
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4. TOPLANABILME METOTLARININ DENKLIiGi

Bu boliimde, ilk olarak |R, pn|k ve |R, d,|, toplanabilme metotlarinin denkligini veren

A
bir teorem daha sonra da |R, p,| ve |R,q,| toplanabilme metotlari arasindaki iliski

ile ilgili bir bagka teorem ifade ve ispat edilecektir.

Teorem 4.1. k >1 olmak lizere

=0(Q,) (4.1)
R, =0(np,) (4.2)
Q, =0(nq,) (4.3)

sartlar1 saglansin. Bu takdirde Zan serisi |R, pn|k toplanabilir ise |R,qn|k
toplanabilirdir.

Ispat: k>1 ve > a, serisi |R, p,|, toplanabilir olsun. Bu durumda

T, = %VZ:‘ P,S, (4.4)
ve
S, =3, +a +...+a, (4.5)
oldugunda Tanim 2.15 ten dolay1
ST, T, [ <o (4.6)

dir. Diger taraftan
Tn = i Z pv Sv
Pn v=0

{poao+(plao+ D3y )+ (Po3y + Pya, + Py )+ (P8 + Py +...+ P,a, ) |

'U||—\

{ao(po+p1+ A+ P)+a (P + P, e+ P+ P, )

;U||—\ 'U||—\

{a,P, +a,(P,-R)+...+a,(P,-P.)}



l n
YL
n v=0

bulunur. Burada T, —T, , farkini olusturursak

ATn—l = Tn _Tn—l
1 1 nt
= _za\/(Pn - P\/—l) __Zav(Pn—l - P\/—1)
Pn v=0 Pnfl v=0
1 n 1 n-1
= _zav(Pn - P\/—1) __Za\/(Pn—l - I:{/—1)
Pn v=0 Pn—l v=0
_ C a, F)n I:)n—l — I:)n—ll:)v—l — I:)n I:)n—l + I:)n F)\/—1
v=0 I:)n Pn—l
n P-P
— P n n-1
Sar B )
elde edilir. Buradan
ATnlzﬁiavPvl 4.7)
) Pn Pn—l v=0 .
bulunur. (4.7) esitliginde n yerine n-1 alinirsa
AT, === Sap, @8)
I:)n—l F>n—2 v=0

Pn—l I:)n—l v=0 Pn—l v=0
1 n 1 n-1
=— — P
; l;av - ;av ”
P. P Po Poi
= oY AR, oY AR,
pn F’n I:)n—l VZ:(; ' pn—l Pn—an—Z VZ:(; '
bulunur. Buradan
a, = iATn_l —EATH_2 (4.9
pn pn—l
elde edilir. Benzer olarak
13 18
tn = _qusv :_Z(Qn _Qv—l)av (410)
Qn v=0 Qn v=0

oldugundan dolay1

20



= o 411
t,. QQMVZ_;‘Q a, (4.11)

bulunur. (4.9) esitliginde elde edilen a, degeri (4.11) esitliginde yerine yazilirsa

P
A 1 -2 ATV—Z
Q Qn 4 VZ;‘Q ) { P4 }
q \ R \ P2
=—— 1 — ATv—l - v-1 - ATV—Z
Qn anl {; QV_ pv ; Q pv—l }
q ” P
= AT,
Q.Qus {ZQ P, ZQ }
= qn {Z Qv -1 v-1— nZ{lj(?v PVil ATvl}
Q Q n-1 V v=1 pv
P n-1

q q AT,
= - Qn— _HATn— - Qv— I:)\/ _Qv I:)v—
QQu ' p QQ_HZ_:‘ P, Qs )

elde edilir. Diger taraftan
Qv—lR/ _QVR/—l = Qv—lR/ _Qv (R/ - pv)
=—0, I:)v + Qv Py

oldugundan dolay1

q q n-1 AT 1
At = AT+ (-a,R+Q,p,)
' Qn pn QnQn_l ; pv

P EP ot
“on ™ gen 2 p T g0, 2T
= Wn,l + Wn,2 + Wn,3
bulunur. Bu durumda teoremi ispat etmek i¢in K >1olmak iizere
W, <3 ((w,of o + o) (4.12)
esitsizliginden yararlanarak =1, 2, 3 i¢in
S netw, [ <o (4.13)

n=1

oldugunu géstermek yeterlidir. Ilk olarak r= 1 igin (4.1) ve (4.2) sartlarindan dolay1
‘< { J AT, [ =0 ( j N
Qn pn Qn

21
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:o{i n“|ATnl|k}< e
n=1

bulunur. r =2 i¢in (4.1) sart1 ve Holder esitsizliginden dolay1
) q k nei P k
k k
W, < - — 1 (q,) |AT,_
: (Q@J{;@J()' J}
k k k-1
q, n-1 R/ ‘ (n—l j
= — o ATv— q,
QQn {Z( pvj 4T } 2
q q k-1 net P k
= | (Qu)” [—j q,|AT,..[
QnQn—l (QnQn—lj ( l) {Vzll pv | 1|

1 q, &P ‘ k
=0 . AT,
{“Qng[jm| |}

elde edilir. Burada (4.1) ve (4.2) sartlar1 kullanilarak

) {ZQQ“VZ”;‘( ] |AT1|}

P

— AT
D, q”' Af ZQ Q.

k
P 1
{ ?\;qv|AT1|k_V}
ooP q
=01> | =L | L|AT,
(5[] )

=O{ _1|A |} o0
v=1

bulunur. Son olarak r = 3 i¢in Holder esitsizligi uygulanirsa

—L Z—qv j
q k n-1 Q k ) - K
=Cloo_ = | q,|AT,, V
(QnQn1] [;(qvj qv| v—| J(;q J

1q 1 2(Q) ;
—0l— = | |AT,,
{n Q ng(qvj qV| V|}

22
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elde edilir. Burada (4.3) sartindan dolay1

S

v=1 qv n=v

n-1 Q k q K
=0y )| = | Rejat

{Z; a)Q “|}

-0{S AT, f <o
bulunur. Bu da teoremin ispatini tamamlar.

Teorem 4.2. k >1olsun. (p,) ve (q,);

o= p e nor

v=0
n
anzqv_)oo 0 n— o

olacak sekilde iki pozitif say1 dizisi olsun. Bu takdirde

R il =R.q|,
olmasi i¢in
q,P
—/1 =0(
0.0, @

sartinin saglanmasi gereklidir. Diger taraftan

k-1 k k-1 k-1
z n qn =O{V CII<V }
n=v QnQn—l QV

sart1 da saglaniyorsa (4.17) sart1 ayni zamanda yeterlidir.
Ispat: k =1 icin

- 0 vy 1 1 1
; Qnanl ; { Qn—l Qn } Qv—l

© q 1
— N _ Q| —
anQn—l (Q\/ j

bulunur.

23

& el = {ZQQ“Z‘(?I]%'ATJ}

k
n-1 Q K oe) q
04y 2| q,|AT,.
{ q | 1| ZQQ_;]_

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)



Gereklilik: n>1, > a_ serisinin, (R, p,) doniisiim serisi Y b, ile (R,q,) déniisim

serisi ) ¢, ile gdsterilsin. Bu durumda

p n
b =—2" P 4.19
=g 2R (4.19)
ve
C, = Q, (4.20)
Q Qn -1 ; laV

dir. Burada (4.19) esitligi kullanilarak

p n p n-1
b,=—"->P.a=—""AP.a+> P
n Pnpn . Z v—la\/ P P { n-1""n VZ:;, v—la\/}

—1 v=1 n' n-1
n-1
Z R/—la\/ = bn m - Pn—lan (4.21)
v=1 n

bulunur. Ayrica (4.19) esitliginden dolay1

ZPv_lav b, , 142

v=1 pn—l

(4.22)

elde edilir. Bu son ifade (4.21) esitliginde yerine yazilirsa

Pn—lan = bn Pn Pn—l _bn— P P

pn pn—l

a =ty Py (4.23)

n n

Py Pna
bulunur. Son olarak (4.23) ifadesi (4.20) esitliginde yerine yazilirsa

P
= 1 v -2 bv—l
” QingQ_{pv pv—l }
n-1 P
= 1 T V-1 —2 bv—l
Q Q 1 {ZQ ) v szl:Q pv—l }

q P n n-1 =3
=—— Qn— _nbn+ Qv— _va_ Qv Vlbv}
QnQn—l { ' Pn VZ=1: ' Py v=0 P
g R 4§
=—nQn— _nbn +— — QV—PV_PV—QV
Qnanl ' pn Q Qn -1 ; pv ( ' ' )

elde edilir. Buradan

24



e, =Bhip B $D g bk Q) (a.24)
" Qn pn " QnQn—l v=1 pv Y .

1 1
bulunur. Burada a, =O(1) oldugunu kullanarak Lnl kbnj dizisinden Lnl kcnj

dizisine bir matris doniisimii yazilirsa bu matris ((*;(*) uzaymn bir elemanidir.
Boylece Lemma 2.35 ten dolay1 bu matris elemanlar1 sinirli olmalidir. Bu durumda,
elde edilen matrisin kdsegen elemanlari da smirli olacagindan (4.17) sarti, (4.16)

sart1 i¢in gereklidir.

Yeterlilik:
4 B G, P
Cn = — Q = v - = Q — bn
QnQn—l ; pv ( ' v ) Qn pn
=Cy1+Cp

olmak tizere kabul edelim ki (4.17) ve (4.18) sartlar1 saglansin. Bu takdirde

teoremin ispati i¢in
> <o, [ <o (4.25)
n=1

oldugu gosterilmelidir. Buna gore r = 1,2 i¢in

$ e

n=1

k

C

n,r

<o (4.26)

oldugunun gosterilmesi yeterlidir. k >1olmak tizere ilk olarak r =1 igin

b k
{Z| | vl v - le )} (427)

V

nl

0 Q 3
dir. Diger taraftan

QR -R.Q =@Q,-a)R -(R -p)Q,
=-Ra,+Q,p,

=0(p,Q) (4.28)
bulunur. (4.28) ifadesinden dolayi

=001
o in{zlpv }

elde edilir. Holder esitsizligi ve (4.18) sartindan dolay1

k1 k N k1 ri: | | }
| =oq
nzﬂ:n . ()nzzlln Qr in{z p,

25



—Ol k-1 n n—lb ‘
W3 {z| V|QV}

_o(1)i k q” {ZI 1 qv( ]HQI ZQ}
_o(1)z|b| qv( JZ(S (3"

© k-1 k-1
—oMS o[ q || Y
()nzj ’ q”(qv] QF

elde edilir. Bu durumda (4.25) ifadesinden dolayi

S e

n=1

O(l)Z|b vt < (4.29)

bulunur. Bu da teoremin ispatini tamamlar.
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5. SONSUZ SERILERIN MUTLAK TOPLANABILIRLiGI

Bu béliimde ilk olarak |C,1| toplanabilen bir serinin |A|, toplanabilmesi i¢in gerekli
sartlar1 veren bir teorem daha sonra da |A|k toplanabilen bir serinin |C,ZI.|k
toplanabilmesi i¢in gerekli sartlar1 veren bir baska teorem ifade ve ispat edilecektir.

Bir A=(a,) normal matrisi verilsin. Bu durumda A=(a,) ve A=(4,)altiicgensel

matrisleri
a—nvziam, nv=012,... (5.1)
ve

seklinde tanimlanir.
A bir normal matris ise A= (4,,) matrisi de normaldir ayn1 zamanda normal olan gift
tarafli A'= (@) ters matrisine sahiptir [25].

A matrisi normal ise

n n v
Tn = anvSv = a'nv XI
v=0 v=0 i=0
n n n n
= XiZ:a'nv :Z Xi a‘ni = aanv (53)
i=0 v=i i=0 v=0

=34, x (5.4)



elde edilir ki bu da
X, => & ,AT,,, T,=0 (5.5)

olmasini gerektirir.
Burada kullanilan A ve A matrisleri sirasiyla, seriden diziye ve seriden seriye
doniisiim matrisleridir.

Teorem5.1. k=1, A=(a,,) bir normal matris olmak {izere
1=0(va,,) (5.6)
(avv - av+l,v) = O(avvav+1,v+1) (57)

o0

D (v+2)

v=i

8., =0 +1) (5.8)

sartlan saglansm. Bu takdirde ) a, serisi |A| toplanabilir ise |C,1| toplanabilirdir.
Ispat: Zan serisinin A dontistimii T, ile; (na,) dizisinin (C,1) ortalamas: t, ile

gosterilmek tizere Tanim 2.20 den dolay1

in“ T, T, <o (5.9)

n-1

dir. Buradan

t =(n +1)‘1Zn:vav
v=1

=(n+1)‘1znlv{ V

a;rATrl}

V—

2
é\'\;r ATrl}
r=0

n n n V-2
= (n + 1)71 {ZVé\:vATv—l + ZVé\;,v—lATv—Z + v é\‘\;r ATr—l}
v=1 v=2 0

v=0 r=

=(n +1)12v{é\ijTV1 +a), AT, , +
=1

n-1 n-1
_(n+1)° {na;nATn_l St + S wrna,aT,
v=1 v=1
+HALAT  + D (V+2))] év'mATrl}
v=2 r=0

n-1
=n(n+1) "4, AT, +(n+1) Y {va), +(v+Da),,, JAT,
=1
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n-2 n-2
+H(N+1) ALAT  +(N+D) Y AT, D (v+2)d),,, (5.10)
r=0

v=r

elde edilir. o,, Kronecker deltasini gdstermek tizere
Z él”]k aA'kv = §nv (511)

esitligi géz oniline alinsin. Bu durumda

0 , v>n
1
— , Vv=n
&y
g = (5.12)
_(a'v+l,v T a0 ~ Ay )
, h=v+1
a'\/v av+1,v+l

oldugundan dolay1

A A v _(awlv +a‘v+lv+l_a'vv)
va, +(v+1a,,, =—+(v+1 ‘ ‘
aW a" - a'\/v { a\/va'erl,VJrl }

1 A, _L}

_ At (V+1) {
aW a\/+1,v+1 aWa'\/+1,v+1 avv

=(V+l){ 1 B }—i (5.13)
av+1,v+l avvav+1,v+l aW

elde edilir. Bu ifade (5.10) esitliginde yerine yazilirsa

n-1
t=(n+D)tS (v+1){ 1 8w }—i AT,
a'v+l,v+1 a'vvav+l,v+l avv

v=1

+n(n +1)‘1(i)ATn_1 +8 AT, (n+])™
a

n-2 n-2
+(n + 1)_12 ATr—lZ: (V + 2)af\‘\’/+2,r
r=0 v=r

bulunur. Diger taraftan

& 8y 1 A, (5.14)
a'w - av+l,v+l av+1,v+l a'vva\/+l,v+l

oldugundan dolay1 (5.6)-(5.8) sartlari kullanilarak

n-1
t =0 {(n +1) 7D VIAT, |+ n|AT, |+ (n +1)1}
v=1
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=Woq T W0+ W3,

elde edilir. Teoremi ispat etmek i¢in

W, +W,, + W, C <3 ( W, ‘4 W, , ‘4 W, , k) (5.15)
esitsizliginden yararlanarak r =1, 2, 3 i¢in
Sotlw, [ <o (5.16)
n=1

oldugunu géstermek yeterlidir. Ilk olarak r = 1 i¢in

. k . k
[ = {(n+1)‘lzlv|ATvl|} < {n‘lzlv|ATvl|}
v=l v=1
m+1 K m+1 n-1 k
> ontw,,[ <> (ZV|ATV1|j
n=2 n=2 v=1

bulunur. Burada Holder esitsizligi uygulanirsa

m+ m+ n— k
an‘l|wn_1|k =O{i n"“l(iv|ATvl|j }
n=2 n=2 v=1

n-1

g (B2

bulunur. Daha sonrar = 2 igin

i ntw,, |k = i n* |nATn_1|k
n=1 n=1

_ o{ink—l|mnl|k}< -

n=1

elde edilir.Son olarak r = 3 i¢in

i n™ |wn_3|k = i n™ ‘(n +1)’l‘k
n=1 n=1
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< i n* ‘n‘l‘k
n=1

= O{ n‘l‘k} <
n=1

bulunur. Bu da teoremin ispatini tamamlar.

Teorem5.2. k>1, n>1, v=0,1,2,...,n ve a,,,=0olsun. A=(a,,) bir pozitif alt

ticgensel matris ve C >0 olmak tizere

a, =a,,, =V (5.17)
na,, =0(@1),n=12,.. (5.18)
Z(ani - an—1,i) < C(V a,, _an—l,v ) (519)

sartlan saglansmn. Bu takdirde )_a, serisi |C,1| toplanabilir ise |A], toplanabilirdir.

Ispat: A=(a,,)pozitif alt iiggensel matris ise

Ah (S) = ianvsv = i(ianv )ai (520)

i=0 \_v=i

ve a,_,, =0 olmak iizere A (s)— A, (s) fark: teskil edilirse

Ah (S)_Ahl(s):nz_o(anv a‘nl,v) ) +2i(anv a'n—l,v) g
bulunur. (5.19) sartindan dolay1
A(5)= A (8) D~ ) i)



elde edilir. n>2 igin

A()-A:(5)=23 (an — a4, ) ia ()

i=l v=i

= EA{i(anv - an—l,v )(I)_l}lz jaj + annn_lg jaj

i=1 v=i j=1

n 1

‘ZZJa,A{Z( w2, ) }+Zja, n (5.21)

i=1 j=1

bulunur. Diger taraftan (na,) nin (C,1) ortalamasi (t,) ile gosterilirse

t, Z ja (5.22)

n+1

t le ja (5.23)

elde edilir. (5.22) ve (5.23) ifadeleri (5.21) esitliginde yerine yazilirsa

A (s)-A(s)= nf:( +1)tA{Z( w8, )7 }+(n+1)t an’

n-nn
i=1

n-1 n 1 . 1 1
:IZ_;( +1) t {vz_;(anv—anl,v)ﬁ;l(aw anlv)i+l} nTthﬁam
n-1 1 . . h
= - (l +1) tll {(am a'n—ll ); + V:Zi_;l(anv an—lv) | +1} Tti nn
B n—lill L n-1 ) 1
- i=1 I tl (am an 1I)+ i=1 (I +1) tl v=i+l(anv an_l‘V) | (' +l)
"t
n
:nilv_'_ (anv &, 1V)té+nz41i(anl a, 1|)t\}+n_+1t; nn
vl v v=1 Vi v+1
Ev+1 n N+l
=S )t S Y (A e ) U e,
=AL+ALTA;

bulunur. Teoremi ispat etmek i¢in

A+ AL+ ALl <3(AL[ AL A (5.24)

esitsizliginden yararlanarak r = 1, 2, 3 i¢in
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(5.25)

(a J A, [

oldugunu gostermek yeterlidir. ilk olarak r = 1 igin Holder esitsizligi uygulanirsa

mdq 1 k=1 rna . k
) wr <] Bim-niel

a a -1v
md 1 kL1 K [0 o
= O(l)Z(a_J Z Ay {Z Ay~ a”*lv" }
n=2 nn v=1 v=1

nv

m+l n-1 1 nt K
—1v v Z T %h,

n=2 v=1 ann v=1

—-a |t

n-1,v

a a

nv -1v

elde edilir. Diger taraftan (5.17) ve (5.19) sartlarindan dolay1

n-1 n-1
Z a, — a'n—1,v = Z(an—l,v —a, )
v=1 v=1

bulunur. (5.18) sartindan

- z(a ] ‘Aw ‘ = (annj {; anv_a-n—l,v tv}
=003 3 (s -
=0(@), m=12,...

elde edilir. Daha sonra r =2 igin (5.19) sartindan

r:(a ) Al <;(a j {”Zj‘\l/ i(a”i_anflvi)

i=v+l
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m+1 n- ]_ n 1 k
= j { v Z ni n -1, ) (anv - an—l,v) tV }
n=2 v=1 i=v+1
m+1 1 n-1 1 n “
< Z Z ni n 1| n “1Lv||*v }

>
||

N
>
=

n-1 k
—1v té + a‘nv - a‘n—l,v té }
v=1 =]
}k
n-1 k
- (C +1) Z( j {Z A~y té }
nn v=1

bulunur. Diger taraftan r = 1 i¢in

>
||

N
=
=1

3
T
il
H

< —

n

tl

nlv

IA
3
i
[EY
3
iR
<k
ﬁ

]
N
o)}
=
=]

md 1 k=L
K
( j A, < (5.26)
n=2 a‘nn
oldugundan dolay1
m+1 k-1 n-1 k
‘A‘ ‘ _(C+1) z {Z a, @y t\%}
n= 2 a v=1 '
=0(), m=2,3,...

elde edilir. Son olarak r = 3 i¢in

Sa) -3 (k)

=3 (a,) " (@) (1+%j ;

tl

n

=0(1) , m=1,2,...

bulunur. Bu da teoremin ispatini tamamlar.
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6. SONUC VE ONERILER

Sonu¢ 6.1. Teorem 3.1 in sartlarinda 6zel olarak k=1 alimirsa Teorem 2.26 elde

edilir.

Sonug¢ 6.2. Teorem 3.2 nin sartlarinda 6zel olarak a=1 alinirsa Teorem 2.27 elde

edilir. Diger taraftan  a=1 0zel halinde, (3.7) sarti (3.6) sartindan elde

edilebileceginden dolay1 ihmal edilebilir.

Sonug 6.3. k >1olmak tlizere Teorem 4.1 in (4.2) ve (4.3) sartlar1 saglansin. Ayrica
np, =O(R,) (6.1)

bulunsun. Bu takdirde " a, serisi |R,q,|, toplanabilir ise |R, p,|, toplanabilirdir.

Sonug 6.4. k >1olsun. Diger taraftan Teorem 4.1 in (4.1)-(4.3) sartlar1 ve Sonug 6.3

iin (6.1) sarti saglansmn. Bu takdirde |R, p,| toplanabilme |R,q,| toplanabilmeye

denktir.

Sonug 6.5. Sonug 6.4 {in sartlarinda 6zel olarak ¥n e IN icin p, =1 alinirsa |R, qn|k

toplanabilme ile ilgili yeni bir sonug elde edilir [26].

Sonug 6.6. k >1 olsun. (q,);

Q=20 —>®,n>w (6.2)
v=0
olacak sekilde pozitif sayilarin bir dizisini gostersin.
C.4, =[R.p,), 6.3)
olmast i¢in
nqn = O(Qn) (64)

olmas gereklidir.

Sonug¢ 6.7. Teorem 4.2 nin sartlarinda 6zel olarak k=1 alinirsa Teorem 2.29 elde
edilir.

Sonuc¢ 6.8. (p,);

P:va—>oo,n—>oo (6.5)

n
v=0

olacak sekilde pozitif sayilarin bir dizisini gostermek lizere



P, =0(np,)

sart saglansin. Bu takdirde |R, p, | toplanabilir ise |C,1], toplanabilirdir.

|
Sonu¢ 6.9. (p,);

n

P :va—>oo , N—>o00

n
v=0

olacak sekilde pozitif sayilarin bir dizisini gostermek lizere

np, =0(P,)

sarti saglansin. Bu takdirde Zan serisi |C,]4k toplanabilir ise

toplanabilirdir.
Sonug 6.10. k >1olsun ve (p,);

n

P ZZpV—>oo , N—> o0

n
v=0

olacak sekilde pozitif sayilarin bir dizisini géstermek tizere

np, =0(R,)

P, =0(np,)

(6.6)

6.7)
IR, P,

(6.8)

(6.9)

Sartlari saglansmn. Bu takdirde |C,1] toplanabilme |R, p,| toplanabilmeye denktir.

\

Sonug¢ 6.11. Teorem 5.2 nin sartlarinda k =1ve ozel olarak a , = % alinirsa,

n

toplanabilme ile ilgili yeni bir sonug elde edilir [24].
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