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OZET

Abelyen kategori kavramini daha iyi anlamamiz1 saglayacak bazi temel kavramlara ve
onermelere yer verilecektir. Daha sonra, tam kategori tanimi verilerek, R halkasi iizerindeki
modiiller kategorisinin bir tam kategori oldugu gosterilecektir. ikinci boliimde toplamsal kate-
gori kavramina yer verilip ornek olarak Rmod gosterilmistir. Tam ve toplamsal bir kategorinin
abelyen oldugunu gostermek icin kullanacagimiz bazi Onerme-
ler ispatlanmistir. Abelyen kategori tanimi verilerek Rmod kategorisi ayrintili olarak incelenmis-
tir. Son olarak bir kategorinin abelyen olmasi icin gerek ve yeter kosulun tam ve toplamsal ol-
masi gosterilmistir. Son boliimde yari-abelyen kategori tanimi ve degismeli cebirler ve gruplar

tizerindeki ¢aprazlanmis modiiller kategorilerinin abelyenligi incelenecektir.

Anahtar Kelimeler : Abelyen Kategori, Tam Kategori, Yari-abelyen Kategori, Toplam-

sal Kategori
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SUMMARY

This master thesis consists of three chapters. In the first chapter, we recall some funda-
mental notions which are related to the notion of the abelian category. Later the definition of the
Barr-exact category is given and exactness of the category of modules over a ring is shown. In
the second chapter the notion of additive category takes place with the category of modules over
a commutative ring as an example. In order to show an additive and exact category is abelian,
some propositions and lemmas are introduced. In this chapter abelian category is defined and
the motivating example RMod is deeply examined. Moreover the Tierney equation which states
abelian category is exact and additive is proven. At the last chapter the definition of semi abelian
categories and as an example the category of groups is given. The abelian structure of category

of crossed modules over commutative algebras and over groups is examined.

Keywords: Abelian category, Barr-exact category, Semi-abelian category, Additive Cat-

egory
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1. GIRIS

Abelyen gruplari model alan abelyen kategoriler homolojik cebirin uygulanabildigi en
genel kategorilerdir. i1k abelyen kategori fikri Mac Lane (1963) tarafindan ortaya atilmis olsa da
yaklagimi abelyen gruplar kategorisinden tamsayilara benzeyen bazi 6zel objelere sahip toplam-
sal kategoriler ile sinirh kalir. Daha Oncesinde benzer yaklagim Buchbaum (1955) tarafindan
“Tam Kategori” tanimlanarak kullanilmistir; ki bu sonlu toplam gerekliligi olmayan bir abelyen
kategori tanimidir. Ayrica birden fazla degiskenli funktorlar iizerinde caligsabilmek i¢cin A @ B di-
rekt toplamlarin varlif1 aksiyomunu ekleyerek abelyen kategori tanimini elde etmis olur. Fakat
abelyen kategori ismi ilk olarak Grothendieck (1957) tarafindan kullanilir. Kendisi homolojik
cebirin temellerinden sayilan iinlii Tohoku makalesinde abelyen gruplarin desteleri (sheaf) ile
halkalar iizerindeki modiillerin benzer yapiya sahip oldugunu ve homolojik cebirlerinin aym
yoldan gelistirilebilece8ini gézlemler ve aksiyomatik abelyen kategori tanimi verir.

Tam kategori kavrami Quillen (1972) tarafindan toplamsal kategoriler i¢in yapilmustir.
Barr (1971) ise sifir obje gerekliligi olmayan ve normal epimorfizmleri diizenli epimorfizmlerle
degistirerek yeni bir tam kategori tanimi vermistir. Barr’in tamlik kosulu her denklik bagintisinin
etkili olmas1 evrensel cebirlerin biitiin ¢esitleri icin saglanir ve Tierney esitligini saglayacak
ozelliktedir.

(Barr-tam + Toplamsal = Abelyen)



2. TAM KATEGORI

2.1 Giris

Bu boliimde oncelikle, abelyen kategori kavramini daha iyi anlamamizi saglayacak bazi
temel kavramlara ve onermelere yer verilecektir. Daha sonra, tam kategori tanmimu verilerek,
R halkas: iizerindeki modiiller kategorisinin bir tam kategori oldugu gosterilecektir. Son olarak
yari-abelyen kategori tanim1 ve 6rnek olarak degismeli cebirler lizerindeki ¢caprazlanmis modiiller

kategorisi verilecektir.

2.2 Temel Kavramlar

Bu kisimda Mac Lane’den (1998) faydalanilarak temel kategori bilgisi saglayacak bazi

tanimlara ve Onermelere yer verilecektir.

Tamm 2.1. € ile gosterecegimiz kategori asagidaki verilen ve istenenleri saglayan bir sistemdir.

Verilenler:

Objeler sinifi : Ob(%€) ile gosterecegimiz, elemanlar1 X, Y, A, B, ... olan objeler sinifi.

Morfizmler kiimesi :X,Y objeleri icin
€(X,Y) = Morg(X,Y) = {fIf :X - Y}

seklinde ifade edilen, elemanlart morfizm (ok) olarak adlandirilan kiime

Kompozisyon islemi; Ob(%’) de her X,Y,Z objeleri i¢in

0 GV, Z)xC(X,Y) — C(X,Z)
(&f) — gof

Istenenler:

S g h

Y VA

Asosyatiflik: X W morfizmleri i¢in

(hog)of=ho(gof)



dir.

- Birimlilik: X,Y objeleri ve f : X — ¥ morfizmi igin 1x € € (X,X) ve

lyof=f=folx
seklindedir.

Ornek 1. Set ile gosterilen kiimeler kategorisinde;

- Ob(Set) : Kiimeler

- Mor(Set) ={f|f:X = Y,X,Y € Ob(Set)}

- Kompozisyon : f,g € Mor(Set) fonksiyonlari i¢in g o f bileske islemidir.
Benzer sekilde

e Grp Gruplar ve grup homomorfizmleri

e Mod-R R-modiiller ve modiil homomorfizmleri

Rng Halkalar ve halka homomorfizmleri

R-Alg R-cebirleri ve R-cebir homomorfizmleri

Vect vektor uzaylari ve lineer doniisiimler
e Top Topolojik uzaylar ve siirekli fonksiyonlar
diger kategori 6rnekleridir.

€ = (Ob(€),Mor(%€),o) kategorisi verildiginde * iglemi

fxg=gof

seklinde tanimli olmak iizere €°P? = (Ob(%),Mor(%€), ) kategorisine € kategorisinin duali
denir.

Dahasi P, bir % kategorisinin morfizm ve objelerini i¢eren bir 6zellik ise onun duali olan
P°P 6zelligi € °P kategorisinin 6zelligine karsilik gelir; diger bir deyisle, oklari tersine ¢evirerek
Pden elde edilen 6zelliktir.

Tanim 2.2. € ve & birer kategori olsun.



1. ¥ kategorisindeki objeleri ¥ kategorisindeki objelere, ¢’ -morfizmleri Z-morfizmlere gotiiren
ve bileskeyi koruma; F(go f) = F(g)oF(f) ile birimi koruma; F(14) = 1r(A) 6zelliklerini

saglayan 0zel F fonksiyonuna funktor denir.

2. F:% — 2 funktoru, eger F : Morg(A,B) — Morg(F(A),F(B)) orten ise dolu (full)
funktor, birebir ise sadik (faithful) funktor adini alir.

3. F:% — 2 funktoruna tam dizileri koruyorsa; yani 0 - A — B — C — 0 tam dizi iken
0— F(A) — F(B) — F(C) — 0 tam dizi oluyorsa tam (exact) funktor denir.

Tamim 2.3. % bir kategori ve I € Ob(%) olsun. Her A € Ob(%) igin Morg(1,A) kiimesinin bir
tek eleman1 varsa I objesine baslangi¢ (initial) objesi denir.

Baslangic objesinin dual kavrami; bir 7 € Ob(%’) objesiile her A € Ob(%’) icin Mory (A, T)
kiimesinin bir tek eleman1 varsa T objesine bitis (terminal) objesi denir. Eger I hem baglangi¢

hem de bitis objesi ise sifir (zero) obje adim alir.

Tamim 2.4. Bir ¢ kategorisinde verilen f, g : A = B paralel morfizmleri i¢in asagidaki 6zellikleri
saglayan (E, e) ikilisine egitleyici (equalizer) denir ve Eq(f,g) ile gosterilir.

i) foe=goe

ii) Herhangi bir ¢’ : E’ — A morfizmi ile foe’ = goeé’ oluyorsa

E—% A B
A

k/
e

E/

diyagramim degismeli yapan e o k = ¢’ 6zelliginde bir tek k : E/ — E morfizmi vardir.
Esitleyicinin dual kavrami eg-egitleyici (coequalizer)dir ve Coeq(f, g) ile gosterilir.

Tamim 2.5. % bir kategori ve f: A — B bir morfizm olsun. uo f = vo f esitligini saglayan
her u,v : B — C morfizmleri icin u = v oluyorsa, f doniisiimiine epimorfizm denir. Eger f =
Coeq(u,v) olacak sekilde u,v : C — A morfizmleri bulunabiliyorsa f morfizmine diizenli epi-

morfizm denir.

Tanim 2.6. ¥ bir kategori ve f : A — B bir morfizm olsun. fou = fov esitligini saglayan her

u,v: C — A morfizmleri i¢in u = v oluyorsa, f doniisiimiine monomorfizm denir.



Tanmm 2.7. % bir kategori ve A,B € Ob(%’) olsun. A X B bir obje ve py, p» projeksiyon mor-

fizmleri olmak iizere, herhangi 7; : C — A, 7, : C — B morfizmleri icin

¢

™ (%)

v
AXB

A P1 P2

B

diyagramini degigmeli yapan bir tek (71, 7;) : C — A X B morfizmi varsa (A X B, m;, ) tigliisiine
carpum (product) denir.

Carpim kavraminin duali es-carpim (coproduct)dar.

P
B

degismeli diyagrami verilsin. Asa8idaki diyagrami degismeli yapacak tek bir 4 : Q — P mor-

Tanim 2.8. ¢ kategorisinde
14! A

f

C

8

fizmi varsa yukaridaki diyagrama geri cekme (pullback) denir.

Q-

"

P 14!
2|
B

Geri ¢cekme objesinin duali ileri itme (push out)nesnesidir.

S

a

8

Onerme 2.1. % kategorisinde sekildeki degismeli diyagramda (2) nolu kare geri ¢ekilim ise

F E D
' (M 2) h
A 7B 7 C

(1) nolu karenin geri ¢ekilim olmasi i¢in gerek ve yeter kosul dis karenin geri ¢ekilim olmasidir.



Ispat. ilk olarak (1) nolu karenin geri cekilim oldugunu kabul edelim. Dis karenin geri cekilim

oldugunu gostermek i¢in sekildeki degismeli diyagrami alalim.

Burada hop; = fo(gop;) ve sag kare geri ¢ekilim oldugundan diyagrami degismeli yapan bir
tek i : P — E vardir. Benzer sekilde sol Kare i¢in /' oi = g o p, oldugundan diyagrami degismeli
yapan bir tek j : P — F vardir.

Ikinci olarak dis karenin geri cekilim oldugunu kabul edelim. (1) nolu karenin geri

cekilim oldugunu gostermek igin

q2
h/

A B

8

degismeli diyagramini sekildeki gibi genisletelim.

Dis kare geri ¢ekilim oldugundan f og’oq = f'oq; ve K" oq = q> yapan bir tek ¢ : Q — F

vardir. O halde sag karenin de geri cekilim olmasi verilen degismeli diyagram i¢in g; mor-



fizminin biricik olmasini gerektirir. Boylece g’ o ¢ = g1 oldugundan ¢ morfizmi sol kare i¢in de

evrenselligi saglar. 0

Onerme 2.2. Carpimlara sahip bir € kategorisinde f : A — C ve g : B — C morfizmleri ve
(A x B,m,m) carpimi i¢in verilen degismeli diyagramda

E A
e
m

AXB f

P

B Z C

dig karenin geri ¢ekilim olmasi igin gerek ve yeter kosul (E,e) = Eq(f o m,g o mp) olmasidir.

Ispat. g1 : Q - Avegr: Q — B, foq = goq olacak sekilde iki morfizm alalim. Carpim
tanimindan 7; o g = g1 ve M o g = g esitliklerini saglayan bir tek g : O — A X B morfizmi

vardir.

v
AXB

o Uy)

A B

Ohalde fom og=gomogolur. (E,e)=Eq(fom,gom) oldugundan eo p = g olacak sekilde
bir tek p : Q — E vardir. Boylece

degismeli diyagrami geri ¢ekilimdir. [

Tanim 2.9. % kategorisi tiim sonlu limitlere sahipse sonlu biitiin (finitely complete) Kategori
denir. Diger bir deyisle € kategorisi terminal objeye, tiim ikili carpimlara ve esitleyicilere

sahipse sonlu biitiindiir.



Tamm 2.10. € sifir objeye sahip sonlu biitiin bir kategori olsun. % kategorisinde verilen f :
A — B morfizminin ¢ekirdegi (kernel) kendisi ve Op : 0 — B baslangi¢c morfizminin geri cekmesi

seklinde tanimlanir.
ker(f)

Ker[f] A
| /
0o—% B

Cekirdek morfizminin dual kavrami es-cekirdek (cokernel) ise f morfizminin kendisi ve

T4 : A — 0 bitig morfizmi ile ileri itmesidir.

Tamim 2.11. € bir kategori ve A € Ob(%’) olsun. Bir R objesine (r1,72) : R— A x A monomofizm

olacak sekilde verilen ry,r; : R — A doniigiimleri ile birlikte A {izerinde bagint1 denir ve (R, r1,r2)

1
veya R =2 A ile gosterilir.

rn

¢ kategorisindeki her A objesi i¢in;
R4 = {(rla,rza)\a S %(A,R)}

kiimesine % (A, R) kiimesi tizerindeki R ile iiretilen ilgili baginti denir.

Bir (R, r1,r2) bagntisi igin

e Birim doniisiim (1x, lx) : X — X x X, R iizerinden bilesenlerine ayrigiyorsa; yani rjr =

1x = rpr olacak sekilde r : X — R varsa R bagintis1 yansiyandir.
e Bir doniisiim r : R — R icin ris = rp ve rps = ry kosullar1 saglaniyorsa R simetriktir.

e geri ¢cekme diyagrami

P2

RxxR R

pP1 r

R X

rn
goz Oniine alindiginda, r ¢t = rip1,rt = rpps olacak sekilde 7 : R xx R — R doniisiimii
varsa R geciskendir.

A objesi iizerinde tanimli bir R bagintis1 yansiyan, simetrik ve geciskenlik 6zelliklerini

saglhiyorsa denklik bagintisi adin alir.

Ornek 2. Set, Grp kategorilerindeki denklik bagintis1 kiime teoretik denklik bagintisina denktir.



Tanim 2.12. Bir ¥ kategorisinde verilen f : A — B morfizminin kendisi ile geri ¢ekmesine

cekirdek ikilisi denir; yani f morfizminin esitleyicisi

Eq(f) ={(xy) e AxA|f(x) = f(»)}

ve fnin kendisiyle geri cekme diyagramindan

elde edilen p1, p» morfizmleri ile A iizerinde tanimlanan denklik bagintisi

p,p2iEq(f) = A

f morfizminin c¢ekirdek ikilisidir.
Onerme 2.3. Herhangi bir % kategorisinde asagidaki 6zellikler denktir;

1. f monomorfizmdir
2. f morfizminin ¢ekirdek ikilisi o = 8 olmak iizere (P, c, B) dir.

3. f morfizminin cekirdek ikilisi (A, 14,14) vardir.

Ispat. Bir P objesi a, B : P — A morfizmleri ile fo ot = f o B 6zelligini sagliyorsa f monomor-
fizm oldugundan o = f3 elde ederiz. Buradan sekildeki diyagram geri ¢ekilimdir;

\\

!

A

[0

B
f
oo =P od =1, ozelligini saglayan bir tek ¢ : A — P vardir. Ayn1 zamanda lpo0o = o
oldugundan A ~ P izomorfiktir.
Simdi o = B olmak iizere (P, a,)nin f morfizminin ¢ekirdek ikilisi oldugunu kabul
edelim. O halde baska bir (Q,q,q>) ikilisi i¢in fog; = foq, oluyorsa geri ¢ekilim tanimi



geregi bir tek g : Q — P morfizmi g1 = cog = S o g = ¢, 6zelligini saglar. Bu durumda foq, =

fogqaise g1 = q» elde ederiz. Boylece f monomorfizmdir. 0

Tanim 2.13. A objesi iizerinde taniml bir R bagintis1 i¢in (r1,r;) ikilisinin es-esitleyicisi g =
Coeq(ry,ry) varsa ve (ry,r) morfizmleri ¢ morfizminin ¢ekirdek ikilisi ise (R,r;,r;) denklik

bagintisina etkili (effective) baginti denir

Ornek 3. Set kategorisinde verilen bir denklik bagintis1 R C A X A ile

r1 q
R=ALA/R

r

diyagrami elde edilir. Bu durumda ¢ doniisiimii (r1,r;) ikilisinin es-esitleyicisi olur.
Diger yandan g(a) = g(d’) ancak ve ancak (a,d’) € R oldugunda saglandigindan (ry,r;) ikilisi

g doniisiimiiniin ¢ekirdek ikilisidir.

2.3 Tam Kategori

Tanim 2.14. Sonlu biitiin % kategorisi agagidaki kosullar1 sagliyorsa diizenli (Regular) kate-

goridir.
1. Her cekirdek ikilisinin es-esitleyicisi vardir
2. Diizenli epimorfizmler geri cekme altinda kararlidir; yani

X xz¥ 2

|

Y —7

X

f

geri cekme diyagraminda f diizenli epimorfizm iken ¢ morfizmi de diizenli epimorfizmdir.

Onerme 2.4. Diizenli kategoride her morfizm bir monomorfizm ve bir diizenli epimorfizmin

bileskesi olarak yazilabilir.

Ispat. Bir f € €(A,B) alalim. f morfizminin ¢ekirdek ikilisi (#,v) ve bu gekirdek ikilisinin
es-esitleyicisi p = cok(u,v) olsun. Bu durumda fou = fov oldugundan f = io p kosulunu
saglayan bir tek i : I — B vardir. Boylece i nin monomorfizm oldugunu gostermemiz yeterlidir.

O halde (r,s) i mofizminin ¢ekirdek ikilisi olsun. Bu durumda io pou = io p ov oldugundan

10



11

roq = pou,soq= povkosulunu saglayan bir tek g epimorfizmi vardir.

! . B

AxBA—z>A

q P

v

I xpl —=1
S

diyagram degismeli oldugundan rogq = pou = pov = sogq bize r = s esitligini verir. O halde
¢ekirdek ikilisi (7,s) esit morfizmler oldugundan Onerme 2.3 geregi i monomorfizmdir.

Elde ettigimiz faktorizasyon, p’ diizenli epimorfizm ve i/ monomorfizm olmak iizere
farkli bir faktorizasyon f = A—2T1' . B icin 0 o p = p’ olacak sekilde bir 6 : I — I

izomorfizmi bulunabiliyorsa izomorfizm farkiyla tektir. Bu durumda
./ / ./ /
ifopou=fou=fov=iopov
ve i monomorfizm oldugundan
p/ ou—=— p/ oy

elde ederiz. Burada p = Coeq(u,v) oldugu igin o o p = p’ olacak sekilde bir tek o : [ — I’

morfizmi vardir. O halde
focop=iop'=f=iop

ve p epimorfizm oldugu icin

./ .
100 =1

olur.

Ayrica bazi k,[ : U = A morfizmleri igin p’ = Coeq(k,l) olsun. Bu durumda
iopok=iop'ok=iop'ol=iopol

ve i monomorfizm oldugundan

pok=pol
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elde ederiz. Burada p’ = Coeq(k,l) oldugu igin To p’ = p olacak sekilde bir tek 7: I’ — I
morfizmi bulunur. Boylece

iotocop=iotop =iop
esitliginden i monomorfizm ve p epimorfizm oldugu icin
To0 = idg
ve benzer sekilde
coT=idg
elde ederiz. Sonug olarak f = io p faktdrizasyonu izomorfizm farkiyla tektir.

Tanim 2.15. Diizenli bir ¢ kategorisinde her denklik bagintisi etkili ise €’ye tam (Barr-Exact)
kategori denir.

Ornek 4. R degismeli halkas iizerinde tanimli modiillerin kategorisi RMod tam kategoridir.

1) f : M — N bir R-lineer doniisiim olsun. Oncelikle f modiil homomorfizminin ¢ekirdek

ikilisinin varligini gosterelim. Diger deyisle py, p; izdiisiim doniisiimleri ve

MxyM-2~m
P2| f
M N

7

diagraminin geri ¢ekilim diagrami oldugunu gosterelim.

[k olarak her (my,m;) € M Xy M igin

fopi(my,my) = f(my) = f(m2) = fopa(mi,m)

oldugundan diagram degismelidir. Simdi bagka bir M’ R-modiilii ve hy,h : M’ — M R-lineer
doniistimleri i¢in
fhi = fhy

oluyorsa;
h(m') = (h1(m'), ho(m'))

seklinde tanimli & : M" — M x y M R-lineer doniisiimiiniin

pll’l = h1 ve pz]’l = h2



ozelligini saglayan tek modiil homomorfizmi oldgunu gosterelim. Oncelikle

proh(m') = pi(hy(m'),hy(m')) = hy(m") py o h(m') = py(hy(m'), hy(m')) = hy(m')

olup her m’ € M’ igin
pih=hy ve pph=hy

elde edilir. Simdi /', & ile aynmi Ozelliklere sahip olsun. Yani &' : M’ — M xy M ve pih' =
hi, pah’ = hy olup her m' € M igin I/ (m') = (x,y) ise

proh(m') =pi(x,y) =x=hi(m')pyoh(m') = pa(x,y) =y = hy(m)
elde edilir. Bu durumda her m’ € M’ igin
H(m') = (x,y) = (i (m"), hp(m")) = h(m)

olup
h="Hn

bulunur. Yani 4 R-lineer doniigiimii bu 6zelligi saglayan tek doniisiimdiir. Boylece RMod kate-

gorisinde her morfizmin ¢ekirdek ikilisi var olup geri ¢ekilim diagrami asagidaki gibidir.

M

N

Simdi (p1,p2) cekirdek ikilisinin es-esitleyiciye sahip oldugunu gorelim. M R-modiilii
icin x = (m my) € M x y M olmak iizere

(p1—p2)(x) = p1(x) — p2(x) = m; —my
elemanlari ile tiretilen

Im(py — p2) = {my —my|(my,mp) € M xy M}

13



alt modiiliinii alalim. Bu durumda M /Im(p; — p;) bolim modiilii ile

q:M — M/Im(p\ — p2)
m+— [m]

kanonik doniigiimiiniin (py, p2) ikilisinin es-esitleyicisi oldugunu gosterelim. Her (m,m;) €

M x M igin
gop1 =qop2 < qopi(mi,my)=qopy(mi,my)
& q(m) = q(ma)
& [my] = [m]
& my—my € Im(py — p2)
oldugundan

q

P1
MxyM—==M M/Im(p1 — p2)

diagrami degismelidir. Bir Q R-modiilii ile ¢’ : M — Q R-lineer doniisiimii igin
/ /
qgopr=qop2
oluyor ise
uoq=¢q

ozelligini saglayan
u:M/Im(py—pr) — Q
[m] — 4/ (m)

seklinde tanimli u doniisiimii bir tektir. Burada her [my], [mz] € M /Im(py — p2) igin
[my] = [my] = my —my € Im(py — p2)
iken

u([m1]) —u([ma]) = ¢'(m1) — 4’ (my)
=q o p1(my,my) — g’ o py(my,my)

=0(.qp1=4p2)

14



oldugundan u iyi tanimlidir. Ayrica her [m;], [mz] € M /Im(p) — p2) ve r € R elemanlari i¢in

\

u(rfmi]) = u((rmi]) = g'(rmy) = rq' (my) = ru([mi])

oldugundan u# R-modiil homomorfizmidir.

Her m € M i¢in
uoq(m) = u([ml) = q'(m)
olup
uoq=4q

elde edilir. Ayrica ' ve u doniisiimlerinin ayn1 6zellikte iki doniisiim oldugunu kabul edelim.

Yani
u' :M/Im(p;—p2) = Q
ve
u/oq:q/

olsun. Bu durumda her m € M i¢in

q'(m) =u'oq(m) =u([m])

ve her [m] € M/Im(p) — p») igin

oldugundan ' = u olup u bir tektir.

15
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Sonug olarak ¢, (p1, p2) ¢ekirdek ikilisinin es-esitleyicisi olup agagidaki diagram degismelidir.

P1 q
M

MXNM

M/Im({?l —p2)

%3!14

P2

v
1

2)RMod kategorisinde diizenli epimorfizmler, yani 6rten homomorfizmler geri cekilim
altinda kararlidir. Diger deyisle f orten R-modiil homomorfizminin herhangi bir g R-modiil

homomorfizmi ile

AxpC={(a,c)|f(a) =g(c)}

geri cekilim objesi olmak iizere

/!

AxgC—25 . A

|

B

f

C

diagraminda verilen f” doniigiimii de orten R-modiil homomorfizmidir. Ciinkii her ¢ € C i¢in en
az bir a € A vardir ki g(c¢) = f(a) olur. Bu durumda (a,c) € A xgC olup f'(a,c) = c esitligi
geregi f’ doniisiimiiniin 6rten oldugu goriiliir.

3) (R, p1, p2) R-modiiller kategorisinde bir M R-modiilii iizerinde tanimli denklik bagintis

olsun. Bu durumda M /R boliim modiilii ile

qg:M — M/R

kanonik doniistimiinii alalm. Boylece py, ps : R = M izdiisiim doniistimleri her (a,b) € R igin

pi(a,b) = ave py(a,b) = b tanimli olup

qgopi(a,b) = q(a) = la] = [b] = q(b) = q© p2(a,b)

bulunur ve
14! q
R——=M
P2

M/R

degismeli diagrami elde edilir. Boylece g, (p1, p2) ikilisinin es-esitleyicisidir.

Simdi (p1, p2) ikilisinin ¢ doniisiimiiniin ¢ekirdek ikilisi oldugunu gosterelim. Bir M’



R-modiilii ile f,g: M =R
gof=gqog

ozelligini saglayan R-modiil homomorfizmleri alalim. Herhangi bir m’ € M’ i¢in

seklinde taniml

R-modiil homomorfizmi
proh(m') = pi(f(m'),g(m’)) = f(m')

p2oh(m') = pa(f(m'),g(m')) = g(m')
ozelliklerini sagladigindan
pih=fvepyh=g

elde edilir. Ayrica bir
W:M —R
m' — (r1,r)
R-modiil homomorfizmi icin

pil = fveph =g

ozellikleri saglaniyorsa

flm') = proh'(m') = pi(ri,r) =r
g(m') = paoh'(m') = pa(ri,r2) =2
esitlikleri bulunur. Boylece
W (m') = (ri,r2) = (f(m'),g(m')) = h(m')

elde edilir. Yani 2 = 1 olup h bir tektir.

17



Sonug olarak

M——~M/R

diagrami1 ¢ doniigiimiiniin kendisi ile geri ¢ekme diagrami olup (py, p2) ikilisi ¢ doniigiimiiniin
cekirdek ikilisidir. O halde RMod kategorisinde her denklik bagintis1 etkilidir.
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3. ABELYEN KATEGORI

3.1 Giris

Bu boliimde ilk olarak toplamsal kategori tanimi verilecek ve RMod kategorisinin toplam-
sal kategori 0rnegi oldugu gosterilecektir. Sonrasinda tam ve toplamsal bir kategorinin abelyen
oldugunu géstermemize yardimci olacak bazi 6nermelere yer verilecektir. Ikinci kisimda abelyen
kategori tanimi verilerek RMod kategorisinin abelyen olusu ayrintili olarak incelenecektir. Son
kisimda abelyen bir kategorinin tam ve toplamsal olusu incelenerek Tierney esitligi gosterilecektir.

Abelyen kategori tizerine yazilmig Freyd’in (1964) kapsamli ¢calismasindan faydalaniimistir.

3.2 Toplamsal Kategori

Tanim 3.1. Bir ¢ kategorisi asagidaki kosullart sagliyorsa toplamsal (Additive) kategoridir.
1. %nin bir sifir objesi vardir
2. € sonlu limitlere sahiptir

3. Her morfizm kiimesi ¢’(A, B) toplamsal degismeli gruptur

4. Bu morfizmlerin bilegkesi bilineerdir; yani f, f € € (A,B),g,¢ € €(B,C) morfizmleri

icin
(f+Sf)og=(f+go(f +g)
fo(g+g)=(fog)+(fog) esitlikleri saglanir.
Sadece 3 ve 4 kosullarini saglayan kategoriye on-toplamsal kategori denir.
Onerme 3.1. On-toplamsal bir kategoride verilen iki obje A, B i¢in asagidaki kosullar denktir.
1. A ve B objelerinin carpimt (P, p4, pp) vardir.
2. A ve B objelerinin es-carpimi (P, sy, sp) vardir.

3. Bir P objesi ile

paosa=1la,pposp=1p,paosp=0,pposs =0,
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saopa+spopp=1lp

olacak sekilde
pa:P—A, pp:P—B, sp:A—P sp:B—P

morfizmleri vardir.

Ispat. Duallik geregi (1) ve (3) kosullarinin esitligini gostermek yeterlidir. (P, pa, pg) , A ve B
objelerinin ¢arpimi olsun. O halde pg osy = 14, pposq = 0 Ozelliklerini saglayan bir tek sy :
A — P vardir. Benzer sekilde pg osp = 0, pp o sp = 1p Ozelliklerini saglayan bir tek sp : B — P

morfizmi vardir. Bu durumda

pa©o(saopa+spopp)=pac(sacpa)+pac(spopp)
= (paosa)opa+(paosg)ops
= (laopa)+ (0o pp)
=pa+0=pa

\%&

PBo(saopa+sgopg) =ppo(sacpa)+pso(ssopp)
= (pposa)opa+(pposp)opp
= (0o pa)+(1popp)
=0+pp=ps

esitliklerinden s4 o ps 4+ sp o pp = 1p elde ederiz.
Simdi (3) kosulunda verilen P objesinin p,4, pp morfizmleri ile A ve B objelerinin ¢arpimi
oldugunu gosterelim. Bir C objesi ve f: C — A,g : C — B morfizmleri alalim ve 7 : C — P

morfizmini & = s4 o f + sp o g seklinde tanimlayalim. Bu durumda

paoh=ppossof+paospog
=f+0=f

\

ppoh=ppossof+pposgog
:Oog:g
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oldugundan
¢
SB V SA
B P A
PB PA

diyagrami degismeli olur.
Bagka bir /' : C — P morfizmi py o' = f ve pgoh’ = g dzelliklerini sagliyorsa

W =1poh' = (spopa+sgopp)oh
=spopaoh’ +sgoppol
=sqo0f+spog
=h

oldugundan # bu ozellikteki tek morfizmdir. Boylece (P, pa, pg), A ve B objelerinin ¢arpimidir.
O]

Tamm 3.2. Ontoplamsal bir kategoride A ve B objeleri icin Onerme(3.1de tamimlanan (P, p4, pp,sa,SB)

beslisine biproduct denir ve A @ B ile gosterilir.

Onerme 3.2. On-toplamsal bir kategoride verilen iki morfizm f,g : A = B i¢in

Eq(f,g) = Ker(f —g) = Ker(g—f)

olur.

Ispat. Ker(f,g) = Ker(g, f) oldugundan, ilk esitligi gostermemiz yeterlidir. On-toplamsal
kategoride morfizmlerin farkindan s6z edebildigimiz icin bir x : X — A morfizmi alindiginda
fox=gouxile (f —g)(x) = 0 ifadeleri esittir. O

Ornek 5. R birimli halka iizerinde tanimhi R-modiillerin kategorisi RMod toplamsaldir.

1. M,N R-modiiller olmak tizere Hompgys,q(M,N) kiimesi tizerindeki

(f+8)x) = fx) +2x)
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seklinde tanimli toplama islemi ile degismeli gruptur. Ciinkii

(f+e)x+y)=fx+y) +gx+y)
fx)+ ) +gx)+8(y) (. f,g~ R-modiil homomorfizmi)
=f(x)+gx)+f(y)+80») (.M~ toplamsal abelyen grup)

X

=(f+8))+(f+8)0)

Ve

—r £+
f(x)+gx)) (."N~ R-modiil)

oldugundan birlesmelidir. Ayrica O(x) = Oy sifir morfizmi birim ve her f € Homgp,q(M,N)
icin (—f)(x) = —f(x) sekilinde tanimli — f homomorfizmi f homomorfizminin toplamsal

tersidir. Boylece Hompgy,q(M,N) toplamsal gruptur. Dahasi

(f+8)(x) = f(x) +8(x) = g(x) + f(x) = (g +/)(x)
oldugundan degigmelidir.

2. Morfizmlerin kompozisyonu o : Hom(N,N,) x Hom(N»,N3) — Hom(Ny,N3) bilineerdir.
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Ciinkii; (f +g) € Hom(Ny,N,), h € Hom(N,,N3) igin

(ho(f+8))(x) = ho(f(x)+8(x))
=h(f(x)) +h(g(x))
= (hof+hog)(x)

ve f € Hom(Ny,N,), (g+h) € Hom(N,,N3) igin

((g+h)of)(x) = (g+h)(f(x))
=8(f(x) +h(f(x))
= (g0 f)(x) + (ho f)(x)

dir. Boylece RMod 6ntoplamsaldir.

. Asikar modiil 0, RMod kategorisinin sifir objesidir. Ciinkii her M R-modiilii i¢in sabit sifir
homomorfizmi M — 0 vardir. Bu yiizden 0 bitis objesidir. Ayrica 0 — M homomorfizmi 0
elemanin1 M R-modiiliiniin birim elemanina gotiiriir. Bu yiizden de 0 baglangi¢ objesidir.

. RMod kategorisi carpim ve es-garpima sahiptir. { M} } ;¢ ailesi bir I kiimesi ile indenkslenmis

bir R-modiil ailesi olsun. [];c; My objesi

Pk - HMk — Mk
kel

projeksiyon homomorfizmleri ile { M} }r¢; ailesinin direkt ¢arpimudir ve evrensellik 6zelligini
saglar. Yani her M R-modiilii ile
8k - M — M, k

R-modiil homomorfizmleri i¢in dyle bir tek

g:M%HMk
kel

R-modiil homomorfizmi vardir ki her k € I i¢in

Pk°8 = 8k



olur.
M

8k
Jlgt

v
[Tker My —; M

Boylece R-modiillerin direkt ¢arpimi tanimi geregi kategorisel ¢arpimdir.

Benzer sekilde {M }ic; ailesi bir I kiimesi ile indenkslenmig bir R-modiil ailesi olsun.
ax € My olmak iizere sonlu sayida k € I disinda a; = 0 olacak sekilde verilen @, ; Mx
objesi

iy : My — @Mk
kel

icine doniisiimleri ile {My }i¢; ailesinin direkt carpimidir ve evrensellik 6zelligini saglar.
Yani her M R-modiilii ile
fk M, —-M

R-modiil homomorfizmleri i¢in dyle bir tek

fZ@Mk—)M

kel

R-modiil homomorfizmi vardir ki her k € I i¢in foi; = f; olur.

3if

Drer My

Jr

My

7
Boylece R-modiillerin direkt toplam1 tanimi geregi kategorisel es-carpimdir.
Onerme 3.3. On-toplamsal % kategorisinde her yansiyan baginti bir denklik bagintisidir.

Ispat. 51,57 : S = A yansiyan bagmti olsun. O halde, X € Ob(%) icin ilgili baginti
Sx ={(sjo0x,500x)|x € €(X,S)}

diagonali Ay = (14, 14) icermelidir. ¢ Ontoplamsal oldugundan % (X,A) degismeli gruptur.
Acikga Sy C € (X,A) x € (X,A) altgrup oldugundan, iddiamiz1 degismeli gruplar kategorisinde
ispatlayabiliriz. O halde € (X,A) = Ab oldugunu varsayalim. Tim (a,a) € S oldugundan
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yanstyandir. Ikinci olarak (a,b) € S olsun. Yanstyanligi kullanarak
(b,a) = (a,a) — (a,b)+ (b,b) € S
simetri kolayca gosterilir. Son olarak (a,b), (b,c) € S alirsak, yine yansiyanliktan
(a,¢) = (a,b) — (b,b)+ (b,c) €S
esitligi geciskenligi verir. [

Onerme 3.4. Tam ve toplamsal bir kategoride her monomorfizmin es-gekirdegi vardir ve bu

monomorfizm kendi es-cekirdeginin ¢ekirdegidir.

Ispat. f:A — B bir monomorfizm olsun. % toplamsal oldugundan biproduct iizerinden

1
r= Sl :ADB— B®B
0 1p

morfizmini tamimlayabiliriz. Herhangi a,a’ : X = A ve b,b’ : X = B morfizmleri i¢in bileske

()=o) ()
(o )-(o)=(0)-(3)

esitliginden b = b’ ve (foa)+b = (fod')+b yani (foa) = (fod) elde ederiz. Bu durumda

f monomorfizm oldugundan a = @’ olur. Béylece r monomorfizmdir. Ayrica

() )=(ir) ==

oldugundan diagonali Ag = (1, 1p) icerir, yani yansiyandir. 4 toplamsal oldugundan Onerme
geregi r denklik bagintisidir. Ayrica ¢ kategorisi tam oldugundan r etkilidir. O halde r etkili

islemini

alirsak

denklik bagintisinin es-esitleyicisi olarak bir g alirsak

(f,1B) q
A®B = B—Q

(0713)
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tam dizisini elde ederiz. O halde
gof=qo(f,1p)osa=qo(0,1g)osy =qo0=0
elde ederiz. Bu durumda verilen bir x : B — X morfizmi x o f = 0 kosulunu sagliyorsa
xo(f, 1) = (xo f,x) =(0,x) =x0(0,1p)

esitliginden, g es-esitleyici oldugu icin, zo g kosulunu saglayan bir tek z : Q — X vardir. Boylece
q = cokf olur.

Simdi g morfizminin ¢ekirdeginin f oldugunu gosterelim. Verilen biry : Y — B morfizmi
goy = 0= qo0 ozelligini saghyorsa, (f,15) oz =y ve (0,15) oz =0 olacak sekilde bir tek
z:Y — A® B morfizmi vardir. Bazi u:Y — A,v:Y — B morfizmleri i¢in z morfizmi (})
formundadir. O halde

u
y=(f18)0 <v> = (fou)+(1pov) = (fou)+(1300) = (fou)
oldugundan u morfizmi aradifimiz y = f o u faktdrizasyonunu saglar. Ayrica f monomorfizm
oldugundan u# morfizmi bu 6zellikleri saglayan tek doniistimdiir. Boylece f = kerg olur. [

Onerme 3.5. Tam ve toplamsal bir kategoride her epimorfizm es-cekirdektir.

Ispat. f:A — B epimorfizm olsun. Kategori diizenli oldugundan ()nerme geregi f morfizmi
i monomorfizm ve p diizenli epimorfizm olmak iizere f = io p seklinde bilesenlerine ayrilabilir.
Bu durumda f epimorfizm oldugundan i de epimorfizmdir. Boylece i izomorfizm ve f diizenli
epimorfizm olur. O halde f = Coeq(u,v) olacak sekilde u,v : P = A morfizmleri vardir. Sonugta
Onerme [3.2| geregi f = cok(u—v) olur. O

3.3 Protomodular Kategori

Tanmim 3.3. Bir ¢ kategorisinde, f split epimorfizm olmak iizere verilen bir degismeli diagram




icin sol kare ve dis kare geri ¢ekilim ise sag kare de geri ¢ekilim oluyorsa & kategorisine (Bourn)

protomodular denir.

Onerme 3.6. Baslangic ve bitis objesine sahip ve bu objeler arasinda bir tek 0 — 1 monomor-
fizmi bulunan (quasi-pointed) diizenli bir kategorinin protomodular olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul kisa 5-lemmayi saglamasidir; yani verilen degismeli diyagramda p, p’ diizenli epimorfizm

olmak tizere
ker(p') 2

Ker|[p'] A B
M| v w
Ker|p] pp A— —B

u ve w izomorfizm ise v de izormofizmdir.

3.4 Abelyen Kategori

Tamim 3.4. Bir ¢ kategorisi asagidaki kosullari sagliyorsa abelyendir.
i @nin bir sifir objesi var
ii ¢ ikili carpimlara ve esg¢arpimlara sahiptir
iii Her morfizmin ¢ekirdegi ve escekirdegi bulunur
iv. Her monomorfizm bir ¢ekirdek, her epimorfizm bir es¢cekirdektir
Ornek 6. R degismeli halka iizerindeki modiillerin kategorisi R-Mod abelyen kategoridir.

M ve N, R-modiiller ve ¢ : M — N bir R-lineer doniisiim olsun. ¢ homomorfizminin
cekirdeginin
Kerg = {m € M|¢p(m) =0}
i: Ker¢p — M icine doniisiim ile ¢ morfizminin kategorik ¢ekirdegini olusturdugunu gosterelim.
Acikga @ oi = Odir. Bir k: K — M i¢in ¢ ok = 0 oluyorsa, agikca her x € K i¢in k(x) € M olur.
O halde
K : K — Kerg, k' (x) = k(x)
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homomorfizmini tanimlayalim.

diyagramin degismeli oldugu
iok'(x) = iok(x) = k(x)

esitliginden goriiliir. Diyagrami degismeli yapan baska bir X’ : K — Ker@ morfizmi i¢in
k(x) =iok'(x) =iok”(x) = i(K'(x) —k'(x)) =0=K'(x) = K"(x)

oldugundan k’ bir tektir. Boylece Ker@ objesi i homomorfizmi ile kategorik ¢ekirdektir.
Benzer sekilde N /im¢ boliim modiilii kanonik morfizm

w:N— N/im@,n(n) =n+img@

ile kategorik es-cekirdektir. Burada w o ¢ = 0 oldugu acgiktir. Bir g : N — Q homomorfizmi
go @ = 0 ozelligini sagliyorsa

q :N/imp — Q.4 (n+ime) = q(n)
homomorfizmini tanimlayalim. Her n,n’ € N i¢in
n+ime =n' +ime

oldugundan n —n’ € im@ elde ederiz. O halde en az bir m € M igin ¢(m) = n—n’ olur.

Bu durumda

q(n—n') q¢(m)
= q(n)—q(n') 0
= q(n) = q(n)
= ¢ (n+img) q'(n' +imo)

oldugundan ¢’ iyi tanimlidir. Tanim geregi

q om(n) =4 (n' +im@) = q(n)
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esitligi ile diyagram degismelidir.
RMod kategorisinde bir doniisiimiin monomorfizm olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bire-
bir homomomorfizm olmasidir. Ciinkii bir f : M — N monomorfizmi i¢in i : Kerf < M icine

doniistimii ile O : Ker f — M sifir doniislimiinii alirsak
foi=0=fo0
oldugundan i = O elde ederiz. Burada
Kerf =im(i) = im(0) = {0y}

esitligi f’nin birebir oldugunu gosterir.
Tersine f birebir homomorfizm olsun. Ayrica g # h olmak iizere g,/ : K — M homomor-
fizmleri alalim. O halde baz1 x € K i¢in g(x) # h(x) olur ve f birebir oldugundan

f(g(x) # f(h(x))

yani

fog# foh

elde ederiz. Boylece f monomorfizmdir.

Benzer sekilde f : M — N R-lineer doniisiimiiniin epimorfizm olmasi icin gerek ve yeter
kosul 6rten homomomorfizm olmasidir. Eger f : M — N epimorfizm ise 7 : N —» % projeksiyon
doniisiimii ile 0 : N — % sifir doniisiimii i¢in

Tof=0=00of
oldugundan 7 = 0 elde ederiz. Buradan

N

esitligi geregi N = imf olur. Boylece f ortendir.
Tersine g # h olmak iizere g,h : N — Q homomorfizmleri alalim. O halde bazi n € N

icin g(n) # h(n) olur. f 6rten homomorfizm ise en az bir m € M i¢in f(m) = ndir. Sonugta

g(f(x) #h(f(x)



oldugundan
gof#hof

elde ederiz. Boylece f epimorfizmdir.
R-Mod kategorisinde ¢ : M — N monomorfizm olsun. Ayrica ¢ doniisiimiiniin es-
cekirdegi
w:N— N/img

projeksiyon morfizmini alalim. Burada ¢ birebir oldugundan

M =1Im@ = Kern

elde ederiz. O halde
0 : Kerm — M, (x) = (p_l(x)

izomorfizmini tanimlayalim.
Bagka bir M’ modiilii igin bir o : M’ — N homomorfizmi 7o @ = 0 6zelligini sagliyor

ise ¢ekirdegin evrenselligi uyarinca i o f = o olacak sekilde bir tek
B:M — Kerr
homomorfizmi vardir. Bu durumda
pofB:M —M

homomorfizmi i¢in
po(pof)=(pog)of=iof=a

oldugundan asagidaki diyagrami degismeli yapar.

M f..» Kerm
\
N
M= N —— L

Ayrica ¢ o B bu 6zellikteki tek homomorfizmdir; ¢ilinkii

y:M <M poy=a
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olacak sekilde bagka bir homomorfizm ise
io(¢p~'oy)=(icp™Noy=9goy=a
olup Bnin bir tek olusu sebebiyle B = ¢~ o y yani

Y=¢0op

elde ederiz.

Boylece ¢ : M — N monomorfizmi kendi es-cekirdegi @ : N — N/im¢ morfizminin
cekirdegidir.

Benzer sekilde ¢ : M — N epimorfizm ise bu morfizmin ¢ekirdegi i : Ker¢pp — M icine
doniisiim ve i morfizminin es-cekirdegi @ : M — M /Ker@ projeksiyon morfizmini alalim. Bu-
rada ¢ oOrten oldugundan

M/Kere = Imo =N

elde ederiz. O halde
0 :N — M/Kerg,¢(n) =[p~ (n)]

izomorfizmini tanimlayabiliriz.
Simdi bagka bir N modiilii ¥ : M — N’ morfizmi ile yoi = 0 ozelligini saghiyor ise
escekirdegin evrensselligi geregi

Borm=y

olacak sekilde bir tek
B:M/Kerp — N’

morfizmi vardir. Bu durumda 8 o ¢ : N — N’ homomorfizmi
(Bog)op=Po(pog)=Por=y
esitligini sagladigindan asagidaki diyagrami degismeli yapar.

9

Kero i M N
”L v ? oo

\

M /Ker¢ g SN

Ayrica B o ¢ bu 6zellikteki tek homomorfizmdir. Eger bagka bir y: N — N’ homomor-
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fizmi i¢in Yo ¢ = y oluyorsa

(Yoo Nom=yo(¢p lom)=yop=y

esitliginden 8’ nin bir tek olusu geregi B = (Yo ¢~!) yani y = B o ¢ elde ederiz.
Datta ders notlarinda degismeli halkalar iizerinde tanimli modiiller kategorisini ayrintili

olarak incelemistir.
Onerme 3.7. Abelyen kategoride her iki altobjenin kesisimi vardir.

Ispat. Bir A objesi alalim. i : Ay — A ve j: A — A A’mn iki altobjesi olsun. p : A — Cok[j] ve
h: Ker[poi| — A, alirsak, sekildeki diyagrama gore

Ker[poi] - LAl
R (1) j|
Ay A Coklj]

i p

poioh=0oldugundan ioh = jok kosulunu saglayan bir tek Ker[poi] — A vardir.

Simdi (1)in geri ¢gekme diyagrami oldugunu gosterelim. Eger o : X — Ajve B: X — Ap
doniigimleri jo @ = io f esitligini sagliyorsa, bu durumda poiof3 = po joa = 0 oldugundan
hoy =B esitligini saglayan bir tek y: X — Ker[p oi| doniigiimii bulunur. Ayrica, jokoy =
iohoy=iof3 = joa bize koy = « esitligini verir. Boylece (1) geri ¢ekme diyagramidir. [

Onerme 3.8. Abelyen kategori sonlu biitiin ve sonlu es-biitiindiir.

Ispat. Tanim geregi abelyen kategoride sifir obje ve sonlu ¢arpimlar vardir. O halde sonlu biitiin
olmasi icin esitleyicilerin oldugunu gostermeliyiz. Onerme geregi iki alt objenin kesisimi
vardir. O halde verilen f, g: A = B doniisiimleri i¢in ( ljé‘ ) ve ( lgA ) monomorfizmlerinin kesisimi
(P,u,v) olsun. Sekildeki diyagrami ele alalim;




Buradan projeksiyon morfizmi p4 : A X B — A ile bilegke islemi sonucu

u:leu:pAo(];‘)ou:pAo(lé*)ov:1on:v

elde ederiz. Benzer sekilde projeksiyon morfizmi pp : A X B — B ile bilegke islemi sonucu

Fou=puo (1) ou=pus () ov=gev

elde ederiz. Boylece f ou = gou olur. Esitleyicinin evrenselligi i¢in, bir x : X — A morfizmi f o
x = gox esitligini sagliyorsa agikca (?) ox = (léé) ox esitligini de saglar. O halde geri cekme
diyagramindaki bir tek y : X — P morfizmi ile uoy =x = voy elde ederiz. Boylece P = Eq(f,g)

olur. Sonug olarak abelyen kategori sonlu biitiin, duallik geregi ise sonlu egbiitiindiir. [

Onerme 3.9. Abelyen kategoride her monomorfizm kendi es-cekirdeginin ¢ekirdegi, her epi-

morfizm kendi cekirdeginin es-¢cekirdegidir.

Ispat. f: X — Y monomorfizm olsun. Abelyen kategoride her morfizmin cekirdegi ve es-

cekirdegi bulundugundan, f morfizminin es-gekirdegi p : Y — Cok[f] ve p morfizminin ¢ekirdegi

A)nggz
ar

Ker[p Cok|[f]

de k : Ker[p] — Y olsun.

X ve Ker|p] objelerinin izomorfik oldugunu gosterecegiz. p o f = 0 oldugundan bir tek
i : X — Ker|p] morfizmi vardir ve koi = f olur. Abelyen kategori tanimi geregi her monomor-
fizm bir morfizmin ¢ekirdegidir. Diyelim ki f = Ker(g : Y — Z). Bu durumda go f =0
oldugundan, bir tek z : Cok[f] — Z vardir ve zop = g olur. O halde gok =zopok =0
oldugundan bir tek j : Ker[p] — X morfizmi i¢in f o j = k saglanir. Boylece X ~ Ker|p] olur.
Duallik geregi her epimorfizm kendi ¢ekirdeginin es-cekirdegidir. 0

Onerme 3.10. Abelyen kategoride bir déniisiimiin monomorfizm olmasi icin gerek ve yeter

kosul cekirdeginin 0 olmasidir.

Ispat. Oncelikle f monomorfizm olsun. Acikca 0 —= A —f>B kompozisyonu sifir mor-
fizmdir. Eger g : X — A morfizmi i¢in f o g sifir morfizmi ise g = O olur. Sifir obje bir tek
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oldugundan

faktorizasyonu biriciktir.
Ikinci olarak Kerf = 0 oldugunu varsayalim. fou = fov olacak sekilde verilen u,v :
X = A morfizmleri igin (u—v) o f = 0 olur. O halde u — v, Kerf = 0 iizerinden bir tek sekilde

bilesenlerine ayrilir. Boylece # — v = 0 yani u = v oldugundan f monomorfizmdir. [

Onerme 3.11. Abelyen kategoride bir déniisiim hem monomorfizm hem de epimorfizm ise

izormorfizmdir.

Ispat. f: X — Y doniisiimii monomorfizm ve epimorfizm olsun. Onerme n duali geregi
f epimorfizm oldugundan es-¢ekirdegi 0 morfizmidir. f monomorfizm oldugundan kendi es-
cekirdeginin c¢ekirdegidir, yani f = ker(Y — 0). O halde 0o 1y = 0 oldugundan fog = ly
olacak sekilde bir tek g : ¥ — X vardir.

Ayrica fog = ly esitligini kullanarak fogo f = f elde ederiz. f monomorfizm oldugundan

go f = lx olur. Boylece f ve g izomorfizmdir. [
Onerme 3.12. Abelyen kategoride geri cekme diyagrami monomorfizmleri yansitir.

Ispat. Oncelikle bir geri cekme diyagrami alalim.

/!

AxcB—L— B

/

g 8

A C

Burada f’ monomorfizm oldugunda fnin de monomorfizm oldugunu gostermeliyiz. Verilen geri



cekme diyagraminm genisletirsek

kerf'| (1)
AxcB—1 B
4 (2) 8
A——C

elde ettigimiz diyagramda (1) ve (2) numarali kareler geri cekme oldugundan dis kare de geri
cekmedir. Boylece Ker[f] ~ Ker[f’] oldugu goriilir. Ayrica f/ monomorfizm oldugundan
kerf’ =0 yani Ker[f'] ~ 0. Dolayisiyla Ker|[f] ~ Ker[f'] ~ 0 bize f doniisiimiiniin monomor-
fizm oldugunu gosterir. [

Teorem 3.1. Abelyen bir kategori protomodulerdir.

Ispat. Abelyen kategori sonlu biitiindiir ve sifir objeye sahiptir. Bu durumda Short five lem-

manin saglandigin1 gostermemiz yeterlidir. Sekildeki degismeli diyagrami ele alalim.

Buradan dis kare ve (3)nolu kare geri cekme olmak iizere

BN

0

K (3

)
B B C
¢ f

diyagramindan (1) nolu kare de geri ¢ekmedir. Onerme [3.12¢ gore geri ¢ekme diyagrami
monomorfizleri yansittigindan ¢ monomorfizmdir. Duallik geregi (2) nolu kare ileri itme ve
¢ epimorfizmdir. Abelyen kategorilerde bir doniisiim monomorfizm ve epimorfizm ise izomor-

fizmdir. Boylece Short Five Lemma saglanmis olur. 0

Teorem 3.2. (Freyd-Mitchell Embedding) Her kiiciik abelyen kategori dolu, sadik ve tam bir

funktor ile R-mod kategorisine gomiiliir.
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3.5 Tierney Esitligi

Bu kisimda abelyen bir kategorinin tam ve toplamsal olusu incelenecektir. Konu ile ilgili

ayrintili bilgiye Borceux (1994), Bourn ve Gran’in (2003) ¢alismalarindan ulagilabilir.
Teorem 3.3. ¢ kategorisi tam ve toplamsal ise abelyendir.

Ispat. Tam ve toplamsal bir kategori sifir objeye ve sonlu carpimlara sahiptir. Onerme 2.1 geregi
es-carpimlara da sahiptir. Dolayisiyla sonlu biitiin olmasi i¢in es-esitleyicilerin bulundugunu
gostermek gereklidir. Bu da 6nerme [3.2n duali geregi es-cekirdeklerin bulunmasina denktir.

O halde verilen bir f : A — B morfizmini i monomorfizm ve p epimorfizm olmak iizere
f = iop seklinde yazabiliriz. Onerme geregi i monomorfizminin es-¢ekirdegi vardir ve p
epimorfizm oldugundan bu doniisiim f morfizminin de es-¢cekirdegidir.

Ayrica 6nerme [3.4] ve [3.5] sonucu her monomorfizm bir ¢ekirdek ve her epimorfizm bir

es-cekirdektir. Boylece tam ve toplamsal bir kategori abelyendir. 0

Onerme 3.13. € bir abelyen kategori, A € Ob(€) ve diagonal morfizm A: A — A x A ile bu
morfizmin eg-cekirdegi g : A x A — Q olsun. O halde Q objesi A objesine izomorfiktir.

Ispat. Bir r : A — Q morfizmini g o (16‘) kompozisyonu seklinde tanimlayalim. Bu morfizmin

1izomorfizm oldugunu gosterece8iz. Asagidaki diyagrami referans alalim.

pi1ov

X =l A 1%
\%
y (%))
0
A—L . axa—21 .9
P1
14 1a P2 z
A A— Y

Oncelikle A monomorfizm oldugundan A = ker(cokA) = kerg olur. Ayrica p; o ( 16‘ ) =14
olusu bize p;in epimorfizm ve (16‘) nin monomorfizm oldugunu gosterir. Benzer sekilde p;
&) monomorfizmdir.

urada pp o = (0dir ve pp ov = 0 olacak sekilde bir v: V — A X A morfizmi varsa
Burad 16‘ 0di 0 olacak sekilde bi V->AxA fizmi

epimorfizm ve (

(‘¢) o (p1ov) =v oldugu agikea gbriiliir. Ayrica (#) monomorfizm oldugundan pj o v bir

tektir. O halde (#) = kerp; elde ederiz. Dahasi p; epimorfizm oldugundan p, = cok(kerp;) =
Cok ( 16*) olur.
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Ik olarak rnin monomorfizm oldugunu goésterelim. Bir x : X — A morfizmi rox = 0
ozelligini sagliyor ise g o (161) oX =rox =0 olur ve A = kerq oldugundan (16*) ox=Ao
y faktorizasyonunu elde ederiz. O halde y = ppoAoy = pyo (16*) ox=00x =0 olur. Bu
durumda Aoy = (}#) ox =0 ve (') monomorfizm oldugundan x = Odir. Sonug olarak r
monomorfizmdir.

Ikinci olarak rnin epimorfizm oldugunu gosterelim. Bir z: Q — Y morfizmini zor =
0 olacak sekilde segersek zogo (14) =zor =0 ve py = cok () oldugundan zog =to0p,
faktorizasyonunu elde ederiz. Bu durumdat =fopyo0A=zo0goA=z00=0esitlifi zog =
topy =0 ve p; epimorfizm oldugundan z = 0 oldugunu gosterir. Sonugta r de bir epimorfizmdir.

]

Tanim 3.5. Bir abelyen kategoride f,g : B == A morfizmlerini alalim. Yukaridaki gosterime
gore aldigimiz morfizmlerin

AxA—L o .4

kompozisyonunu o4 = r~! o g ile gosterip ”A’daki ¢ikarma” olarak adlandiracagiz. Ayrica

;
B (%) AxA

Oa

A

kompozisyonunu f — g ile gosterelim ve f+ g = f — (0 — g) esitliini tanimlayalim.

Onerme 3.14. Abelyen kategoride verilen bir f : B — A morfizmi i¢in yukarida yukaridaki

gosterime gore foop =040 (f X f) olur.

Ispat. Asagidaki diyagrami géz 6niine alalim.

B A
A N
BxB—LY axa
%)/, )
B p 8 Ay
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Oncelikle o = CokAp oldugundan
opo(fx floAp=0p0M0f=00f=0

bagintisi geregi go op = 04 o (f X f) olacak sekilde bir tek g : B — A morfizmi vardir. O halde
f = g oldugunu gostermeliyiz.

Bu durumda r = go (16*) morfizminin tammindan Gy o (16*) =rlogo (16*) =14 ve

benzer sekilde o0 (%) = 13 esitliklerini elde ederiz. Diger yandan

pro(fxflo(8)=f=pio(ig)of
p2o(fx f)o(§)=0=pao(i4)of
esitlikleri geregi (f x f)o (169 = (16‘) o f olur. Boylece
g=googo(¢)=oao(fxflo(§)=0ouc()of=f
olup foop =040 (f X f) esitlidini gstermig oluruz. [
Teorem 3.4. Abelyen bir kategori toplamsaldir.

Ispat. € abelyen kategori olsun. Ilk olarak Onerme iB=AxAvei=12icin f = p;

projeksiyon morfizmlerine uygulayalim. Asagidaki diyagrami géz oniinde bulundurarak

C— (AxA)x (AxA)—LEP A A
9 |
d OAxA (o}
AxA A

Pi

verilen herhangi bir C objesi ve a, b, c,d : C — A morfizmleri i¢in

a c\ ([a—c
b d) \b—d
esitligini elde ederiz.

Onerme ibudefa B=A xA ve f = 04 ile uygulayalim. Yine herhangi bir C objesi
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ve a,b,c,d : C — A morfizmleri i¢in

2

Op X Oyg

C (AxA)x(AxA) AXA

GAxAI |GA
A

AXA

LR

(o'}

diyagramini goz Oniine alarak ve bir onceki esitlikle birlikte
(a—c)—(b—d)=(a—b)—(c—d) (3.1)

esitligini elde ederiz.

Diger yandan 640 ({#) = 14 oldugundan verilen bir a : C — A morfizmi igin

a—0=a (3.2)
olur. Benzer sekilde o4 o Ay = 0 oldugundan
a—a=20 (3.3)

elde ederiz.
Simdi Mor (%) kiimesinin toplamsal abelyen grup yapisina sahip oldugunu gostermek

icin (3.1,2,3) esitlikleri ve f+ g = f — (0 —g) iliskisini kullanacagz.
e Birim eleman :
0+d=0—(0—d)=(d—d)—(0—d)=(d—0)— (d—d) = (d—0)—0=d
e Ters eleman :
b+(0—b)=b—(0—(0—b))=b—b=0
(0—=b)+b=(0—b)—(0—b)=0
e Birlesme Ozelligi :
*0—(c—d)=(0—-0)—(c—d)=(0—c)—(0—d) = (0—c)+d
*0—(c+d)=(0—(c—(0—d)))=(0—c)+(0—d)=(0-c)—d
* (a—b)+c=(a—b)—(0—c)=(a—0)—(b—c)=a—(b—c)

iligkileri kullanilarak
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(a+b)+c=(a—(0-b)+c=a—((0-b)—c)=a—(0—(b+c))=a+ (b+c)

e Degisme Ozelligi :

b+c = b—(0—c) = (0—-(0-=b)—(0—c) = (0-0)—((0—b)—c)
=  (0-0)=((0=¢c)=b) = (0-(0—¢))=(0=b) = c—(0-Db)
= c+b

Bir x : X — C morfizmi ile

a aox
(a—b)ox=00 (b) ox =00 (b ) =aox—box
ox

olur. Diger yandan bir y : A — Y morfizmi icin Onerme [3.14j uygularsak

yo(a—b)=yoouo (Z) =oyo(yxy)o (Z) =0y o (ijg) =yoa—yob

esitliklerini elde ederiz. Bdylece Mor(%) kiimesinde kompozisyon isleminin bilineer oldugu

goriliir. [

Onerme 3.15. Abelyen kategoride verilen sekildeki degismeli diyagrami geri ¢ekilim olmasi
icin gerek ve yeter kosul (f,—g) : A@® B — C ¢ekirdeginin (i, j) : P — A & B olmasidir.

P i A
m
14

J ADB f

Byg\C

Ispat. Onerme geregi diyagramin geri ¢ekilim olmast i¢in (i, j) = Eq(f o m,g 0 m) ol-

malidir. Abelyen kategori toplamsal oldugundan Onerme sayesinde (i,j) = Eq(fom,go
m) =ker(fom —gom) = ker(f,—g) elde ederiz. O

Onerme 3.16. Abelyen kategoride epimorfizmler geri cekme altinda kararlidur.
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Ispat. Sekildeki geri cekme diyagraminda g epimorfizm ise f'nin de epimorfizm oldugunu gosterelim.

P X
g f
Y Z Y4

S morfizmini f’ = ko h olacak sekilde epi-mono bilegkesi olarak yazalim.Buradan geri

cekme diyagramin genisletirsek;

P R
P X
f
5 It
YgZ

Elde ettigimiz diyagramda Onerme 2.11 geregi p de monomorfizm olur. Ayrica Onerm
uyarinca dig kare geri cekme diyagramidir. Bu durumda fokoh = fo f' = gog olur ve geri
cekme objesinin evrenselligi gere8i [og = h ve poq = 1p esitliklerini saglayan bir tek g :
P — P’ morfizmi bulunur. Dahasi 1p epimorfizm oldugundan p de epimorfizmdir. O halde p

izomorfizmdir.
Onerme [3.15} uygularsak;

P’ R&Y Z
P XpY Z

degismeli diyagramini elde ederiz. Abelyen kategori protomoduler oldugundan (k, 1y) : R®Y —

X @Y doniigiimii izomorfizmdir. Bu durumda k izomorfizm ve f’ = ho k epimorfizmdir. [
Teorem 3.5. Abelyen bir kategori diizenlidir.

Ispat. Abelyen kategori sonlu biitiin ve sonlu es-biitiin oldugundan (Onerme [3.8) her mor-
fizmin cekirdek ikilisi ve her cekirdek ikilisinin es-esitleyicisi vardir. Abelyen kategoride her
epimorfizm diizenli (Onerme ve epimorfizmler geri ¢ekilim altinda kararli (Onerme [3.16))

oldugundan diizenli kategoridir. 0



Teorem 3.6. Abelyen bir kategori tamdir.

Ispat. Bir denklik bagintis1 7,7, : R = A alalim. Abelyen kategori sonlu biitiin oldugundan iki
paralel morfizmin es-esitleyicisi vardir. Diyelim ki ¢ = Coeq(ri,r2). O halde ¢ morfizminin
cekirdek ikilisinin (ry,7;) oldugunu gostermeliyiz.

Diizenli kategoriler arasi bir tam funktor tanim1 geregi tam dizileri ve biitiin sonlu limit-
leri, dolayist ile ¢ekirdek ikililerini ve ¢ekirdek ikililerinin es-esitleyicilerini korur. Ayrica denk-
lik bagintis1 tanimini tamamen sonlu limitler tizerine kurdugumuz i¢in problemi Freyd-Mitchell
Embedding teoremi uyarinca RMod kategorisine tasiyabiliriz.

Acik¢a RMod kategorisinde (r1,r2) morfizmlerinin es-esitleyicisi (1 (x), r2(x)) ile tiretilen
boliim modiiliidiir.

R%AiQ
r

g morfizminin kendisi ile geri ¢ekilimi

AxgA={(a;b)lq(a) = [d] = [b] = q(b)} =R

oldugundan (ry, ;) morfizmleri ¢ morfizminin ¢ekirdek ikilisidir. Sonug olarak abelyen kategori

diizenli olup, her denklik bagintis1 etkili oldugundan tam kategoridir. [
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4. YARI-ABELYEN KATEGORI

4.1 Giris

Bu béliimde degismeli cebirler ve gruplar iizerinde tanimlanan ¢aprazlanmis modiiller
kategorilerinin baz1 kategorik ozellikleri verilerek yari-abelyenlikleri incelenecektir.

k degismeli halka, C ve R degismeli k-cebirler olsun.

RxC—C
(r,c)—r-c

fonksiyonu ile her k € K,c,c’ € C,r,r’ € R i¢in,
o k(r-c)=(kr-c)=(r-kc)
e r-(c+c)=r-c+r-c
o (r+r)c=r-c+r-c
o r-(cc)=(r-c)d =c(r-c)
o r-c=r-(r-c)

sartlarini saghyor ise f ye R nin C iizerine degismeli cebir etkisi denir.

4.2 Caprazlannms Modiiller Kategorisi
Tamm 4.1. k degismeli halka, R k-cebir ve C R-cebir olsun.

RxC—C
(r,c)—r-c

degismeli cebir etkisi olmak iizere
d:C—R

R-modiil homomorfizmi ile her ¢,¢’ € C ve r € R i¢in
CM1) 9(r-c)=r-d(c)
CM2) d(c)-c' =cc
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sartlar1 saglaniyorsa d veya (C, R, d) iigliisiine R-caprazlanmig modiil denir.
Degismeli cebirler iizerindeki ¢caprazlanmis modiiller kategorisi XMod
e Objeler sinifi: d: C — R,d': C' — R, --- ¢aprazlanmig modiiller.

e Morfizmler kiimesi:

0 C

a

a/

=
=

¢

RxCﬂR/xC’

diagramlar1 degismeli olmak iizere

(ralc) - ((b(r)v\e(C))
r-c——=0(r-c)=9¢(r)-0(c)

olup
0(r-c)=9(r)-6(c)

elde edilir.Boylece
(6,0):(C,R,0)— (C',R',d")

homomorfizm ciftine, ¢aprazlanmis modiil morfizmi denir.

e Kompozisyon:(6,¢) ve (6,¢’) caprazlanmig modiil morfizmleri olmak iizere

(6,9)0(C,9")=(606",¢0¢")
seklindedir.

Ozel olarak R = R’ ve ¢ birim doniisiim ise

O(r-c)=r-0(c)
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yani

diagrami degigmeli olup

2’0 =29

saglandiginda O bir caprazlanmig modiil morfizmi olur. Bu durumda, sabit R-cebiri iizerinde
caprazlanmis R-modiillerin kategorisi elde edilir ve XMod/R ile gosterilir. R sabit oldugunda
(C,R,d) caprazlanmig modiiliinii (C,d) ile gosterecegiz.

XMod/R kategorisinde ilk obje

0:0—R

ve son obje
idg:R— R

caprazlanmig modiilleridir.

Verilen (A, &) ve (B, B) ¢aprazlanmig R-modiillerinin ¢carpim objesi
C=AxgB={(a,b)|a(a) = B(b)}

R-cebiri i¢in
dc:AXgrB—R
(a,b) — dc(a,b) = a(a) = B(D)

seklinde tanimli

dc(r-(a,b)) = dc(r-a,r-b)
=a(r-a)
=r-aa)
=r-dc(a,b)



veE

o

Q

= (a(a)-d',a(a)- )
= (a(a)-d',B(b) V')
= (ad',bb")

= (a,b)(d’,b)

o

kosullarini saglayan (A xg B, dc) ¢aprazlanmis R-modiiliidiir.

Ayrica (f,idR),(g,idR) : (A, @) = (B, B) ¢aprazlanmig modiil morfizmlerinin esitleyicisi

E={acAlf(a)=f(b)}

R-cebiri igin
8E :E— R
a+— dg(a) = ala)

caprazlanmig R-modiiliidiir. Boylece XMod/R kategorisi sonlu limitlere sahiptir.

Ornek 7. XMod/R, degismeli cebirler iizerindeki caprazlanmig modiillerin kategorisi proto-

modular kategoridir.

Oncelikle sonlu biitiin XMod/R kategorisinin diizenli oldugunu gésterelim.

1) XMod/R kategorisinde her morfizmin ¢ekirdek ikilisi vardir. (A, @) ve (B,f) iki
caprazlanmig R-modiil, (f,idg) : (A,a) — (B, ) bir ¢aprazlanmig modiil morfizmi olsun. Bu-
radan A xg A = {(a,d’)|f(a) = f(d’)} B-cebiri ve d : A xg A — B homomorfizmini alirsak, her
(a,d')(a1,d}) € AxpA veb € Bigin

d(b-(a,d)) = f(b-a)=b-f(a) =b-d(a,d)
d(a,d')(a,d}) = (f(a)- al,f( )-d}) = (a,d)(ar,ay)
esitlikleri ile bir B-cebiri elde ederiz. Ayrica o’ : A xg A — R morfizmini, §0 = Bf = «
oldugundan a'(a,d’) = a(a) = a(d’) seklinde tanimlayalim.
Her (a,d’)(a1,d}) € AxpA,r € Rigin,

o (r-(a,d))=oa(r-a)=r-ala)=r-d'(a,d),



oldugundan (A xg A, R, @) ¢aprazlanmig modiildiir. Sekildeki diyagram
T
R

Bir ¢aprazlanmis modiil (C,d) i¢in p},p} : (C,8) — (A, o) morfizmleri fp| = fp)

AXBA

P1, P2 projeksiyon morfizmleri ile degismelidir.

kosulunu sagliyorsa

(4, 0)

(f>ldR)

diyagramini degismeli yapan birtek i : (C,8) — (A xgA, o), h = (p', p}) oldugunu gosterelim.
1"P2

Her ¢ € Ci¢in p1h(c) = p1 (P (c), P5(c)) = p1(c) ve pah(c) = p2(p) (c), P5(c)) = p2(c) oldugundan

diyagrami degismeli yapan boyle bir 4 morfizmi bulunur. Simdi # morfizminin bir tek oldugunu

gostermek icin p1h' = p/| ve poh’ = p), olacak sekilde bagka bir i : (C,8) — (A xgA,a') mor-

fizmi alalim. Her ¢ € Cigin /' (c) = (a,d’) olmak iizere, p| (¢) = p1#'(c) = pi(a,d’) = a ve p(c) =

2l (¢) = pa(a,a’) = d’ oldugundan /' (c) = (a,d") = (p/(c), p5(c)) = h(c) elde edilir. Boylece
h = I’ olup h bir tektir.
Sonug olarak diyagram geri ¢ekilimdir. Boylece f morfizminin ¢ekirdek ikilisi (p1, p2)

olur.
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Simdi (p1, p2) ¢ekirdek ikilisinin es-esitleyiciye sahip oldugunu gosterelim. A cebirinin
bir ideali / = {a —d'|(a,a’) € A xpA} olsun. Boliim halkasi A = A/,

RxA—A
(r[a]) —r-la] =[r-d]

etkisi ile R-cebirdir. Simdi & : A — R, ®([a]) = o(a) doniisiimiinii tanimlayalim. Her a,a’ € A
icin [a] = [d'] = a—d € 1= (a,d) € AxpAve d'(a,d') = a(a) = a(b) oldugundan @ iyi
tanimlidir.

Ayrica her [a],[d'] € @, r € R igin,

ve

= a(a)-d
(.

= [ad'] "o € XMod/R)

= [a][a]

oldugundan @ déniisiimii bir aprazlanmig R-modiildiir. O halde (g, 1) : (A, &) — (A, @) kanonik

doniigiimiiniin (py, p») ikilisinin esitleyicisi oldugunu gosterelim. Her (a,a’) € A XA igin

qpi(a.d’) = q(a) = [a] = [d] = q(d) = gp2(a,d)

oldugundan gp| = gp> olup

1tyagrami degismelidir. Bagka bir (¢',1r) : (A,x) — (C, onusimu g p; = ¢ p; esitligini
diyag degismelidir. Bagka bir (¢/,1 A C,y)d ! ! itligini
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sagliyor ise ¢g = ¢’ olacak sekilde bir tek

¢: (A, @)= (C,7),9(la]) =4 (a)

morfizmi oldugunu gosterelim.
Her [a], [d'] € A igin

la] = [a'] = ¢([a]) = ¢'(a)
=q'pi(a,d’)
=q'p2(a,d’)
q(d)
(W@
oldugundan ¢ iyi tammlidir. Ayrica her a € A i¢in ¢g(a) = ¢([a]) = ¢’ oldugundan ¢pg = ¢ elde

edilir. Eger ¢’ : (A, @) — (C,¥),¢'q = ¢’ esitligini saglayan bagka bir morfizm ise her [a] € A
icin ¢([a]) = ¢'(a) = ¢'q(a) = ¢’([a]) oldugundan ¢ bir tektir.

Jid i _
(Axad o) =z (h,0) - (d)
(¢.id
(¢ idg) V(q) )

(C,y)

Boylece ¢ morfizmi (py, p») ikilisinin es-esitleyicisidir.
2) XMod/R kategorisinde her diizenli epimorfizmin geri ¢ekilim altinda kararli oldugunu
gosterelim. Bir (f,idg) : (A, o) — (B, B) diizenli epimorfizminin herhangi bir (g, idg) : (C,y) —

(B, B) morfizmi ile geri ¢ekme diyagrami

(AxpC,8) £ (cy)
(f/JdR)I (g,idr)
(4.0) = (B.)

sekildeki gibidir. Burada k-cebirlerin kategorisi abelyen oldugundan diizenli epimorfizmler geri
¢ekilim altinda kararlidir. O halde f diizenli epimorfizm iken g’ de diizenli epimorfizmdir.
Dolayisiyla (g’,idg) ¢aprazlanmig modiil morfizmi de diizenli epimorfizmdir. Sonug olarak
XMod/R kategorisi diizenlidir.
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3) XMod/R kategorisinde denklik bagintisinin etkili oldugunu gosterelim.

(u,idR)

(v,idR)

(E,0) (A o)

denlik bagintis1 olsun. Elemanlari
la] = {b € Al(a,D) € E}
seklindeki denklik siniflari olan A/E R-cebiri

a:A/E — R
@] = oa(a)

morfizmi ile bir caprazlanmis R-modiildiir.Ciinkii;

—r-a(a) (. oeXModR)

= [a(a)-b]
=[ab] (. oo € XMod/R)
= la][b]

oldugundan @([a]) - [b] = [a][D] esitlikleri ile caprazlanmig modiil olma kosullarini saglar.

A kiimesi tizerindeki ilgili baginti tanimi geregi x € E olmak tizere E, (u(x), v(x)) ikilileri
ile iiretilen denklik bagintis1 oldugundan, (0,u(x) —v(x)) € E olur ve bu durumda; 0 = p(0) =
p(u(x)) — p(v(x)) yani

pu=pv

elde edilir. Boylece p morfizmi (u,v) ikilisinin eg-esitleyicisidir.



q

E

Boylece (q,idg) : (A,a) — (A/E, @) projeksiyon morfizmi ile
A AJE

u
v
o
N A
R
degismeli diyagrami elde edilir.

Bir (E’,d’) ¢aprazlanmig R-modiilii («',idg), (V' idg) : (E',d’) — (A, o) morfizmleri ile
her x € E' igin qu/ (x) = ¢V (x) 6zelligini saghyorsa [/ (x)] = [V/(x)] oldugundan («'(x),V'(x)) € E
olur. O halde u¢ = ' ve v =/ olacak sekilde bir tek (¢,idg) : (E’,d") — (E,d) ¢aprazlanmig

R-modiil morfizmi vardir.

Boylece sekildeki degismeli diyagram

(E',9")

—
(g,idg)

geri ¢ekilim olup (u,v) morfizmleri (g, idg) ¢aprazlanmig modiil morfizminin ¢ekirdek ikilisidir.
O halde ¢aprazlanmis R-modiiller kategorisinde her denklik bagintis1 etkili bagintidur.
Sonug olarak XMod/R kategorisi tam kategoridir.
4) (f,idg) : (A,@) — (B,B) ve (f',idg) : (A',o0) — (B',B) diizenli epimorfizm olmak

lzere

(kerf’,idR) (f/,idR)

(Kerf", &t|kers) (4',a) (B',B)

(M,idR)I I(V,idR) \(W,id[g)

(Kerf,ot|kerf) (B,B)

(kerf.idg) (4,a) (fidR)

degismeli diyagramimi ele alalim. Eger (u,idg) ve (w,idg) izomorfizm ise (v, idg) doniigiimiiniin
de izormofizm oldugunu gosterelim.

XMod/R kategorisinde verilen (f,idg) morfizmine f orten homomorfizm ise orten, f
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birebir homomorfizm ise birebir denir. Ladra (1994) caprazlanmis modiil epimorfizmlerini
ayrintilt olarak inceledigi makalesinde, bir (f,idg) caprazlanmig modiil morfizminin diizenli
epimorfizm olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun orten olmasi oldugunu gostermistir. Bu durumda
aldigimuz (f,idg) ve (f’,idg) diizenli epimorfizmleri igin f, f’ 6rten homomorfizmlerdir.

Oncelikle u,w doniisiimlerinin birebir R-modiil homomorfizmi oldugunu kabul edelim.
Bazi d’ € A" i¢in v(a') = 0 olsun. O halde

olup w birebir oldugundan
f(d)=0=d € Kerf

elde ederiz. Bu durumda
v(a") = v(kerf'(a') = kerf(u(a')) =0 = u(d') =0

olur. Ayrica u birebir oldugundan &’ = 0 olup v birebirdir.
Simdi u,w doniigiimlerinin 6rten R-modiil homomorfizmi oldugunu kabul edelim. a € A

olsun. w ve f’ 6rten oldugundan @’ € A’ ve b’ € B’ i¢in

fla) =w(b)=wo fl(d) = fov(d)
olur. O halde
fla—v(d))=0=a—v(d) € Kerf

elde ederiz. Bu durumda u 6rten oldugundan bazi x € Kerf” igin u(x) = a — v(d’) oldugundan

a—v(d) = kerf(u(x)) =v(kerf'(x))

= a=v(kerf'(x)+d') € Imv

elde ederiz. Boylece v R-modiil homomorfizminin ortenligi goriiliir.

Sonug olarak v izomorfizm oldugundan (v, idg) ¢caprazlanmig modiil morfizmi de izomor-
fizmdir. Boylece Kisa 5-Lemma saglanmis olur.

Konuyla ilgili orgiilii caprazlanmis modiiller kategorisinin tamlig1 lizerine Giilsiin Akay’in

(2015) calismasindan faydalanilmstir.
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4.3 Yari-abelyen kategori

Tanim 4.2. Sifir objeye ve sonlu limitlere sahip bir ¢ kategorisi tam ve protomodular ise yari-

abelyendir.
Ornek 8. Gruplar kategorisi Grp yari-abelyendir.

Grp kategorisinde agikar grup hem baglangic hem bitis objesidir. Direkt ¢carpim grubu
ile projeksiyon homomorfizmleri Grp kategorisinin ¢arpim objesidir. Ayrica verilen f,h: G =
G’ grup homomorfizmlerinin esitleyicisi Eq(f,h) = g € G|f(g) =h(g) < G ile indirgenmis
doniistimdiir. Sonug olarak Grp sonlu biitiindiir.

1) Her f : G — G’ homomorfizminin ¢ekirdek ikilisi

Eq(f) ={(g1,82)If(g1) = f(g2)} <G xG

ile
p1,p2:Eq(f) = G

projeksiyon morfizmleridir. Dahas1 kanonik doniisiim

n:G — G/Eq(f)

g—8
olmak iizere
p f '
Eq(f) == G =6
G/Eq(f)

diagraminda
i:G/Eq(f) — G, i(3) = f(g)

seklinde taniml olup (py, p») ikilisinin eg-esitleyicisidir.
2) Grp kategorisinde diizenli epimorfizmler, yani 6rten homomorfizmler geri ¢ekilim
altinda kararlidir. Diger deyisle f : G — G’ 6rten homomorfizminin herhangi bir 4 : G’ — G’

grup homomorfizmi ile
Gxq G ={(s.8")f(g) =h(g")}
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geri cekilim objesi olmak iizere

h/

GXG/ G” G
f f

/! !/

G ; G

diagraminda verilen f’ doniisiimii de 6rten R-modiil homomorfizmidir. Ciinkii her g’ € G” i¢in
en az bir g € G vardir ki h(g"”) = f(g) olur. Bu durumda (g,¢") € G x5 G" olup f'(g,¢") = &"
esitligi geregi f’ doniisiimiiniin 6rten oldugu goriiliir.

3) Bir R denklik bagntisi i¢in

o 1NR1
o xRy = xRy !
o xRy, uRv = xvRyv

oldugundan bir grup iizerinde kategorik denklik bagintis1 kiimeler kategorisinde grup yapisina
sahip bir denklik bagintisidir. O halde kanonik doniisiim 7 : G — G /R grup homomorfizmi i¢in
Eq(m) =R dir.

4) f:G— H ve f': G' — H' diizenli epimorfizm olmak iizere

kerf’ f

Kerf’ G H'
M| v w
Kerf ter G 7 H

degismeli diyagramini ele alalim. Eger u ve w izomorfizm ise v doniisiimiiniin de izormofizm
oldugunu gosterelim.

Grp kategorisinde diizenli epimorfizmler 6rten homomorfizmler ile denktir. Bu durumda
aldifimiz f ve f’ diizenli epimorfizmleri i¢in f, f’ 6rten homomorfizmlerdir.

Oncelikle u,w doniisiimlerinin birebir homomorfizm oldugunu kabul edelim. Baz1 g’ €
G’ i¢in v(g') = 0 olsun. O halde
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olup w birebir oldugundan
f'(g)=0=¢ €Kerf

elde ederiz. Bu durumda

v(g") = vikerf'(g') = kerf(u(g')) =0=u(g') =0

olur. Ayrica u birebir oldugundan g’ = 0 olup v birebirdir.
Simdi u,w doniisiimlerinin orten homomorfizm oldugunu kabul edelim. g € G olsun.

w ve f’ orten oldugundan g’ € G’ ve i € H' igin

f(g)=wH)=wof'(¢g) = fov(d)
olur. O halde
flg—v(g) =0=g—v(g') € Kerf

elde ederiz. Bu durumda u 6rten oldugundan bazi x € Kerf” i¢in u(x) = g —v(g’) oldugundan

g —v(g') = kerf(u(x)) = v(kerf'(x))

— g =v(kerf'(x)+g') € Imv

elde ederiz. Boylece v homomorfizminin ortenligi goriiliir. Boylece v izomorfizm oldugundan
Kisa 5-Lemma saglanmis olup, Grp kategorisi protomodulerdir.

Sonug olarak Grp sifir objeye sahip tam ve protomoduler kategori oldugundan yari-
abelyendir.

Yari-abelyen kategori ile ilgili ayrintili bilgiye Janelidze, Marki ve Tholen’in (2002)

makalesinden ulasilabilir.

Tanim 4.3. C ve G grup,
d:C—G

grup homomorfizmi olmak iizere
CM1)

d(g-c)=gd(c)g” ' ,\VgeG,ceC
CM2)
d(c)-c =cccVVt,seT

kosullarini saglayan (C, G, d) iigliisiine (gruplar iizerinde) ¢aprazlanmig modiil denir.
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Gruplar iizerinde ¢aprazlanmig modiiller kategorisi CM
Objeler sinifi: (C,G,d),(C',G',d’),--- ¢aprazlanmig modiiller.

Morfizmler kiimesi: (C,G,d) ve (C',G’,d") ¢aprazlanmis modiiller iken Vc € C,g € G

icin
¢(g-c) =w(g) ¢(c)
ve
¥(d(c)) =d'(¢(c))
olacak sekilde
:C—C
v:G—G

homomorfizmleri varsa

(o,v):(C,G,0)— (C',G,d")
caprazlanmis modiil morfizmidir.

Kompozisyon: (@, y) ve (¢', y') ¢caprazlanmig modiil morfizmleri olmak iizere

(@, v)o (9", y)=(pog yoy)

seklindedir.

Ornek 9. Gruplar iizerindeki ¢aprazlanmis modiiller kategorisi yari-abelyendir.

CM kategorisinde cekirdek ikilileri vardir. Verilen bir (f,¢): (C,G,d) — (C',G’,d’) caprazlanmus

modiil morfizminin ¢ekirdek ikilisi (C X C,G X ¢ G, d x d) ¢aprazlanmig modiilii ve grup etkisi

(g17g2) : (C17C2) = (gl 'C17g2'C2)

seklinde tanimli olup

m:CxeC—C

n(l;’Z:GxG/G—>G

projeksiyon doniisiimleri olmak iizere

(me. )

(CxeC,Gxq G,d x ) (C,G,d)

(M. 7)
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caprazlanmis modiil morfizmleridir.
(C,G, d) gaprazlanmig modiilii icin R C C x C ve p C G x G denklik bagintilar1 olmak

tizere (R, p,d x d) bir kongriians tanimlar.

(f:9)
(f¢")

(C//,G//,a”) (C, G,a)

caprazlanmig modiil morfizmleri ve (R, p,d x d) caprazlanmig modiilii
(C",G",0") = (CxC,GxG,d xd)

morfizminin imajini igeren en kiigiik kongriians olsun. Boliim gruplari C/R ve G/p ile indirgenmis

homomorfizm _
d:C/R—G/p
¢c— d(c)
grup etkisi
gc=gc

ile (C/R,G/p,d) caprazlanmig modiil modiiliinii elde ederiz. Burada
prc:C—C/R
pr¢:G—G/p
kanonik doniisiimleri ile tanimlanan
(pre,pra) : (C,G,9) — (C/R,G/p,9)

homomorfizmi (f,¢),(f’,¢’) morfizmlerinin es-esitleyicisidir.
CM Kkategorisinde diizenli epimorfizmler orten grup homomorfizmleri ile denktir, yani
(f,9) caprazlanmig modiil morfizminin diizenli epimorfizm olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

f ve ¢ grup homomorfizmlerinin orten olmasidir. CM kategorisinde verilen bir geri ¢cekme

diagrami
(CxeC".GxgG"axa") TP (c.G,9)
(m2,p2) (f.0)
(CH,G//,a”> (C/,Gl,a/)

(8:9)
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sekildeki gibidir. Gruplar kategorisinde diizenli epimorfizmler geri cekme altinda kararli oldugundan
(f,0) diizenli ise (7, p2) da diizenli olur.

(C,G, d) gaprazlanmig modiilii iizerinde taniml her (R, p, d x d) denklik bagintisi i¢in
R, C grubu iizerinde, p,G grubu iizerinde denklik bagintisidir. Grp kategorisinde her denklik
bagintisi etkili oldugundan bu 6zellik CM icin de gecerlidir.

(f,0):(C,G,d) — (D,H,8) ve (f,¢'): (C',G',d") — (D',H’, ") diizenli epimorfizm

olmak tizere

(kerf' ker¢') (f.9")

(Kerf’,&’\Kerf/) (C',G',d") (D',H', ")
(u,y) (ve) (w,7)
(Kerf,afKerf)W(aG,a) (D,H,9)

(f.9)

degismeli diyagramini ele alalim. Eger (u,y) ve (w, T) izomorfizm ise daha 6nce de belirttigimiz
lizere u,w, Y, € doniistimlerinin de her biri grup izomorfizmidir. Diagram gruplar kategorisinde
Kisa 5-Lemmanin saglanmasi durumunda degismelidir. Grp protomoduler oldugundan diagram
degismeli olup CM kategorisi de protomodulerdir.

CM kategorisinde (1,1,1) asikar ¢caprazlanmig modiil sifir objedir. Sonug olarak CM sifir
objeye sahip, tam ve protomoduler oldugundan yari-abelyendir.

Caprazlanmig modiiller ile ayrintili bilgi Porter(2007) ve Brown(2011) kitaplarindan edi-

linebilir.



5. SONUC VE ONERILER

Tezde sonug olarak degismeli cebirler ve gruplar iizerindeki caprazlanmis modiiller kategorileri
icin abelyenlik arastirilmis ve sifir objenin bulunmasina bagli olarak yari-abelyen olup olmama
durumlar incelenmistir. Burada yari-abelyen olmasi ya da olmamasi durumunda var olan kate-

gorik ozellikleri ile neler iiretilebilecegi merak konusudur.

Bilindigi iizere gruplar kategorisi icin bir i¢ kategori olarak formiile edilen cat! — grup kate-
gorisi ile caprazlanmig modiil kategorisi esit oldugundan diger i¢ kategoriler i¢in yari-abelyenlik

genellestirmesi lizerine yapilacak bir inceleme giizel bir calisma konusu olacaktir.

Diger yandan yari-abelyen ya da protomoduler kategoriler gibi abelyen olmayan katego-
riler icin homolojik cebir yapilarini arastirma adina yapilan ¢alismalarin izinde caprazlanmis
modiiller kategorisinde 5-lemma, 9-lemma, snake lemma gibi bazi teoremlerin ve sonuclarinin

incelenmesi de ilging bir calisma olacaktir.

59



KAYNAKLAR DIZINI

Borceux, F. "Handbook of Categorical Algebra” , Vol 1-2, Cambridge University Press,
Cambridge, 1994

Bourn, D., Gran, M. "Regular, Protomodular, and Abelian Categories”, Categorical Foun-
dations. Ed. Maria Cristina Pedicchio and Walter Tholen. 1st ed. Cambridge: Cambridge

University Press, p. 165-212, 2003

Datta,R. "The Category of Modules Over a Commutative Ring and Abelian Categories” http:
//www.math.columbia.edu/~ums/pdf/Rankeya_R-mod_and_Abelian_Categories.pdf

Freyd,P. ”Abelian categories: an introduction to the theory of functors”, Harper’s series in

modern mathematics, 1964

Janelidze, G., Marki, L., Tholen, W. ”Semi-abelian categories”, J. Pure Appl. Alg. 168, 2-3, p.
367-386, 2002

Giilsiin Akay,H., Ege Arslan, U. ”On the Barr exactness property of BXMod/R”, 2015

Ladra, M., Lopez, M.P., Rodeja, Eduardo. ”Epimorphisms of crossed modules”, Journal of
Pure and Applied Algebra, Jul 1994

Mac Lane, S. "Homology”, Die Grundlehren der mathematischen Wissenschaften, p. 114,
Academic Press Inc., 1963

Mac Lane, S. ”Categories for the Working Mathematician”, Springer, 1998.

Barr, M.,”Exact Categories and Categories of Sheaves”,Springer Lecture Notes in Math,
236,p.1-120,1971

Quillen, D. "Higher algebraic K-theory I, Lecture Notes in Mathematics,p.85-147, 1972.

Grothendieck, A. ”Sur quelques points d’algebre homologique”, Téhoku Math. J. (2) 9,
p-119-221, 1957

60


http://www.math.columbia.edu/~ums/pdf/Rankeya_R-mod_and_Abelian_Categories.pdf
http://www.math.columbia.edu/~ums/pdf/Rankeya_R-mod_and_Abelian_Categories.pdf

Porter, T. ”Crossed Menagerie: an introduction to crossed gadgetry and cohomology in algebra
and topology.”’(Notes, in part, prepared for the XVI Encuentro Rioplatense de Algebra y
Geometria Algebraica, in Buenos Aires, 12-15 December 2006, and for course MATH 5312,
Spring-Summer term 2007, University of Ottawa)

Brown, R., Higgins P.J., Sivera R. ”Nonabelian Algebraic Topology”, EMS, 2011, 703 pp.

Buchsbaum, D.A. ”Exact Categories and Duality”, Transactions of the American Mathematical
Society, Vol. 80, Issue 1, p.1-34, September 1955

61



