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NEWTONYEN OLMAYAN REEL SAYI SERILERi VE HAS OLMAYAN
INTEGRALLER

OZET

Bu calismada, Newtonyen olmayan reel say:1 serileri ile has olmayan integraller
incelendi ve onlarin yakinsaklik kosullar1 arastirildi.

[k béliimde, Newtonyen olmayan kalkiiliisiin ¢ikis noktasi, giiniimiize kadar
yapilan ¢alismalar ve uygulamalar1 hakkinda kisaca bilgi verildi.

Ikinci boéliimde, tez konusu ile ilgili temel tanimlar, teoremler ve dzellikler ele
alind1.

Tez konusunun islendigi iiciincii bdliim ise ii¢ kesimden olusmaktadir. Ilk
kesimde Newtonyen olmayan reel sayi serileri ve has olmayan integraller igin gerekli
olan temel tamimlara, teoremlere ve ozelliklere yer verildi. Ikinci kesimde
Newtonyen olmayan reel sayr serileri tanitildi ve onlarin yakinsaklik kosullart
arastirildi. Son kesimde Newtonyen olmayan anlamda has olmayan integraller
tanimland1 ve onlarin yakinsakligina dair testler verildi. Ayrica gerekli oldugu igin
Newtonyen olmayan reel sayilarda ara deger teoremi, ortalama deger teoremi gibi
temel teoremler incelenmistir.

Son boliimde tez konusu ile ilgili sonug ve Onerilere verildi.

Anahtar Kelimeler: Newtonyen Olmayan Kalkiiliis; Newtonyen Olmayan Reel Say1
Serisi; Has Olmayan *-Integral; Yakinsaklik.
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NON-NEWTONIAN REAL NUMBER SERIES AND IMPROPER
INTEGRALS

ABSTRACT

In this study, non-Newtonian real number series and improper integrals were
examined and their convergence conditions were investigated.

In the first chapter, the information about the studies that are done until today
and its applications and the point of origin of non-Newtonian calculus, was briefly
given.

In the second chapter, basic definitions, theorems and properties related to
thesis subject was handled.

The third chapter, where the thesis subject is processed, consists of three
sections. In the first section, basic definitions, theorems and properties needed for
non-Newtonian real number series and improper integrals was given. In the second
section, non-Newtonian real number series was introduced and their convergence
conditions were researched. In the last section, improper integrals in the non-
Newtonian sense was defined and tests on their convergence were given.
Furthermore, because of its neccessity, basic theorems such as intermediate value
theorem, mean value theorem at non-Newtonian real numbers were examined.

In the last chapter, the researchs and suggestions related to thesis subject were
given.

Key Words: Non-Newtonian Calculus; Non-Newtonian Real Number Series;
Improper *-Integral; Convergence.

XV






1. GIRIS

Newtonyen olmayan kalkiiliis 1967-1970 yillar1 arasinda Michael Grossmann ve
Robert Katz tarafindan olusturulmustur. Ilk olarak klasik, geometrik, harmonik ve
kuadratik kalkiiliisli, daha sonra bigeometrik, biharmonik ve bikuadratik kalkiiliisii
tanimlamiglardir. 1972 yilinda ise Newtonyen olmayan Kalkiiliisiin temel ¢ergevesini
olusturan kitab1 tamamladilar [1].

James R. Megginniss tarafindan yapilan ¢alismada insan davranigina ve se¢im
yapmaya uyarlanmis olasilik teorisi olusturmak i¢cin Newtonyen olmayan kalkiiliis
kullanilmistir [2].

Janne Grossmann meta kalkiiliiste tiirev ve integral lizerine ¢caligmistir [3].

Michael Grossmann tarafindan yapilan calismada bigeometrik kalkiiliiste
oOlgliden bagimsiz tiirev incelenmistir [4].

M. Rybaczuk ve S. Stoppel bigeometrik kalkiiliisii fraktallar ve materyal
biliminde kullanmiglardir [5].

Dorota Aniszewska ¢arpimsal Runge-Kutta metodlari tizerine galismustir [6].

Agarmirza E. Bashirov, Emine Misirhi ve Ali Ozyapic1 geometrik kalkiiliis ve
onun uygulamalar tizerine ¢aligmalar yapmuglardir [7].

Ali Uzer tarafindan yapilan c¢aligmada, klasik kalkiiliise bir alternatif olan
carpimsal tip kompleks kalkiiliis incelenmistir [8].

Agarmirza E. Bashirov ve Musatafa Riza kompleks ¢arpimsal kalkiiliis tizerine
calismustir [9].

Cengiz Tiirkmen ve Feyzi Basar geometrik kalkiiliiste dizi kiimeleri iizerine
bazi temel sonuglar elde etmislerdir [10].

Luc Florak ve Hans van Assen biomedikal goriintii analizinde Newtonyen
olmayan kalkiiliisii kullandi [11].

Ahmet Faruk Cakmak ve Feyzi Basar tarafindan yapilan ¢alismada Newtonyen
olmayan kalkiiliise gore dizi uzaylari tizerinde bazi yeni sonuglar bulunmustur [12].

Sabiha Tekin ve Feyzi Basar, belirli Newtonyen olmayan kompleks dizi

uzaylar1 {izerinde ¢alismiglardir [13].



Diana Andrada Filip ve Cyrille Piatecki ekonomideki neoklasik (Solow-Swan)
bliylime modelini yeniden dogrulamak ve analiz etmek i¢in Newtonyen olmayan
kalkiiliisii kullandilar [14].

Ahmet Faruk Cakmak ve Feyzi Basar Newtonyen olmayan anlamda katl
integraller tizerine ¢alismiglardir [15].

Cenap Duyar, Birsen Sagir ve Oguz Ogur tarafindan yapilan arastirmada
Newtonyen olmayan reel eksende bazi temel topolojik 6zellikler elde edilmistir [16].

Yapilan bu ¢alismalarin 15181nda Newtonyen olmayan reel say1 serileri ve has
olmayan integral problemleri ortaya ¢ikmistir. Bu problemler tezde tanitilmis ve
yakinsaklik kosullart incelenmistir. Daha agik olarak Newtonyen olmayan reel say1
serilerinin ve has olmayan integrallerin yakinsakligi hakkinda Newtonyen durum igin

bilinen bazi testler verilmis ve ispatlanmustir.



2. GENEL BILGILER

2.1. a-Aritmetik

2.1.1. Tanmm: Tanim kiimesi R ve goriintii kiimesi R nin bir alt kiimesi olan birebir
bir fonksiyona iireteg denir. Ornegin | 6zdeslik fonksiyonu, exp (yani e*) fonksiyonu
ve x° fonksiyonu birer iiretegtir [1].

2.1.2. Tammm: Goriintli  kiimesi A olan bir o lreteci distiniilsiin. a-aritmetik ile

evreni A, islemleri ve siralama bagintis1 agagidaki gibi olan aritmetik ifade edilir.

a-toplama y+z =a{a’1(y)+a’1(z)}
a-¢ikarma y-z=a {a‘l(y) — a‘l(z)}
a-garpma yxz =a{a*1(y)><a’l(z)}

a-bélme(z = 0) ylz= a{a‘l(y)/a‘l(z)}

a-siralama y<zea(y)<a(2)

Bu durumda a nm a-aritmetigini irettigi sdylenir. Ornegin | o6zdeslik
fonksiyonu klasik aritmetigi iiretir, exp fonksiyonu da geometrik aritmetigi tretir.
Her bir trete¢ tek bir aritmetik {iretir, tersine her bir aritmetik de tek bir {iretec

tarafindan tretilir [1].
2.1.3. Tamm: 0<x olan sayilar a-pozitif, x<0 olanlar ise a-negatif sayilardur.
o-stfir sayist 0=a(0) ve a-bir sayis1 da 1=a(1) olarak gosterilir. a-tamsayilar 0

sayisina ardistk olarak 1 sayismin a-toplamasiyla ve 0 sayisindan ardisik olarak 1
sayisinin a-¢ikarmasiyla elde edilir. a-tamsayilar

wna(=2),a(-1),a(0),x(1), 2 (2),...
seklindedir.

Her bir n tamsayis1 a-aritmetigine gore n=c(n)ile gosterilir. Eger N bir

o-pozitif tamsay1 ise



A=1+..4+1
%/_/

n—defa
bi¢imindedir [1].

2.1.4. Tanmm: Bir X € A sayisinin a-mutlak degeri

X x>0
[ xj=40 x=0
0=-x ,x<0

bigiminde tanimlanir ve bu deger (| o *(x) ) ifadesine denktir [1].

2.1.5. Tamm: Verilen n tane u,...,u, sayisinin a-ortalamast U+...+U=U, +...+U,
%/_J

n defa

n

olacak sekilde A kiimesindeki tek bir u sayisidir. Buna gore
u=(ut.4u)in=aflau)+.+a )]/}

olur.

a-aritmetikte o-ortalamaya siklikla dogal ortalama denmektedir. Klasik
aritmetikte dogal ortalama aritmetik ortalamadir, geometrik aritmetikte dogal
ortalama geometrik ortalamadir [1].
2.1.6. Tanmm: a-ilerleme ( veya a-aritmetikte dogal ilerleme) her i=1,...,n-1 i¢in

U,, =~Uu, degeri ayni olan u,...,u, sayilarinin bir sonlu dizisidir. Klasik aritmetikte

dogal ilerleme aritmetik ilerleme, geometrik aritmetikte ise dogal ilerleme geometrik
ilerlemedir [1].

2.1.7. Tamm: A kiimesindeki her r<s sayis1 i¢in, r<x<s seklindeki xe A
sayilarinin kiimesi a-aralik olarak adlandirilir ve [r,s] ile gosterilir. [r.s] o-aralig1
S=r a-uzunluga sahiptir ve a-igi r <Xx<S$ olacak sekildeki tim X e A sayilarini
igerir [1].

2.1.8. Tammm: [r,s] arahgmn a-parcalanisi ilk ve son terimi sirasiyla r ile s olan
a-ilerlemedir. Eger a-pargalanis n terime sahipse, onun n-katl oldugu soylenir [1].

2.1.9. Tanmm: {u,}dizisi A kiimesindeki sayilarmn bir sonsuz dizisi olsun. En gok bir

U elemani varolsun ve u sayisini igeren her bir a-araligin a-igi {un} dizisinin sonlu

sayidaki elemaninin disindaki biitiin elemanlarini igersin. Eger boyle bir u elemamn

varsa {un}dizisinin U elemanina a-yakinsadigi sdylenir ve U sayisi {un}dizisinin

a-limiti olarak adlandirilir [1].



Eger o =1 ise a-yakinsama klasik yakinsamaya dondisiir.

2.1.10. Ornek: exp fonksiyonu ile iiretilen aritmetik, exp-aritmetik yerine daha ¢ok

geometrik aritmetik olarak adlandirilir. Benzer olarak geometrik aritmetikte

kavramlar "exp" Oneki yerine "geometrik" yazilarak belirtilecektir. Bu durumda

dogal ortalama olarak geometrik ortalamaya isaret edilir, bu kullanim genel olarak

terminolojiyle de uyumludur.

Geometrik aritmetik su 6zelliklere sahiptir (y ve z keyfi pozitif sayilar):

Ureteq

Evren

Geometrik sifir

Geometrik bir

y ile z nin geometrik toplami1
y ile z nin geometrik farki

y ile z nin geometrik garpimi
y nin z ye geometrik bolimii (z # 1)
Geometrik siralama
Geometrik pozitif sayilar
Geometrik negatif sayilar
Geometrik araliklar

[y,z] geometrik uzunlugu
Dogal ortalama

Dogal ilerleme

[y,z] nin geometrik parcalanisi

exp
R

1 (=exp(0))
e (=exp(1))

exp{Iny+Inz}=vy.z
exp{Iny-Inz}=y/z
exp{Iny.Inz}= y"™=z""
exp{Iny/Inz}=y

Klasik siralama ile 6zdes

1/Inz

1 den biiytik sayilar

1 den kiigiik sayilar

Pozitif araliklarla 6zdes

ylz

Geometrik ortalama

Geometrik ilerleme

Ik ve son terimi y ve z olan herhangi bir

geometrik ilerlemedir.

"Pozitif sayilarin bir { pn} dizisi p pozitif sayisina geometrik yakinsar ancak ve

ancak {pn} dizisi p elemanma klasik olarak yakinsar" anlaminda geometrik

yakinsama ile klasik yakinsama esdegerdir [1].

2.2. *-KalKkiiliis

2.2.1. Tanmm:Bu kesimden itibaren a ve f keyfi secilmis iretegler ve * ise

aritmetiklerin sirali ikilisi (a-aritmetik, S-aritmetik) olarak alinacak ve asagidaki

gosterimler kullanilacaktir.



a-aritmetik p-aritmetik

Evren A B
Toplama + bl
Cikarma - .
Carpma X X
Bolme / /
Siralama < <

Bu durumda 2.1. kesimdeki biitin tanimlarin aynen p-aritmetik icin de
uygulanacagi anlagilmalidir.

*-kalkiiliiste oa-aritmetik girdiler {izerinde, p-aritmetik ¢iktilar (degerler)
tizerinde kullanilir. Ozellikle girdi ve ¢ikti degisimleri sirasiyla a-aritmetik ve
fS-aritmetik ile Olgiiliir. *-kalkiiliiste operatorler girdileri A kiimesinde, ¢iktilart B
kiimesinde olan fonksiyonlara uygulanir. Aksi belirtilmedikge biitiin fonksiyonlar bu
ozellikte kabul edilecektir [1].

2.2.2. Tamim: Bir f fonksiyonun, eger varsa A kiimesindeki bir a noktasinda *-limiti

a noktasindan farkli ve a ya a-yakinsayan girdilerin her sonsuz {a,}dizisi igin

ciktilarin {f(an)}dizisinin de p-yakinsadigi B kiimesindeki bir tek b sayisidir. Bu

durumda

*_lim f (x) =b

yazilir [1].
2.2.3. Tammm: Bir f fonksiyonu A kiimesindeki bir a noktasinda *-siireklidir ancak

ve ancak a noktast f fonksiyonunun bir girdisi ve *—Ilim f (x) = f (a) olmasidir.

Eger a ve f iiretegleri | birim fonksiyonu ise, *-limit ve *-siireklilik kavramlari
klasik limit ve klasik siireklilik ile 6zdes olur, ancak bu durum a ve g iretegleri |
birim fonksiyonu olmadiginda da gerceklesebilir [1].

2.2.4, Tammm: a-aritmetikten p-aritmetige izomorfizm asagidaki ii¢ 6zelligi saglayan
bir tek : (iota) fonksiyonudur:
1. 1 fonksiyonu birebirdir.
2. 1 fonksiyonu A kiimesinden B kiimesine ortendir.
3. A kiimesindeki herhangi u ve v sayilar igin;
(u+v) =r(u)*u(v),

((u=v)=e(u)=1(v),



(uxv)=1(u)Xu(v),
wu/vy=uu)fi(v), v=0
u<v<e(u)<i(v)

olur.

Bu ozellikleri saglayan : fonksiyonunun, her xe A igin ¢ (x) = ,B{a‘l(x)}
olarak tek bigimde tanimli ve her n tamsayisi i¢in z(n) = A oldugu biliniyor.

Ornegin u+v=:"{i(u) ¥1(v)} oldugu gibi a-aritmetikteki herhangi bir ifade

kolayca p-aritmetikteki bir ifadeye dontisebilir [1].

2.2.5. Tammm: Bir f fonksiyonu a sayisini a-i¢ nokta olarak kabul eden en az bir

a-aralik {izerinde tanimls olsun. Eger *—lim{[  (x) = f (a)]7[«(x) = «(a)]} limiti varsa,

bu *-limit degerine f fonksiyonunun a noktasindaki *-tiirevi denir ve {D f}(a) ile

gosterilir. Eger bu *-limit varsa f fonksiyonunun a noktasinda *-diferansiyellenebilir

oldugu sdylenir. Eger [D f }(a) *-tiirevi varsa B kiimesinde olmalidir [1].

f fonksiyonunun *-tiirevi, eger varsa A kiimesindeki her t sayisini {D f}(t)

*

sayisina atayan fonksiyondur ve D f ile gosterilir.
D operatorii f-toplamsal ve p-homojendir:

E)(fﬁég):E)fﬁéE)g,
I*D(CS&f):cS&I*Df ( ¢ B de bir sabit).

2.2.6. Tamm: [r,s]iizerinde *-siirekli f fonksiyonunun *-ortalamasi M f ile
gosterilir ve {ai,...,an}kﬁmesi [r,s] araligmm n-kathi a-pargalanisi olmak iizere n.

terimi f (ai),..., f (an) degerlerinin f-ortalamasi olan f-yakinsak dizinin g-limitidir.

M’ operatorii p-toplamsal ve s-homojendir [1].

2.2.7. Tamm: Verilen [r,s]aralig1 iizerinde *-siirekli olan bir f fonksiyonunun bu

*

aralik tizerindeki *-integrali [z(s)Ll(r)]ﬁéMf f bigiminde tanimlanir ve *j f ile



gosterilir. ) .[ f=0 esitligi tanim olarak alinir. Ayrica {31’ .y an} kiimesi
[r,s] araligmin n-kath a-parcalanist ve k, de a,~a,a,~a,,..,a,~a,, sayilarmmn
ortak degeri olmak lizere i J' f integrali n. terimi

[1(k,)% f(a)]+...%[t(k,)% f(a,,)] olan f-yakinsak dizinin f-limitidir [1].

*-integral p-toplamsal ve f-homojendir. Ayrica *-integral asagidaki ti¢ 6zelligi
saglayan tek operatordiir [1].

1) Herhangi [r,s] aralig1 iizerinde tanimli h(x) =b sabit fonksiyonu i¢in

“[h=[e(s)=u(r)]%b

olur.

2) Herhangi [r,s] aralig: iizerinde tanimli ve *-siirekli f ile g fonksiyonlari, eger her

x elr,s] sayisi igin f (X) <g (X)kosulunu saglarsa
frefo
olur.

3) r<s<t olan herhangi rst sayilarn ve [r,t] araligi iizerinde *-siirekli f

fonksiyonu i¢in
*j f+ *_t[ f= *j f
r S r
olur.

2.2.8. Teorem (*-Kalkiiliisiin Birinci Ana Teoremi): Eger f fonksiyonu [r,s]

aralig1 iizerinde *-siirekli ve bu araliktaki her X sayis1 icin g(X)=" J f ise [r,s]

r

araligi izerinde Dg = f olur [1].
2.2.9. Teorem (*-Kalkiiliisiin Ikinci Ana Teoremi): Eger Dh *-tiirev fonksiyonu

[r,s] aralig1 iizerinde *-siirekli ise *I Dh=nh(s)=h(r) olur [1].



2.2.10. Not: Verilen bir ae A sayis1 sayis1 icin @=ca "(a) olsun. Girdileri A
kiimesinde ve ¢iktilan1 da B kiimesinde olan bir f fonksiyonu i¢in

ft)= /3’_1( f (a(t))) olsun. O zaman asagidaki bagintilar vardir [1].
1) *—IXiLT; f(x) ve Ith; f(t) limitlerinden biri varsa digeri de vardir ve eger bu
limitler varsa
=i £ = p{lim T0)
olur. Ayrica f fonksiyonunun a noktasinda *-siirekli olmasi igin gerekli ve yeterli

kosul f fonksiyonunun a noktasinda siirekli olmasidir.
2) [I*D f }(a) ve [Df_] (2) tiirevlerinden biri varsa digeri de vardir ve eger bu tiirevler
varsa

{f) f}(a) :ﬂ{[Df‘](a)}

olur.

3) Eger f fonksiyonu [r,s] araligi tizerinde *-siirekli ise
M f=p{M;F}
ve

*'Sff(x)d*x:ﬂ[

R —

f_(x)dxj

olur.
4) a ve f iiretecleri sirasiyla o '(a) ve B7'(b) noktalarinda klasik olarak siirekli

olsun. O zaman *—Ilim f(x)=b olmasi i¢in gerek ve yeterli kosul lim f(x)=b

olmasidir. Benzer sekilde o ve f iiretegleri swrasiyla o *(a) ve S7(f(a))

noktalarinda klasik olarak siirekli olsun. O zaman f fonksiyonun a noktasinda
*-siirekli olmasi igin gerekli ve yeterli kosul f fonksiyonunun a noktasinda klasik
olarak siirekli olmasidir.

2.2.11. Ornek: Eger *-kalkiiliis i¢in a ve f iiretecleri | ve exp fonksiyonlarindan

secilirse asagidaki 6zel kalkiiliisler elde edilir [1].



Kalkiiliis a p

Klasik I I
Geometrik I exp
Anageometrik exp I
Bigeometrik exp exp

2.3. Newtonyen Olmayan Reel Sayilar Cismi

Bu kesimde Newtonyen olmayan reel cisim R(N) insa edilecek ve bazi ozellikleri
verilecektir. Bu kesimdeki islemler ve siralama bagintisi a bir lirete¢ olmak tizere

2.1. kesimde tanimlandig1 gibidir. Ayrica bu kesimde her X,y eR(N)igin x/y

islemi % N bigiminde, | x| a-mutlak degeri de | x | biciminde gosterilecektir. Yine

bu kesim boyunca |.|, sembolii Newtonyen olmayan mutlak deger olarak
adlandirilacaktir.
2.3.1. Tamm: Newtonyen olmayan reel sayilar kiimesi {a(x):xeR} olarak
tanimlanir ve R(N) veya R(N), ile gosterilir [12].

Newtonyen olmayan reel sayilar kiimesi R(N) i¢in (+) toplama ve (x)
carpma ikili islemleri asagidaki gibi tanimlanir:
+:R(N)xR(N) > R(N)

(x,y) > x+y=af{a(x)+a™(y)}
% R(N)xR(N) — R(N)

(xy) >xxy=ala*(X)xa(y)}.
2.3.2. Teorem: (R(N),—F,k) tam sirali cisimdir [12].
2.3.3. Tanim: Ac R(N) kiimesindeki bir x sayisinin a-karesi xx X olarak tanimlanir
ve x* ile gosterilir [12].

Her a-negatif olmayan t sayist igin \/;N sembolii t= a{«fa’l(x)} say1sini
gostermek i¢in kullanilir, burada t = o {«/a‘l(x)} a-karesi x sayisina esit olan bir tek

N
o-negatif olmayan, yani t* =x olan sayidir. Bu Jx sayisina X sayisinin
a-karekoki denir [12].
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A kiimesindeki her X sayisi i¢in

S x|y =a(a ()
yazilir [12].

X e R(N) elemaninin p. Newtonyen olmayan {issii ve . Newtonyen olmayan kokii

N . .. oqe ..
sirastyla x™ ve Yx ile gosterilir. Buna gore

X =xxx=afa () xa (X))} = af{[a ()]}

x™ =x* xx=afa {ala () xa” (< (0} = ef[a ™ ()]}

X" = xP D x = o [aH (X)]°}

yazilir [12].

X, Ve X, sayilar1 arasindaki Newtonyen olmayan uzaklik |Xx =X,[, ile
tamimlanir. Ornegin simetri dzelligi asagidaki gibi ortaya ¢ikar:

% =% y=edla () —a (%) F=ofl a (%) = 04) [} %, = x|y

Herhangi z € R(N)sayist verilsin. Eger z>(0) ise z Newtonyen olmayan
pozitif reel say1 olarak adlandirtlir, eger z < «(0) ise z Newtonyen olmayan negatif
reel say1 olarak adlandirilir ve z = (0) ise z isaretsiz Newtonyen olmayan reel say1
olarak adlandirihir. R*(N) ve R (N) sirasiyla Newtonyen olmayan pozitif ve
negatif reel say1 kiimelerini gosterir [12].

Asagidaki 6nerme +, =, x, 1 islemlerinin tanimindan hemen goriiliir.

2.3.4. Onerme: a,b,c,d eR(N),peN ve b,d #0 olmak iizere asagidaki esitlikler

vardir:
1) ENJFEN:(a*d)_Jr(bXC)N,
b d bxd
2) EN;ENz(a*d)f(b*C)N,
b d bxd
3) AnxEnN=BXCy,
b d bxd
. zN a d axd
4) ¢ #0 olmak iizere — N =—Nx—N=—N,
CN b C bxc
d
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Py Py
a a
5| =N = N,
) (b j pr
6) (axc)™ =af xc™,

7) a* ~c™ =(a=c)x(a+c).

Asagidaki i onerme R(N)deki mutlak deger tanimi1 ve 6zellikleri kullanilarak

kolayca ispatlanabilir.

2.3.5. Onerme: a,b € R(N)olmak iizere asagidaki 6zellikler vardir:
1) Ja|, <b<0+b<a<b,

2) laxb|y=laly x[bly,

:%N dir.

3) b = 0 olmak iizere
v ol

aN
b

N

2.3.6. Onerme: a,b,c,d e R(N) olmak iizere asagidaki esitsizlikler vardir:
1) a<b ise a+c<bic ve a=c<b-c,

2) a<b ve c<d ise atc<b+d ve a~d<b-c,

3) a<bve 0<c ise axc<hxc ve &N éEN,
c ¢

4) 0<a,bve a<bise Inzin ,
b a

5) a<bise 0-b<0=a olur.

2.3.7. Onerme: x,y € R(N) olmak iizere asagidaki esitsizlikler vardir:

1) |x+yl<Ixly +1yly (liggen esitsizligi) [12],

2) Xl =1y lly %=, -

2.4. Newtonyen Olmayan Metrik Uzay ve Newtonyen Olmayan Metrik
Uzaylarda Tamhk

24.1. Tamm: X bos olmayan bir kiime olmak iizere d :XxX —R(N)

fonksiyonu her x,y,z € X i¢in asagidaki Newtonyen olmayan metrik aksiyomlarini

sagliyorsa (X,d, ) ikilisine bir Newtonyen olmayan metrik uzay, d, fonksiyonuna

da X iizerinde bir Newtonyen olmayan metrik denir [12]:

(NM1)d,(x,y)=0=x=y
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(NM2)d, (x,y) =dy (y.X)

(NM3)d, (x y) £d, (x,2) (2, ).

2.4.2. Sonug: Eger dy :R(N)xR(N)—>R(N) fonksiyonu dy(x,y)=|x=y]|,
seklinde tanimlanirsa, o zaman (R(N),d,) Newtonyen olmayan metrik uzay olur
[12].

Asagidaki 6nerme Newtonyen olmayan metrik taniminin kolay bir sonucudur.
2.4.3. Onerme: (X,d,) Newtonian olmayan metrik uzay olmak iizere her x,y e X
icin d (x,y) =0olur.

2.4.4. Tamm (Yakinsak dizi): Herhangi bir ¢ >0 sayis1 ve bir x e X verildiginde
her n>n, i¢in d(X,,X) <& olacak sekilde bir n, =n,(e) € N bulunabiliyorsa (x,)
dizisinin (X,d,) Newtonyen olmayan metrik uzaymnda Newtonian olmayan
yakinsak(a-yakinsak) oldugu séylenir ve " lﬂl X, =X veya n—oo iken x —>x
yazilir [12].

2.4.5. Tamm (Cauchy dizisi): Herhangi bir & >0 sayisi verildiginde her m,n>n,
icin dy(X,,x,) <& olacak sekilde bir n,=n,(¢) e N bulunabiliyorsa (x,) dizisine
(X,dy) Newtonyen olmayan metrik uzayinda Newtonyen olmayan Cauchy dizisi

denir.

Bir Newtonyen olmayan metrik uzayda her Newtonyen olmayan Cauchy dizisi
yakinsaksa, bu uzayim Newtonyen olmayan tam metrik uzay oldugu sdylenir[12].
2.4.6. Teorem: (X,d,) Newtonyen olmayan metrik uzay olmak iizere asagidaki
ozellikler gerceklesir:

(@) Bu uzayda yakinsak bir dizi sinirlidir ve limiti tektir,
(b) Bu uzayda yakinsak her dizi Cauchy dizisidir [12].
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3. BULGULAR VE TARTISMA

Bu bolimde Newtonyen olmayan reel sayr serileri ve has olmayan *-integraller

tanitilacak ve onlarin yakinsaklik kosullar1 verilecektir. Bu kesim boyunca R(N),
kiimesinde a-aritmetigin islem ve tanimlari, R(N), kiimesinde g-aritmetigin islem
ve tanimlart kullamlacaktir. Yine *-kalkiilis R(N),xR(N), kiimesi {izerinde

yapilan her seyi ifade eder. Ayrica bu béliimde bir karisikliga sebep olmamak igin

baz1 islem ve tanimlarda N sembolii yerine iiretecin kendisi yazilacaktir. Ornegin bir

X sayisnmn o-karesi x* ile, p-yakmsak bir (x,) dizisinin g-limiti “limx, ile
X—>0

gosterilecektir. Yine bu bolim boyunca 2.4.4. Tanim ve 2.4.5. Tanimda verilen
sirasiyla yakinsak dizi ve Cauchy dizisi kavramlar1 2.4.2. Sonugcta verilen Newtonyen
olmayan mutlak deger metrigine gore diisiiniilecektir.

Simdi R(N), Newtonyen olmayan reel sayilar kiimesi ve Newtonyen

olmayan dizilerde bazi ozellikler verilecektir, ardindan Genisletilmis Newtonyen

olmayan reel say1 sistemi tanitilacaktir.

3.1. Newtonyen Olmayan Reel Sayilarda Baz1 Ozellikler

3.1.1. Teorem: (R(N),,|.|,) uzay: Newtonyen olmayan tam metrik uzaydr.
Ispat: R(N)_ cisminin d(x,y) :|X; y|a metrigi ile Newtonyen olmayan metrik

uzay oldugu 2.4.2. Sonugta gosterilmisti. Simdi bu uzayin tamlig1 gosterilsin. Bunun

i¢in herhangi bir (x,) Newtonyen olmayan Cauchy dizisi verilsin. Herhangi bir
¢>0 saywsi verildiginde, her m,n>n; igin dy(X,,x,)=|x, = Xm|a <a(d)=¢
olacak sekilde bir ny € N vardir. Boylece her m,n > n, i¢in

05‘1(|xn *Xm|,,,)< <
ve dolayisiyla

‘afl(xn)—afl(xm )‘ <
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olur. Bu ise (a‘l(xn)) dizisinin R de bir Cauchy dizisi olmas: demektir. O halde
at (Xn) — a olacak sekilde bir ae R sayis1 vardir. Dolayisiyla her n > n i¢in

o™ (x,)-8|<¢
olacak sekilde bir n, eN vardir. a€R oldugundan «(a)eR(N), olur. Buradan
her & >0 sayisi ve her n>n,igin
X, ~a(a)| =a(ja(x)-4a)<a(¢)

bulunur. Bu ise “limx, =«a(a) oldugunu gosterir. O halde R(N), Newtonyen

n—o

&

olmayan tam metrik uzaydir.
3.1.2. Tanim: Bos olmayan bir X < R(N), alt kiimesi verilsin. Eger her X € X i¢in
x<b (x>a) olacak sekilde bir be R(N), (a€R(N),) elemam varsa X kiimesi

a-ustten sinirh (a-alttan siirli) ve b sayisina da (a sayisina da) X kiimesinin bir a-iist
sinirt (a-alt sinirt) denir.

Eger X kiimesi a-listten sinirli ve a-alttan sinirli ise onun a-sinirli oldugu
sOylenir.

3.1.3. Tammm: Bos olmayan bir X cR(N)_ alt kiimesi verilsin. Her X e X i¢in

X<M (m<Xx) olacak sekilde bir M € X (me X) elemam varsa M elemanma (m

elemanina) X kiimesinin a-maksimal (a-minimal) eleman1 denir ve kisaca
M =“maks{x:xe X} ="maksX (m="min{x:xe X }="minX ) yazilur.

3.1.4. Tanim: Verilen bir a-tistten sinirh (a-alttan sinirll) X < R(N)_ kiimesi i¢in
B ={b:b, X kiimesinin bir ¢-iist smur1} ~ (A={a:a, X kiimesinin bir -alt sir1})
olsun. B kiimesinin ( A kiimesinin ) a-minimal (a-maksimal) elemanina X kiimesinin
a-supremumu (a-infimumu) denir ve “sup X ( “inf X ) ile gosterilir.

3.1.5. Teorem: Bos olmayan Ve a-iistten siirli her X < R(N), alt kiimesinin bir

tek a-supremumu vardir.

Ispat: Bos olmayan ve o-iistten smirli X cR(N), kiimesi igin
B ={b:b, X kiimesinin bir o-iist siir1} olsun. Her xe X ve her beB igin x<b

oldugundan o *(x) <a'(b) olur. R kiimesinin tamlik aksiyomuna gére her X € X

ve her beB i¢in a(X)<k <a'(b) olacak sekilde bir tek keR ve o birebir
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oldugundan «(k)=c olacak sekilde bir tek c € R(N), sayist vardir. Buna gore her
Xe X igin X<C oldugundan ceB olur. Ayni1 zamanda her beB igin c<b
oldugundan ¢ =“min B ve dolayisiyla ¢ =“sup X elde edilir.

3.1.6. Teorem: Bos olmayan ve a-alttan siirli her X < R(N), alt kiimesinin bir
tek a-infimumu vardir.

Ispat: Bos olmayan ve og-alttan smirh X cR(N), kiimesi igin

A:{a:a, X kiimesinin bir ¢-alt Smm}olsun. Her xe X ve her aeA icin a<x

oldugundan o '(a) <o '(x) olur. R kiimesinin tamlik aksiyomuna gore her x e X
ve her ae A icin a(a)<k <a'(X) olacak sekilde bir teck ke R ve a birebir
oldugundan «(k)=c olacak sekilde bir tek ¢ € R(N), sayisi vardir. Buna gore her
Xe X icin ¢<X oldugundan ce A olur. Aym zamanda her ae A icin a<c
oldugundan ¢ =“maks A ve dolayistyla ¢ =“inf X elde edilir.

3.1.7. Teorem (a-supremum 6zelligi): Bos olmayan a-listten sinirli bir Ac R(N),
kiimesi verildiginde ¢ =“sup A olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

(1) ¢ sayisinin A kiimesi i¢in bir a-iist sinir olmasi ve
(2) her £30 sayist igin a, >c=& olacak sekilde en az bir a €A sayisinin
bulunmasidir.
Ispat: c="sup A olsun. a-supremum tammi geregince (1) aciktir. (2) dzelliginin
ispat1 i¢in aksi kabul edilsin. O zaman en az bir £>0 ve her a_e A sayisi igin
a, <c-g<c olur. Bu ise ¢ sayisinin A kiimesi i¢in a-supremum olmast ile gelisir.
Buna gore (2) 6zelligi dogrudur.

Tersine (1) ve (2) ozellikleri saglansin. ¢ =“sup A, yani d sayisi A kiimesinin
herhangi bir a-iist sinir1 olmak iizere ¢<d oldugu gésterilsin. Aksi kabul edilirse d

sayis1 A kiimesinin bir a-iist smir1 olmak iizere ¢>d olmalidir. Eger s=c=d >0

alinirsa (2) ozelliginden dolayr a_>c=(c~d) olacak sekilde bir a, € A vardur.
Buna gére a_>c=c+d ve dolayisiyla a_>d elde edilir. Bu ise d sayisinin A

kiimesinin a-iist sinir1 olmasiyla gelisir. O halde ¢ =“sup A olmalidr.

Benzer sekilde asagidaki teorem ispatlanabilir.

17



3.1.8. Teorem (a-infimum 6zelligi): Bos olmayan ve a-alttan sinirli bir Ac R(N),

kiimesi verildiginde ¢ =“inf A olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

(1) ¢ sayisinin A kiimesi i¢in bir a-alt sinir olmasi ve

(2) her £30 sayist igin a, <c+e& olacak sekilde en az bir a e A sayisinin
bulunmasidir.

3.1.9. Teorem: R(N), kiimesinde (a,) ve (b,) a-yakinsak dizileri ile bir

ceR(N), sayst verilsin. Eger “lima, =a ve “limb, =b ise asagidaki ifadeler

nN—o0 n—o

dogrudur:

1) “lim(cxa,)=cxa.

n—oo

2) “lim(a,+b,)="lima,+“limb, =a+b.

n—o n—oo N—o0

3) “lim(a,xb,)="lima,x“limb, =axb.

N—o0 nN—oo nN—oo
8l

4) a=0 ise her n> n, i¢in |an|a 5?05 olacak sekilde en az bir n, e N sayisi

vardir.

) . (a “lima, a
5)Her neN i¢in b, #0 ve b=0 ise “lim| Lo |=—">*—a=—«
N “limb, b

n—o

6) “limla,| =l|a| .

ispat: 1) ¢=0 hali icin esitligin dogrulugu agiktir, buna gore ¢ =0 kabul edilsin.

“lima, =a oldugundan herhangi bir & > 0 sayisi verildiginde her n > n, i¢in

n—o0

|a, ;a|a P

cl,

olacak sekilde bir n, e N vardir. Buna gore her n > n, i¢in

(24

&
cl,

olur. Bu “lim(cxa,)=cxa oldugunu gosterir.

n—o0

(cxa,)=(cxa)| =|c| x|a,~a| <[c| xTFa=¢

2) “lima, =a ve “limb, =b oldugundan herhangi bir & >0 sayis verildiginde her

nN—o0 n—oo

n>n igin
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&
la,~a| <Fa
2
olacak sekilde bir n, e N ve her n>n, i¢in
b, <b| <%a
« 2
olacak sekilde bir n, e N vardir. Eger n, =maks{n1,n2} alinirsa her n>n, i¢in
licgen esitsizliginden
(8, +b,) = (a+b)|, =[a,~a+b, ~b|, Zla,~al, +|b,~b|, < FaiTa=e
yazilir. O halde “lim(a, +b,)="lima, +“limb, =a+b olur.
3) (a,) dizisi a-yakinsak oldugundan smirh ve dolayisiyla her neN i¢in |an |a <K

olacak sekilde bir K >0 sayist vardir. Ayrica “lima, =a ve “limb =b

n—o n—ow

oldugundan herhangi bir & >0 sayisi verildiginde her n>n, igin

la,~a| <= £ o
2xK

olacak sekilde bir n, e N ve her n>n, i¢in
bo-h ¢—&
=t < 2%(]bl, +1)a
olacak sekilde bir n, e N vardir. Eger n, =maks{n,,n,} almirsa her n>n, igin
|(a, xb,) = (axb)|, =|(a, xb,) = (a, xb) +(a, xb) = (a, xb)|,
= |(an xb,) = (a, x b)|a + |(an xb) = (a, x b)|a
- |an|>'<|an ;a|a +|b|>.<|bn ;b|a

L r—

BT 2x(pl, +1)

. &€ . &
<=—aoa+—=-—a=¢
2 2

bulunur. Bu “lim(a, xb,)=“lima, x “limb, =axb oldugunu gésterir.

nN—oo n—oo N—o0

4) Oncelikle gerekli olan bir esitsizlik gosterilsin. 2.3.7. Onerme (2) sikkindaki
esitsizlige 2.3.5. Onerme (1) sikkindaki zellik uygulanirsa, her x,y € R(N),, igin

0=[x=y], £[x, =|y|, <x=y, CERY
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2l

yazilir. Eger & = Ta 30 alinirsa, her n> n, igin

L,
2

la,~a| <
olacak sekilde en az bir ny e N vardir. Her n>n, i¢in simetri dzelligi ve (3.1.1)
esitsizligi geregince

la,|, =]a, +a=a|_ =‘a;(a;an)

a

é|a|a ;|a;an|a

=|a|a ;|an ;a|a
o N N
2 2

olur. Bu isteneni verir.

. b
5) “limb, =b ve b0 oldugundan (4) sikki geregince her n>n, igin |bn|a > %a

n—oo

olacak sekilde bir n e N vardir. Ayrica “lima, =a ve “limb, =b oldugundan

n—o0 n—o
herhangi bir &> 0 sayist verildiginde her n > n, icin

) g>'<|b|
a,~a <—*a
“ 4
olacak sekilde bir n, e N ve her n>n, igin
S

R R ERCAN

olacak sekilde bir n, e N vardir. Ayni zamanda b#0 oldugundan |a|a < |a|a J'r|b|a

ve dolayistyla A |17b| a <1 olur. Eger n, = maks{n,,n,,n,} almnirsa her n>n, igin

a .o | _|@sb)(axh,) | _|(a#b):(axb)H(axh)-(axh),
Ta-—qal = al = a
bn b ban a |b|a ><|bn |a

_|(a,%b)=(axb)| +|(axb)=(axh,)

hS a - Z o

|b|a X|bn|a
bx(a,~a)| +[ax(b=h,)
— o - a a
|b|a ><|bn|ot
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bl %2, Jal xb-b,
CIECEY
a o (04 (04

:|an;a|aa_i_|a|aa>‘<|b;bn|a
bal, bl bul,
:iax(|aﬂ ;a|a + |a|a ax|b_bn|a]
|bn|a |b|a
g l v g>‘<|b|a 1 |a|a v €>.<|b|ia
< X 0 o+ O X — - (04
BB, )
2
2 v 8>‘<|b|a 1 €>-<|b|a v |a|a
=—0aX 0 a+ 0 X - (04
b, 4 4 (al, +ol,)
E. .€ . |a|
==a+—-—aX

2 2 (|a|a Jra|b|a)a

.E . E .
<—a+—-—axl=g¢
2 2

.

api| By lima, . ¥

olur. Bu “lim| a |=—"2*—qa =—a oldugunu gosterir.
| limb, b

n—w

5) “lima, =a oldugundan herhangi bir & >0 sayisi verildiginde her n > n, igin

la,~a| <&
olacak sekilde bir n, e N vardir. Buna gore 2.3.7. Onerme (2) sikki geregince her

n>n, igin

|an|a ;|a|a " =|an ;a|a <&

ve dolaysiyla “Iim|an| = |a| elde edilir.
n—oo a a
" § | :
3.1.10. Ornek: Eger p>0ise “lim—a =0 olur.
X—owo N Fe

_1
ai(e)

) 1
Coziim: Herhangi bir ¢ >0 sayisi1 verildiginde n, = |1( ) pﬂ + 1 sayis1 olmak

LV
lizere N, >| — ) olacagindan
£

a(
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WSS W
a (g) o (8) a (g)

elde edilir. Boylece her n>n; i¢in
1
n P

1

npa <

(24

a=¢&

a;o‘ .

. pll
nO
olur ve bu ispat1 tamamlar.

3.1.11. Tamm: R(N), kiimesinde verilen bir (a,) dizisi, her neN i¢in a,<a,,,

kosulunu sagliyorsa a-monoton artan dizi, her neN igin a ,<a kosulunu

n+1

sagliyorsa a-monoton azalan dizi diye adlandirilir.
Eger (a,) dizisi a-monoton artan veya a-monoton azalan ise onun a-monoton
oldugu soylenir.

3.1.12. Teorem: R(N), kiimesinde verilen bir (a,) dizisi a-monoton artan ve

a-tistten smirli ise a-yakinsaktir ve “lima, =“supa, olur.

L neN

Ispat: (a,) dizisi a-monoton artan ve a-iistten sinirli olsun. (a,) dizisinin a-iistten
sinirli olmast geregince dizinin terimleriyle olusturulan A= {ai,az,...,an,...} kiimesi
a-iistten smirlidir. O zaman “sup A=t olacak sekilde bir teR(N), sayist vardur.
a-supremum ozelligi geregince herhangi bir &3>0 sayisi verildiginde a, >t-¢
olacak sekilde bir a, € A ve dolayisiyla bir n, e N sayis1 vardir. Bu takdirde (a,)
dizisinin a-monoton artan olmasi geregince her n>n, igin

trg<a, <a <t<tie
yazilir. Buna gore her n>n, i¢in

t-e<a, <t+e
ve dolayisiyla

0-s<a ~t<e
elde edilir. Béylece 2.3.5. Onerme (1) sikkina gére her n > n, igin

a, ;t|a <&
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yazilir. Bu (an) dizisinin a-yakinsak ve “lima, =“supa, oldugunu gosterir.

n— neN
Benzer sekilde asagidaki teorem ispatlanabilir.

3.1.13. Teorem: R(N), kiimesinde verilen bir (a,) dizisi a-monoton azalan ve

a-alttan smurli ise (@, ) dizisi a-yakmsaktir ve “lima, =“inf a, olur.

n—o neN

3.1.14. Tamm: R(N), kiimesinde verilen bir (an) dizisi  igin

“lim(“sup{a, :k > n})z"lim(”‘supak), a-limitine (a,) dizisinin a-tist limiti(veya
n—o n—o k>n

a-limit supremumu) denir ve “limsupa, ile gosterilir.

3.1.15. Tamm: [R(N), kiimesinde verilen bir (an) dizisi  igin

“lim(“inf {a, :k = n})="lim( “inf ak) a-limitine (a,) dizisinin o-alt limiti(veya

a-limit infimumu) denir ve “liminf a, ile gosterilir.

3.1.16. Tanim: R(N)_ Newtonyen olmayan reel sayilar kiimesinde a-art1 (pozitif)

sonsuz +oo = XILrEO a(X), a-eksi (negatif) sonsuz ise ~oo = XILrHO a(X) olarak tanimlanir.
Bu tanimdan yola ¢ikilarak R(N)_ Newtonyen olmayan reel sayilar kiimesi

R(N), ={a(x):xeR} = (=00, o) seklinde a-agik aralik olarak da ifade edilebilir.

3.1.17. Tanmmm: Genisletilmis Newtonyen olmayan reel sayilar sistemi

R(N), u{;oo,—i-oo} olarak tanimlanir ve R(N), ile gosterilir. Genisletilmis

Newtonyen olmayan reel sayilar sisteminde genisletilmis reel sayilar sistemine
benzer olarak agagidaki tanimlar verilir.
a) Her xeR(N), igin <0< X <400, X=(400) =X=00==00, X+ (+0) = X+00 =00,

) ) S ) ) X X .
X = (=0) = X+ 00 =00, 00+ (F00) = +00, 00+ (=00) =00, —a=—a =0 olur.
=00 +o0

b) Eger x>0 ise xx(=00) =00, X% (+00) = 40, %az—i—oo olur.

¢) Eger x <0 ise xx(=o0) =400, Xxx(f00) =0, %a:;oo olur.

3.1.18. Tanim: R(N)_ kiimesinde bir (an) dizisi verilsin. Herhangi bir ¢ >0 sayis
verildiginde her n>n, i¢in a, > & olacak sekilde bir n, € N sayis1 bulunabiliyorsa,

(an) dizisi a-art1 sonsuza (+o0) raksaktir denir ve bu durumda “lima, =+oo yazilir.

nN—oo
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3.1.19. Tanim: R(N)_ kiimesinde bir (an) dizisi verilsin. Herhangi bir ¢ >0 sayis
verildiginde her n>n, igin a <0+ olacak sekilde bir n,eN sayisi
bulunabiliyorsa, (a,) dizisi a-eksi sonsuza (<o) iraksaktir denir ve bu durumda

“lima, = =00 yazilir.
n—o0

3.1.20. Teorem: R(N), kiimesinde o-yakinsak (a,) dizisi verilsin ve “lima, =a

nN—oo

olsun. (a,) dizisinin her (ank) alt dizisi de a elemanina a-yakinsar.

ispat: “lima, =a oldugundan herhangi bir & >0 sayisi verildiginde her n>n, igin

N>
x,~al <ga olacak sekilde bir n, eN vardir. Ayrica (a,) dizisi a-yakinsak
oldugundan Newtonyen olmayan Cauchy dizisi olur. Dolayistyla her n,m>n, icin
X, =X, | < %a olacak sekilde bir n, e N vardir. Eger n, =maks{n,,n,} alinirsa,
her n,n, >n, igin

X, =8 =X, =X, +X, ;a‘a <

Xnk - Xn

: LE L€
+Hx,~a| <za+tza=¢
@ 2 2

a

elde edilir ve bu ispati tamamlar.

3.2. Newtonyen Olmayan Reel Say1 Serileri

3.2.1. Tanmm: Her ne N i¢in a, e R(N), olmak iizere bir (a,) Newtonyen olmayan

reel say1 dizisi verildiginde

0

a+a,+..+a, +...=a2an = NZan
n=1

n=1
sonsuz a-toplamina Newtonyen olmayan reel say1 serisi veya a-seri denir. Burada a,

sayilarina Newtonyen olmayan serinin terimleri denir.

3.2.2. Tamm: aZan bir Newtonyen olmayan seri olmak iizere, genel terimi
n=1

m 0
Sm=aZan olan (S,) dizisine aZan serisinin Newtonyen olmayan kismi
=1 =1
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m
toplamlar dizisi veya a-kismi toplamlar dizisi denir. Yine S :az a, a-toplamina
n=1

ise Newtonyen olmayan serinin Newtonyen olmayan m. kismi toplami denir.

3.2.3. Tanm: aZan serisinin  (S,) kismi toplamlar dizisi yakinsaksa (a-
n=1

yakinsaksa), bu serinin yakinsak (a-yakinsak) oldugu soylenir. Eger “limS, =S ise

n—oo

o0

.28, =S yazihr. “limS_ limiti yoksa veya “limS, =-=c0 yada “limS, = oo ise

n—oo n—oo
n=1

o0
az a, serisinin 1raksak oldugu sdylenir.
n=1

Za serisi ve 1>2 dogal sayisi verildiginde Za = Za + Za olur.

n=1 n=i

Boylece az a, serisinin yakinsak olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul az a,
n=1 —

serisinin yakinsak olmasidir. Yani bastan sonlu tane terimin ¢ikarilmasi veya

eklenmesi serinin karakterini degistirmez.

3.2.4. Ornek: azz(n 50 = 2 oldugu gosterilsin:

n=1

Eger (Sn) verilen serinin kismi toplamlar dizisi ise

1

Sl:i:éé?(lT)aa
. _ B
SZ =i+£a=a 1-}-0{_1 ia :a(l+l]=a(§j:a a_l(a(?’))
2 2 2) \2) "la'(a(2)
3
2
|
=2% 3@, @

N A A S SUIPUR |
S;=lizatza=S,t7a=qa=2-75a

.1
Sn :z—ma

olur. Bu takdirde her ne N igin
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bulunur. Simdi herhangi bir & >0 sayis1 verilsin. lim % =0 oldugundan
2n

nN—oo

1 1
no—ﬂlogz aT(‘é)+1]]+1>lOg2 aT(£)+1

alindiginda her n>n, i¢in

1 1 1 4
2n—1 _0‘ < 2n0—1 < 1 = (‘9)
a(e)
ve boylece
- 1. a4
Sn—Z‘a =a = <a(a (g)):g
elde edilir.

3.2.5. Ornek (Newtonyen olmayan harmonik seri): azl.a serisinin 1raksak
n

n=1
oldugu gosterilsin:

Bu serinin kismi toplamlar dizisi (S,) olsun. O zaman her k e N igin

o1 (1 1 a1 (1] .2
S,=l+za+| zat+za |>l+za+|za+=a |=1l+=za
2 3 4 2 4 4 2

o1 1 Y1 o1 01 1
SB =l+-a+|za+=a |+|za+xa+=a+xa
> 2 [5 5977978 j

o1 (1 01 Y1 .1 .1 .1
>l+-a+|~a+~-a |+| za+a+-a+~-a
2 4 4 8 8 8 8
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o1 01 1
=l+-a+-a+-«a
2 2 2

bulunur. Buna gore (S,) dizisinin (S,,) alt dizisi siurh degildir ve 2.4.6. Teorem (b)

sikkina gore bu alt dizi wraksaktir. O halde 3.1.20. Teorem geregince (S,) dizisi ve

=1 .
dolayisiyla E —a serisi wraksaktir.
o1 N

3.2.6. Teorem: Za =A, , b =B olmak iizere > a,, ,> b, yakmnsak

n=1 n=1 n=1
a-serileri ve 1 e R(N),, verilsin. Bu takdirde asagidaki ifadeler dogrudur:

o0

a) ai(an +b,) serisi de yakmsaktir ve ,>"(a,+b,)=A+Bolur.

n=1 n=1

b) ai(ik a, ) serisi de yakinsaktir ve ai(ﬂ,kan )=AxA olur.

n=1 n=1

Ispat: @) Her neN igin A, =azn:ak , B, =azn:bk ve S, =azn:(ak+bk) olsun. Bu
= P

k=1

durumda

S, = azn:aer azn:ak+azn:bk_A1+B

k=1 k=1 k=1

olur. O zaman

“lims, = “lim(A, +B,)=“lim A, + “limB, = A+B

n—w n—w n—w N—»o0
olacagindan > (a, +b,) serisi yakinsak ve > (a,+b,)=A+B bulunur.
n=1 n=1

b) Ispat (a) sikkina benzer sekilde yapilir.

3.2.7. Teorem (Cauchy Kriteri): az a, Newtonyen olmayan serisinin yakinsak
n=1

olmast igin gerekli ve yeterli kosul herhangi bir & >0 sayisi1 verildiginde her n > Ny

ve her peN igin
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n+p

azak

k=n+1

<g

a

olacak sekilde en az bir n; e N sayisinin bulunmasidir.

Ispat: az a, Newtonyen olmayan reel say:r serisi yakinsak olsun. O zaman bu
n=1

serinin (S,) kismi toplamlar dizisi yakinsaktir. Bu durumda 2.4.6. Teorem (b) sikki
geregince (S,) Newtonyen olmayan reel Cauchy dizisidir. O halde herhangi bir

&30 sayisi verildiginde her n > n, ve her peN icin

n+p
D A
k=n+1

S,., =S

n+p

al =l o <&

a
a

olacak sekilde en az bir n; e N vardir.

Tersine herhangi bir & >0 sayisi verildiginde her n>n, ve her peN igin

n+p

aza‘k

k=n+1

<g

o

olacak sekilde bir n,eN bulunsun. O zaman her n>n, ve her peN ig¢in

Spp =S

n+p

< ¢ olur. Bu ise (S,) dizisinin Newtonyen olmayan reel Cauchy dizisi

n

oldugunu gosterir. R(N), uzayr Newtonyen olmayan tam oldugundan (S,) dizisi,

bu uzaym bir elemanina yakinsar. Dolayisiyla az a, serisi yakinsak olur.
n=1

3.2.8. Teorem: az a_ Newtonyen olmayan serisi yakinsaksa “lima, =0 olur.

n—o
n=1

Ispat: az a, serisi yakinsak olsun. Cauchy kriterinde p=1 alinirsa, herhangi bir
n=1
&3>0 sayisi verildiginde her n> n, icin

n+p n+1l
a z a'k a Z ak

k=n+1 k=n+1

:|an+1|a = an+1_0‘a <¢

a a

olacak sekilde en az bir nyeN vardir. Bu ise “lima , =“lima, =0 oldugunu

n—o n—oo

gosterir.
3.2.9. Ornek: - isi yakinsak oldugundan “li 1 =0 ol
L., rnekK: anzzllz(n—_l)aa SEeris1 ya msak o ugun an nT;]O 2(n——1)aa_ olur.

3.2.10. Uyarn: 3.2.8. Teoremin tersi dogru olmayabilir.
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3.2.11. Ornek: 3.1.10. Ornek geregince n—>oo iken 1_05#)0 yakinsamast
n

o =1 . " o
gerceklesir. Ote yandan —a serisinin 1raksakligi 3.2.5. Ornekte gosterilmisti.
o« Ly g g

n=1

3.2.12. Teorem (Karsilastirma Testi): Her ne N icin |bn|a <a, olsun. Eger az a,
n=1

o0
serisi yakinsak ise aan serisi de yakinsaktir.
n=1

Ispat: az a, serisi yakinsak oldugundan Cauchy kriterini saglar. O halde herhangi

n=1

bir &3>0 sayis1 verildiginde her n>n, ve her peN igin

n+p n+p
a Z ak = a Z ak <&
k=n+1 7 k=n+1

olacak sekilde bir ny e N vardir. O zaman Newtonyen olmayan {liggen esitsizligi ve

hipotez geregince her n>n, ve her peN igin

n+p n+p n+p
2.0 2.2 b, < > ake
k=n+l |, k=n+1 k=n+1

elde edilir. Bu durumda Cauchy kriterine gore az b, serisi de yakinsak olur.
n=1

3.2.13. Tammm: Eger a2|an|a serisi yakinsaksa az a, serisinin mutlak yakinsak
n=1

n=1

(e-mutlak yakinsak) oldugu soylenir. Yine eger az a, serisi yakinsak ancak
n=1

o0

.2 |a,|, serisi waksaksa ,» a, serisinin kosullu yakimsak (a-kosullu yakinsak)
n=1 n=1

oldugu soylenir.

3.2.14. Teorem: a2|an|a serisi yakinsaksa az a, serisi de yakinsaktir.
n=1

n=1

Ispat: a2|an|a serisi yakinsak oldugundan Cauchy kriterini saglar. O halde
n=1

herhangi bir & >0 sayisi verildiginde her n>n, ve her peN igin

n+p n+p
Ol =22 fad, <e
k=n+1 a k=n+1
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olacak sekilde bir n, e N vardir. Newtonyen olmayan iiggen esitsizligi geregince her

n>n, veher peN i¢in

n+p . n+p
azak Sb‘fZ|ak|oz:

k=n+1 k=n+1

n+p
a Z |ak|a

k=n+1

<&
a

o

elde edilir. Bu durumda Cauchy kriterine gore az a, serisi de yakinsak olur.

n=1

3.2.15. Teorem (Cauchy Yogunlasma Testi) : Bir (a,) a-monoton azalan ve

a-pozitif terimli dizisi verilsin. Bu takdirde aZan serisinin yakinsak olmasi igin

n=1

gerekli ve yeterli kosul az 2k x a, serisinin yakinsak olmasidir.
k=1

Ispat: aZan serisi yakinsak olsun. (a,) dizisinin a-monoton azalan olmasi
=1

kullanilirsa

20 xa, =a(2a(ay,))=ala™ (@) +a (@) +..+ 2 (ay))

2% _defa
=a, + a, +..+ a
S8yo, Taun , Tt ayn oy

24 pAREY

bulunur. Boylece

n_ . L 2 2"
L2 2P ka, <, ( Y amJ =,2.a, (3.2.1)
k=1 k=1 m=2¢141
) 2"
elde edilir. az a, serisi yakinsak oldugundan az a, genel terimli dizi yakinsak
n=1 m=2

olur ve dolayisiyla bu dizi smirli olur. Bu durumda (3.2.1) esitsizligi geregince

n .
A =a22(k’1)“ xa, genel terimli dizi de smirl olur. Aymt zamanda (a,) dizisi
k=1

pozitif terimli oldugundan (A,) dizisi a-monoton artandir. O halde (A,) dizisi hem

o-istten  smirli  hem de o-monoton artan oldugundan  yakinsaktir.

n .
A =,>.2%Yxa, genel terimli dizisinin 2 ile a-garpilmasi yakisaklig:
k=1
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00 n
degistirmeyeceginden > 2% xa, serisinin S = > 2% xa, genel terimli (S,)
k=1 k=1

o0
kismi toplamlar dizisi yakinsak olur. Bu ise az 2k xa, serisinin yakinsak olmasi
k=1

demektir.

Tersine QZQKQ xa,, serisi yakinsak olsun. Eger

k=1
2k
a Z Ay = az“+1 + a2H+2 ot azk*1+2k*l—1 + azk
m=2141

Say,ta,,t.ta,

2k—1

— 2V sa,,

esitsizligi kullanilirsa

DI Z( . ZZ amjé DT (322)

k=1

esitsizligi elde edilir. Hipoteze gore az 2+ e xa, genel terimli dizi yakinsak ve
k=1

2n
dolayisiyla sinirlidir. O halde (3.2.2) esitsizligi geregince B, :az a,. genel terimli

m=2

dizi de siirhdir. Ayn1 zamanda (a,) dizisi a-pozitif terimli oldugundan az a,
n=2
serisinin (B,) kismi toplamlar dizisi a-monoton artan olacagindan (B,) dizisi ve

dolayisiyla az a, serisi yakinsak olur.
n=1

3.2.16. Ornek (Newtonyen olmayan geometrik seri): r=0 olmak iizere

. Z axr®?Y« serisinin yakinsaklik durumunu inceleyiniz.
k=1

Coziim: Zak r @ serisinin kismi toplamlar dizisi (S,) olsun. Eger a=0 ise bu
k=1

serinin yakinsak oldugu agiktir. Simdi a # 0 olsun. Eger r =1 ise

S, =, axr’ = Y a=nxa
k=1 k=1
yazilir. Bu (S,) dizisinin sinirlt oldugu kabul edilsin. O halde her neN ig¢in

|Sn|a <M olacak seckilde bir M >0 vardir. Bu takdirde her neN icin
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‘a‘l(Sn)Sa_l(M) ve dolayisiyla ‘a‘l(Sn)

=|na?(a)<a™(M) olur. Bu ise

(a’l(Sn)) reel say1 dizisinin smirli oldugunu gosterir. Ancak a =0 icin o *(a) =0
ve dolayisiyla o *(S,) =n.a'(a) genel terimli reel say1 dizisinin sinirsiz olmasi bir
celiski olusturur. Buna gore r=1 oldugunda (S,) dizisi sinirsiz ve dolayisiyla

iraksaktir. Benzer sekilde r=0+1 oldugunda (S,) dizisi smirsiz ve dolayisiyla

iraksaktir. Her ne N i¢in

n
_ o (k1)
S, _aZaxr
k=1
—ataxrd+axr¥ .. . +axr™e

—a[a’@+a @0 (D +a @@ () +.+a @a ()]

. -1 _1_a_1(r)n
_a[a (@) —1_0[10‘)}
R
=ax—
1=r

olacagindan

. . e a a e
“IlmSn:”‘IIm[axi o a~——ax“limr™

n—o0 n—>o0 r i; r 1=r n—oo

elde edilir. Eger |r| <1 ise n—oo iken r'* —%>0 olacagindan ,» axr®*™-
k=1

. . . (ke a 9 S

serisi yakinsak ve ayn1 zamanda E axrDa :i—a olur. Eger |r|a >1 ise (r“")

= =y
k=1

dizisi raksak oldugundan z axr%?« gerisi iraksak olur.
k=1

00

3.2.17. Sonug (p-Testi): %a serisi p >1 icin yakinsak, p <1 i¢in 1raksaktir.
n a

a
n=1

o0

Ispat: p<0 igin lim L o020 oldugundan >’

n—o n Pe

1 -
——a serisi iraksaktir, ayni

n=1

o0

sekilde p=0 igin lim L a=1#0 oldugundan QZ

n—o n P o

1 . o
- SErlsl raksaktir. Simdi

A Pa

p >0 kabul edilsin. O zaman
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. d ~(1— n, .. . . -
olmas1 geregince aZ(Z(l P)a ) serisi Newtonyen olmayan geometrik seri olur. Eger
n=1

O<p<1l ise 3.2.16. Ornek geregince QZQ"“kazn serisi 1raksak ve Cauchy
=1

0

yogunlagma testi geregince aZ%a serisi de 1raksak olur. Eger p>1 ise 3.2.16.
n=1 n-

Ornek geregince az 2" % a,, serisi yakinsak ve Cauchy yogunlasma testi geregince
n=1

o0

Z%a serisi de yakinsak olur.
n=1

a

3.218. Teorem (Cauchy Kok Testi): Bir aZan serisi  verilsin  ve
=1

. i} . - -
L =“limsupla,|" " olsun. Bu takdirde > a, serisi

]
(i) L <1 ise mutlak yakinsak,

(i) L >1 ise raksak,

(iii) L =1 ise test sonug vermez.

ispat: (i) Eger L <1 ise L+&<1 olacak sekilde bir &3>0 sayist segilebilir. Yine

“limsup tanimi geregince her k > n, igin

W] e

o

“sup|a, |
nxk

a

ve dolayisiyla

. 1/ . .
L-g< "‘sup|an|fz Ve slie
nxk

. . - . . i . .
olacak sekilde en az bir n, € N vardir. Ozel olarak her n>n, i¢in |an|fx " sLlde ve

Ny

dolayisiyla olur. Ayrica 0<L+&<1 olduguna gore

[aul,|, =lal, <(L+e)

0

. Z (L + 8)“" geometrik serisi yakinsak olacagindan, karsilastirma testi geregince

n=ny+1

o0 o0

u Z |a”|a serisi de yakinsak olur. O halde a2|an |a serisi de yakinsaktir.

n=ny+1 n=1
. . . e . 1/n),
(i) L>1 olsun. o-iist limit tanimi geregince (|an|( n)) dizisinin L sayisina
a

yakinsayan bir alt dizisi vardir. Bu da n sayisinin sonsuz sayida se¢imi igin |an|a 31
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olmasi demektir. O zaman “lima, =0 olamaz. Dolayisiyla az a, serisi raksak

n—o
n=1

olur.

TR | | Lo - =1 .

(iiiy > =a ve > =« serileri igin L=1 dir. Fakat > —a serisi wraksak,
n=1 n=1 “ 1 N

o0

1 .
QZ—‘ 501 Serisi ise yakinsaktir.

n=1

3.2.19. Teorem (Oran Testi): Bir aZan serisi verilsin. Her ne N icin a, #0 ve
n=1

an+1 o
an

L=“lim

n—oo

olsun. Eger

[24

()L <1 ise .., serisi mutlak yakinsak,

n=1

(ii)L>1 ise az a, serisi iraksak,
n=1

(iii) L =1 ise test sonug vermez.

ispat: (i) L<1 ise 0<L+e&<1 olacak sekilde &3>0 sayis1 segilebilir. Yine her

n>n, igin
a .
Mol =L <&
a, |, |
ve dolayisiyla
a e
gl <e+L<l

n a

olacak sekilde bir n, e N vardir. Eger S =&+ L almrsa her n>n, i¢in
|an+1|a < |an|a xS

|an+2|a & |an+1|a xS < |an|a % §%

yazilir ve buna gore

>'< S (n—np-1),,

“an|a a :|an|a S an0+1

a
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olur. S <1 oldugundan Z

n=ny+1

xS Newtonyen olmayan geometrik serisi

a

a

No+1

00

yakinsaktir. O zaman karsilastirma testi geregince Z a, serisi ve dolayisiyla

n=ny+1

az a, serisi de mutlak yakinsak olur.
n=1

(ii) Eger L>1 ise L=& 31 olacak sekilde &3>0 sayist segilebilir. Yine her n> N,

i¢in
a .
a, . .
ve dolayisiyla
a . .
gl SL-g>1
a, .

olacak sekilde bir n, e N sayis1 vardir. Eger S = L ~¢ aliirsa her n> n, i¢in
B, > el %S

|an+2|a S |an+1|a xS > |an|a % §%

yazilir ve buna gore

la,|. =a, .| xS

Ny +1

a

o0

olur. S >1 oldugundan Z

n=ny+1

a

xS Newtonyen olmayan geometrik serisi
a

No+1

n

wraksaktir. O zaman karsilastirma testi geregince | Z a, serisi ve dolayisiyla

n=ny+1

0
az a, serisi wraksak olur.
n=1

(iii) azl_a ve aZéa serileri igin L=1 dir. Fakat azla serisi 1raksak,
n=t N Pl n=1

=1
az Pea o serisi ise yakinsaktir.
n=1
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3.2.20. Teorem (Leibnitz Testi): Eger a, >a,>..>a >..20 ve “lima, =0 ise

nN—o0

o0

QZ(O;i)(H)" xa, Newtonyen olmayan alterne(a-alterne) serisi yakisaktr.

n=1

. A (D S .
Ispat: aZ(O;l) " xa, Newtonyen olmayan alterne serisinin kismi toplamlar
n=1

dizisi (S, ) olsun. Bu takdirde
S,, =a,+(0=a,)+..+a, ,+(0+-a,)
=(a,~a,)+..+(a,,,~a,,)

é (al = aZ) + + (aZn—l = a2n) + (a2n+l = a2n+2)

= Sone2
olacagindan
S,£5,£..£5, <.
elde edilir. Yine hipotez geregince her ne N igin a, =a_, >0 olacagindan
Son =8 = (8= 8) = (8 =85) == (B, =80 1) =2, <&
olur ve dolayisiyla (S,,) dizisi de iistten sirhdir. Bdylece (S,,) dizisi 3.1.12.

Teorem geregince yakinsak olur. Buna gore limS, =S olsun. Diger taraftan
n—oo
S,,,=S,,+a,, ve “lima,, =0 esitliklerinden
n—oo
“limS,, , =“limS,, +“lima,, =S+0=S
n—oo n—o nN—oo

bulunur. Bu durumda “limS,, =S ve “limS, ,=S olmasindan “limS =S
nN—oo nN—o0 n—oo

oldugu ve dolayisiyla incelenen serinin yakinsak oldugu goriiliir.

3.2.21. Teorem (Abel Kismi a-Toplamlar Formiilii): (¢,) ve (7,) Newtonyen

n .
olmayan reel say1 dizileri verilsin. Ayrica her neN igin T, =az 7. ve T,=0
k=1

olsun. Bu durumda her ne N igin

n n-1
0 2OV =P }T = D (B =)< T, (3.2.3)
k=1 k=1

esitligi vardir.
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Ispat: Her neN igin
WP KV = O X ey, g %y,
k=1
_¢le+(p2 (T,=T)+ @, x(T,=T,) +.. 0, x(T, = T,,)

n—

¢k+l XT +¢n XT

X

l
n-1

=@, xT, = aZ((/’k+1 =@ )>.<Tk
k=1
olur ve bu ispat1 tamamlar.

3.2.22. Teorem (Abel Testi): (a,) ve (b,) Newtonyen olmayan reel say: dizileri

olsun. Eger
(1) aan serisi yakinsak,
n=1

(i) (a,) dizisi a-monoton ve a-simirlt

kosullar1 saglanirsa az a, xb, serisi yakinsak olur.
n=1

Ispat: (a,) dizisi smirli oldugundan her neN igin |an|a <K olacak sekilde bir

K >0 sayist vardir. az b, serisi yakinsak oldugundan Cauchy kriteri geregince
n=1

herhangi bir & >0 sayisi verildiginde her n>n, ve her peN igin
n+p

azbk

k=n+1

P (3.2.4)

lo4
3xK

n+k

a

olacak sekilde en az bir ny e N vardir. Yine her n, pe N i¢in

n+p

Za ka Za‘nJrkXb

k=n+1

yazilabilir. O zaman (3.2.3) esitliginde ¢, =a,,, ve y, =b,

n+k

almir ve her peN

p
igin T =_>"b,,, denirse
k=1

n+p p-1
Z akxb - Zam—k Xb an+p>.<-|-p ;aZ(amk-ﬂ;a‘m—k))‘(Tk (325)
k=n+1 k=1

olur. Eger (a,) dizisi a-monoton artan ise

37



p-1 p-1
a |an+k+1 = an+k |a = aZ(an+k+l - a‘n+k ) = an+2 = an+1 + a an+2 + + a an+p -1

k=1 k=1
= an+p =,
= an-f-p an+l
ve a-monoton azalan ise
p-1 p-1
aZ|an+k+1 = a‘n+k |a = aZ(anJrk = an+k+l) = an+l = an+p = a'n+p = a‘n+1 o
k=1 k=1

olur. Boylece (a,) dizisi a-monoton oldugunda

p-1
aZ|an+k+1 = an-f-k |a
k=1

esitligi gerceklesir. Buna gore (3.2.5) esitligi ve (3.2.4) esitsizligi geregince her

=, ,—a

n+p n+1 a

n>n, veher peN igin

n+p . . _ gl .
.2 axb| <la., aX‘TpL oD fBnea = A, X [T,
k=n+1 k=1
. & . s
< an+pax3 K n+k+l_an+k|axﬁa
(amp +aZ|an+k+l‘ n+k|aj
k=1
(an+p n+p;an+la)
3><Ka><<an+p n+Pa+|a”+1|a)
<(K+K+K)
=¢

elde edilir. O zaman Cauchy kriterine gore az a, xb, serisi yakinsaktir.
n=1

3.2.23. Teorem (Dirichlet Testi): (a,) ve (b,) Newtonyen olmayan reel sayi

dizileri olsun. Eger

0
(1) az b, serisinin kismi toplamlar dizisi sinirli,
n=1

(i) (a,) dizisi a-monoton ve “lima, =0

nN—oo

kosullar1 saglanirsa az a, xb, serisi yakinsak olur.
n=1
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0 n
Ispat:  >'b serisinin a-kismi toplami t, = > b olsun. (i) sikki geregince her

n=1 k=1

neN i¢in |tn |a <M olacak sekilde bir M >0 sayisi vardir. Yine (ii) sikki geregince

herhangi bir & >0 verildiginde her n>n, icin |a,| <6 SM a olacak sekilde en az
“ X

bir n, e N vardir. Ayrica her n, pe N i¢in

n+p p
a Z a, xb, :azamk xB,
k=n+1 k=1

yazilabilir. O zaman (3.2.3) esitliginde ¢, =a,,, ve y, =0b,,, alnir ve her peN

p
igin T, =_>'b,,, denirse

k=1
n+p p-1
2D axb = Zamkxb =a,,, XT, = D (A =3 )X Ty (3.2.6)
k=n+1 k=1

yazilir. Yine Abel Testinin ispatinda oldugu gibi (a,) dizisi a-monoton oldugundan

p-1
aZ|an+k+1 - an-f-k |a
k=1

kullanilirsa her n>n, ve her peN igin

8,p =8, esitligi gergeklesir. Bu durumda (3.2.6) esitligi

kila xb | <la,,| >'<‘Tp‘a i a§|an+k+1 ~a, | x[T ],
=anep], ¥ [thep =t Zlan+k+1 =], * [t <],
o), %t +|tn|a)+ pz s>, (o, £, )
<la,.,|, x(2xM )+ agl%m =a, |, %(2xM)

(2m)s{fo ), z| ol
(25M)x(fa y
(25M )% Haal,)
( )

n+p|, n+p n+1

IA-
N

a

n+p

n+p

2%

Z

X j -i-.g a
[6 M 6><M 6xM J

elde edilir. O zaman Cauchy kriterine gére ,»_a, xb, serisi yakimsaktur.
n=1
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3.2.24. Teorem: aZan Newtonyen olmayan seri ve her neN igin
=1

a;:m%a , a, ZM‘T;a“a olsun.

(i) > a, serisi kosullu yakmsaksa > ar ve > a, serilerinin ikisi de
=1 n=1

o0

n=1

raksaktir.

(i) aZan serisi mutlak yakinsaksa azw ve azar; serilerinin ikisi de
=1 =1

n
n=1
yakisaktir ve az a, = az a, - az a, esitligi gergeklesir.
n=1 n=1 n=1

ispat: Eger a >0 ise a’ =a, ve a_ =0, a, <0 ise ' =0 ve a, =0=a_ olur.

Ayricaher neN i¢in a, =a, ~a, ve |an|a =a, +a, esitlikleri gergeklesir.

(1) az a, serisi kosullu yakisak, yani az a, serisi yakinsak ve a2|an|a serisi

n=1 n=1 n=1

raksak olsun. az a, ve az a, serilerinden birinin yakinsak oldugu kabul edilsin.
n=1 n=1

Eger az a, serisi yakinsaksa a; =a, +a, oldugundan az a, serisi de yakinsak
n=1 n=1

olur. Benzer sekilde aZarf serisi yakinsaksa a, =a, ~a, oldugundan aZag
n=1 =1

serisi de yakinsak olur. az a, ve az a, serilerinin ikisinin de yakinsak oldugu
=1 n=1

durumda |an|a =a, +a, oldugundan a2|an|a serisi de yakinsak olur. Bu bir celigki
=1

olusturur. O halde aZan serisi kosullu yakinsaksa aZa; ve aZag serilerinin
=1

n=1 n=1

ikisi de raksak olmalidir.

(i) ,>_|a,| serisi yakinsak olsun. O halde 3.2.14. Teorem geregince ,» a, Serisi
n=1

n=1

o0

de yakisaktir. Buna gore 3.2.6. Teorem geregince ai al = aZ[%akﬂanL +a, )J
n=1

n=1
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ve ai a, =, i(%akﬂam |a ~a, )] serileri de yakinsak olur. Ayrica her ne N igin

n=1 n=1
a, =a, ~a, oldugundan
+ . -
azan = azan - azan
n=1 n=1 n=1

bulunur.

3.2.25. Tamm: Her keN i¢in n, eN olmak iizere {n,n,,..,n,,..} kiimesi, N

kiimesinin elemanlarinin yerinin keyfi kuralla degistirilmesi sonucunda elde edilmis

olsun. Her keN icin b =a

Mg

olmak iizere > b, serisine > a, serisinin
k=1 n=1

terimlerinin yeri degistirilmis serisi denir.
3.2.26. Teorem: az a, serisi mutlak yakinsaksa onun terimlerinin yeri
=1

degistirilmis serisi de yakinsaktir ve bu iki serinin a-toplami aynidir.

Ispat: Teoremin ispat1 iki kisimda incelenecektir.

a) QZan terimleri a-negatif olmayan yakinsak bir seri ve QZbk serisi onun
n=1 k=1

terimlerinin yeri degistirilmis serisi olsun. az a, serisinini n. kismi toplam1 S_ ve
n=1

az b, serisinin n. kismi toplam: S/ =b, +b, +...+b, ile gosterilsin. Her k e N i¢in
k=1

b,=a, oldugundan n,=maks{n,..,n} olmak iizere S éSno ve dolayistyla

Mg

S=,> a, olmak iizere her keN i¢in S;<S olur. Bu durumda a;bk serisi

n=1

yakinsak ve S’ bu serinin toplami olmak iizere S'<S elde edilir. Ayn sekilde

az a, serisi QZbk serisinin terimlerinin yerleri degistirilmis serisi oldugundan
=1 k=1

S <S’ olur. Buna gére S =S’ bulunur.

b) ,>_a, serisi a-mutlak yakinsak olsun. ,>|a,| terimleri a-negatif olmayan seri
n=1 n=1

oldugundan a) sikkina gore a2|bk|a serisi ve dolayisiyla QZbk serisi yakinsak
k=1 k=1
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olur. 3.2.24. Teorem (ii) sikki geregince ,» a,=,> ar= > a, idi. > a
n=1 n=1

n=1 n=1

serisinin terimlerinin yeri keyfi degistirildiginde az a, ve az a, serilerinin
=1 n=1

terimlerinin de yeri degistirilmis olur, ancak onlarin a-toplamlar1 degismez kalir.

Buna gore
b= b= D= e e =Y,
k=1 n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
bulunur.

3.3. Has Olmayan *-Integral

Bu kesimde oncelikle gerekli olan tanimlar ile teoremler verilecek ve ardindan has
olmayan *-integral kavrami tanitilacaktir. Ayrica has olmayan *-integrallerin

yakinsaklik durumu incelenecek ve yakinsaklikla ilgili testler verilecektir.

3.3.1. Tanmm: Bir f:X cR(N), - R(N), fonksiyonu verilsin. Eger herhangi bir
£30 sayisi verildiginde her x e X igin 0< |x+a|a <& iken | f(x)= L|ﬂ < ¢ olacak
sekilde en az bir §=0(¢)>0 sayist varsa, f fonksiyonunun aeR(N),
noktasindaki *-limiti L e R(N), sayisidir denir ve *— IXILr; f(x) =L ile gosterilir.

3.3.2. Teorem: 2.2.2. Tanim ile 3.3.1. Tanimin ifadeleri denktir.

ispat: 3.3.1. Tamima gére *—lim f(x) = L olsun. O halde herhangi bir £ 30 sayist
verildiginde her xe X i¢in 0<[x=a| <& iken |f(x)=L|, <& olacak sekilde bir

&30 sayis1 vardir. Her neN igin X, € X \{a} ve “limx, = a kosullarin1 saglayan

herhangi bir (x,) dizisi verilsin. “limx, =a oldugundan ozellikle 5> 0 sayist igin
her n>n, oldugunda |Xn ;a|a <0 olacak sekilde bir n, e N vardir. O zaman her
n>n, igin | f(x,)=L]| , <& olur. Boylece herhangi bir & 0 sayist verildiginde her

n>n, igin |f(x,)=L| <& olacak sekilde bir n,eN bulunmus olur. Bu ise

2.2.2. Tanima gore *—lim f (x) = L oldugunu gosterir.
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Tersine 2.2.2. Tanima gore *—limf(x)=L olsun. 3.3.1. Tamima gore

*_Jim f (x) = L olmadig1 kabul edilsin. Bu durumda en az bir £ 30 ve her 630

X—a

sayist igin | f (x) = L|/3 S ¢ olacak sekilde 0< |x+a|a <0 olanenazbir xe X vardir.

O halde her neN igin & =%0¢ 3 0 sayisi verildiginde 0 < |Xn ;a|a < %a olan en az
bir x, e X igin |f(x,)= L|ﬂ > ¢ olur. Boylece her neN i¢in x, € X \{a} olmak
iizere bir (X,) dizisi i¢in “limx, =a ancak ﬂ!]m f(x,)=L olur. Bu durum 2.2.2.
Tanima gore *—Ixig; f(x)=L olmasi ile ¢eligir. O halde kabul yanlis olup, 3.3.1.
Tanima gore de *— le_rﬂ f (xX) =L olmalidir.

3.3.3. Tamm: Bir f:X cR(N), —R(N), fonksiyonu verilsin. Eger herhangi bir
£30 sayis1 verildiginde her xeX igin a=d<x<a (a<x<a+d) iken
|f (x) = L|ﬂ < & olacak sekilde en az bir § =5(g) >0 sayisi varsa, f fonksiyonunun

aeR(N), noktasindaki soldan *-limiti(sagdan *-limiti) L eR(N), sayisidir denir

ve *=lim (=L (¥~ lim () = L} ile gosterilr
334. Teorem: Bir f:XcR(N), >R(N), fonksiyonu verildiginde
*—!(i_r)‘r; f(x) =L olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul *—Xli_g] f(x) =*—XILrB f(x)=L
olmasidir.
Ispat: *~lim f(x)=L olsun. O zaman herhangi bir &30 sayist verildiginde her
xeX igin 0<[x=a| <& iken |f(x)=L|, <& olacak sekilde en az bir 530 sayisi
vardir.  Yine |X;a|a <S5 oldugundan 2.3.5. Onerme (1) sikki geregince
0-5<x+a<d ve dolayisiyla a~S<x<a+d olur. Boylece her xe X igin
0<|x=a| <& oldugunda a=S<x<a veya a<x<a+d olur. Bu durumda
hipotez geregince *—XILT f(x) :*—JLrB f(x) =L elde edilir.

Tersine *_XILT f(x) =*_XILT+ f(x) =L olsun. Bu durumda herhangi bir £ 30
sayis1 verildiginde her Xxe X i¢in a=d<x<a veya a<x<a+d iken

|f(X) = L|ﬂ <& olacak sekilde bir &3>0 sayst vardir. Ote yandan her xe X igin
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a~S<x<a veya a<x<a+d oldugunda 0< |X;a|a <0 yazilabilir. Buna gore
*—Ixig; f(x) =L elde edilir.

3.3.5. Tamm: Bir f:X cR(N), —R(N), fonksiyonu ve ae X noktasi verilsin.
Eger herhangi bir £30 sayist verildiginde her xe X igin |x;a|a <o iken

|f(x)=f(a)| ,<¢& olacak sekilde en az bir 5=56(¢)>0 sayis1 varsa, f

fonksiyonunun a noktasinda *-siirekli oldugu soylenir.
3.3.6. Sonug: 2.2.3. Tanim ile 3.3.5. Tanim ifadeleri denktir.

3.3.7. Tamm: Bir f :(c,40) >R(N), (f : (=00, C) —>R(N)ﬂ) fonksiyonu verilsin.
Eger herhangi bir & 50 sayisi verildiginde her x> & (X < 0;5) icin | f(x)= L|ﬂ <ég
olacak sekilde en az bir § =5(g) >0 sayis1 varsa, f fonksiyonunun o daki (oo
daki) *-limiti L eR(N), sayisidir denir ve *—XILIEO f(x)=L (*—Xlirgo f(x)= L) ile
gosterilir.

3.3.8. Tamm: Bir f:(c,+00) >R(N), fonksiyonu verilsin. Eger herhangi bir
&30 sayisi verildiginde her x> & igin € < f(x) ( f(x)<0= g)olacak sekilde en az
bir §=05(¢)>0 sayist varsa, f fonksiyonunun +oo daki *-limitinin Foo (=00)
oldugu séylenir ve *— XILr;rgo f(X) =0 (*— Xlirpw f(x)= :oo) ile gosterilir.

3.3.9. Tamm: Bir f :(=o0,c) - R(N), fonksiyonu verilsin. Eger herhangi bir & 30
sayist verildiginde her x <06 icin & < f(x) ( f(x)< fjig)olacak sekilde en az bir
5=5()>0 sayist varsa, f fonksiyonunun oo daki *-limitinin oo (ioo) oldugu
sOylenir ve *— XILTO f(X) =+ (*— XILrpw f(x)= =oo) ile gosterilir.

3.3.10. Tammm: Bir f : X = R(N), — R(N), fonksiyonu verilsin. Eger herhangi bir
£30 sayist verildiginde her xeX igin 0<|X;a|a <o iken g<f(x)
( f(x)< 625) olacak sekilde en az bir § =5(¢) >0 sayis1 varsa, f fonksiyonunun

aeR(N), noktasindaki *-limiti oo (=0) oldugu sdylenir ve *—lim f (x) = oo

(*— limf(x)= :oo) ile gosterilir.
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33.11. Teorem: Verilen f,g:XcR(N), >R(N), fonksiyonlar igin

*~limf(x)=A ve *-limg(x)=B olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler

dogrudur:

1) *~lim(f()¥g(x))=A+B.

2) *—lim(f(x)%g(x))=AxB.

3) Her xe X igin g(x)=0 ve B=0 ise *—lim ) :A,B.
x—>a (X) B

4) *—!(i_r)7;|f(x)|ﬂ=|A|ﬂ.

5) Bir C e R(N), sayst i¢in *~lim(Cx f (x))=CXA.

Ispat: 1) Her neN igin x, € X \{a} ve “limx, =a olacak sekilde her (x,) dizisi

icin  *— !(lg; f(X)=A ve *-— !(ILT; g(x)=B  oldugundan ﬂ'!il?o f(x)=A ve
ﬂ!]i_r)g g(x,) =B olur. Buna gore 3.1.9. Teorem (2) sikki geregince

ﬂlm( f(x,)¥9(x,)) :ﬂliﬂl f(xn)¥ﬂ!1iipog(xn) =A+B
olacagindan *-— le_r)l;l( f(x)+ g(x)) =A+B elde edilir. Bu ispati tamamlar. Diger
siklarin ispatlar1 3.1.9. Teorem yardimi ile benzer sekilde yapilabilir.
3.3.12. Tamm: Bir f:X cRR(N), - R(N), fonksiyonu x <X, olmak iizere her
X, % eX igin  f(x)<f(x) (f()<f(x)) oluyorsa, f  fonksiyonuna

*-azalmayan (*-artmayan) fonksiyon denir.

3.3.13. Tamm: f :[a,+0) cR(N), - R(N), fonksiyonu her bir b>a sayisi igin

b—+oo

b
[a,b] araliginda *-siirekli olsun. *— lim *.[f(x)d*x *_limitine f fonksiyonunun

[a,+oo] lizerindeki birinci gesit has olmayan *-integrali denir ve *I f(x)d"x ile
b +o0
gosterilir. Bu *— lim *j f(x)d"x var ve bir LeR(N), sayisina esitse *I f (x)d"x

a

*-integrali yakinsak, limit yoksa veya oo ya da oo ise iraksaktir.
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Benzer sekilde f :(=o0,b] = R(N), —R(N), fonksiyonu her bir a<bsayisi

icin [a,b] araliginda *-siirekli ise f fonksiyonunun [<oo,b] iizerindeki birinci gesit
has olmayan *-integrali
b b
[ Fe0d ) =*—1im [ £ (x)d"x

olarak tanimlanir.
f 1 (=00, +00) — R(N), fonksiyonu a<b (a,beR(N),) olmak iizere her bir

[a,b] araligi {izerinde *-siirekli ise f fonksiyonunun [<oo,4oo]iizerindeki birinci

cesit has olmayan *-integrali birbirinden bagimsiz olarak a —<o0 ve b — +ooigin

T f(x)d"x= *— lim i f(x)d"x

00 b—+o @
limiti olarak tanimlanir.
3.3.14. Ornek: Geometrik Kalkiiliis igin bakilirsa a(x)=1(x)=x, B(x)=¢* olup

400 = lim a(X) =+o0, =00 = lim (x) =—0, Foo = lim B(X) =+ ve
X—>+00

X—>+00 X—>—0

=o0= lim #(x)=0 bulunur. Buna gére R(N),=R ve R(N),=(0,+x) olur.

f :[a,+00) — (0,40) fonksiyonu her bir b>a sayisi i¢in [a,b] araliginda siirekli
olsun. f fonksiyonunun [a,+oo] iizerinde birinci gesit has olmayan geometrik

integrali

[j.ln(f (x))de birna[j.ln( f (x))dx} [Tln( f (x))dx]
lim e =e =e "

b—+c0

f (X)ij

D )T

Tf (x)dx = lim (
bi¢imindedir.

Anageometrik Kalkiiliis i¢in  a(X)=¢", B(X)=1(X)=x  oldugundan
R(N), =(0,+) ve R(N), =R olur. f:[a,+0)(0,+w0) —RR fonksiyonu her bir
b>a sayisi i¢in [a,b] araliginda siirekli olsun. f fonksiyonunun [a,+oc] tizerinde

birinci ¢esit has olmayan anageometrik integrali

3

+

Ina

L=

f(dx = lim | f (x)dx = lim me f(ex)dXJ

bigimindedir.
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Bigeometrik Kalkiiliis igin a(X)=f(x)=¢" oldugundan R(N), =R(N), =(0,+wx)

olur. f :[a,+) < (0,+w) — (0,+x) fonksiyonu her bir b>a sayisi i¢in [a,b]

araliginda siirekli olsun. f fonksiyonunun [a,+w] tizerinde birinci gesit has olmayan
bigeometrik integrali

° . [Injb In f (e*)dxj
jf( )dx = lim jf(x)dx_nmem
bigimindedir.
3.3.15. Not: I f(x)d"x = IIm jf(x)d X limitinin mevcut olmas: herc € R(N),

~0 b—)+oo a

b
igin *— lim *I f(x)d"x ve *—blim *I f (x)d"x limitlerinin mevecut olmasmna denk
olduguna gore (bu limitlerin farkl: isaretli sonsuzluk olmas1 durumlari haric)

jf(x)dx_ - lim jf(x)d X ¥ *— lim jf(x)dx

-00

jf(x)d X ¥ jf(x)d x (ceR(N),)

00

olur.

400

3.3.16. Ornek: Te‘xﬁx, je‘xdx ve Ie‘xdx has olmayan integrallerinin
~ 1
1

yakinsaklik durumlarini inceleyiniz.

b
ey )3 [Ilnexdx] (_erEJ
o oo 7 - v 7 - . 2 2
Coziim: J'e “dx = lim [e*dx = lim e'* = lime =0,
b—+ b—+o0 b—>+0
1 1
Inb
2 » J.Ine’exdx
je‘xdx = lim j e *dx=lime® = lime™®* =0,
b~>+00~ ~ b—+0 b—+w
1

je “dx = lim be*de_ Ilm( e’b):e’l

—>+oo b—+w

+00 +00
~

oldugundan je‘xdx has olmayan geometrik integrali ve je’xdx has olmayan

~
1
+00

bigeometrik integrali iraksak, I e “dx has olmayan integrali ise yakinsaktir. Bu ise
1
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bir fonksiyonun klasik kalkiiliisteki birinci g¢esit has olmayan integrali ile diger
kalkiiliislerdeki birinci ¢esit has olmayan integralinin yakinsaklik durumunun farkl

olabilecegini gosterir.

+o0

3.3.17. Ornek: a>0 ve p>1 igin j

£ d’x has olmayan *-integralinin

2 1(x)”
yakinsak oldugunu gdsteriniz.
Céziim: Her b>a icin
+o0 1 b
. d'x=*—lim”~ i
.{!: Z(X)Pﬁ B b—-o0 ! l(X)Pﬁ B
=*—1limp ) (b)ﬂ’l Lﬁjdx
b0 P (e (X)) Ps
= *—lim g L d
B _bﬁ+ooﬂ ’8 -1 Pp ’8 X
e Bla (@)
at(b)
=*—limpg| [ p* 1

T | ([ (A o)

*—lim g

b—>iao B ﬁ(xp)

Il
R ]
EE
i
iR
H
i
~
o
>
L

a™(b) 1
-t o ()
—to0 I X
a™(b) 1
=*—1lim g —pdx
b+ azl.(a)x :l
= =~ lim ﬂ:a‘l(b)l‘;_—:fl(a)l‘p}
=*—lim g [ﬂ ( ail(b) } [ a @ T
b>ir BH(BW)- ﬂl(ﬁ(p))
O 5 ({05 o] ) (05 @] )
= *- Ilm ﬂ 1
b BH(BO)-L7(B(P)
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(B[ ) - (@)

*—lim g

L sl s o)
_ «_jim ﬁ_ﬂl(l(b)(l—i))/f ;l(a)(l—p)ﬁ)

S B ()

[ =P
(@™
Tper 7

olup a>0 ve p>1igin I
l

a

> B d”x has olmayan *-integrali yakisaktir.

3.3.18. Tamm: a,BeR(N), olmak tizere f [a, Bj—)R(N)ﬂ fonksiyonu her bir

befa,B) i¢in [ab] araliginda *-siirekli ve B noktasinin solunda smirsiz

b
(*=lim f(x)="Fo veya *- lim f(x) ==c0) olsun. *~ lim *jf(x)d*x limitine f
x—B~ —B~

x—B~

fonksiyonunun [a, B] aralig: iizerindeki ikinci cesit has olmayan *-integrali denir ve

b—B~

B b
*J- f (x)d"x ile gosterilir. *— lim *j f(x)d"x var ve bir LeR(N), sayisina esitse

B
*J- f (xX)d"x has olmayan *-integrali yakinsak, limit yoksa veya =co ya da Foo ise
a

raksaktir.
Benzer sekilde f:(Ab]—>R(N), fonksiyonu her bir ae(Ab] i¢in [a,b]

araliginda *-siirekli ve A noktasmimn saginda smirsiz ise [A,b] iizerinde ikinci gesit

has olmayan *-integrali

b b
[ gd ™x=*=lim “[ f (x)d"x
A a—>A" .

olarak tanimlanir.

3.3.19. Ornek: Geometrik Kalkiilis igin ~R(N), =R ve R(N), =R" idi.

f :[a,B) > R" fonksiyonu her bir be[a,B) i¢in [a,b] araliginda siirekli ve B
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noktasinin  solunda simirsiz ( lim f(X)=+0 veya lim f(x)=0) olsun. f
x—>B~ x—B~
fonksiyonunun [a, B] tizerinde ikinci ¢esit geometrik integrali

_ b _ [j'ln(f(x))dx] blir:ﬁ['?ln(f(x))dx] Tln(f(x))dx
f(x)dx=|imjf(x)dx=|imea =e =e:
b—B~ b—B~

D ——— W

bulunur.

Anageometrik  Kalkiilis  i¢in R(N),=R" ve R(N),=R idi
f :[a,B) = (0,+) — R fonksiyonu her bir be[a,B) sayisi i¢in [a,b] araliginda
stirekli ve B noktasinin solunda sinirsiz olsun. f fonksiyonunun [a,B] iizerinde

ikinci ¢esit anageometrik integrali

B b Inb

J#e0dx= lim [ £ dx=lim [ f(e*)ax

,.; b—B~ ,.; b—B~ na
olarak bulunur.

Bigeometrik Kalkiiliis icin R(N), =R(N),=R" olur. f:[a,B)cR" > R"
fonksiyonu her bir be[a,B) sayst i¢in [a,b] araliginda siirekli ve B noktasinin

solunda sinirsiz ( Iirgg f (X) =+ veya Iirg f(x)=0) olsun. f fonksiyonunun [a, B]

tizerinde ikinci ¢esit bigeometrik integrali

In

z 2 ® lim Umblnf(ex)d j
~ N » . )

[f00dx= lim [f(0dx = lim el""% _ g Uws

~ - b—B" &, ~ b—B~

a a
olarak bulunur.

i 1 1 1
3.3.20. Ornek: J. —dx ve I—zdx has olmayan integrallerinin yakinsakligini
o X o X

inceleyiniz.
Coziim

! 1 Inidx

~1 -~ .o~ 1 - [ 2 J . o

I—Z X:IlmJ‘ _2 X:“mea X :“meZ.(la.lnaJra)

X a—-0" X a—0* a—s0*
0 a
=e’1. lima*
a—0"
:e2
1 1
1 . 1 . 1
_f—zdx: lim '[—de= lim| -1+= |=+00
0 X a—0" " X a—0" a
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1 - - . 01
?dx has olmayan geometrik integrali yakinsak, J-F
0

oldugundan dx has olmayan

O ey U

integrali ise 1raksaktir. Bu ise bir fonksiyonun klasik kalkiiliisteki ikinci gesit has
olmayan integrali ile diger kalkiiliislerdeki ikinci g¢esit has olmayan integralinin

yakinsaklik durumunun farkli olabilecegini gdsterir.

33.21. Tamm: aeR(N), ve BeR(N), olmak iizere f:[a,B)—>R(N),

fonksiyonu her bir [a,b] =[a, B) arahiginda *-siirekli ve B € R(N), ise B noktasmnin

solunda sinirsiz olsun. Eger
b
*~lim [ £ (x)d"x
b—B~
a
var ve f-sonlu ise

B b
j f(x)d"x= *— lim j f (x)d"x
¥, b—B~ 2
B
yazilr ve J. f(x)d"x has olmayan *-integrali yakinsaktir denir. Eger

b B
*—blim *If(x)d*x *-limiti yoksa veya =co ya da ¥oo ise *jf(x)d*x has olmayan
—B~

*-integrali iraksaktir denir.
Benzer tamm (A, b] i¢in de yapilrr.

3.3.22. Teorem: aeR(N), ve BeR(N), olmak iizere f,g:[a,B)—>R(N),

fonksiyonlar1 her bir [a,b] < [a, B) arahginda *-siirekli (B € R(N)_ ise B noktasinin

B B
solunda f ve g fonksiyonlari sinirsiz) ve *J. f(x)d"x ile *'[ g(x)d"x has olmayan *-

a a

integralleri yakinsak olsun. O halde her A4,ueR(N), icin ((ﬁ X f)+(ux g)) (x)

fonksiyonunun [a, B] iizerinde has olmayan *-integrali
B B B
*I((/lsé )+ (uxg))(x)d'x= lﬁi*j f(x)d*xiémi*jg(x)d*x

olur.
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ispat: *-integralinin S-toplamsal ve f-homojen olmas: kullamlirsa her bir b {a, B)
i¢in

*

D ey T

b b
(A% f) ¥ (uxg))(x)d"x = ii&*j f(x)d*xiémi*jg(x)d*x
yazilabilir. Bu esitligin her iki tarafi b — B~ i¢in *-limiti alinirsa

*—b"r;l *j’((/%& f)F (ux g))(x)d*x} = *—JiT[ﬂ**jl f(x)d*xléys&*j'g(x)d*x

olur ve

*

D ey IO

b b
(A% £)F (u%g))()d x =A% *~lim” [ £ (x)d"xF g% *~lim” [ g(x)d X
b—B~ " b—B~ >
B B
= A% [ £ ()d"xF 1% [ g(x)d"x

elde edilir.
3.3.23. Teorem: acR(N), ve BeR(N), olmak iizere f ‘[a, Bj—)R(N)ﬂ
fonksiyonu her bir [a,b] c[a,B) araliginda *-siirekli (B e R(N), ise B noktasmnin

solunda sinirsiz) ve ¢ efa,b) ise
B c B
j f(x)d*x:*jf(x)d*xi*jf(x)d*x
olur.
ispat: *-integralin 6zelliginden her bir b e[a, B) ve ¢ e[a,b) icin
b c b
j f(x)d*x:*jf(x)d*xi*jf(x)d*x
yazilir. Bu esitligin her iki tarafi b — B~ iken *-limiti alinirsa istenilen elde edilir.
3.3.24. Teorem: BeR(N), olmak iizere f -fa,B) > R(N), fonksiyonu
*-azalmayan ise,
*_ lim f(x)=L= ﬁsup{ f(x):xefa, B)}
x—>B~
*-limiti vardir. Ayrica f fonksiyonu pg-iistten simirli ise LeR(N), olur. Aksi

takdirde L =3¥oo olur.
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Ispat: a) f  fonksiyonunun  p-iistten  smirll  olmasi  durumunda
L= ﬁsup{ f(x):xela, B)} € R(N), oldugu agiktir. Simdi *_XILT f(x)=L oldugu
gosterilsin. Bunun igin herhangi bir &30 sayis1 verilsin. S-supremumun
Ozelliginden,
1. Her x efa, B)igin f(x)<L
2. 3x, € [a,B) var dyle ki f (x,)>L=¢
kosullar1 gerceklesir. BeR(N), ise 5=B=x, >0 almirsa, f(x) fonksiyonu
*_azalmayan oldugundan B8 < X < B olmak iizere her x e[a, B) noktas1 i¢in
L=g< f(x,)<f(X)SLLL¥¢
yani
| f(x)=L] , L

olur. Buise *— Iirg[ f(x) =L oldugunu gosterir.

Eger B=-+w ise 5=x_efa, B) alindiginda, f (x) *-azalmayan oldugundan her
X>0 igin

L=g< f(x)<f(X)SLZL¥e
olur, yani

| f(x)= L|,; <ég

bulunur. Buise *—Ilim f(x)=L oldugunu gosterir.

b) f fonksiyonu p-iistten sinirsiz olsun ve *—Ilim f(x) =+ oldugu godsterilsin.

a—B~

Herhangi bir ¢30 sayis1 verilsin. f fonksiyonu p-iistten smirsiz oldugundan
f(x,)>¢& olacak sekilde bir X e [a,B) vardirr. Be R(N), ise §=B=x_ 30
alindiginda, f(x) fonksiyonunun *-azalmayan olmasi kullanilirsa B=d<Xx<B

olmak iizere her x [a, B) icin f(x)= f(x.)3 & bulunur. Buise *— lim f(x)= o

x—B~
oldugunu gdsterir. Eger B =40 ise §=x_ecf[a,B) alindiginda, f(x) fonksiyonu
*-azalmayan oldugundan her x>& icin f(X)= f(x.)3¢ bulunur. Bu ise

*—lim f(x) =+ oldugunu gosterir.

X—>Fo0
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3.3.25. Teorem (Karsilastirma  Testi): BeR(N), olmak  tizere
f,g:[a,B)—> R(N), fonksiyonlari (BeR(N), ise B sayismin solunda f ve g
fonksiyonlari siirsiz) her x e[a, B) igin 0< f(x) SC%g(X) esitsizliklerini saglasim.

Her iki fonksiyon b e[a, B) olmak iizere her [a,b] kapali araliginda *-siirekli olsun.

B B
Eger *'[ g(x)d"x  yakmsak ise *'f f(x)d'x  yakinsak  olur  ve

B B
) j f(x)d"x<Cx” j g(x)d"x esitsizligi gerceklesir.
Ispat: BeR(N), olmak iizere F,G: [a,B) > R(N), fonksiyonlar1 her bir
. . b b
befa,B) i¢in F(b)=" j f(x)dx ve G(b)=" j g(x)d"x seklinde tanimlansm.
Her xefa,B) icin 0L f(x)<C%g(x) oldugundan, her bir befa, B) icin
*-integralin 6zelliginden
b . b b

[0d"x €[ £()d"x £ [Cxg(x)d"x

yazilir. Buna gore
b b
(1(b) = 1(a)) %02 "[ f (x)d"x £C%"[ g(x)d "X

ve dolayisiyla
0L F(b) £C%G(b)

bulunur. Her x efa, B) i¢in 0< f(x) oldugundan her a<r<s<B i¢in

F(s)=F(r) :*JS' f (x)d*x:*j' f (x)d"x

f(x)d"x+ j f (x)d*x=*_r[ f (x)d"x

a

*
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olur. Buna gore F(s)= F(r) olur, yani F fonksiyonu *-azalmayandir. Benzer sekilde

B
G fonksiyonu da  *-azalmayandir. *Ig(x)d*x yakinsak  oldugundan

3.3.24. Teoremden dolay1 G fonksiyonu g-iistten smirlidir. Yani her b efa, B) igin
G(b) < Lolacak sekilde LZ0 sayist vardir. O halde her bir befa,B) icin

F(b) SCxG(b) <C %L olacagindan F fonksiyonu da g-iistten sinirhidir. O zaman

B
3.3.24. Teorem geregince *j f(x)d"x integrali yakinsaktir. Ayrica her bir b e[a, B)

a

icin F(b) <C xG(b) esitsizliginde b—B" iken  *-limit  alinirsa
B B
*jfuyrxscxjguxrxomn

3.3.26. Teorem (Bolim Testi): acR(N), ve BeR(N), olmak iizere
f,g:[a,B) >R (N) P U{0} fonksiyonlari her bir [a,bj =[a, B) araliginda *-siirekli

(B eR(N), ise B sayisinin solunda f ve g fonksiyonlari sinirsiz) ve

x_fim T X 5| (021 25a)
=5 g(x)

*-limiti mevcut olsun. Bu durumda

B B
a) 0L L< Yo ise *Jg(x)d*x yakinsaksa *I f (x)d"x yakinsaktir.
. B B
b) 0< L <%0 ise *I g(x)d"x raksaksa *J- f (x)d"x 1raksaktir.

B B
c) 0<L<Fwise *J'g(x)d*x ve *jf(x)d*x has olmayan *-integralleri birlikte

yakinsak ya da birlikte 1raksaktir.

Ispat: @) *— lim M,B =L oldugundan &=1 i¢in bir §>0 sayis1 vardir dyle ki

x—B~ g(x)

f(x)
g(x)

her xefa,B) ve B=5 <x<B (B =+ ise her x> ) oldugunda 21

p=L

B

f(x)

olur. Buna gére her xefc,B) igin iniﬂ[)’i L¥1 ve dolaysiyla
g(x

f(X)Z(L—T—i)% g(x) olacak sekilde bir ¢ e (B=8,B) sayis1 (B =400 ise bir c>8
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B
sayis1) vardir. *J.g(x)d*x yakinsak oldugundan 3.3.23. Teorem geregince
B
*Ig(x)d*x integrali de yakimsaktir. Bu durumda 3.3.25. Teorem (Karsilastirma

B B
testi) geregince *J‘ f (x)d"x yakinsaktir. O zaman 3.3.23. Teoremden *J‘ f (x)d"x

integrali de yakinsaktir.
b) Eger 0L <%0 ise 0<L<e olacak sekildeki sabit bir &30 sayist igin bir
&30 sayis1 vardir 6yle ki her x e[a,B) i¢in B~5<x< B (B =+ ise her x>5)

oldugunda ) p=L
9(x)

2e olur. Buna gore her xefc,B) igin

B

g:LZmﬁZgJGL ve dolayisiyla g(X)Z{

g(x)

ﬂ]x f(x) olacak sekilde bir
. . B
ce(B=0,B) sayisi (B=+00 ise bir ¢>osayisi) vardir. *Ig(x)d*x raksak
B
olduguna gore 3.3.23. Teorem geregince J. g(x)d"x integrali de wraksak olur. Bu
B
durumda 3.3.25. Teorem (Karsilastirma testi) geregince *I f(x)d"x 1raksaktir. O

B
zaman 3.3.23. Teoreme gore *J- f (x)d"x integrali de 1raksaktir.

Eger L =Yoo ise herhangi sabit bir &350 sayisi i¢in bir >0 sayis1 vardir

oyle ki her xefa,B) igin B=d<x<B (B=4w ise her x>0) oldugunda

giw

( )ﬂ olur. Buna gore her x efc, B) igin g(x) < lﬂ% f (x) olacak sekilde bir
g(x £

B
ce(B=5,B) sayisi (B=4o0 ise bir ¢>Jsayis1) vardir. *I g(x)d"x 1raksak

B
olduguna gore 3.3.23. Teorem geregince J g(x)d"x integrali de rraksak olur. Bu
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B
durumda 3.3.25. Teorem (Karsilastirma testi) geregince *j f (x)d"x 1raksaktir. O

B
zaman 3.3.23. Teoreme gore *'f f (x)d"x integrali de 1raksaktir.

a

c) a ve b sikkindan agiktir.
+o0 1

3.3.27. Ornek: Ie'”x'mdx has olmayan bigeometrik integralinin yakinsakligini
e

inceleyiniz.

+00 1

Coziim: J. e’ dx has olmayan bigeometrik integralinin yakinsak oldugu 3.3.17.
Ornekten biliniyor. Boliim testi uygulanirsa

1

1 Ine[(lnlx)z ] In x.\% +(In x)2

In xf1+(In %) ! vl
_ N X /1+(In x , ; e
*_lim| @ (Inx) —lime ™) —[ime™(™ —¢

X—>»00 X—00 X—»00

+00 1
bulunur ve buna gére [ """ gy has olmayan bigeometrik integrali de

e

yakinsaktir.
3.3.28. Teorem: aeR(N), ve BeR(N), olmak iizere f:[a,B)—>R(N),

fonksiyonu her bir [a,b] c[a, B) araliginda *-siirekli (B e R(N), ise B noktasinimn

B
solunda smirsiz) olsun. “||f(X)] d'x has olmayan *-integrali yakinsaksa
P g y

B
*J- f (x)d"x yakmsaktir.

Ispat: Verilen f fonksiyonu i¢in

|f(x)|ﬁ”iFf(x)ﬁ f_(x)=|f(x)|ﬂ":f(x)ﬂ

fr(x)=
(X) 5 \ 5

seklinde f*, f :[a,B) —>[0,¥w) fonksiyonlar olusturulsun. Her xef[a,B) igin

ﬁéf*(x)§|f(x)|ﬂ ve déf-(x)§|f(x)|ﬂ oldugundan 3.3.25. Teorem
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B B
(Karsilastirma testi) geregince *jf+(x)d*x ve *J.f"(x)d*x has olmayan *-

integralleri yakisaktir. Ote yandan f(X) = f*(x)= f (x) olmas1 ve 3.3.22. Teorem

kullanilirsa

B B B
*jf(x)d*x:*j f*(x)d*x:*jf’(x)d*x
B
elde edilir. O zaman *J‘ f (x)d"x integrali yakinsaktir.

B B
3.3.29. Tamim: *J-|f(x)|ﬁd*x has olmayan *-integrali yakinsaksa *jf(x)d*x

B
mutlak yakinsaktir denir. *ﬂ f (x)| ﬂd*x has olmayan *-integrali iraksak ancak

B B
[ f(x)d"x has olmayan *-integrali yakmsaksa [ f(x)d’x *-integraline kosullu

yakinsaktir denir.

3.3.28. Teorem geregince mutlak yakinsak her has olmayan *-integral
yakinsaktir.
3.3.30. Sonu¢ (Karsilastirma testi): acR(N), ve BeR(N), olmak iizere

f:fa,B)>R(N), ile g:[aB)—>R"(N), {0} fonksiyonlar1 her bir

[a,b] —[a, B) araliginda *-stirekli (B € R(N)_ ise f ve g fonksiyonlar1 B noktasinin
P y

B
solunda smnirsiz) ve her x e[a, B)igin |f (x)|ﬂ < g(x)olsun. *J. g(x)d"x yakisaksa

a

B
*J- f (x)d"x yakisaktir.

+00
~ cos(In x)

3.3.31. Ornek: Ie""*’z (jx has olmayan bigeometrik integralinin yakinsak olup

~

e

olmadigini bulunuz.
® o1
Coziim: I e(nx’ dx has olmayan bigeometrik integrali yakinsakligi 3.1.17. Ornekten

e

cos(In x)| .1

biliniyor. Her x e[e,+o0) i¢i <
y Sletee) e 1S | )

> oldugundan
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cos(In x)

cos(In x)
(Inx)?

e (Inx)2

1
(Inx)2

1
=g ™ <e e’

B

B

+00
~  cos(Inx)

olur. O zaman 3.3.30. Sonug geregince I e "’ (jx has olmayan bigeometrik integrali

~

e

yakinsaktir.
3.3.32. Teorem (Cauchy kriteri): f:X cR(N), —>R(N), fonksiyonu igin

*— le_rg f(xX)=AeR(N), olmasi igin gerekli ve yeterli sart herhangi bir & > 0 sayist
verildiginde, her x',x" e X igin |x';a|a <o ve |x”;a|a <8 ise | f(x)= f(x")|ﬂ <g
olacak sekilde en az bir 5(¢) >0 sayisi vardir.

Ispat: *-— leﬂa] f(x)=AeR(N), *-limiti var olsun. O halde herhangi bir ¢ 50
sayist verildiginde her X, X"eX igin  |x'=a] <& ve |xX"-a| <5 ise
| f(x)= A|ﬂ < .—;,B ve |f(x")= A|ﬂ < .fz.ﬁ olacak sekilde en az bir § >0 sayisi vardir.
Ayni X' ve X" sayilar1 i¢in

[£00)= £ ()], =[ F ()= A% A= £ ()], Z[F(x) = A 5[ F(x) = A, 2§ﬁ4£2.ﬂ=g

bulunur.

Tersine herhangi &30 sayis1 verildiginde her x',x"e X igin |x’;a|a <O ve
x"~a| <& ise |f(x)=f (X")|ﬂ < & olacak sekilde en az bir § >0 sayis1 var olsun.

Her neN i¢in x, € X \{a} ve “rlll_r)[lo X, =a kosullarin1 saglayan herhangi bir (X,)
dizisi verilsin. “limx, =a oldugundan her n',n">n, igin X, X, € X, X, ~a| <&

ve |Xn” =~ a|a < 0 olacak sekilde en az bir n_ € N sayis1 vardir. O zaman hipoteze gore
her n've n" sayilan igin hipotezden |f(x,)= f(X,)| ,<¢ olur ve buna gore
(f(x,))dizisi R(N), uzayinda Cauchy dizisidir. R(N), tam oldugundan ( f(x,))
dizisi bu uzaymn bir elemanma yakinsar. 7’ rl]m f(x,)=A denilirse *-limitin
tanimindan *— IXI_rE f (x) = A bulunur.

Asagidaki teoremin ispat1 3.3.32. Teoremden hemen goriiliir.
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3.3.33. Teorem (Cauchy Testi): acR(N), ve BeR(N), olmak iizere her bir

[a,b]=[a,B) araliginda *-siirekli (BeR(N), ise B noktasinin solunda sinirsiz)
B
f:fa, Bj—)R(N)ﬂ fonksiyonu verilsin. *J'f(x)d*x has olmayan *-integralinin

yakinsak olmasi igin gerekli ve yeterli kosul her £30 sayisi verildiginde her
b,b, e [bo, B) icin

T f (x)d"x

by

<eg

p
olacak sekilde bir b, =b,(¢) [a, B) sayisinin var olmasidur.
3.3.34. Teorem: Bir f:[a,b]c R(N), = R(N), fonksiyonu *-siirekli olsun. Bu

durumda

(i) f fonksiyonu [a,b] iizerinde S-smirhdur.
(i) Her xe[a,b] igin f(x )=m< f(x)<M = f(x,) olacak sekilde x_,x,, <[a,b]

sayilar vardir.

(iii)

*_b[ f (x)d"x

a

b
|
B a

ispat: f fonksiyonu [a,b] iizerinde *-siirekli olsun.

f(x)|ﬂ d"x olur.

(i) f fonksiyonu [a,b] tizerinde *-siirekli oldugundan, 2.2.10. Not (1) sikki geregince

f=p8"foa fonksiyonu [a’l(a),a’l(b)] tizerinde siirekli olur. Buna gore f
fonksiyonu [a‘l(a),a_l(b)] tizerinde siirhidir. O zaman her te[a‘l(a),a_l(b)]
icin ‘,B’l(f(a(t)))‘sC olacak sekilde C>0 sayist vardir. Her xefa,b] icin
X=a(t) olacak sekilde bir ve yalmiz bir te[a‘l(a),a‘l(b)] sayis1 vardir ve
K =p(C) almirsa C>0 oldugundan K 30 olur. Her te[a’l(a),afl(b)] i¢in
‘ﬁ’l(f(a(t)))‘sC oldugundan her xe[a,b] icin ‘,B’l(f(x))‘sC bulunur,
buradan ﬂ(‘ﬂ’l(f(x))‘)i B(C)elde edilir. Bu ise her xefab] igin |f (x)|, £K

ve dolayisiyla f fonksiyonunun g-sinirl oldugunu gosterir.
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(i) f fonksiyonu [a,b] tizerinde *-siirekli oldugundan, f =87 f o fonksiyonu
[a*l(a),a’l(b)} iizerinde siirekli olur. O zaman her te[a’l(a),afl(b)] icin
ft )< f()<f(,) olacak sekilde t_,t, e[a‘l(a),a‘l(b)] sayilar1 vardir. Her
x efa,b] i¢in x=e(t) olacak sekilde bir ve yalniz bir te[a’l(a),a’l(b)] saylsl
vardir  ve alt,)=x,, at,)=x, almmsa x,x,c[ab] olur. Her
tela?(a).a(b)] icin B (alt,)) <A (f(a®))<B7(f(aty))
oldugundan her x € [a,b] oldugunda f-siralama tanimindan

F(x) = F(a(t,)) 2 F() 2 (%) = T (alty))
elde edilir.
(iii) Her xefa,b] icin |f(X)|ﬂ §|f(x)|ﬁ oldugundan 2.3.5. Onerme (1) sikki
geregince 0=|f (X)|ﬁ < f()L|f (X)|ﬁ, olur. Buna gére her x efa,b] i¢in *-integralin
ozelligi ve f-homojen olmasi geregince

*

(ﬁ:|f(x)|ﬂ)d*x'_<'*i f(x)d*xé*i f(x)],d'

*

f (x)|ﬁ d’x

D — T D — T

((6:1);|f(x)|ﬂ)d*x§*jf(x)d*xé*j
('O:i)se*i

yazilir. O halde her x efa,b] icin son esitsizlik ve 2.3.5. Onerme (1) sikk1 geregince

b b
f(x)|ﬁd*xé*j f(x)d*xé*j f ()], d"x

b b
f(x)|ﬂd*xé*jf(x)d*x§*j f(x)],d’

b
[ (x|, d"x olur.
B a

*.T f (x)d"x

a

3.3.35. Teorem (Ara Deger Teoremi): Bir f :IR(N), —RR(N), fonksiyonu [a,b]
iizerinde *-siirekli ve f(a)= f(b)olsun. Bu durumda her De[f(a), f(b)] (veya
her D e[f(b), f(a)]) i¢in f(c)=D olacak sekilde en az bir ¢ [a,b] sayisi vardir.

ispat: f fonksiyonu [a,b] iizerinde *-siirekli oldugundan, 2.2.10. Not (1) sikki
geregince f =" foa fonksiyonu [a‘l(a),a‘l(b)] lizerinde siirekli olur. Her

De[f(a), f (b)] (veyaher De[f(b), f(a)]) icin
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B D) e[ 7 (T(@). A (10)]=] F(a(@), T(aB))]

(veya #*(D)e| T(a(0)), T(a@)])
oldugundan f()=p"(f(ak)))=p"(D) olacak sckilde en az bir
ke[a™(a),a(b)] sayisi vardir. Eger c=a(k) almsa c=a(k)e[ab] olur.
Buna gore 87*( f (a(k)))=B7(D) oldugundan f(c)=D elde edilir.
3.3.36. Teorem (ikinci Ortalama Deger Teoremi): f,g:[a,b]c R(N), —>R(N),

fonksiyonlari [a,b] iizerinde *-siirekli olsun.

a) g fonksiyonu *-artmayan ve her x e[a,b] i¢in g(x) =0 ise
b £
j f(x)%g(x)d"x = g(a)S&*I f (x)d"x

olacak sekilde & efa,b] noktas: vardr.

b) g fonksiyonu *-azalmayan ve her x €[a,b] i¢in g(x) 20 ise

*I f (x)%g(x)d"x = g(b) % *j f (x)d"x

olacak sekilde 7 [a,b] noktasi vardir.
ispat: a) [a,b] araligmimn n-katli {X, X,,..., X. } a-parcalanis1 verilsin. Bu durumda

[f0xg(0d"x= ﬁnfl [ j f (%)% g(x)d*x]

a k=1 X

,E{ (%)% jf(x)d x}ﬁnj( j[g(x) g(x)]% f(x)d” x]

=S® 1 9@
olur. Simdi n—o iken S®— 50 oldugu gosterilsin. f fonksiyonu [a,b]

{izerinde *-siirekli oldugundan g-smirli ve dolayisiyla her x efa,b] igin | f (X)| 5 <K

olacak sekilde bir K 30 sayist vardir. O halde

=S (f [909=9(x)] f (¥ xj

k=1

X

B

X1

[ Ta00=g(x)]% F (x)d"x

X

n-1

Sﬂ
k=

N

B
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éﬂnl[* T|9(X):9(Xk)|ﬁ %|f(x)], d*xJ

X

n-1 X1
<K % ﬁ; *J|g(x)=g(xk)|ﬂd*xJ

n-1 X1 . . N
LK% ﬁ; | ﬂSUp{Ig(X)Lg(y)lﬁ:X,ye[xk,xkﬂ]}d X]

n—:

=K%ﬂ§[ﬂsup{|g<x):g(y)|,, %,y € X} (06 =1(%) |

ve g fonksiyonu da *-siirekli oldugundan #1imS® =0 olur. Buna gére

a Xy

*_T f ()% g(x)d"x = ﬂlm{ ﬂni (g(xk)se*XT f (x)d*xﬂ

elde edilir. Her xefa,b] igin F(x):*.[f(t)d*t olsun. f fonksiyonu *-siirekli

oldugundan *-Kalkiiliisin  Birinci Ana Teoreminden her xefa,b] igin
[D F } (xX) = f(x) yazilir. Simdi

m(F) ="min{F(x): x e [a, b]}
M (F) :ﬂmaks{F(x) :x efa, b]}

olsun. F fonksiyonu *-siirekli oldugundan *-Kalkiiliisiin ikinci Ana Teoreminden

. I f(x)d"x=F(x.,)=F(X) yazilir. Buradan

X

LN

n

W _
Se =4

(g(xk)S&*T1 f(x)d*xJ

Xk

=
N

LN

n—.

= 52 (9 X[F (%) = F(x)])

=1

=~

- FO)%9(x,) = F@X 9@ 3 (Fx.)3[905)=9(5..)]
~FO%9(,)% 3. (FO4) (9000 = 9(x.)])

elde edilir. k=1,2,....,n—2 i¢in g(x.)=g(x.,) >0 ve g(x_,) =0 oldugundan, son

esitlik geregince

63



m(F)%9(a) = MF)%9(x,.) ¥ , 3 (M(FIX[905) = 0(x,..))

<F(b)xg(x,) ¥ ﬁni (F(Xkﬂ)s&[g(xk): g(xk+1)])
<M(F)xg(a)

bulunur. Bu esitsizlikte n— oo iken p-limite gecilirse

m(F)%g(a)< ﬂr!i_[llsrfl) =*jl f(X)%xg(x)d"x<M(F)xg(a)

bulunur. g(a)=0 durumunda istenen esitsizligin ger¢eklesecegi agiktir. g(a) 30
ise
:,]'- b
U=——B% jf(x)seg(x)d X
g(@

alindiginda, son esitsizlikten m(F)<u<M(F) olur. F fonksiyonu [a,b] araligi

lizerinde *-stirekli oldugundan u="F(e)= *I f(x)d"x veya

b &
*I f(x)%g(x)d"x=g(a) % *j f (x)d"x olacak sekilde bir & e[a,b] noktas vardir.

b) Benzer sekilde yapilir.
3.3.37. Teorem (Genellestirilmis Ikinci Ortalama Deger Teoremi):

f,g:[ab] >R(N), fonksiyonlari *-siirekli ve g fonksiyonu *-azalmayan

(veya *-artmayan) olsun. Bu durumda
b & b
TH%ge)dx=g(@)% [ f()d"xFgb)% [ f(x)d"x

olacak sekilde bir & e[a,b] noktasi vardur.
ispat: g fonksiyonu [a,b] araligi iizerinde *-azalmayan ve *-siirekli oldugundan
G(x) = g(b) = g(x) fonksiyonu [a,b] iizerinde *-siirekli ve *-artmayandir. Ayrica her

x efa,b] i¢in G(x) 20 olur. O halde ikinci Ortalama Deger Teoreminden dolay1

i f(X)XG(x)d " x =G(a) % j f (x)d"x

a

olacak sekilde bir & e[a,b] noktas: vardir. Yine

j f(x)%G(x)d*x:*.[f(x)si[g(b):g(x)]d*x
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b

=g(B)% " FO)d"x="[ f ()% g(x)dx (3.3.1)

a

ve
G(a)x f f (x)d"x = g(b) % j f (x)d"x=g(a) % j f(x)d"x (3.3.2)
oldugundan (3.3.1) ve (3.3.2) esitliklerinin sag taraflarindaki ifadelerin esitliginden
g(b) % jl f (x)d*xﬁ'tf f(x)% g(x)d"x = g(b) % _f f(x)d"x=g(a)% J f (x)d"x
yazilir. Boylece

THe0xg(0dx=g(@)% [ f()d"xFg(0)% [ f(x)d"x

esitliginin bir & e[a,b] noktas i¢in dogrulugu goriiliir. g fonksiyonunun *-artmayan
oldugunda G(x)=g(x)=g(a) fonksiyonu [a,b] araligi iizerinde *-siirekli,
*_azalmayan ve her x e[a,b] i¢in G(x) 20 olacagindan ispat benzer sekilde yapilir.
3.3.38. Teorem (Abel-Dirichlet Testi): acR(N), ve BeR(N), olmak iizere
f,g:[a,B) > R(N) ; fonksiyonlari her bir [a,b]c[a,B) arahginda *-siirekli
(BeR(N), ise f ve g fonksiyonlar1 B noktasmin solunda sinirsiz) olsun. Bu
durumda

B
a) J‘ f (x)d"x has olmayan *-integrali yakinsak, g fonksiyonu da *-artmayan (veya

B
*-azalmayan) ve p-smirl ise *J'f(x)%g(x)d*x has olmayan *-integrali

a

yakinsaktir(Abel Testi).

b
b) b e[a, B)olmak iizere F(b) :*I f(x)d"x fonksiyonu [a,B) iizerinde S-sinirl, g
fonksiyonu da *— IinB1 g(x) =0 kosulunu saglayan ve *-artmayan veya *-azalmayan

B
ise *J‘ f (x) % g(x)d"x has olmayan *-integrali yakinsaktir(Dirichlet Testi).
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Ispat: Her b,b, € [a, Bj icin genellestirilmis ikinci ortalama deger teoreminden

b, n b,

[ f0%g()d x=g(b)% [ f()d"xFg(b,)% [ f(x)d"x
by by n

olacak sekilde b, ile b, arasinda en az bir 7 €[a,b] vardur.

B
a) g fonksiyonu pB-smirli  ve *J'f(x)d*x yakimsak oldugundan Cauchy Testi

a

B
geregince j f ()% g(x)d"x yakinsak olur.

b
b) befa, B)olmak iizere F(b) =*'[ f(x)d"x fonksiyonu [a,B) iizerinde p-sinirlt

. . 77 bz
oldugundan her by,b, efa,B) icin [ f(x)d’x ve [ f(x)d"x *-integralleri de
by

n

n b,
p-simirli olur. Bdylece *If(x)d*x ile *If(x)d*x *-integralleri p-sinirli ve
by

n
B
*— IirQ g(x)=0 oldugundan Cauchy Testi geregince *.f f ()% g(x)d"x yakinsak

olur.

+00
€OS X

3.3.30. (")rnek:f e“dx has olmayan geometrik integralinin yakinsak olup
1

olmadigini bulunuz.

1

CosS X

Coziim: eTZ:(eCOSX)mex esitligi vardir. Simdi f (x)=e

COS X

, g(x)=e* almsin. Her

b €[4, +o0) igin

b
cosxdx

b
F(b) = [exdy = g1 _ gsinb-sint
1
olur. Her b e[L,+w)igin [sinb—sinl<2 oldugundan |F(b)|ﬂ _ginbsind 25 e pino

gbre F fonksiyonu smirhdir. Yine *— lim g(x)= lime” =1=0 olur ve X <X,

X—>+00

ol
| e

olmak iizere X,X, €[, +0) sayilar i¢in f(x,)=e* <e* =f(x) oldugundan f

+00
4 €oS X

fonksiyonu geometrik azalandir. O halde Dirichlet Testi geregince | e~ dx has
1

olmayan geometrik integrali yakinsaktir.
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4. SONUC VE ONERILER

Literatiirde Newtonyen olmayan reel say1 serileri ve Newtonyen olmayan anlamda
has olmayan integraller iizerine yeterince g¢alisma olmadigi tespit edilmistir. Bu
kavramlar tezde tanitilmis, sonra onlarin yakinsakliklar1 ve 6zellikleri incelenmistir.
Newtonyen has olmayan integraller ve Newtonyen olmayan anlamda has olmayan
integraller arasindanki iligkiler verilmistir.

Bu ¢alisma sonrasinda Newtonyen olmayan anlamda has olmayan integral i¢in
Cauchy formu incelenebilir. Reel say: serileri i¢in bilinen diger yakinsaklik testleri

Newtonyen olmayan reel say1 serileri i¢in de ¢alisilabilir.

67






KAYNAKLAR

[1] Grossman M., Katz R., 1972. Non-Newtonian Calculus, 1st ed., Lee Press,
Pigeon Cove Massachussets.

[2] Megginniss J. R., 1980. Non-Newtonian calculus applied to probability, utility,
and Bayesian Analysis. American Statistical Assoiation: Proceedings of the
Business and Economic Statistics Section, 405-410.

[3] Grossman J., 1981. Meta-Calculus: Differantial and Integral, 1st ed.,
Archimedes Foundation, Rockport Massachussets.

[4] Grossman M., 1983. Bigeometric Calculus: A System with a Scale Free
Deriative, 1st ed., Archimedes Foundation, Rockport Massachussets.

[5] Rybaczuk M. ve Stoppel S., 2000. The fractal growth of fatigue defects in
materials, Springer, 103, 71-94.

[6] Aniszewska D., 2007. Multiplicative Runge-Kutta methods, Nonlinear Dynamics,
50, 265-272.

[7] Bashirov A. E., Misirli Kurpinar E., Ozyapici A., 2008. Multiplicative calculus
and its applications, Journal of Mathemtical Analysis and Applications, 337, 36-
48.

[8] Uzer A., 2010. Multiplicative type complex calculus as an alternative to the
classical calculus, Computers and Mathematics with Applications, 60, 2725-
2737.

[9] Bashirov A. E., Riza M., 2011. On complex multiplicative differantation, TWMS
Journal of Applied and Engineering Mathematics, 1(1), 75-85.

[10] Tirkmen C., Basar F., 2012. Some basic results on the sets of sequences with
geometric calculus, First International Conference on Analysis and Applied
Mathematics, Gumushane, Turkey, 18-21 Ekim.

[11] Florak L., van Assen H., 2012. Multiplicative calculus in biomedical image
analysis, Journal of Mathematical Imaging and Vision, 42(1), 64-75

[12] Cakmak A. F., Basar F., 2012. Some new results on sequence spaces with
respect to non-Newtonian calculus, Journal of Inequalities and Applications,
228, 1-12.

[13] Tekin S., Basar F., 2013. Certain sequence spaces over the non-Newtonian
complex field, Abstract and Applied Analysis, 2013, 1-11.

[14] Filip D., Piatecki C., 2014. A non-Newtonian examination of the theory of
exogenous growth, Mathematica Aeterna, 4(2), 101-117.

[15] Cakmak A. F., Basar F., 2014. On line and double integrals in the non-
Newtonian sense, International Conference on Analysis and Applied
Mathematics, Shymkent, Kazakhstan, 11-13 Eyliil.

69



[16] Duyar C., Sagir B., Oguz O., 2015. Some basic topological properties on non-
Newtonian real line, British Journal of Mathematics and Computer Science, 9(4),
300-307.

[17] Musayev B., Alp M., Mustafayev N., 2003. Teori ve Céziimlii Problemlerle
Analiz Cilt I, Tekagag¢ Eyliil Yay., Kiitahya.

70



OZGECMIS

Adi Soyadi
Dogum Yeri ve Tarihi

Adres

E-Posta
Lisans

Mesleki Deneyim

: Murat ERDOGAN
: GOKCEBEY 1989

: Cay mah. Camlibel Sok. No:2 Ozdemir Apt.

Terme/SAMSUN

: murat.erdogan@windowslive.com
: Ondokuz May1s Universitesi (2007-2012)

- Milli Egitim Bakanlig1-Ogretmen(2012-...)

71



