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FUZZY SAYILARININ CiFT DIiZILERININ & DERECEDEN
ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIGI
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Doktora Tezi, Mayis 2016
Damsman: Dog. Dr. A. Nihal TUNCER

OZET

Bu ¢alismanin birinci ve ikinci boliimiinde reel ya da kompleks terimli diziler ve fuzzy

say1 dizileri i¢in ¢alismamiza temel olusturan bazi tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Uciincii boliimde, 0< s, <1 reel sayilar olmak iizere herhangi bir & = (s,7) icin, cift
fuzzy say1 dizilerinin &. dereceden istatistiksel yakinsaklik ve &. dereceden kuvvetli
Cesaro toplanabilirlik kavramlar1 tanimlanarak aralarindaki iligkiler incelenmistir.

Dordiincii boliimde, A=(4) ve u=(u,) dizileri pozitif reel sayilarin azalmayan iki

dizisi ve (/Tnm):(ln)'(ﬂm) olmak iizere, ¢ift fuzzy say:r dizileri icin &. dereceden

A — istatistiksel yakisakhig1 ve @. dereceden kuvvetli A —toplanabilirligi ¢calisilmistir.

Besinci bolimde, 6 ={(k,.l)} cift lacunary dizisi igin, ¢ift fuzzy say1 dizilerinin

a. dereceden lacunary istatistiksel yakinsaklik ve ¢. dereceden lacunary kuvvetli

p— Cesaro toplanabilirlik kavramlar1 ve bazi teoremler verilmistir.

Altinc1 boliimde, bulunan sonuglar ifade edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Fuzzy sayisi; Cift dizi; Cift lacunary dizisi; Istatistiksel
yakimsaklik; Kuvvetli p—Cesaro toplanabilirlik; ¢&.derece;

A — istatistiksel yakinsaklik; A — toplanabilirlik
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ABSTRACT

In the first and second chapters of this thesis, we give some definitions and theorems
provided a basis in our study about real and complex sequences and the sequences of

fuzzy numbers, respectively.

In the third chapter, for & = (s,r) where 0<s, r <1 are real numbers, the concepts of

statistical convergence of order & and strongly Cesaro summability of order & are
defined for double sequences of fuzzy numbers, then the relations between them are

examined.

In the fourth chapter, for (4,,)=(4,)-(#,) where 1=(4,) and = (4,) are two non-

nm

decreasing sequences of positive real numbers, the double A — statistical convergence
of order & and the strongly double A — summability of order & are studied for

sequences of fuzzy numbers.

In the fifth chapter, for a double lacunary sequence 6  ={(k,,l )}. the notions of

double lacunary statistical convergence of order & and double lacunary strongly

p — Cesaro summability of order & are defined for sequences of fuzzy numbers, then

some theorems about them are researched.
In the sixth chapter, the obtained results are given.
Keywords: Fuzzy numbers; double sequence; double lacunary sequence; statistical

convergence; strongly , - Cesaro summability; order & ; A — statistical
convergence; A — summability.
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KISALTMALAR VE SIMGELER

Sembol Anlamm

N Dogal sayilar kiimesi

R Reel sayilar kiimesi

J(K) K kiimesinin dogal yogunlugu

S Istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi

o, Cesaro toplanabilir dizilerin kiimesi

@, Kuvvetli p— Cesaro toplanabilir dizilerin kiimesi
S, A—istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi

[V,2] Kuvvetli (V, 1) —toplanabilir dizilerin kiimesi

Sy Lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi
N, Kuvvetli lacunary toplanabilir dizilerin kiimesi
L(R) Tiim fuzzy sayilarinin kiimesi

L(R") n-boyutlu tiim fuzzy sayilarinin kiimesi

l (F) Sinirh fuzzy say1 dizilerinin kiimesi

S(F) Istatistiksel yakimsak fuzzy say1 dizilerinin kiimesi
w(F) Kuvvetli Cesaro toplanabilir fuzzy say1 dizilerinin kiimesi

S,(F) A—istatistiksel yakinsak fuzzy say1 dizilerinin kiimesi
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Lacunary istatistiksel yakinsak fuzzy say1 dizilerinin kiimesi

K kiimesinin &. dereceden cift dogal yogunlugu

d. dereceden istatistiksel yakinsak ¢ift fuzzy sayr dizilerinin

kiimesi

a. dereceden Cesaro toplanabilir ¢ift fuzzy say1 dizilerinin kiimesi

a. dereceden kuvvetli p—Cesaro toplanabilir ¢ift fuzzy say1 dizilerinin
kiimesi

@. dereceden A — istatistiksel yakinsak ¢ift fuzzy say1 dizilerinin kiimesi

@. dereceden kuvvetli A — toplanabilir ¢ift fuzzy say1 dizilerinin kiimesi

. dereceden lacunary istatistiksel yakinsak cift fuzzy sayi dizilerinin

kiimesi

&. dereceden lacunary kuvvetli p—Cesaro toplanabilir ¢ift fuzzy sayi

dizilerinin kiimesi



GIRIiS

Bulanik mantik (fuzzy logic) kavram ilk olarak 1965 yilinda, Lotfy A. Zadeh [1]
tarafindan ortaya atilmis ve bulanik mantik kurami olusturulmustur. Sicak-soguk, iyi-
kotii gibi iki degerli mantik kuramina alternatif olarak gelistirilmistir. Zadeh aslinda
mantikta kesin yargilar icermenin yanisira herseyin derecelendirilebilecegini ifade
etmektedir. Ik ortaya ciktigi yillarda “fuzzy (bulanik)” sozciigiiniin mantikla
bagdastirilmasi kolay olmamistir. Ancak, fuzzy (bulanik) mantik bilgisayar, yapay zeka,
deprem bilimi, saglik bilimi vb. gibi ¢cogu alanda kullanilmaya baslamasiyla hizli bir

gelisim gostermistir.

Fuzzy (bulanik) mantiktan yola c¢ikarak fuzzy kiimeler olusturulmustur. Bir kiime
olustururken, bir nesnenin bu kiimeye ait olup olmadigini1 belirten karakteristik
ozelliklerini bilmemiz gerekir. Karakteristik 6zelligi kesin bir sinir belirtmeyen, goreceli
kavramlar iceren bazi nesneler i¢in “Kiimenin elemanidir ya da elemani degildir”
yargisin1 koyamadigimiz durumlarda fuzzy kiimeler ortaya ¢ikmistir. Ornegin, Zadeh’e
gore: “ 1 den ¢ok biiyiik reel sayilarin sinifi”, “giizel kadinlarin sinifi” ya da “uzun
boylu adamlarin sinifi” kesin bir kiime ya da simif olusturmaz. Boyle ifadeler igin

Zadeh [1], bu kiimeleri de karakteristik fonksiyonlarin genellemesi olan ve iiyelik

fonksiyonlar1 olarak adlandirilan fonksiyonlar yardimiyla tanimlamistir.

Fuzzy kiime taniminin ardindan fuzzy sayilari, Chang ve Zadeh [2] tarafindan
olusturulmustur. Matloka [3], dogal sayilar kiimesinden fuzzy sayilarinin kiimesi icine
tanimhi bir fonksiyon olan fuzzy sayr dizilerini tanimlamis ve reel sayr dizileri icin
bilinen; komsuluk, limit, yakmsaklik, sinirlilik gibi kavramlar1 fuzzy say: dizileri icin

incelemistir.

Daha sonra, 1951 yilinda Fast [4] tarafindan tanmimlanan istatistiksel yakinsaklik
kavramu fuzzy say1 dizileri i¢in Nuray ve Savas [5] tarafindan ifade edilmistir. Ayrica,

Nuray ve Savas [5] fuzzy sayilar1 i¢in istatistiksel Cauchy dizisini tanimlamislardir.



Yine Kwon [6], istatistiksel yakinsaklig1r fuzzy sayr dizileri i¢in incelemeye devam

etmis, bu diziler i¢cin kuvvetli p—Cesaro toplanabilirlik tanimin1 olusturmustur. Ayrica,
Kwon [6] fuzzy sayr dizileri icin istatistiksel yakinsaklik ve kuvvetli p—Cesaro

toplanabilirlik kavramlar1 arasindaki iliskiyi aragtirmigtir.

A=(4,) dizisi, pozitif sayilarm 4. <4,+1, 4 =1 sartina sahip sonsuza giden ve
azalmayan bir dizisi olmak iizere, A—istatistiksel yakinsaklik ve kuvvetli
A—toplanabilirlik kavramlar1 Savas [7] tarafindan fuzzy say1 dizileri i¢in ¢alisilmistir.
Ayrica, Nuray [8] k,=0 ve » - « igin h =k —k _, —co sartlarin1 saglayan pozitif
tamsayilarin artan bir dizisi olarak tanimlanan 6 =(k,) lacunary dizisi i¢in fuzzy say1

dizilerinin lacunary istatistiksel yakinsakligini tanimlamistir.

X =(X ) ¢ift fuzzy sayi dizisi, X : NxN — L(R) ye tammli bir fonksiyon olmak

tizere Savas [9], reel sayilarin ¢ift dizileri icin Pringsheim anlamindaki yakinsaklik
kavramin ¢ift fuzzy say1 dizileri icin genisletmistir. Savas ve Mursaleen [10], boyle
diziler i¢in istatistiksel yakinsaklik ve kuvvetli Cesaro toplanabilirlik kavramlarini

tanimlamislar ve aralarindaki iliskileri incelemislerdir.

Istatistiksel yakinsaklik kavrami 0 < <1 olacak sekildeki herhangi bir ¢ reel sayisi
icin ¢. derece i¢in Gadjiev ve Orhan [11] tarafindan ¢alisilmistir. Colak [12], reel ya da
kompleks dizilerin . dereceden istatistiksel yakinsakligin1 ve . dereceden kuvvetli
p—Cesaro toplanabilirligini tanimlayip bu kavramlar arasindaki kapsama iligkilerini
incelemistir. Daha sonra, Altinok, Altin ve Isik [13] bu kavramlar1 fuzzy say1 dizileri
icin calismislardir. Ayrica, Colak ve Altin [14] «. dereceden istatistiksel yakinsaklik ve
o. dereceden kuvvetli p—Cesaro toplanabilirlik kavramlarmmi ¢ift diziler ig¢in
olusturmuglardir. Bu kavramlara ilaveten Colak ve Bektas [15], «. dereceden
A—istatistiksel yakinsakhik kavramini reel ya da kompleks terimli diziler igin
tanimlamiglardir.  Ayrica, Altmok [16] fuzzy sayr dizileri i¢cin f. dereceden
A—istatistiksel yakinsaklik ve kuvvetli A p —toplanabilirlik kavramlarini tanimlamis ve
aralarindaki iliskileri incelemistir. Savas [17] A—istatistiksel yakisaklik ve
kuvvetli A p — toplanabilirlik kavramlarini ¢ift fuzzy sayi dizileri i¢in ¢aligmugtir.



Cift dizilerin lacunary istatistiksel yakinsakligi 2005 yilinda, Patterson ve Savas [18]
tarafindan calisilmistir. Daha sonra Cakan, Altay ve Coskun [19] cift lacunary
yogunlugu tamimlamiglar ve lacunary istatistiksel yakinsakligi bu tanimdan yararlanarak
ifade etmislerdir. Ayrica, Sengiil ve Et [20], reel say1 dizileri i¢in . dereceden lacunary

istatistiksel yakinsaklik kavramini incelemislerdir.

Bu tez calismasinda, biz 6ncelikle 0 < s,7 <1 reel sayilar olmak iizere & = (s,t) i¢in ¢ift
fuzzy sayr dizilerinin ¢. dereceden istatistiksel yakinsakligini, &. dereceden
istatistiksel ¢ift Cauchy dizisini ve &. dereceden kuvvetli p—Cesaro toplanabilirligini
tammlayacagiz. Ayrica cift fuzzy say1 dizileri icin &. dereceden A —istatistiksel

yakinsaklik ve ¢@. dereceden lacunary istatistiksel yakinsaklik kavramlarini

olusturacagiz.



1. BOLUM

GENEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, ilk olarak caligmamiz icin temel teskil eden tanim ve teoremlere yer

verilmistir.
1.1. istatistiksel Yakinsaklik

Reel sayilar icin istatistiksel yakinsaklik kavrami ilk olarak Fast [4] tarafindan
tanimlanmustir.  Schoenberg [21], istatistiksel yakinsakligm temel 6zelliklerini vermis

ve bu kavrami toplanabilme metodu olarak incelemistir.

Uzun yillar, istatistiksel yakisaklik, Fridy [22], Salat [23], Connor [24], Maddox [25],
Rath ve Tripathy [26], Fridy ve Orhan [27], Mursaleen [28] gibi bir ¢cok matematik¢i

tarafindan calisilmistir ve halen calisilmaya devam edilmektedir.

Tamm 1.1.1. K c N olmak iizere, {k<n:ke K}‘ ifadesi K kiimesinin » den biiyiik

olmayan elemanlarinin sayisini gostersin. Bu takdirde, K kiimesinin dogal yogunlugu

5(K)= 1im1\{k <n:ke K}
n

n—»eo

seklinde tanimlanir [29].

Ornegin,

K={12,.}=N icin 5(K)=1 ve K ={2,4,6,..} icin 5(1<):%

dir.



Eger 6(K)=0 ise, K kiimesine sifir yogunluklu kiime denir.

Tanim 1.1.2. x=(x,) reel ya da kompleks terimli bir dizi olmak iizere, bu dizinin
terimleri sifir yogunluklu bir kiime hari¢ diger biitin % lar icin bir £ ozelligini
sagliyorsa (x,) dizisi hemen hemen her ¥ i¢in £ 6zelligini saghyor denir ve “h.h.k.”

ile gosterilir [22].

Tanim 1.1.3. x=(x,) reel ya da kompleks terimli bir dizi olsun. Eger her £>0 i¢in

liml‘{k <n:lx -L]z¢e)]=0
n

olacak sekilde bir L sayis1 varsa yani A.h.k. i¢in
v, —L|<e

ise x=(x,) dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktir denir ve S—limx=L seklinde

gosterilir. Eger L =0 ise x=(x,) dizisine istatistiksel sifir dizisi denir [4].

Istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi S ile; sifira istatistiksel yakisak dizilerin kiimesi

S, ile gosterilir. Yani,

S={x=(xk):1iml‘{kSn:|xk —L|2£}‘=O}
n

n—oo

ve
S, ={x= (x,): liml‘{k < n:|xk| 28}‘ =O}
n—e n
dir.
Ornek 1.1.1. x=(x,) dizisi

k, k=n* n=12,..
xk = )
0, k#n



seklinde tanimlansin.

Bu takdirde 1/2 den kiigiik olacak sekilde herhangi bir € >0 i¢in
K={k:|x,—0|2¢}={1,4,9,16,..}

oldugundan §(K)=0, yani S—limx=0 dir.

Burada, “Istatistiksel yakisak bir dizi adi anlamda da yakinsak midir?” sorusu akla

gelebilir. Bunun icin dncelikle adi anlamda yakinsakliktan bahsedelim.

x=(x,) reel ya da kompleks terimli bir dizi ve Le R olsun. Eger her £>0 igin,

dizinin ¢ - komsulugu diginda sonlu sayida terimi bulunuyorsa x=(x,) dizisi L

sayisina yakinsiyor denir.

Farzedelim ki, L nin ¢ - komsulugu disinda dizinin sonsuz sayida elemani bulunsun
ancak boyle elemanlarinin sayist dizinin tiim elemanlarina oranla ¢ok az olsun (yani

boyle elemanlarin dogal yogunlugu sifir olsun). Bu ise, istatistiksel yakinsaklik olarak

bahsettigimiz kavrama isaret eder. Yani, h.h.k icin |xk - L| < ¢ dir.

Sorumuzun cevabi olarak; tanimlardan anlasilacagi iizere istatistiksel yakinsak bir dizi
yakinsak olmayabilir ancak sonlu sayidaki bir kiimenin dogal yogunlugu sifir

olacagindan yakinsak her dizi istatistiksel yakinsaktir [22].

Teorem 1.1.1. Bir dizi istatistiksel yakinsak ise istatistiksel limiti tektir [22].
Teorem 1.1.2. x=(x,) ve y=(y,) reel ya da kompleks terimli iki dizi olsun.
ce R olmak uizere;

i S-limx=1L ise S—lim(cx)=cL;

ii. S-limx=L ve S-limy=L, ise S—lim(x+y)=L +L, dir [21].



1.2. istatistiksel Cauchy Dizisi

Istatistiksel yakimsaklik kavramiyla birlikte Fridy [22], Rath ve Tripathy [26]

istatistiksel Cauchy dizileri iizerine ¢aligmalar yapmislardir.

Tanmm 1.2.1. x=(x,) reel ya da kompleks terimli bir dizi olsun. Eger her € >0 i¢in

liml‘{k Sn:|xk —xm|2€}‘ =0
n

n—oo

olacak sekilde bir m=m(g) sayis1 varsa x=(x,) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi

denir [22].
Teorem 1.2.1. Asagidaki 6nermeler denktir.
1. x dizisi istatistiksel yakinsak bir dizidir;
ii. » dizisi istatistiksel Cauchy dizisidir;
iii. h.h.k. icin x, =y, olacak sekilde yakinsak bir y = (Y, ) dizisi vardir [22].

1.3. Kuvvetli p - Cesaro Toplanabilirlik

Tanim 1.3.1. x=(x,) reel ya da kompleks terimli bir dizi olsun. Eger

limlzn:xk =L

S

olacak sekilde bir L sayis1 varsa x=(x,) dizisi L ye Cesaro toplanabilirdir denir.

Cesaro toplanabilir dizilerin kiimesi
I o
O, =9x=(x): hm—Z(xk —L)=0, enazbirLigin
L

ile gosterilir [30].



Tanim 1.3.2. x=(x,) reel ya da kompleks terimli bir dizi ve p >0 bir reel say1 olsun.

Eger

olacak sekilde bir L sayis1 varsa x=(x,) dizisi L ye kuvvetli p—Cesaro toplanabilirdir

denir.

Kuvvetli p— Cesaro toplanabilir dizilerin kiimesi

1 . .

@, = {x =(x,): hrrln; Z|xk —L|p =0, enazbirL 1g:1n}
k=1

ile gosterilir [25].

Teorem 1.3.1. 0 < p <~ olsun. Bu takdirde;

i. Bir L sayisma kuvvetli p—Cesaro toplanabilir olan bir dizi L sayisina ayni

zamanda istatistiksel yakinsaktir.

ii. Bir L sayisina istatistiksel yakinsak olan smirh bir dizi L sayisina ayni zamanda

kuvvetli p—Cesaro toplanabilirdir [24].
1.4. A - istatistiksel Yakinsaklik ve Kuvvetliy, - Toplanabilirlik

A—istatistiksel yakinsaklik ilk olarak Mursaleen [28] tarafindan tanimlanmustir. Ayrica,
Mursaleen bu kavram ile istatistiksel yakinsaklik ve Cesaro toplanabilirlik arasindaki

iliskileri incelemistir.
A=(4,) dizisi, pozitif reel sayilarin
A <A+ A =1

A, =40 (n—>o0)



sartlarina sahip azalmayan bir dizisi olsun. Bu sartlar1 saglayan A dizilerinin kiimesi

A ile gosterilecektir.

Tamm 1.4.1. A=(4,)€ A olsun. I, =[n—A, +1,n] olmak iizere, eger her £>0 icin

1
}lgmwz‘{ke I, :|xk —L| > 8}‘ =0

olacak sekilde bir L sayis1 varsa x=(x,) dizisi L ye A—istatistiksel yakinsaktir denir

ve S, —limx=L seklinde gosterilir [28].
Biitiin A—istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi S, ile gosterilir.

Tamm 1.4.2. Bir /1=(/1n)e/\ dizisine karsilik gelen genellestirilmis de la Vallée-

Poussin ortalamasi

t”(x)z/%z X,

n kel,

olmak iizere, eger »n — «~ iken, 7 (x)—L ise x=(x,) dizisi L sayisina

(V,A)—toplanabilirdir denir [31].

Kuvvetli (V, A)—toplanabilir dizilerin kiimesi

n kel,

[V,ﬂ]:{x:(xn):ElLe R, 1191%Z|xk —L|:O}

ile gosterilir.
Teorem 1.4.1. A€ A olsun. Bu takdirde

i x, > L[V,A] ise x, > L(S,;) ve [V,A]c S, kapsamasi kesindir;
ii. xel ve x, »L(S,) ise x, » L[V,A] dir;

ii. S, =[V.A]nL dir[28].
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1.5. Lacunary Istatistiksel Yakinsakhk ve Kuvvetli Lacunary Toplanabilirlik

Freedman, Sember ve Raphael [32] lacunary dizisini tanimlamis ve bu diziler icin
kuvvetli lacunary toplanabilirlik kavramini vermislerdir. Daha sonra, Fridy ve Orhan
[27] istatistiksel yakinsakligi lacunary diziler i¢in tanimlayarak lacunary istatistiksel

yakinsaklik ile kuvvetli lacunary toplanabilirlik arasindaki iliskileri incelemislerdir.
Simdi, sirastyla bu tanimlar1 verelim.

Tamim 1.5.1. Pozitif tamsayilarin artan bir dizisi 8=(k,) olsun. Eger k,=0 olmak

lizere r - « igin h =k —k _, —o ise @=(k, ) dizisine lacunary dizisi denir.

(2

(k,) tarafindan belirlenen araliklar I, =(k,_,k,] ile gosterilmek iizere,

k,

r

2. el =2 )

i=k,_;+1 iel,

olarak alinacak ve k_r oran1 ¢, ile gosterilecektir [32].

r—1

Tamm 1.5.2. 6= (k,) bir lacunary dizi olsun. Eger her £€>0 i¢in

1imi\{ke 1~ 1]z )[=0

r—e h
,

ise x=(x,) dizisi L ye lacunary istatistiksel yakinsaktir denir ve S, —limx =L seklinde

gosterilir [27].

Lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi S, ile gosterilir yani

xk—L|2€}‘=0}

S, ={x= (xk):lirghi‘{ke I :

dir.
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Tamim 1.5.3. Herhangi bir 8 =(k,) lacunary dizisi i¢in

1imi2|xk—L|:o

"N ke,

olacak sekilde bir L sayisi varsa x=(x,) dizisi L ye kuvvetli lacunary toplanabilirdir

denir.

Kuvvetli lacunary toplanabilir dizilerin kiimesi

N, ={x:(xk) :limhi2|xk —L|:O}

r kel
ile gosterilir [32].
Teorem 1.5.1. 8 =(k,) bir lacunary dizi olsun.
i x,—>L(N,) ise x, >L(S,);
ii. xel, ve x, >L(S,) ise x, > L(N,);

iii. S,NIl =N,nIl_ dir[27].



2. BOLUM
FUZZY KUMELER VE FUZZY SAYI DiZiLERi
2.1. Fuzzy Kiimeler

Tamm 2.1.1. x herhangi bir kiime ve A, x in bir alt kiimesi olsun. Bu takdirde,

1, xe Aise

T = {O, xe Aise

seklinde tanimlanan f, : X — R fonksiyonuna A kiimesinin karakteristik fonksiyonu

denir. Buna gore x in bir A alt kiimesi, karakteristik fonksiyon yardimiyla
A:{xe X:f,(x) =1}
seklinde tanimlanir.

Tamm 2.1.2. , , elemanlar1 » ile gosterilmis bir nesneler kiimesi olsun. j kiimesinde
bir A fuzzy kiimesi, , deki her bir noktayr [0,1] araligindaki bir reel sayiya karsilik
getiren bir X ,(x) karakteristik fonksiyonu ile karakterize edilir [1]. Bu karakteristik
fonksiyon x€ A i¢in X,(x)e(0,1] ve x& A icin X,(x)=0 olarak tanimlanir. Bu

sekilde tanimlanmig karakteristik fonksiyon 6zel olarak iiyelik fonksiyonu adimni alir.

Boylece, bir A fuzzy kiimesi
A={xe y:X,(xe(0,1]}

seklinde ifade edilebilir [1].

Simdi klasik kiimelerdeki bazi kavramlarin fuzzy kiimeler icin tanimlarini verelim.
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Tamm 2.1.3. Bir A fuzzy kiimesinin bos olmasi i¢in gerek ve yeter sart iiyelik

fonksiyonunun ¥ iizerinde 6zdes olarak sifir olmasidir [1].

Tanim 2.1.4. A ve B fuzzy kiimelerinin esit olmasi i¢in gerek ve yeter sart her

xe yicin X,(x)=X,(x) olmasidir [1].
Tanim 2.1.5. Bir A fuzzy kiimesinin tiimleyeni X, =1—X, olarak tanimlanir [1].

Tanim 2.1.6. A ve B fuzzy kiimeleri olmak iizere, A fuzzy kiimesinin B nin alt

kiimesi olmasi icin gerek ve yeter sart X, < X, olmasidir [1].

Tamm 2.1.7. A ve B fuzzy kiimelerinin birlesimi
X (x)= max[XA(x), XB(x)]

olan bir C fuzzy kiimesidir [1].
Tanim 2.1.8. A ve B fuzzy kiimelerinin kesigimi

X, (x)=min[ X, (x), X ; ()]

olan bir D fuzzy kiimesidir [1].

Ayrica, yukarida verdigimiz birlesim, kesisim ve tiimleyen tanimlarindan yola ¢ikarak
bu iglemlerin klasik kiimelerde bildigimiz bazi1 Ozelliklerinin fuzzy kiimeler icin de

saglandigimi gosterelim.

A ,B ve C fuzzy kiimeler olmak tiizere,

’

i (AUB) =A'nB’,

’

ii. (AnB) =A'UPB’,
iii. CU(ANB)=(CUA)N(CUB),

iv. Cn(AUB)=(CNnA)U(CNB)
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ozellikleri saglanir. Ancak klasik kiimelerde saglanan ANA'=J ve AuA'=y

ozellikleri fuzzy kiimeler i¢in saglanmaz.

Yukaridaki islemlere ilaveten, fuzzy kiimelerinin toplama, carpma ve mutlak farki

islemleri de asagidaki gibidir.
Tamm 2.1.9. A ve B fuzzy kiimelerinin cebirsel ¢arpimi
XAB = XAXB
seklinde tamimlanir. Yani, ABC ANB dir [1].
Tanmm 2.1.10. A ve B fuzzy kiimelerinin cebirsel toplami1 A+ B,
X=X+ Xp
seklinde tanimlanir. Burada X, , toplami 1 e esit veya 1 den kiiciiktiir [1].

Tanim 2.1.11. A ve B fuzzy kiimelerinin mutlak farki |A -B

X\A—B\ :|XA _XB|

seklinde tanimlanir [1].

Tanmm 2.1.12. Bir A fuzzy kiimesinin normal olmasi i¢in gerek ve yeter sart

X (x,) =1olacak sekilde en az bir x,€ ¥ olmasidir [1].
Tamm 2.1.13. A bir fuzzy kiimesi ve y e (0,1] olsun. Bu takdirde,
A" ={xe y: X ,(x) 2y}
kiimesine A fuzzy kiimesinin ¥ —kesimi denir [1].
Tanim 2.1.14. A bir fuzzy kiimesi olsun. Bu takdirde,
supp(A) ={xe x: X ,(x) >0}

kiimesine A fuzzy kiimesinin destegi denir [1].
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Tanim 2.1.15. Bir A fuzzy kiimesinin konveks olmast icin gerek ve yeter sart her

A€ [0,1] ve her x,x,€ ¥ igin
X, (/bc1 +(1—/1)x2) > min{XA(xl),XA(xz)}
olmasidir. Burada X ,(x), X e bagh bir konveks fonksiyondur [1].

Ayrica, bir A fuzzy kiimesinin konveks olmasi icin gerek ve yeter sart her

ye (0,1]icin A” kiimesinin konveks olmasidir [1].

2.2. Fuzzy Sayilan
Fuzzy sayilarin1 tanimlamadan 6nce reel sayilarda aralik kavramini tanimlayalim.
Tanim 2.2.1. Biitiin reel sayilarin kiimesini R ile gosterelim.

a ve b ikireel say1 olmak iizere

{xeR:a<x<b}

seklinde tanimlanan reel say1 kiimesine kapali bir aralik denir. , ve b araligin sinirlari

veya bitim noktalaridir.

Bir A araligi, a < x<b olacak sekildeki » reel sayilarinin kiimesidir. A araliginin ug
noktalar1 A ve A ile gosterilir. Yani A:[A,ZJ seklindedir. Ayrica a =b alinirsa A
arahg1 bir reel sayiya indirgenir. Burada elde edilen a=[a,a] kiimesine tek nokta

kiimesi denir.

Bir A aralig1 icin genislik, biiyiikliikk, yansima ve tersi kavramlar1 asagidaki gibi

tanimlanir.
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Genislik : W(A)=A-A

Biiyiikliik: || = max (|4],[4])

{IAI, 424

|7 <A

Yansima: A™ = [A,Z]_ = [—Z,—A}

Ters : A7 =[A,ZT ={i,%}, O¢ [A,Z]

Ornek 2.2.1. A=[3,6] arahg: icin,
Genislik : W(A)=6-3=3

3,16

b

Biiyiikliik: |A|= max (

)=6
Yansima : A =[3,6] =[-6,-3]

- 11
Ters : AT =[3,6]" =[—,—}
6 3
dir.
A= [AZ] ve B= [EE] olmak iizere, reel sayilar icin tanimlanmis olan "< " ve "< "
siralama bagintilarini araliklar i¢in genisletebiliriz. Buna gore,
A<Bo A<Bve A<B
ve

A<B<:>A<l_3veg<l_3

dir.
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Ayrica, A ve B araliklari i¢in aritmetik islemler asagidaki gibi tanimlanir.

Toplama: A+B=[§,A +[§,E] =[é+§,ﬁ+§]

Cikarma: A-B= [é, A

Carpma: A-B = [A,Z] . _E,E]

Reel say1 dogrusu iizerindeki biitiin kapali ve smirli A araliklarinin kiimesi p ile

gosterilsin. A,Be D i¢in

d(A, B) = max (|4—§

)

B

seklinde tanimlanmus bir d fonksiyonu D {iizerinde bir metrik tamimlar ve (D,d) tam

metrik uzaydir [33].

Tamm 2.2.2. Bir fuzzy sayisi asagidaki sartlari saglayan bir X :R—][0,1]

fonksiyonudur:

i) X normaldir, yani X (x,)=1 olacak sekilde bir x,€ R vardir;

ii) x fuzzy konvekstir, yani herhangi bir x,ye R ve 0<A<1 igin
X Ax+(1-2A)y)2min{X (x), X (y)}

dir;

i) x Ust- yari siireklidir;

iv) X°={xe R:X(x)>0} kiimesinin kapams: kompakttir .
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Tim fuzzy sayilarmin kiimesi L(R) ile gosterilir. X € L(R) kiimesinin y — kesim

kiimesi
X"={xeR:X(x)>y}
seklinde tanimlanir.

ye[0,1] olmak iizere, X,Y e L(R) igin y—kesim kiimeleri sirasiyla X7 = [gy,fq

ve Yy:[zy ,?y] olsun. ke R" olmak iizere, X ve Y fuzzy sayilar icin toplama,

cikarma ve skalerle carpma ozellikleri asagidaki gibidir:
[x +1] :[guzy,fu?q
[X -Y] = [&7 Yy, x’ —zy}

k-X7 =[k.y,k.7]

Her bir reel sayr kendi karakteristik fonksiyonu ile gosterilebilir. Ayrica her
karakteristik fonksiyon bir fuzzy sayisi oldugundan dolayr reel sayilar kiimesi fuzzy
sayilar kiimesinin bir alt kiimesidir ve fuzzy sayilari i¢in gecerli olan tiim 6zellikler reel

sayilar i¢in de gecerlidir.

Ornegin; 5€ R olmak iizere 5e L(R) fuzzy sayist

seklinde tanimlanir.

Fuzzy sayilari i¢in siralama bagintisi
X <Y & Vyel0,1] icin X’ <Y’ ve X <Y’

dir. Bu "<" bagintis1 bir kismi siralama bagintisidir.
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Kesin kiigiikliik bagintisi ise
X <Y o Vyel0,1] icin, X’ <Y’ ve X7 <Y’

seklindedir [34].

L(R) tizerinde Hausdorff metrigi olarak bilinen metrik,

X -y

d(XV,YV)zmax(\X_V—)ﬁ\,

|

olmak tizere
d:LR)XL(R) >R

d(X,Y)=supd(X",Y")
0<y<1

seklinde tanimlanir ve (L(R),E) tam metrik uzaydir [35].

R", n-boyutlu Oklid uzaymi gostermek iizere C(R") uzaymi asagidaki sekilde

tamimlayalim:

C(R")={AcR": A kompakt ve konveks}.

Bu uzay, A,Be C(R") ve 2e R” i¢gin
A+B={a+b:ac A,be B}

ve
A ={Aa:aec A}

operatorleri ile lineer yapiya sahiptir.



A,Be C(R") olmak iizere bu uzay i¢in Hausdorff metrigi ise

acA

J_(A,B)= max{supinf ||a —b||,supinf
acA beB beB

seklinde tanimlanir. (C(R"),d.) tam metrik uzaydir.

20

a-t]]

Bir fuzzy sayis1 n-boyut icin asagidaki bicimde genellestirilebilir.

Tanmm 2.2.3. Bir X fuzzy sayis1  asagida verilen Ozellikleri saglayan bir

X :R" —[0,1] fonksiyondur:

i. X normaldir, yani, X (x,)=1 olacak sekilde bir x,€ R" vardur,

ii. X fuzzy konvekstir; yani her x,ye R" ve 0<A<I1 icin

X(Ax+(1=A)y)>min{X (x), X (y)}
dir,
iii. X {st-yari siireklidir,

iv. {xe R":X(x)>0} in kapanisi kompakttir [36].

Biitiin n-boyutlu fuzzy sayilarinimn kiimesi L(R") ile gosterilir. L(R") igin,

X +Y toplama ve AX skalerle carpma islemleri, A€ R ve

y — kesimi ile agagidaki gibi olusturulur:

[X+YT =[XT+[YT
veE
[AX] = AXT

dir.

0<y<1 olmak iizere
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Ayrica, 1< ¢ < igin

Ve

d,=supo_(X",Y")
0<y<1

metriklerini tanimlayalim.

g<r olmak iizere d, <d, iken d_(X,Y)=limd (X,Y) dir.
g—e

Kolaylik i¢in, 1< g < e olmak iizere d, ifadesi d ile gosterilir.

2.3. Fuzzy Sayi Dizileri

Fuzzy sayilarinin bir X =(X,) dizisi, dogal sayilar kiimesinden L(R") igine tamml
bir X fonksiyonudur. Bu durumda her bir & pozitif tamsayisina bir X (k) fuzzy

sayisi karsilik gelir. Bundan sonraki bolimlerde X (k) yerine X, yazacagiz [3].

Tanim 2.3.1. X, L(R") ve &£>0 verilsin. Buna gore X, fuzzy sayismn
e - komsulugu d(X,X,)<e olacak sekilde biitiin X fuzzy sayilarmin kiimesidir. Bir

X, fuzzy sayisinin ¢ - komsulugu K(X,,€) ile gosterilir [3].

Tamm 2.3.2. X =(X,) bir fuzzy say1 dizisi olsun. Her £>0 says1 icin k>N iken
d(X,,X,)<é€ olacak sekilde bir N sayis1 mevcut ise (X,) dizisi yakinsaktir ve

limiti X, dir denir. Bu durumda I{im X, =X, yazilr.

Biitiin yakinsak fuzzy say1 dizilerinin kiimesi c(F’) ile gosterilir [3].

Teorem 2.3.1. Yakinsak bir X =(X,) fuzzy say1 dizisinin limiti tektir [3].
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Teorem 2.3.2. X =(X,) ve Y =(Y,) fuzzy say1 dizilerinin limitleri swrastyla X, ve ¥

olsun. Bu takdirde

L lim(X, +Y,)=X,+Y,;

k—o0

i lim(X,-Y)=X,-Y,;

k—o0

i, lim(X,-Y,)=X,-Y,;

k—o0

iv. lim(%j:é (Biitiin k£ lar icin O¢ suppY, ve 0¢ suppl))
R 0
dir [3].

Tanmm 2.3.3. Her €>0 i¢cin k,m > N oldugunda d(X,,X,) <& olacak sekilde pozitif

bir N tamsayisi meveut ise X =(X, ) fuzzy say1 dizisine bir Cauchy dizisi denir [3].

Tamm 2.3.4. Her ke Nigin L< X, <U olacak sekilde L ve U fuzzy sayilar1 mevcut

ise X =(X,) fuzzy say1 dizisine simrhdir denir [3].

Biitiin sinirh fuzzy say1 dizilerinin kiimesi ¢_(F') ile gosterilir.

Teorem 2.3.3. Yakinsak her fuzzy say1 dizisi sinirhidir [3].
Tamm 2.3.5. X =(X,) bir fuzzy say1 dizisi ve {k,} dogal sayilarin artan bir dizisi

olsun. Bu durumda (X N ) dizisine X =(X,) dizisinin bir alt dizisi denir [3].

Teorem 2.3.4. Yakinsak bir X =(X,) fuzzy say1 dizisinin her alt dizisi de yakinsaktir

ve her iki dizinin limiti aynmidir [3].
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2.4. Fuzzy Sayr Dizilerinin Istatistiksel Yakmsakhgi ve Kuvvetli Cesaro

Toplanabilirligi

Tamm 2.4.1. X =(X,) fuzzy sayilarinin bir dizisi olsun. Eger her £ >0 i¢in
1iml\{k <n:d(X,.X,)2€}|=0
non

ise, X=(X,) dizisi X, fuzzy sayisma istatistiksel yakinsaktir denir ve

S—-limX, = X, yazilwr.
Biitiin istatistiksel yakinsak fuzzy say1 dizilerinin kiimesi S(F) ile gosterilir [5].

Ozel olarak X, =0 almrsa S(F) yerine S,(F) yazilir. Ayrica sonlu bir kiimenin

dogal yogunlugu sifir oldugundan yakinsak bir fuzzy say1 dizisi istatistiksel yakinsaktir
yani c¢(F)c S(F) dir, ancak istatistiksel yakinsak bir fuzzy sayi dizisinin yakinsak

olmasi gerekmez.

Ornek 2.4.1. X =(X,) fuzzy say1 dizisini asagidaki gibi tanimlayalim.

x—2, 2<x<3ise

—x+4, 3<x<4ise , k=m" 1ise

0, diger durumda
x—=5, 55x<6ise

—x+7, 6<x<7ise , k#m’ ise

X, (x)=

0, diger durumda

olsun.
x—5, 5<x<L6ise
X,(x)=4 —x+7, 6<x<Tise

0, diger durumda

olmak tizere,
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X =(X,) dizisinin y - kesim kiimesi

x.] = [y+2,4—-y]. k=m’ ise
¢ [7+57-y], k#m’ ise
dir.
[X0]7:[7+5,7—7] olmak iizere

0

n

liin%‘{k <n:d([x,].[X,])2 e}‘ <lim ™ =0

dir.

Boylece X =(X,) dizisi X, fuzzy sayisma istatistiksel yakinsaktir
ancak{k <n:d(X,,X,)2€}  kiimesi sonlu olmadigindan dolayr X =(X,) dizisi

yakinsak degildir.

Tamm 2.4.2. X =(X,) fuzzy sayilarinn bir dizisi olmak iizere eger her £>0 igin
.1
lim—[{k<n:d(X,.X,)=€}|=0
" on
olacak sekilde bir m=m(€) sayist varsa, bu durumda X =(X,) dizisine istatistiksel

Cauchy dizisi denir [5].

Tamim 2.4.3. X =(X,) fuzzy sayilarinin bir dizisi olsun. Eger

1<
hm_zd(Xk’Xo) =0

n=° N =y

olacak sekilde bir X fuzzy saysi varsa X =(X,) dizisi X, fuzzy sayisma kuvvetli

Cesaro toplanabilirdir denir.

Biitiin kuvvetli Cesaro toplanabilir fuzzy say1 dizilerinin kiimesi @(F) ile gosterilir [6].
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2.5. Fuzzy Sayr Dizilerinin p. Dereceden Istatistiksel Yakinsakhg ve

p. Dereceden Kuvvetli p - Cesaro Toplanabilirligi

Tamm 2.5.1. X =(X,) fuzzy sayilarinimn bir dizisi ve B e (0,1] bir reel say1 olsun. Eger

her € >0 icin

.1

hgnn—ﬂ‘{k <n:d(X,.X,)2€}|=0
ise, X =(X,) dizisi X, fuzzy sayisina J. dereceden istatistiksel yakisaktir denir ve
Sﬁ(F)—lika =X, yazilr.

Biitiin S. dereceden istatistiksel yakinsak fuzzy sayilarinin kiimesi SP(F) ile gosterilir

[13].

Tamm 2.5.2. X =(X,) fuzzy sayilarinin bir dizisi ve 0< p<e olsun. Se (0,1]

olmak iizere eger
.15 p
llm_ﬁZ[d(Xk’Xo)] =0
n—oo 11 k=1
olacak sekilde bir X, fuzzy sayis1 varsa X =(X,) dizisi X, fuzzy sayisina

. dereceden kuvvetli p—Cesaro toplanabilirdir denir.

Biitiin . dereceden kuvvetli p—Cesaro toplanabilir fuzzy sayr dizilerinin kiimesi

@’ (F, p) ile gosterilir [13].

2.6. Fuzzy Sayr Dizilerinin A - istatistiksel Yakinsakhg ve Kuvvetli
A — Toplanabilirligi

Tanim 2.6.1. X =(X,) bir fuzzy say1 dizisi ve A=(4,)€ A olsun.

I, =[n—A,+1,n] olmak iizere, eger her £>0 i¢in
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1im/1i\{ke I,:d(X,.X))z¢}|=0

ise X=(X,) dizisi X, fuzzy sayisima A-—istatistiksel yakimsaktir denir ve

S,—limX, = X, ile gosterilir [7].
Tamim 2.6.2. X =(X,) bir fuzzy say1 dizisi ve A=(4,)€ A olsun.
Eger

lim/%z d(X,,X,)=0

n kel,

olacak sekilde bir X, fuzzy sayis1 varsa X =(X,) dizisi X fuzzy sayisina kuvvetli

A—toplanabilirdir denir [7].

2.7. Fuzzy Say1 Dizilerinin . Dereceden A — istatistiksel Yakinsakhg ve
p. Dereceden Kuvvetli Jp -Toplanabilirligi

Tamm 2.7.1. X =(X,) bir fuzzy say1 dizisi ve A=(4,)€A olsun. I, =[n—4, +1,n]

olmak iizere SBe (0,1] reel sayisi ve her €>0 i¢in
.1 )
hgnﬁ\{ke I,:d(X,.X,)2€}|=0

ise X =(X,) dizisi X, fuzzy sayisina 3. dereceden A—istatistiksel yakinsaktir denir

ve S —lim X, = X, ile gosterilir [16].

Tanim 2.7.2. X =(X,) bir fuzzy say1 dizisi ve A=(4,)€A olsun. 0< p<o ve

B (0,1] olmak iizere eger

1
11511?];” [d(X,.X,)] =0
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olacak sekilde bir X, fuzzy sayis1 varsa X =(X,) dizisi X, fuzzy sayisina

p. dereceden kuvvetli A p —toplanabilirdir denir [16].

2.8. Fuzzy Say Dizilerinin Lacunary Istatistiksel Yakinsakhgi

Tanim 2.8.1. Eger her £>0 i¢in

1iml\{ke 1,:d(X,,X,)2 €] =0

roe
-

olacak sekilde bir X, fuzzy sayis1 varsa X =(X,) fuzzy say1 dizisi X, fuzzy

sayisina lacunary istatistiksel yakimsaktir denir ve S, —lim X = X | seklinde gosterilir.

Biitiin lacunary istatistiksel yakinsak fuzzy say1 dizilerinin kiimesi S,(F’) ile gosterilir

[8].

2.9. Cift Fuzzy Sayi Dizileri

Tanmm 2.9.1. X =(Xjk) cift fuzzy say1 dizisi, X : NxN — L(R) ye taniml bir

fonksiyondur. (j,k)e NxN noktasindaki fonksiyonun degeri X (j,k) =X, ile

gosterilir ve ¢ift dizinin (j, k). terimi olarak ifade edilir [9].

Tamm 2.9.2. X =(X jk) cift fuzzy sayi dizisi olsun. Her £>0 i¢in, j,k>N iken

d(X;,L) <& olacak sekilde bir Ne N varsa bu dizi Pringsheim anlaminda yakinsaktir

veya L ye P-yakinsaktir denir, P—lim X = L seklinde gosterilir.

Biitiin P-yakinsak ¢ift fuzzy say1 dizilerinin kiimesi ¢, (F) ile gosterilir [9].

Tanim 2.9.3. X =(X jk) cift fuzzy say1 dizisi olsun. Her £€>0 igin, p>j>N ve

g2k>=N olmak tizere d(X,,X ;) <é€ olacak sekilde bir Ne N varsa X =(Xjk) cift

rq’

dizisine cift Cauchy dizisi denir [10].
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Tanim 2.94. X =(X jk) cift fuzzy sayr dizisi olmak lizere eger her j ve k icin

d(X,,0)<M olacak sekilde pozitif bir M sayisi varsa yani

2

ise X = (X jk) dizisi sinirhdir denir.
Biitiin sinurh ¢ift fuzzy say1 dizilerinin kiimesi ¢2. (F) ile gosterilir [10].

Tamm 2.9.5. X = (X jk) cift fuzzy say1 dizisi ve X, bir fuzzy sayisi olsun. Eger her

>0 igin,

1@@%\{(;’,@;]' <nk<m:d(X,.X,)2¢}/=0

ise X =(X jk) dizisi X, fuzzy sayisina istatistiksel yakinsaktir denir.
Biitiin istatistiksel yakinsak cift fuzzy say: dizilerinin kiimesi S, (F") ile gosterilir [10].

X = (X jk) cift fuzzy say1 dizisi X, fuzzy sayisina yakinsak ise ayni sayiya istatistiksel

yakinsaktir. Ancak istatistiksel yakinsak bir ¢ift fuzzy say1 dizisinin yakinsak olmasi

gerekmez.

Teorem 2.9.1. Yakinsak bir ¢ift fuzzy sayi1 dizisinin limiti tektir [10].
Tamm 2.9.6. X = (X jk) cift fuzzy sayi dizisi olsun. Eger her £ >0 i¢in,

lim L‘{(j,k);jﬁn,k Sm:d(Xjk,XNM)zg}‘ =0

n,m—e NI

olacak sekilde N =N(€) ve M =M (&) dogal sayilar1 varsa X :(X jk) ¢ift dizisine

istatistiksel Cauchy dizisi denir [10].
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Teorem 2.9.2. X =(X jk) cift fuzzy sayr dizisi olmak ilizere asagidaki Onermeler

denktir:

i X :(X jk) dizisi X, fuzzy sayisina istatistiksel yakinsaktir;
ii. X=(X,) dizisi istatistiksel Cauchy dizisidir;
iii. 6,(K)=1 ve limX =1 olacak sekilde bir K ={(j..k )} CNxN, i=1,2,3,..

kiimesi vardir [10].

Tamm 2.9.7. X = (X jk) cift fuzzy say1 dizisi ve p pozitif bir reel say1 olsun. Eger,

olacak sekilde bir X, fuzzy sayisi varsa X =(X jk) dizisi X, a kuvvetli p—Cesaro

toplanabilirdir denir.

Biitiin kuvvetli p—Cesaro toplanabilir cift fuzzy sayr dizilerinin kiimesi Wi(F ) ile

gosterilir [10].
Teorem 2.9.3. p pozitif bir reel say1 ve X = (X jk) cift fuzzy sayi dizisi olsun.
i X= (Xjk) dizisi X, fuzzy sayisina kuvvetli p—Cesaro toplanabilir ise X,

sayisina istatistiksel yakisaktir;

ii. X =(Xjk) dizisi sinirh ve X, fuzzy sayisina istatistiksel yakinsak ise, bu

dizi X, fuzzy sayisina kuvvetli p—Cesaro toplanabilirdir [10].



3. BOLUM

CIFT FUZZY SAYI DiZILERININ & DERECEDEN
ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIGI VE @ DERECEDEN
KUVVETLI p - CESARO TOPLANABILIRLiGI

Biz, bu boliimde oncelikle 0 < s,7 <1 reel sayilar olmak iizere & = (s,r) i¢in ¢ift fuzzy

say1 dizilerinin ¢&. dereceden istatistiksel yakinsakligim1 ve &. dereceden istatistiksel
cift Cauchy dizisini tanimlayacagiz. Daha sonra, ¢ift fuzzy sayr dizileri icin

&. dereceden kuvvetli p—Cesaro toplanabilirligi tanimlayip, bu kavramlar arasindaki

kapsama iliskilerini gosterecegiz.
3.1. Cift Fuzzy Say Dizilerinin &. Dereceden Istatistiksel Yakinsakhig

Tanimlar1 vermeden once bize kolaylik saglayacagim diisiindiigimiiz bazi kisaltmalar

verelim.

s,t,u,ve (0,1] olmak iizere (s,7) ikilisini & ile ; (u,v) ikilisini B ile gosterelim.

Buna gore
d’jﬁ(:)sSu vet<v,
a<fes<uver<v,
dsﬁ’(:)szu vetr=v,

0,1] & s,e(0,1],

ae(
Be(0,1] e u,ve (0],

dz=zles s=r=1,
le(:)uzv=l,
>l s>1ver>1

dir [14].
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Oncelikle cift istatistiksel yakinsaklik kavrami icin temel teskil eden c¢ift dogal

yogunluk kavramindan bahsedelim.

Tamm 3.1.1. KcNXN pozitif tam sayilarin iki boyutlu bir kiimesi olsun. j<n
vek <m olacak sekilde K da (j,k) nin sayilari K(n,m) ile gosterilsin. 0<s,7<1

olmak iizere, eger

limiti Pringsheim anlaminda mevcutsa, K kiimesi &. dereceden ¢ift dogal yogunluga

sahiptir denir ve J7(K) ile gosterilir [37].
Ornegin K:{(j3,k3):j,ke N} olsun. @e (1/3,1] igin

. K , 3 3
SH(K) = fim M < iy Indm _

nm—o 1M nm—e 1N

dir. Yani K kiimesi &. dereceden ¢ift sifir dogal yogunluga sahiptir.

Tamm 3.1.2. X =(X jk) bir ¢ift fuzzy sayr dizisi ve @e (0,1] herhangi bir reel say:

olsun. Eger her € >0 igin,

. 1
lim ——;
n,m—e 1M

{(j,k);an,kSm:d(Xjk,XO)Zg}‘:o

ise X =(Xjk) dizisi, X, fuzzy sayisina &. dereceden istatistiksel yakisaktir diyecegiz

ve Sy —lim X , = X, yazacagiz.

Biitiin &. dereceden istatistiksel yakinsak cift fuzzy say1 dizilerinin kiimesini S¥(F) ile

gosterecegiz.

X = (X jk) ¢ift dizisi X, fuzzy sayisina yakinsak ise bu dizi her bir &€ (0, 1] icin ayn1

fuzzy sayisina @. dereceden istatistiksel yakinsaktir ancak tersi dogru degildir. Bunu

gostermek i¢in asagidaki 6rnegi verelim.
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Ornek 3.1.1. X = (Xjk) bir ¢ift fuzzy say1 dizisi olmak iizere, eger j=n" ve k =m’ ise

0 , x€ (=00, jk)U(jk+2,00) ise
X, (0)=9 x=(jk) ., xe[jk,jk+1] ise
—x+(Jjk+2), xe[jk+1, jk+2] ise
olsun. Diger durumlarda
0, xe(—oo,1)U(3,00) ise
X,(x)=4 x-1, xe[1,2] ise

—-x+3, xe(2,3] ise

olmak iizere (X ;)=X, olsun.
X = (X jk) dizisinin y — kesim kiimesi

[X ]y [7+jk’(jk+2)—7)], j=n'k=m’ ise
rd [7+1,3-7], diger durumda

dir.

[X,] =[r+13-%] olmak iizere X=(Xjk) dizisi X fuzzy sayisma @e (1/3,1] igin

Q. dereceden istatistiksel yakinsaktir ancak yakinsak degildir.

Teorem 3.1.1. &< (0,1], X=(Xjk) ve Y=(ij) cift fuzzy say1 dizileri olsun. Bu

takdirde;

i. Eger S -limX , =X, ve ceC ise §7-limeX, =cX,,

ii. Eger SY-limX , =X, ve Sy-limY, =Y, ise Sy-lm(X, +Y,)=X,+Y, dir.



Ispat.

i. @e(0,1], ceR ve £>0 alalm. X, Y,, X, ve ¥ kiimelerinin y —kesim

kiimeleri sirasiyla X7, Y7

14 14
7o Y, Xg ve Y] olsun.

5OO(CX7 cX07)=|c|5w(Xy XO7)

jk? Jjk?
oldugundan
d(chyk,cXOy) =|c|d(ijk,Xoy)

yazabiliriz. Buradan

1

n'm'

{(kysj<nk<m:d(eX,,cX,)> £}

{(j,kxjs:a,kSm:d<X,-k,X0>z|—ZH

<

Sml‘

esitsizligini elde ederiz. Sy —limX , = X, oldugundan S; —limcX , =cX, dir.

iil. O (X +Y]

Jk?

X +Y)SO (X +Y Y+ XD +0. (Y + X[, X]+Y])

= 5.(X7, X))+ 8. (YL, YY)

oldugundan
d(X , +Y,,X,+Y)<d(X;,X)+d¥,;.Y,)

dir. Boylece,

{Gkysjsnk<m:d(X, +ij,XO+Y0)2€H

Xml

<

TP
— {Gokyj<mk<m:d(X,, X)) +d(¥,,Y,) 2 €]

33
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<— t{(j,k);an,kSm:d(Xjk,XO)zg}

+— t{(j,k);an,kSm:d(ij,YO)Zg}

oldugundan ispat tamamlanir.

Teorem 3.1.2. &, ,B € (0,1] olmak iizere &< ,B ise
S§(F)c S{(F)

dir ve @< [ olacak sekildeki baz1 & ve f icin kapsama kesindir.

= B < s<uvet<v oldugundan, her £€>0 icin

ul : {(j,k);jén,kSm:d(Xjk,Xo)zg}‘
nm
< Sl r {(j,k);an,kSm:d(Xik,XO)Zg}‘
nm .

dir. Bu esitsizlikten Sf (F)c SZB (F) oldugunu kolaylikla goriiriiz.

Kapsamanin kesin oldugunu gostermek icin Ornek 3.1.1 deki X =(X jk) dizisini ele
alalim. ,5’ e (1/ 3,1] icin X =(Xjk) dizisi X, fuzzy sayisina B dereceden istatistiksel

yakimnsaktir ancak @e (0,1/3] i¢in X =(Xjk) dizisi X, fuzzy sayisma &. dereceden

istatistiksel yakinsak degildir.

Teorem 3.1.3. X =(X jk) dizisi X, fuzzy sayisina &. dereceden istatistiksel yakisak
ise O (K)=o0 ve limX, , =X, sartlarini saglayan bir K ={(j,.k,)} cNxN, i=1,2,...

kiimesi mevcuttur.
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Ispat.

X =(X jk) dizisi X, fuzzy sayisina &. dereceden istatistiksel yakinsak ve
1
K, :{(j,k)e NxN:d(Xjk,X0)<;}, I=1,2,...

olsun. Tamim 3.1.2 den &7(K,“)=0 dir. Buna gore 8 (K,)=c0 oldugu agiktir. Ayni

zamanda K, kiimesinin tanimindan
K>oK,>.0K, oK, >D.. (3.1)
dir.

Kabul edelim ki {H i}ieN pozitif reel sayilarin kesin artan bir dizisi olsun.

(p,q,)€ K, olacak sekilde keyfi bir say1 segelim. (3.1) den j=p,,k>gq, iken

K, (n,m) v . o
—————>H, yisaglayan, p, > p, ve g, > q, olacak sekilde ( pz,qz)e K, secebiliriz.
n-m
: : : K, (n,m) o
Buna ilaveten j2p,, k>¢q, iken ———=>H, i saglayan, p,>p, Ve q;>q,
n-m

olacak sekilde ( p,,q,)€ K, segebiliriz. Bu yolla devam edilirse j=p, ve k=g, iken

Kr(n,m)
(p,.q,)e K, (r=123,.) ve ———=>H (3.2)

s t r

n -m

olacak sekilde NxN in elemanlarinm bir (p,,q,)<(p,.¢,)<..<(p,,q,)<... dizisini

elde ederiz.

Simdi K kiimesini agsagidaki gibi insa edelim:

{w,v):1<u< p,1<v<gq} kimesinin her bir eleman: ve herhangi bir r>2 dogal

sayist i¢in K, n{(u,v): p,_, <u<p,, g, <v<gq,} kiimesinin elemanlar1 K kiimesinin
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de elemant olsun. (3.1) ve (3.2) den herhangi bir re N i¢cin p, <j<p,.,q <k<gq,.,

olacak sekilde (j,k)e K secebiliriz.
Boylece

K(n,m) _ K, (n,m)

nA‘ 'mf nS ‘mt

vV

elde ederiz. Buradan 525’ (K)=c0 oldugu agiktir.

1
Ayrica, €>0 olsun. —<& olacak sekilde bir r secelim. j=p, , k=g, olacak sekilde
r

(j.k)e K olsun. Bu takdirde p,<j<p,,, ¢ <k<gq,, olacak sekilde bir i=r sayisi
vardur. Ancak K kiimesinin tanimindan (j.k)e K, dir ve

béyleced(Xik,X0)<1_Sl<8 dir. Bu ise X=(Xjk) dizisinin X, fuzzy sayisina
‘ i r

yakinsak oldugunu gosterir.

Teorem 3.1.4. Her bir @e (0,1] igin Sy (F)N/2(F) kiimesi ¢2(F) normlu lineer
uzayinin kapali bir alt uzayidir.
Ispat.

Sf’ (F)N/(>(F) kiimesinin ¢>.(F) nin lineer bir alt uzayr oldugunu kolaylikla

gosterebiliriz. Simdi bu kiimenin kapali oldugunu gosterelim.

X" =(X ") e STF)NL(F),  (nm=123,.)
veE
X" = X =(X,)e 2(F)

olsun.
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Bu durumda, j,k — oo i¢in

(om) £
d(x ,X)<3

dir. Ayrica Teorem 3.1.2 de ,351 alindiginda Sf’(F)gSzl(F) oldugundan ve
SY(F)N (% (F) kiimesi ¢ (F) de kapal oldugundan [10], X =(X )& S)(F)N (2 (F)
dir.

Her bir (n,m=1,2,3,...) i¢cin X" e S¥(F)c S, (F) oldugundan X" dizisi

n,m=1,2,3,... icin Y  fuzzy sayisina istatistiksel yakinsaktir.

Simdi, (Y,,) dizisinin Y fuzzy sayisma yakimnsak oldugunu ve X =(X jk) dizisinin Y
fuzzy sayisina &. dereceden istatistiksel yakinsak oldugunu gostermeliyiz.

Her j,ke N i¢in

(nm) (nm) (pr)

v, )+d(x,. X, )+d(x; "y, ) (3.3)

jk > nm pr

d(v,,.v,)<d(x

nm? = pr

yazabiliriz.

£>0 olsun. X(”’”)%X:(Xjk)eEi(F) oldugundan her p>n>N ve r2m=N

icin

olacak sekilde N e N vardir.

X" ve X swasiyla Y, ve Y, yeistatistiksel yakinsak oldugundan

— Tnm

5, (A )=1 ve 1‘;rkn xXom =y,

J ke Ay
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veE
— : (pr) —
5,(A)=1ve limX{ =Y
Jjok
JkeApy

olacak sekilde A

nm?

Apr < NxN vardir [10].

6,(A,)=1=06,(A,,) oldugundan

nm

3
ve
d(X;,f”, p,)<§

olacak sekilde j,ke A, NA  segebiliriz.

Boylece (3.3) den p>n>N ve r2m2=N igin d(Y Ypr) <& elde ederiz. Bu ise

nm?

bize (Y,,) dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu verir. Dolayisiyla lim ¥, =Y olacak

sekilde bir Y fuzzy sayis1 vardir.
Simdi / >0 olmak iizere

A ={(j.k)e NxN:d(X,.v)>1}

Jjk?

pr’

alalim. d(X(’”),X)<é ve d(Y Y)<% olacak sekilde (p,r)e NxN secelim.

Ayrica,

pr

B, :{(j,k)e NxN:d(X{.y, )=

}

W |~

olsun.
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Keyfi bir (j,k) i¢in

X, )+d(x, .y, )+d(Y,.Y)

pr?

<=+d(x,".v,)

pr

elde ederiz. Yani A < B, dir. Dolayisiyla &7 (B,)=0 oldugundan &'(A)=0 dir. Bu
ise bize X =(X,)e S#(F) oldugunu gosterir. Yani Sf’(F) kiimesi (2.(F) de
kapalidir.

Tamm 3.1.3. X =(Xjk) bir ¢ift fuzzy say1 dizisi ve @e (0,1]olsun. Eger her £>0

icin,

Tim — {(kynj<nk<m:d(X,, X )2 e)}=0

olacak sekilde N =N(e) ve M =M(e) sayillar1 mevcut ise X =(X jk) dizisine
a. dereceden istatistiksel Cauchy dizisidir diyecegiz.

Teorem 3.1.5. e (0,1]olmak iizere, X =(X jk) dizisi @. dereceden istatistiksel

yakinsak ise bu dizi &. dereceden istatistiksel Cauchy dizisidir.

Ispat. X =(X jk) dizisi &. dereceden istatistiksel yakinsak olsun. Bu takdirde, € >0

icin

lim ——;
n,m—o 1M

{Gknjsnk<m:d(X,, X,)2e)=0

dir.

d(X . X,) 2 € olacak sekilde N ve M sayilarmni segelim.
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{Gknj<nk<m:d(X, . Xu)zelc{Ghsj<snk<m:d(X, X)) =€}

U{(N,M):d(X,,.X,) 2 €}

yazabiliriz.

lim {(j,k);an,kSm:d(Xjk,XNM)ZgH

wn'm'

< lim — NGk j<nk<m:d(X,, X))
+ lim — (N,M):d(XNM,XO)zg}‘

oldugundan ve kabuliimiizden, X =(X jk) dizisi &. dereceden istatistiksel Cauchy
dizisidir.

3.2. Cift Fuzzy Say1 Dizilerinin &. Dereceden Kuvvetli p - Cesaro Toplanabilirligi

Tamm 3.2.1. X = (X jk) bir ¢ift fuzzy sayi dizisi ve & >0 olmak iizere eger

1 n m

lim =5 22X = X,
k=1

n,m—yo n m

ise X =(X jk) dizisi sonlu X, limitine &. dereceden Cesaro toplanabilirdir diyecegiz.

Biitiin @. dereceden Cesaro toplanabilir ¢ift fuzzy say1 dizilerinin kiimesini W% (F) ile

gosterecegiz.

Tanim 3.2.2. X =(X jk) bir cift fuzzy say1 dizisi, p pozitif bir reel sayr ve & >0

olsun. Eger

n m

]k’ } =0

llﬂ‘l—)‘>° _] 1 k=1
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olacak sekilde bir X, fuzzy sayist varsa X :(X jk) dizisi X, fuzzy sayisina

a. dereceden kuvvetli p—Cesaro toplanabilirdir diyecegiz.

Biitiin &. dereceden kuvvetli p—Cesaro toplanabilir cift fuzzy say1 dizilerinin kiimesini

W}¥(F) ile gosterecegiz.

Teorem 3.2.1. p pozitif bir reel say1 ve &, ,5’ >0 olsun. @< [ ise
W (F) c WP (F)

dir ve @< [ olacak sekildeki baz1 & ve [ icin kapsama kesindir.

Ispat. X =(X jk)e W/¥(F) olsun. p porzitif reel sayisi ve @< B icin

L vy [d(X,.x,)] < Slt 3 [d(x,.x)]

j=1 k=1 nm k=1

u v

yazabiliriz. n,m — oo i¢in limit alindiginda W,”*(F) WZ"[’ (F) oldugunu goriiriiz.
Boylece teorem ispatlanir.

Teorem 3.2.2. d’,ﬁe 0,1], &= ,B ve 0 < p <o olsun. Eger X =(Xjk) dizisi a.
dereceden X, fuzzy sayisina kuvvetli p—Cesaro toplanabilir ise X = (X jk) dizisi ayn1

X, sayisina ,B dereceden istatistiksel yakinsaktir.
Ispat.

Hnm={(j,k);jSn,kSm:d(Xjk,XO)28} olsun. £>0 icin

ii[d(xjk,xo)]"z 2> [dx,.x) ]+ Y [dx,.x)]

Jj=lk=1 (J.k)eH,, (J.k)eH,,

> > [dx,.x)]

(j.k)eH,,
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(ks j<nk<m:d(X ;. X,)2 )€

Zf[d(xjk,xo)]” > 1” Gk j<nk<m:d(X,, X)) z¢)|e"
k=1

1 n
) t s
n’m 5 n

>

T :
— Gk j<nk<m:d(X,.X,) 2 ¢)e

elde ederiz. Boylece, X =(X jk) dizisi X, fuzzy sayisina &. dereceden kuvvetli

p—Cesaro toplanabilirse yine X, sayisina B dereceden istatistiksel yakinsaktir. Bu

ise ispatimizi tamamlar.



4. BOLUM
CIFT FUZZY SAYI DiZILERININ & DERECEDEN

17— ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIGI VE & DERECEDEN
KUVVETLI 7 - TOPLANABILIRLIiGi

Bu boliimde cift fuzzy say1 dizileri i¢in &. dereceden A — istatistiksel yakinsaklik ve
@. dereceden kuvvetli 1 — toplanabilirlik tanimlarin1 verecegiz ve aralarindaki iliskileri

inceleyecegiz.
4.1. Cift Fuzzy Say Dizilerinin & Dereceden 1 — Istatistiksel Yakinsakhig
Tamm 4.1.1. X =(X ) cift fuzzy say1 dizisi ve @ e (0,1]olsun. Ayrica,
A=(4) ve u=(u,) dizileri

A <A+, A4 =1

n+l —

A, =0 (n—>o0)

veE
lle+1 Sﬂm+1’ lul =1
M, —>+oo (m—>o0)

sartlarina sahip pozitif reel sayilarin azalmayan iki dizisi olsun [17].
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i

In = [n_ﬂ’n +1’ n] "]m = [m_ﬂm +1’ m] ve (ﬂ_’nm )D? = (ﬂ'l )S ’ (ﬂm )t Olmak uzere eger

Ve >0 igin

{jel ke, dx,.X,)2€)=0

lim 1&

" (An)

ise X =(X jk) dizisi X, fuzzy sayisina &. dereceden A — istatistiksel yakinsaktir

diyecegiz.

Biitiin . dereceden A — istatistiksel yakinsak cift fuzzy sayr dizilerinin kiimesini

(S Z& ) (F) ile gosterecegiz.

Teorem 4.1.1. &< (0,1], X=(Xjk) ve Y=(ij) cift fuzzy say1 dizileri olsun. Bu

takdirde;
i. Eger SY~limX , =X, ve ceR ise §§-limeX, =cX,,
ii. Eger S7 —limX , =X, ve S7-limY, =Y, ise S7-Lm(X, +Y,)=X,+Y,
dir.
Ispat.
i. @€ (0,1], ce R ve €>0 alahm. X, ¥, X, ve ¥ kiimelerinin y — kesim
kiimeleri sirasiyla X7, Y7, X{ ve ¥ olsun.
S (eX7.cX])=|d 6. (X7, X])
oldugundan
d(chyk,chy)=|c|d(Xj7k,X07)

yazabiliriz.



Buradan

{jet, ke, dcX X)) 2 )]

(Z.)"

1

(Z)’

<

{je I.kel, :d(Xjk,XO)ZI—gI}
C

esitsizligini elde ederiz. Sf —lim X &= X, oldugundan Sg’ —limcX i« =X, dir.
i O (X +Y X +Y SO (X +Y Y+ X)) +0, (Y + X[, X[ +Y))
=0 (X}, X))+, (YY)
oldugundan
d(X ; +Y,,. X, +¥)<d(X,;,X,)+d(Y,.Y,)

dir. Boylece,

1

(Zn)"

{iel ke, dX, +Y,.X,+Y,) 2]

< 1

(A)

{iel ke, d(X,, X)) +d(¥,,Y,) 2 e

<

- a

{je I.kel, :d(Xjk,Xo)Zg}

nm

+

{je I.kel, :d(ij,Yo)zg}

- a

nm

oldugundan ispat tamamlanir.

45
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Teorem 4.1.2. &, ,B € (0,1] reel sayilar ve &< ,B olsun. X =(X jk) dizisi X, fuzzy

sayisina &. dereceden A — istatistiksel yakinsak ise bu dizi X, sayisina ,B dereceden

A — istatistiksel yakisaktir.
Ispat. @< ,B oldugundan, her £ >0 igin

1

Gyl ke ity X2

1

(4) - (a,)

<

{jel ke, d(X,, X)) 2

dir. n,m—oo ic¢in limit alinarak (Sz’j’)(F )Q(SI’B )(F) oldugunu kolaylikla elde
ederiz.

Teorem 4.1.3. @< (0,1] olsun. Xz(Xjk) dizisi X, fuzzy sayisina ¢&. dereceden

Z,.) _
istatistiksel yakmsak ve lim inf %>0 ise bu dizi X, sayisina . dereceden

nm—soo (nm)

A — istatistiksel yakinsaktir.
Ispat. £>0 icin
lisnk<m:dX,.X)ze}o{jel ke, :d(X,. X, =€}

oldugundan,

{an,kSm:d(xjk,xo)z,s}‘zﬁ‘{je I,.ke ], d(X,, X)) 2 )]

t J!

n‘m

(%) 1

st — a
nm

{jel ke, :d(Xjk,XO)Zg}‘
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(7,.)"

a

> (0 oldugundan sonug asikardir.

dir. S -limX , =X, ve lim inf
nm-—oeo (nm)

4.2. Cift Fuzzy Say Dizilerinin &. Dereceden Kuvvetli 2 — Toplanabilirligi

Tanm 4.2.1. X = (X jk) cift fuzzy sayi dizisi ve & >0 olsun. Eger her £>0 i¢in

1
li — dlX . ,X,)=0
Ty )ZZ (XX )

nm

olacak sekilde bir X, fuzzy sayisi var ise X =(X ;) dizisi X, sayisina &. dereceden

kuvvetli A — toplanabilirdir diyecegiz.
Biitiin &. dereceden kuvvetli A — toplanabilir ¢ift fuzzy say1 dizilerinin kiimesini
[V,/T]d (F) ile gosterecegiz.

Eger (Z )=nm alirsak, @. dereceden kuvvetli A — toplanabilirlik [C,l,l]d (F) ile

nm

gosterilen ¢. dereceden kuvvetli Cesaro toplanabilir dizilerin uzayina indirgenir.

Yani

lim — = D d(X,;.X,)=0

m (nm) jok=L11

dir.
Teorem 4.2.1. X =(X ;) cift fuzzy say1 dizisi ve &, B>0 olsun. @< f ise
V.2l k) c[v.a] &)

dir.
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Ispat. X [V,Z]& (F) olsun. &= f3 icin

ZZd(Xjk,X)<( ) ZZd(Xjk,X)

(ﬂ’n) (:um jel, kel m jel, ke j,

yazabiliriz. Buradan, X € [V,Z ]ﬁ (F) oldugunu goriiriiz.

Teorem 4.2.2. 0<a< ,5’31 olsun. Eger X =(X jk) dizisi X, fuzzy sayisina
@. dereceden kuvvetli A — toplanabilir ise, X, sayisina 5 dereceden A — istatistiksel

yakinsaktir yani [V, /T]d (F)c (SZE ) (F) dir.

Ispat. Herhangi bir £>0 igin, X =(X jk) dizisi X, fuzzy sayisina &. dereceden

kuvvetli A — toplanabilir olsun.

> d(X,. X)) = > d(X . X,) + > d(X,.X,)

JET, ke j JeIy ke jud (X . Xo)2e JEI, ke jy:d (X, Xo)<€

> >, d(X ;. X,)

Jel, ke d,:d(X . Xy)2€

>[{je1,.ke J, d(X,,X,)2¢elle

oldugundan @< £ icin

Jk?

1
AN z d(Xjk’XO)Zﬁ
(ﬂ’n) (Ium) Jel, kel (Z’n) (lum)

Zu—)v‘{je 1.k ], d(X,,X,)2¢lle
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yazabiliriz. Boylece, X =(X jk) dizisi X, sayisina [. dereceden A — istatistiksel

yakinsaktir.



5. BOLUM

CiFT FUZZY SAYI DIiZiLERININ @& DERECEDEN
LACUNARY ISTATISTiKSEL YAKINSAKLIGI VE
@ DERECEDEN LACUNARY KUVVETLI p - CESARO

TOPLANABILIRLIGI

Bu boliimde ¢ift fuzzy say1 dizileri icin &. dereceden lacunary istatistiksel yakinsaklik
ve . dereceden kuvvetli lacunary toplanabilirlik tanimlarim1 verecegiz ve aralarindaki

iliskileri inceleyecegiz.
5.1. Cift Fuzzy Sayi Dizilerinin & Dereceden Lacunary istatistiksel Yakinsakhg
Tamm 5.1.1. 6, ={(k,.1,)} bir ¢ift dizi olmak iizere eger,
ky=0 ve 5 « igin h, =k —k,_, —> oo
ve

lO:O V€ § -5 19111 }_Zg‘ :ls_ls—l —

olacak sekilde negatif olmayan tamsayilarin artan iki dizisi meveut ise 6 ={(k,.l,)}

cift dizisine ¢ift lacunary dizi denir [18].
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k,, =kl ve h,, = hh, ile; 0., tarafindan  belirlenen  araliklar
. k A y
I, ={(k0):k_ <k<k vel_ <I<Il} ile; gq,= p r,og == olmak iizere

q.,=4.9, ile gosterilir [18].

Tamm 5.1.2. X =(X,,) cift fuzzy sayr dizisi, 6 ¢ift lacunary dizisi ve

r,

& e (0,17olsun. Eger £>0 i¢in

lim

r.,s (h

{(kD)er,,:d(Xy,X,)2e}|=0

a

r,s

ise X =(X,,) dizisi &. dereceden X, fuzzy sayisina lacunary istatistiksel yakinsaktir

diyecegiz ve SZJ —limX,, =X, ile gosterecegiz. Yukaridaki ifadede (hm)d ile

(h,) ( h, )t gosterilmektedir.

Biitiin &. dereceden lacunary istatistiksel yakinsak ¢ift fuzzy sayi dizilerinin kiimesini

Sy (F) ile gosterelim.

Teorem 5.1.1. &, B < (0,1] reel sayilar olsun. @< f ise
Sy (F)csy (F)

dir.

ispat. @< f oldugundan Ve >0 icin

1

(h,,)

{(k.D)e 1, d (X, X,)2 €| !

(1.)"

{(k.)e1,,:d(x,,X,)2 e}
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dir. » 5> » Ve s » « i¢in limit alarak teoremi ispatlariz.

Teorem 5.1.2. Herhangi bir 6, cift lacunary dizisi i¢in  liminf g, >1 ve

liminf g, >1 ise

dir.

Ispat. liminfg, =7, >1 ve liminfg, =7, >1 oldugunu kabul edelim. :—7712_1 ve

0, = 7722_1 alahm. Bu takdirde, r>7 i¢in g, 21+, ve s2=s,i¢in g, =140, olacak

sekilde "a ve %o pozitif tamsayilar1 vardir.

Boylece, r2r, ve 525, icin

i 51 @ 52 @
1+6, ) {1+,

X =(X,)e S¥(F) olsun. Boylece, Ve>O0 icin ve r2r ve s2s, icin

dir.

1
(k1,)"

r

1
(k1,)"

r

{k<k.i<l:d(X,.X,) 2}

{(kD)el, :d(X,.X,)2
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()"

(kL) (h.,)

{(kD)erl, :d(X,,x,)2 )

{(kD)er,, :d(X,.X,)2 ¢}

oldugundan X = (X, )e S7 (F) dir. Boylece ispatimiz tamamlanmis olur.

Teorem 5.1.3. Herhangi bir 6.  cift lacunary dizisi i¢in limsupg? <o ve

limsupg” <o ise

dir.

ispat. limsupg® <o ve limsupg” <o oldugunu kabul edelim. Boylece her r ve

s icin ¢* <K ve g%<K olacak sekilde bir K >0 vardur.
Sg —limX, =X,
ve

T, =[{(kDer, d(x,.X,)ze

olsun.

Tanim 5.1.2 den £€>0 ve her r>r, ve s>s, igin L < ¢ olacak sekilde

(..)"

r,s

1y, 8, € N vardr.

M::max{Tm:ISrSr0 ve I<s<sy, }
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alahm. k,_ <n<k ve [_ <m<l olacak sekilde » ve m sayilarinin mevcut

oldugunu kabul edelim.

Boylece,
! [k <ni<m:d(x,.x,)2 ¢ S%‘{kﬁk,,l <l:d(X,.X,)2 €}
(nm) (T

< Mroso~+ 1 )a{ i 7:]}

a
(kr—llx—l ) (kr—lls—l i,j=ry+l,50+1

Mr.s 1 rs. T ha
< 00 + ’j~w
{ 2.0 }

B (kr—llx—l )d (kr—lls—l )d i, j=1y+1,55+1

T ) r,s -
< Mrys, —+ ! =| sup —- { Z h“}
(kr_lls_l) (kr—lls—l) 1,j27y:50 hi,j i, j=ry+l,55+1 s

< Mroso~+g l)a{ Z hoj}

(k l )a (k l i j=r+Lsy+1

r—1"s-1 r—1"s-1

_ M, +¢eK?

( kr—lls—l )a

A

oldugundan ispat tamamlanmis olur.
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5.2. Cift Fuzzy Say1 Dizilerinin & Dereceden Lacunary Kuvvetli p-Cesaro

Toplanabilirligi

Tamm 5.2.1. X =(X,,) cift fuzzy say: dizisi, 6, cift lacunary dizisi, p pozitif bir

reel say1 ve & >0 olsun. Eger

lim 107 z [d(sz’XO)]pzo
o (hm) (k.Del,,

olacak sekilde bir X, fuzzy sayis1 var ise X =(X,,) dizisi X, fuzzy sayisina

a. dereceden lacunary kuvvetli p—Cesaro toplanabilirdir diyecegiz.

Biitiin &. dereceden lacunary kuvvetli p— Cesaro toplanabilir ¢ift fuzzy say1 dizilerinin

kiimesini N 9’”’ (F) 1ile gosterecegiz.

Teorem 5.2.1. p pozitif bir reel say1 ve &, >0 olsun. &< [ ise
N}*(F)c NjP(F)

dir.

Ispat. p pozitif reel sayis1 ve @< ,B icin

; z [d(sz’Xo)]pS 1 Z I:d(X’d’XO)]p

(hm )ﬂ (kDel, (hm )“ kel

oldugundan ispat agiktir.

Teorem 5.2.2. & >0 olmak iizere, herhangi bir 6 cift lacunary dizisi i¢in

liminf g, >1 ve liminf g, >1 ise
W% (F)c NJ*(F)

dir.
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Ispat. liminf ¢, >1 ve liminf g, >1 olsun. Bu takdirde, her r,s>1 igin g, 21+6, ve

g, 21406, olacak sekilde 0, >0 ve 0, >0 vardur.

Boylece,
(h)" ZL ) ]
(k)" \1+4
ve
(hs)a =£ 52 ]a
(ls)“ 1+6,
dir.

X =(X,,) cift fuzzy say1 dizisi olmak iizere X € W,’*(F) olsun.

Boylece
1
Nr,s 3 (h )07 ];g:l:d(xkl’XO):lp
1 koL Pkl P
_(h )0? ;;[d(xkz’xo)] _;hl I:d(Xkl Xo)]
kg 1 Pk 4
- Z[d(sz’Xo)] + I:d(Xkl’XO)] ]
k=1 1=1 k=1 [=1
yazabiliriz.




elde ederiz.

X € W/*(F) oldugundan

veE

57

¢ift toplamlar1 Pringsheim anlaminda sifira yakinsaktir. Dolayisiyla N,  dizisi de sifira

yakinsaktir. Yani X € N ;j‘i‘(F) dir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 5.2.3. &>0 olmak iizere, herhangi bir &  c¢ift lacunary dizisi igin

limsupg® <oo ve limsupg” <o ise
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N;jf (F)c W, *(F)

dir.
Ispat. limsupg® <o ve limsupg” <oo oldugunu kabul edelim. Boylece her r ve

s igin qf’ <K ve (}f’ <K olacak sekilde bir K >0 vardir.

Xe N)*(F) ve £€>0 olsun.

N,, = 1 ZZ[d(Xkl’Xo)]p

a
(h ) kel, lel
r,s ;

alalim. Boylece, her k27, ve [2s; icin N, <& olacak sekilde r, >0 ve

s, > 0 vardur.
M:=max{Nm 1<r<r vel<s<s, }

olsun. k,_,<n<k ve [_ ,<m<Il olacak sekilde » ve m sayilarmm mevcut

oldugunu kabul edelim.

Boylece,
1 n_.m P 1 k, I r
@ Z[d(Xkl’XO):I < dZZI:d(XkI’XO):I
(nm) =1 i=1 (kr—lls—l) =1 i=1

IA

8 3 latnny]

(k,_ 1 )a i =L\ (ke 1))

r—1"s-1

1 Ty.So P 1 i
= h ) N +——mM n VYN
(k lsfl)a i,j=171( M) " " (krflls—l )a (r0<i3r§:s0<jss>( l"/) J

r-1
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< M (krolfo )07 TOSO +(

X ()

< sup N, j
(k, 1, )a oGy (kL) (oeisriotse<iss)
M (k1 )"
1,8 7
< "8 d00+€ 1 _ Z (hij)a
(kr—lls—l ) (kr—lls—l ) (ry<i<r)U(sy<j<s) ’

M(k [ )07 7S,

o So

( kr—lls—l )d

< +&K?

oldugundan X € W, “(F) elde ederiz. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 5.2.4. 0<a&=< ,5’<1 olmak iizere X e Ngf(F) ise Xe S;S(F) dir.

Ispat. X e N}7(F) olsun.

Z [d(Xkl’Xo):Ip: Z [d(sz’Xo):Ip+ Z I:d(Xkl’Xo)]p

(k.Del, ¢ (k.Del, ¢ (k.Del,
d(Xy.X)2e d(Xy.X,)<e

> ¥ [d(Xe.X,)]

(k.Del,
d(Xy.X)2e

>[(k.1)e 1, :d(X,, X,) 2 €)|e”
oldugundan,

gl’

Y [a(xex,)] 2

(1) o, (h,.)

{(k.D)e 1 :d(X,.X,)=¢€}




1

(1)

>

{(k.0)e 1, :d(

dir. Boylece, X € S; . (F) oldugunu gostermis oluruz.

X, X

kl»

0)28}‘8”

60



6. BOLUM

TARTISMA-SONUC ve ONERILER

Bu boliimde iigiincii, dordiincii ve besinci boliimlerde ifade ve ispat edilen teoremlerle

ilgili sonuclar verecegiz.
6.1. Tartisma-Sonuc ve Oneriler

Sonug¢ 6.1.1. Tanim 3.1.2 de @ =1 alirsak, cift fuzzy say1 dizilerinin &. dereceden
istatistiksel yakinsakligi kavrami cift fuzzy sayr dizilerinin istatistiksel yakinsakligina

indirgenir.
Sonug 6.1.2. Eger bir X =(X ) ift dizisi & € (0,1] olacak sekildeki baz1 & i¢in X,

fuzzy sayisina @. dereceden istatistiksel yakinsaksa, bu durumda X, sayisina

istatistiksel yakisaktir. Yani Sf (F)c S, (F) dir.
Buna ilaveten, Teorem 3.1.2 den asagidaki sonuglar elde edilir:
i @=pise SY(F)=S’(F) dir,
ii. @=1ise SY(F)=S,(F) dir.
iii. Eger 0<d@= <1 ise SZ(F)c S (F)c S,(F) dir.

Sonu¢ 6.1.3. &, /¢ (0,00) ve p pozitif reel sayr olmak iizere, Teorem 3.2.1 den

asagidaki sonuclar elde edilir:

i @=p ise WAF)=W/(F) dir,
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ii. 0< p <ooigin W/ (F) W/ (F) dir.

Sonu¢ 6.1.4. Teorem 3.2.2 de &= ,5’ <1 alirsak, X, sayismna &. dereceden kuvvetli

p—Cesaro toplanabilir bir X =(X jk) dizisi X, sayismna ayni zamanda &. dereceden

istatistiksel yakinsak olur.

Sonug 6.1.5. Teorem 4.1.1 den eger bir X =(X ;) cift fuzzy say1 dizisi X, fuzzy

sayisa &. dereceden A — istatistiksel yakinsak ise, & <1 oldugundan X, sayisina

A — istatistiksel yakisaktir. Yani, her bir & e (0,1] igin (SZ&)(F) - (SZ ) (F) dir.

Sonug 6.1.6 &, ,B € (0,1] olmak iizere Teorem 4.2.1 den asagidaki sonuclar elde edilir.
i azfise [V.2] (F)= [v,ﬂﬂ (F) dir,
i a@e©1) icin [V.1] (F)[V.A](F) di.

Sonug 6.1.7. Teorem 4.2.2 den asagidaki sonuclar elde edilir.

i. @e (0,1] olmak iizere, X = (X jk) dizisi X, fuzzy sayisma ¢&. dereceden kuvvetli

A — toplanabilir ise bu dizi X, fuzzy sayisma @&. dereceden A — istatistiksel

yakisaktir yani [V,Z]d (F)c (Szd) (F) dir.

ii. @e (0,1] olmak iizere, X = (X jk) dizisi X, fuzzy sayisina &. dereceden kuvvetli
A — toplanabilir ise bu dizi X, fuzzy sayisma A — istatistiksel yakinsaktir yani
(v.2]"(F)c(S;)(F) dir.

Sonug 6.1.8. Teorem 5.1.1 den eger bir X =(X ;) cift fuzzy sayr dizisi X, fuzzy

sayisna . dereceden lacunary istatistiksel yakinsak ise, & <1 oldugundan X,

sayisina lacunary istatistiksel yakmsaktir. Yani, her bir &e (0,11 icin

(3, %) (Fry<(8,. )(F) dir.
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Sonug 6.1.9. @,f e (0,%) olmak iizere Teorem 5.2.1 den asagidaki sonuglari elde

ederiz.
i @=fise N)*(F)=N}"(F) dir,
ii. @e (0,11 icin NJ%(F)c Nj (F) dir.
Sonug¢ 6.1.10. & >0 olmak iizere, Teorem 5.2.2 ve Teorem 5.2.3. den

I<liminf g, <limsupg” <oo ve l<liminf g, <limsupg® <oo ise N!*(F)=W,"*(F)

elde edilir.
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