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ÖZET 

Bu çalışmanın birinci ve ikinci bölümünde reel ya da kompleks terimli diziler ve fuzzy 

sayı dizileri için çalışmamıza temel oluşturan bazı tanım ve teoremlere yer verilmiştir. 

Üçüncü bölümde, 0 , 1s t< ≤  reel sayılar olmak üzere herhangi bir ( , )s tα =�  için, çift 

fuzzy sayı dizilerinin .α�  dereceden istatistiksel yakınsaklık ve .α�  dereceden kuvvetli 

Cesàro toplanabilirlik kavramları tanımlanarak aralarındaki ilişkiler incelenmiştir. 

Dördüncü bölümde, ( )
n

λ λ=
 
 ve ( )

m
µ µ=  dizileri pozitif reel sayıların azalmayan iki 

dizisi ve ( ) ( ) ( )nm n m
λ λ µ= ⋅  olmak üzere,

 
çift fuzzy sayı dizileri için .α�  dereceden    

λ − istatistiksel yakınsaklığı ve .α�  dereceden kuvvetli λ − toplanabilirliği çalışılmıştır. 

Beşinci bölümde, ( ){ }, ,r s r sk lθ =  çift lacunary dizisi için, çift fuzzy sayı dizilerinin       

.α�  dereceden lacunary istatistiksel yakınsaklık ve .α�  dereceden  lacunary kuvvetli   

−p  Cesàro toplanabilirlik kavramları ve bazı teoremler verilmiştir. 

Altıncı bölümde, bulunan sonuçlar ifade edilmiştir. 

 
Anahtar Kelimeler: Fuzzy sayısı; Çift dizi; Çift lacunary dizisi; İstatistiksel 

yakınsaklık; Kuvvetli −p Cesàro toplanabilirlik; .α� derece;     

λ − istatistiksel yakınsaklık; λ − toplanabilirlik 
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ABSTRACT 

In the first and second chapters of this thesis, we give some definitions and theorems 

provided a basis in our study about real and complex sequences and the sequences of 

fuzzy numbers, respectively. 

In the third chapter, for ( , )s tα =�  where 0 , 1s t< ≤  are real numbers, the concepts of 

statistical convergence of order α�  and strongly Cesàro summability of order α�  are 

defined for double sequences of fuzzy numbers, then the relations between them are 

examined. 

In the fourth chapter, for ( ) ( ) ( )nm n m
λ λ µ= ⋅  where ( )

n
λ λ=  and ( )

m
µ µ=  are two non-

decreasing sequences of positive real numbers, the double λ − statistical convergence 

of order α�  and the strongly double λ − summability of order α�  are studied for 

sequences of fuzzy numbers. 

In the fifth chapter, for a double lacunary sequence ( ){ }, ,r s r sk lθ = , the notions of 

double lacunary statistical convergence of order α�  and double lacunary strongly       

p − Cesàro summability of order α�  are defined for sequences of fuzzy numbers, then 

some theorems about them are researched. 

In the sixth chapter, the obtained results are given. 

Keywords: Fuzzy numbers; double sequence; double lacunary sequence; statistical 
convergence; strongly p − Cesàro summability; order α� ; λ − statistical 

convergence; λ − summability. 
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GİRİŞ 

Bulanık mantık (fuzzy logic) kavramı ilk olarak 1965 yılında, Lotfy A. Zadeh [1] 

tarafından ortaya atılmış ve bulanık mantık kuramı oluşturulmuştur. Sıcak-soğuk, iyi-

kötü gibi iki değerli mantık kuramına alternatif olarak geliştirilmiştir. Zadeh aslında 

mantıkta kesin yargılar içermenin yanısıra herşeyin derecelendirilebileceğini ifade 

etmektedir. İlk ortaya çıktığı yıllarda “fuzzy (bulanık)” sözcüğünün mantıkla 

bağdaştırılması kolay olmamıştır. Ancak, fuzzy (bulanık) mantık bilgisayar, yapay zeka, 

deprem bilimi, sağlık bilimi vb. gibi çoğu alanda kullanılmaya başlamasıyla hızlı bir 

gelişim göstermiştir. 

  

Fuzzy (bulanık) mantıktan yola çıkarak fuzzy kümeler oluşturulmuştur. Bir küme 

oluştururken, bir nesnenin bu kümeye ait olup olmadığını belirten karakteristik 

özelliklerini bilmemiz gerekir. Karakteristik özelliği kesin bir sınır belirtmeyen, göreceli 

kavramlar içeren bazı nesneler için  “Kümenin elemanıdır ya da elemanı değildir”  

yargısını koyamadığımız durumlarda fuzzy kümeler ortaya çıkmıştır.  Örneğin, Zadeh’e 

göre: “ 1 den çok büyük reel sayıların sınıfı”, “güzel kadınların sınıfı” ya da “uzun 

boylu adamların sınıfı” kesin bir küme ya da sınıf oluşturmaz. Böyle ifadeler için   

Zadeh [1], bu kümeleri de karakteristik fonksiyonların genellemesi olan ve üyelik 

fonksiyonları olarak adlandırılan fonksiyonlar yardımıyla tanımlamıştır.  

Fuzzy küme tanımının ardından fuzzy sayıları, Chang ve Zadeh [2] tarafından 

oluşturulmuştur. Matloka [3], doğal sayılar kümesinden fuzzy sayılarının kümesi içine 

tanımlı bir fonksiyon olan fuzzy sayı dizilerini tanımlamış ve reel sayı dizileri için 

bilinen; komşuluk, limit, yakınsaklık, sınırlılık gibi kavramları fuzzy sayı dizileri için 

incelemiştir.  

Daha sonra, 1951 yılında Fast [4] tarafından tanımlanan istatistiksel yakınsaklık 

kavramı fuzzy sayı dizileri için Nuray ve Savaş [5] tarafından ifade edilmiştir. Ayrıca, 

Nuray ve Savaş [5] fuzzy sayıları için istatistiksel Cauchy dizisini tanımlamışlardır. 
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Yine Kwon [6], istatistiksel yakınsaklığı fuzzy sayı dizileri için incelemeye devam 

etmiş, bu diziler için kuvvetli p −Cesàro toplanabilirlik tanımını oluşturmuştur. Ayrıca, 

Kwon [6] fuzzy sayı dizileri için istatistiksel yakınsaklık ve kuvvetli p −Cesàro 

toplanabilirlik kavramları arasındaki ilişkiyi araştırmıştır. 

( )nλ λ=  dizisi, pozitif sayıların 1 11,    1n nλ λ λ+ ≤ + =  şartına sahip sonsuza giden ve 

azalmayan bir dizisi olmak üzere, λ − istatistiksel yakınsaklık ve kuvvetli                  

λ − toplanabilirlik kavramları Savaş [7] tarafından fuzzy sayı dizileri için çalışılmıştır. 

Ayrıca, Nuray [8] 0 0k =  ve r → ∞  için 1r r r
h k k −= − → ∞  şartlarını sağlayan pozitif 

tamsayıların artan bir dizisi olarak tanımlanan ( )rkθ =  lacunary dizisi için fuzzy sayı 

dizilerinin lacunary istatistiksel yakınsaklığını tanımlamıştır. 

)(= jkXX  çift fuzzy sayı dizisi, X : ( )L× →� � �  ye tanımlı bir fonksiyon olmak 

üzere Savaş [9], reel sayıların çift dizileri için Pringsheim anlamındaki yakınsaklık 

kavramını çift fuzzy sayı dizileri için genişletmiştir. Savaş ve Mursaleen [10], böyle 

diziler için istatistiksel yakınsaklık ve kuvvetli Cesàro toplanabilirlik kavramlarını 

tanımlamışlar ve aralarındaki ilişkileri incelemişlerdir. 

İstatistiksel yakınsaklık kavramı 0 < 1α ≤  olacak şekildeki herhangi bir α  reel sayısı 

için .α  derece için Gadjiev ve Orhan [11] tarafından çalışılmıştır. Çolak [12], reel ya da 

kompleks dizilerin .α  dereceden istatistiksel yakınsaklığını ve .α  dereceden kuvvetli 

p −Cesàro toplanabilirliğini tanımlayıp bu kavramlar arasındaki kapsama ilişkilerini 

incelemiştir. Daha sonra, Altınok, Altın ve Işık [13] bu kavramları fuzzy sayı dizileri 

için çalışmışlardır. Ayrıca, Çolak ve Altın [14] .α  dereceden istatistiksel yakınsaklık ve 

.α  dereceden kuvvetli p −Cesàro toplanabilirlik kavramlarını çift diziler için 

oluşturmuşlardır. Bu kavramlara ilaveten Çolak ve Bektaş [15], .α  dereceden            

λ − istatistiksel yakınsaklık kavramını reel ya da kompleks terimli diziler için 

tanımlamışlardır. Ayrıca, Altınok [16] fuzzy sayı dizileri için .β  dereceden               

λ − istatistiksel yakınsaklık ve kuvvetli pλ − toplanabilirlik kavramlarını tanımlamış ve 

aralarındaki ilişkileri incelemiştir. Savaş [17] λ − istatistiksel yakınsaklık ve 

kuvvetli pλ − toplanabilirlik kavramlarını çift fuzzy sayı dizileri için çalışmıştır. 
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Çift dizilerin lacunary istatistiksel yakınsaklığı 2005 yılında, Patterson ve Savaş [18] 

tarafından çalışılmıştır. Daha sonra Çakan, Altay ve Coşkun [19] çift lacunary 

yoğunluğu tanımlamışlar ve lacunary istatistiksel yakınsaklığı bu tanımdan yararlanarak 

ifade etmişlerdir. Ayrıca, Şengül ve Et [20], reel sayı dizileri için .α  dereceden lacunary 

istatistiksel yakınsaklık kavramını incelemişlerdir. 

Bu tez çalışmasında, biz öncelikle 0 < , 1s t ≤  reel sayılar olmak üzere ( , )s tα =�  için çift 

fuzzy sayı dizilerinin .α�  dereceden istatistiksel yakınsaklığını, .α�  dereceden 

istatistiksel çift Cauchy dizisini ve .α�  dereceden kuvvetli p −Cesàro toplanabilirliğini 

tanımlayacağız. Ayrıca çift fuzzy sayı dizileri için .α�  dereceden λ − istatistiksel 

yakınsaklık ve .α�  dereceden lacunary istatistiksel yakınsaklık kavramlarını 

oluşturacağız. 
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1. BÖLÜM 

GENEL KAVRAMLAR 

Bu bölümde, ilk olarak çalışmamız için temel teşkil eden tanım ve teoremlere yer 

verilmiştir. 

1.1. İstatistiksel Yakınsaklık 

Reel sayılar için istatistiksel yakınsaklık kavramı ilk olarak Fast [4] tarafından 

tanımlanmıştır.  Schoenberg [21],  istatistiksel yakınsaklığın temel özelliklerini vermiş 

ve bu kavramı toplanabilme metodu olarak incelemiştir. 

Uzun yıllar, istatistiksel yakınsaklık, Fridy [22], Šalát [23], Connor [24], Maddox [25], 

Rath ve Tripathy [26], Fridy ve Orhan [27], Mursaleen [28]  gibi bir çok matematikçi  

tarafından çalışılmıştır ve halen çalışılmaya devam edilmektedir. 

Tanım 1.1.1. K ⊂ �  olmak üzere, { }:k n k K≤ ∈  ifadesi K  kümesinin n den büyük 

olmayan elemanlarının sayısını göstersin. Bu takdirde, K  kümesinin doğal yoğunluğu 

( ) { }
1

lim :
n

K k n k K
n

δ
→∞

= ≤ ∈
 

şeklinde tanımlanır [29].  

Örneğin, 

{ }1, 2,...K = = �
 
için ( ) 1Kδ =   ve { }2, 4,6,...K =  için ( )

1

2
Kδ =  

dir. 
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Eğer ( ) 0Kδ =
 
ise, K  kümesine sıfır yoğunluklu küme denir. 

Tanım 1.1.2. ( )kx x=  reel ya da kompleks terimli bir dizi olmak üzere, bu dizinin 

terimleri sıfır yoğunluklu bir küme hariç diğer bütün  lar için bir  özelliğini 

sağlıyorsa ( )kx  dizisi hemen hemen her  için  özelliğini sağlıyor denir ve “h.h.k.” 

ile gösterilir [22]. 

Tanım 1.1.3. ( )
k

x x=  reel ya da kompleks terimli bir dizi olsun. Eğer her 0ε >  için  

{ }
1

lim : 0
k

n
k n x L

n
ε

→∞
≤ − ≥ =  

olacak şekilde bir L sayısı varsa yani h.h.k. için 

kx L ε− <  

ise ( )
k

x x=  dizisi L sayısına istatistiksel yakınsaktır denir ve limS x L− =  şeklinde 

gösterilir. Eğer 0L =  ise ( )
k

x x=  dizisine istatistiksel sıfır dizisi denir [4].  

İstatistiksel yakınsak dizilerin kümesi S ile; sıfıra istatistiksel yakınsak dizilerin kümesi 

0S  ile gösterilir. Yani, 

{ }
1

( ) : lim : 0k k
n

S x x k n x L
n

ε
→∞

 
= = ≤ − ≥ = 
 

 

ve  

{ }0

1
( ) : lim : 0k k

n
S x x k n x

n
ε

→∞

 
= = ≤ ≥ = 
 

 

dir. 

Örnek 1.1.1. ( )
k

x x=  dizisi 

2

2

, , 1, 2,...

0,
k

k k n n
x

k n

 = =
= 

≠
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şeklinde tanımlansın.   

Bu takdirde 1/ 2
 
den küçük olacak şekilde herhangi bir 0ε >  için  

{ } { }: 0 1,4,9,16,...
k

K k x ε= − ≥ =  

olduğundan ( ) 0Kδ = ,  yani lim 0S x− =  dir.  

Burada, “İstatistiksel yakınsak bir dizi adi anlamda da yakınsak mıdır?” sorusu akla 

gelebilir. Bunun için öncelikle adi anlamda yakınsaklıktan bahsedelim. 

( )
k

x x=  reel ya da kompleks terimli bir dizi ve L∈�  olsun. Eğer her 0ε >  için, 

dizinin ε − komşuluğu dışında sonlu sayıda terimi bulunuyorsa ( )
k

x x=  dizisi L 

sayısına yakınsıyor denir.  

Farzedelim ki, L nin ε − komşuluğu dışında dizinin sonsuz sayıda elemanı bulunsun 

ancak böyle elemanlarının sayısı dizinin tüm elemanlarına oranla çok az olsun (yani 

böyle elemanların doğal yoğunluğu sıfır olsun). Bu ise, istatistiksel yakınsaklık olarak 

bahsettiğimiz kavrama işaret eder. Yani, h.h.k için 
kx L ε− <  dir.  

Sorumuzun cevabı olarak; tanımlardan anlaşılacağı üzere istatistiksel yakınsak bir dizi 

yakınsak olmayabilir ancak sonlu sayıdaki bir kümenin doğal yoğunluğu sıfır 

olacağından yakınsak her dizi istatistiksel yakınsaktır [22]. 

Teorem 1.1.1. Bir dizi istatistiksel yakınsak ise istatistiksel limiti tektir [22]. 

Teorem 1.1.2. ( )kx x=   ve ( )ky y=   reel ya da kompleks terimli iki dizi olsun.  

c ∈�  olmak üzere; 

i. 1limS x L− =   ise  1lim( )S cx cL− = ; 

ii. 1limS x L− =   ve  2limS y L− =   ise  1 2lim( )S x y L L− + = +   dir [21]. 
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1.2. İstatistiksel Cauchy Dizisi  

İstatistiksel yakınsaklık kavramıyla birlikte Fridy [22], Rath ve Tripathy [26] 

istatistiksel Cauchy dizileri üzerine çalışmalar yapmışlardır. 

Tanım 1.2.1.  ( )kx x=  reel ya da kompleks terimli bir dizi olsun. Eğer her 0ε >  için  

{ }
1

lim : 0
k m

n
k n x x

n
ε

→∞
≤ − ≥ =  

olacak şekilde bir ( )m m ε=  sayısı varsa ( )
k

x x=  dizisine istatistiksel Cauchy dizisi 

denir [22]. 

Teorem 1.2.1. Aşağıdaki önermeler denktir. 

i. x  dizisi istatistiksel yakınsak bir dizidir; 

ii. x  dizisi istatistiksel Cauchy dizisidir; 

iii. h.h.k. için  k k
x y=   olacak şekilde yakınsak bir ( )

k
y y=  dizisi vardır [22]. 

1.3. Kuvvetli p - Cesàro Toplanabilirlik 

Tanım 1.3.1. ( )
k

x x=  reel ya da kompleks terimli bir dizi olsun. Eğer  

1

1
lim

n

k
n

k

x L
n =

=∑  

olacak şekilde bir L sayısı varsa ( )kx x=  dizisi L ye Cesàro toplanabilirdir denir. 

Cesàro toplanabilir dizilerin kümesi 

1
1

1
( ) : lim ( ) 0,  en az bir  için

n

k k
n

k

x x x L L
n

σ
=

 
= = − = 
 

∑  

ile gösterilir [30]. 
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Tanım 1.3.2. ( )
k

x x=  reel ya da kompleks terimli bir dizi ve 0p >   bir reel sayı olsun. 

Eğer 

1

1
lim 0

n
p

k
n

k

x L
n =

− =∑  

olacak şekilde bir L sayısı varsa ( )kx x=  dizisi L ye kuvvetli p −Cesàro toplanabilirdir 

denir.  

Kuvvetli p −  Cesàro toplanabilir dizilerin kümesi 

1

1
( ) : lim 0,      en az bir  için

n
p

p k k
n

k

x x x L L
n

ϖ
=

 
= = − = 
 

∑  

ile gösterilir [25]. 

Teorem 1.3.1. 0 p< < ∞  olsun. Bu takdirde; 

i. Bir L sayısına kuvvetli p −Cesàro toplanabilir olan bir dizi L sayısına aynı 

zamanda istatistiksel yakınsaktır. 

ii. Bir L sayısına istatistiksel yakınsak olan sınırlı bir dizi L sayısına aynı zamanda 

kuvvetli p −Cesàro toplanabilirdir [24]. 

1.4. λ −λ −λ −λ − İstatistiksel Yakınsaklık ve Kuvvetli (V,(V,(V,(V,ë)-ë)-ë)-ë)-Toplanabilirlik 

λ − istatistiksel yakınsaklık ilk olarak Mursaleen [28] tarafından tanımlanmıştır. Ayrıca, 

Mursaleen bu kavram ile istatistiksel yakınsaklık ve Cesàro toplanabilirlik arasındaki 

ilişkileri incelemiştir. 

( )nλ λ=  dizisi, pozitif reel sayıların 

1 11,    1
n n

λ λ λ+ ≤ + =  

n
λ → +∞   ( n →∞) 
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şartlarına sahip azalmayan bir dizisi olsun. Bu şartları sağlayan λ dizilerinin kümesi 

Λ ile gösterilecektir. 

Tanım 1.4.1.  ( )nλ λ= ∈Λ  olsun. [ ]1,n nI n nλ= − +   olmak üzere, eğer her 0ε >  için  

{ }
1

lim : 0n k
n

n

k I x L ε
λ→∞

∈ − ≥ =
 

olacak şekilde bir L sayısı varsa ( )
k

x x=  dizisi  L  ye λ − istatistiksel yakınsaktır denir 

ve limS x Lλ − =  şeklinde gösterilir [28]. 

Bütün λ − istatistiksel yakınsak dizilerin kümesi Sλ  ile gösterilir. 

Tanım 1.4.2. Bir ( )n
λ λ= ∈Λ  dizisine karşılık gelen genelleştirilmiş de la Vallée-

Poussin ortalaması  

1
( )

n

n k

k In

t x x
λ ∈

= ∑  

olmak üzere, eğer n → ∞  iken, ( )
n

t x L→   ise  ( )
k

x x=  dizisi L  sayısına             

( , )V λ − toplanabilirdir denir [31].  

Kuvvetli ( , )V λ − toplanabilir dizilerin kümesi 

[ ]
1

, ( ) : , lim 0
n

n k
n

k In

V x x L x Lλ
λ ∈

  
= = ∃ ∈ − = 
  

∑�  

ile gösterilir. 

Teorem 1.4.1. λ ∈Λ  olsun. Bu takdirde 

i. [ ] [ ],   ise  ( )  ve  ,  k kx L V x L S V Sλ λλ λ→ → ⊂ kapsaması kesindir; 

ii. [ ]  ve   ( )  ise  ,k kx l x L S x L Vλ λ∞∈ → →  dir; 

iii. [ ],S l V lλ λ∞ ∞∩ = ∩   dir [28]. 
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1.5. Lacunary İstatistiksel Yakınsaklık ve Kuvvetli Lacunary Toplanabilirlik 

Freedman, Sember ve Raphael [32] lacunary dizisini tanımlamış ve bu diziler için 

kuvvetli lacunary toplanabilirlik kavramını vermişlerdir. Daha sonra, Fridy ve Orhan 

[27] istatistiksel yakınsaklığı lacunary diziler için tanımlayarak lacunary istatistiksel 

yakınsaklık ile kuvvetli lacunary toplanabilirlik arasındaki ilişkileri incelemişlerdir. 

Şimdi, sırasıyla bu tanımları verelim. 

Tanım 1.5.1. Pozitif tamsayıların artan bir dizisi ( )rkθ =  olsun. Eğer 0 0k =  olmak 

üzere r → ∞  için  1r r r
h k k −= − → ∞   ise  ( )rkθ =   dizisine lacunary dizisi denir.  

( )rkθ =   tarafından belirlenen aralıklar 1( , ]
r r r

I k k−=   ile gösterilmek üzere, 

1 1

r

r r

k

i i

i k i I

x x
−= + ∈

=∑ ∑  

olarak alınacak ve  
1

r

r

k

k −

  oranı r
q   ile gösterilecektir [32]. 

Tanım 1.5.2.  ( )rkθ =  bir lacunary dizi olsun. Eğer her 0ε >  için  

{ }
1

lim : 0r k
r

r

k I x L
h

ε
→∞

∈ − ≥ =
 

ise ( )kx x=  dizisi L ye lacunary istatistiksel yakınsaktır denir ve limS x Lθ − =  şeklinde 

gösterilir [27]. 

Lacunary istatistiksel yakınsak dizilerin kümesi Sθ  ile gösterilir yani 

{ }
1

( ) : lim : 0
k r k

r
r

S x x k I x L
h

θ ε
→∞

 
= = ∈ − ≥ = 
 

 

dir. 
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Tanım 1.5.3. Herhangi bir ( )rkθ =  lacunary dizisi için  

1
lim 0

r

k
r

k Ir

x L
h ∈

− =∑  

olacak şekilde bir L sayısı varsa ( )kx x=  dizisi L  ye kuvvetli lacunary toplanabilirdir 

denir. 

Kuvvetli lacunary toplanabilir dizilerin kümesi 

( )
1

: lim 0
r

k k
r

k Ir

N x x x L
h

θ
∈

  
= = − = 
  

∑  

ile gösterilir [32]. 

Teorem 1.5.1. ( )rkθ =  bir lacunary dizi olsun. 

i. ( )  ise  ( )
k k

x L N x L Sθ θ→ → ; 

ii.   ve   ( )  ise  ( )
k k

x l x L S x L Nθ θ∞∈ → → ; 

iii. S l N lθ θ∞ ∞∩ = ∩   dir [27]. 
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2. BÖLÜM 

FUZZY KÜMELER VE FUZZY SAYI DİZİLERİ  

2.1. Fuzzy Kümeler 

Tanım 2.1.1. X  herhangi bir küme ve A , X  in bir alt kümesi olsun. Bu takdirde, 

1,   ise
( )

0,  iseA

x A
f x

x A

∈
= 

∉
 

şeklinde tanımlanan :
A

f X →�  fonksiyonuna A  kümesinin karakteristik fonksiyonu 

denir. Buna göre X in bir A  alt kümesi, karakteristik fonksiyon yardımıyla 

{ }: ( ) 1AA x X f x= ∈ =  

şeklinde tanımlanır. 

Tanım 2.1.2. χ , elemanları x  ile gösterilmiş bir nesneler kümesi olsun. χ  kümesinde 

bir A  fuzzy kümesi, χ  deki her bir noktayı [0,1]  aralığındaki bir reel sayıya karşılık 

getiren bir ( )AX x  karakteristik fonksiyonu ile karakterize edilir [1]. Bu karakteristik 

fonksiyon x A∈  için ( ]( ) 0,1AX x ∈   ve x A∉  için ( ) 0AX x =  olarak tanımlanır. Bu 

şekilde tanımlanmış karakteristik fonksiyon özel olarak üyelik fonksiyonu adını alır. 

Böylece, bir A  fuzzy kümesi  

( ]{ }: ( ) 0,1
A

A x X xχ= ∈ ∈  

şeklinde ifade edilebilir [1]. 

Şimdi klasik kümelerdeki bazı kavramların fuzzy kümeler için tanımlarını verelim.  
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Tanım 2.1.3.  Bir A  fuzzy kümesinin boş olması için gerek ve yeter şart üyelik 

fonksiyonunun χ  üzerinde özdeş olarak sıfır olmasıdır [1]. 

Tanım 2.1.4. A  ve B  fuzzy kümelerinin eşit olması için gerek ve yeter şart her 

x χ∈ için ( ) ( )A BX x X x=  olmasıdır [1]. 

Tanım 2.1.5. Bir A  fuzzy kümesinin tümleyeni 1A AX X′ = −  olarak tanımlanır [1]. 

Tanım 2.1.6. A  ve B  fuzzy kümeleri olmak üzere, A  fuzzy kümesinin B  nin alt 

kümesi olması için gerek ve yeter şart A B
X X≤  olmasıdır [1]. 

Tanım 2.1.7. A  ve B  fuzzy kümelerinin birleşimi  

[ ]( ) max ( ), ( )
C A B

X x X x X x=   

olan bir C  fuzzy kümesidir [1].  

Tanım 2.1.8. A  ve B  fuzzy kümelerinin kesişimi  

[ ]( ) min ( ), ( )D A BX x X x X x=   

olan bir D  fuzzy kümesidir [1].  

Ayrıca, yukarıda verdiğimiz birleşim, kesişim ve tümleyen tanımlarından yola çıkarak 

bu işlemlerin klasik kümelerde bildiğimiz bazı özelliklerinin fuzzy kümeler için de 

sağlandığını gösterelim. 

A , B  ve C  fuzzy kümeler olmak üzere, 

i. ( )A B A B′ ′ ′∪ = ∩ , 

ii. ( )A B A B′ ′ ′∩ = ∪ , 

iii. ( ) ( ) ( )C A B C A C B∪ ∩ = ∪ ∩ ∪ , 

iv. ( ) ( ) ( )C A B C A C B∩ ∪ = ∩ ∪ ∩  
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özellikleri sağlanır. Ancak klasik kümelerde sağlanan  A A′∩ = ∅  ve A A χ′∪ =  

özellikleri fuzzy kümeler için sağlanmaz. 

Yukarıdaki işlemlere ilaveten, fuzzy kümelerinin toplama, çarpma ve mutlak farkı 

işlemleri de aşağıdaki gibidir. 

Tanım 2.1.9. A  ve B  fuzzy kümelerinin cebirsel çarpımı  

AB A B
X X X=  

şeklinde tanımlanır. Yani, AB A B⊂ ∩  dir [1]. 

Tanım 2.1.10. A  ve B  fuzzy kümelerinin cebirsel toplamı A B+ , 

A B A B
X X X+ = +  

şeklinde tanımlanır. Burada A B
X +  toplamı 1 e eşit veya 1 den küçüktür [1]. 

Tanım 2.1.11. A  ve B  fuzzy kümelerinin mutlak farkı A B− , 

A BA B
X X X

−
= −  

şeklinde tanımlanır [1]. 

Tanım 2.1.12. Bir A  fuzzy kümesinin normal olması için gerek ve yeter şart 

0( ) 1X x = olacak şekilde en az bir 0x χ∈  olmasıdır [1]. 

Tanım 2.1.13. A  bir fuzzy kümesi ve ( ]0,1γ ∈  olsun. Bu takdirde, 

{ }: ( )AA x X x
γ χ γ= ∈ ≥   

kümesine A  fuzzy kümesinin γ − kesimi denir [1]. 

Tanım 2.1.14. A  bir fuzzy kümesi olsun. Bu takdirde, 

{ }supp( ) : ( ) 0AA x X xχ= ∈ >   

kümesine A  fuzzy kümesinin desteği denir [1]. 
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Tanım 2.1.15. Bir A  fuzzy kümesinin konveks olması için gerek ve yeter şart her 

[ ]0,1λ ∈  ve her 1 2,x x χ∈  için  

( ) { }1 2 1 2(1 ) min ( ), ( )A A AX x x X x X xλ λ+ − ≥  

 olmasıdır. Burada ( )AX x , x e bağlı bir konveks fonksiyondur [1]. 

Ayrıca, bir A  fuzzy kümesinin konveks olması için gerek ve yeter şart her 

( ]0,1γ ∈ için A
γ  kümesinin konveks olmasıdır [1]. 

2.2. Fuzzy Sayıları 

Fuzzy sayılarını tanımlamadan önce reel sayılarda aralık kavramını tanımlayalım. 

Tanım 2.2.1.  Bütün reel sayıların kümesini � ile gösterelim. 

a  ve b  iki reel sayı olmak üzere  

{ }:x a x b∈ ≤ ≤�  

şeklinde tanımlanan reel sayı kümesine kapalı bir aralık denir. a  ve b  aralığın sınırları 

veya bitim noktalarıdır.  

Bir A  aralığı, a x b≤ ≤  olacak şekildeki x  reel sayılarının kümesidir. A  aralığının uç 

noktaları A  ve A  ile gösterilir. Yani ,A A A =    şeklindedir.  Ayrıca a b=  alınırsa A  

aralığı bir reel sayıya indirgenir. Burada elde edilen [ ],a a a=  kümesine tek nokta 

kümesi denir. 

Bir A  aralığı için genişlik, büyüklük, yansıma ve tersi kavramları aşağıdaki gibi 

tanımlanır. 
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   Genişlik  : ( )W A A A= −  

   Büyüklük: ( )max ,A A A=  

                                                
,

,

A A A

A A A

 ≥
= 

≤

 

   Yansıma :
 

, ,A A A A A
−

−    = = − −     

   Ters        : 
1

1 1 1
, , , 0 ,A A A A A

AA

−
−  

   = = ∉    
 

 

Örnek 2.2.1. [ ]3,6A =   aralığı için, 

   Genişlik  : ( ) 6 3 3W A = − =  

   Büyüklük: ( )max 3 , 6 6A = =  

   Yansıma :
 

[ ] [ ]3,6 6, 3A
−− = = − −  

   Ters        : [ ]
11 1 1

3,6 ,
6 3

A
−−  

= =   
 

dir. 

 ,A A A =    ve ,B B B =    olmak üzere, reel sayılar için tanımlanmış olan " "≤  ve " "<  

sıralama bağıntılarını aralıklar için genişletebiliriz. Buna göre, 

 ve A B A B A B≤ ⇔ ≤ ≤  

ve 

 ve A B A B A B< ⇔ < <  

dir. 
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Ayrıca, A  ve B  aralıkları için aritmetik işlemler aşağıdaki gibi tanımlanır. 

   Toplama: , ,  = ,A B A A B B A B A B     + = + + +       

   Çıkarma: , ,  = ,A B A A B B A B A B     − = − − −       

   Çarpma: , ,A B A A B B   ⋅ = ⋅     

                                             
 = min( , , , ), max( , , , )A B A B A B A B A B A B A B A B ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅   

   
Bölme :    

1 1
: , : ,  = , , ,   0 ,A B A A B B A A B B

BB

 
       = ⋅ ∉        

 
 

Reel sayı doğrusu üzerindeki bütün kapalı ve sınırlı A  aralıklarının kümesi D  ile 

gösterilsin. ,A B D∈   için  

( )( , ) max ,d A B A B A B= − −  

şeklinde tanımlanmış bir d fonksiyonu D  üzerinde bir metrik tanımlar ve ( , )D d   tam 

metrik uzaydır [33]. 

Tanım 2.2.2. Bir fuzzy sayısı aşağıdaki şartları sağlayan bir [ ]: 0,1X →�   

fonksiyonudur: 

i) X  normaldir, yani 0( ) 1X x =  olacak şekilde bir 0x ∈�  vardır; 

ii) X  fuzzy konvekstir, yani herhangi bir ,x y ∈�   ve  0 1λ≤ ≤   için 

{ }( (1 ) ) min ( ), ( )X x y X x X yλ λ+ − ≥
 

dir; 

iii) X  üst- yarı süreklidir; 

iv) { }0 : ( ) 0X x X x= ∈ >�  kümesinin kapanışı kompakttır . 
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Tüm fuzzy sayılarının kümesi ( )L �  ile gösterilir. ( )X L∈ �   kümesinin γ − kesim 

kümesi  

{ }: ( )X x X x
γ γ= ∈ >�  

şeklinde tanımlanır.  

[ ]0,1γ ∈
 
olmak üzere, , ( )X Y L∈ �  için γ − kesim kümeleri sırasıyla ,X X X

γγγ  =   
 

ve ,Y Y Y
γγγ  =   

 olsun. k
+∈�  olmak üzere, X  ve Y fuzzy sayıları için toplama, 

çıkarma ve skalerle çarpma özellikleri aşağıdaki gibidir: 

[ ] ,X Y X Y X Y
γ γγ γ γ + = + +  

 

[ ] ,X Y X Y X Y
γ γγ γ γ − = − −  

 

,k X k X k X
γγγ  ⋅ = ⋅ ⋅   .

 

Her bir reel sayı kendi karakteristik fonksiyonu ile gösterilebilir. Ayrıca her 

karakteristik fonksiyon bir fuzzy sayısı olduğundan dolayı reel sayılar kümesi fuzzy 

sayılar kümesinin bir alt kümesidir ve fuzzy sayıları için geçerli olan tüm özellikler reel 

sayılar için de geçerlidir. 

Örneğin; 5∈�  olmak üzere  5 ( )L∈ �  fuzzy sayısı   

1,    5  ise
5( )

0,   5  ise

x
x

x

=
= 

≠
 

şeklinde tanımlanır. 

Fuzzy sayıları için sıralama bağıntısı  

[0,1]  için    ve  X Y X Y X Y
γ γγγγ≤ ⇔ ∀ ∈ ≤ ≤  

dir.  Bu " "≤  bağıntısı bir kısmi sıralama bağıntısıdır.  
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Kesin küçüklük bağıntısı ise  

[0,1]  için,   ve X Y X Y X Y
γ γ γ γγ< ⇔ ∀ ∈ < <  

şeklindedir [34]. 

( )L �   üzerinde Hausdorff  metriği olarak bilinen metrik,
 

( )( , ) max ,d X Y X Y X Y
γ γ γ γ γ γ= − −  

olmak üzere  

                                              

: ( ) ( )d L L× →� � �  

      
0 1

( , ) sup ( , )d X Y d X Y
γ γ

γ≤ ≤

=  

şeklinde tanımlanır ve  ( )( ),L d�   tam metrik uzaydır [35].  

n
� , n-boyutlu Öklid uzayını göstermek üzere ( )n

C �  uzayını aşağıdaki şekilde 

tanımlayalım:  

    ( ) = { :  kompakt ve konveks}n n
C A A⊂� � . 

 

Bu uzay, , ( )n
A B C∈ �  ve nλ ∈ �  için 

                                   },:{= BbAabaBA ∈∈++  

ve 

                              }:{= AaaA ∈λλ  

operatörleri ile lineer yapıya sahiptir.  
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)(, n
CBA R∈  olmak üzere bu uzay için Hausdorff metriği ise  

                                 { }( , ) = max supinf , infsup
b B a Aa A b B

A B a b a bδ∞
∈ ∈∈ ∈

− −  
 

şeklinde tanımlanır. )),(( ∞δn
C R  tam metrik uzaydır. 

 

Bir fuzzy sayısı n-boyut için aşağıdaki biçimde genelleştirilebilir. 

Tanım 2.2.3. Bir X  fuzzy sayısı  aşağıda verilen özellikleri sağlayan bir                     

X : [0,1]n →�   fonksiyondur:  

i. X  normaldir, yani, 1=)( 0xX
 
 olacak şekilde  bir  0

n
x ∈�  vardır, 

ii. X  fuzzy konvekstir;  yani her  n
yx R∈,   ve  10 ≤≤ λ   için 

 

)}(),({min))(1( yXxXyxX ≥−+ λλ   

dir, 

iii. X   üst-yarı süreklidir, 

iv. { : ( ) > 0}n
x X x∈�   in kapanışı kompakttır [36]. 

Bütün n-boyutlu fuzzy sayılarının kümesi )( n
L R  ile gösterilir. )( n

L R  için, 

YX + toplama ve Xλ skalerle çarpma işlemleri, λ ∈�   ve  0 1γ≤ ≤  olmak üzere 

γ − kesimi ile aşağıdaki gibi oluşturulur: 

 

                                       [ ] = [ ] [ ]X Y X Y
γ γ γ+ +   

 ve 

                                 [ ] = [ ]X X
γ γλ λ   

dir. 
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Ayrıca, 1 <q≤ ∞  için  

                                 ( ) ( )

1
1

0

, ,
qq

q
d X Y X Y d

γ γ
γδ∞

 
=  
 
∫   

ve  

                                        0 1

= sup ( , )d X Y
γ γ

γ

δ∞ ∞
≤ ≤

 

 

metriklerini tanımlayalım.  

q r≤   olmak üzere  rq dd ≤   iken  ( , ) = lim ( , )q
q

d X Y d X Y∞
→∞

  dir .  

Kolaylık için,  1 <q≤ ∞  olmak üzere qd   ifadesi d ile gösterilir. 

2.3. Fuzzy Sayı Dizileri 

Fuzzy sayılarının bir ( )kX X=  dizisi, doğal sayılar kümesinden ( )n
L �  içine tanımlı 

bir X  fonksiyonudur. Bu durumda her bir  k   pozitif tamsayısına bir ( )X k  fuzzy 

sayısı karşılık gelir. Bundan sonraki bölümlerde ( )X k   yerine kX  yazacağız [3]. 

Tanım 2.3.1. 0 ( ) n
X L∈ � ve 0ε >  verilsin. Buna göre 0X  fuzzy sayısının                

ε − komşuluğu ( )0,d X X ε<
 
olacak şekilde bütün X  fuzzy sayılarının kümesidir. Bir 

0X  fuzzy sayısının ε − komşuluğu 0( , )K X ε  ile gösterilir [3]. 

Tanım 2.3.2. ( )kX X=  bir fuzzy sayı dizisi olsun. Her 0ε >  sayısı için k N>  iken 

( )0,kd X X ε<
 
olacak şekilde bir  N  sayısı mevcut ise ( )kX  dizisi yakınsaktır ve 

limiti 0X  dir denir. Bu durumda  0lim k
k

X X
→∞

=
  

yazılır. 

Bütün yakınsak fuzzy sayı dizilerinin kümesi ( )c F  ile gösterilir [3]. 

Teorem 2.3.1. Yakınsak bir ( )k
X X=  fuzzy sayı dizisinin limiti tektir [3].  
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Teorem 2.3.2. ( )kX X=  ve ( )kY Y=  fuzzy sayı dizilerinin limitleri sırasıyla 0X  ve 0Y  

olsun. Bu takdirde 

i. ( ) 0 0lim k k
k

X Y X Y
→∞

+ = + ; 

ii. ( ) 0 0lim k k
k

X Y X Y
→∞

− = − ; 

iii. ( ) 0 0lim k k
k

X Y X Y
→∞

⋅ = ⋅ ; 

iv. 0

0

lim k

k
k

X X

Y Y→∞

 
= 

     
(Bütün k  lar için 00  supp  ve 0  suppkY Y∉ ∉ ) 

dir [3].  

Tanım 2.3.3. Her 0ε >  için ,k m N>  olduğunda ( , )k md X X ε<  olacak şekilde pozitif 

bir N  tamsayısı mevcut ise ( )kX X=  fuzzy sayı dizisine bir Cauchy dizisi denir [3]. 

Tanım 2.3.4.  Her k ∈� için kL X U≤ ≤  olacak şekilde  ve L U  fuzzy sayıları mevcut 

ise ( )kX X=  fuzzy sayı dizisine sınırlıdır denir [3].  

Bütün sınırlı fuzzy sayı dizilerinin kümesi ( )F∞�  ile gösterilir. 

Teorem 2.3.3. Yakınsak her fuzzy sayı dizisi sınırlıdır [3]. 

Tanım 2.3.5. ( )kX X=  bir fuzzy sayı dizisi ve { }nk  doğal sayıların artan bir dizisi 

olsun. Bu durumda ( )
nkX  dizisine ( )kX X=  dizisinin bir alt dizisi denir [3]. 

Teorem 2.3.4. Yakınsak bir ( )kX X=   fuzzy sayı dizisinin her alt dizisi de yakınsaktır 

ve her iki dizinin limiti aynıdır [3]. 
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2.4. Fuzzy Sayı Dizilerinin İstatistiksel Yakınsaklığı ve Kuvvetli Cesàro 

Toplanabilirliği 

Tanım 2.4.1. ( )kX X=  fuzzy sayılarının bir dizisi olsun. Eğer her 0ε >  için 

{ }0

1
lim : ( , ) 0

k
n

k n d X X
n

ε≤ ≥ =  

ise, ( )kX X=  dizisi 0X  fuzzy sayısına istatistiksel yakınsaktır denir ve 

0lim kS X X− =  yazılır. 

Bütün istatistiksel yakınsak fuzzy sayı dizilerinin kümesi ( )S F  ile gösterilir [5]. 

Özel olarak 0 0X =  alınırsa ( )S F  yerine  0( )S F  yazılır.  Ayrıca sonlu bir kümenin 

doğal yoğunluğu sıfır olduğundan yakınsak bir fuzzy sayı dizisi istatistiksel yakınsaktır 

yani ( ) ( )c F S F⊂  dir, ancak istatistiksel yakınsak bir fuzzy sayı dizisinin yakınsak 

olması gerekmez. 

Örnek 2.4.1. ( )kX X=  fuzzy sayı dizisini aşağıdaki gibi tanımlayalım. 

3

3

2,  2 3 ise

4,    3 4 ise ,   ise

0,    diğer durumda
( )

5,  5 6 ise

7,    6 7 ise , ise

0,    diğer durumda

k

x x

x x k m

X x
x x

x x k m

 − ≤ ≤ 


− + ≤ ≤ =
 

= 
− ≤ ≤ 

 − + ≤ ≤ ≠
 
 

 

olsun.  

0

    5,  5 6 ise

( ) 7,    6 7 ise

0,    diğer durumda

x x

X x x x

− ≤ ≤


= − + ≤ ≤



 

olmak üzere, 

 



 24 

( )kX X=  dizisinin γ − kesim kümesi 

[ ]
[ ]

[ ]

3

3

2,4 ,        ise

5,7 ,     ise
k

k m
X

k m

γ γ γ

γ γ

 + − =
= 

+ − ≠
 

dir.  

[ ] [ ]0 5,7X
γ

γ γ= + −   olmak üzere  

[ ] [ ]( ){ }
3

0

1
lim : , lim 0k

n n

n
k n d X X

n n

γ γ
ε≤ ≥ ≤ =  

dir. 

 Böylece ( )kX X=  dizisi 0X  fuzzy sayısına istatistiksel yakınsaktır 

ancak ( ){ }0: ,kk n d X X ε≤ ≥    kümesi sonlu olmadığından dolayı ( )kX X=  dizisi 

yakınsak değildir. 

Tanım 2.4.2. ( )kX X=  fuzzy sayılarının bir dizisi olmak üzere eğer her  0ε >   için  

{ }
1

lim : ( , ) 0k m
n

k n d X X
n

ε≤ ≥ =  

olacak şekilde bir ( )m m ε=  sayısı varsa, bu durumda ( )kX X=  dizisine istatistiksel 

Cauchy dizisi denir [5]. 

Tanım 2.4.3. ( )kX X=  fuzzy sayılarının bir dizisi olsun. Eğer 

0
=1

1
( , ) = 0lim

n

k
n k

d X X
n→∞
∑  

olacak şekilde bir 0X  fuzzy sayısı varsa  ( )kX X=  dizisi 0X  fuzzy sayısına  kuvvetli 

Cesàro toplanabilirdir denir. 

Bütün kuvvetli Cesàro toplanabilir fuzzy sayı dizilerinin kümesi ( )Fω  ile gösterilir [6]. 
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2.5. Fuzzy Sayı Dizilerinin β.  Dereceden İstatistiksel Yakınsaklığı ve                     

β.  Dereceden Kuvvetli p - Cesàro Toplanabilirliği 

Tanım 2.5.1. ( )kX X=  fuzzy sayılarının bir dizisi ve (0,1]β ∈  bir reel sayı olsun. Eğer 

her 0ε >  için 

{ }0

1
lim : ( , ) 0

k
n

k n d X X
n

β
ε≤ ≥ =  

ise, ( )kX X=  dizisi 0X  fuzzy sayısına .β  dereceden istatistiksel yakınsaktır denir ve 

0( ) lim
k

S F X X
β − =  yazılır. 

Bütün .β  dereceden istatistiksel yakınsak fuzzy sayılarının kümesi ( )S F
β  ile gösterilir 

[13]. 

Tanım 2.5.2. ( )kX X=  fuzzy sayılarının bir dizisi ve  0 p< < ∞   olsun. (0,1]β ∈  

olmak üzere eğer 

[ ]0
=1

1
( , ) = 0lim

n
p

k
n k

d X X
n

β
→∞

∑  

olacak şekilde bir 0X  fuzzy sayısı varsa  ( )kX X=  dizisi 0X  fuzzy sayısına               

.β  dereceden kuvvetli p −Cesàro toplanabilirdir denir. 

Bütün .β  dereceden kuvvetli p −Cesàro toplanabilir fuzzy sayı dizilerinin kümesi 

( , )F p
βω  ile gösterilir [13]. 

2.6. Fuzzy Sayı Dizilerinin λ −λ −λ −λ − İstatistiksel Yakınsaklığı ve Kuvvetli                    

λ −λ −λ −λ − Toplanabilirliği 

Tanım 2.6.1. ( )kX X=  bir fuzzy sayı dizisi ve ( )n
λ λ= ∈Λ

  
olsun.   

[ ]1,n nI n nλ= − +   olmak üzere, eğer her 0ε >  için 
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{ }0

1
lim : ( , ) 0n k

n
n

k I d X X ε
λ

∈ ≥ =  

ise ( )kX X=
 

dizisi 0X  fuzzy sayısına λ − istatistiksel yakınsaktır denir ve 

0lim kS X Xλ − =  ile gösterilir [7]. 

Tanım 2.6.2. ( )kX X=  bir fuzzy sayı dizisi ve ( )n
λ λ= ∈Λ

 
olsun.  

Eğer 

0

1
lim ( , ) 0

n

k
n

k In

d X X
λ ∈

=∑  

olacak şekilde bir 0X  fuzzy sayısı varsa ( )k
X X=  dizisi 0X  fuzzy sayısına kuvvetli 

λ − toplanabilirdir denir  [7]. 

2.7. Fuzzy Sayı Dizilerinin β.  Dereceden λ −λ −λ −λ − İstatistiksel Yakınsaklığı ve              

β.  Dereceden Kuvvetli λp -Toplanabilirliği 

Tanım 2.7.1. ( )kX X=  bir fuzzy sayı dizisi ve ( )n
λ λ= ∈Λ

  
olsun. [ ]1,

n n
I n nλ= − +  

olmak üzere  (0,1]β ∈   reel sayısı ve her 0ε >  için  

{ }0

1
lim : ( , ) 0n k

n
n

k I d X X
β

ε
λ

∈ ≥ =  

ise ( )kX X=
 
dizisi 0X  fuzzy sayısına .β  dereceden λ − istatistiksel yakınsaktır denir 

ve 0lim
k

S X Xβ
λ − =  ile gösterilir [16]. 

Tanım 2.7.2. ( )kX X=  bir fuzzy sayı dizisi ve ( )n
λ λ= ∈Λ

 
olsun. 0 p< < ∞   ve 

(0,1]β ∈  olmak üzere eğer 

[ ]0

1
lim ( , ) 0

n

p

k
n

k In

d X X
βλ ∈

=∑  
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olacak şekilde bir 0X  fuzzy sayısı varsa ( )kX X=  dizisi 0X  fuzzy sayısına                

.β  dereceden kuvvetli pλ − toplanabilirdir denir  [16]. 

 

2.8. Fuzzy Sayı Dizilerinin Lacunary İstatistiksel Yakınsaklığı  

Tanım 2.8.1. Eğer her 0ε >  için 

( ){ }0

1
lim : , 0r k
r

r

k I d X X
h

ε
→∞

∈ ≥ =
 

olacak şekilde  bir 0X  fuzzy sayısı varsa  ( )kX X=  fuzzy sayı dizisi 0X  fuzzy 

sayısına lacunary istatistiksel yakınsaktır denir ve 0limS X Xθ − =  şeklinde gösterilir. 

Bütün lacunary istatistiksel yakınsak fuzzy sayı dizilerinin  kümesi ( )S Fθ  ile gösterilir 

[8]. 

2.9. Çift Fuzzy Sayı Dizileri 

Tanım 2.9.1.  ( )jkX X=  çift fuzzy sayı dizisi, X : ( )L× →� � �  ye  tanımlı bir 

fonksiyondur. NN×∈),( kj   noktasındaki  fonksiyonun değeri  ( ),
jk

X j k X=  ile 

gösterilir ve çift dizinin ( , ).j k  terimi olarak ifade edilir [9]. 

Tanım 2.9.2. ( )jkX X=   çift fuzzy sayı dizisi olsun. Her  > 0ε  için, ,j k N≥   iken 

( , ) <jkd X L ε  olacak şekilde bir N∈N  varsa bu dizi Pringsheim anlamında yakınsaktır 

veya L  ye  P-yakınsaktır denir, P lim =X L−  şeklinde gösterilir. 

Bütün P-yakınsak çift fuzzy sayı dizilerinin kümesi 2( )c F  ile gösterilir [9]. 

Tanım 2.9.3. ( )jkX X=  çift fuzzy sayı dizisi olsun. Her > 0ε  için, p j N≥ ≥  ve 

q k N≥ ≥  olmak üzere ( , ) <pq jkd X X ε  olacak şekilde bir N∈N  varsa ( )jkX X=  çift 

dizisine çift Cauchy dizisi denir [10]. 
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Tanım 2.9.4.  ( )jkX X=  çift fuzzy sayı dizisi olmak üzere eğer her  ve  j k  için 

( ), 0
jk

d X M<  olacak şekilde pozitif bir  M  sayısı varsa yani  

sup ( ,0) <( ,2)
,

X d X
jk

j k

= ∞
∞  

ise ( )jkX X=  dizisi sınırlıdır denir.  

Bütün sınırlı çift fuzzy sayı dizilerinin kümesi 2 ( )F∞�  ile gösterilir [10]. 

Tanım 2.9.5.  ( )jkX X=  çift fuzzy sayı dizisi ve 0X  bir fuzzy sayısı olsun.  Eğer her 

0>ε  için,  

{ }0
,

1
( , ); , : ( , ) = 0lim jk

n m

j k j n k m d X X
nm

ε
→∞

≤ ≤ ≥
 

ise ( )jkX X=  dizisi 0X  fuzzy sayısına istatistiksel yakınsaktır denir. 

Bütün istatistiksel yakınsak çift fuzzy sayı dizilerinin kümesi 2 ( )S F  ile gösterilir [10]. 

( )jkX X=  çift fuzzy sayı dizisi 0X  fuzzy sayısına yakınsak ise aynı sayıya istatistiksel 

yakınsaktır. Ancak istatistiksel yakınsak bir çift fuzzy sayı dizisinin yakınsak olması 

gerekmez. 

Teorem 2.9.1. Yakınsak bir çift fuzzy sayı dizisinin limiti tektir  [10]. 

Tanım 2.9.6.  ( )jkX X=  çift fuzzy sayı dizisi olsun.  Eğer her 0>ε  için,  

{ }
,

1
( , ); , : ( , ) = 0lim jk NM

n m

j k j n k m d X X
nm

ε
→∞

≤ ≤ ≥  

 

olacak şekilde ( )N N ε=  ve ( )M M ε=  doğal sayıları varsa ( )jkX X=  çift dizisine 

istatistiksel Cauchy dizisi denir [10]. 
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Teorem 2.9.2.  ( )jkX X=  çift fuzzy sayı dizisi olmak üzere aşağıdaki önermeler 

denktir: 

i. ( )jkX X=   dizisi 0X  fuzzy sayısına istatistiksel yakınsaktır; 

ii. ( )jkX X=   dizisi istatistiksel Cauchy dizisidir; 

iii. 2( ) 1Kδ =   ve  lim 1
i ij k

i
X =   olacak şekilde bir ( ){ },

i i
K j k= ⊂ ×� � , 1, 2, 3, ...i =  

kümesi vardır [10]. 

Tanım 2.9.7.  ( )jkX X=  çift fuzzy sayı dizisi ve p  pozitif bir reel sayı olsun. Eğer, 

( )0,
1 1

1
lim , 0

n m p

jk
n m

j k

d X X
nm = =

  = ∑∑  

 

olacak şekilde bir 0X  fuzzy sayısı varsa ( )jkX X=  dizisi 0X  a kuvvetli p −Cesàro 

toplanabilirdir denir. 

Bütün kuvvetli p −Cesàro toplanabilir çift fuzzy sayı dizilerinin kümesi 2 ( )
p

w F  ile 

gösterilir [10]. 

Teorem 2.9.3. p  pozitif bir reel sayı ve ( )jkX X=  çift fuzzy sayı dizisi olsun. 

i. ( )jkX X=   dizisi 0X  fuzzy sayısına kuvvetli p −Cesàro toplanabilir ise 0X  

sayısına istatistiksel yakınsaktır; 

ii. ( )jkX X=   dizisi sınırlı ve 0X  fuzzy sayısına istatistiksel yakınsak ise, bu           

dizi 0X  fuzzy sayısına kuvvetli p −Cesàro toplanabilirdir [10]. 
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3. BÖLÜM 

ÇİFT FUZZY SAYI DİZİLERİNİN .�αααα  DERECEDEN 

İSTATİSTİKSEL YAKINSAKLIĞI VE .�αααα  DERECEDEN 

KUVVETLİ p - CESÀRO TOPLANABİLİRLİĞİ 

Biz, bu bölümde öncelikle 0 < , 1s t ≤  reel sayılar olmak üzere ( , )s tα =�  için çift fuzzy 

sayı dizilerinin .α�  dereceden istatistiksel yakınsaklığını ve .α�  dereceden istatistiksel 

çift Cauchy dizisini tanımlayacağız. Daha sonra, çift fuzzy sayı dizileri için                  

.α�  dereceden kuvvetli p −Cesàro toplanabilirliği tanımlayıp, bu kavramlar arasındaki 

kapsama ilişkilerini göstereceğiz.   

3.1. Çift Fuzzy Sayı Dizilerinin .�αααα  Dereceden İstatistiksel Yakınsaklığı 

Tanımları vermeden önce bize kolaylık sağlayacağını düşündüğümüz bazı kısaltmalar 

verelim. 

, , , (0,1]s t u v ∈  olmak üzere ( ),s t  ikilisini α�  ile ; ( , )u v  ikilisini β�  ile gösterelim. 

Buna göre 

  ve s u t vα β ⇔ ≤ ≤�� ≺ , 

 ve s u t vα β ⇔ < <�� ≺ , 

 ve ,s u t vα β≅ ⇔ = =��  

( ] ( ]0,1 , 0,1 ,s tα ∈ ⇔ ∈�  

( ] ( ]0,1 , 0,1 ,u vβ ∈ ⇔ ∈�  

          1 1,s tα ≅ ⇔ = =�  

           1 1,u vβ ≅ ⇔ = =�  

          1 1 ve 1s tα > ⇔ > >�  

dir [14]. 
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Öncelikle çift istatistiksel yakınsaklık kavramı için temel teşkil eden çift doğal 

yoğunluk kavramından bahsedelim. 

Tanım 3.1.1. K ⊂ ×� �   pozitif  tam sayıların iki boyutlu bir kümesi olsun. j n≤  

ve k m≤  olacak şekilde K  da ( , )j k  nin sayıları ( , )K n m  ile gösterilsin. 0 < , 1s t ≤  

olmak üzere, eğer 

,

( , )
lim s t

n m

K n m

n m→∞

 

limiti Pringsheim anlamında mevcutsa, K  kümesi .α�  dereceden çift doğal yoğunluğa 

sahiptir denir ve 2 ( )K
αδ �  ile gösterilir [37]. 

Örneğin ( ){ }3 3, : ,K j k j k= ∈�  olsun. ( ]1/ 3,1α ∈�  için 

3 3

2
, ,

( , )
( ) 0lim lims t s t

n m n m

K n m n m
K

n m n m

αδ
→∞ →∞

= ≤ =
�  

dir. Yani K  kümesi .α�  dereceden çift sıfır doğal yoğunluğa sahiptir. 

Tanım 3.1.2. ( )jkX X=  bir çift fuzzy sayı dizisi ve ( ]0,1α ∈�
 
herhangi bir reel sayı 

olsun. Eğer her 0>ε  için,  

{ }0
,

1
( , ); , : ( , ) = 0lim jks t

n m

j k j n k m d X X
n m

ε
→∞

≤ ≤ ≥
 

ise ( )jkX X=  dizisi, 0X  fuzzy sayısına .α�  dereceden istatistiksel yakınsaktır diyeceğiz 

ve 2 0lim =jkS X X
α −�

 
yazacağız.  

Bütün .α�  dereceden istatistiksel yakınsak çift fuzzy sayı dizilerinin kümesini  2 ( )S F
α�  ile 

göstereceğiz. 

( )jkX X=  çift dizisi  0X  fuzzy sayısına yakınsak ise bu dizi her bir ( ]0,1α ∈�  için aynı 

fuzzy sayısına .α�  dereceden istatistiksel yakınsaktır ancak tersi doğru değildir. Bunu 

göstermek için aşağıdaki örneği verelim. 
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Örnek 3.1.1. ( )jkX X=  bir çift fuzzy sayı dizisi olmak üzere, eğer 3 3 ve j n k m= =  ise  

( ) ( )

( ) [ ]

( ) [ ]

         0         ,  , 2,  ise

( )      ,  , 1  ise

2 ,  1, 2  ise

jk

x jk jk

X x x jk x jk jk

x jk x jk jk

 ∈ −∞ ∪ + ∞


= − ∈ +


− + + ∈ + +

 

olsun. Diğer durumlarda 

( ) ( )

[ ]

( ]
0

     0  ,  ,1 3,  ise

( ) 1,   1, 2  ise

3,   2,3  ise

x

X x x x

x x

 ∈ −∞ ∪ ∞


= − ∈


− + ∈  

olmak üzere 0( )jkX X=  olsun. 

( )jkX X=  dizisinin γ − kesim kümesi 

( )

[ ]

3 3, 2) ,        ,   ise

1,3 ,                     diğer durumda
jk

jk jk j n k m
X

γ γ γ

γ γ

 + + − = =    =  
+ −

 

dir.  

[ ] [ ]0 1,3X
γ

γ γ= + −   olmak üzere ( )jkX X=  dizisi 0X  fuzzy sayısına ( ]1/ 3,1α ∈�

 
için 

.α�  dereceden istatistiksel yakınsaktır ancak yakınsak değildir. 

Teorem 3.1.1. (0,1]α ∈� , ( )jkX X=  ve ( )jkY Y=  çift fuzzy sayı dizileri olsun. Bu 

takdirde; 

i. Eğer 2 0lim =jkS X X
α −�   ve  c∈�    ise  2 0lim =jkS cX cX

α −� , 

ii. Eğer 2 0lim =jkS X X
α −�   ve  2 0lim =jkS Y Y

α −�   ise  2 0 0lim( ) =jk jkS X Y X Y
α − + +�

  
dir. 
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İspat.   

i. (0,1],α ∈�  R∈c  ve > 0ε  alalım. ,jkX  ,jkY  0X  ve 0Y  kümelerinin γ − kesim 

kümeleri sırasıyla ,jkX
γ  ,jkY

γ  0Xγ  ve 0Yγ  olsun.  

( ) ( )0 0, = ,jk jkcX cX c X X
γ γ γ γδ δ∞ ∞  

olduğundan    

( ) ( )0 0, = ,jk jkd cX cX c d X Xγ γ γ γ  

yazabiliriz. Buradan 

{ }0

1
( , ); , : ( , )

jks t
j k j n k m d cX cX

n m
ε≤ ≤ ≥  

0

1
( , ); , : ( , )

| |jks t
j k j n k m d X X

n m c

ε 
≤ ≤ ≤ ≥ 

 
 

eşitsizliğini  elde ederiz.  2 0lim =jkS X Xα −�   olduğundan  2 0lim =jkS cX cXα −�
 
dir. 

ii. 0 0 0 0 0 0( , ) ( , ) ( , )jk jk jk jk jk jkX Y X Y X Y Y X Y X X Yγ γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ γδ δ δ∞ ∞ ∞+ + ≤ + + + + +   

                                          0 0= ( , ) ( , )jk jkX X Y Y
γ γ γ γδ δ∞ ∞+

 

olduğundan  

),(),(),( 0000 YYdXXdYXYXd jkjkjkjk +≤++  

dir. Böylece,  

{ }0 0

1
( , ); , : ( , )

jk jks t
j k j n k m d X Y X Y

n m
ε≤ ≤ + + ≥  

 
{ }0 0

1
( , ); , : ( , ) ( , )

jk jks t
j k j n k m d X X d Y Y

n m
ε≤ ≤ ≤ + ≥  



 34 

                                   
0

1
( , ); , : ( , )

2jks t
j k j n k m d X X

n m

ε 
≤ ≤ ≤ ≥ 

 
 

                                   
0

1
( , ); , : ( , )

2jks t
j k j n k m d Y Y

n m

ε 
+ ≤ ≤ ≥ 

 
 

olduğundan ispat tamamlanır. 

Teorem 3.1.2. , (0,1]α β ∈��  olmak üzere  α β�� ≺   ise  

2 2( ) ( )S F S F
α β⊆

��  

 dir ve  α β�� ≺  olacak şekildeki bazı  ve  α β��  için kapsama kesindir. 

İspat. 

  ve s u t vα β ⇔ ≤ ≤�� ≺  olduğundan, her > 0ε   için 

{ }0

1
( , ); , : ( , )jku v

j k j n k m d X X
n m

ε≤ ≤ ≥  

{ }0

1
( , ); , : ( , )jks t

j k j n k m d X X
n m

ε≤ ≤ ≤ ≥  

dir. Bu eşitsizlikten 2 2( ) ( )S F S Fα β⊆
��  olduğunu kolaylıkla görürüz. 

Kapsamanın kesin olduğunu göstermek için Örnek 3.1.1 deki ( )jkX X=  dizisini ele 

alalım. ( ]1/ 3,1β ∈�  için ( )jkX X=  dizisi 0X  fuzzy sayısına .β�  dereceden istatistiksel 

yakınsaktır ancak ( ]0,1/ 3α ∈�  için ( )jkX X=  dizisi 0X  fuzzy sayısına  .α�  dereceden 

istatistiksel yakınsak değildir. 

Teorem 3.1.3. ( )jkX X=  dizisi 0X  fuzzy sayısına .α�  dereceden istatistiksel yakınsak 

ise 2 ( )K
αδ = ∞�

 ve , 0lim
i ij k

i
X X=  şartlarını sağlayan bir { }( , ) ,i iK j k= ⊆ ×� �  =1, 2,...i  

kümesi mevcuttur. 
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İspat. 

( )jkX X=  dizisi 0X  fuzzy sayısına .α�  dereceden istatistiksel yakınsak ve 

( ) ( )0

1
, : , ,    =1, 2,...l jkK j k d X X l

l

 
= ∈ × < 
 

� �

 

olsun. Tanım 3.1.2 den 2 ( ) 0C

l
K

αδ =�  dir. Buna göre 2 ( )
l

K
αδ = ∞�  olduğu açıktır. Aynı 

zamanda lK  kümesinin tanımından 

                                1 2 1... ...j jK K K K +⊃ ⊃ ⊃ ⊃ ⊃                                                  (3.1) 

dir.  

 Kabul edelim ki { }i i
H

∈�
 pozitif reel sayıların kesin artan bir dizisi olsun.  

( )1 1 1,p q K∈  olacak şekilde keyfi bir sayı seçelim. (3.1) den 2 2,j p k q≥ ≥  iken 

( )2
2

,
s t

K n m
H

n m
>

⋅
 yi sağlayan, 2 1 2 1 ve  p p q q> >  olacak şekilde ( )2 2 2,p q K∈

 
seçebiliriz. 

Buna ilaveten 3 3,j p k q≥ ≥   iken  
( )3

3

,
s t

K n m
H

n m
>

⋅
 i sağlayan, 3 2 3 2 ve  p p q q> >  

olacak şekilde ( )3 3 3,p q K∈
 
seçebiliriz. Bu yolla devam edilirse   ve  r rj p k q≥ ≥  iken   

                               
( ),    ( 1, 2,3,...)r r rp q K r∈ =      ve     

( ),r

rs t

K n m
H

n m
>

⋅
                      (3.2) 

olacak şekilde ×� �  in elemanlarının bir ( ) ( ) ( )1 1 2 2, , ... , ...r rp q p q p q< < < <  dizisini 

elde ederiz. 

 

Şimdi K   kümesini aşağıdaki gibi inşa edelim: 

{ }1 1( , ) :1 ,1u v u p v q≤ ≤ ≤ ≤  kümesinin her bir elemanı ve herhangi bir 2r ≥  doğal 

sayısı için ( ){ }1 1, : ,r r r r rK u v p u p q v q− −∩ < ≤ < ≤
 
kümesinin elemanları K  kümesinin 
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de elemanı olsun. (3.1) ve (3.2)  den herhangi bir r ∈�  için 1 1,r r r rp j p q k q+ +≤ < ≤ <  

olacak şekilde ( , )j k K∈  
seçebiliriz. 

Böylece  

( ) ( ), ,r

rs t s t

K n m K n m
H

n m n m
≥ >

⋅ ⋅
 

 

elde ederiz.  Buradan 2 ( )K
αδ = ∞�

  olduğu açıktır. 

Ayrıca, > 0ε  olsun. 
1

r
ε<  olacak şekilde bir r  seçelim. ,r rj p k q≥ ≥  olacak şekilde 

( , )j k K∈ olsun. Bu takdirde 1 1,i i i ip j p q k q+ +≤ < ≤ <  olacak şekilde bir i r≥  sayısı 

vardır. Ancak K  kümesinin tanımından ( ), ij k K∈  dir ve 

böylece 0

1 1
( , )jkd X X

i r
ε< ≤ <

 
dir. Bu ise ( )jkX X=  dizisinin 0X  fuzzy sayısına 

yakınsak olduğunu gösterir. 

Teorem 3.1.4. Her bir ( ]0,1α ∈�  için 
2

2 ( ) ( )S F F
α

∞∩
�

�   kümesi 2 ( )F∞�   normlu lineer 

uzayının kapalı bir alt uzayıdır. 

İspat.  

2
2 ( ) ( )S F F
α

∞∩
�

�   kümesinin 2 ( )F∞�   nin lineer bir alt uzayı olduğunu kolaylıkla 

gösterebiliriz. Şimdi bu kümenin kapalı olduğunu gösterelim.  

 

( ) ( ) 2
2( ) ( ) ( ),         ( , 1,2,3,...)nm nm

jk
X X S F F n mα

∞= ∈ ∩ =
�

�  

ve  

( )( ) 2 ( )nm

jkX X X F∞→ = ∈�  

olsun.  
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Bu durumda, ,j k → ∞  için  

( )( ) ,
3

nm
d X X

ε
<  

 

dir. Ayrıca Teorem 3.1.2 de 1β ≅�  alındığında 1
2 2( ) ( )S F S Fα ⊆�

 olduğundan ve 

1 2
2 ( ) ( )S F F∞∩�  kümesi 2 ( )F∞�  de kapalı olduğundan [10],  ( ) 1 2

2 ( ) ( )
jk

X X S F F∞= ∈ ∩�    

dir.   

Her bir ( , 1, 2,3,...)n m =   için  ( ) 1
2 2( ) ( )nm

X S F S F
α∈ ⊆�

  olduğundan ( )nm
X   dizisi  

, 1, 2,3,...n m =   için  nmY   fuzzy sayısına istatistiksel yakınsaktır. 

Şimdi, ( )nm
Y  dizisinin Y fuzzy sayısına yakınsak olduğunu ve ( )jkX X=  dizisinin Y 

fuzzy sayısına .α�  dereceden istatistiksel yakınsak olduğunu göstermeliyiz. 

Her ,j k ∈�  için 

 

                
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

, , , ,
nm nm pr pr

nm pr jk nm jk jk jk pr
d Y Y d X Y d X X d X Y≤ + +                              ( 3.3.) 

 

yazabiliriz. 

> 0ε  olsun. ( )( ) 2 ( )nm

jk
X X X F∞→ = ∈�    olduğundan her  p n N≥ ≥    ve  r m N≥ ≥  

için  

( )
( ) ( )

,
3

nm pr

jk jk
d X X

ε
<

 

olacak şekilde N ∈�  vardır. 

 

( )nm
X    ve  ( )pr

X , sırasıyla  nmY    ve   prY   ye istatistiksel yakınsak olduğundan 

2 ( ) 1nmAδ =   ve 
,

( )

,
lim
j k Anm

nm

jk nm
j k

X Y

∈

=  
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ve       

2 ( ) 1prAδ =  ve  
,

( )

,
lim
j k Apr

pr

jk pr
j k

X Y
∈

=

 

olacak şekilde  ,nm prA A ⊆ ×� �  vardır [10].  

 2 2( ) 1 ( )nm prA Aδ δ= =    olduğundan  

( )
( )

,
3

nm

jk nm
d X Y

ε
<     

ve    

( )
( )

,
3

pr

jk pr
d X Y

ε
<    

 

olacak şekilde ,
nm pr

j k A A∈ ∩  seçebiliriz.  

Böylece (3.3) den p n N≥ ≥   ve  r m N≥ ≥  için ( ),nm prd Y Y ε≤   elde ederiz. Bu ise 

bize ( )nmY  dizisinin bir Cauchy dizisi olduğunu verir. Dolayısıyla 
,
lim nm

n m
Y Y

→∞
=  olacak 

şekilde bir Y fuzzy sayısı vardır. 

Şimdi 0l >  olmak üzere   

 

( ) ( ){ }, : ,l jkA j k d X Y l= ∈ × ≥� �  

 

alalım. ( )( ) ,
3

pr l
d X X <    ve  ( ),

3pr

l
d Y Y <   olacak şekilde ( , )p r ∈ ×� �  seçelim. 

 

Ayrıca, 

( ) ( )( ), : ,
3

pr

l jk pr

l
B j k d X Y

 
= ∈ × ≥ 
 

� �  

 

olsun.   
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Keyfi bir ( ),j k  için  

 ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

, , , ,
pr pr

jk jk jk jk pr prd X Y d X X d X Y d Y Y≤ + +  

( )
( )2

,
3

pr

jk pr

l
d X Y≤ +  

elde ederiz. Yani l lA B⊂  dir. Dolayısıyla  2 ( ) 0
l

Bαδ =�
 olduğundan 2 ( ) 0

l
Aαδ =�

  dir. Bu 

ise bize 2( ) ( )jkX X S F
α= ∈ �   olduğunu gösterir. Yani 2 ( )S F

α� kümesi 2 ( )F∞�   de 

kapalıdır. 

Tanım 3.1.3. ( )jkX X=  bir çift fuzzy sayı dizisi ve ( ]0,1α ∈� olsun. Eğer her 0>ε  

için,  

{ }
,

1
( , ); , : ( , ) ) = 0lim jk NMs t

n m

j k j n k m d X X
n m

ε
→∞

≤ ≤ ≥
 

 

olacak şekilde ( )N N ε=  ve ( )M M ε=  sayıları mevcut ise ( )jkX X=  dizisine            

.α�  dereceden istatistiksel Cauchy dizisidir diyeceğiz. 

Teorem 3.1.5. ( ]0,1α ∈� olmak üzere, ( )jkX X=  dizisi .α�  dereceden istatistiksel 

yakınsak ise bu dizi .α�  dereceden istatistiksel Cauchy dizisidir. 

İspat. ( )jkX X=  dizisi .α�  dereceden istatistiksel yakınsak olsun. Bu takdirde, 0>ε  

için 

{ }0
,

1
( , ); , : ( , ) ) = 0lim jks t

n m

j k j n k m d X X
n m

ε
→∞

≤ ≤ ≥
 

 

dir.  

0( , )NMd X X ε≥   olacak şekilde  ve N M  sayılarını seçelim. 
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{ } { }0( , ); , : ( , ) ( , ); , : ( , )jk NM jkj k j n k m d X X j k j n k m d X Xε ε≤ ≤ ≥ ⊆ ≤ ≤ ≥
 

                                        ( ){ }0, : ( , )NMN M d X X ε∪ ≥  

yazabiliriz.  

{ }
,

1
( , ); , : ( , )lim jk NMs t

n m

j k j n k m d X X
n m

ε
→∞

≤ ≤ ≥  

  { }0
,

1
( , ); , : ( , )lim jks t

n m

j k j n k m d X X
n m

ε
→∞

≤ ≤ ≤ ≥  

                     ( ){ }0
,

1
, : ( , )lim NMs t

n m

N M d X X
n m

ε
→∞

+ ≥  

olduğundan ve kabulümüzden, ( )jkX X=  dizisi .α�  dereceden istatistiksel Cauchy 

dizisidir. 

3.2. Çift Fuzzy Sayı Dizilerinin .�αααα  Dereceden Kuvvetli p - Cesàro Toplanabilirliği 

Tanım 3.2.1. ( )jkX X=  bir çift fuzzy sayı dizisi ve 0α >�  olmak üzere eğer 

0
, =1 =1

1
lim

n m

jks t
n m j k

X X
n m→∞

=∑∑
 

ise ( )jkX X=  dizisi sonlu  0X  limitine .α�  dereceden Cesàro toplanabilirdir diyeceğiz. 

Bütün .α�  dereceden Cesàro toplanabilir çift fuzzy sayı dizilerinin kümesini 2 ( )W Fα�  ile 

göstereceğiz. 

Tanım 3.2.2. ( )jkX X=  bir çift fuzzy sayı dizisi, p  pozitif bir reel sayı ve 0α >�   

olsun. Eğer   

0
, =1 =1

1
( , ) = 0lim

n m
p

jks t
n m j k

d X X
n m→∞

  ∑∑  
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olacak şekilde bir 0X  fuzzy sayısı varsa ( )jkX X=   dizisi 0X  fuzzy sayısına              

.α�  dereceden kuvvetli −p Cesàro toplanabilirdir diyeceğiz. 

Bütün .α�  dereceden kuvvetli −p Cesàro toplanabilir çift fuzzy sayı dizilerinin kümesini 

2 ( )pW Fα�  ile göstereceğiz. 

Teorem 3.2.1. p  pozitif bir reel sayı ve  , 0α β >��   olsun.  α β�� ≺   ise  

                                             2 2( ) ( )p p
W F W F

α β⊆
��  

dir ve  α β�� ≺  olacak şekildeki bazı  ve  α β��  için kapsama kesindir. 

İspat. ( ) 2= ( )p

jkX X W F
α∈ �  olsun. p  pozitif reel sayısı ve  α β�� ≺  için  

0 0
=1 =1 =1 =1

1 1
( , ) ( , )

n m n m
p p

jk jku v s t
j k j k

d X X d X X
n m n m

   ≤   ∑∑ ∑∑  

yazabiliriz. ,n m → ∞  için limit alındığında  2 2( ) ( )p pW F W Fα β⊆
��

  olduğunu görürüz. 

Böylece teorem ispatlanır. 

Teorem 3.2.2. , (0,1]α β ∈�� ,  α β�� ≺   ve 0 < <p ∞  olsun. Eğer ( )= jkX X  dizisi         .α�  

dereceden 0X  fuzzy sayısına kuvvetli −p Cesàro toplanabilir ise ( )= jkX X   dizisi aynı 

0X  sayısına .β�  dereceden istatistiksel yakınsaktır.  

İspat.  

{ }0( , ); , : ( , )nm jkH j k j n k m d X X ε= ≤ ≤ ≥   olsun.  > 0ε   için  

0 0 0
=1 =1 ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )
nm nm

n m
p p p

jk jk jk

j k j k H j k H

d X X d X X d X X
∈ ∉

     = +     ∑∑ ∑ ∑
 

                                                            
0

( , )

( , )
nm

p

jk

j k H

d X X
∈

 ≥  ∑  
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                            0{( , ); , : ( , ) } p

jkj k j n k m d X X ε ε≥ ≤ ≤ ≥  

dir.  

 α β�� ≺  için 

  

              
0 0

=1 =1

1 1
( , ) {( , ); , : ( , ) }

n m
p

p

jk jks t s t
j k

d X X j k j n k m d X X
n m n m

ε ε  ≥ ≤ ≤ ≥ ∑∑  

                                          0

1
{( , ); , : ( , ) } p

jku v
j k j n k m d X X

n m
ε ε≥ ≤ ≤ ≥  

elde ederiz. Böylece, ( )= jkX X  dizisi 0X  fuzzy sayısına .α�  dereceden kuvvetli       

−p Cesàro toplanabilirse yine 0X  sayısına .β�  dereceden istatistiksel yakınsaktır. Bu 

ise ispatımızı tamamlar. 
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4. BÖLÜM 

ÇİFT FUZZY SAYI DİZİLERİNİN .�αααα  DERECEDEN 

 λ −λ −λ −λ −  İSTATİSTİKSEL YAKINSAKLIĞI VE .�αααα  DERECEDEN 

KUVVETLİ  λ −λ −λ −λ − TOPLANABİLİRLİĞİ 

Bu bölümde çift fuzzy sayı dizileri için .α�  dereceden  λ − istatistiksel yakınsaklık ve 

.α�  dereceden kuvvetli λ − toplanabilirlik tanımlarını vereceğiz ve aralarındaki ilişkileri 

inceleyeceğiz. 

4.1. Çift Fuzzy Sayı Dizilerinin .�αααα  Dereceden  λ −λ −λ −λ − İstatistiksel Yakınsaklığı 

Tanım 4.1.1. ( )
jk

X X=   çift fuzzy sayı dizisi ve (0,1]α ∈� olsun. Ayrıca, 

( )nλ λ=
 
 ve ( )mµ µ=  dizileri  

1 1n nλ λ+ ≤ + , 1 1λ =  

nλ → +∞   ( n →∞) 

 

ve 

1 1m mµ µ+ ≤ + , 1 1µ =  

mµ → +∞   ( m →∞ ) 

şartlarına sahip pozitif reel sayıların azalmayan iki dizisi olsun [17].  
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[ ]1,n nI n nλ= − + , [ ]1,m mJ m mµ= − +   ve  ( ) ( ) ( )
s t

nm n m

α
λ λ µ= ⋅

�

  olmak üzere eğer 

0ε∀ >  için 

( )
{ }0

1
lim , : ( , ) 0n m jk

nm

nm

j I k J d X X
α

ε
λ

∈ ∈ ≥ =
�

 

ise ( )jkX X=  dizisi 0X  fuzzy sayısına .α�  dereceden  λ − istatistiksel yakınsaktır 

diyeceğiz. 

Bütün .α� dereceden λ − istatistiksel yakınsak çift fuzzy sayı dizilerinin kümesini 

( ) ( )S Fα

λ

�  ile göstereceğiz. 

Teorem 4.1.1. (0,1]α ∈� , ( )jkX X=  ve ( )jkY Y=  çift fuzzy sayı dizileri olsun. Bu 

takdirde; 

i. Eğer 0lim =jkS X X
λ

α −
�

   ve  R∈c    ise  0lim =jkS cX cXα

λ
−� , 

ii. Eğer 0lim =jkS X Xα

λ
−�   ve  0lim =jkS Y Yα

λ
−�   ise  0 0lim( ) =jk jkS X Y X Yα

λ
− + +�

 
 

dir. 

İspat.   

i. (0,1],α ∈�  R∈c  ve > 0ε  alalım. ,jkX  ,jkY  0X  ve 0Y  kümelerinin γ − kesim 

kümeleri sırasıyla ,jkX
γ  ,jkY

γ  0Xγ  ve 0Yγ  olsun.  

( ) ( )0 0, = ,jk jkcX cX c X X
γ γ γ γδ δ∞ ∞  

olduğundan    

( ) ( )0 0, = ,jk jkd cX cX c d X Xγ γ γ γ  

yazabiliriz.  
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 Buradan 

( )
{ }0

1
, : ( , )n m jk

nm

j I k J d cX cX
α

ε
λ

∈ ∈ ≥
�

 

( )
0

1
, : ( , )

| |n m jk

nm

j I k J d X X
c

α

ε

λ

 
≤ ∈ ∈ ≥ 

 
�

 

eşitsizliğini  elde ederiz.  0lim =jkS X X
λ

α −�   olduğundan  0lim =jkS cX cX
α

λ
−�

 
dir. 

ii.  0 0 0 0 0 0( , ) ( , ) ( , )jk jk jk jk jk jkX Y X Y X Y Y X Y X X Y
γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ γδ δ δ∞ ∞ ∞+ + ≤ + + + + +   

                                            0 0= ( , ) ( , )jk jkX X Y Y
γ γ γ γδ δ∞ ∞+

 

olduğundan  

),(),(),( 0000 YYdXXdYXYXd jkjkjkjk +≤++  

dir. Böylece,  

( )
{ }0 0

1
, : ( , )n m jk jk

nm

j I k J d X Y X Y
α

ε
λ

∈ ∈ + + ≥
�

 

                     ( )
{ }0 0

1
, : ( , ) ( , )n m jk jk

nm

j I k J d X X d Y Y
α

ε
λ

≤ ∈ ∈ + ≥
�

 

 ( )
0

1
, : ( , )

2n m jk

nm

j I k J d X X
α

ε

λ

 
≤ ∈ ∈ ≥ 

 
�

 

 ( )
0

1
, : ( , )

2n m jk

nm

j I k J d Y Y
α

ε

λ

 
+ ∈ ∈ ≥ 

 
�

 

 

olduğundan ispat tamamlanır. 
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Teorem 4.1.2. , (0,1]α β ∈��  reel sayılar ve  α β�� ≺  olsun. ( )jkX X=  dizisi 0X  fuzzy 

sayısına .α�  dereceden  λ − istatistiksel yakınsak ise bu dizi 0X  sayısına .β�  dereceden  

λ − istatistiksel yakınsaktır.  

İspat.  α β�� ≺  olduğundan, her > 0ε  için 

( ) ( )
{ }0

1
, : ( , )

n m jku v

n m

j I k J d X X ε
λ µ

∈ ∈ ≥
⋅

 

       
( ) ( )

{ }0

1
, : ( , )n m jks t

n m

j I k J d X X ε
λ µ

≤ ∈ ∈ ≥
⋅

 

dir.  ,n m → ∞  için limit alınarak ( ) ( )( ) ( )S F S F
α β

λ λ
⊆

��  olduğunu kolaylıkla elde 

ederiz.  

Teorem 4.1.3. (0,1]α ∈�  olsun. ( )jkX X=  dizisi 0X  fuzzy sayısına .α�  dereceden 

istatistiksel yakınsak ve 
( )

lim inf 0
( )

nm

nm nm

α

α

λ

→∞
>

�

�
 ise bu dizi 0X  sayısına .α�  dereceden     

λ − istatistiksel yakınsaktır. 

İspat. > 0ε  için 

{ } { }0 0, : ( , ) , : ( , )jk n m jkj n k m d X X j I k J d X Xε ε≤ ≤ ≥ ⊃ ∈ ∈ ≥  

olduğundan, 

 

    
{ } { }0 0

1 1
, : ( , ) , : ( , )

jk n m jks t s t
j n k m d X X j I k J d X X

n m n m
ε ε≤ ≤ ≥ ≥ ∈ ∈ ≥  

 

                                                             
( )

( )
{ }0

1
, : ( , )

nm

n m jks t

nm

j I k J d X X
n m

α

α

λ
ε

λ
≥ ⋅ ∈ ∈ ≥

�

�
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dir.  2 0lim =jkS X Xα −
�   ve 

( )
lim inf 0

( )
nm

nm nm

α

α

λ

→∞
>

�

�
 olduğundan sonuç aşikardır.     

4.2. Çift Fuzzy Sayı Dizilerinin .�αααα  Dereceden Kuvvetli λ −λ −λ −λ − Toplanabilirliği 

Tanım 4.2.1. ( )jk
X X=  çift fuzzy sayı dizisi ve 0α >�  olsun. Eğer her 0ε >  için 

( )
( )0

1
lim , 0

n m

jk
nm

j I k J
nm

d X X
α

λ ∈ ∈

=∑ ∑�
 

olacak şekilde bir 0X  fuzzy sayısı var ise ( )jkX X=  dizisi 0X  sayısına .α�  dereceden 

kuvvetli  λ − toplanabilirdir diyeceğiz. 

Bütün .α�  dereceden kuvvetli λ − toplanabilir çift fuzzy sayı dizilerinin kümesini 

, ( )V F
α

λ  
�

 ile göstereceğiz.  

Eğer ( )nm nmλ =  alırsak, .α�  dereceden kuvvetli λ − toplanabilirlik [ ],1,1 ( )C F
α�

 ile 

gösterilen .α�  dereceden kuvvetli Cesàro toplanabilir dizilerin uzayına indirgenir. 

Yani 

( )
0

, 1,1

1
lim ( , ) 0

nm

jk
nm

j k

d X X
nm

α
=

=∑�  

dir. 

Teorem 4.2.1. ( )jkX X=   çift fuzzy sayı dizisi ve , 0α β >��   olsun.  α β�� ≺   ise  

, ( ) , ( )V F V F
α β

λ λ   ⊆   
��

 

dir. 
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İspat. , ( )X V F
α

λ ∈  
�

 olsun.  α β�� ≺  için  

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

1 1
( , ) ( , )

n m n m

jk jku v s t
j I k J j I k jn m n m

d X X d X X
λ µ λ µ∈ ∈ ∈ ∈

≤
⋅ ⋅

∑∑ ∑∑  

 

yazabiliriz. Buradan, , ( )X V F
β

λ ∈  
�

 olduğunu görürüz.  

Teorem 4.2.2. 0  1α β< ≤�� ≺  olsun. Eğer ( )= jkX X  dizisi 0X  fuzzy sayısına             

.α�  dereceden kuvvetli λ − toplanabilir ise, 0X  sayısına .β�  dereceden  λ − istatistiksel 

yakınsaktır yani  ( ), ( ) ( )V F S F
α β

λ
λ  ⊂ 

� �

  dir. 

İspat. Herhangi bir  > 0ε  için, ( )= jkX X  dizisi 0X  fuzzy sayısına .α�  dereceden 

kuvvetli λ − toplanabilir olsun.   

    
0 0

0 0 0
, , : ( , ) , : ( , )

( , ) ( , ) ( , )
n m n m jk n m jk

jk jk jk

j I k j j I k j d X X j I k j d X X

d X X d X X d X X
ε ε∈ ∈ ∈ ∈ ≥ ∈ ∈ <

= +∑ ∑ ∑  

 

                                                  
0

0
, : ( , )

( , )
n m jk

jk

j I k J d X X

d X X
ε∈ ∈ ≥

≥ ∑  

 

{ }0, : ( , )n m jkj I k J d X X ε ε≥ ∈ ∈ ≥  

 

olduğundan   α β�� ≺  için  

 

( ) ( ) ( ) ( )
{ }0 0

,

1 1
( , ) , : ( , )

n m

jk n m jks t s t
j I k Jn m n m

d X X j I k J d X X ε ε
λ µ λ µ∈ ∈

≥ ∈ ∈ ≥
⋅ ⋅

∑  

 

                                                 
( ) ( )

{ }0

1
, : ( , )n m jku v

n m

j I k J d X X ε ε
λ µ

≥ ∈ ∈ ≥
⋅
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yazabiliriz. Böylece, ( )= jkX X  dizisi 0X  sayısına  .β�  dereceden λ − istatistiksel 

yakınsaktır.  
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5. BÖLÜM 

ÇİFT FUZZY SAYI DİZİLERİNİN .�αααα  DERECEDEN       

LACUNARY İSTATİSTİKSEL YAKINSAKLIĞI VE                         

.�αααα  DERECEDEN  LACUNARY KUVVETLİ p - CESÀRO 

TOPLANABİLİRLİĞİ 

Bu bölümde çift fuzzy sayı dizileri için .α�  dereceden lacunary istatistiksel yakınsaklık 

ve .α�  dereceden kuvvetli lacunary toplanabilirlik tanımlarını vereceğiz ve aralarındaki 

ilişkileri inceleyeceğiz. 

5.1. Çift Fuzzy Sayı Dizilerinin .�αααα  Dereceden Lacunary İstatistiksel Yakınsaklığı 

Tanım 5.1.1. ( ){ }, ,r s r sk lθ =  bir çift dizi olmak üzere eğer, 

0 0k =  ve r → ∞  için 1r r rh k k −= − → ∞  

ve  

0 0l =  ve s → ∞  için 1s s s
h l l −= − → ∞  

 

olacak şekilde negatif olmayan tamsayıların artan iki dizisi mevcut ise ( ){ }, ,r s r sk lθ =  

çift dizisine çift lacunary dizi denir [18].  
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,r s r sk k l=  ve ,r s r sh h h=  ile; ,r sθ  tarafından belirlenen aralıklar 

( ){ }, 1 1, :  ve r s r r s sI k l k k k l l l− −= < ≤ < ≤  ile; 
1

r
r

r

k
q

k −

= , 
1

s
s

s

l
q

l −

=   olmak üzere  

,r s r sq q q=  ile gösterilir [18]. 

 

Tanım 5.1.2.
 

( )= klX X  çift fuzzy sayı dizisi, ,r sθ  çift lacunary dizisi ve 

(0,1]α ∈� olsun. Eğer > 0ε  için 

( )
( ) ( ){ }, 0

,
,

1
lim , : , 0r s kl

r s

r s

k l I d X X
h

α
ε∈ ≥ =

�

 

ise ( )= klX X  dizisi .α�  dereceden 0X  fuzzy sayısına lacunary istatistiksel yakınsaktır 

diyeceğiz ve 
, 0lim =

r s kl
S X X

α
θ −
�

 ile göstereceğiz. Yukarıdaki ifadede ( ),r s
h

α�
 ile 

( ) ( )
ts

r sh h    gösterilmektedir. 

Bütün .α�  dereceden lacunary istatistiksel yakınsak çift fuzzy sayı dizilerinin kümesini 

( )
,r s

S Fα
θ

�   ile gösterelim. 

Teorem 5.1.1. , (0,1]α β ∈��  reel sayılar olsun.  α β�� ≺   ise  

( ) ( )
, ,r s r s

S F S F
α β
θ θ⊂

��

 

dir. 

İspat.   α β�� ≺   olduğundan > 0ε∀  için 

 

( )
( ) ( ){ }

( )
( ) ( ){ }, 0 , 0

,,

1 1
, : , , : ,

r s kl r s kl

r sr s

k l I d X X k l I d X X
hh

αβ
ε ε∈ ≥ ≤ ∈ ≥

� �
 

 



 52 

dir.  r → ∞  ve s → ∞  için limit alarak teoremi ispatlarız. 

Teorem 5.1.2.   Herhangi bir ,r sθ  çift lacunary dizisi için  liminf 1rq >  ve 

liminf 1
s

q >  ise  

( ) ( )
,2 r s

S F S F
α α

θ⊆
� �  

dir. 

İspat. 1liminf 1rq η= >   ve  2liminf 1sq η= >  olduğunu kabul edelim. 1
1

1

2

η
δ

−
=  ve 

2
2

1

2

η
δ

−
=   alalım.  Bu takdirde,  0r r≥  için 11rq δ≥ +  ve 0s s≥ için 21sq δ≥ +  olacak 

şekilde   ve    pozitif tamsayıları vardır. 

Böylece, 0r r≥  ve 0s s≥  için  

    

 

( )
( )

11

,

1
1 1 sr

r s

r sr s

lk
h

k lk l

αα

α

α
−−

  
= − −     
   

��

�

�
 

              
1 1

1 1
r sq q

αα
  

= − −     
   

��

 

                                                             
1 2

1 1
1 1

1 1

α α

δ δ

   
≥ − −   

+ +   

� �

 

                                                             1 2

1 21 1

α α
δ δ

δ δ

   
=    

+ +   

� �

 

dir.  

( ) ( )2klX X S F
α= ∈
�   olsun. Böylece, > 0ε∀  için  ve  0r r≥   ve  0s s≥  için  

( )
( ){ }

( )
( ) ( ){ }0 , 0

1 1
, : , , : ,r s kl r s kl

r s r s

k k l l d X X k l I d X X
k l k l

α α
ε ε≤ ≤ ≥ ≥ ∈ ≥

� �
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( )
( ) ( )

( ) ( ){ },

, 0

,

1
, : ,

r s

r s kl

r s r s

h
k l I d X X

k l h

α

α α
ε= ∈ ≥

�

� �
 

 

                                                         
( )

( ) ( ){ }1 2
, 0

1 2 ,

1
, : ,

1 1 r s kl

r s

k l I d X X
h

α α

α

δ δ
ε

δ δ

   
≥ ∈ ≥   

+ +   

� �

�

 

 

olduğundan ( ) ( )
,r skl

X X S F
α
θ= ∈
�   dir. Böylece ispatımız tamamlanmış olur. 

Teorem 5.1.3. Herhangi bir ,r sθ  
 

çift lacunary dizisi için limsup
r

q
α < ∞�

 ve 

limsup sq
α < ∞�  ise  

( ) ( )
, 2r s

S F S F
α α
θ ⊆
� �

 

dir. 

İspat.  limsup rq
α < ∞
�   ve  limsup sq

α < ∞
�   olduğunu kabul edelim. Böylece her  r   ve 

s  için  rq K
α <
�   ve  sq K

α <
�

 
olacak şekilde bir  0K >  vardır.   

, 0lim =
r s jk

S X X
α
θ −
�  

ve   

( ) ( ){ }, , 0, : ,
r s r s kl

T k l I d X X ε= ∈ ≥  

 olsun.  

Tanım 5.1.2  den  > 0ε   ve  her  0r r>   ve  0s s>   için  
( )

,

,

r s

r s

T

h
α

ε<
�

  olacak şekilde  

0 0,r s ∈�   vardır. 

{ }, 0 0: max :1  ve 1 s  r sM T r r s= ≤ ≤ ≤ ≤  
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alalım.  1r rk n k− < ≤   ve  1s sl m l− < ≤   olacak şekilde  n  ve m  sayılarının mevcut 

olduğunu kabul edelim. 

Böylece,  

( )
( ){ }

( )
( ){ }0 0

1 1

1 1
, : , , : ,kl r s kl

r s

k n l m d X X k k l l d X X
nm k l

α α
ε ε

− −

≤ ≤ ≥ ≤ ≤ ≤ ≥
� �

 

 

                  
( )

,

,
, 1,11 1

1 r s

i j

i jr s

T
k l

α
=− −

 
=  

 
∑�

 

 

                                                  
( ) ( ) 0 0

,
0 0

,
, 1, 11 1 1 1

1 r s

i j

i j r sr s r s

Mr s
T

k l k l
α α

= + +− − − −

  
≤ +  

  
∑� �

 

 

                                                    
( ) ( )

,

0 0 ,

,
,0 0

, 1, 11 1 1 1

1 i j

i j

r s
i j

i j r sr s r s

T hMr s

hk l k l

α

α α α
= + +− − − −

  
≤ +  

  
∑

�

� � �
 

 

                                                                   
( ) ( ) ,

0 0 0 0,

,
,0 0

, , , 1, 11 1 1 1

1
sup

i j

i j

r s
i j

i j r s i j r sr s r s

TMr s
h

hk l k l

α

α α α
≥ = + +− − − −

   
 ≤ +      

∑ �

� � �
 

 

                                                                       
( ) ( ) ,

0 0

,
0 0

, 1, 11 1 1 1

1
i j

r s

i j r sr s r s

Mr s
h

k l k l

α

α α
ε

= + +− − − −

  
≤ +  

  
∑ �

� �
 

 

                                                                       
( )

20 0

1 1r s

Mr s
K

k l
α

ε
− −

≤ +
�

 

 

olduğundan ispat tamamlanmış olur. 
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5.2. Çift Fuzzy Sayı Dizilerinin .�αααα  Dereceden Lacunary Kuvvetli p-Cesàro 

Toplanabilirliği  

Tanım 5.2.1. ( )= klX X   çift fuzzy sayı dizisi, ,r sθ  çift lacunary dizisi, p  pozitif bir 

reel sayı ve 0α >�   olsun. Eğer  

( )
( )

,

0,
( , ),

1
lim , 0

r s

p

kl
r s

k l I
r s

d X X
h

α
∈

=  ∑�
 

olacak şekilde bir 0X  fuzzy sayısı var ise = ( )klX X   dizisi 0X  fuzzy sayısına             

.α�  dereceden lacunary kuvvetli −p Cesàro toplanabilirdir diyeceğiz. 

Bütün .α�  dereceden lacunary kuvvetli −p  Cesàro toplanabilir çift fuzzy sayı dizilerinin 

kümesini  
,

( )
r s

p
N F

α
θ

�   ile göstereceğiz. 

Teorem 5.2.1. p  pozitif bir reel sayı ve , 0α β >��  olsun.  α β�� ≺   ise  

, ,
( ) ( )

r s r s

p p
N F N F

α β
θ θ⊆

��

 

dir. 

İspat.  p  pozitif reel sayısı ve   α β�� ≺   için  

( )
( )

( )
( )

, ,

0 0
( , ) ( , ),,

1 1
, ,

r s r s

p p

kl kl

k l I k l I
r sr s

d X X d X X
hh

αβ
∈ ∈

≤      ∑ ∑� �
 

olduğundan ispat açıktır. 

Teorem 5.2.2.  0α >�  olmak üzere, herhangi bir ,r sθ  çift lacunary dizisi için 

liminf 1
r

q >  ve liminf 1
s

q >  ise  

,2 ( ) ( )
r s

p p
W F N F

α α
θ⊂� �  

dir. 
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İspat. liminf 1rq >   ve  liminf 1sq >  olsun. Bu takdirde, her , 1r s ≥  için 11rq δ≥ +  ve  

21sq δ≥ +   olacak şekilde  1 0δ >   ve 2 0δ >   vardır. 

Böylece, 

( )

( )
1

11
r

r

h

k

αα

α

δ

δ

 
=  

+ 

��

�
     

ve 

 
( )

( )
2

21
s

s

h

l

αα

α

δ

δ

 
=  

+ 

��

�
  

dir. 

( )kl
X X=   çift fuzzy sayı dizisi olmak üzere 2 ( )p

X W F
α∈
�  olsun.   

Böylece     

( )
( ), 0

,

1
,

r s

p

r s kl

k I l I
r s

N d X X
h

α
∈ ∈

=   ∑∑�
              

                                           
( )

( ) ( )
1

0 0
1 1 1 1,

1
, ,

s sr r
p pl lk k

kl kl

k l k l
r s

d X X d X X
h

α

−

= = = =


= −       


∑∑ ∑∑�

 

 

                                                             ( ) ( )
11 1

0 0
1 1 1 1

, ,
s sr r

p pl lk k

kl kl

k l k l

d X X d X X
−− −

= = = =


− +       


∑∑ ∑∑  

yazabiliriz.  

( )

( ) ( )
( ), 0

1 1,

1
,

sr
plk

r s

r s kl

k lr sr s

k l
N d X X

k lh

α

α α
= =

 
=     

 
∑∑

�

� �
 

 

                       
( )

( ) ( )
( )

1
1

0
1 11,

1
,

sr
plk

r s

kl

k lr sr s

k l
d X X

k lh

α

α α

−
−

= =−

 
−     

 
∑∑

�

� �
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( )

( ) ( )
( )

1
1

0
1 11,

1
,

sr
plk

r s

kl

k lr sr s

k l
d X X

k lh

α

α α

−
−

= =−

 
−     

 
∑∑

�

� �
 

 

                           
( )

( ) ( )
( )

11
1 1

0
1 11 1,

1
,

sr
plk

r s

kl

k lr sr s

k l
d X X

k lh

α

α α

−−
− −

= =− −

 
+     

 
∑∑

�

� �
 

 

elde ederiz.   

2 ( )p
X W F

α∈ �  olduğundan  

( )
( )0

1 1

1
,

sr
plk

kl

k lr s

d X X
k l

α
= =

  ∑∑�
, 

 

( )
( )

1

0
1 11

1
,

sr
plk

kl

k lr s

d X X
k l

α

−

= =−

  ∑∑�
, 

 

( )
( )

1

0
1 11

1
,

sr
plk

kl

k lr s

d X X
k l

α

−

= =−

  ∑∑�
, 

 

ve 

( )
( )

11

0
1 11 1

1
,

sr
plk

kl

k lr s

d X X
k l

α

−−

= =− −

  ∑∑�
 

 

çift toplamları Pringsheim anlamında sıfıra yakınsaktır. Dolayısıyla ,r sN  dizisi de sıfıra 

yakınsaktır. Yani 
,
( )

r s

p
X N F

α
θ∈ �  dir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

Teorem 5.2.3. 0α >�  olmak üzere, herhangi bir ,r sθ  
 

çift lacunary dizisi için  

limsup rq
α < ∞�

  ve limsup sq
α < ∞�  ise  
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, 2( ) ( )
r s

p p
N F W F

α α
θ ⊂
� �  

 

dir. 

İspat.  limsup
r

qα < ∞�   ve  limsup
s

qα < ∞�   olduğunu kabul edelim. Böylece her  r   ve 

s  için  r
q Kα <�   ve  s

q Kα <�
 
olacak şekilde bir  0K >  vardır.   

,
( )

r s

p
X N F

α
θ∈
�    ve  0ε >   olsun. 

 

( )
( ), 0

,

1
,

r s

p

r s kl

k I l I
r s

N d X X
h

α
∈ ∈

=   ∑∑�
 

 

 alalım. Böylece,  her  0k r≥   ve  0l s≥   için  ,r sN ε<   olacak şekilde  0 0r >   ve 

0 0s > vardır. 

 

{ }, 0 0: max :1  ve 1 s  r sM N r r s= ≤ ≤ ≤ ≤  

 

olsun.  1r rk n k− < ≤   ve  1s sl m l− < ≤   olacak şekilde  n  ve m  sayılarının mevcut 

olduğunu kabul edelim. 

Böylece,  

 

 
( )

( )
( )

( )0 0
1 1 1 11 1

1 1
, ,

sr
pp lkn m

kl kl

k l k lr s

d X X d X X
nm k l

α α
= = = =− −

≤      ∑∑ ∑∑� �
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( )
,

,

0
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1
,

s

i j

lr s
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i j k l I Ir s

d X X
k l

α
= ∈− −

 
≤     

 
∑ ∑�

 

 

                                                                        

                                                
( )

( )
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0 0

0 0

,
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, 1,1 ( ) ( )1 1 1 1

1 1r s

i j i j i j i j

i j r i r s j sr s r s

h N h N
k l k l

α α

α α
= < ≤ ∪ < ≤− − − −
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1
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( )
( )

0 0 0 0 2

1 1

r s

r s

M k l r s
K

k l

α

α
ε

− −

≤ +

�

�
 

 

olduğundan 2 ( )p
X W F

α∈
�

  elde ederiz. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

Teorem 5.2.4.   0  1α β< <�� ≺    olmak üzere 
,
( )

r s

p
X N F

α
θ∈
�   ise 

,
( )

r s
X S F

β

θ∈
�

 dir. 

İspat.  
,
( )

r s

p
X N F

α
θ∈
�   olsun. 

( ) ( )

( )

( )

( )
, , ,

0 0

0 0 0
( , ) ( , ) ( , )

, ,

, , ,
r s r s r s

kl kl

p p p

kl kl kl

k l I k l I k l I

d X X d X X

d X X d X X d X X

ε ε
∈ ∈ ∈

≥ <

= +          ∑ ∑ ∑  

                                                          ( )

( )
,

0

0
( , )

,

,
r s
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p
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k l I

d X X

d X X

ε
∈

≥
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                                                ( ) ( ){ }, 0, : , p

r s kl
k l I d X X ε ε≥ ∈ ≥  
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( ) ( ){ }
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1 1
, , : ,

r s

p p

kl r s kl

k l I
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( )

( ) ( ){ }, 0

,

1
, : , p

r s kl

r s

k l I d X X
h

β
ε ε≥ ∈ ≥

�
 

dir.  Böylece, 
,
( )

r s
X S F

β

θ∈
�

 olduğunu göstermiş oluruz. 
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6. BÖLÜM 

TARTIŞMA-SONUÇ ve ÖNERİLER  

Bu bölümde üçüncü, dördüncü ve beşinci bölümlerde ifade ve ispat edilen teoremlerle 

ilgili sonuçlar vereceğiz. 

6.1. Tartışma-Sonuç ve Öneriler 

Sonuç 6.1.1. Tanım 3.1.2 de 1α ≅�  alırsak, çift fuzzy sayı dizilerinin .α�  dereceden 

istatistiksel yakınsaklığı kavramı çift fuzzy sayı dizilerinin istatistiksel yakınsaklığına 

indirgenir. 

Sonuç 6.1.2.  Eğer bir )(= jkXX  çift dizisi (0,1]α ∈�  olacak şekildeki bazı α�  için 0X  

fuzzy sayısına .α�  dereceden istatistiksel yakınsaksa, bu durumda 0X  sayısına 

istatistiksel yakınsaktır. Yani 2 2( ) ( )S F S F
α ⊆
�

 dir.  

Buna ilaveten, Teorem 3.1.2 den  aşağıdaki sonuçlar elde edilir:   

i. α β≅ ��  ise 2 2( ) ( )S F S F
α β=

��  dir, 

ii. 1α ≅�  ise 2 2( ) ( )S F S Fα =�  dir. 

iii. Eğer  0  1α β< <�� ≺   ise 
22 2( ) ( ) ( )S F S F S F

α β⊆ ⊆
�  dir.   

Sonuç 6.1.3. ( ), 0,α β ∈ ∞��  ve p  pozitif  reel sayı olmak üzere, Teorem 3.2.1 den 

aşağıdaki sonuçlar elde edilir: 

i.  α β≅ ��   ise  2 2( ) ( )p p
W F W F

α β=
��  dir, 
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ii. 0 < <p ∞  için  2 2( ) ( )p p
W F W F

α ⊆
�  dir. 

Sonuç 6.1.4. Teorem 3.2.2 de 1α β≅ ≤��  alırsak, 0X  sayısına .α�  dereceden kuvvetli      

−p Cesáro toplanabilir bir ( )= jkX X  dizisi 0X  sayısına aynı zamanda .α�  dereceden  

istatistiksel yakınsak olur. 

Sonuç 6.1.5. Teorem 4.1.1 den eğer bir )(= jkXX  çift fuzzy sayı dizisi 0X  fuzzy 

sayısına .α�  dereceden λ − istatistiksel yakınsak ise, 1α ≤�  olduğundan 0X  sayısına 

λ − istatistiksel yakınsaktır. Yani, her bir (0,1]α ∈�  için ( ) ( )( ) ( )S F S Fα

λ λ
⊆�

 dir. 

Sonuç 6.1.6 , (0,1]α β ∈��  olmak üzere  Teorem 4.2.1 den  aşağıdaki sonuçlar elde edilir. 

i. α β≅ ��  ise  , ( ) , ( )V F V F
α β

λ λ   =   
��

 dir, 

ii.  (0,1]α ∈�    için  , ( ) , ( )V F V F
α

λ λ   ⊆   
�

 dir. 

Sonuç 6.1.7.  Teorem 4.2.2 den aşağıdaki sonuçlar elde edilir. 

i. (0,1]α ∈�  olmak üzere, ( )= jkX X  dizisi 0X  fuzzy sayısına .α�  dereceden kuvvetli 

λ − toplanabilir ise bu dizi 0X  fuzzy sayısına .α�  dereceden λ − istatistiksel 

yakınsaktır yani ( ), ( ) ( )V F S F
α α

λ
λ  ⊂ 

�
�  dir. 

ii. (0,1]α ∈�  olmak üzere, ( )= jkX X  dizisi 0X  fuzzy sayısına .α�  dereceden kuvvetli 

λ − toplanabilir ise bu dizi 0X  fuzzy sayısına λ − istatistiksel yakınsaktır yani 

( ), ( ) ( )V F S F
α

λ
λ  ⊂ 

�

 dir . 

Sonuç 6.1.8. Teorem 5.1.1 den eğer bir )(= jkXX  çift fuzzy sayı dizisi 0X  fuzzy 

sayısına .α�  dereceden lacunary istatistiksel yakınsak ise, 1α ≤�  olduğundan 0X  

sayısına lacunary istatistiksel yakınsaktır. Yani, her bir (0,1]α ∈�  için 

( ) ( ), ,
( ) ( )

r s r s
S F S F

α
θ θ⊆�  dir. 
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Sonuç 6.1.9. ( ), 0,α β ∈ ∞��  olmak üzere Teorem 5.2.1 den aşağıdaki sonuçları elde 

ederiz. 

i. α β≅ ��  ise 
, ,
( ) ( )

r s r s

p p
N F N F

α β
θ θ=

��  dir, 

ii.  (0,1]α ∈�    için  
, ,
( ) ( )

r s r s

p p
N F N F

α
θ θ⊆
�  dir. 

Sonuç 6.1.10. 0α >�  olmak üzere, Teorem 5.2.2 ve Teorem 5.2.3. den  

1 liminf limsup
r r

q q
α< ≤ < ∞�

  ve  1 liminf limsup
s s

q q
α< ≤ < ∞�

 ise 
, 2( ) ( )

r s

p p
N F W F

α α
θ =� �  

elde edilir. 
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