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OZET

LIE ALTGRUBU OZELLIKLERININ LIE ALTGRUBU ETKIiSIYLE OLUSAN
YORUNGE ALTMANIFOLDLARA YANSIMASI

TUGRUL, Fatih
Yiiksek Lisans Tezi, Fen Fakiiltesi Matematik Anabilim Dali
Tez Danismani: Prof. Dr. Biillent KARAKAS
Subat 2016, 76 sayfa

Lie grup 6zellikleri ile yoriinge uzaylar arasindaki ilginin incelendigi bu tez bes
boliimden olusmaktadir. Birinci bolimde tezin amaci ve onemi anlatilmistir.Ikinci
boliimde literatiir bildirisine yer verilmistir. Ugilincii bélimde grup, topolojik uzay,
topolojik gruplar, manifoldlar, vektor alanlari, Lie grubu, sol invaryant vektor alanlari,
Lie cebiri, 1-parametreli transformasyon grubu ve 1-parametreli alt gruplar hakkinda
gerekli bilgilere yer verilmistir. Dordiincii boliimde Lie transformasyon grubu basligi
altin Adg nun Lie grup etkisi, kuaterniyonlar, billiner form, Killing bilineer form
hakinda gerekli bilgilere yer verildi. Besinci boliimde ele alinan Lie alt grublari bazi
ozelliklere sahiptir. Bu Lie alt gruplari manifoldun noktalarina etki ettirildiginde Lie alt
grubunun sahip oldugu 6zellikler kullanarak bu noktalarin yoriingeleri hakkinda iglem

yapmadan bazi Ongoriilerde bulunulabilir. GL(2,R) nin Lie alt grubu olan O(2)

ortogonal matrisler ciimlesiO =(0,0) noktas1 etrafindaki donme operatorleridir. O(2)

ciimlesini R deki noktalara etki ettirdigimizde noktanin orijine olan uzakligini yaricap
kabul eden cemberler elde edildi. Bu ve benzeri teori ve Ornekler icin Matlab

programinda m-file’lar olusturuldu ve grafikler ¢izildi.

Anahtar kelimeler: Lie grubu, Lie grup etkisi, Kuaterniyonlar, Y6riinge






ABSTRACT

REFLECTION TO ORBIT SUBMANIFOLDS WITH ACTING LIE
SUBGROUPS OF PROPERTIES OF LIE SUBGROUPS

TUGRUL, Fatih
M. Sc. Thesis, Department of Mathematics
Supervisor : Prof.Dr.Biilent KARAKAS
February 2016, 76 pages

This thesis which consists of five sections deals with the relation between Lie
group properties and orbit spaces. In the first section, the purpose of thesis and its
importance are given. In the second section, notice literature is given. In the third
section, required information are given about group, topological space, topological
group, manifolds, vector fields, Lie group, left invariant vector fields, Lie algebra, 1-
parameter transformation group and 1-parameter subgroup. In the fourth section, under
the title of transformation groups and forms, Lie transformation group, Lie group
action of Adqg, quaternions, bilinear form, killing bilinear form, fixed points of Lie
group action on surfaces and one dimensional orbits are mentioned and exemplified. In
the fifth section, Lie subgroup samples which have some features are discussed. When
these Lie subgroups act on the points of manifold, by using Lie subgroup’s properties
orbits of these points may be predicted without any operations or calculations. The set

of orthogonal matrices O(2) which are Lie subgroup of GL(2,R) are rotation

operators around the point O=(0,0). When the set of O(2) acts on points of R?, circles

are obtained where it is accepted that the distance between the point and the orign is
the radius of the circle. In Matlab, m-files are created and graphs are drawn for these

and similar theories and examples.

Key words: Lie group, Lie group action, Quaternions, Orbit
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar ile birlikte asagida

sunulmustur.
Simgeler Aciklama
G/H Boliim grubu
LG Sol invaryant vektor alanlar1 climlesi
[,] Lie Braket operator
X Kuaterniyon ¢arpimi
) Kuaterniyon toplami
O(n) Ortogonal grup
SO(n) Ozel ortogonal grup
4 Vektor alanlari ciimlesi
X Vektorel carpim
S, q kuaterniyonun reel kismi
Vi q kuaterniyonun vektorel kismi.
P(X) X ’in kuvvet kiim

Xi



1. TEZIN AMACI VE ONEMI

Bu tezde bir Lie alt grubunun sahip oldugu 6zelliklerin, Lie alt grubu etkisi ile
diferensiyelenebilir manifoldlarin noktalarina etki ettirildiginde olusan yoriinge alt
manifoldlarin bu 6zelliklere sahip olup olmadig1 incelenecektir.

Lie alt grup ozelliklerinin yoriinge alt manifoldlara tasinma bigimine bagh
olarak, yoriinge alt manifoldlarin bazi 6zellikleri 6nceden bilinebilir. Tersine yoriinge
alt manifoldlarda olmasimi istedigimiz Ozellikler etki eden Lie alt grubu se¢iminde

yonlendiricidir.



2. LITERATUR BILDIRISLERI

Grup teori Evariste Galois tarafindan (1811-1832) kuadratik, kiibik cebirsel
polinomlarin ¢6ziim yontemleri ¢alisma alaninda insa edildi. Marius Sophus Lie (1842-
1899) 1897°de yayinladigit makalesiyle Lie gruplar1 ve transformasyon gruplarini
takdim etmistir (Lovett, 1897). Ilk c¢ikis noktasi olarak, siradan diferansiyel
denklemlerin (ODE) ¢oziim yontemleri i¢in kullanmilmistir (Helgason, 1975; 2015).
Akiskanlar mekanigi, bir noktanin etki grubu altindaki yoriingesi ve yoriinge uzaylari
son yillarda agirlikli olarak calisiimaktadir (Bryant, 1991; Arvanitoyeorgos, 2007;
Pobegailo, 2015; Kunzinger , 2015). Giintimiize kadar Lie gruplari, Lie cebirleri ve
transformasyon gruplari matematik, fizik, robotik, tip bilimi ve sosyal bilimler de dahil
olmak tizere ¢ok sayida ¢alisma vardir (Liao, 2009; Fault, 2015; Hirsch ve Weinstein,
2008, Hefny, Rudan ve Ellis, 2014 ).



3. TEMEL KAVRAMLAR

3.1. Grup ve Homomorfizma

3.1.1. Tammm (Grup): Bos olmayan bir G ciimlesi ve asagidaki ii¢ sart1 saglayan bir
T:(x,y)eGxG—>xTyeG
i¢ isleminden olusan (G,T) ikilisine bir grup denir.
(i) T birlesmelidir: Biitiin x,y,z €G elemanlari i¢in
(XTy)Tz =xT (yTz)
(i) T icin G’ de bir tek € birim elemani
VX eG icin eTx=xTe=Xx
olacak sekilde vardir.
(iii) V¥xeG eleman icin G’ de bir x inversi
XTX =XxTx=¢
olacak sekilde vardir.

T islemine bir grup islemi denir (Hacisalihoglu, 1975; Karakas, 2008).

3.1.2. Tamm: Eger (G,T) grubun T grup islemi degismeli ise yani yTx=XxTy ise
(G, T) grubuna degismeli grup veya abelyen grubu denir (Hacisalihoglu, 1975;
Karakas, 2008).

3.1.3. Tammm: Bir (G,T) grubundaki G ciimlesi sonlu N sayida elemana sahip ise bu

gruba sonlu grup aksi halde bu gruba sonsuz grup denir ve sonlu grup igin |G| =N ve

sonsuz grup i¢in de |G| = oo seklinde yazilir (Hacisalihoglu,1975; Karakas, 2008).

3.1.4. Tamm (Alt Grup): Bir (G,T) grubunda bir G = G,G =& ve (G,T) de bir
grup ise bu gruba (G,T) grubunun bir alt grubu denir (Hacisalihoglu, 1975; Karakas,
2008).



3.1.5. Teorem: (G,T) hir grup ve G cGve G =@ ise (G,T) bir alt gruptur <
asagidaki kosullar saglanir:

(i) (G,T) nin birim elemam € ise e G’ dir.

(i) VvxeGi¢in X eGdir. (x inG dekiinversi x dir.)

(iii) Vvx,yeG i¢in XTy €G dir (Hacisalihoglu,1975; Karakas, 2008).

3.1.6. Teorem: (G, T) bir grup ve G =G ve G #J sonlu bir ciimle olsun. (G, T) bir

alt gruptur < vx,y G iken xTy eG (Hacisalihoglu, 1975; Karakas, 2008).

3.1.7. Tammm (Normal Alt Grup): G bir grup ve N <G olsunVvg G igin Ng = gN

ise NyeG ‘nin normal alt grubu denir ve N <G ile gosterilir (Hacisalihoglu, 1975;
Karakas, 2008).

3.1.8. Teorem: G bir grup ve N <G olsun, asagidaki ifadeler bir birine denktir.

) N<G

ii) Vg eGigin gNg™' = N

iii) vgeG i¢in gNg™ =N
Ispat: (i)= (ii) Vx e gNg™"olsun. Su halde x = ghg *olacak sekilde h e H vardir. Su
halde (i) den dolayr gh e gN = Ngolur. Béylece gh=hg olacak sekilde h e N vardur.
Bundan dolay1 x =ghg™ =hgg™ =h, e N elde edilir.

(ii)= (iii) g € Golsun. Su halde (ii) den g yerine g "alirsak g~'Ng < N ve bdylece
N < gNg ™ olur. Sonug olarak Vg € Gigin gNg ™ = N elde edilir.

(iii) = (i) geG icin (iii) den gNg™" =N dir. xegN ise xg~ N ve boylece
x e Ng dir. Yani Ng c gN dir. (iii) ten dolay1 gNg™ =N oldugundan @ yerine g
yazilirsa Ng — gN elde edilir (Hacisalihoglu, 1975; Karakas, 2008).



3.1.9. Tamim (Grup Homomorfizmi): (G,T) ve (G, L) iki grup olsun, bir
f:G>G
fonksiyonu i¢in
f(XTy)=f(xX) L f(y),vx,yeG
oluyor ise f fonksiyonuna G den G ye bir homomorfizma veya grup homomorfizmi
denir (Hacisalihoglu, 1975; Karakas, 2008).
(G,T) hir abel grup olsun. Bir xeG elemaninin T islemine gore inversi X

olmak lzere

f:GoG
Xx— f(X)=x

olarak tanimlanan f doéniisiimii G’ de bir homomorfizmdir.

3.1.10. Teorem: (G, T) ve(G,L) birer grup ve
f:G>G
bir grup homomorfizmi olsun (G,T) nin birim eleman: € ve (G, L) nin birim elemam

e ise f(e)=e dir (Hacisalihoglu, 1975; Karakas, 2008).



3. 2. Topolojik Uzaylar

3.2.1. Tammm: X bos olmayan bir ciimle olsun. Asagidaki kosullar1 saglayan her
7 < P(X) ailesi X iizerinde bir topolojidir denir.

(T-1) I, X er

(T-2) VG,,G,et=G NG, er

(T-3) V(G,),., €= UGzE L €7 (Burada A herhangi bir indis kiimesidir).

AeA

Uzerinde bir topoloji tantmlanmis olan her X kiimesine bir *‘topolojik uzay’’ denir ve
cogu kez (X,7) ile gosterilir (Bourbaki, 1971 ).

3.2.2. Tamm: (X,7) bir topolojik uzay ve A< X olsun. Eger A’nin tiimleyeni X — A
acik ise A ciimlesine bu uzayda kapalidir denir (Bourbaki, 1971 ).

3.2.3. Tamm (Toplojik Siireklilik): (X,7),(Y,z") iki topolojik uzay, f:X —Y bir

fonksiyon ve x e X olsun. Bu durumda

a) Xe X olmak iizere f(x)eBer oOzelligindeki her bir BcY ciimlesi igin
xeT < f*(B) olacak sekilde birT ez var ise f fonksiyonuna X noktasina siireklidir

denir.

b) Eger her bir B e ciimlesi icin f*(B)erise f fonksiyonuna siireklidir denir

(Bourbaki, 1971).

3.2.4. Tanim ( Baglantih Uzaylar): a) (X,7) bir topolojik uzay olsun. Eger X bos
olmayan ayrik iki agik ciimlenin birlesimi olarak yazilamiyorsa, bu (X,z) topolojik
uzayina baglantilidir denir.

b) (X,7) bir topolojik uzay ve M < X bir alt ciimle olsun. Eger (M,7,,) alt uzay

baglantili ise, M ciimlesine (X,7) topolojik uzayinda baglantilidir denir (Bourbaki,

1971).



3.2.5. Tamim (Kompakt Topoloji): a) (X, ) bir topolojik uzay ve g , X in bir ortiisii
olsun. Eger ¢ ’nin her eleman1 bu uzayda acik ise,  ’ye bir agik ortii; eger g 'nin her
eleman1 bu uzayda kapali ise, g ’ye bir kapal1 ortii denir.

b) (X,7)bir topolojik uzay olsun. Eger X *in her agik Ortiisiiniin sonlu bir alt ortiisii
varsa, bu topolojik uzaya kompakt topolojik uzay adi verilir.

c) (X,7) bir topolojik uzay ve Ac X bir alt ciimle olsun. Eger (A, z,) alt uzay

kompakt ise, A ciimlesi bu topolojide kompakttir denir (Bourbaki, 1971).



3.3. Topolojik Gruplar

3.3.1. Tamm: (G, 7) topolojik uzay ve (G,-) bir grup olsun
i) f:GxG—>G
xy) > f(xy)=xy
i) inv:G->G
X— X"

dontigiimleri siirekli ise (G, z,-) Ugliisiine topolojik gruptur denir (Bredon, 1993).

3.3.2. Ornek: (R,z,,+) bir topolojik gruptur.
) f:RxR—->R
(% y) = f( ) =x+y=m(Xy) +7,(X )
izdiistim fonksiyonlari siirekli oldugundan toplamlar1 da stireklidir.
i) inv:R—>R
X —=>inv(x) =—x=(-Dx=a.l(x)
stirekli fonksiyonlarin sabit bir say1 ile ¢arpimu siirekli oldugundan inv fonksiyonu da

siireklidir. O halde (IR, z,,+) bir topolojik gruptur.

3.3.3. Ornekler: GL(n,R) bir topolojik gruptur.
GL(N,R)={AeM(n,R)|det A=0} , (GL(n,RR),")

bir gruptur. Grup islemi matrislerin ¢arpim islemidir.
x:M(nxn,R) > R"™
|| = (2, 8By B By)
olarak tanimlansin.
det:M(nxn,R) >R
fonksiyonunu ele alinsin.

M(hxnR) —*5 R

x4 izd 4

2

]Rn DET ]R



det fonksiyonunun temsil fonksiyonu DET , x; koordinat fonksiyonlarimin bir

polinomu gibi yazildigindan diferensiyellenebilirdir. Dolayisiyla DET fonksiyonu

stireklidir. X ve izd doniigimleri indirgenen ( C* yapidan) topolojide siireklidir. O
halde

det = xo DET o (izd) ™
fonksiyonu stireklidir.
{det‘l{O}} M (nxn,R) kapahdir ve timleyeni GL(n,RR) agiktir boylece GL(n,R) ,
M (nxn,R) nin bir a¢ik alt topolojisidir.

GL(n,R)xGL(n,R) —2» R
x4y x X
R™ xR"™ 25 R
XoQo(xxX) ' =® dir. ®, O nin temsili fonksiyonudur. Dolayisiyla ® grup islemi

sureklidir.

3.3.4. Onerme: (G,z,-) bir topolojik grup ve H, G nin bir alt grubu olsun. Alt uzay
topolojisiyle donatilan H grubu G -nin bir topolojik alt grubudur (Bredon, 1993).

3.3.5. Ornek: SL(n,R)={AeM(nxn,R)[det A=1} &zel lineer grubu GL(n,R) nin

bir alt grubu ve GL(n,RR) ’nin topolojik alt uzayir oldugundan 6nerme 3.3.4° ten bir

topolojik alt gruptur (Bredon, 1993).

3.3.6. Ornek: O(n,R) :{Ae M(nxn,R)|det A=0, ATA=1 = AAT} ortogonal grubu

matris ¢arpimina gore GL(Nn,RR) ’nin bir alt grubu ve GL(n,R) *nin topolojik alt uzayi

oldugundan 6nerme 3.3.4” ten bir topolojik alt gruptur (Bredon, 1993).

3.3.7. Ornek: SO(n,R):{Ae M (nxn,R)|det A=1, ATA=AAT = |} 6zel ortogonal

grubu matris ¢arpimina gére GL(n,RR) nin bir alt grubu ve GL(n,R) ’nin topolojik alt

uzayi1 oldugundan énerme 3.3.4 ‘ten bir topolojik alt gruptur (Bredon, 1993).
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3.3.8. Tammm: (G,z,-) bir topolojik grup ve H, G nin bir alt grubu olsun. H agik
(kapali) alt ciimle ise H ye acik (kapali) alt gruptur denir (Brickell ve Clark, 1970).

3.3.9. Ornek: SL(n,R), GL(n,R) ’nin kapali alt grubudur. Gergekten SL(n,R),

GL(n,R) nin matris ¢carpimina gore bir alt grubudur ve

det:M(nxn,R) > R
A —>detA

fonksiyonu stireklidir. {l} cR kapalist igin det™ {1} =SL(nxn,R) oldugundan
SL(nxn,R) GL(n,R) nin kapal alt kiimesidir. Boylece SL(n,RR), GL(n,RR) nin kapali
alt grubudur (Bredon, 1993).

3.3.10. Ornek: O(n,R), GL(n,R) ’nin kapali alt grubudur. Gergekten O(n,RR) ,
GL(n,R) nin matris ¢arpimina gore bir alt grubudur ve

t:M(nxn,R) > M (nxn,R)

A —>t(A)=AA =
dontistimi seklinde tanimlansin.
M (nxn,R) . M (nxn,R)
X X
an izd an

t=x"cizdoXx doniisiimiinde izd , x ve x " siirekli fonksiyonlarin bileskesi seklinde
yazildigindan t doniisiimii siireklidir

| = M(nxn,RR) kapali vet™(1) =O(nxn,R) oldugundan O(nxn,R) kapalidir. Boylece
O(n,R), GL(n,R)nin kapali alt grubudur (Bredon, 1993).

3.3.11. Ornek: SO(nxn,R)=0(nxn,R)~SL(nxn,R) oldugundan SO(nxn,RR)
kapalidir. Boylece SO(nxn,R), GL(n,R) "nin kapali alt grubudur (Bredon, 1993).
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3.4. Manifold

3.4.1. Tamm (Hausdorff Uzayr): M bir topolojik uzay olsun. M °nin p ve g gibi

farkli noktalar1 i¢in, M °de, sirasi ile p ve g noktalarini igine alan AS ve A, ¢ik alt
ciimleleri A) N A, =D olacak bigimde bulunabilirse M topolojik uzayia bir Hausdorff
uzayi denir (Bourbaki, 1971).

3.4.2. Tammm (Topolojik Manifold): M bir topolojik uzay olsun. M igin asagidaki
onermeler dogru ise M ye bir n-boyutlu topolojik manifold (veya toplojik n-manifold)
denir.

(M1) M bir Hausdorff uzaydir.

(M2) M nin her bir agik alt ciimlesi E" ’e veya E" ’in bir agik alt ciimlesine
homeomorftur.

(M3) M sayilabilir goklukta agik ciimlelerle ortiilebilir (Hacisaligoglu, 1998).

3.4.3. Tanim (Diferensiyellenebilme): V — R" bir agik cimle , aeV ve
f:V —>R"olsun. Eger

i @+ —f@-T,(n) _

0
o [n

gergeklesecek bicimde bir lineer T, :R" —R™ fonksiyonu varsa, f fonksiyonunun a
noktasinda diferensiyellenebilir dir denir; bu durumda T, lineer fonksiyonuna, f

fonksiyonununa noktasindaki “’tam’’ tiirevi ya da Fréchet tiirevi denir (Spivak, 1998).

Bir topolojik n-manifold M ve bir pe M noktasinin agik komsuluklart da W,
olsun. p noktasinin koordinatlari, W, lar degistikce, y, degiseceginden W, larin sayisi
kadar y, vardir. Her bir ¢ € A i¢in (y,,W,) iizerindeki koordinat sistemi (X*,....X,")
ile gosterilsin. p noktasmin agik iki komsulugu W, ve W, ise W, "W, = ise

W, mWﬂ nin her bir noktasinda
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(%% X ®) ve (x7,..x")

gibi iki koordinat sistemi tanimlidir. Bu iki koordinat sistemi arasindaki bagintiy1

gormek miimkiindiir.

ET!,
En

¥ (W, N Wp) pyop ! Pe(W, N W)

LA

Sekil 3.1 diferansiyellenebilir yapi.

w,\W, "\W,)cU, cE" ve y,W,"W,)cU,cE"

alt cimleleri ikiser acik ciimlenin birer homeomorfizm altinda goriintiileri

olduklarindan agik ciimlelerdir. Ayrica
VoW W W, AW,) =y, (W, W)
ile
Voo, i, (W, OW,) >y, (W, NW,)
fonksiyonlar1 da  ikiser = homeomorfizmin  bilesimi  olduklarindan  birer

homeomorfizmdirler. l//aO!//ﬁ_l nin diferensiyellenebilir olmasi igin (l//aOl//ﬁ_l)-
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bilesenlerinin diferensiyellenebilir olmasi gerekir. Ayni sey l//ﬂol//a’l icin de

sOylenebilir.

3.4.4. Tanim (Diferensiyellenebir Yapi): Bir topolojik n-manifold M ve M’nin bir
atlast S ={(y, W,)}

aeA

olsun. Eger S atlasi i¢in W, "W, = olmak izere ,

VYa,feA ’ya Karsilik l//mol//ﬂ’l ve l//ﬂol//ll’l fonksiyonlar1 C* smifindan

diferensiyellenebilir iseler S ye C smifindan diferensiyellenebilirdir denir. S atlasi

M iizerinde C* sinifindan oldugu zaman S ’ye M iizerinde C* smifindan

diferensiyellenebilir yap1 ad1 verilir (Hacisalihoglu, 1998).

3.4.5. Tamim (Diferensiyellenebilir Manifold): M bir topolojik n-manifold olsun. M
iizerinde C*smifindan bir diferensiyellenebir yapi tamimlanirsa M °ye C* smifindan

diferensiyellenebir manifold denir (Hacisaligoglu, 1998).

3.4.6. Tamum (Alt Manifold): M bir k-manifold ve N de bir n- manifold olsun. Vp e M

noktasi i¢in N de bir V ve M de bir U koordinat komsulugu mevcut ve
U={meV|y(m=...=y,(m)=0}

ise M ’ye N’ nin bir alt manifoldu denir. Burada {Y,, Y,,.....y,} koordinat sistemi V’

de ve {x1 =¥y Yy reeeenens X =Yy J,U} da U’ daki koordinat sistemidir. Bu tanima gore

M c N ve k<n olmasi gerekmektedir (Hacisalihoglu, 1998).

3.4.7 Teorem: M bir n -boyutlu manifold olsun. M’nin her agik alt climlesi bir

diferensiyellenebilir manifold yapisina sahiptir (Brickell ve Clark, 1970).
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3. 5. Vektor Alanlar

®:M — M herhangi bir fonksiyon olsun, M'—4—>M —2—>M  6zdeslik ise (
Doy =1 )y ye ® nin bir kesitidir denir.

7:TM - M
X,—>m

fonksiyonun bir kesiti X olsun. X tanim climlesindeki herhangi bir m noktasina bir
X, tanjant vektori karsilik getirir. DX NDf #& olmak iizere Xf:M —>R

fonksiyonu arakesit climlesi tizerinden Xf :m— X_f seklinde tanimlanir.

3.5.1. Tanmmm: Biitiin Xf fonksiyonlar1 diferensiyellenebilir ise X kesitine M {izerinde
bir vektor alani denir.

M X5 TM 25 M

m - X - m

m

Boylece X , 7 ’nin bir kesiti ise 70 X =1 -dir (Brickell ve Clark, 1970).
®: M — M diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. M ve M “iizerinde sirastyla X ve
Y iki vektor alani olsun. Eger,

D, o X =Y oDoluyorise X veY vektor alanlarma @ -baglidir denir.

-2 5 M

ix\w

™ —25 T™M
MveM iizerinde iki vektdr alaninin @ -bagli olmasi i¢in gerek ve yeter sart
f :M — R diferensiyellenebilir olmak iizere

X(fod)=(Yf)oD

olmasidir.

3.5.2. Tamm: Bir X vektor alan1 kendisiyle @ -bagliise X @ altinda (P ye gore )

invaryanttir denir (Brickell ve Clark, 1970).
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;()_)M

M
XN X

™ —25 TM
D, ocX=Xod , VI:M —R i¢in

(D, o X)(f)=X(f D)
3.6. Lie Grubu

3.6.1. Tamm: G diferensiyelenebilir manifold yapisina sahip bir grup olsun

8:6XG—=G

(9:,9,) > 9.9,

grup islemi diferensiyellenebiliyorsa G’ ye bir Lie grubu denir (Brickell ve Clark,
1970; Varadarajan, 1974).

3.6.2. Ornek: S* birim gemberi bir Lie grubudur.

Coziim: S'diferensiyellenebilir bir manifolddur. Ayrica

S'xS 2L L R*xR? £ 5 R 256!
((a,b),(c,d) —> (ac—bd,ad +bc)
seklinde taniml1 islemle (S*,- ) bir gruptur.
u(z,wy=zw z=(a,b) , w=(c,d)
w(z,w) =z.w=((a,b) .(c,d)) =(ac—hd,ad +bc)
olmak iizere
1o(IxJ):S'xS' > R?
doniisiimii diferensiyellenebilirdir. S' < R? bir regiiler alt manifolddur ( S*in C”
yapisindan indirgenen topolojisi ile S*’in  R**deki topolojisi ¢akisiktir).
0:5'xS' > S
olup grup fonksiyonu diferensiyellenebilirdir. Dolayisiyla S*bir Lie grubudur (Brickell
ve Clark 1970).
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3.6.3. Ornek: GL(n,R) bir Lie grubudur.
GL(n,R)={AeM(n,R)|det A=0} , (GL(n,RR),")

bir gruptur. Grup islemi matrislerin ¢arpim islemidir.
x:M(nxn,R) > R"™
|| = (21, 8o By B By)
olarak tanimlansin.
det:M(nxn,R) >R
fonksiyonunu ele alinsin.

M(nxnR) —*5 R

x4 izd |

R" DT, R
det fonksiyonunun temsil fonksiyonu DET , x; koordinat fonksiyonlarimin bir
polinomu gibi yazildigindan diferensiyellenebilirdir. Dolayisiyla DET fonksiyonu
stireklidir. X ve izd doniisimleri indirgenen ( C” yapidan) topolojide siireklidir. O
halde

det = xo DET o (izd) ™
fonksiyonu stireklidir.

{det’l{O}} c M(nxn,R) kapalidir ve tiimleyeni GL(n,RR) agiktir boylece GL(n,R) ,
M (nxn,R) nin bir agik alt manifoldudur.

GL(n,R)xGL(n,R) —2-> GL(n,R)
x4 dx x4

2

R"™ xR"™ —25 R
Xo@o(xxX) " =® ’dir. ®, © 'nin temsili fonksiyonudur ve diferensiyellenebilirdir.

Sonug olarak GL(n,RR) bir Lie grubudur (Brickell ve Clark, 1970).

3.6.4. Tamim (Lie alt grubu): G bir Lie grubu, H bir Lie grubu olsun. H, G ’nin bir

alt grubu ve alt manifoldu ise H, G’ nin bir Lie alt grubu denir (Brickell ve Clark,

1970; Varadarajan, 1974).
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3.6.5. Teorem: G bir Lie grubu ve H c G kapali alt grubu olsun o zaman H ,G ’nin
Lie alt grubudur (Brickell ve Clark, 1970; Varadarajan, 1974).

ispat: SL(n,R), O(n,R) ve SO(n,R),GL(n,R) ’nin kapali alt gruplari olduklarindan ,
GL(n,R) 'nin Lie alt grubudurlar (Brickell ve Clark, 1970).

3.7. Sol invaryant Vektor Alanlari

3.7.1. Tamm: G bir Lie grubu , g €G belli bir eleman olmak iizere L, :G — G sol
oteleme X ,G lizerinde bir vektdr alam olsun. X | Vg € Gigin (L) -bagh ise kendine
X ’e G iizerinde sol invaryanttir denir (Brickell ve Clark, 1970).
L,:G—>G (Ly)-:TG>TG
g, — 99, X = (Ly)-(X)

Eger X sol invaryant ise (L,).(X)=XeoL, ve dolaysiyla Vf:G—>R

diferensiyellenebilir fonksiyonu i¢in
(L) XN(F) = X (f-Ly)
((Ly)-X)(g,) = X(99,) g, =e icin
(L)-(X) =X,

dir.

3.7.2. Tanmm: G bir Lie grubu olsun. G iizerindeki bir X vektor alani biitiin sol

Otelemeler altinda invaryant ise X vektor alanina sol invaryant vektdr alani denir

(Brickell ve Clark, 1970).

3.7.3. Teorem: G Lie grubu tizerindeki bir X vektor alani i¢in X sol invaryanttir

ancak ve ancak X(gg,) =(L,).(X,) , vg,9, €G dir.
Ispat: L, :G—>G , g,>L,(9,)=9.0,
(=) Xsol invaryant olsun. Bu durumda X kendisiyle L, - baghdur.

(Lo X =XoL, Vg, eGigin
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(L) (Xg ) = X(Ly(9y)

(L) (Xg) = X(99,)

olur.
(<) X(99,) = (L,)-(X,) olsun Vvg,g, €G i¢in
= X(Ly(90) = (Ly)-(Xg,)
= (X o Ly)(9;) = ((Ly)- > X)(,)
= Xol, =(L,).°X
= X sol invaryanttir (Brickell ve Clark, 1970).

Teoremde g, =e alinirsa Xg =(L,).(Xe) yazilabilir yani G lizerindeki sol invaryant
vektor alanlar1 e noktasindaki degeriyle tanimlanabilir. v eT.G herhangi bir eleman
olmak iizere g — (L;).v G lizerinde bir sol invaryant vektor alani olup € noktasindaki

degeri vdir.

3.7.4. Ornek: Birim ¢ember iizerinde taniml1 sol invaryant vektdr alan

Sl [ Sl
I X I X

TSt &k, TS

x,aeS'iginx=x +iX,, a=a +ia,
L.(X) =ax=(a, +ia,)(x +i.X,)
= (X —a,%, aX, +8,X)
X vektor alan1 cember lizerindeki bir noktaya teget vektorii baglayan tlirev
operatdriidir. L, =aXx —a,x, ve L, =aX, +a,%

seklinde olup

L[ .
(L), (L),

(L).(T) = {21 —az}{—sint} _ {—al sint-a, cost}

, @ || cost —a, sint +a, cost
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L. (%) = (a,X, —a,%,, 8%, +a,%)
= (g cost—a,sint,a sint +a, cost)

(Xo La)(x)zi(a1 cost—a,sint,a sint+a, cost)

=(—a,sint—a, cost, a, sint +a, cost)
X (L, (X)) = (—a,sint—a, cost, a,sint +a, cost)
O halde (X oL,)=((L,).° X) oldugundan X sol invaryant vektor alanidir.

3.8. Lie Cebiri

3.8.1. Tanmm: V bir K cismi 6zerinde vektor uzay1 ve
[ ]:VxV >V
doniistimii:
1) 2-lineer
2) Alterne (VX,Y eV igin [X,Y]=-[Y,X])
3) VX,Y,ZeV igin;
[ X.[Y.z]]+][Y.[Z,X]]+[Z.[X.Y]]=0
ozelliklerini sagliyor ise [,] dontigiimiine, V istiinde bir Lie operatorii (Lie parantez

operatorii) denir (Bu takdirde V vektor uzayina bir Lie cebiri denir.) (Hacisalihoglu,
1998; Varadarajan, 1974).

3.8.2. Teorem: E"iistiinde vektor alanlar1 ctimlesi y(E") olsun.

[ ]: 2(E")x 2(E") - x(E")
(X,Y) >[X,Y]

doniigimii , Vf € C*(E",R) i¢in
[X,Y](f) = X (Yf) =Y (Xf),
seklinde tanimlanirsa, [ , ] bir Lie operatdriidiir.

Ispat: y(E"), R iistiinde bir vektor uzayidir.
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1) VabeR,vX,Y,Z e x(E") icin vf eC*(E",R) olmak iizere;
[aX +bY,Z](f)=(aX +bY)(Zf)-Z((aX +bY) )
=a(X(zf)) +b(Y (2f)) —a(Z(Xf)) —b(z(¥f))
=(a[X,z]+b[Y,Z])(f)
Iki fonksiyonun esitligi tanimina gére Vf € C*(E",R) i¢in gegerli olan bu esitlikten
[aX +bY,Z]=a[X,Z]+b[Y,Z]
elde edilir. Benzer sekilde, [, ] ikinci yere gore de lineer oldugu gdsterilebilir.
2) VXY e x(E") vf eC*(E",R) i¢in
[X,Y](F) = X(YF) =Y (XF) = —(Y (XF) — X (¥f))
=—([Y,X]f)
=[X,Y]=-[Y,X]
dir.
3) VX,Y,Zex(E") ve Vf eC*(E",RR) igin,
[X.[Y.Z]](F) =X (Y, Z] f)-[Y,Z](Xf)
= X (Y (ZF)=Z(YF)) =Y (Z(XF)) + Z(Y (XF))
= X (Y (ZF ) = X(Z V) =Y @Z(XF ) +ZY (X)) e (1)

benzer diisiinceyle
[Y.[Z, XT]=Y @Z(XE) =Y (X (ZE)) = Z(X (YF)) + X (Z(YF)) oo 2)
[Z,[ X, Y]]=Z(X(YE) = Z (Y (XF)) = X (Y (ZF ) +Y (X(Z)) ... (3)
yazilabilir, boylece (1), (2) ve (3) esitliklerini taraf tarafa toplayarak
(XY, 2]J+ [V [2.XT]+[2,]X, Y]] =0

elde edilir. Boylece y(E") vektor alanlari climlesi bir Lie cebirdir (Hacisalihoglu 1998;
Varadarajan, 1974).

3.8.3. Teorem: Bir G Lie grubu iistiindeki sol invaryant vektor alanlari uzay ile birim

noktadaki tanjant uzay1 izomorfiktirler (Clark ve Brickell, 1970).
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Ispat: v LG —>TG

X >y (X)=X,
dontistimii bir vektor uzay1 izomorfizmidir, soyle ki;
1) 1-1 dir. <

vX,Y € LG ig¢in,

P(X) =P(Y)
XE =Y€‘

(L) (X,) =(Ly)-(Y.) VgeG icin
Xg =Yg
X =Y
X,Y sol invaryant oldugundan fonksiyonlarin esitligi tanimlidir.
i) Lineerdir. <
YAX +1Y)=(AX+7Y),
= (AX), + (1Y) = 2¥(X) +7¥(Y)
oldugundan ¥ lineerdir.
iii) ortendir. <=
Herhangi bir veTG i¢in X vektor alammi X(g) = (L,).(v,) olarak secelim. X sol

invaryanttir, gergekten

TGxTG ile T(GxG) izomorfiktirler.

0:GxG — G grup fonksiyonu olmak iizere bir 7 fonksiyonu

7:G >T(GxG)

v eT.G belli bir eleman
g->2(0)=0,) T )

seklinde tanimlansin. T(GxG) ile T(G)xT (G) difeomorfiktir.
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TGEX6) o1 (6)
\\ g X
T x\‘
G

X =0.o7’dir ve X diferensiyellenebilirdir.

Leibniz kuralindan

0:GxG —>G

(9,,9,) > 6(9,,9,) = 9,9,
‘9% GG

9, > 6,(9,) =99, =L, (9,)
0, :G—>G

9, > 6,,(9)=9,9, =R, (9,)
O=L, °R,
0. T(GxG) >TG
6.(u) = (L, )-(v) + (R, )-(u)
Bir g elemani i¢in X (g) hesaplansin.
X (9) = (6.°7)(9) = 6.((9))
=0.0,,) = (L,)-(v) +(R,).(0)

=(L)-(v) =9.(v)
VYaeG igin
L. (Xg) = a.(Xg) = a.(g.v) = (ag)-(v)
=X(ag) =(X~L,)(9)
= (L,)-(Xg)=X(ag) ve X sol invaryant oldugundan ¥ oOrtendir.

Boylece LG ile T,G izomorfiktir.

LG veT,G ’nin izomorfik olmas1 T,G iizerinde bir Lie cebiri yapisi tanimlamaya izin

Verir.
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T.G deki [, ] carpimu
vweTG, X,YelLG , X,=V,Y,=w ise
vw]=[x.Y],

seklinde tammlansin. Bu islemle (T,G,[, ]) bir Lie cebiridir.

3.8.4. Ornek: SO(2) ’nin Lie cebirini hesaplansin:

cost sint
SO(2) = ) |t eR
—sint cost

seklinde olup bir Lie alt gruptur. SO(2) nin Lie cebirini hesaplansin. Bu Lie cebiri

T.(GL(2,R)) ile ayn1 boyuttadir. Simdi
d| cost sint|) |-—sint cost |
dt'°(|-sint cost|) |-cost —sint [
|0 1
-1 0
SO(2) ’nin Lie cebiridir ve so(2)ile gosterilir.

s0(2) = {_OX ;}|x € ]R}

dir.

3.8.5. Ornek: GL(n,R) ’nin O(n) Lie alt grubunu ele almsin. O(n) ’in Lie cebirini

hesaplansin. A(t) e O(n) olsun ve A(0)=1 olsun. O zaman A(t)A(t)' =1 VtelcR

oldugunu biliniyor.

d d T
O:ahzo(l) = (ADAD )| izo

d T d A
= a (A(t))|t:0 A (0)+ A(0) a A (1) |t:0

= A(0)+(A™(0)
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Béylece o(n) < S(n,R) olur. Burada S(n,R) :{x eM(n,R)|X + X :o} oldugu

n2

Z_ndir. Sym*(R"), nxn

biliniyor. Simdi o(n)in boyutu hesaplansin. dimS(n,R) =
tipindeki simetrik matrislerin ciimlesidir ve 1 < Sym?*(R") dir. O zaman | birim
doniisiimii regiiler degildir. A— AA" burada AeGL(n,RR) dir.

dimo(n) =dimGL(n, R) —dim Sym*(R")

n®—n n®—n

+n)=
) 2

:n2_(

olur. Boylece o(n) = S(n,R) dir.

3.9. 1-parametreli Transformasyon Grubu

3.9.1. Tanim: M diferensiyellenebilir bir manifold ve
o:MxR—>M

diferensiyellenebilir bir dontisiim verilsin,
@(X,0) =x
ve
o(p(x,1),8) =p(X,t+5),Vxe M, Vs,teR
oluyorsa ¢ ye M iistiinde 1- parametreli transformasyon grubu olarak etki eder denir
(Herman, 1975).
Eger VteR igin
@, (X) = o(x,1)

olarak tanimlanirsa o zaman Vte R igin

oM —->M
diferensiyellenebilir bir doniligiim t+S=s+t oldugundan

D5 (X) = p(X,1+8) = p(p(X,1),5)
=o(t,9.(X) = p.(2.(X) =9, >0, (X)

olur.

0, , VXeM igin
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@ (X) = 9(x,0) = X
oldugundang, M iistiinde birim doniisiimdiir.
PPy =P P =P
olur. Buradan V¢, diferensiyellenebilir doniisiimiin tersi ¢ , doniisiimiidiir ve
o, M ->M
diferensiyellenebilirdir.
Boylece {q&t|t ER} transformasyon grubu M’den M’ye diffeomorfizmlerin bir

abel grubudur ve t —» ¢, doniisiimil reel sayilarin toplam gruplarina homeomorftur. M

istiinde 1-parametreli transformasyon grubu M’ deki bir egri ailesini belirler (grubun
yorilingelerini).
o, R—->M
doniistimi
o, (1) = p(x,t) ,¥xeM i¢in M de diferensiyellenebilir bir egridir.

?,(0) = 9(x,0)
t=0 da ¢, egrisinin tanjant uzayr T,M dir. ¢ ’'nin diferensiyellenebilir iireteci
Xx = (¢X)' ‘Ltzo

olan X vektor alanidir. Baska bir deyisle ¢ nin diferensiyellenebilir treteci 1-

parametreli transformasyon grubunun yoriinge egrilerinin bir tanjant vektor alanidir.

3.9.2. Ornek: M :{(X, y)eRz‘X>O} ve
¢ MxR—>M
verilsin,

(2%,,2Y, cost +(L—x2 — yZ)sint)
1+ % +y2+(L-x, —y2)cost—y,sint

P((%s Vo) 1) = *)
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bu doniisiim diferensiyellenebilirdir. X, #0 i¢in payda sifirdan farkli olacagindan

verilen bu fonksiyon diferensiyellenebilirdir (verilen bu fonksiyonun paydasi
2|:X0 sin(l)2 +Y, sin(l) —cos(i)z}
2 2 2
ifadesine esittir).
Ayrica ¢((X,, Y,),t) € M dir. V(x,,Y,) €M ve VteR icin

P((%) ¥0): 0) = (X5, Vo)

dir. (*) ustiinde yapilan hesaplamalar gosteriyor ki
(0%, ¥0):1),8) = (%o, ), 1 +5)
saglandigindan M istiinde 1-parametreli transformasyon grubuna sahiptir. (x,, y,) € M

sabit noktasi igin
¢(xo,y0)(t) = ¢((X0’ y0)7t)

M de diferensiyellenebilir bir egridir.
. d 0
b, = a (Xi °C) ‘Lto (8_X) ‘l’go(to)
kullanarak t=0 da tanjant vektorii elde edilir.

. d 0 d 0
(gD(Xvayo)) ‘Lt:o: E(XO ((D(Xo%)))) ‘Lt:o (&) ‘L(xo,yo) +a(y O((p(Xo,yo))) ‘Lt:o (5) ‘L(xwo)

ile
2X
o t = .
(X2 (P30 14X + Y5 +(L—%; — y;) cost -y, sint
2y cost + (1—x2 — y?)sint
(Yo (g ) = —— 2 O E= X = Yo)

1+ X2+ Y2 +(L-x. —yZ)cost -y, sint

Bu ifadelerin t’ ye gore tiirevleri alinarak tiirevlerinde t yerine t=0 yazilarak (*)

ifadesinin 1-parametreli grubun diferensiyellenebilir iireteci bulunur. Verilen X

. 0 1-x2 -y , 0
X(xo,yo) = (¢(xo,yo)) ‘Lt:o: %Yo (&)(wao) + 2 : (5)%%)

0 1-x*-y* 0

=0 S
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(*) 1-parametreli grup ile tanimli egrinin goriintiisiidiir. X tanjant vektorii ise ¢emberin
yaylaridir. Notasyonu basitlestirmek i¢in Xo@(X,, Y,) Veyo@(X,,Y,) 'nin yerin X vey

yazilirsa

2 2 2 2
(X—1+X0+y0)2+y2:(1+X0+y0)2—1
2% 2%

L% +Y g

Xo

Bu denklem merkezi X-ekseni iizerinde olan ( merkezli ve yarigapi

1+ X; + y§)2
2X,

( —1 olan ¢gemberdir (Castillo, 2010).

3.10. 1-Parametreli Alt Gruplar

3.10.1. Tamim: G bir Lie grubu olsun,
g:R->G
t=>g9®=0g
diferensiyellenebilir doniisimii  g,,,=0,.0, , g,=eve g, =(g,)", Vt,seR icin

sagliyorsa {g,} ye G- nin 1-parametreli alt grubu denir (Herman, 1975).

t—g, ye verilen donlisim R den G’ nin icine diferensiyellenebilir bir

dontistimdiir. Alt cebir ve alt grup arasindaki iliskinin 6zel durumlarn ve sag invaryant
vektor alani ya da sol invaryant vektor alani ile G’ deki 1-parametreli alt grubu

iligkilerinin sonucu oldugu asagida verilmistir.

3.10.2. Teorem: {gt} teR ile, G’ nin 1-parametreli alt grubu verilsin, o zaman t — g,

egrisi sol invaryant (sag invaryant) vektor alanlarinin € noktasindaki integral egrilerinin

baslangicidir (Castillo, 2010).

Ispat: a(t) =g, egrisinin t =0 daki tanjant vektrii V olsun,v = ¢, yani

V1= (F @) b, f <C°@)
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benzer olarak t=s , ¢, egrisinin tanjant vektdrii, yani

AUEESUCHIS

fakat, g, = 9.0, Ve u=t—s degisken degisimi yapilarak
&1 F]= 2 (10,0, boom 2 (£(0,9,0) b
S dt S -S =S du sJu u=|

d
= (Tl )@ Yoo=v] Foly, [=((L,)0[ F]

yani, «, = (Ly, )ev=X, =X, burada X sol invaryant vektdr alamdur, dyle ki X, =v
dir. Boylece « , X ’in integral egrisidir.

Alternatif olarak, 6nceki ifadeden,

@, [1]= S @0 b= (F(@,90) b

d
= (FeR(@) b0=v] ToRy, [=((R,)W[ ]

yazilabilir.

Bunun anlami ¢« =(Ry, V=X, =X, V- nin birim noktadaki degeri sag
invaryant vektor alanimmin «(s) deki degeridir. G {stiinde sag invaryant veya sol
invaryant vektor alanlar1 (veT,G) G’ nin {gt},t — 0, 1-parametreli alt gruplar vardir
Oyle ki verilen vektor alan1 € noktasindaki integral egrisinin baslangicidir (t=0 da
t — g, egrisinin tanjant vektorii V'’ ye esittir ).

Eger X , G iizerinde herhangi bir vektor alani ise, € noktasinda X ’in bir
integral egrisi vardir. Sifirn baz1 |, komsulugunda tanimhi t — «(g,t) , g de baslayan
X ’in bir integral egrisi ise

a(g,t+s)=a(a(g,t),s)
her iki tarafindaki biitiin t ve S degerleri i¢in tanimlidir.
G tizerinde sol invaryant vektor alaninin tanimli olmasi durumunda biitiin te R

icin «(g,t) tanimhidir.

C, X in, & noktasinda baglayan integral egrisi [C(t) = a(e,t)] ise 0 zamang € G igin
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C(t) =(L, °C)(t) sifirm benzer |, komsulugunda tammla C ve
C(0)=L,(C(O)=L,(e)=ge=g
t=0 da C ’nin tanjant vektorii
(L)-C (0) =(L) X, =X,
ve X eLG ‘“dir (LG ,G nin Lie cebiri). Bu nedenle C, g de baslayan X ’in bir
integral egrisidir. g € G keyfi degeri i¢in «(g,t) biitin t € R degerleri i¢in tanimlidir.
Bagka bir deyisle C(t) = a(g,t) yani

a(9,1) = (L, °C)(t) = 9gC(t) = ga(e.t)
g = a(e,s) olarak ele alirsak

a(a(e,s),t) =a(e,s)a(e,t) = a(e,s+t)
elde edilir. G nin 1-parametreli alt grubu g, = (e,t) yardimiyla G’ nin elemanlarinin

anlami tanimlanir.
Yukaridaki tiirev R; nin vasitastyla L, yerine
a(a(e,s),t) =a(e,s)a(e t) =a(e,s+t)
temel olarak ayrica tutulabilecegi kolayca dogrulanmis olur. Eger X sag invaryant ise
exp X =a(e,1) doniisiime tistel doniisiim denir.
exp: LG —>G
ye verilen donisim «(e,1) elemani exp X ile gosterilir. Buradan exptX = «(e,t)
oldugu kolayca goriilebilir. O halde
exp(t+s)X = (exptX)(expsX)

exp(X +Y) ’nin elemanlar1 (exp X)(expY) 'nin katsayilar1 degilse [X,Y]=0 dur.
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4. TRANSFORMASYON GRUPLARI VE FORMLAR

4.1. Lie Transformasyon Gruplari

4.1.1. Tanmm: G bir Lie grubu ve M diferensiyellenebilir bir manifold olsun, verilen
$:GxM ->M

fonksiyonu diferensiyelenebilir ve
#(9,4(h,m) = ¢(gh, m) g.heGmeM
sartin1 sagliyor ise G Lie grubu M iizerinde bir Lie transformasyon grubu olarak etki

eder denir (Brickell ve Clark, 1970).

4.1.2. Ozellik: Vg €G igin
¢,'M > M
m — ¢, (m) = ¢(g,m)

seklinde tanimlanan doniisiim diferensiyellenebilirdir (Brickell ve Clark, 1970).

4.1.3.0zellik: e € G birim elemant icin ¢, 0zdeslik doniistimudiir.

Ispat: meM igin 3m eM, 3FheG elemanlari igin ¢ m'=m olacak sekilde vardir.
Boylece

g (M) =(4 o )M =4, (M) =4 (M) =m

elde edilir. Bu da ¢, doniisiimiiniin bir 6zdeslik doniisiimii oldugunu gosterir.
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4.2. Lie Grup Etkilerin Sabit Noktalar:
M diferensiyellenebilir bir manifold ve G baglantili sonlu boyutlu bir Lie grubu olsun.
G nin M tizerindeki Lie transformasyon grup etkisi

O:GxM > M
(9, m) —>d(g,m)=g.m
seklinde verilsin. Segilen bir X € M i¢in
G(x)={®(9,x) eM|g G}
climlesine x»in yoriingesi denir. Yoriinge tanimi, 6zel bir durum s6z konusu degilse her

X elemani i¢in gegerlidir. Secilen elemanin veya grubun yapisinin 6zel durumlarma
bagli olarak yoriinge 6zel formlara sahip olabilir. Bunlardan ilki bir grubun stabilizeri

kavramidir ve tanimi soyledir.

4.2.1. Tanim: ®:GxM — M Lie grup etkisi verilsin
G, ={9 €G|D(g,x) =X}

ctimlesine X -in stabilizeri denir ( Bredon, 1972; Plante, 1985).
4.2.2. Ozellik: G stabilizer kiimesi bir gruptur ( Bredon, 1972).

4.2.3. Ornek: ®:GxM — M Lie grup etkisi
G =D yer degistirmeler grubu ve M = R? olmak iizere
DxR?* —» R?
(A X) > AX
olarak verilsin. Matris formuyla ve agik sekliyle tanimlanan etki

cosgd —sing t || x
Ax=|sin@ cosf t,|.|X,
0 0 1111

il verilir. Herhangi bir X elemaninin stabilizeri
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cos@ —sing X —Xx CosSO+X,Siné | | X X,

sin@ cos@ X,—xsSin@—x,c088 |.| X, =] X,

0 0 1 1 1
matris esitliginin ¢6ziim kiimesidir. Burada
t, =X —X Cos@+X,siné ve t, =X, — X, sin@—x, cosd

dir.
VOel <R igin xin stabilizeri D, ile gosterilir ve D, ={Ae D|Ax=x} D ’nin bir
alt grubudur.

Bu o6rnek manuel olarak orneklenebilecegi gibi Matlab programi kullanilarak da

orneklendirilebilir. Ornegin x = (—6,3) noktasmin stabilizer alt gurubu igin Matlab m-
file komutlar1 asagidaki sekilde verilebilir.
for t=0:pi/80:2*pi

a=15

axis([-a 0.5*a-a a])

X=[-6;3;1]

A=[cos(t) -sin(t) -6-(-6)*cos(t)+3*sin(t);
sin(t) cos(t) 3-(-6)*sin(t)-3*cos(t);0 0 1]
B=A*X

plot(B(1),B(2),".r")

line([-10,5],[0,0])

line([0,0],[-10,10])

hold on

text(B(1),B(2), X=(-6,3)")

text(-6,0 ,'/A=(-6,0)")

text(0,0,'0=(0,0)")

text(0,3 ,'B=(0,3))

pause(0.1)

end
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1 5 T T T T T T T T T T T

10

¥=(-63) E=(03)

-10

_15 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Sekil 4. 1. (-6,3) noktasinin yoriingesi.

G /G, bdliim uzayinin nasil bir yapida oldugu incelensin. G,

G, ={9G|p(g.x) =X}
seklinde idi. G, , manifolddaki x elemanini sabit birakan elamanlarin kiimesi olup G, ,
G ’nin bir alt grubudur. G/ G, bir bolim uzayidir. Her X igin G, lerin bir tek ortak
elemani vardir. NG, ={e}.

v:G/G, - G(x)

Buradaki y, G/G, bdlim uzayindan X ’in yoriingesine yani X ’in biitiin pozisyonlari
olan G(x) ’e tamimlanan bir doniisimdiir. Bu doéniisim 1-1, orten ve siirekli bir
doniisimdiir. Ayrica ¢ ninG(x) ’e kisitlanmast G ’nin G/ G, iizerindeki soldan etkisine
esittir.
Eger G, =G ise 0 zaman G(x) ={x} dir ve x’e etkinin sabit noktasi ya da hareketsiz

noktasi1 denir. Eger etkinin her noktasi hareketsiz nokta ise o zaman G ’nin etkisi
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asikardir denir. Herhangi bir xe M igin G(x) =M oluyorsa 0 zaman etki gegislidir

denir (Bredon, 1972; Plante, 1985 ).

4.2.4. Ornek: ¢:0(2)xS"— S, O(2) ortogonal matrisin S* birim ¢emberdeki bir X

noktasina (A, X) — AX seklinde Lie grubu olarak etki ettirilsin.
cosd -—sind X,
A=| | Ve X=
sind cos@ X,
i¢in
cosd -—sind
Ax=| . . %
sin@ cosé || X,

_ | cosOx, —sinOx,
~ | sin@x, +cos Ox,

seklinde olur. Burada X in yoriingesi S' birim ¢emberidir. Bunu 6rnegin bir x e S*

noktasi i¢in Matlab uygulamasini veren m-file komutlar1 asagidaki sekilde verilebilir.
for t=0:pi/80:2*pi

X=[-1/((3)"1/2);((2)"1/2)/((3)"1/2)]

A=[cos(t) -sin(t);sin(t) cos(t)]

B=A*X

plot(B(1),B(2),".r")

hold on

grid on

pause(0.1)

end
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Sekil 4. 2 S*altinda bir X noktasimn yoriingesi.

G Lie grubu ve M manifoldu verilsin, eger G >nin M fizerinde her siirekli etkisi

sabit noktaya sahip ise (G, M) ikilisine sabit nokta 6zelliklerine sahiptir denir.
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4.3. Adq’nun Lie Grup Etkisi

Ad doniistimii g bir kuaterniyon olmak {izere tanimlanackatir. Béylece, kuaterniyonlar

hakinda temel bilgiler anlatilarak baslanacaktir.

4.3.1. Kuaterniyonlar

R® uzaymin standart bazi {el, €,, 63} olmak tizere, K climlesini
K={QQ=d.1+ae +be, +ce, a,b,c,d eR}

olarak tanimlansin.
K ctimlesi iizerinden @: toplama ve O: skaler ile ¢arpma islemleri soyle
tanimlanir.

Bir Q elemani
Q=d.l+ae +be,+ce,
Q=S,+V, , S,=d,V,=ae +be,+ce,
olarak yazilabilir.
P+Q=(S,+S)+(V,+V,)
AOQ =4S, + AV,

Bu islemle birlikte (K,®, (R,+,-),®) sistemi bir vektor uzayidir (Kuiper, 1998).

4312 Tamm:q,,q,eK, g =S, +V,, 0, =S, +V,
olmak tizere ; ®
0L ®d, =S, S, +Sq Vg +Sq, Vy — (Vg Ve, ) +Vy <V,
seklinde tanimli isleme kuaterniyon g¢arpimi, bu islemle birlikte (K,®) nun her bir
elemanina bir kuaterniyon denir.

K iizerinde ® garpimu, {1, 81,62,83} sistemi {izerinden asagidaki tablo ile de verilebilir.

Bu ¢arpim tablosu kuaterniyonlarin Hamilton tarafindan verilen ilk ¢carpim tablosudur.
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@leg e ey e

€o |1 =N gs &y

g &1 —1 €3 —E2

£a | B2 —Eg -1 =51

Sekil 4. 3. Hamilton’un quaterniyon ¢arpim tablosu
® kuaterniyon ¢arpimi, x vektorel ¢arpimin degismeli olmamasi sonucu degismeli

degildir. Degisim ancak ¢, ve ¢, kuaterniyonlarm sirasiyla V, veV, vektorel

kisimlarin lineer bagimli olmas1 durumunda saglanir.

4.3.1.3. Tanmmm: g € K kuaterniyonu i¢in,
Eslenik: E, =S, -V,
Normu: N, =q®E,

E

Inversi:q ' = N_q

q

olarak tanimlanir (Brickell ve Clark, 1970).

4.3.1.4. Ornek: K kuaterniyonlar ciimlesi iizerinde Lie grubu ve Lie cebiri yapilari:
v:K >R

q—->w(a) = (29,8, 8,,8;) , G=2858 +ae +ae, +ag,

ile verilen y doniisiimii 1:1 ve ortendir. K ile R*{in noktalar1 1:1 tekabiil igindedir.
K, =K —{0,0,0,0}
climlesi ® kuaterniyon carpimina gore bir gruptur. Ayrica K,,R* iin agik alt
manifoldu yapisiyla verilebilir.
K, xK, = K,

0L ®0, =SSy, +Sq Vg +Sq, Ve — (Vi Ve )V XV,

islemi, diferensiyellenebilir  iglemlerin  bir  lineer  birlesimi  oldugundan

diferensiyellenebilirdir. Sonug olarak K bir Lie grubudur.
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K, 1 bir X noktasindaki tanjant uzay1 T, K, olsun.

J K 5TK,

3
O =208, + 3,8 +a,6, +a:; —> Y .4 aixix
i=0 i

dontigiimii bir vektor uzayr oldugu asikardir. g€ K belli bir eleman olmak iizere,
xeK, icin
X(x) = J.(xq)
esitligi ile tammli X , K, iizerinde bir vektor alamidir. Ayrica qeK;ile belli sol
oteleme ile L, ise;
L, (XX) = X (xq)
yazilabileceginden X bir sol invaryant vektor alanidir. Boylece elde edilen

A:K > LK,
X— X =J.(xq)
doniistimii lineerdir. Cekirdegi {O} uzaydir.
K ve LK, ayn1 boyuta sahiptir. Boylece A bir lineer izomorfizimdir. A doniisiimiin
{eo 6,65, e3} sistemindeki degerleri

A(g,) =J.(xg,) = x1i+ X, i+ x3i+x4 o
oX, OX, 0X, oX,

olarak hesaplanir. J.(xe) de X ile e arasindaki carpim ® Kuaterniyon g¢arpimudir.
Islemlerin yapiligina 6rnek olmasi igin A(g) i agikga hesaplayalim. ® garpimi igin

kuaterniyonlarin ¢arpimi tablosu kullanilacaktir.

0 0 0 0
A(el):J*(x®e1):—x2a+x1§2+x4&—x3a

0 0 0 0
Ae,)=Jd.(xe,)=—X,——X, —+ X, —+X, —
(€)= 1.0€)= %3 ok, ot ax,
A(eg)=J*(xeg)=—x4i+x3i—x2i+x1i

X, OX, OX, X,

olur (Brickell ve Clark, 1970).
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Konu itibariyle ilgi alanimizin iginde olan kisim, birim kuaterniyonlardir.
qeK, g=de,+ae, +be, +ce,
Kuaterniyonu i¢in ¢, 1 hesaplayalim.

N, =a’+b*+c?+d?

dir.
q = q
-
\ANQ
idi. Boylece
ae, +be, +ce,
ﬂ/ «/ \/a +b?+c*+d?
" d | 3¢ +be, +ce, Ja?+b?+¢c?
JaZ+b?+cd+d?  Jal+b?+c® al+b?+c+d?
d
— S—
oldugundan

N

g - ae, +be, +ce,
0 Ja?ip?+c®

birim vektdriine g, birim kuaterniyonun ekseni denir.

4.3.1.5. Ozellik: K iizerinde ayn1 eksene sahip olmak bir denklik bagintisidir.

K kuaterniyonlar climlesinin
={q|Ng=1qeK}
alt climlesini ele alalim. J birim kuaterniyonlar ctimlesidir.
g =a,6, +a,6 +a,e, +a,e,
igin

N(a) =2, +a,’ +a,” +a,’
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dir. R* te birim hiper kiire S*ise;
®:J—>S°

q—>®(q)=(2,a,8,,3)
doniisiimii 1:1 karsihk gelmektedir. S® , R* »iin diferensiyellenebilir regiiler alt
manifolddur.
Boylece J — K regiiler alt manifold yapisiyla aynidir.

Vvp,q e K igin
N(p®q)=N(p).N(a)

J ’de ® islemi kapalhidir. J , ® islemine gore gruptur ve grubun birim elemani
&, =(10,0,0) dir. J = K grup yapisina sahip regiiler alt manifoldu oldugundan bir Lie

alt grubu dolayisiyla bir Lie grubudur. J birim kuaterniyonlar Lie grubu kinematik
acidan onemlidir. Ozellikle adJ , R®deki donmeleri karakterize etmeleri agisindan

uygulamada degisik teknikler vermeyi miimkiin kilar.

J birim kuaterniyonlar Lie grubunun Lie cebiri.

J

{dla=a.e, +ae +ae, +ae,}

ciimlesi ® iglemine gore bir gruptur. J ’nin birim eleman: ¢, =(1,0,0,0) dir. boyJ =3

“tir
J,R* *deki S®birim hiperkiireyle 1:1 tekabiil igindedir.
a(0)=e
8,(0) =1
a(0)=0 1<i<1

olacak sekilde J {izerinde bira egrisi
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alcR—->
t— a(t)

a(t) =a,(t)e, +a (t)e, +a,(t)e, +a,(t)e,

olsun a(t) € J den dolay,

iaj(t)z =1

d < ) _i
FORICRErS

iaj (t)a;(t)=0

dir.t =0 igin

Zs:aj(O)'aj(O)zo
ve

a,(0)=2,(0)=2a,(0)=0

den dolay1 a, (0)=0 elde edilir. O halde birim noktadaki tanjant uzayda a, (t) den

bilesen bulunmamaktadir.

Boylece e noktasindaki tanjant uzayimin vektdrleri,
=108 +17,€; +175€;

formundaki vektorlerle insa edilebilir. Simdi J iizerinde tanimli sol invaryant olan

vektor alam1 X, =7 seklindedir.

J iizerinde bir S(t) egrisini,

ﬂ(O) =6
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BO) =n

olarak secelim.

qeJ,q=2a., +ae +a,e, +a,8, =S, +V,

ve neT,J belli bir eleman olmak {izere,

X(q) = (Ly)-(n)

J tlizerinde bir sol invaryant vektor alanidir. Ayrica
(L)) = (LB o=@®B) ¥, » B0)=n
= (S, V) ® (S, +V,). 4
= (S48 + SV, + SV, —(VyV, )4V, xV,). 4,
= (8,85 + SV 5 +8,V, — (Vo V) 1V xV ) 4
= (0+S,7+0—(V,, 7) +V, x7) 4,

=q®n

dir. Boylece X, (J) ’nin bir bazi,

0 0 0 0o
X, OX OX, OX,

T,J ’nin standart bazi olmak iizere X; ,1<i<3

e iqziiq N(q) =1
oX;

olarak tanimlansin. X, ’lerin e,e,,e, deki degerleri hesaplanirsa,
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0 0 0 0
X, ==X, — =Xy —+ Xy —+ X —
Xy 0% X, 0K
X3:_X3 + X i_xli Xoi

elde edilir. X, in hesabin1 agik¢a yapalim.
X, b, =a®e , q=ag,+ae +a,e, +ae,
q®e =(ase, +ae +a,e, +a.e,) ®e
= (85808, + U818 + 8,88 + 8,80 )
=856 — 8,6 —a,6; + 346,

= —A8, T a6 +356, — a8

ve g ’dan bagimsiz olarak koordinat fonksiyonlar1 cinsinden

X, =— i+x i+ i_xi
! Xlax0 ° ox, X38x2 2 0x,

yazilabilir. Dikkat edilirse J ’nin Lie cebiri K ’nin piir imajiner kismina ait sol

invaryant vektor alani ile verilir.

Simdi X_(J) ’'nin iizerindeki [,] Lie carpmmi {X,X,,X;} bazi cinsinden

hesaplanabilir.

[X,, X,]=2X,

11

[XZ,X3]:2Xl
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[Xq, X ]=2X,

oldugunu gérmek kolaydir. Ornegin ;
[X,, X,]= X, ®X, =X, ®X,
= (Sy,Sx, = Sx.Vx, + Sy, Vi, — (Vi Vi, )V, xVy,)
~(Sx,Sx, —Sx,Vi, +Sx, Vi, —(Vx, Vi, )V, xVy)
=V, %V, —V, xV, =2(V, xV, )

= 2(\/x1 XVXZ)mod]R =2X, ‘LmodR
X, J uzerindeki bu ¢arpim LJ(=T,J) uzayma tasmirsa LJ de reel kisim

olmayacagindan

X1¢e0:e1 ’Xz‘l’eozez ) Xs‘l’ =&

€

olacagindan; LJ deki [,] ¢arpimu

[euez] = 263
[ez'ea] = 291
[e;.e]=2e,

bazi vektorleri cinsinden bulunur.
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4.4. Bilineer Form

4.4.1. Tammm: V,F cismi iizerinde bir vektor uzay1 olsun’
B:VxV -V
1)  B(v, +V,, W) =B(v,,w)+B(v,,w) , Vv,Vv,,weV igin
2) B(v,w,+w,)=B(v,w)+B(v,w,) , YW, W,,veV igin
3) B(av,w)=aB(v,w) , Yv,weV ,aeR i¢in
4)  B(v,aw) =aB(v,w) , Yv,weV ,aecRi¢in

kosullarin1 sagliyorsa B doniisiimiine V vektor uzayr iizerinde bilineer form denir

(Lipschutz, 1968; Hoffman, Kunze, 1971).

4.4.2. Tanim: B bilineer form eger; Vv,weV igin
B(v,w) = B(w,V)

oluyorsa B °ye simetrik bilineer form denir (Lipschutz, 1968; Hoffman, Kunze, 1971).

V,F cismi iizerinden bir vektdr uzayi, V ’nin regiiler lineer doniisiimlerin bir alt
grubu G olsun. V iizerinde verilen simetrik bilineer form B olmak {izere
vg eG, vu,veV
i¢cin
B(u,v) = B(g(u),g(V))

esitligi dogru ise Bye G altinda invaryanttir denir

4.4.3. Ornek:
Bo(TysoTy)

RixR?
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T ap bir vektorii (a,b) kadar Otelenmesidir.
B=[x|+]y]
X’yeRz ve X:(Xl’xz) ’y:(ylvyz)

Tian) (¥) =Ty (X1 %) = (%, +@, %, +b)
Tian (0)=T.,(0,0)=(0+a,0+b)
X =Ty (X) =Ty (0) =[ (X, +@, X, +b) —(@+0,b+0)] = (x,,X,)
Tany (V) =Tan (V1 ¥2) = (¥, +@, Y, +b)
Tar(0)=T,,(0,0)=(0+a,0+b)

y‘ :T(a,b) (y) _T(a,b) 0)= [(yl +a,Y,+b)—(a+0,b +O)] =Y. Y,)

B(Tiapy (0, Ty (V) = Tan N[ =%+ %7+ +Y,”

Tian) (X)H +

B0 Y) =+l = X +%7 +y +,°
o halde

B(Tap) (X Tapy (V) = B(X,Y)

olugundan B, T (6telemeler ) altinda invaryanttir.
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4.5. Killing Bilineer Form

G bir Lie grubu olsun. ¥g €G igin Intg doniisiimii

Intg:G -G
X —Intg(X)=gxg ™" VgeG

olarak tanimlasin. Vg € G i¢in Intg doniistimiin sahip oldugu baz1 6zellikler soyledir.

Intg diferensiyellenebilirdir: G bir Lie grubu oldugundan grup islemi
diferensiyellenebilirdir. Dolayisiyla Intg diferensiyellenebilirdir tistelik

diffeomorfizimdir.

Intg doniisiimi homomorfizmdir:
vgeG, VX yeG i¢in
Intg(xy)=0xyg~ =gxg-gyg~ , g 'g=e
= Intg(x).Intg(y)

Sonug olarak, Intg bir C” Lie grubu izomorfizmidir. e € G birim eleman olmak iizere,

(Intg)(e)=geg " =gg " =e
boylece ;

(Intg). 4,:T.G - T.G

déniisiimii  tanimlidir.  (Intg). bir lineer izomorfizmdir. (Intg).{, yerine adg
notasyonu kullanilacaktir. Boylece

adg: TG —->T.G

a'dg = (Lg © Rg,1 )*e

4.5.1. Tanm: ad :G — L(T,G) ,g — adg

adg:Q—->Q
seklinde belirli olan ad doniisimiine G Lie grubunun adjoint (ek) gosterimi denir (
L(T.G) ile T,G den T.G * ye olan biitiin lineer doniigiimlerin ciimlesi Q , G - nin Lie

cebiridir) (O’ Neil, 1983).
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4.5.2. Teorem: ad doniisiimii i¢in asagidaki onermeler dogrudur.
1) ad(g.h)=adg.adh , Vg,heG

2) adg[X, X,]=[adgX,,adgX,] VX, X,eQ

Ispat: adg = (Intg). 4, ve ayrica Intg = L, ° Rg,1 dir. Ustelik vg,,9, €G igin
L91 ° Rgz - Rgz ° Lgl

yazilabilir. Boylece
1) ad (gh) = (Int(gh))- +.= (Ly, *Rgyy)- L

=(LoL°R. R ).,
=(LoR o LoR L),
=(LyoR ) e oLy oR L)
=adg.adh
2)
(adg[X;, X;]=(Intg). 4, (X, X, D =(L, o R ). ¥, ([ X1, X, ])
= (9[X0. X, ]g ) Y= 9X,07 9X,07 ] 4,
= ((9%,97)(9%,97)). ¥, ~(9X,9")(gX,9 7). L.
=(LyoR ) e (X)L oR 1), (X,)
(L oR 1) b (X (Lg o R L)L (X))
=adg(X,).adg(X,)—adg(X,).adg(X,)
=[adgX,, adgX, |

olur.

4.5.3. Ornek: G =E*—{(0,x,)|x, € R} seklinde verilsin,

Xoy=(x,%)*(Y,Y,)
= (X1y1' XY, % y1)

G bir Lie grubudur, G Lie grubunun brim eleman1 (1, 0) ,herhangi bir x € G nin inversi
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_ 1 x
X t= (_’_Xl_zz)
olarak hesaplanir. G Lie grubunun ad gosterimi
ad:G — L(T,G)
g—adg , adg=(Intg).,

seklinde tanimlanmis idi ve

(Intg)..(X) = (L, o R_.) ¥, (X)
. df 1 L .
dir. Eger P X eT,Golan bir egri f(t)eGise
(L. oR e () =(LgeR Lo F (1) Yoo
olacagindan, 6nce (L, ° R F)(©) = of (t)g™ hesaplanir, tirevinin t=0 degeri

(Intg)., (X) dir. Ayrica
adg: TG >TG
lineer doniisiimiin matrisini bulmak ¢6zlim i¢in yeterlidir.

T,G =R’ |, uzayimnmn standart baz1 {,,e,} ile gsterilsin.

g=(%,%)€G igin,

of 9 = (%, %,)(t F )=, —2)
XX

1 x
= (x4 x. FO)+x0(— ——%
(L%, F (1) + X )(X1 Xl)

X @O +xt
_22+X1 2 )

1
=(x.t—,—xt.
X X X

—(t—tXe o £+ 22
X X

d d X X, t
—(gf )g ™) =—(t,—t. 22+ f(t)+2=
dt(g()g) dt( X1+ ()+X1)

= f (1)
d SN
i CUCEIDERRICR Q)

seklinde olur.
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45.4. Tamm: G bir Lie grubu, LG G'nin Lie cebiri olsun. LG iizerindeki bir B
simetrik bilineer form adG altinda invaryant ise B °ye G altinda invaryanttir denir

(Kobayashi ve Nomizu, 1963).

4.5.5. Tanmm: L bir Lie cebiri olsun. X e L belli bir eleman olmak {izere;

AdX dontsimi

AdX :L—L
Y — AdX(Y) =[X,Y]

olmak {izere
K(X,Y)=Tr(AdX.AdY)
olarak tanimli forma L lizerinde tanimli Killing bilineer form denir.
K(X,Y),
AdX.AdY:L—>L
Z - (AdX.AdY)(Z) =[ X,[Y,Z]]
lineer dontstimin izi(trace) dir. AdX.AdY dontsiimin matrisi  AdX ve AdY

doniistimlerin matrislerin ¢arpimidir.

4.5.6. Teorem: X,, X, €L i¢in
Ad (X, + X,)(Y) :[Xl+ X2,Y] :[Xl,Y]+[X2,Y]
= Ad(X)(Y)+Ad(X,)(Y)
= (AdX, + AdX,)(Y)
= Ad(X,+ X,)=Ad(X,)+Ad(X,)
boylece,

K(X;+X,,Y)=Tr(Ad (X, + X,)Ad(Y))
=Tr(Ad(X,)Ad(Y)+ Ad(X,)Ad(Y))
=Tr(Ad(X,)Ad(Y))+Tr(Ad(X,)Ad(Y))

=K(X,,Y)+K(X,,Y)

ve benzer islemler ;
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K(AX,Y)=AK(X,Y)
K(X,Y, +Y,) = K(X,Y,) + K(X,+Y,)
K(X,AY) =K (X,Y)

esitlikleri gosterilebilir.

4.5.7. Ornek: (LJ nin Killing formu)

Biitiin piir imajiner kuaterniyonlarm vektdr uzayr R® uzay: ile izomorfiktir.
Ayrica plir imajiner kuaterniyonlari igin;
X®Y =—(X,Y)+XxY
idi.
3 3

X,Yell , X=>ae , Y= be
i=1

i1
verilsin.
%(AdX.AdY)(Z) =XxYxZ
=(X,Z)Y -(X,Y)Z
doniisiimiiniin {el,ez,es} bazindaki matrisleri hesaplayalim.
%(AdX.AdY)(ei) —(X,8)Y —(X,Y)e

=aY —(X,Y)e
K(X,Y)=Tr(AdX.AdY)

AdX.AdY matrislerin bilesenleri [aij] ise;

a, =(AdX.AdY,e)=(aY —(X,Y)e,e)

a,, =(AdX.AdY,e,)=(a,Y —(X,Y)e,.e,)

ab —(X,Y)

a,b, —(X.,Y)

a;, =(AdX.AdY,e;) =(ay —(X,Y)e, e;) =a, —(X,Y)

dolayisiyla,

%K(X,Y)ziaibi—3<X,Y>
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=(X,Y)=3(X,Y)=-2(X,Y)
bulunur ki, bu K Killing formunun LJ de
K(X,Y)=-8(X,Y)
ile belli i¢ carpim fonksiyonunun bir kat1 oldugunu ifade eder.
K =-8(,)
yazilabilir.
Dikkat edilirse; K Killing formu adG altinda invaryant idi. K nim () ile denk

oldugu biliniyor. O halde J Lie grubunun adjoint temsili i¢ garpimi1 korur.

ad:J —>L(J,J)
g — adq

adgq=L, °R
doniisiimii R® te i¢-carpimi koruyan déniisiimdiir. Dolayisiyla adJ — SO(3) dir. Vq e J

i¢cin adJ ’nin i¢ garpimi korumasi, adq ’nun bir donme tanimlayacagina isarettir.

Simdi adg ’nun tanimlayacagi dénmeyi, eksenini ve donme agisin1 hesaplayalim.

4.5.8. Ornek: Her g J normlu kuaterniyonu;

g=cosa+eSina

olarak yazilabilir. £ € R® olup, & € J almabilir. Simdi, adq(s) *u hesaplayalim.
adg(e) = (cosa +esina) ®e ®(cosa —eSina)

=(cosa.e+e®esina)®(cosa —esina)
= (cos® a.s —e ® gCOsasina —sin . Cos a + £sin’ o)
2 Fa2
=C0S° a.& +SiN° a.e
=&
O halde adq donme ekseni q ’nun ekseni olan ¢ eksenini invaryant birakir. R® te
pozitif yonli bir {81, &y, 83} oto normal sistemi ¢ = ¢, olacak sekilde insa edilsin.
adq(e,) = (cosa +¢,sina)®¢, ®(Cosa — &, Sina)

=(cosa.¢, +& e, sina)®(cosa—¢, Sina
2 1 2 1
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=(cosa.g, +&;85IN) ®(Cosa — ¢, Sinx)
=(cos’ a.e +&,c08asina—¢, e, sinacosa —&, ® g sin° a)
=C0s’ a.g, +&,Cosasina +&,Sina Cosa — &, sin” a
= ¢,(cos’ a—sin® @) + &,(cos asin &)
=&, C0S 2 + &,SIN 2
adq(e;) =—¢, Sin2a + ¢, C0s 2
adq(e) =&
olur. Boylece adq ¢, dénme eksenli , 2 donme ag1l1 bir donmedir.
det[¢,, ¢,,adq(e,)] = det[ &, &,, &, COS 2a + &, 5in 2
=det[¢,,¢,,£,0052c | +det[ &, &,, &, 5In 2¢ |
=sin2a
ve O<a< %ﬂ' icin Sin 2 >0 oldugundan, adqyon koruyan bir doniisiimdiir. Ayrica

ac1y1 korudugundan determinant1 +1 dir (yon korudugundan -1 olamaz). Sonug¢ olarak
adq e SO(3) diir. Dolayisiyla adJ ile SO(3) izomorfiktir. Ancak

ad:J —ad)
doniisiimil, @ ve —a an1 déonmeyi verdiginden 1:1 degildir.
adqg icin elde edilen donmeyle ilgili kavramlari simdi herhangi eksen ve agilara
tastylp donmeye ait matris formunu hesaplayalim.
Bir L ekseni etrafinda o derecelik donmeyle ilgilendigimizi varsayalim. L ekseni

tizerinde birim vektor ¢ ile gosterilirse, q kuaterniyonu
a .o

0 =C0S— +&sin —

2 2

olarak ele alindiginda adqaynm1 R(L,«) donmesini verir. R(L, ) 'nin matrisini nasil
hesaplanacagimmi biliyoruz. Burada g kuaterniyonundan hareketle , ¢ ve « cinsinden

R(L, @) 'nin matrisinin bir diger bagka yazilisinin hesabini yapacagiz. Donme matrisi
[aij ]3 , V& A,A,A donme matrisinin siitunlan olsunlar, A siitunlar1

adq(e) , 1< 1< 3 vektoriiniin siitun formudur. Ayrica,
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adq(el):(cosg+gsing)@(q)@(cosg—gsinz)
2 2 2 2
o . a (04 .
=(g,COS—+¢®e sIN—)®(cos——¢sin—
(& cos 7 &,sin =) ®(cos 7 5)
= (g cOS——(¢&,€)SIN—+ sin—) ® (cos——&sin—
(8, cos=-—(2,8,)sin=+2xe,5in =) ® (cos - —&sin =)
=(elcoszg—el®gcosgsin%—<g,el>sin%(gxel)sin%
+{g,8)esin®* =+ (sxg)sin =cos— — (e xe ) ®sin® =
(¢.8) 5 T (exe)sinZcos  —(xe,) 5)
, o a .« a . «a . o
= (e, cos’ —+(e,, £)cos—sin ——e, x oS —sin—— (&, €, )sin—cos—
2 2 2 2
+(g,e1>gsin2g+gxelsingcosg—elsin2g+(g,e1>gsin2—
2 2 2 2
a . a . a . (04
=g, (cos® =—sin® =) +2¢xe sin—cos— +(&,€, ) esin® —
1 ( 5) 26 e sin = c0s= (e, @) esin” 2

adq(e) =€ cosa+exe sina+(1-cosa)(e,e ) e
adq(e,) =e,cosa +&xe,sina+(1-cosa)(e,e,)e

adq(e,) =e,cosa +exe,sina+(1—-cosa)(e,e,) e

Béylece [ a; |=[ A, | matrisinin her bir a; bileseni

a; =(e,e;)cosa+(1-cosa)(g,&)(z,€ ) +(sxe, e )sina
e;)sina

; =0, cosa +(1-cosa) <ei : g) <8, € > + <8i,-kei 1

& =X6 + X6, + X6

olmak tizere,
a; = 0; cosa + (1-cosa)xX; + & X sina

elde edilir. a; bilesenleri agikca hesaplanirsa asagidaki matris yazilabilir.

cosa+(L-cosa)x’  (L—-cosa)xX, —Xsina (L—COSa)XX, +X,Sina
[a; | =| @-cosa)xx, +X;sina  cosar+(1-cosa)x,”  (1-COSa)X;X, — X Sina
(L-cosa)x,x —X,sina  (L—CoSa)X,X, + X sina  cosa +(L—cosa)X,’



55

100 X12 XX, XX 0 =X
[a;]=cosa|0 1 0|+(-cosa)| XX, X’ XX |+sina| X, O
0 01 XX XXy X X, X

Boylece donme matrisi olan R = [a } matrisi,

nin bilesenleri ve « cinsinden verilmis oldu.

XXX XX, 0 —x X
M=[x.X]= %X %° XX | N=| % 0 =x
XXy XoXg st X X 0

[aij ] =cosal,, +(l—cosa)M +(sina)N
matrisleri R = [aij} nin yaziligina eslik eden matrislerdir. M ve N tamamen

& =X8 + X6, + X8
nun verilmesine baglhdir.

[aij ] nin yazilisina ait bir 6rnek asagidaki gibi verilebilir.

4.5.9. Ornek: ROt(L,%), L:x=y,z=0 donmenin matrisini hesaplayalim. L ’deki birim

vektor,

1e+0e—

1
VARGt

E =

dir. Buna gore

11 ] | 1 ]

- -0 0 0 —=

2 2 J2

{2 1 1 1

R=[a |[=X21.+1-2)|= = 0|+=| © J—

[lji| 23(\/_)22 \/E
0 0 O 1 1

. — 0

i I N RN ) ]




56

2+43 2-y3 2
4|28 248 2
2 2 22
dir. ¢ birim vektor degil ise,
g = £
el

ile ayn1 hesaplamlar yapilir. Bu durumda R nin ifadesi

(1—cosa) sina

M +
el ¢

R:[aij]:COSa|3X3+

seklindedir.
J= {Q|q =858, + 8 +8,e, +a,8;, N(q) =1, a5,a,,8,8;, € R}
Her q € J icin adg lineer doniisiimiine karsilik gelen matris bir ortogonal matristir ve

su sekildedir.

2

8 +a’~a,"~a"  2(aa, —aa) 2(ay3, +2,3,)

adg—>| 2(aa+aa) & -a’+a’ -a’  2(2,8,-23)
2(a,3; — 853,) 2(3,3 +2,8,) 8, —a’-a,’ +a;’

O halde vq e Jigin adg € SO(3) tiir. Simdi adq 'nun Lie grup etkisine bakalim.

M diferensiyellenebilir bir manifold ve adJ bir Lie grubu
d:adJxM > M
(adq, x) — adq(x)
®(adg,, @(adg,, X)) = ®(adg,.adqg,, X)
= adg, (adg, (x))
= (adq,.adq, )(x)
oluyorsa adg, M iistiinde Lie transformasyon grubu olarak etki eder.
4.5.10. Ornek: Simdi bir q e J sabit eleman1 icin adgnun R?® iizerinde bir Lie

transformasyon grubu olarak etki edip etmedigini gérelim.

G :ﬁeﬁ'ﬁez

adq, e karsilik gelen matris
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010
adg, >(1 0 O
0 0 -1
- Lo Lol
2 \/§ 0 ng \/5 3
adg, ’ye karsilik gelen matris
12 2]
3 3 3
adq, > 2 12
* 713 3 3
< 4yl
'3 3 3]

®(adqy, x) = adg, (x)

01 0]|x X,
=1 0 0% |=|X
0 0 -1]|x —X,

(D(adCIz , adql(x)) = adqz 'adql(x)

Wi Wi Wl

simdi
®(adg,.adq,, x)
ifadesine bakalirsa, oncelikle

adg,.adq,
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hesaplanirsa.

12 2]
3 3 3101 o0
adqz.adqlzg —% —% /1 0 O
2 2 1 0 0 -1
3 3 ]
21 2]
3 3
_|.1 22
3 3 3
e 2 &
| 3 3 3]

(2 1 2]
3 3 3
12 2|
|33 3 ||®
2 2 1|L%
(3 3 3]
2,1, 2,
37t 37 3°
:——x1+gx+x
3t 3% 37
gx1+gx 1x
37t 37 3°

boylece
q)(adQ2 ' q)(adql’ X)) = q)(adqz 'adql’ X)

oldugundan adq, R?iizerinde bir Lie transformasyon grubu olarak etki eder.
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5. YORUNGELER VE YORUNGE OLUSTURUCU LIE (ALT) GRUPLARIN
BIiRLIKTE IRDELENMESI

Bir M manifoldu ve G Lie grubu verildiginde

¢.GxM > M

(g.m) —>¢(g,m) =g.m

Lie transformasyon etkisinin tanimli oldugunu varsayalim.

5.1. Tammm: Belirlenmis bir X € M eleman i¢in
{gx|]geG}cM

alt cimlesine X in G altindaki yoriingesi denir ve G(x) ile gosterilir (Brickell ve Clark,
1970).

Yoriingeler M nin geometrisindeki geometrik nesnelerdir. Her manifoldun geometrik
ve diferensiyellenebilir yapr Ozellikleri birlestirildiginde, geometrik her nesnenin
diferensiyellenebilir formda olmas1 gerekmez. Bu, lstiinde diferensiyel analiz agisindan
bazi zorluklarin var oldugu anlamindadir. Bu agidan G(x) diferensiyellenebilir
ozellikleri olan geometrik nesnelerdir.

Baz1 Lie gruplar1 da yapisal olarak geometrik bir formda diisiiniilebilir. Mesela
{e"lo<o <27}

Lie grubu, geometrik olarak R*de S' birim yarigapli ¢ember olarak da ele almabilir.
Lie grubunun geometrik olarak ¢ember temsili, Lie transformasyon grup etkisi altinda
yoriingelere taginir ve yoriingeler geometrik yapi1 olarak ¢ember formuna sahiptirler.

Tezin ve bu bolimiin amaci bu tiirden ilgileri yani Lie grubunun geometrik formu ile
yoriingelerin geometrik formlar1 arasindaki ilgileri ve benzerlikleri irdelemektir. ilk

irdeleme S* birim gemberi ile geometrik benzerligi olan Lie grubu icin olacaktir.
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52 Lemma: {e”|0<f<2z{=G Lie grubunun R? iistiindeki ctkisi altinda olusan

S*(x) yoriingeleri SlHXH (0,0) ¢emberleridir.

Ispat:

x4yt =1

4

X e R? secilen bir nokta ve polar koordinatlar (e, ||X ||) ve lstel formu ||X ||ei“ olsun.
S'xR? > R?
etkisi altinda X in yoriingesi S*'(X),
$'(X)={||X||e"e“[0<6 <27}
dir ve yoriinge,
S{(X)={|X|e"e“[0<O+a <2r+a}
ile belli olan || X || yarigaplt (0,0) merkezli cemberdir.
Benzer yoriingeler O(2) xIR* — R? Lie transformasyon grupu etkisi ile de elde

edilebilir. Boylece O(2) ile S* Lie gruplari, Lie transformasyon grup etkisi agisindan

es tutulabilirler ve islem yaparken biri digerinin yerine kullanilabilir. A¢ik islemler su

sekilde yazilabilir:

o cos@ sin@
VAeO(2) i¢in 30€[0,27], A=|
—sin@ coséd



61

yazilabilir. A icin belli olan @ agisiyla, € mevcuttur ve e, S*birim ¢emberi

istiindedir.
Tersine V(x,y) e S* igin arctan Y_¢ acis1 tek tiirli belirlidir ve boylece
X
cosg sind
=| . €0(2)
—sind cosé

ortogonal matrisi tek tiirlii olarak bellidir.

5.3. Ornek: S* in R* deki X=(1,3), Y=(4,2) ve Z=(-3,4) noktalar1 iizerindeki Lie
transformasyon grubu olarak etkisinin m-file asagidaki sekilde verilmistir. S*yerine
0O(2) ortogonal matrisler ctimlesi alinirsa,

a=15

axis([-aa-aa-aa))

for t=0:pi/80:2*pi

A=[cos(t) -sin(t) ;sin(t) cos(t)]

X=[1;3]

Y=[4;2]

Z=[-3;4]

B=A*X

C=A*Y

D=A*Z

plot(B(1),B(2),".r")

plot(C(1),C(2),"b")

plot(D(1),D(2),".9)

hold on

grid on

pause(0.1)

end
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Sekil 5. 1. X=(1,3), Y=(4,2), Z=(-3,4) noktasinin S*altinda y&riingeleri.

0O(2) ile S* Lie gruplari, Lie transformasyon grup etkisi agisindan es tutulabilecegi
yukarida verilmisti ve verilen 6rnekte de S' birim c¢emberi yerine O(2) ortogonal

matrisler ciimlesi almistt. Simdi verilecek olan 6rnekte de S'in R? iistiindeki Lie

transformasyon grubu olarak dogrudan etkisi incelenilecektir.

5.4. Ornek: S' birim cemberi bir Lie grubudur ve S* in elemanlan e",tel cR dir.
Simdi S*in R? iizerindeki etkisi incelensin.
@:S'xR* > R?
(", x) > xe" , x=(X,X%,)
seklinde tanimlansm. S* in x € R* noktasindaki bu etkisi X ’in orijine olan uzakligmi
yarigap kabul eden gemberi verir. Eger S*’i R®nin tamamina etki ettirilir ise bu etki R?
deki gember ailesini verir. Bir baska gdzlemle bu yoriingeler ailesi R ’nin merkezi

O =(0,0) yaricaplari r> 0 olan gemberlerle donanmis R dir.



63

Bu 6rnek icin R*deki X = (8,7) noktas1 Matlab da cizdirilsin.
for t=0:pi/80:2*pi

X=[8+7*i];
r=abs(X)
A=(r*cos(t)+r*sin(t)*j)
plot(A,".b")
hold on
grid on
pause(0.1)
end
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i te,
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+
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o i
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_1|:| - E f -
-+ +*
20k tﬁ *4?* _
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Sekil 5.2. (8,7) noktasiin S*altindaki goriintiisii.

O(3) ortogonal matrisler Lie grubu ve R® Lie grubunu ele alinsin. VA e O(3) ortogonal

matrisi, Cayley formilii ile hesaplanabilecek olan bir eksen etrafinda ve
Hzéarctan(iz(A)) ile belli olan bir donme tanimlidir. O(3) te ii¢ donme baz olma

Ozelligindedir. Bunlar x,yve z ekseni etrafindaki  doénmelerdir.  Bunlar
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A(x,a), Ay, B)ve A(z,6) ile gosterilsin. Bu durumda
Sp {A(X, a), A(Y, p), A(z, 9)} =0(3) yazilabilir.
R® uzayr Sp{e,e,,e,} = R® olarak ele alindiginda x e R? igin

X=ae +ae, +a,

tir. R® te her dogru dogrultman vektérii ile bellidir. Temel ii¢ eksen X —eksen, y—

ekseni ve z—eksenidir. Genelligi bozmayacagi igin ii¢ temel eksenden biri ve bu eksen

etrafindaki donme ele alinsin. Bu ikiliye silindirik yer degistirme adi verilecektir.

5.5. Lemma: A(z,0)xz,., =D yer degistirmesi altinda her X = (a,b,c) € R®

noktasmin ydriingesi, taban egrisi a’ +b? yarigapl gember olan dik dairesel silindirdir.

Ispat:

[ cos® sin@ 0 O a
D(X) = —sin@ cosd 0 O b
o 0 1 L®)||c
0 O 0 1 1
" acos@+bsing
—asind+bcosé
= L(O)=e0+f
c+L(t9)

D(X) yoriingesi
Dx,(0) =(acos @ +bsin0,—asind+bcos g, c+ L(9))

dir. z=0 i¢in taban egrisi (acos@+bsin@)* +(—asin@+bcosd)’ =a®+b* yarigaph

< 0,(0) z>

¢emberdir.
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= <(—asin 6+bcosd,—acosd—bsin g, L(9)), (0, 0,1)>
=L'(0)
ve L(0)=(ed+f) =e=sht
oldugundan D(X) yoriingesi bir dik dairesel silindirdir.

Bu Lemma sayisal degerler verilerek Matlab da ¢izdirilen dik dairesel silindirin sekli ve
bu sekli ¢izdiren m-file asagidaki sekilde verilebilir.
for t=0:pi/20:2*pi
for h=0:1/2:10

X=[3;5;4;1]

Y=[-2;-3;5;1]

A=[cos(t) -sin(t) 0 0;sin(t) cos(t) 00;001h;000 1]

B=A*X

C=A*Y

plot3(C(1),C(2),C(3),.b")

plot3(B(1),B(2),B(3),.9")

hold on
pause(0.001)
end
end
16
2822 0
14 R4 3:1;1;2
h O 3€ B4
+e 44
34 83
124 Seses
SIS
sis
DS E
g OB OS2
~ 8¢ $03 00
Q‘ ‘6
e s 3034
B weangt
233822
4 8 3¢ 8
) €
10 1;:%:3‘2:
TR 10

Sekil 5. 3. X=(3,4,5) ve Y=(-2,-3,5) noktalarinin yoriingeleri.
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5.5. Ornek: GL(3,R) Lie grubudur. O(3,R) , GL(3,IR) nin bir Lie alt grubudur.
O(3,R) nin R¥iistiindeki Lie grup etkisi su sekilde tanimlansim.

903 xR*xR* - R®
Seklinde tanimlansin. Burada O(3) x R® = D 6telemeli donme olarak alinsin. Bir x € R®

noktasina bu 6telemeli donme matrisi etki ettirilsin. Eger alinan t 6teleme vektorleri A
ortogonal matrisinin eksenine paralel ise bu etkinin yoriingesi helis egrisidir ve Matlab

da bu egriyi ¢izdiren komutlar asagida verilmistir:

a=60

line([-a,a],[0,0],[0,0], 'Marker',"",'LineStyle’,'-",'color’,'r", linewidth’,2)
line([O, 0],[-a,a],[0,0], 'Marker',".",'LineStyle’,’-",'color','r','linewidth’,2)
line([O, 0],[0,0],[-a,a], 'Marker',"",'LineStyle',’-','color’,'r'",'linewidth’,2)
xlabel('x-axis')

ylabel('y-axis’)

zlabel('z-axis")

for t=0:pi/60:20*pi

a=0

b=0

c=1

X=[a;b;c;1]

x=20*cos(t)

y=20*sin(t)

zZ=t

Y=[0.75;0.75;0.75;1]

Z=[0.85;0.85;0.85;1]

tt=[0.35;0.35;0.35;1]

A=[(cos(t)+(1-cos(t))*(a"2)) ((1-cos(t))*(a*b)-(c)*(sin(t))) ((1-cos(t))*(c*a) +(
b*sin(t))) x;

(1-cos(t))*(a*b)+(c*sin(t)) cos(t)+(1-cos(t))*(b"2) (1-cos(t))*(c*b)-(a*sin(t))y;
(1-cos(t))*(c*a)-(b*sin(t)) (1-cos(t))*(b*c)+(a)*sin(t) cos(t)+(1-cos(t))*(c”2) z;000
1]

C=A*Y

D=A*Z

E=A*tt

hold on

plot3(C(1),C(2),C(3),.b)

plot3(D(1),D(2),D(3),".r")

plot3(E(1),E(2),E(3),".9)

hold on

pause(0.001)

end
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Sekil 5. 4 dik dairesel helis.

Eger t oOteleme vektorleri A ortogonal matrisin ekseni ile kesisiyor ise bu etkinin
yoriingesi konisel helis egrisidir ve Matlab da bu egriyi ¢izdiren komutlar asagida
verilmistir:

a=360

line([-a,a],[0,0],[0,0], 'Marker',".",'LineStyle’,'-",'color’,'r", linewidth’,2)
line([O, 0],[-a,a],[0,0], 'Marker',"",'LineStyle',’-'",'color’,'r'",'linewidth’,2)
line([O, 0],[0,0],[-a,a], 'Marker',"",'LineStyle',’-'",'color','r'",'linewidth’,2)
xlabel('x-axis")

ylabel('y-axis")

zlabel('z-axis")

for t=0:pi/80:20*pi

a=0

b=0

c=3

X=[a;b;c;1]

x=3*t*(sin(t))

y=3*t*(cos(t))

z=5*t

T=[0.1;0.1;0.1;1]
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TT=[0.5;0.5;0.5;1]

tt=0.3;0.3;0.3;1]

A=[(cosd(t)+(1-cos(t))*(a"2)) ((1-cos(t))*(a*b)-(c)*(sin(t))) ((1-cos(t))*(c*a) +(
b*sin(t))) x; (1-cos(t))*(a*b)+(c*sin(t)) cos(t)+(1-cos(t))*(b"2) (1-cos(t))*(c*b)-
(@*sin(t)) y ;(1-cos(t))*(c*a)-(b*sin(t)) (1-cos(t))*(b*c)+(a)*sin(t) cos(t)+(1-
cos(t))*(c"2) z;0001]

C=A*T

D=A*TT

E=A*tt

hold on

plot3(C(1),C(2),C(3),.b)

plot3(D(1),D(2),D(3),".r"

plot3(E(1),E(2),E(3),".9)

hold on

pause(0.001)

end
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400 '
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Sekil 5. 5. Konisel helis.
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5.6. Ornek: R?deki biitiin vektorler ciimlesini T(2,R?) ile gosterilsin. Bu ciimlenin
R? iizerindeki etkisi incelenelecektir.

T(2, R?)x R? —> R?

T(2,R?)x{x} - R?

etkisi verilsin. Her t icin t:R? —R? seklinde tanimlanan doniisim R* deki X
noktasina t vektoriinii baglayacak sekilde tanimhidir. Bu X — x+t dir. Vektorler
climlesi bir denklik smifi oldugundan her denklik sinifinin temsilcisini X noktasina

baglanacak sekilde bir yonelim i¢inde olacaktir ve X noktasi ile birlesen bu vektorler,

T(2,R?) nin R?iizerinde Lie transformasyon grubu etkisiyle ile T(2,R?) deki vektor
uzay yapisint R”nin X noktasindaki T,IR” ye tasiyacaktir. Bu da X noktasinin tanjant

uzayi olan T,R*dir. X noktasinin yoriingesi ise
T() = {x+tteT (2R} =T, (R

dir. Eger T(2,R*) yi R*deki bir x yer vektoriine etki ettirirsek yani; t:R?> - R?,
X — X+t bu iki vektdriin toplam1 seklinde tanimlanirsa bu da orijindeki tanjant uzayini
verecek yani T,R* ’yi verecektir. Bu 6rnege sayisal degerler verilerek Matlab’da
grafigini cizdiren m-file ve grafigi asagida verilmstir.

a=10
axis([-aa-aa])
for k=0:1:10
X=[2:3]
T=[-1,2]
M=[1;-3]
R=[3;1]
L=[-2;-3]
N=[-3;0]
S=[1/2;3]
F=[3;-1/3]
K=X+S*k
G=X+F*k
H=X+N*k
D=X+L*k
C=X+R*k



B=X+M*k
A=X+T*k
plot(K(1),K(2),".b")
plot(G(1),G(2),".r")
plot(H(1),H(2),.9)
plot(D(1),D(2),".r")
plot(C(1),C(2).".9)
plot(B(1),B(2),".b")
plot(A(1),A(2),.r")
line([-50,50],[0,0])
line([0,0],[-50,50])
text(2,3 ,/A=(2,3)")
hold on

pause(0.1)

end
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Sekil 5. 6. T(2'3)]R2 > nin goriintiisii.
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5.7. Ornek: R" bir Lie grubu ayn1 zamanda bir manifolddur. Lie grubu olan R" in

manifold olan R" iistiindeki etkisi
9. R"xR" > R"
(X,t) > x+ At

seklinde tanimlansin. R" 6teleme vektorlerinin altinda X noktasinin yoriingesi

0=(0,....,0) noktasindan gegen dogrulardir.

Bu 6rnek R’te sayisal degerler vererek Matlab da 6rneklendirilebilir. m-file soyle

yazilabilir.

axis([-10 10 -10 10 -10 10 ])

for k=-20:1/10:20

X=[-3 ;4;-10]

T=[5 ;6; 8]

K=[-5;-2;3]

L=[4;-1;13]

N=[-0;-5;6]

A=X+k*T

B=X+k*K

C=X+k*L

D=X+k*N
plot3(A(1),A(2),A(3), ")
plot3(B(1),B(2),B(3),.b")
plot3(C(1),C(2),C(3),".9")
plot3(D(1),D(2),D(3)," k")
hold on;grid on

axis square

pause(0.01)

end
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Sekil 5. 7. Orijinden gegen bazi dogrular.
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