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OZET

LINEER DIiFERENSIYEL DENKLEM SiSTEMLERININ
COZUM METODLARI VE KARARLILIK KAVRAMI

DIKEC, Dilek
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Damismani: Yrd. Dog. Dr. Aytekin GULLE
Mayis 2008, 36 sayfa

Bu calismada lineer diferensiyel denklem sistemleri i¢in ¢Oziim metotlar ve
kararlilik durumlan ele alindi. Ayrica iki ve daha yiiksek boyutlu lineer sistemlerin kararlilik
durumlan incelendi. Son olarak Liapunov yontemi tanitildi. Bu metot literatiirde kararliligin

incelenmesinde bir arag¢ olarak kullanilmaktadir.

Anahtar kelimeler : Lineer diferensiyel denklemler, Kararlilik, Liapunov yontemi.



ABSTRACT

THE SOLUTION METHODS of LINEAR
DIFFERENTIAL EQUATIONS and STABILITY

DIKEC , Dilek
Msc Thesis, Mathematical Departments
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Aytekin GULLE
May 2008, 36 pages.

In this study, it is dealth with the solution methods of linear differential equations
and the stability of solutions. Besides this, it is studied the stability of solutions of two and
three dimensional linear systems. Finally, the Liapunov method is introduced. This method

is used as a basic tool to investigate the stability in the literature.

Key words: Linear differential equations, Stability, Liapunov method.
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SIMGELER ve KISALTMALAR DiZiNi

Simgeler

a Alfa

B Beta

0 Teta

A Lamda
€ Epsilon
o Delta

V4 Pi

P Rou
Ccos Cosiniis
sin Siniis
oo Sonsuz
o> Fi

Q Omega
Z Toplam
¥ Pisi
sec Sekant

tan Tanjant

X1



1. GIRIS

Miihendislikte, fiziki bilimlerde, sosyal bilimlerde ve daha bir¢ok bilim dalinda ¢ok
sayida problemi coziimleyebilmek icin 6nce problemleri matematiksel ifadelerle formiile
etmek ve sonra da bunlarla ilgili baz1 6zel sartlar1 kullanarak problemlerin ¢6ziimlerini
olusturan fonksiyonlar1 bulup ortaya koymak gerekir. Bilinen bir problemi formiile eden bu
matematiksel ifadeler bazen aranan fonksiyonu en azindan birinci mertebeden tiirevlerini
icermektedir. Iste bu gesit matematiksel ifadeye “diferensiyel denklem” denir. Ornegin; birinci
mertebeden ve n. mertebeden adi diferensiyel denklemler, sirasiyla

dy dy d*y d"y
xy,—|=0 , F|x,y,—, yue =0
f ( Y dxj ( Y de T A

bicimlerinde ifade edilebilir.

Bilindigi ilizere uygulamali bilim dallarinin pek cogunda ele alinan problemlerin
matematiksel modellemesine karsilik bir diferensiyel denklem olabilir. Diferensiyel denklem
kurami, vektor fonksiyonlarin iistiin yanlar1 nedeniyle en iyi bi¢cimde birinci basamaktan
esdeger bir sistem ile incelenir ve irdelenir. Yukarida verilen »n.mertebeden diferensiyel

denklem

dy d"'y
dx dx"!

y" = g(x, Yo
biciminde yazilabilmesi durumunda bu denklem birinci mertebeden bir esdeger sistem olarak
ifade edilebilir.

Bu calismada lineer diferensiyel denklem tiirlerinin ¢oziim metodlan ve kararhilik

durumlar incelenecektir.



2. LITERATUR BiLDIiRiSLERI

Ulkemizde yillardan beri ders kitab1 olarak okutulmakta olan Aydin ve ark. (1990), iki
boyutlu lineer diferansiyel denklemin ¢6ziim metodlar1 iizerinde durmuslardir.

Ayres (1978), konuyu teorik olarak ele aldig1 gibi bol drneklerle agiklamistir.

Caferoglu ve Kagar (1994), normal formlu lineer diferensiyel denklem sistemlerini
incelemistir.

Edwards ve Penney (2006), konuyu bilgisayar destekli, matematiksel modellemeli
olarak ele almistir.

O’Malley (1997), diferensiyel denklemlerin temel bilgileri ve kararlilik kavramlarim
incelemistir.

Somasundaram (2001), konuyu teorik olarak ele almis, sistemlerin ¢dziimlerinin varlik
ve tekligini incelemistir.

Spiegel (1958), konunun kuramsal yoniinden ¢ok, uygulama yoniine 6nem vermis olup

diferensiyel denklem sistemlerinin fiziksel problemlere uygulamasi iizerinde durmustur.



3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Lineer Diferensiyel Denklem Sistemleri

3.1.1. Temel matris

n tane skaler denklemden olusan birinci mertebeden bir lineer diferensiyel denklemler sistemi

dx

d_tl =a,(O)x +a,(0)x,+...+a, ()x, + f, ()

dx,

I =a, ()X, +a,(H)x, +...+a,,()x, + f,(t) 3.1)
dx,

7 =a,(t)x +a,t)x,+..+a, (t)x,+ f (1)

olarak ifade edilebilir. Bu sistem vektor diferensiyel denklem sistemi olarak

x=A)x+ f(1) (3.2)
seklinde diizenlenebilir. Burada,
xl
X =
X

biciminde nxn boyutlu bir vektor,

a,t) ... a,(t)
Ar) = ‘. :

a,(t) - a,t)

nXn basamaktan bir matris ve



fi(®)
f@)=

fn (t)
ise nx1 boyutlu bir vektordiir.

Belirtelim ki (3.2) denklemine ait bir baglangi¢c deger problemi

= AWMx+ F (1)
x(ty) = x, (3.3)

olarak ifade edilebilir. Burada x(z,) = x, verilen denklem icin uygun bir bicimde belirlenen
bir baslangi¢ kosuludur. Varlik ve teklik teoreminden de bilindigi iizere, eger A(t) ve f(¢)
t,’1 igeren bir aralikta siirekli iseler, bu takdirde (3.3) problemi s6z konusu olan aralik
tizerinde bir tek ¢ozlime sahiptir. Eger (3.2)’ de  f(r) =0 alinir ise bu takdirde

Xx=A(t)x (3.4)

sistemi n-tane @(t) , (i=12,...,n) lineer bagimsiz vektdr ¢oziimiine sahip olur.
Baslangi¢ kosulunda 7z, =0 alalim. Ayrica x= A(f)x’in genel ¢oziimii Zg/)i(t)ci olarak
i=1

ifade edilir. Burada c,c,,...,c, ’ler keyfi sabitlerdir.

(1) = (4,1, (1)...9,(1))

(1) 9, (1)

ve Q@)= . s een @ ()= . olur. O zaman

¢nl (t) ¢nn (t)

o =A1D
olur. Burada @ verilen sistemin temel ¢oziimler matrisidir. Kolaylikla gosterilebilir ki x(0)
g0z Oniine alindiginda homojen baslangi¢ deger probleminin ¢éziimii
x(t) = ®()@ ' (0)x(0)

dir. O halde x= A(#)x ’in biitiin ¢6ztimleri ®c formundadir. Burada,



G
)
c=¢"(0)x(0) =
Cy
dir. Ayrica;
W) =|D@)|

Wronskian determinant1 dikkate alindifinda ¢,,4, ,...,¢, ’lerin lineer bagimsiz olduklari

kolaylikla gosterilebilir.

Ornek 1. Skaler denklemlerin

{xl =x,
X, =1x,

sistemini ele alalim. Bu sistem,

RE: At)—Ol
x_xz ve (_Ot

olmak tlizere x = A(¢)x homojen vektor sistemi olarak yazilabilir. Bu sistem icin kolaylikla

x,(t) = x,(0) + [ j o dsJ x,(0)

0

x, (1) = e%)c2 0)

¢cOziimleri elde edilir. Ayrica bu ¢oziimler

1 Je%ds
¢1(t):(OJ ve @,(H)=|%

l‘2

e 2
ifadeleri kullanilarak
X(I) = ¢1 (I)Xl (0) + ¢2 (t)xz (O)

lineer kombinasyonu seklinde yazilabilir. Burada



1 e‘% ds
P(r) = 0

bir temel ¢oziimler matrisidir. ® = A(r)® icin ®(0) =1 dir. Bu sistemin vektor ¢oziimii de
x(t) = D(¢)x(0) formuna sahiptir. Yukarida verilen, x = A(¢)x denklem sisteminin bir 6zel

hali A sabit bir matris olmak iizere

X =Ax (3.5)
olur. x = Ax sisteminin A bir skaler ve v sabit vektor olmak iizere

x(t)=eMv (3.6)
biciminde ¢Oziim arandiginda;

x(t) = Ae™v
olur. Buna bagl olarak da

Ae™v = AeMy
(A-ADv =0

elde edilir. Bu sistemin sifirdan farkli ¢oziimlere sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
|A-21|=0

olmalidir. A , nxn basamakta bir matris oldugundan, son esitlik A’ya gére n. dereceden bir

polinom denklemini verir ve bu polinom denklem ise n-tane koke sahip olur. Kabul edelim ki

bu kokler A,,4,,...4, ve bu koklere karsilik gelen lineer bagimsiz 6z vektorler ise

n

V,V,,...,v, olsun. Bu durumda

sisteminin

p()y=e"v, , (i=12,..,n)
biciminde n-tane lineer bagimsiz ¢oziim elde edilir. Buna bagl olarak da verilen sistemin
d(r), temel ¢oziimler matrisi kolaylikla olusturulabilir. Ayrica A, koklerinin katli olmasi

durumunda karsilik gelen lineer bagimsiz 6z vektorlerinin nasil bulunacag ilgili literatiirden

bilinmektedir.

.. -1 6
Ornek 2. A :( 1 ZJ olmak lizere x = Ax sistemini inceleyecegiz. Burada A



A=

‘—1 A 6 ‘
=(-1-A)(2-A)-6=2+31-4=A-D)(A+4)=0

0z deger polinomuna sahiptir. O halde 4, =1 ve A, =—4 06z degerler olur. Bu 6z degerlere

karsilik gelen v, ve v, 0z vektorleri ise, sirasi ile

6 3 6
(A=Dy, = | v, =0 ve (A+4I)v2:1 2\/2:0

-3

cebirsel denklemlerinin sifirdan farkli ¢6ztimleri olmalidir. Kolaylikla,

o) - el

elde edilir. O halde x = Ax sisteminin ¢oziimleri

_ 3 t _ 2 —41
o(1)= 1 e ve @, (1) = 1 e

3¢' 27"
w2

e —e

olarak elde edilir. Boylece,

temel ¢oziimler matrisine karsilik gelir. Dogrudan her 7 i¢in ®(¢) nin singiiler olmadigini

¢

(¢linkii onun determinanti —5¢™), & = A(r)® oldugunu ve ayrica ¢ = [ J keyfi sabit bir

&)
vektor olmak iizere
d(1)c

ifadesinin x = Ax denklem sisteminin genel ¢6ziimii oldugunu kontrol edebiliriz.

L1 2
® (0)23(1 —?J

oldugu icin verilmis herhangi x(0) i¢in, X = Ax ’in ¢Ozlimii



x(t)=CI>(t)CI>’1(0)x(O)=§[36: 2‘3__41}(1 _23}(0)

e —e "\l

olarak elde edilir.

.. 1
Ornek 3. A= ( g 8J icin X = Ax otonom vektor sistemini inceleyelim. Burada

det(A—AI) = =2 -12A4+40=(1-6)>+4=0

4-1
-8 8-1

ifadesi A’nin kompleks eslenik A, , =6%2i 6z degerlerini verir. Bu 6z degerlere karsilik

1 1
olarak kolaylikla v, = v, = .| 0z vektorleri elde edilir. Bunlara bagl olarak
2+2i 2-2i

w() 6{ cos2t sin 2t J
=e

2(cos2t —sin2t) 2(cos2t +sin 2t)

temel ¢oziimler matrisi bulunur. Ayrica,

T yroy=tf 2
@=1, 5 ve O=31_5 |

yazilabilir. ¥ = Ax denklem sisteminin x(t) = e* x(0) genel ¢oziimiinii elde etmek icin

. 1.
eAt = lP(t)lP—l (O) — eﬁt COS 2l—Sln 2t ESIH 2t
—4sin 2t cos 2¢ + sin 2¢
tamimlanabilir. Buna bagh olarak da x(¢) = e x(0) ¢oziimii yazilabilir.

Simdi homojen olmayan

x=Alt)x+ f() (3.2)
lineer sistemini ¢6zmek icin parametrelerin degisimi formiiliinii kullanacagiz. Burada A(r)

ve f(t), tel, I cR de siirekli fonksiyonlardir. ®(¢) yukaridaki sistemin homojen kismina,

X =A(f)x denklemine karsilik gelen temel ¢oziimler matrisi ve ¢ ise isteksel bir sabit vektor

olur. Daha onceden kullanilan
x(t) =P(t)c

ifadesinde ¢ ’nin yerine v(¢), ( v(¢) , nxlboyutlu siirekli bir vektordiir.) alarak



x(@) =D@)v(1) (3.7)

biciminde bir ¢6ziim arayalim.

X=Pv+Py=Dv+ A(t)Pv=A(t)Dv+ f(¢)

olur. ® = AD oldugundan,

Dv = f(1)
yazilabilir. Buna bagl olarak v(z) =®'(¢) f(¢) elde edilir. Baslangic kosuluna bagli olarak

integral alindiginda
V(1) = v(ty) + [ @7 () f (5)ds

elde edilir. Burada v(¢,) = o (t,)x(t,) dir. O halde

x(1) = DD (1,)x(t,) + [ @O (5) £ (s)ds (3.8)

Ty
¢cOziimii elde edilir. Belirtelim ki Green fonksiyonu yardimiyla da verilen denklem sisteminin

0zel ¢oziimii bulunabilir. Ancak biz burada konunun fazla ayrintilarina deginmek istemiyoruz.

. ) 4 2 e' 1
Ornek 4. x= x+ , x(0)=
2 2le) - oe()

homojen olmayan problemi inceleyelim.

A:(?’ 3} sabit matrisi (l( 3JJ ve (6@}} 0z c¢iftine sahip oldugundan x = Ax

homojen sistemi

2€r €6t
D) =
(_ 36—6r th]

temel ¢coziimler matrisine sahiptir. Bu matrisin tersi

olarak elde edilir.
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x(t) = DD (1,)x(t,) + j‘CID(t)CID_1 (8)f(s)ds

Ty

¢Oziim bagintisinda bulunan ifadeler yerine birakildiginda,
—om| o0 |+ [ o] ¢ |a
x(1) = @) &7 O) |+ [ @7 s

t 17€t—§€2t+ﬂ€6t

2te’ +—
_1 5 2 10
S —3te’ —ﬁe’ +§e2’ +ﬂe6’
5 2 10

¢cOziimii elde edilir.

7-4 -1

e 7 -1
Ornek 5. A= matrisi |A—Al| = =(A-4) =0 6z polinomuna
9 1 9 1-1

1
sahiptir. Ayrica A =4 tekrarli 6z degere karsilik gelen yalnizca bir tane lineer bagimsiz [3]

vektorii vardir. Bu nedenle , x = Ax denklem sisteminin bir vektor ¢oziimii

_ l 4t
@)= 3 e

oldugu garantidir. Simdi verilen sistemin ikinci lineer bagimsiz ¢6ziimiinii bulalim. Bunun
icin

@, (1) =e"'w(1)
biciminde bir ¢6ziim arayalim. Bu durumda w(z) vektorii

w=(A-4I)w
denklem sistemini saglamalidir. Onceki bilgilerimize dayanarak w(t) coziimlerini, b ;0 ler
vektor katsayilar olmak iizere

w(t) =b, +bt +b,t” +bt’ +...
biciminde diisiiniilebilir.
W(t) = b, +2b,t +3b,t” +..
oldugu i¢in
b, +2b,t +3b,t> +...=(A—41)by +(A—41)bt +(A—41)byt* +...

yazilabilir. #'nin ardigik kuvvetlerinin katsayilar esitlenerek
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b, =(A—4I)b,
1 1
b, = E(A—)J)b1 = E(A—ll)zbo

b, =%(A—/U)b2 =%(A—/11)3b0,

esitlikleri elde edilir. Ayrica (A—47)’ =0 dir. Buradan anlasilir ki b, ve sonrasinda gelen
tiim katsayilarin sifir oldugu agiktir. Ayrica

(A—4I)b, =(A-41)b, =0
ifadesi b,’in A ’nin bir 6z vektorii olmasim gerektirir.

(A-4I)b, =b,

1 1
olur. Eger b,’1 (J olarak secersek b, (A-41 )bo = (3} singiiler sistemini saglamalidir.

1 1
Bu coziimleri keyfi bir ¢, sabiti i¢in b, = (zj +(3Ja0 dir. «, =0 secersek kolayca w(z)

vektoriiniin ¢ nin bir lineer fonksiyonu gibi istenen ¢6ziim olarak

f) = 4t f) = 4t 1+t
p)=e"wt)=e ny

ve dolayisiyla

o1 1+t
¢(t):(¢1¢2):e (3 2+3J

temel ¢oziimler matrisini saglar. Belirtelim ki yukarida verilen ¢6ziim yontemi daha yiiksek
basamaktan lineer diferensiyel denklem sistemlerine uygulanabilir. Bunun i¢in O’Malley, R.
E. (1997) kitabina bakilabilir.

Daha somut ¢oziimlerin arastirmasini agiklamak igin

010
A={0 0 1
0 00

olmak ilizere X = Ax Ornegini inceleyecegiz. A matrisinin tiim 6z degerlerinin sifir oldugu

aciktir. 4, =0 icin A matrisi,



12

o

$=e, €=

o

o6z vektoriine sahiptir. Ikinci lineer bagimsiz ¢6ziim
¢, =c,+ct , ¢, #0

biciminde aranabilir. Gerekli islemler yapildiginda ikinci lineer bagimsiz ¢éziim
t
0, =e,+et=|1
0

olabilecegi agiktir. Benzer diisiince ile ii¢iincii lineer bagimsiz ¢6ziim
1 s
¢3=c0+c1t+562t , ¢, %20

bi¢ciminde arandiginda

temel ¢oziimler matrisini bulduk. ®(0) =/ oldugundan ®(¢) =e” dir. Boylece

1
e =10 1 1t

0 0 1
elde edilir.

Ornek 6. Varsayalim ki A(r),
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a® 0 . . . 0
0 a@® . . . 0
A(r) =
o 0 . . . a@

bi¢iminde bir kdsegen matris olsun. O zaman x = A(f)x sistemi, X, = a,(t)x; denklemlerine
denktir ve genel ¢oziimii ;

1

a;(x)dx

x;(t)=e" x;(0) , i=1,2,...,n

bilesenleri ile belirlenir. Kosegen matrisin 6zelliklerinden dolay1

t
J.al (s)ds
e’

d(t) =

o —

a,(s)ds

e

temel ¢Oziimler matrisi elde edilir. Bunun yerine ®(¢) = exp{ J A(s)ds} anlaml1 notasyonu
0

kullanmlabilir.

Ornek 7. Simdi Ornek 6’ y1 genellestirelim. Varsayalim ki B ve D karesel kosegen

matrisler olmak iizere (ayn1 boyutta olmalar gerekmez)

(mo 0]
A(t) =
C(t) D)

olsun. ®,(¢) ve ®,(¢) asagida verilen denklem sistemlerinin ¢6ziim matrisleri olmak iizere

:, =Bz, ve %,=D(t)z,

O
yazilabilir.

J = x olmak iizere x = A(¢)x lineer sisteminden
Xy

% =B()x,
%, = C(t)x, + D(1)x,

yazilabilir. Integral alindiginda x, (r) = @, (1)@, (0)x,(0) elde edilir. Bu ifade ikinci sistem

icine yerine kondugunda parametrelerin degisimiyle
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X, (1) =@, (I){CI); (0)x,(0)+ Uq:;‘ (5)C(5)®P, (s)dchpl (0)x, (0)}

=, ()P, (0)x,(0) + D, ()P, (0)x,(0)
elde edilir. Boylece , x = A(¢)x sistemi

{CI)l(t) 0}
d(t) =
D,(1) DP,(1)

biciminde bir temel ¢oziimler matrisine sahiptir.

Ayrica, not edelim ki ®(¢) temel ¢oziiler matrisinin tersinin

) 0 }

()=
® Lq>;(t)q>3(t)q>;l<t) @' (1)

oldugu kolaylikla elde edilebilir. Buna ilave olarak,
x=At)x+f

homojen olmayan sistemi x (1) = ®(z) J ®7'(s)f(s)ds ©zel ¢oziimiine sahip oldugundan

X fi ..
x:{ j ve f:{fj olmak iizere

X 2

%, (1) =@, (1) ' (5) £, (s)ds
ve

%, (1) = @4 ()] @7 (5) £, (s)ds

+ 0,0 [0 (- @, (0] (5)£,() + £ () is

olacak sekilde bir 6zel ¢oziim elde ederiz. Ornek 7’de sunulan teknik siiphesiz
X, =b,(t)x,
X, =c¢,(t)x, +b,(t)x,
Xy =c,(0)x, +c;(1)x, +by(1)x,
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skaler denklemlerinin iicgensel sistemini ¢ozmek i¢in kullanilan genel metodun bir dogrudan
genellestirilmesidir. Burada x,’ 1 elde etmek i¢in birinci denklemin integrali alinir, x, ikinci
denklemde yerine konulur ve x,’ yi elde etmek i¢in tekrar integral alinir ve son olarak x, ve
X, , tg¢iincli denklemde yerine konur ve x,’ ii elde etmek icin son bir integral daha alinir.
Benzer yaklasim iist iicgensel bir sistem i¢in kullanilabilir. Ancak A(r) genel bir karesel
matris olmak lizere
x=A(t)x (3.9)

sisteminin bir ¢oziimil i¢in genel bir ¢6ziim yontemi bilinmektedir. (3.9) sistemini ¢dzmek
icin literatiirde gecen mertebenin (basamagin) indirgenmesi yontemi kullanilmaktadir.

Kabul edelim ki » < n olmak iizere (3.9) i¢in r- lineer bagimsiz vektor ¢oziimleri

#,,0,,....0, olsun. Oyleyse, nxr tipindeki

P(t)=(4,0,..-9,)

¥ (1)

ve W (1) singiiler olmayan bir matristir.
W, ( I)J (1) g Y

matrisi » rankina sahip olacaktir. ¥(r) E(

Sonra r X r - tipinden

T(t) = Fi0) 0 (3.10)
= W, (1) I '
matrisini alalim.

x()=T()y() (3.11)

doniisiimiinii uygulayalim. Tiirev alindiginda x =Ty +T y = ATy elde edilir.

0 1

T= ‘.Pl Ol 4% 0
¥, 0 ¥, 0

dir. Ayrica (3.9)’dan ¥ = AW elde edilir.

y:()ﬁj ’ A:{AM AIZJ’T_IZ( ‘Pl_l_l OJ
Y2 Ay Ay -1, 1

olur. Buna bagh olarak

) 00
y =T"1(AT—T)y=T‘1A( Jy

yazilabilir. Ciinkii

= \Pf1 (A, (D),



16

v =[ A )=, 0¥ OAL0) 1y,
blok iicgensel sistemini elde ederiz.
Bu incelemeler 15181nda, y, kolaylikla ¢oziilebilir. y, 'nin bulunan degeri y,’e ait
denklemde yerine birakilarak y, de bulunabilir. Eger, Q’u (n—r). mertebeden
Q=(A, W, %A, (3.12)
sisteminin singiiler olmayan bir matris ¢oziimii olarak tammlarsak; y, (t) = Q(t)Q ™' (0)y, (0)

olur ve dolayisiyla
yi(®) =y, (0)+ D‘P'l (5)A}, (S)Q(S)dS}Q_l 0)y,(0)
0

¢cOziimlerini elde ederiz.
Ozetlenmek istenirse;

1 j.‘I‘l_l ($)A, (5)Q(s)ds

A(t) =

L T(= {T " Oj

W, (@) I
0 Q) 2 (1)
olmak iizere, verilen orijinal sistem i¢in ®(z) =T (¢) A(¢) bir temel ¢dziimler matrisi olur.

Burada

P WO (9)A, ()QAs)ds

(1) = (3.13)

W) Q)+, ()4, ()Q(s)ds

olur.
3.2. Kararhhk Kavram
3.2.1. iki boyutlu lineer sistemler

Bilindigi iizere iki boyutlu lineer skaler bir diferensiyel denklem sistemi asagidaki

bicimde tanimlanir;

dx

—=ax+by

dt (3.14)
4 _ cx+dy

dt

Burada a,b,c ve d ’ler reel sabitlerdir.
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Eger

alinir ise, bu sistem
I=Az (3.15)
vektor diferensiyel denklemi olarak ifade edilebilir. A matrisinin |A—/11 | =0 , AeR
denkleminden 6z degerler bulunmak istendiginde
A —(a+d)A+ad —bc=0
polinom denklemini verir. Kabul edelim ki; bu denklemin 6z degerleri 4, , A, ve bunlara
karsilik gelen lineer bagimsiz 6z vektorler de p, ve p, olsun. Bu 0z ciftleri (ﬂl,pl) ve

(4,, p,) bicimde ifade edelim.

Ap,=Ap, , i=12
oldugundan
PE[plpz] ve AE(/Z; ZJ
icin
AP =PA
yazilabilir.

P matrisi; sabit ve tersinir oldugundan,
z=Pw (3.16)
doniisiimii yapildiginda, (3.15) denklem sisteminden
w=P'z=PAz=Aw (3.17)
diagonal (liggensel) denklem sistemi elde edilir. Burada A =P 'AP dir. Bu sistem ¢, ,
(i=1,2) keyfi sabitler olmak iizere,
wi()=e¥e, , =12 (3.18)
kompleks ¢oziimiine sahiptir. Bazen bu ¢6ziim ,
2(t)=e" pc, +e™ p,c, (3.19)
genel ¢oziimiinden daha kullanighdir. Not edelim ki; A, = /Tz =a+if kompleks oldugundan

(p, = p, olur), (3.15)" in lineer bagimsiz reel ¢oziimleri bu kompleks ¢oziimlerin reel ve

imajiner kisimlari olarak elde edilebilir. A = PAP™" ifadesi e = Pe™P™" ve z(t)=e"z(0)
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olmasim gerektirir. Bilindigi iizere A matrisinin farkli 6z degerlerine karsilik gelen 6z

vektorler lineer bagimsizdir. Benzer bigcimde A matrisi A = %(a +d) biciminde katli koklere

sahip oldugunda, gerekli islemler yapildiginda, z= Az sisteminin; P =(p,p,)
zn=e"(pr+pk , ( k=pTz(0))
biciminde ¢oziimii elde edilir. Burada p, ve p,’ler A’nin lineer bagimsiz 6z vektorleridir.

Son olarak kabul edelim ki A matrisi

A :%(a+d)i1/i(a—d)2 +bc

biciminde karmasik ¢oziimlere sahiptir. Bu durumda bu koklere (6z degerlere) karsilik gelen
lineer bagimsiz 6z vektorler p,, p, olmak iizere

X =ax+by
y=cx+dy

iki boyutlu lineer sistemi
{x(t) =e” (P11 + (Pt + pi)cy)
y(r)=e* (D216, + (Dot + Py)Cy)
biciminde bir genel ¢6ziime sahip olur.

Incelenmesi gereken haller sunlardir :

1. Eger A matrisinin her iki A;, 6z degeri reel, farkli ve ayni isaretli ise, bu durumda (3.14)

sisteminin (XJ: 0 denge noktasi bir diigiim olur. Eger, A,<A;<0 ise bu diigiim noktasi
y

asimptotik kararli olur. Ayrica ¢ — e i¢in bu sistemin biitiin ¢6ziimleri sifira yakinsar. Ayrica

¢, # 0 olmak lizere t — oo iken

Y _ P

X P
elde edilir.

Boylece A; 0z degerine karsilik gelen p, 6z vektor i¢in ¢Ozimiin davranist

belirlenmis olur. Diger 6z vektor i¢in ise

olur.
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Bunun i¢in tipik bir faz diizlem grafigi Sekil 3.2.1.1° de gosterilmistir.

Sekil 3.2.1.1. Stabil diigiim noktasi

Oklar ¢ arttiginda hareketin yoniinii belirlemek icin kullanilir. Belirtelim ki; herhangi
bir noktadan gecen bir tek yoriinge belirlenebilir. Bunun i¢in baslangic kosullarinin verilmesi

gerekir. Benzer bir yorum A, icin ve ilave olarak  — —oo i¢in de yapilabilir.

2. Yukarida verilen karakteristik polinomun A, , kokleri, reel ve zit isaretli yani 4, <0<A4
ise, 0 zaman orijin bir eyer (semer) nokta olarak adlandirilir. ¢, =0 olmak iizere (3.18) ile
verilen ¢oziimler 1 — oo iken orijine yaklasir; benzer bicimde ¢, =0 iken de ¢ artarken bu
¢oziimler orijinden uzaklagirlar. Ustelik ; ¢, #0 , ¢, #0 i¢in ¢oziimler  — oo iken asimtotik

olarak p, 0z vektoriiniin yoniine dogru yonelir ve t — —co iken p, 0z vektoriiniin hareket

yoniine dogru yonelir. Bu durumun asagida verilen Sekil 3.2.1.2°de oldugu agiklanabilir.

A e
=0
/’/
| 7/
. FFy
T ______’,f {f
b2 s
) N \L\_\\—\ 3 X
\ e
} ) __--:?;\RK"H
/

Sekil 3.2.1.2. Eyer Nokta
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Sekilden de goriildiigii iizere orijin (denge) noktas1 kararli degildir.

3. Eger, yukarida s6zii gegen 6z denklemin kokleri katli ise, A = A= 4 = %(a +d) #0 ise bu

durumda orijin noktasi tekrar bir diigiim noktasi olarak adlandirilir. Eger, A > 0 ise orijin
(denge) noktasi kararsiz ve benzer bicimde A<0 ise orijin kararli olur. p,ve p,, A’nin lineer
bagimsiz 6z vektorleri olur. Bu durumda karsilik gelen ¢oziimler,

Y _ Puli Py
X PuC TPt
bagintisini saglar. A < 0 olmasi durumunda 7 — oo igin ¢oziimler orijine yaklasir. (Bakiniz

Sekil 3.2.1.3.)

\\

Sekil 3.2.1.3. Stabil diizgiin diigiim noktasi

4.(a—d)* <—4bc 6z denklemin kokleri Ao aiiﬁzé(cH—d)ié\/—(a—d)z—4bc

eslenik kompleks ikilileridir. Eger; ¢ sifirdan farkli ise, orijin bir spiral merkez noktasidir

denir. & < 0 ise kararh, & >0 ise kararsiz olur. Eger; a =0 ise ¢oziim sinirli ve periyodiktir

_ c ad—a
Q{o 5 J

ayrica orijin kararli bir merkezdedir.

i¢in, eger;
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doniisiimiinii yapilir ise;

v % B a )\v
denklemini elde ederiz. O zaman u =rcosd ve v=rsin@’ y1 kullanarak rdr =udu+vdv ve

r*d@ = udv —vdu yazlabilir.

Bu durumda yukarida verilen denklem sisteminden,
dr )
rzzu(au—ﬁv)+v(,5u+a’v)=a'r

r2%f:u(,b’u—av)—v(0m—ﬂv):,b’r

elde edilir.
Bu denklemler ¢6ziildiiglinde,
r(t)=e“r(0) ve 6(@t)=pfr+6(0)
Bunlara bagli olarak da
u(t)+iv(t) = re’ = e”r(0)[cos(Bt + 6(0)) +isin( St + 6(0))]
olur.
a< 0 igin, t — oo iken kararll yoriinge u-v faz diizleminin orijinine yonlenir.

Ayrica bu yoriingeler birer spirali temsil ederler.

5. a=-d ve a’+bc<0 oldugunda karakteristik polinomun kékleri 4,, =+iff =+va’ +bc
timii ile imajiner sayilar olur. Bu koklere karsilik olarak 27%3 periyotlu asagidaki

periyodik ¢oziimler elde edilir:
u(t)=r(0)cos(fr+6(0)) ve v(r)=r(0)sin(ft+6(0)) .
Bu durumda kokler tamamen karmagik olmalar nedeni ile orijin kararli bir merkez nokta olur.

Karsilik gelen yoriingeler ise u -v faz diizleminde asagidaki sekilde gosterildigi iizeredir:
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v
[

&

v

Sekil 3.2.1.4. Bir merkez

x-y diizlemine gecildiginde ,

x) [ Beos(fr+6(0))+(a—a)sin(fr +6(0)) 0
yv)~ esin( B+ 6(0)) r©)

elde edilir. Bu c¢oziimlere karsilik gelen ydriingeler yine 2% periyodlu olacaktir. Bu

durumda yoriingeler eliptik bir bigime sahip olurlar.

3.2.2. Lineer olmayan problemler icin faz diizleminin kullanilis1

ikinci dereceden skaler otonom

2
L ft
dt dt

denklemini yeniden ele alalim. y = % olsun. Bu durumda ? = F(x, y) olur. Daha genel bir
t

t

bicimde bu denklem sistemi;

& Py

df (3.21)
ay _

i o(x,y)

biciminde ifade edilebilir. Ayrica bu sisteme lineer olmayan bir sistem olarak bakilabilir. Bu

sistemden,
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dy _Q(x,y) (3.22)
dx P(x,y) ’

birinci dereceden skaler denklemini elde ederiz. P(x,y) ve Q(x,y) fonksiyonlarinin Taylor

seri acilimlan (x,,y,)’ 1 komsulugunda asagidaki gibi ifade edilebilir:

P(x, y) = P (x5, yo)(x = x5) + P, (X0, Yo )(y — ¥o)

1
+5PXX(X0,)’0)(X—XO)2 +ny(xosy0)(x_x0)(y_yo)

+%Pyy(x0,yo)(y— ¥o)l ...
O(x,y) =0, (x5, Yo )(x = x,) + O, (x5, ¥, )(¥y = ¥y)
#3033+ 0, (3 E =33 3y)
+%Q,,,,(xo,yo)(y—yo)2 +...

(3.21) sisteminden u =x—x, ve v=y-y, alindiginda,
du
E = Px(x(wyo)u +Py(x0’y0)v
4 (3.23)
v
- O, (x5, yo)u+0 (x5, y,)v

sistemi elde edilir. (3.23) sisteminin katsayilar matrisi Jacobian matrisine karsilik gelir.

Ayrica bu matris singiiler degildir.

Ornek 8. Simdi

2

df+k2sin9:0 (3.24)
t

sarka¢ denklemini inceleyelim. w = ? alalim. (3.24) denklemi esdeger bir sistem olarak
t

asagidaki sekilde verilebilir:

de
— =W
dt
d_w =—k’siné
dt
Bu sistem icin (6,,w,)=(n7,0)=0,£1,22,...  kritik noktalar olur. Bu noktalar sarkacin

durgun konumuna karsilik gelir. Boylece w>0 icin @ arttifinda sarkacin hareketi 8-w
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diizleminin st (alt) yarisinda sag (sol) tarafa dogru olacaktir. Bu faz diizlemindeki
yoriingelerin diferensiyel denklemi,

dw _ _k2 sin @
de w

olur. Bu denklem c¢oziiliirse, ¢ keyfi bir sabit olmak iizere;

2
Y K cosf=<
2 2
elde edilir. Bu bagint1 her bir yoriinge boyunca enerjinin korunumu ifadesi olarak yorumlanir.

Ayrica bir [0(0),w(0)] baslangi¢ noktasindan gegen yoriinge tek sekilde belirlenir. Yukarida
elde edilen ¢oziimden

w(@) = +y2k% cos @ + ¢
bagintist yazilabilir. ¢ =2k ye karsilik gelen yoriinge [(2n +1)7z,0] durgun noktalar1 boyunca
gecer ve geri kalan yoriingeleri igine alir. Benzer bigimde ¢ > 2k icin hicbir yoriingenin hizi
yani y sifira yaklasmaz; w’nin isaretine bagli olarak da @ sinirsiz bir bicimde artar ya da
azalir. Son olarak ¢ < 2k” igin faz diizleminin yoriingeleri smirsiz bir bicimde (2n7,0) kritik

(durgun,denge) noktalari igine alir. Ayrica yoriingeler baslangi¢c noktasindan periyodik bir
bicimde geger. k&’ nin degisik durumlari i¢in s6z konusu ydriingelerin temsili bir sekli asagida

goriilmektedir. ( Sekil 3.2.2.1.)

Sekil 3.2.2.1. Sarkacin faz sekli

Bu durumda (2rn7,0) kritik noktalar kararli birer merkezi (mx,0), (m-tek) kritik

noktalar kararsiz birer eyer nokta olur. Bilindigi iizere ¢coziimlii sarka¢ hareketi

d*x

dt?

+F(x)=0 (3.25)
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biciminde ikinci mertebeden skaler bir diferensiyel denklem ile modellenmektedir. Bu

denklem;
dx
@’
sistemine esdegerdir. Bu sisteme ait
Do F
dt
potansiyel enerji,
V(x)= j F(s)ds , (3.26)
x(0)
kinetik enerji
1, dx
—v: ., (v=—
2 ( dt)

ile belirlenir. Buna bagli olarak, 4 bir sabit olmak iizere toplam enerji,
%vz +v(x) zhzévz(O) (3.27)

olarak elde edilir. h’nin alacagi degerlere bagh olarak x-v faz diizleminde yoriingelerin
davraniglart yorumlanabilir. Asagidaki sekillerden x-v faz diizleminde potansiyel enerjiye

gore bir yorum goriilmektedir. ( Sekil 3.2.2.2 )

Sekil 3.2.2.2. Potansiyel profilinden faz seklinin belirlenmesi

Kolaylikla gosterilebilir ki , eger potansiyel enerji bir x=x_ kritik noktasinda yerel bir
minumuma sahip ise (x,,0) kritik noktas1 kararli bir merkez; x=x_ kritik noktasinda

potansiyel enerji bir yerel maksimuma sahip ise,bu taktirde (x,,0) kritik noktas:t bir eyer
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noktasi olup, kararsizdir; son olarak potansiyel enerji  x=x_ kritik noktasinda bir biikiim

noktasina sahip ise, bu taktirde (x,,0) kritik noktas1 kose olup, kararsizdur.

Ornek 9. y'=e, y(0)=yT)=0 (3.28)

sinir deger problemini ele alahm. v =y alindiginda, (3.28)

’

y =v
_2v

Vi=e™

sistemi olarak ifade edilebilir. (3.28) denklemini y” ile carpalim:

Sinir sartlarina bagl olarak ,

(V) +e™ =0(0) +1=a’

olacagi aciktir. Burada a=+/(y"(0))>+1  ve

verilen sistemden ;

y'(0)| ise 1’den kii¢iik degildir. Yukarida

-2y
dv _e™

dy_ v

elde edilir. Bu ise degiskenlerine ayrilabilir bir diferensiyel denklemidir. Integral alindiginda;

vdv=edy
ifadesinden
vit+e™ =a’
elde edilir. Ote yandan
e =y =
oldugu i¢in
V=a’-v’

olur. Ayrica, v'=e™ >0 olmasi nedeni ile v monoton olarak artan bir fonksiyondur.
vi+e ™ =a’
ifadesinde sinir sartlar1 kullanildiginda,
V(T)+e D =a’

Vi) +1=a’
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viT)=a’ -1

v(T)=+a’—1=-v(0)

yazilabilir. Ayrica ,

denkleminden sinir sartlar1 kullanildiginda;

wn+a_(wm+a}m,

vy —a (v(0)-a
bulunur. Asagidaki sekilde v’ye ait grafik goriilmektedir. (Sekil 3.2.2.3.)

w(T)

v
~<

v(0)

Sekil 3.2.2.3. Ornek 9 icin faz diizlemi sekli

Islemler siirdiiriildiigiinde , kolaylikla

¥(1) = lnE cosh{“ - (I - Qﬂ

elde edilir. ilaveten bu drnekte elde edilen potansiyel enerji fonksiyonunun kritik noktalarda
alacagt maksimum, minumum ve biikiim noktalarina gore kritik noktalarmin kararlilik
durumlan kolaylikla yorumlanabilir.

3.2.3. Daha yiiksek boyutlu sistemlerde kararhlik

Simdi A, nXn basamakta singiiler olmayan bir matris ; x, nx1 boyutlu bir vektor
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olmak iizere birinci mertebeden

x=Ax (3.5)
lineer diferensiyel denklem sistemini goz oniine alalim. Tlgili literatiire bakildiginda kolaylikla
goriilebilir ki A matrisinin tiim 6z degerleri negatif reel kisimli ise, bu taktirde bu sistemin
sifir ¢oziimii asimptotik kararli; 6z degerler pozitif reel kisiml ise, ¢oziimler kararsizdir.
Belirtelim ki bu yorum daha da ayrintili olarak verilebilir. Ancak burada fazla ayrintiya
girmek istemiyoruz. Ote yandan bilindigi iizere n. mertebeden sabit katsayili her lineer

diferensiyel denklem (3.5) bi¢iminde bir denklem sistemi olarak ifade edilebilir.

-1 0 O
Ornek 10. x=0 -2 0 |x
0 0 -3
-1 0 O
sifir ¢oziimil asimptotik olarak kararlidir. Ciinkiit A= 0 -2 0 | bir kdsegen matristir.
0 0 -3

Bunun 6z degerleri —1,-2,—3 olur. ¢ — oo i¢in biitiin ¢oziimlerin sifira gidecegi aciktir. Yani

sifir ¢oztimler asimptotik kararlidir.

0O 0 O
Ornek 11. x={0 -1 0 |x
0o 0 -2
0O 0 O
sistemini goz Oniine alalim. A={0 -1 0 | olup, 6z degerler swras1 ile 4, =0 , 4, =1,
0O 0 -2

A, =-2 olur. A, =0 oldugundan karsilik gelen ¢6ziim bir sabit olur. Yani ¢oziimlerden biri

1
x()=|0|c,
0
olur. ¢ — o i¢in bu ¢dzlimiin sifira gitmeyecegi aciktir. O halde verilen denklem sisteminin

sifir ¢oztimii kararli ancak asimptotik kararl degildir.
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Ornek 12.  Eger § =0 ise

. (0 o
X= X
0 0

in sifir ¢oziimii kararlidir. Bu durum agiktir. Ciinkii bu durum igin denklem sistemi
¢oziildigiinde ¢oziim sabit bir vektor olur. Bu ise her zaman kararlidir.
Simdi her x ve her ¢t >¢, i¢in f ve f siirekli olmak kaydiyla

x=f(xt) x(t,)) =x, (3.29)
biciminde bir lineer olmayan vektor baslangic deger problemini inceleyelim ve bunun tek
¢Ozliimiinii de

x(t) = x(t;x,,t,)

ile gosterelim.
Pek cok fiziksel durumlarda f vektor fonksiyonlarinda, x, baslangi¢c vektoriinde ya da ¢,

baslangi¢ noktasindaki kiiciik degisiklikler altinda ¢oziimiin ne kadar degisecegini bilmek
onemlidir. Ayrica, (3.29)’un sifirdan farkli her c¢oziimii kolaylikla sifir ¢oziimiine
indirgenebilir. Bu nedenle herhangi bir ¢oziimiin kararliligindan s6z etmek yerine, sifir

¢Oziimiin kararliligindan s6z etmek daha uygundur.

Tamm 1. f(0,t) =0 olmak iizere
x=f(x,t)
b
baslangi¢ deger problemini ele alalim. Bu problemin x(#) =0 ¢6ziimiine, £ >0 olmak iizere
|x0| <6 oldugunda her 21, igin |x(t)| < € olacak sekilde bir §(z,,€) sayisi var ise,
kararlidir denir. Eger ¢oziimiin sifir ¢oziimii kararli; 6 =(€), yani 0 sayisi ¢, dan bagimsiz
olarak elde edilebiliyorsa, sifir ¢oziimiine diizgiin kararlidir denir.

Eger ¢oziim kararli, 5 >0 olmak iizere |x(t,)| <& oldugunda limx(t) =0 ise, sifir ¢oziimiine

asimptotik kararlidir denir.

» X=—x
Ornek 13. {
x(ty) = x,

—(t=1y)

baslangi¢ deger problemini ele alalim. Bu problemin  x(7) = x,e , (t=t,) ¢oziimii

kararlidir.
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) X+x=0

Ornek 14. x(0) = Cl,)'C(O) = ¢,

baslangi¢ deger problemini inceleyelim. Bu problemin ¢dziimii
x(t) =c, cost+c, sint

biciminde elde edilir. Bu ¢6ziim diizgiin kararhdir.

Ornek 15. Ornek 13°de verilen ¢oziim ayni zamanda asimptotik kararhdir. Ciinkii ¢oziim
kararli ve t —>c igin x(z) >0 dir. Belirtelim ki benzer ifadeler sifir ¢6ziimii i¢in de

kullanilabilir.

3.3. Liapunov Fonksiyonlari

x=f(x) (3.30)
lineer olmayan vektdr otonom sistemi i¢in bir v(x) Liapunov fonksiyonu bir X noktasi bu

sistemin bir denge(kritik) noktasi olmak iizere asagidaki sartlar1 saglayan siirekli
tiirevlenebilir skaler bir fonksiyondur:

(i) v(x)=0ve x#0 icin v(x)>0 ,yani v pozitif tanimhdir;

(ii) x # X i¢in, v(x(¢)) =V _(x)f(x) <0 olur.

Burada fl—v gradient vektorii i¢in zincir kurali uygulanirsa
X

y=dV _dV dx_

= = . \%
dt dx dt o

bulunur.
Eger
x=fx) , (f(0)=0)
denklem sistemi ic¢in bir V(x) Liapunov fonksiyonu var oyle ki V(x) fonksiyonunun
X = f(x) sistemi boyunca tiirevi
V(x)<0

sartin1 sagliyor ise, bu taktirde x = f(x) ’in sifir ¢co6ziimii (denge noktas1) kararl olur.
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Eger ; V(x)<O0 ise bu taktirde s6z konusu ¢oziim asimptotik kararlidir. Bu ifadeler

Liapunov teoreminden alinmistir.

Ornek 16. iki boyutlu

. 2, .2
{x—y+/)’X(x YY) (<0 bir sabittir)

y=—x+fy(x* +y%)
sistemini inceleyelim. Bu sistem (0,0) kritik noktasina sahiptir. Bu sistem i¢in
V(ix,y)=x"+y’
fonksiyonunu bir Liapunov fonksiyonu olarak secilebilir. (x, y) = (x(¢), y(¢)) bu sistemin bir
¢Oziimii olsun . Yukaridaki Liapunov fonksiyonunun sistem boyunca tiirevi alindiginda
V=2x(y+ Br(x® + y)) +2y(=x + By(x® + y) = 2B(x* + y*)’
elde edilir. Ayrica, V <0 dir. Dolayistyla verilen sistemin (0,0) kritik noktas1 asimptotik
kararli olur. Eger f=0 almsaydi , bu durumda ¢oziim sadece kararli olurdu, ancak
asimptotik kararli olmazdi. Ayrica sunu belirtmekte fayda vardir ki >0 olmasi durumunda

(0,0) kararsiz olur.

e X=—x+Yy
Ornek 17. ) 5
y=-y—x
. . . . . 1 4 1 2 .. .
lineer olmayan sistemi ve bu sisteme ait V(x,y) = Zx + 5 vy~ pozitif tamml fonksiyonu ele

alalim. Yukaridaki sistem boyunca V ’nin tiirevi alindiginda
V=xixt )+ yy—x)=x' -y
elde edilir. O halde verilen iki boyutlu ve lineer olmayan sistemin (0,0) kritik noktasi

asimptotik kararlidir. Ayrica (0,0) '1n verilen sistemin bir kritik noktas1 oldugu agiktir.



4. BULGULAR

Lineer Diferensiyel denklem sistemleri i¢in bazi ¢oziim yontemleri verildi. Konu ile
ilgili ornekler sunuldu. Kararlihik kavrami, kararlilik tiirleri, kritik noktalarin kararlilik
durumlarn ele alindi. Liapunov yontemi tanitildi. Liapunov yonteminin incelenmek istenen
sistemlerin ¢oziimlerinin kararlilik durumlarim test etmede etkili bir yontem oldugu

gOriilmiistiir.



5. TARTISMA ve SONUC

Onceki boliimlerde incelenen konu iizerine bir cok drnekler verilmis olup , bu boliim

de ise asagidaki 6rnegi inceleyerek konuyu sonuca baglayalim.

._( 2t j
Tl S (1)

z(0)=1

Ornek olarak;

baslangi¢ deger problemini ele elalim. Bu problem ¢oziildiigiinde,
dz _ 2t

z 147

Inz=1In(1+1¢%)

2()=c(l+1%)

dt

elde edilir. z(0) =1 olmasi nedeni ile

1=c(1+0)
c=1

2 =1+1°

¢Oziimii elde edilir. Bu ¢6ziimiin kararsiz oldugu acgiktir. Simdi ise

._( —2rj
Tl S @)

z(0)=1

baslangi¢ deger problemini ele elalim.

() =

1412
olacagi acgiktir. Bu ¢oziim kararhidir. Ayrica ¢ — oo igin z(tf) >0 oldugundan ¢oziim
asimptotik kararlidir. Simdi Liapunov yardimui ile verilen ¢éztimlerin kararlilik durumlariin
inceleyelim.

V(z)=2
fonksiyonunu Liapunov fonksiyonu olarak secelim. Bu fonksiyonun her iki problem denklem
boyunca tiirevi alindiginda sirasi ile

ﬂzzzﬂzzz( 2t2jz= 412z220 (t=0)
dt dt 141 1+1
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ve

d_ A g

dr  1+¢
elde edilir. Teori geregi, asagidakiler sdylenebilir:
i) (1) denklemi i¢in

V()=z"20 , V()20
oldugundan, verilen problemin ¢dztimleri kararsizdir.
ii ) (2) denklemi icin
V(2)=2"20 , V(2)<0

oldugundan Liapunov teoremi geregi, verilen problemin ¢6ziimiiniin kararli oldugu aciktir.
Belirtelim ki bu durum yiiksek mertebeden lineer olmayan diferensiyel denklemlerde

uygulanabilir.
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