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Bu c¢aligmanin ilk adiminda Fibonacci, Lucas ve Pell dizileri ile ilgili bazi
caligmalar Perrin dizisine uygulanmustir.

Genellestirilmis Perrin dizileri tanimlanmis ve bu dizinin terimlerinin matris
metodu ile elde edilisi gosterilmistir. Bu siirecte tanimlanan A companion
matrisinin karakteristik ve minimal polinomunun katsayilar1 incelenmis ve bu
polinomun katsayilar1 kullanilarak genellestirilmis Perrin dizisinin herhangi bir

terimini veren formiil elde edilmistir.

il



Genellestirilmis k-mertebeli Perrin sayilarinin k-dizileri tanimlanmistir. Bu
dizilerin matris gosterimi yapilip, bu matrisler arasindaki iligskiler bulunmustur.
Tanimlanan matrislerin determinant1 hesaplanmistir.

Sonra, genellestirilmis k-mertebeli Perrin  sayilarinin = k-dizileri igin

tanimlanan matrisin karakteristik polinomunun katsayilar1 kullanilarak bu

polinomun kokleri {r,r,,...,} olmak iizere, V(r,r,,...,r,) Vandermonde

matrisinin mindriiniin hesabin1 veren bir teorem ispatlanmistir. Bu minér
kullanilarak Cramer metodu ile genellestirilmis k-mertebeli Perrin sayilarinin
k-dizilerinin herhangi bir terimini veren formiil elde edilmistir. Bu formiiliin
kullaniligin1 gdsteren bir 6rnek eklenmistir.
Perrin dizileri i¢in yapilan bu c¢aligmalar Fibonacci ve Lucas dizileri i¢in de
uygulanmis ve bu dizilerin herhangi bir terimini veren formiiller gelistirilmistir.
Genellestirilmis Fibonacci dizisinin 6zel bir durumu olan Pell sayilarinin

elde edilisi bir uygulama olarak verilmistir.
Anahtar Kelimeler: Fibonacci, Lucas, Pell ve Perrin sayilari, genellestirilmis

Fibonacci ve Perrin dizileri, genellestirilmis k-mertebeli Fibonacci (Lucas, Pell,

Perrin) sayilarinin k-dizileri.
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In the first step of this study, some applications have been applied to Perrin
sequences, used to be applied to Fibonacci, Lucas and Pell sequences.

Generalized Perrin sequences have been defined and terms of these
sequences have obtained by matrix method. Relations between coefficients and

roots of characteristic and minimal polynomial of the companion matrix A,



defined in this process, have been investigated and derived a closed form formula
to calculate any term of generalized Perrin sequences by using these coefficients.

k -generalized order-k  Perrin sequences have defined. Matrix
representations of these sequences have been applied and stated some relations of
these matrices. The determinants of these matrices have been calculated.

Let roots of characteristic polynomial of matrices that defined for matrix

representation of K -sequences of generalized order-K Perrin numbers are

{r.r,....r.}. Then a theorem has been proved to calculate minor of

V (r1 , rz,...,rk) Vandermonde matrices. By using this minor and Cramer method,

a formula has been derived to calculate any term of K -sequences of generalized
order-Kk Perrin numbers. In addition, an example has given to show application of
this formula.

All of these studies, derived for Perrin sequences, have been applied to
Fibonacci and Lucas sequences and formulas have been derived to calculate any
term of these sequences.

Getting terms of Pell numbers, a special case of generalized Fibonacci

numbers, has been given as an application.
Key Words: Fibonacci, Lucas, Pell ve Perrin numbers, generalized Fibonacci and

Perrin sequences, k- sequences of generalized order-k Fibonacci (Lucas, Pell and

Perrin) numbers.
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ONSOZ

Bu ¢alismada Fibonacci, Lucas ve Pell sayilarinin tanimlar1 verildikten sonra
genellestirilmis Fibonacci, Lucas ve Pell dizileri verilmistir. Ayrica bu dizilerin
k-mertebeli genellestirilmis Kk-dizilerinin tanimlart gosterilmistir. Bu diziler ile
ilgili bir kisim sonuglar anlatilmistir.

Kalman(1982)’in genellestirilmis Fibonacci dizisinin herhangi bir terimini
veren formiilii bulan yontemi irdelenmistir. Perrin dizileri genellestirilmis ve
Kalnam’in metodu ile genellestirilmis Perrin dizisinin herhangi bir terimini veren
formiil elde edilmistir.

Ayrica, k-mertebeli Fibonacci, Lucas ve Pell sayilarinin k-dizileri gibi Perrin
dizisinin de k-mertebeli Kk-dizileri tanimlanmistir. Bu tanimin ve buna bagh
sonuglarin indeksli bir dergide yaymlanmak {iizere kabul edilmesi {izerine
calismalarimiz bu alana yogunlastirilmistir. Daha sonra Kalman(1982)’1in
uyguladigi yontem daha genis olan yeni tanima uygulanmis ve gelistirilen formiil
ile elde edilen sonuclar Fibonacci, Lucas ve Pell sayilarina da uygulanarak bu
diziler ile ilgili ¢caligmalar bir adim 6teye gotiiriilmiistiir. Yapilan uygulamalarda
caligsmalarin sonuglarinin dogrulugu goriilmiistiir.

Yaptigim bu caligmada bana desteklerini esirgemeyen danisman Hocam
Prof. Dr. Durmus BOZKURT Bey’e, Prof. Dr. Hasan SENAY Bey’e, Prof. Dr.
Hiiseyin ALTINDIS Bey’e, Mehmet AKBULAK Bey’e ve beni sabirla

destekleyen aileme tesekkiirlerimi sunarim.

Kenan KAYGISIZ
Agustos 2008
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1. GIRIS

Ortagag Avrupast’nin en biiyilk matematikg¢ilerinden kabul edilen, Fibonacci
adiyla iinlenen Pisa’li Leonardo (1170-1250)’nun kendi hazirladig1 asagidaki soruya
cevab1 yine kendi ad1 ile {inlenen say1 dizisi ile olmustur. Kuzey Afrika’da biiyiiyen
Fibonacci, Araplarin ileri matematik bilgisi ile yetigmistir. 1202°de yazilan (1228°de
yenilenen) Liber Abaci adli kitabiyla bugiin de kullandigimiz Arap rakamlarini
Avrupa’ya tanitmistir. Fibonacci’nin meshur sorusu “Bir adamin, bir c¢ift yeni
dogmug yavru tavgani olsun. Bu yavru tavsanlar 1 ay igerisinde biiyiistin, ikinci ay
olgunlassin ve tigiincii ayin basinda kendileri gibi bir c¢ift tavsan yavrulasinlar.
Dogan yavrular da ebeveynleri gibi yavrulasinlar. Bu tavsanlarin hi¢ olmedigi kabul

edilirse adamin n inci ayin sonunda kag ¢ift tavsani olur?” seklindedir.

Yukaridaki sorunun cevabina gelince; ilk ayin basinda yeni dogan bir cift
tavsan vardir, ikinci ayin basinda aymi ¢ift tavsan vardir, iigiincii aym basinda eski
cift tavsan ile yeni bir ¢ift tavsani olur. n inci ayim basindaki tavsan ¢ifti sayis1 £ ile
gosterilirse, (n+1) inci aymn basinda F,, ¢ift tavsan1 olur. (n+2) inci aym basinda

son durumdaki F

n+l

tavsan ¢ifti vardir ve F tane de olgun tavsan birer ¢ift tavsan

dogurmuslardir. Boylece

F

n+2

=F +F

n+l n

olur

(Vajda 1989).

Leonardo Fibonacci, kendi adiyla anilan Fibonacci dizisini tanimladiktan sonra
bu dizi lizerinde bir¢cok calisma yapilmistir. Calismalar 6zellikle dizinin elemanlari

ile tabiattaki baglantilar1 {izerinde yogunlasmistir. Altin Oran olarak bilinen



irrasyonel sabitin (1+2\/§ =1,618...), Fibonacci dizinin ardisik elemanlarinin

oraninin limitine esit olmasi, bu say1 dizisine ilgiyi artirmstir.

Fibonacci dizisinin elemanlarini daha kolay hesaplayabilmek icin birgok
calisma yapilmistir. Bu ¢alismalardan rekiirans iliskisi igermeyenleri daha ¢ok ilgi

gbérmiistiir. Bunlardan biri Binet Fibonacci dizisi formiilii olarak bilinen

P (1+5) —(1-/5)"
" 25

esitligidir (Wells 1986).

1.1. Amac¢ ve Kapsam

Bu caligmanin amaci; sayilar teorisi ve bir¢ok doga olayinda karsimiza ¢ikan
Fibonacci, Lucas, Pell ve Perrin say1 dizilerinin ve bu dizilerin genellestirmelerinin,
rekiirans iligkisi kullanilmadan herhangi bir teriminin hesaplanabilmesini saglayacak
yontemler gelistirmektir. Rekiirans iligkisi ile bir dizinin herhangi bir terimini
hesaplamak i¢in bulacagimiz terime kadar olan biitiin terimleri hesaplamak gerekir.

Halbuki bizim metodumuzla istedigimiz terimi dncekileri hesaplamadan bulabiliriz.

1.2. Kaynak Arastirmasi

Son yillardaki ¢aligmalarda Fibonacci sayilarinin genellestirmeleri goze
carpmaktadir. Bu calismalarin genel cercevesi Vajda’nin “Fibonacci and Lucas

Numbers and The Golden Section” adl1 kitabinda bulunmaktadir.

Vajda (1989), negatif Fibonacci ve Lucas sayilarii tanimlamistir. Ayrica
Vajda (1989)’ya gore Miles, Tribonacci say1 dizisini tanimlamistir. Edouard Lucas
(1876), Perrin sayilarin1 tanimlamis ancak bu dizi daha sonra iizerinde yaptigi

calismalar nedeniyle R. Perrin (1899)’in adiyla taninmustir.



Fibonacci sayilarinin matris gosterimi tizerinde ¢alisilmistir. Kalman (1982)
daha onceki ¢alismalarda tanimlanan genellestirilmis Fibonacci dizisinin herhangi bir
terimini veren bir formiil gelistirmistir. Er (1984) genellestirilmis k-mertebeli
Fibonacci sayilarmmin k-dizilerini tanimlamis ve bunun matris gdsteriminin
ozelliklerini ispatlamigtir. Karaduman (2004) genellestirilmis A-mertebeli Fibonacci
sayilariin A-dizileri ve matris gosterimi ile ilgili bazi iliskiler elde etmistir. Tas¢1 ve
Kili¢ (2004) genellestirilmis k-mertebeli Lucas sayilarinin £-dizilerini tanimlamis, bu
dizilerin matris goOsterimi lizerinde ¢alismis ve elde ettigi matrislerin
determinantlarim hesaplamistir. Ocal ve Ark.(2005) genellestirilmis k-mertebeli
Fibonacci ve Lucas sayilarinin k-dizileri ile ilgili Binet formiilleri tiretmislerdir. Kilig
ve Tasct (2006) genellestirilmis A-mertebeli Pell sayilarinin = A-dizilerini
tanimlamiglar, matris gosterimini yapmislar ve elde ettikleri formiillerle bu dizinin
elemanlarinin dogrudan elde edilebilecegini gostermislerdir. Kilig ve Ark. (2006)
genellestirilmis k-mertebeli Pell sayilarimin A-dizileri iizerinde g¢alismislar ve bu

dizilerin terimlerinin toplamini veren bir algoritma gelistirmislerdir.

1.3. Perrin Dizisi

Perrin dizisi ile ilk olarak 1876’da Edouard LUCAS (American Journal of
Mathematics, vol.1, s. 230) calismistir. Ancak dizi daha sonralar1 1899°da bu dizi ile
calisan R. PERRIN’in ad1 ile anilmaktadir[15].

Bu dizi ile ilgili iki temel alanda ¢alisma yapilmistir. Bunlardan birincisi, n

inci Perrin sayis1 R(n) olmak lizere,

“n|R(n) < n asal say1”

konjektoriidiir. Mesela, R(19)=209 ’dur ve 19| 209 ’dur. Lucas bu dnermenin biitiin

asallar i¢in gecerli oldugunu 6ne slirmiistiir. Ancak daha sonralar1 asal olmayan bazi

n degerleri i¢in de n|R(n) oldugu gosterilmistir. Mesela;

n=521% = 271441 igin n|R(n)



dir. Bu sekildeki »n bilesik sayilar1 Perrin yalanci asallar1 (pseudoprimes) olarak

adlandirilmustir.

Bu dizi ile ilgili ikinci ¢aligma da, Binet-benzeri formiil {izerinedir. Perrin
dizisi x’ —x—1=0 denkleminin koklerinin kuvvetleri ile ifade edilebilmektedir. Bu

denklemin bir kokii reel ( p ~1,3324718), digerleri {q,r} karmasik sayidir. Burada

reel koke plastik sayr adi verilmektedir. Perrin sayilari
R(n)=p"+q"+r"

Binet formiilii ile elde edilebilir. Karmasik koklerin modiilleri 1 den kii¢iik oldugu

n

icin biliyiikk n degerleri i¢in formiill R(n) ~ p" ifadesine doniisiir. Bu yolla biiyiik

Perrin sayilar yaklagik olarak hesaplanabilir.

Ayrica Fibonacci dizisindeki altin oran gibi, Perrin dizisinin ardisik

terimlerinin orani da p plastik sayisina yaklasir[16].

1.4. Baz1 Say1 Dizileri

F, =0 ve F, =1olmak iizere n>2 i¢in,

F,=F_ +F,,

n—1

seklinde tanimlanan diziye Fibonacci Dizisi denir. Bu dizinin ilk 15 terimi soyledir:

n (0 |1 12 ({3 |4 |5 |6 |7 (8 |9 (101112 |13 |14 |15

F, 10 |1 |1 |2 |3 |5 |8 |[13]21[34|55(89 144233377610

Ayrica negatif Fibonacci dizisi de F, =(-1)""F formiili ile tanimlanir

(Vajda 1989).

L,=2 ve L, =1 olmak iizere n>2 icin,




L =L

n—1

+L ,

seklinde tanimlanan diziye Lucas Dizisi denir. Bu dizinin ilk 15 terimi sdyledir:

n (0|12 (3 (4|5 |6 |7 |8 |9 |10 [11 (12 |13 |14 |15

Lo{2 |1 3[4 |7 |11[18]29|47|76]|123|199 |322|521 |843 | 1364

Ayrica negatif Lucas dizisi de L , =(-1)"L, formiilii ile hesaplanir (Vajda 1989).

P, =0 ve P=1 olmak lizere n>2 igin,

P,=2P  +F,

seklinde tanimlanan diziye Pell Dizisi denir. Bu dizinin ilk 13 terimi soyledir:

n 0112134 |5 |6 |7 8 9 10 11 12 13

P olo|1]2|5]12|29]70] 169|408 | 985 | 2378 | 5741 | 13860 | 33461

R, =3, R =0 ve R, =2 olmak lizere n > 2 igin,

R

n+l

R . +R

n—1 n-2

seklinde tanimlanan diziye Perrin Dizisi denir[15]. Bu dizinin ilk 15 terimi de

sOyledir:

1.5.Temel Kavramlar

Bu boliimde, tezde kullanilacak olan bazi temel kavramlar1 hatirlatacagiz.




1.5.1.Vandermonde matrisi ve determinanti

2 k-1
I x x X,
2 k-1
1 x, x X,
_ 2 k-1
V(x,x,...x)=[1 x, xi - x
2 k-1
11 x x x|
veya
1 1 1 1
X, X, X X,
. 2 2 2 2
V(x,x,,....x)=| x D L
k-1 k-1 k-1 k-1
L %1 Xy X3 X

seklindeki matrislere Vandermonde matrisi denir. Uygun satir (veya siitun) islemleri

ile determinantlarinin

1 1 1 1
X X, X Xk
_ 2 2 2 2 |
detV(x,,x,,....,x,)=| x; x5 x3 - X, |= H (x; —x;)
. . . 1< j<i<k
- k-1 k-1 k-1
L% Xy X X
oldugu gosterilebilir.
1.5.2. Hessenberg matrisi ve determinanti
all a]2 0
ay ay Ay
a a a a
31 32 33 34
A4, = )
an—l,l an—1,2 an—l 3 an—l,n—l an—l,n
| anl anZ an3 an,n—l ann i




seklindeki j>i+1 igin, a; =0 formundaki matrislere 4lt Hessenberg Matris denir

(Horn 1985).

a .., =1 olan Hessenberg matrisine de Normallestirilmis Alt Hessenberg

i,i+1

Matrisi denir. Ulrich Tamm[11] normallestirilmis alt Hessenberg matrisi

IS 0 0 - 0
a? a" 1 0 - 0
P 0
a(()nfl) al(nfz) aéns) . a’(zl_)2 1

in determinantini Franklin’in (1967) formiiliinii kullanarak

detd,=d, =Y (-1)"a\"d (1.1)

n—t"t-1
t=1

seklinde sadelestirmistir[11].

1.5.3. Karakteristik polinom, 6zdeger ve 6zvektor

a, 4y a,,
A= ay, a'zz a,,
anl anZ e nn

matrisi ve [/, birim matrisi verilsin. (4, —A4)x =0 seklinde ifade edilebilen lineer

homojen denklem sisteminin sifir ¢éziimiinden farkli ¢oziimiiniin olabilmesi i¢in

gerek ve yeter sart



A-a, -a, - -a,
—a, A-a, 0 -a,
det(Al, —A4A)=| . . . =0
_anl _an2 o /1 - ann

olmasidir. Bu determinant acildigi zaman n inci dereceden A ya bagli monik bir

polinom elde ederiz. Bu polinoma 4 matrisinin karakteristik polinomu denir.

Bu polinomu agik sekilde yazarsak
A= +a A" +a,A" +...+a,_A+a,
olur.

A (1) =0 denklemine A matrisinin karakteristik denklemi de denir.

A (1) =0 denkleminin koklerine 4 matrisinin ozdegerleri veya karakteristik

degerleri denir.
1<i<n igin A4,
(41, —A)x, =0

denkleminin x, ¢ozlim vektoriine 4 matrisinin ozvektorii veya karakteristik vektorii

denir.

1.5.4. Companion matris

PA)=A"+a " +a,A" +...+a, A+a,

n—1

monik polinomu verilsin.



0 0 - 0 -a, |
0 0 —a,,
4,=[0 1 0 -a,,
00 -« 1 =-q |
veya
0 1 - 0 |
0 0 0
A, = :
0 0 0 1
|4, —4a,, —a, —4

seklindeki matrise P(A) polinomuna karsilik gelen matris veya Companion matris

denir.

1.5.5. Vieta Teoremi

n n-1 _
ax"+a, x"" +--+ax+a,=0

denkleminin kokleri {xl,xz,... X } olsun. Eger,

>n

S, =X +X, 44X,
S, = XX, F XXy 4+ XX,

SS = x1x2x3 + X1x2X4 +-o+ Xn_zxn_lxn
Sn = x1X2x3 ° .xn

ise

S = (_1)[ %

n

olur[17].
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1.6. Dizilerin Genellestirilmesi ve Matris Gosterimi
1.6.1. Fibonacci dizisinin genellestirilmesi ve matris gosterimi

F, =0 ve F, =1olmak iizere n=>2 icin,

F,=F _+F,,

0 1
seklinde tanimlanan Fibonacci Dizisi, A = L J matrisi kullanilarak

A”O—F" 1.2
1 - }1+1 ( . )

ifadesi ile de elde edilebilir (Silvester 1979).

Vajda’ya (1989) gore Miles, ', =0, F', =0 ve F, =1olmak lizere, n >1 igin,

F =F

n n-1

+F

n-2

+F,

dizisine Tribonacci dizisi adin1 vermistir.

Kalman (1982) ¢,(i=0,1,...,(k—1)) sabit sayilar olmak iizere, genellestirilmis

Fibonacci dizisini;

F,=c, \F,_ +¢,F, ,+++qF

n—k+1

+ e (1.3)

olarak tanimlamistir. k=2 ve ¢,=c =1 i¢in genellestirilmis Fibonacci dizisi

bilinen Fibonacci dizisine doniisiir.

Kalman (1982),
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[0 1 0 0 ]

0 0 1 0
IR

0 0 O 0 1

G0 G G G Gy

) E,
n E F;Hl
A= (1.4)
E{—l Eﬁ—k—l

esitligine ulagmistir. Baglangic kosullar

olmak kaydiyla (1.3) e ¢ozlim olarak, genellestirilmis Fibonacci dizisini tanimlamig

ve (1.4) denklemini

; 0
F;1+1

: — An
: 0
Eﬁk—l 1

olarak yeniden ifade etmistir. Daha 6zel olarak F icin,

E=[l 0 - 0]4"|’ (1.5)

formiiliinii vermistir.
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Eger A matrisi kosegen hale getirilebilirse (1.5) i¢in bir formiil
gelistirilebilecegini tespit etmistir. Kalman (1982) bunun icin asagidaki metodu

kullanmastir.
A matrisinin,
(1 -2
P(r)y=r"—c, 7" —c,_ " = —cr—c,

polinomunun companion matrisi oldugu asikardir. Bundan dolay1 P(r), 4
matrisinin hem karakteristik hem de minimal polinomudur. Bu nedenle k£ farkli kokii

olan P(r) polinomlar1 icin A4 matrisi kdsegenlestirilebilir. Bu durumda P(r) nin
koklerinin her biri 4 matrisinin birer 6zdegeri olur ve her bir 7, 6zdegerine karsilik

gelen 6zvektor
(A-11,)X, =0 (1.6)

lineer denklem sisteminin ¢oziimii ile elde edilir. & tane 6zdeger oldugu icin her

birinin geometrik katlilif1 1 olmalidir. Bundan dolay1 (4-r/,).X, matrisinin ranki
(k—=1) olur. Boylece (1.6) lineer sisteminin ¢6ziimii olarak her bir 7, 6zdegerine

karsilik gelen 6zvektor

k-2

k-1

N

seklinde elde edilir. Burada x; herhangi bir sabit say:1 olabilir. Kolaylik olsun diye

x, =1 almabilir.

Kalman (1982) 4 matrisini kdsegenlestirmek i¢in .S matrisini,
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1 | R 1 1
h n T Yy
S=V(n n - n)=| : o : : (1.7)
R
_rlk—l P gk |

seklinde Vandermonde matrisi olarak sec¢mistir. Boylece A=SDS™' esitligini

kullannilarak D kosegen matrisini elde etmis ve (1.5) te yerine yazarak

formiilii elde edilmistir ki, bu formiil; genellestirilmis Fibonacci dizisinin herhangi
bir terimini 4 matrisinin karakteristik polinomuna ve bu polinomun koklerine bagl

ifade eden formuldiir.

1.6.2. Genellestirilmis k-mertebeli Fibonacci sayillarimin k-dizileri ve matris

gosterimi

1-k <n <0 olmak iizere baslangi¢ kosullari,

Fio 1, i=1-n
" 10, diger durumlar

olan, n>0 ve 1<i<k i¢in
FZ = ZC]-EL/ (1.8)
j=1

seklinde tanimlanan diziye genellestirilmis k-mertebeli Fibonacci sayilarinin
k-dizileri denir (Er 1984). Burada F'; i inci dizinin n inci terimini ifade eder. k=2

n

i¢cin genellestirilmis dizi bilinen Fibonacci dizisine doniistir.

Matris gosterimi igin
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0 0 0
0 0 0
A: . . . °. . . 19
o 0 o0 - 1 0 (1.9)
1Co G G Gy Gy

k -kare matrisi tanimlanir. Buradan matris ¢arpim 6zelligi ile
: , _— . . -
I:F;t—k+2 Fon o F:1+1] = A[F;szu Fon - F, ]

esitligi elde edilir.

Genellestirilmis A-mertebeli Fibonacci sayilarinin  A-dizilerini aynm1 anda

inceleyebilmek i¢in

n—k+1 n—k+1 n—k+1
1 2 k
o _ E’l—k+2 E’l—k+2 El—k+2 110
L : : : (1.10)
1 2 k
matrisi tammmlanir. Buradan;
n+l = AEI
ve
=
=A |

esitlikleri yazilabilir (Er 1984).
Ayrica;
FE=Ave F =A"

oldugu da gosterilmistir (Karaduman 2004).
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1.6.3. Genellestirilmis k-mertebeli Lucas sayllarmin Kk-dizileri ve matris

gosterimi

Tasc1 ve Kilig (2004), genellestirilmis k~mertebeli Lucas sayilarinin k-dizilerini

1-k <n <0 olmak iizere, baslangi¢ kosullart,

2, i=2-n
L =1-1, i=1-n

n

0, diger durumlar

olan, n>0 ve 1<i<k i¢in

seklinde tanimlamiglardir. Burada L. ; i inci dizinin 7 inci terimini ifade eder. i =1
ve k=2 igin genellestirilmis dizi bilinen negatif Fibonacci dizisine doniisiir. Eger
i=2 ve k=2 degeri alinirsa genellestirilmis Lucas dizisi bilinen Lucas dizisine

doniistir.

A, k-kare matrisi

0 0 - 0 0]
0 0 1 .00
A= :
0O 0 0 - 1 0
0 0 0 - 0
11 1 1 1]
olarak tanimlanirsa
‘ ; . qr , , o
I:Ln—k+2 Ln—k+3 Ln+1:| :AI:LnJm Ln—k+2 L,,]

esitligi yazilir.



Genellestirilmis  A-mertebeli

inceleyebilmek icin

matrisi tanimlanir. Buradan;

Ve

esitlikleri yazilabilir. Burada L, = AK yazilirsa

[—1
0
K=|0

elde eldir[12].

(1.11) deki Zn ifadesi goz Oniine alinirsa,

detl , = {

olarak hesaplanabilir[12].

Lucas sayilarinin  A-dizilerini

n+l1

2 0
-1 2
0 -1
0 0

-1

(_ )n+1 ,

13

N )
I
S

k tek
k cift

ayni

16

anda

(1.11)
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1.6.4. Genellestirilmis k-mertebeli Pell sayilarimin k-dizileri ve matris gosterimi

Kili¢ ve Tasg1 (2006), genellestirilmis A-mertebeli Pell sayilarinin 4-dizilerini

1-k <n <0 olmak iizere, baslangi¢ kosullari,

P 1, i=1-n
"0, diger durumlar

olan, n>0 ve 1<i<k igin
Pni :2Pnif1+Pnifz+"'+Pnifk

seklinde tanimlamuslardir. Burada P!; i inci dizinin 7 inci terimini ifade eder. k=2

icin genellestirilmis dizi bilinen Pell dizisine doniisiir.

A, k -kare matrisi

olarak tanimlanirsa
. . . T . . T
[Ra—k+2 Bls o By :I =4 I:Pn—k+l B o F :'

ifadesi gerceklenir.

Genellestirilmis  k-mertebeli  Pell sayilarinin  k-dizilerini  ayn1  anda

inceleyebilmek i¢in



1 2 k
P Puokn " Puoin
1 2 k
~ | Puks2 Puin2 Pk
P, = . . . .
1 2 k
pn p)’l p}’l
matrisi tanimlanir. Buradan
> n
B -,
n+l = 1% n = nPI
ve
Pn+m = m n = n m

esitlikleri elde edilir (Kilig ve Tasg1 2006).

18

(1.12)
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2. PERRIN DiZiSININ GENELLESTIiRILMESI

2.1. Perrin Dizisinin Genellestirilmesi ve Matris Gosterimi

Tamm 2.1. n>2 i¢in, n inci terimi; kendinden bir 6nceki terimden onceki (k—1)

terimin lineer kombinasyonu ile elde edilen diziye Genellestirilmis Perrin Dizisi

denir.

Yani, ¢, sabit katsayilar olmak iizere Genellestirilmis Perrin Dizisi,

R =c,,R _,+c, ;R ;+--+¢cR +c,R, ., (2.1)

n—k+1
veya
k
Rn = zck—iRn—i
i=2
seklinde ifade edilebilir. k=3 ve ¢, =¢, =1 i¢in genellestirilmis dizi, bilinen Perrin
dizisine doniislir. Ayrica n <2 ig¢in
2, n=2

Rn = 3’ n= 0 (2.2)

0, diger durumlar

veya daha ac¢ik olarak

[R, R, - R, R, R RJ],=[0 0 - 03 0 2],

Ixk
baslangi¢ kosullar1 verilebilir.

Genellestirilmis Perrin say1 dizisini matris metodu ile gosterilebilmek icin

once,
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K 0 o o] [o |
0 O 0 O 0
o o0 o0 -~ 0 O 0 I,
A= .. D = (2.3)
0 0 O 0 0
G G G Cr— O_kxk [ 1G9 & 7 G O_kxk

seklinde k& -kare matrisini olugturalim.

Teorem 2.2. A, (2.3) deki matris olmak lizere,

Rl Rn+l
RZ n+2
A" =
Rk—l Rn+k—1
L Rk B L Rn+k a

olur.

Ispat. Ispat1 n iizerinden tiimevarimla yapalim. n =1 igin,

0 0 0 0] o o _
R, R, R,
0 0 1 0 O
R, R, R,
0O 0 O 0 O : )
: R R R
0 0 0 0o 1| k k
e ¢ e c ot R, | |G R+ +eR+eR | | R,
o G G -2 Y]

Rl Rn
R2 Rn+l
A7 = (2.4)
R, R,
L Rk n _Rn+k—1 |
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ifadesi gecerli olsun. (2.4) {in her iki tarafin1 soldan A4 ile carparsak,

Rl Rn n+l n+l
R2 n+l n+2 n+2
a0 . . . .
AA" o |=4] = : =
Rk—l Rn+k—2 Rn+k—1 Rn+k—1
L R, i IRAE _ck—an+k—2 t R, s+t R+ CORn_ L ke
seklinde ispat tamamlanir. [ |

Sonug¢ 2.3. Baslangi¢ kosullarina bagl olarak

Rn—k+3 0
Rl A" 0 (2.5)
R | |3 '
Rn+l 0

L Rn+2 a _2_

ifadesi yazilabilir.

2.2. Genellestirilmis Perrin Dizisinin Herhangi Bir Teriminin Rekiirans Tliskisi

Kullanilmadan Bulunmasi

(2.5) ifadesi daha 6zel olarak soyle verilebilir:

Teorem 2.4. A, (2.3) deki matris olmak iizere,

R.,=[0 - 00 0 1] 40 -~ 0 3 0 2] (2.6)

n+2 1x

olur.

Ispat. (2.6) nin sag tarafini alip Sonug 2.3 ii kullanirsak,
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[0 -~ 0 0 0 1] 4"

N O W O -
=

olur. n

R, in herhangi bir terimini hesaplayabilmek i¢in Kisim 1.6.1 de 6zetledigimiz

Kalman’in (1982) kullandig1 metodu uygulayacagiz.

Burada R ’in daha kolay hesaplanabilmesi i¢in A4  matrisi

kosegenlestirilmelidir. Bununla birlikte 4 matrisi;
P(r)y=r"—0r"—c_,r*?—c 4" —imcr—c, (2.7)

polinomuna karsilik gelen companion matristir. Bu nedenle P(r) polinomu, A4
matrisinin hem karakteristik hem de minimal polinomudur. k£ farkli kokii olan P(r)
polinomlart i¢in A4 matrisi kosegenlestirilebilir. Bundan sonra alinacak P(r)
polinomunun £ farkli kokii oldugu kabul edilecektir. Bu durumda P(r)
polinomunun koklerinin her biri 4 matrisinin birer 6zdegeri olur ve her bir r,

0zdegerine karsilik gelen 6zvektor
(A-11,)X,=0 2.8)

lineer denklem sisteminin ¢oziimii ile elde edilir. £ tane 6zdeger oldugu igin her

birinin geometrik katlilig1 1 olmalidir. Bundan dolayr (4-7/,).X, matrisinin ranki
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(k—1) olur. Boylece (2.8) lineer denklem sisteminin ¢oziimii olarak her bir 7

0zdegerine karsilik gelen 6zvektor

P

k-2

k-1

NN

seklinde elde edilir. Burada x; herhangi bir sabit say:1 olabilir. Kolaylik olsun diye

x, =1 alinabilir.

A matrisini kosegenlestirmek icin bu Ozvektorleri siitun kabul eden S

matrisini almamiz gerekir. S matrisi (1.7) Vandermonde matrisi olarak segilerek
A=SDS™' (2.9)

yazilirsa D kdsegen matrisi elde edilir. 4=SDS™" ifadesi (2.6) da yerine yazilirsa

0 0

vl 0 Lol

Rn+2 = [0 0 O O l]lxk (SDS ) 3 = [O 0 0 0 1:|1><k SD S 3
0 0

_2_ _2_

(2.10)

elde edilir. Bu ifadenin ilk 3 matrisinin ¢arpimi
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11 115 o0 0 0]
4l h leet Tk 0 n 0 0
0 0001, e
k-2 k-2 k=2 k-2 n (2.11)
h h Tt Tk 0 0 a0
P pht e flo o 0
:[rl;ﬁ—k—l r2n+k—l rkn:rlk—l r:ark—l}

olurken son iki matrisin ¢arpimin

0
: M
410
V(r1 7, rk)l 3 = sz
0 Vi
_2_
olarak yazip y, leri ¢ozmeye ¢alisalim. Bu ifadeyi
ol -
i 1 | | 1 »
o |7 e |
3 k-2 k-2 k-2 k-2
0 h n o hea N Vi1
2 _rlk—l I"zk_l rkk:ll l"kk_l_ i yk |

seklinde yazip sistemi Cramer metodu ile ¢ozelim. y, degerini bulmak i¢in soldaki

stitunu alip S matrisinde / inci siituna yazdiktan sonra i inci siituna gore

determinant agilirsa,

1 1 1 1 1 1 1 1
7 7, o : .o :
(~1y2] Do b (c1)23 nk—4 r2k74 rkk:l4 rkk74
rlk73 r2k73 ka7713 }/}(k73 rlk—z r2k72 rkk7712 rkk72
y ~ rlk—z rzk—z rkk—lz ka—z I’ik_l rzk—l rkk7—11 ka—l
=

]
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olur. Matrislerin determinantlar1 alinirsa

02 I (= )+ D223 [T (r-n)| 2 5

i#m,i#j i#=m,i#j i#m,i#j
1<m<j<k 1<m<j<k 1<m<j<k

e [T ()

I<m<j<k

ifadesi elde edilir. Bu ifade sadelestirilirse

(_1)k+i2+(_1)k+i—23 Z rmrj

i#m,i#j
1<m<j<k

(=D P'(r)

Yi=

olup, buradan

243 3 n

i#m, i j
1<m<j<k
= 2,12
Y, P (2,12)
¢Oziimii elde edilir. Bu ifadede toplam semboliindeki ifadeyi, (2.7) deki P(r)
polinomunun katsayilarina bagli olarak Vieta Teoremi yardimiyla inceleyelim. Eger,

erzo

1<j<k

ise
2=
1< j<k
i

olur. Eger

2 =

1<m<j<k

ise
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_ _ .2 _
Z rmrj__ck—Z_r;‘(_;:')_r} Cra

1<m<j<<k
i#=m,i#j

olur. Bunu (2.12) de yerine yazarsak,

_ 2+3(7;'2 _Ck—z)

Vi P (2.13)

elde edilir. Burada P'(r,), P(r) polinomunun 7 noktasindaki tiirevi ve ¢, ,, P(r)

polinomunun katsayisidir. (2.11) ve (2.13), (2.10) da yerlerine yazilirsa bu dizinin

(n+2) inci terimi P(r) polinomunun koklerine bagl olarak

e [24307 =) ]
P'(r;)

k k
R.,=21""y =20 (2.14)
i=1 =1

i i

seklinde elde edilir.

Ornek 2.4. k=4 igin bir genellestirilmis Perrin dizisi tammlayalim ve bu dizinin

terimlerini veren formiilii elde edelim.
k =4 igin genellestirilmis Perrin dizisi
R =25R ,—-60R ,+36R |, (2.15)
olarak tanimlansin. Bu durumda (2.2) ye gore baslangic kosullar
R,=2, R=0, R,=3,R, =0,...
olur. Bu dizinin ilk terimlerini rekiirans iliskisine gore yazalim:

3,0,2,-180,158,-4620,14822,-131460,653438,... (2.16)

(2.15) ten gortliyor ki, ¢, =25, ¢, =-60 ve ¢, =36 dir. Bu degerlere gore P(r)

polinomu
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P(r)=r"=25r* +60r =36 = (r +6)(r = 1)(r —=2)(r =3) (2.17)

olur. Bu polinomun kékleri », =-6, r,=1, =2 ve r, =3 aym zamanda (2.17)

polinomunun companion matrisinin 6zdegerleri olur. P(r) polinomunun
P'(r)=4r—50r +60

tiirevi (2.14) de yerine yazilirsa

4 2 _
Rom3r| S|
i=1

4 41;3 —507, +60
formiilu elde edilir.

Bu formiil ile iki degeri hesaplarsak, n=1 i¢in R, =-180 ve n=4 icin
R, =14822 bulunur. Bunlarin (2.16) daki degerler ile aym degerler oldugu acikca

goriilmektedir.
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3. GENELLESTIRIiLMIiS k-MERTEBELI PERRIN SAYILARININ k-DiZiSi

3.1. Genellestirilmis k-Mertebeli Perrin Sayilarimin K-Dizisinin Tamim ve

Matris Gosterimi

Tanim 3.1. 1 -4 <n <0 olmak iizere baslangi¢ kosullari,

1, k+n+i=2

-1, k+n+i=3

R =13, n+i=1 3.1
2, n+i=3

0, diger durumlar

olan, n>0 ve 1<i <k igin

n—k+1

k-2
i i . i i i i
R, = ch—Z—jRn—Z—j = R, +¢ R+ + R +CoR, 4 (3.2)
Jj=0

seklinde tanimlanan diziye genellestirilmis k-mertebeli Perrin sayilarimn k-dizileri

denir. Burada R’;

n?o

verilen bir k& degeri icin i inci dizinin » inci terimini ifade eder.
Verilen tanimda i=1 ve k=3 i¢in genellestirilmis k-mertebeli Perrin sayilarinin

k-dizisi bilinen Perrin dizisine doniisiir. (Farklt £ degerleri i¢in 6rnekler Ek 1 deki

Tablo 1 de goriilebilir)

Ornegin, k=5 i¢in
. 3 . . . . .
Lo 1 _ i i i i
R, = 203—_/Rn72—_/ =GR, ,+6R, ;+oR,  + R, 5
=0

olur.

Bu dizi ile ilgili 6zellikleri daha kolay inceleyebilmek i¢in daha 6nce (2.3) de

tanimladigimiz
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0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 O 0 0 0 I,
A= : , -
0O 0 O 0 0
S0 G & o O, [ |G 4 €2 0_k><k

- [0 o - 0 0o - R
er—k+2 O 0 1 . 0 0 R:z—kﬂ
Rn—:k+3 ~ 0 0 0 . 0 0 Rn—:k+2 (3 3)
Rli . : : . . : R”;_l
l_ 00 0 « 0 1 ,-
L Rn+1 dkx1 _CO Cl 02 e ck72 O_ka L Rn Jkx1

esitligi ile elde edebiliriz. Bu esitlik ile herhangi ardisik & terimi verilen dizinin

diger terimleri de rekiirans iliskisi ile bulunabilir.

Ayrica genellestirilmis k-mertebeli Perrin sayilarinin k-dizilerini ayni matriste

gostermek istersek; ﬁn matrisi,

1 2 k
Rn—kJrl Rn—k+1 Rn—k+1
1 2 k
- R R .. R
_ n—k+2 n—k+2 n—k+2
R, = : : . : (34)
1 2 k
Rn Rn t Rn

seklinde olur. Bu durumda (3.3) iin genellestirmesi asagidaki teoremle verilebilir.

Teorem 3.2. (3.4) teki ﬁn matrisi kullanilirsa
R, = AR, (3.5)

esitligi saglanir.



Ispat.

0O 1 0
0 0 1
~ 0O 0 O
AR, :
0O 0 O
16 & &
| R117—k+2
2
k=2 .
z GR, j
L /=0
erz—k+2 Rj—k+2
Rri—k+3 Rj—k+3
L erz+1 an+1

k=2
2

Z G R J

=
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1 2 k
Rn—k+1 Rn—kJrl Rn—k+1
1 2 k
Rn—k+2 Rn—k+2 Rn—k+2
1 2 k
Rn Rn Rn
k
Rn—k+2
k
Rn
k=2
k
e Z S Rn—k+1+j
Jj=0 i

I
=]

n+l

Lemma 3.3. (3.4) ve (3.1) dikkate alinirsa EO matrisi,

formundadir.

-1 0 0
0 0 0
0 0 0
0 3 0

0 2
0 2 0

kxk

Lemma 3.4. R,, Lemma 3.3 deki gibi olmak iizere,

dir.

R, =A"R,

n

(3.6)
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Ispat. (3.5) den biliyoruz ki, ﬁﬂ =A1§n dir. Ispati matrislerin c¢arpimi ile n

n

tizerinden timevarimla yapalim.

\%

olur. (n —l) i¢in ifadenin
R, =A""'R,
oldugunu kabul edelim. Bu durumda iki tarafi soldan A ile ¢arparsak
AR, _, = AA"'R,

ise

elde edilir. n

Lemma 3.5. [[]] , tamdeger fonksiyonu olmak iizere, p = [[k/ 2]] ve K,

1 -1 0 0
-1 0 O X
0O 0 O 0
K= : : Y
0 x
' x 0 y |

seklinde k -kare matris olsun. Bu durumda K matrisinin determinanti,
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0P [ 7+t [ 2xry kift

detK =
—D)P| Y+ x |+ xPy?, ktek
( y y

(3.7)

olur.

Ispat. p=[k/2] olmak iizere, K matrisini yeniden diizenleyip birinci siituna gore

determinant1 agarsak

I -1 0 0 x x 0 y
-1 0 X 0 x O
0O 0 0 - 0 S
detkK=|. . . . . L[=(D

: : O 0 0 -+ 0 vy
0 x 0 0 -1 0 0 x 0
x 0 y -~ 0 0 1 -1 0 -~ 0 x

= (=" [ x(=D’|B|+(=D).(-D".|C|+1.(-D)*"" | D] (3.8)

= (=" [ x|B|+ (=D ||+ (D" |D|]

olur. |B , C| ve |D| determinantlarim1 & nin tek ve ¢ift degerleri igin ayr1 ayri

hesaplayalim.

Birinci satir ve birinci siituna gore ard arda determinant agarsak |D|

determinanti

0 y O 0

x 0 y 0

S R S 0, k ¢ift

|D|= = (3.9)

0 00 - y O =D"x"y”, ktek

0 0 0 vy

00 X (k=T)x(k-1)

olur. |B| determinantin birinci siituna gore acip (3.9) esitligi de kullanilirsa
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0 y
0 x O
|B|:£ Dol :{xk_l+(—1)j’xp_lyp_l, k ift
0 vy x* k tek
0
-1 00 -0 Xlk-nxn)

elde edilir. Son siituna gore determinant acip (3.9) ifadesi de kullanilinca |C|

determinanti
0 y O 0
x 0 vy 0
|C| T B (=D Xy, kift
0 0 y 0 Y3, k tek
0 0 0 y
-1 0 0 - 0 x (k=)x(k-1)

olur. Bulunan bu degerler (3.8) de yerine yazilirsa

(—1y? {x[x"*l + (D7 ] D [ Dy ]+ (—1)"“.0}, k cift

detK =
(=17 o D CDM [y ), k tek
(-D? [yk_z +x* ] +2x7yP )k gift
[ e ety Ktk
istenen elde edilmis olur. [ ]

Simdi 6zel durumda ﬁn matrisinin determinantint1 hesaplayalim. (3.2)

esitligindeki ¢ katsayilarinin hepsini 1 alirsak
n—2—j

k=2
i i _ pi i i i
Rn - ZR - Rn—2 + Rn—3 +eeet Rn—k+l + Rn—k
=0

olur. Bu durumda A4 matrisi de
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0 0 0

0 1 -0 0

O 00 -~ 00
4= N oo (3.10)

i ik

sekline dontisiir.

Teorem 3.6. p =[k/2] olmak iizere, R, matrisinin determinanti

1= k-2 k )
detR, = () {enr 243 e, kit
)7 [27 43 46" ktek

dir.

Ispat. Once A4 matrisinin determinantin1 hesaplayalim. (3.10) matrisinin ilk

siitununa gore determinanti agilirsa,

0
! 1 0 -0 0
0 0 O
0 0 0 0 0 k41| - . . . . Je+1
detAd= . . . . | =CE=D7 o0 oo =(-D
- Lo 00 - 0
0 0 O 0
00 - 0 (k-1)x(k-1)
fexk

elde edilir. Simdi (3.6) dan

detR, =det(4"R,)
= det(A")det(R,)
= (det 4)" det(R,)

=((=D*")" det(R,)

olur. det(ﬁo) 1 hesaplayabilmek i¢in (3.7) de x=3 ve y =2 yazilirsa,
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o (EDE) D [ e e 2x ket
et = (D) () [ et Jearyr) ktek
i (-1)' {(—1)P [2+ +3"]+6”}, k cift
' (-7 [22 434 ]+ 67, k tek
ispat tamamlanmis olur. n

3.2. Genellestirilmis k-Mertebeli Perrin Sayilarmin k-Dizisinin Herhangi Bir

Teriminin bulunmasi

Bu boliimde genellestirilmis k-mertebeli Perrin sayilarinin k-dizisinin herhangi
bir teriminin bulunmasi i¢in bir formiil gelistirecegiz. Bunun i¢in once asagidaki

teoremi verecegiz.

Teorem 3.7. r, e R, 1, <r, <---<r,, sartin1 saglayan (k —1) farkli say1 olsun. Bu

sayilardan olusan & x (k —1) tipindeki

1 0
r 1
? +
K Koth
K =| k-3 A Lo b
4 B AR 0
L+l =k-4 L+l +1=k=5
k=2 A Lo b
" DoAY Ann 1
L+l =k-3 L+l +ly=k—4
k-1 A Lol A Ly
K DoAn Y K R
L L+l =k-2 L+l +5=k=3 Lt =1 B

matrisini tanimlayalim. Bu matrisin u. satirt silinince elde edilen matrisin

determinantin |K1| ile gosterirsek,

|K1 | = Z rml r’”z e rmkfu

1<my<my <---<my_, <k-1
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olur. Burada toplam sembolli, (k—1) farkli reel saymnm, (k—u) tanesinin

carpimlarinin toplamlarini ifade eder.

Ispat. K matrisinin # uncu satir1 silinip elde edilen matrisin determinantin1 her

seferinde birinci satira gore acgarak bu islemi (u-1) defa tekrarlarsak K, alt

Hessenberg determinantini

u+lu 1 O O
u+2,u u+2,u+l O
0 0
u+3,u u+3,u+l
|K2| =
bk—l,u bkfl,qul t bk—l,k—3 bk—l,k—Z 1
bk,u bk,u+l o bk,k—3 bk,k—z bk,k—l (k—u)x(k—u)

elde ederiz. Bu determinanti (k—1) tane r, reel sayilarina bagh olarak daha agik

yazarsak
Lol /
Z nnt L 1 0
172 ***u
Lt =1
h b b hoh byt
Z nr .., Z AR PSR A 1
Ll =2 Lt =1
ll 12 /Ll ll 12 lu +1 ll 12 Iu +2
z hn .., W R s
L4+, =3 L+t =2 Lt 5 =1
K,|= : : :
h o b b byt bhoh bysa
Z .1 z URLERREE M SRR
Ll =k—u—-2 L+t =k—u-3 Lt o =k—u—4
ll 12 lll ll 12 lu +1 ll 12 lll +2
B .. B hn s
L4+l =k—u-1 L+t =k—u=2 L4+l y=k—u-3
hoh by h b by hoh bysa
Z nn .., i SRR
Lt =k—u Lt =k—u—1 Lt o =k—u-2




1112
z nn -5

Lt _53=1

b
L

L4+l 3=2

l] 12
S b

Lt 3=3

bulunur.
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0
0
0 0
I
73 1 0
lk—3 ll 12 II\—Z
=3 z nn ..o 1
L4+l =1
lk*? ll IZ 1/{72 ll 12 lkfl
5 Z B Bk
Lt _,=2 bty =1

K,, (k-u) kare matris oldugu i¢in k—u = p diyelim ve harf karmasasin

kaldirmak i¢in genelligi bozmadan H = K, determinantini

n,oo1
h21 hzz
h h
H = ?1 ?2
hp—l,l hp-1,2
hp1 hp2

0 0 0

0 0 0

0 0 0
hp— 1,p-2 hp—l ,p-1 1
hp,p-2 hpﬂp—l hpp

seklinde yazalim. H determinantinin birinci stitunu ilk u reel sayiy1 ve ikinci slitunu

ilk u+1 reel sayiy1 igerir. Bu sekilde ilerleyince son siitun tiim reel sayilari (& -1

tane) iceren ifadelerden olusur.

Franklin’in (1.1) formiiliinii kullanarak ispati p tizerinden tiimevarimla

yapalim.

\%

d, =1

d=h,=n+r+-+r,

oldugu aciktir.
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dz = h22d1 - hZIdO

:|: z }/illrzlz"'r;jml:|[rl+r2+'“+rl/]_|: z },111’,.212.“’,;41”:|.1

Lt =1 bt =2

= 2

1<i<j<u+l

degeri elde edilir ki, bu da dogrudur. p —1 igin,

d b = Z BTy =T |

ISm|<mz<-~-<mP,l£mk,2
oldugunu kabul edelim. p degerinde formiilii ispatlamak i¢in

dp = hppdpfl - hp,p-l

d,,+h

r.r. ...r

my - my M

d%3 — (_)pfl hpldO

p.p-2

(3.11)

1<my <my <---<my,_, <k-1

esitligini gdstermemiz gerekiyor. (3.11) ifadesinde her bir terimden kagar tane elde
edildigini gosteren bir tablo olusturup veri analizi yapacagiz. Bunun icin (3.11)
ifadesindeki terimleri pargalayip

hd =H,h

pp " p-l p.p-1

d, ,=H,,...hd =H

pl p

olarak adlandiralim.

Simdi Tablo 2’deki bazi ifadeleri agiklayalim.

Bu tabloda kisaltma olarak kullamlan (xxx,r) ifadesi; i¢inde 7 i mutlaka
bulunduran 7 ve r, yi de igerebilen, 3 farkli » iceren, p. kuvvetten ifadelerin
kagar tane oldugunu gosterir. Yani, p=4 igin (7’121”21”3,7‘1 BEL T, rzrf)seklindeki
terimlerin katsayilarini anlatir (Bu 3 ifadenin katsayilar1 aynidir).

Veya (xx,r,) ifadesi p =4 icin (1"131"4 Ty ST, ST T Ty Ty o 1’43,1’121’42,1’22}"42,7”321’42)
terimlerinin katsayilarini ifade eder. Burada tiim ifadelerin kuvvetleri toplamimnin p

ve katsayilarin ayni oldugu unutulmamalidir.

Eksik stitun: A matrisinin birinci siitunu ve d,, r,

u+l

1 icermedigi i¢in H,

ifadesi de r

u+l

1igermez. Bu nedenle (u+1) inci blokta son siitun bostur.
H, , ifadesi r,,, ile birlikte 7, yi de igermez. BOylece asagi dogru her blokta

en sagdan bir siitun daha azalarak devam eder (u +1 inci ve daha sonraki siitunlarda).
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H matrisinin son satir1 belirli 7 degerlerinin, kuvvetleri toplami p olan biitiin
terimlerini igerdigi i¢in H, deki eksiklik sayisi kadar da H, | de eksiklige neden
olur. Boylece yeni H o H ,H‘H , olur. Bu sekilde devam edilerek Tablo 2
olusturulur.

(a - b)p ifadesinin binom ag¢ilimi1 yapilip a = b =1 alinirsa,

(L))

esitligi elde edilir. Bu esitlik gbz oniine alinip, (3.11) ifadesindeki isaretler incelenir

ve katsayilar toplanirsa, toplam sonunda bazi bloklarin son satirlart disinda ( p inci
bloktan sonra) tiim terimlerin birbirini gotiirdiigii goriilebilir. (3.11) ifadesinde p +1

terim varken tabloda p siitun vardir. Boylece binom ag¢iliminin ilk terimi olan
(g] =1 sayis1 toplam disinda kalir ve (3.11) deki isaretlere gore toplam yapilirsa

diger terimlerin toplamu 1 olur.

(-

elde edilir ( p inci ve daha sonraki bloklarin son satirlarinin ilk terimi).

Bos siitunu izah edebilmek i¢in 6rnek olarak u = p—2 alalim. Boylece p—1
inci blokta bos siitun olacaktir.

Tablo 2 den de goriilecegi gibi p inci ve daha sonraki bloklarda son satirda p

tane r nin carpimindan olusan ayrik kiimeler olusur. Bu kiimelerin birlesimi de

formiilden istenendir.



Tablo 2

.Blok | H, |H, |H, |- |H,_, |H_ |H,
BIE
2.Blok | H, | H, | H, H_,|H, |H,
0
() il
3.Blok | H, | H, H |H_|H, |4,
(x.r3) (1) @
RIIGIE
) WG
p—1.Blok | H, H, H, H,_, H
o BED
s BIMGER
(xx...x,7, ) p:—2 p:2j (p:2 (p2j:£p2J
(p -2 tane x) 0 1 p—4)|\p-3) \p-2
(xx...x,7, ) (p—lj (p—l p—2] [p—l} (p—lJ_(p—lj
(p -1 tane x) 0 1 2 p-3)|\p-2) (p-1
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p-Blok

(xr,)

(xc,)

(xx...x,rp)

(p —1 tane x)

(xx...x,rp)

(p tane x)

k —2.Blok

p-2

p-1

(x,7,)

(xxx,7,_,)

2
(x x...x,rH)

(p —1 tane x)

(xx...x,7_,)

(p tane x)

k —1.Blok

p-

(x.74)

(xxx, Ve )

(o) (

(p —1tane x)

(xx...x,n,)

(p tane x)
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Teorem 3.8. k farkh r,(i=1,2,...,k) kokiine sahip
P(r)y=r"—0r""—c_,r*"?—c 47 —mcr—c,

polinomu verilsin ve S, (1.7) deki gibi olsun. Karisiklifa sebebiyet vermemek ve
hesaplamalar1 daha kolay yapabilmek i¢in genelligi bozmadan kdokleri artan sirada

yazacagiz. Yani, 7, <r, <...<r, olsun.

S matrisinin (u,v) indisli mindrii M ile gosterilirse,

k—u S|
M(k) =(-1 v—u-—1 _l"k_u + c ]/'k_“_z
uv ( ) { v ; k—z"v P’(l/'v)

olur. Burada |S; S matrisinin determinantt ve P'(r,); P(r) polinomunun r,

noktasindaki turevidir.

Ispat. S Vandermonde matrisinin determinanti uygun siitun islemiyle

hesaplanabilir. Bu yolla,

si=| 2,070

I<i<j<k

olur.

Bu determinant1 hesaplama siirecinde sonlu sayida elemanter siitun iglemiyle

|s|=[ 5 <n—n>}|s1|

I<i<j<k

esitligi elde edilir. Burada S, esas kosegen elemanlarmin hepsi 1 olan k-kare alt

liggen matristir. Yani, /. >0; (i=1,2,...,k) i¢in
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1 0 0 0
r 1 0
2
n no+r, 1 0 0
S =/ k-3 A bbb
RS n' e 0 0
L+l =k—4 i+ +ly=k—=5
k=2 Lo hob b
D DR SR DR o 1 0
L+l =k=3 L+l +l=k—4
k-1 A bbby A Ly
D DR S S WA a1
L L+l =k=2 L+l +5=k=3 L+t =1 i

seklinde bir matristir.

Simdi S matrisinin mindriinii basamak basamak hesaplayalim. S matrisinin v
inci siitunu silip yukaridaki gibi elemanter siitun islemleri uygulayarak elde ettigimiz

matrise S, dersek, S, matrisi kx(k—1) boyutunda, r, disindaki k—1 farkl kokii

iceren bir matris olur.

Ayrica, elemanter satir islemleri sirasinda (S den S, ye gegerken) olusan

katsay1 da
PR &
H (r=n)= D" P'(r,)
<m<j<

seklinde ifade edilebilir.

Burada S, matrisinin # uncu satirimt silip Teorem 3.7 uygulanirsa |Sz|

determinantiin degeri

|S2| = Z r’”l rmz Tt rmk—u

1<my <my<---<my_, <k-1

olur. Burada toplam sembolii, P(r) nin r, disindaki (k—1) kokiiniin, (k—u)

tanesinin ¢arpimlarinin toplamlarini ifade eder.

Diger yandan
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_ Lk k-1 k-2 k-3
Pr)=r"—=0r" —c, ,r" " —c, ;' ——qr—c,

polinomunun % farkli kokii oldugunu biliyoruz. Bu kokler ile P(r) polinomunun

katsayilar1 arasindaki iligkileri Vieta Teoremi yardimiyla inceleyelim. Eger,

ise
2 h=
1<i<k
i#v
olur. Eger
nr, =—C,
1<i<j<k
ise
— — 2 _
Z K, =—C,—F (_rv) =1 6
I<i<j<<k
i#V, j#V
olur. Eger
nrin =G,
I<i<j<t<k
ise
Frin =G =TI\l —Go)=—F THG , TC6
I<i<j<t<k
I#V, J#V,t#V
olur. Eger

Z Brnn, = —Ciy

I<i<j<t<h<k
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ise

_ _ _ 3 _ 4 2 _ _

E‘, FEn, = —Ciy rv( r +rvck—2+ck—3)_r;» B, Cry = 1G5 = Cy
1<i<j<t<h<k

i#v, j#v,t#v,h#v

olur. Bdyle devam edilirse S, Hessenberg matrisinin determinanti P(r)

polinomunun katsayilarina ve r, kokiine bagli olarak

k—u
_ _ (_1\u-l ) k-u k—u—z
|Sz| _zrmlrmz “'rm/(—u _( 1) { r" +ch—zn }
z=2

seklinde genellestirilebilir.

Sonug olarak S matrisinin # uncu satir ve v inci siitunu silinince determinanti

k—u S|
M(k) — _1 k—u-1) _ _k-u k—u-z |
uy ( ) { rv + ch—zrv } (_1)/(,‘) P’(l’;})

=<—1>“‘{ +Zc,m K Z}p(r)

; S matrisinin determinantt ve P'(r,); P(r) polinomunun 7,

S

olur. Burada,

noktasindaki turevidir. n

Bu boliimde Kalman’in metodunu kullanarak genellestirilmis Perrin dizilerinin

herhangi bir terimini veren formiilii olusturacagiz.

(3.6) y1 kullanarak
(R} R} - R]=[0 - 0 1]4"R,

n

esitligini yazabiliriz. Kisitm 2.2 de Genellestirilmis Perrin Sayilar1 i¢in kullanilan

yontem aynen kullanilinca (2.10)

(3.12)
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seklinde ifade edilir. Bu ifadenin ilk 3 matrisinin ¢arpimi1

11 1 1 o 0 0
h h leew 0 r 0 0
[0 0 l]w : : : : 313
7’ka2 rzkfz rkl:z ka72 0 K0 (3.13)
”ik_l Vzk_l rkk:ll rkk—l 1 O 0 rkn |
_ [ rln+k71 r2n+k—1 kn:rlk—l rkn+k71]
olurken son iki matrisin ¢arpimi
11 LT =10 31 [y 52 ¥ ]
N nof -1 00 0 |y 2
: : : A I : Col=Y
’ﬂllﬁ2 rzkiz ”kki2 0 3 0 0 yllcfl y/f—l yllc(—l
A ] L3 2 of Ly w Ve |

olarak yazilip y, ler ¢oziilmelidir.

Cramer metodu ve Teorem 3.8 de ispatlanan M " fonksiyonu kullamlarak

uv
i >3 igin,

(_1)k+n7i+1 |:3M(k)

k—i+1,n

]

(k)
i + 2Mk—i+3,n :I

yn

: (3.14)

i=1 icin

D" M+ M + (1) 3M) ]
N

¥, =

ve i =2 igin

2

Y [ M +(D3mE)

]
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elde edilir. (3.14) ve (3.13), (3.12) de yerlerine yazilirsa
R =>rryl (3.15)
Jj=1

formiiliine ulasilir. Daha agik olarak bu ifade

1 2 k

Yo o N

yl yz e yk

1 2 L I R R o R 2 R ey > b b
R N A R S e
1 2 . k

Y Wi Vi

seklinde yazilabilir.

Ornek 3.9. Genellestirilmis 4-mertebeli Perrin sayilarmin 4-dizisi

+60R!

n+l

=25R!

n+2

Ri

» +36R (3.16)

seklinde tanimlansin. 3. dizinin 5. terimini yani R; i hesaplayalim.

Coziim. Karsilagtirmak i¢in (3.16) ile verilen rekiirans iligkisi ile dizinin ilk 5

terimini verelim

N 1 2 3 4

-3 1 -1 0 3
-2 -1 0 3 0
-1 0 3 0 2
0 3 0 2 0

1 -24 39 180 158
2 39 180 158 120
3 -420 | 1083 4620 4022
4 -357 | 6840 | 14822 | 12480
5 [-9024 |39279 131460 |113438
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Formiilii uygulayabilmek i¢in 6nce
P(r)y=r'—c,r’ —cr—c,=r"-25r* —60r —36
polinomunu yazip r, =-3, r, =—2, 1, =—1 ve 1, = 6 olarak koklerini tespit edelim.

Teorem 3.8 kullanilarak

111 -1 0 3] [y oy oy o
gip | 3 2 Sl 6 =L 0300 1y
19 4 1 36 0 3 0 2| [y yr ¥ i
27 -8 -1 216 3 0 20 yi Yi Vi Vi

olup Y matrisi hesaplanabilir.

Ornek olarak y; {i hesaplayalim.

S| -12fs]
P(-1) 7

Mz(;") — (_1)3—2—1 {_(_1)2 + 204,Z (_1)2—2}

Ve

(4) 3-4+1 4-4 4-4—z | |S|
=(-1) {(1) +Zc4z(> }P( D= 14

olur. Boylece (3.14) den

. ( 1)4+3 3+1 [3M§;‘)+2M(4)

=5
Vs = |S|

elde edilir.

Klasik yolla Y matrisi hesaplanirsa
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-7 1 B 7
8 6 9 3
1 2 3 4
ST S H SR i é —_61 ﬁ
noviow o ym|_| 4 2 8 4
ooy oo |9 B335 55
v Yo vi vl |14 14 7
-1 1 5 3
252 42 72 84 |

olur. Burada buldugumuz degerin dogrulugu goriilmektedir.

(3.15) den

4
R53 :ery; :,,18y13+r28y§ +7§8y33 +r48y2
j=1
23 61 5
=(-3)' =+ () —+(-)'5+6" =
(=3) 5 (-2) 2 Y -
=131460

olur.

3.3. Genellestirilmis k-Mertebeli k-Dizilerinin Herhangi Bir Teriminin

Bulunmasi

3.3.1. Genellestirilmis k-mertebeli Fibonacci sayillarimin k-dizilerinin herhangi

bir teriminin bulunmasi

(1.9) ve (1.10) ile verilen

0 1 0 0
0 0 1 0
I R : 317
0o 0 0 - 1 0 3-17)
0 0 0
LS & & C2 Cp
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Ve

1 2 k
Fn—k+l Fn—k+l Ez—k+l
1 2 k
n—k+2 n—k+2 n—k+2
P F F F
1 2 k

matrislerini tekrar hatirlayalim.

Bu matrislere gore ve baglangic kosullarinin tanimindan

[0 0 0 1]

00 - 10
- o

0 1 0 0

L O O kxk

olur. r, <r, <...<r, olmak lizere r,(i =1,2,...,k)
k k-1 k-2 k-3
P(r)y=r"—c, 1" —c, 5" —c " = —qr—g, (3.18)

polinomunun kokleri ve S matrisi (1.7) deki gibi Vandermonde matrisi olsun.

S matrisinin (#,v) indisli minorii

-*|s
lef) =), .5, u (3.19)
1 k—u P'(rv)

olur. Burada, |S; S matrisinin determinanti, P'(r,); P(r) polinomunun 7,
noktasindaki tiirevi ve toplam sembolii; P(r) nin 7, disindaki (k—1) kokiiniin

(k —u) tanesinin ¢arpimlarinin toplamlarini ifade eder.

Diger yandan (3.18) polinomunun k& tane kokii oldugunu biliyoruz. Bu kdkler

ile P(r) polinomunun katsayilar1 arasindaki iligkileri Vieta Teoremi yardimiyla

inceleyelim.
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ise
Z rn=-1+¢
1<i<k
i#v
olur. Eger
nry = —Cka
1<i<j<k
ise
X 1= ) =7 -
’/;rj =—C_, 1, KTCoy)=T, Cray, =G
I<i<j<<k
i#Vv, j#v
olur. Eger
Lrn =Cis
I<i<j<t<k
ise

_ 2 .3 2
z Vit = Ces =1 (rv _ck—lrv_ck—Z)_ R A N A

v
1<i<j<t<k
I#V, J#V,t#V

olur. Boyle devam edilirse (3.19) daki toplam semboliiniin P(r) polinomunun

katsayilarina ve 7, kokiine bagl olarak degeri

k—u
_ k—u-1 k—u k—u—z
E Bl Ty =(=1) -, "+ E C,_T,
z=1

olarak elde edilir.

(1.7)’deki S matrisinin, # uncu satir ve v inci slitunu silinince determinanti
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k—u
(k) —(— k—u-1 ) __k-u k—u-z L
o= {FV Pa }(—1)'”13'(0

_ (_1\vu-l k—u k-u-z |S|
=(-1) { +zckz }P(I’)

olur.

Simdi k-mertebeli Fibonacci sayilarinin k-dizilerinin herhangi bir terimini

veren formiilii elde etmek i¢in

n n n

|F F} - Ff]=[0 - 0 1]4'F,

esitligini yazdiktan sonra Kisim 2.2 de kullandigimiz Kalman’in metodu bir kez daha

uygulanirsa,

n

F/=[0 - 0 1](SDS™) F,=[0 - 0 1]SD"S™'F, (3.20)

elde edilir. Bu ifadenin ilk 3 matrisinin ¢arpimi

1 1 1 1 0 0 O
n r 7 7 0 n 0O O
ST S -
l/ik_z rzk—z rkk_IZ rkk 2 0 0 rklll 0 ( . )
A o 10 0 0 |
— |:7in+k_1 rzn+k -1 rkn-iik 1 rkn+k—1:|
olurken son iki matrisin ¢arpimi
! 1 - 17To o --- 0 11T vy e ]
nooon 7 I U R O (O S Vo
: : : ST S P : D=y (3.22)
r1k ? ”2k_2 ”kk_2 0 J’}H ylz—l yII:—l
_rlk—l rzk—l rkk—l_ ] 0 N J’}c y/f y;’i |

olarak yazilip Y ¢oziilmelidir.
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Cramer metodu ve Teorem 3.8 de ispatlanan M* fonksiyonunu kullanarak

(3.22) denklemi ¢oziiliirse;

y,- _ (_1)k+n—i+1M1513+1’n
” N

elde edilir. Boylece ( 3.20) den

formiiliine ulasilir.

3.3.2. Genellestirilmis k-mertebeli Lucas sayillarimin k-dizilerinin herhangi bir

teriminin bulunmasi

(1.8) dekine benzer sekilde genellestirilmis k-mertebeli Lucas sayilarinin

k-dizilerini yazabiliriz. Bu dizi, baslangi¢ kosullar1 1-4 <n <0 olan

2, i=2—-n
L =1<-1, i=l-n
0, diger durumlar

olmak tizere, n>0 ve 1<i<k icin
i _ i
L= ZcAan—j
j=1

olur. Burada, ¢, sabit katsayilardir. Fibonacci sayilarindaki gibi



Lln—k+1
Z — Lln—k+2
.
A\~
0
0 O
A=|
0 O
0 O
LG G

I
Il

seklinde elde edilir.

2
Ln—kJrl
2
L

n—k+2

kxk
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Kisim 3.3.1 de Fibonacci dizisi i¢in uygulanan islemler aynen uygulanirsa;

i>2 igin

. (_l)kﬂ‘ki [M(k)

k—i+1,n

oM

k—i+2,n

Y =
ve i =1 igin
1

yn=

elde edilir. Boylece

]

(_ 1)k+n+1 M]E.:)
51
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olur.

3.3.3. Bir uygulama (Pell dizisinin Binet formiiliiniin elde edilisi)

¢,, =2 ve diger c, sabit katsayilar 1 olursa genellestirilmis k-mertebeli

Fibonacci sayilarmin k-dizileri, genellestirilmis k-mertebeli Pell sayilarinin

k-dizilerine doniisiir. (3.17) de verilen 4 matrisi

01 0
00 1
A= .
000 0
000 0 1
111 2]

matrisine doniisiirken, (3.18) de verilen polinom da
P(ry=r* =2r""' =2 P -1 (3.23)
sekline dondisiir.
k =2 igin (3.23) polinomu
P(r)y=r"-2r-1

olur ve (3.20) ifadesi

P[0 1]1 17 o[t 1770 1
" nonll0 Biln nl |1 O

olarak yazilabilir. Burada 7 =1 V2 ve r=1+ J2 degerleri yerlerine yazilirsa
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(1 1442 ]
) n+l ntl 2\/5 2\/5
P=[(1=v2)" (1442)"] )

22 22

formiila elde edilir.

i =1 degeri ile bilinen Pell dizisi i¢in Binet Formiilii elde ederiz. Bu da

_(1_\/5))14—1 (1+\/§)n+1
TTh

P =

n 2\/5

seklinde olur.
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