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OZET

TEZIN BASLIGI: Meromorf Fonksiyonlar icin Contour-Solid Teoremi

YAZAR ADI: Ahmet Faruk CAKMAK

Bu tezin birinci boliimiinde baz1 temel kavramlar, ikinci ve tliglincti bolim
icin temel teskil edecek tanimlar ve teoremlerin ifadeleri verilmistir.

ikinci béliimde ise, kompleks diizlemde kapasite incelenmistir. Kapasiteye
once bir kiime fonksiyonu gibi bakilmis olup, daha sonra bu kapasitenin
hesaplanmasi ve tahmini ile ilgili teoremler ispatlanmistir. Bunlar, ayni
zamanda, li¢ilinclii boélimde ifade edilen “Contour-Solid” Teoremleri i¢in birer
temel tegkil ettigi icin, ayrintili bicimde incelenmesi uygun gorilmiistiir.

Uciincii boliimde ise, nihayet, meromorf fonksiyonun tanimi verildikten
sonra, fonksiyonlarin sonlu fark, diizglinliik ve aproksimatif 6zelliklerine gore
siniflandirilmas1 amaciyla majorantlar ele alinmistir. Daha sonra, meromorf
fonksiyonlar i¢cin Contour-solid teoremleri verilmistir.



SUMMARY

THESIS TITLE: Contour-Solid Theorem For Meromorphic Functions

AUTHOR NAME: Ahmet Faruk CAKMAK

In the first chapter of this thesis, some fundamental concepts are defined;
afterwards, theorems and declarations which will serve the basis for chapters
two and three are presented.

The second chapter surveys the capacity on complex plane and proves the
theorems on computation and estimation. They are thoroughly investigated
because they will serve as the basis for Contour-Solid theorems reviewed in
chapter three.

Finally, chapter three first provides a definition for meromorphic function and
further deals with majorants for a proper classification of the functions on the
basis of properties including finite odd, regularity and approximation. Lastly,
the Contour-Solid theorems for meromorphic functions are given.
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NOTASYONLAR

Kompleks Diizlem

Riemann Sferasi
Snin C._. daki kapanisi
S nin C_, daki sinir1
r yar1 ¢apli w merkezli acik disk
r yaricapli w merkezli kapali disk
fin Laplsyani
D bolgesinde Harnack uzakligi
S in karakteristik fonksiyonu
iki boyutlu Lebesgue o6l¢iisu
u ve ¥ nin konvolusyonu
u niin kompakt supportu
4 niin potansiyeli
i nun enerjisi
yaklasik olarak her yerde

K daki Borel olasilik dlgiileri
u nun ustten yarisiirekli regiilarizasyonu
% nin sup normu

K nin sinirinin disi

Vil



GIRIS

Bu tezde, dncelikle kapasite konusu ele alinmistir. Ozel olarak Logaritmik
Kapasite tizerinde durulmustur ve bununla ilgili ¢esitli teoremler verilmistir.
Kapasitenin tanimindan sonra gorilmistiir ki; basit kiimelerin, (mesela kare
gibi) kapasitelerini hesaplamak baz1 zorluklar gerektirir. Daha karisik
kiimelerin ise, genelde kapasitelerini hesaplamak imkansizdir. Bu taktirde
tahminlere yer vermeliyiz.

Tezin tUglincli boliminde mereomorf fonksiyonlar i¢cin yalinkat olmama
durumu da hesaba katilarak, Hardy-Littlewood tipi teoremler ele alinmistir.

Bu tip teoremler, dncelikle holomorf fonksiyonlar i¢in incelenmistir. Holomorf
fonksiyonlar i¢in bu tip teoremlerin uygulandigi alanlarin bazilarini Cauchy tipi
ve singller integrallerin incelenmesi, Riemann sinir deger problemi; yaklasim
teorisinin diiz ve ters teoremleri, Konform homeomorfizmalarin diizgiinligiiniin
incelenmesi, v.s. gibi siralayabiliriz. Ilgili problemin holomorf fonksiyonlar i¢in
ifadesi asagidaki gibidir.

C kompleks diizlemin bir noktali kompaktlastirilmas, ¢ © C acik kiime, ¢
fonksiyonu G ’de siirekli ve G 'de analitik olsun. G c C kiimesi ve u(4)
majoranti (yani bazi kosullari saglayan pu: (—o,0) — [0, +o0) fonksiyonu) hangi
kosullar saglamalilar ki asagidaki gerektirmeler dogru olsunlar:

1- Eger
lp(&) — (@] < u(l§ —zl) , V¢ z€EDGE Fz
ise, bu taktirde

lp(§) = @(2)| < Cu(I€ —zD), V¢,z€0G,E#z (1)

burada C = 1, ve z ‘den bagimsiz sabittir.

2- Eger z, € dGsabit noktasi i¢in

l9(§) — 0(zo)| = u(l§ = z]) , V¢ €0G,E # zg

ise bu taktirde

19(§) — @ (20)| < Cull§ = 200D, VEEGE# 27 (2)



burada € = 1,¢ ‘den bagimsiz sabittir.

Hardy G.H. ve Littlewood J.E. [12], 1- gerektirmesini, G daire ve u(8) = §%,,
(6 =sabite (0,1] ) durumunda ispatlamistirlar. ¢ Jordan bolgesi olmasi
durumunda Warschawski S.E. [13], 2- gerektirmesini, Walsh ]J.L. ve Sewell W.E.
[14], 1- gerektirmesini ispatlamistirlar, dyle ki her iki sonu¢ta da €= 1"dir.

Sewell 1942 yilinda yayinlanan [15] monografinda simdi Warschawski-
Wilash-Sewell problemleri olarak adlandirilan bir dizi ag¢ik problem ortaya
koymustur. Bunlardan birisi Warschawski-Wlash-Sewell'in  yukaridaki
sonuglarini Jordan bolgelerinden daha genel bolgelere ve 6%, |Inéd| gibi
majorantlardan daha genel siireklilik tipi majorantlara genellestirilmesi
problemidir.

1971 yilinda Tamrazov P.M. Warschawski-Wlash-Sewell problemini
¢ozmiistlir [16]. Problemin ¢6ziimii i¢cin yeni metodlar ortaya koymustur. Bu
metodlar problemi daha genel olarak formiile etmeye imkan vermistir.
Tamrazov P.M. cok genel olan, ¢ok baglantili (hatta sonsuz baglantili), bolge
siniflar1 ve siirinin asag kapasite yogunlugu pozitif olan acik kiimeler ve
normal majorantlar sinifi (bu sinif stireklilik modiili tipli majorantlar sinifindan
cok daha genistir) icin yukaridaki sonuglar elde etmistir [16-17].

1984 yilinda Aliyev T.H. ve Tamrazov P.M. tarafindan Asagidaki
problemler ortaya konulmustur:

1. (1) ve (2) esitsizliklerinde fonksiyonun yalinkat olmamasinin etkisinin
incelenmesi,
2. Yukaridaki sonuglarin meromorf fonksiyonlara genellestirilmesi.

T.H. Aliyev ve P.M. Tamrazov tarafindan ¢ok katl meromorf fonksiyonlar i¢in
yukaridaki problem incelenmis ve etkin kosullar altinda teoremler
1spatlanmistir. [11] de meromorf fonksiyonlar i¢in fonksiyonun yalinkat
olmamas1 ve sifirlarinin etkisi de diisliniilerek daha kesin sonuclar elde
edilmistir. [18,19] calismalarinda meromorf fonksiyonlar ve normal majorantlar
sinifi i¢cin sonuglar elde edilmistir. Yine [20,21,22] ¢alismalarinda yukaridaki
sonuglar meromorf fonksiyonlara genellestirilmis ve kesin sonuclar elde
edilmistir.



BOLUM I
1. Temel Bilgiler

1.1 Harmonik ve Subharmonik Fonksiyonlar

Tamim 1.1.1 U kiimesi C 'de acik bir kiime olsun. h: U — C fonksiyonu h € C2(U)
ve Ah = 0 6zelliklerini saghyor ise, h, U 'da harmoniktir denir.

Tanim 1.1.2 (Harnack Uzakhigr) D kiimesi C U {co} ‘da bir bolge olsun. z,w € D
noktalari icin z ile w arasindaki en kiiciik 7, (z, w) sayisina “Harnack Uzaklig1”
denir, dyleki; D ‘de bulunan her pozitif k harmonik fonksiyonu i¢in;

1p(z,w) Th(w) < h(z) < 1p(z, w)h(w) (1.1)
ozelligi saglanir.

Tanmim 1.1.3 X herhangi bir topolojik uzay olsun, u: X = [—o0, +0) fonksiyonu
icin eger

{xeX:ulx) <a a€R}
kiimesi X ‘te aciksa, u tistten yarisiireklidir denir.

Bu taktirde v alttan yarisiirekli olmasi icin gerek ve yeter kosul -v lstten
yaristreklidir.

Buradan ¢ikarilacak sonuc u listten yarisiirekli olmasi icin gerek ve yeterli kosul
Vx€ X igin

lim,—  supu(y)<u(x) (1.2)

Buradan alinz ki; u stireklidir < u hem tistten hem de alttan yaristireklidir.

Tanim 1.1.4 U, C‘de agik bir kiime olsun. wu:U — [—o00,+00] fonksiyonu
eger uUstten yarisiirekli ve lokal ortalama deger esitsizligini sagliyor ise, u ya
subharmonik fonksiyon denir. Yani w € U noktasi icin 6yle p > 0 vardir ki;

27

u(w)S%IU(W“LFe")dt 0<r<p. (1.3)

0
(1.3) esitsizliginde, esitlik ancak u nun harmonik olmasi durumunda saglanir.

Teorem 1.1.5 U c C acik kiimesinde (u,),>; subharmonik fonksiyonlarin bir
dizisi olsun. Varsayalm ki, U’'da u; =u, >uz >-- . Bu taktirde, u:=
lim,,_, Uy, U da subharmoniktir.



1.2 Potansiyeller

Tanim 1.2.1 (Regiiler Olgii) y, X topolojik uzayinda bir Borel dl¢iisii olsun. Eger
her B Borel kiimesi icin asagidaki dzellik saglanirsa u ‘ye Regiiler Ol¢ii denir:

“e> 0 sayis1 icin oyle U acik ve F kapali kiimeleri vardir ki; Fc B C
U ve u(U\F) < ¢€”.

Teorem 1.2.2 y, X metrik uzayinda sonlu Borel 6lciisii ise, 1 ayn1 zamanda
regilerdir.

Tanim 1.2.3 (Potansiyel) p, C de kompakt supportu ile verilmis bir sonlu Borel
ol¢iisti olsun. p ‘niin potansiyel fonksiyonu p,: C —» [—o0,+0), z € C olmak
lizere asagidaki gibi tanimlanir:

p, = [loglz —w|dp(w) . (1.4)

Teorem 1.2.4 (1.4) notasyonuyla verilmis olan p,(z) fonksiyonu, C‘de
subharmoniktir ve C\suppp'de harmoniktir. Ayrica z - o igin asagidaki
dogrudur:

pu(z) = u(C) loglz| + 0(lz|™) . (1.5)

Tanmim 1.2.5 (Enerji) y, C'de kompakt supportu ile verilmis sonlu bir Borel
6lglisii olsun. p niin enerjisi () asagidaki gibi verilir:

I(W = [[loglz — w| du(z)du(w). (1.6)

Tanim 1.2.6 (Polar Kiime) C ‘nin bir E altkiimesini alalim. Keyfi, sifirdan farkl,
sonlu p Borel olciisiiniin  (p # 0) kompakt supportu suppy € E olsun. Eger
I(n) = —xise, E ‘ye Polar Kiime denir.

Not E c C polar kiime ve S c C olsun. Herhangi bir ozellik, S\E de
saglaniyorsa, bu oOzellik S ‘de neredeyse her yerde (nearly everywhere)
saglaniyor denir. Kisaca n.e. seklinde gosterilir.

Tanim 1.2.7 K c C kompakt alt kiimesi olsun. P(K), K kiimesindeki Borel
olasilik 6lgiileri olsun. Eger 6yle v € P(K) fonksiyonu i¢in;

I(v) = Supﬂep(,()l(ﬂ ) (1.7)
ise v ye K icin bir denge 06lciisii denir.

Frostman Teoremi K c C kompakt altkiime ve v, K icin bir denge 6l¢tist olsun.
Bu taktirde

a) C'de p, =1(v) esitsizligi saglanir;



b) K\E ‘de p, =1(v) esitligi saglanir. Burada E, dK nin bir F; — polar alt
kiimesidir.

Tanim1.2.8 u € P(K), (i) n>1 ise, P(X) ‘den alinmis bir dizisi olsun. Eger

Ix¢dyn—> [¢ du Vo e CX)

X

saglanirsa, (Up)ne1 dizisi, p Olglistine zayif yakinsar denir ve p, ,, p seklinde
gosterilir.

Lemmal.29 K c C kompakt altkiime olsun. Eger P(K) da uy i ise,

limy, e supl (y) < 1(1) -

Tanim1.2.10 X bir topolojik uzay ve u: X - [—o0, +0) fonksiyonu X ‘de istten
lokal sinirl bir fonksiyon olsun. u nun {istten yarisiirekli regiilarizasyonunu u*
ile gosterecegiz; oyleki, x € X i¢in

w(0): = limyy supu(y) = infiy (supyenu()) - (1.9)
Burada infimum , x ‘in tiim N komsuluklari tizerinden alinir.

Teorem 1.2.11 (u,)n»1,U acgik kiimesinde subharmonik fonksiyonlar dizisi
olsun ve varsayalim Kki, sup,u, U 'da yukaridan lokal simrhdir. Eger
u = lim,_,, sup u, ise;

a) u*, U'da subharmoniktir.
b) U 'da,u* = u esitligi polar kiimeler disinda (n.e.) saglanir.

c)Eger @:U — R fonksiyonu siirekli ve U da @ > u esitsizligi saglaniyor ise,
n = oo icin max,{u,, @}, u fonksiyonuna lokal diizgiin yakinsar.

Lemma 1.2.12 E kompakt bir polar kiime olsun ve F, E ‘den ayrik bir kiime
olsun. Bu taktirde C'de kompakt supportlu 6yle u 6lciisti vardir ki; E ={z €
C:py(z) = —o} ve suppunF = Q.

Teorem 1.2.13 K c C kompakt, non-polar bir altkiime olsun. Bu taktirde K 'nin
denge Olc¢lsii tektir ve suppv € 9.K dir. (0.K burda K nin disidir).

Teorem 1.2.14 f,D bolgesinde bir holomorfik fonksiyon olsun, éyleki; f # 0.
Bu taktirde A(log|f]), f in sifirlarinda sayilan katlihga gore 2m yogunluktan
olusur.

Tanim 1.2.15 S c C bir kiime ve & € C olsun. Bu taktirde, eger ¢ 'nin bir
komsulugunda tanimlanmis, her subharmonik u fonksiyonu i¢in



lim ;¢ supu(z) =u() (1.10)
zeS\{¢}

ozelligi saglanir ise,Sye,& ‘de daginik degildir denir. Aksi taktirde
S 'ye & 'de dagimiktir denir.

Teorem 1.2.16 Bir F,; polar kiimesi C ‘nin tiim noktalarinda daginiktir.

Teorem 1.2.17 X, kompakt bir metrik uzay olsun. Bu taktirde P(X) ‘in her bir
(Un)ns1 dizisi bir u € P(X) olgiisiine zayif yakinsar.

Teorem 1.2.18 X ve Y kompakt metrik uzaylar ve T: X — Y 0rten, strekli bir
fonksiyon olsun. Bu takdirde verilen v € P(Y) i¢gin 0yle u € P(K) vardir Ki;
uT~! = v icin asagidaki dogrudur:

[ea ooy dux) = [dyydvy)  decy) . (1.11)

X X



1.3 Green Fonksiyonlari

Tamim 1.3.1 D, CU{x}’'da bir bolge, &, €D olsun. N,&, macgik bir
komsulugu olmak tiizere D NN'de tamimlanan, DNN de, b<0 ve
lim,_; b(z) =0 kosullarini saglayan ve ¢, noktasinda subharmonik b

fonksiyona bariyer denir.

Bariyerin mevcut oldugu bir sinir noktasina regiiler nokta denir. Aksi taktirde
bu nokta irregiilerdir. Eger ¥ ¢ € aD regiiler ise, D "ye regiiler bolge denir.

Teorem 1.3.2 D, C, 'da bir alt bolge, &, € dD olsun. K = C,\D alalim. Bu
taktirde asagidakiler denktir.

a) &, D 'nin bir regiiler siir noktasidir.
b) K = C,\D kiimesi, &, 'da daginik degildir.
Eger o € D ise, asagidaki 6zellik de denk olur.

c) K, polar olmayan kiime, v 6l¢iist, K icin bir denge 0l¢iisii olmak {lizere,

Pv(§o) = 1(v).

Tanim 1.3.3 D, C,, 'dan secilmis bir kiime olsun. Keyfi w € D icin asagidaki
ozellikleri saglayan gp:D X D — (—oo,+0o0] fonksiyonuna D icin bir Green
fonksiyonu denir:

a) gp(.,w),D\{w} 'da harmoniktir ve w 'min herbir komsulugunun disinda
sinirlidir;

b) gp(w,w) = o dur ve z > w igin

_ log|z| W =00
9o(z,w) = { log|z — w| W # 00
c)¢ €D n.e.igin z - & iken gp(z,w) = 0.

Teorem 1.3.4 Eger D, C,, 'da bir boélge ve aD polar degil ise, D icin tek bir g,
Green fonksiyonu vardir.

Teorem 1.3.5 (Subordination) D,ve D,, C,'da smirlari polar olmayan bélgeler,
f:D; = D, meromorfik bir fonksiyon olsun. Bu taktirde

9p,(f(2), f(W)) = gp, (z,w), z,w € D,
Esitlik durumu f: D; = D, bir konform tasvir oldugunda miimktindiir.

Teorem 1.3.6 D, C,, ‘da sinir1 polar olmayan bir bolge, w € D, £ € dD olsun. Bu
taktirde  lim,_; gp(z,w) = 0 olmasi icin gerek ve yeter kosul ¢ 'nin D'nin

reguler bir sinir noktasi olmasidir.



BOLUM II
2. Kapasite

2.1 Kiime Fonksiyonu Gibi Kapasite
Tanim 2.1.1 E c C kiimesinin logaritmik kapasitesi;
c(E) = sup, e'®

olarak verilir. Burada, supremum C ‘deki tiim u Borel olasilik élgiileri tizerinden
alinir, 6yleki; p’'niin kompakt supportu, suppu € E. v denge 6lgtsii ile verilen K
kompakt kiimesi i¢in

c(K) = el
esitligi dogrudur.

e~ = 0 oldugundan dolayi, eger E kiimesi polar ise, c(E) = 0 elde edilir.
Logaritmik kapasite, kompleks analizde bir¢ok avantaj saglamaktadir.

Kapasitenin bazi temel 6zelliklerini verelim:
Teorem 2.1.2 a) Eger E; C E, ise, c(E;) < c(E3);
b) Eger E c C ise, c(E) = sup {c(K): kompaktK c E};
c)Eger E c C ise, c(aE + B) = |alc(E), Va,B €C;
d) Eger K ¢ C kompaktise, c(K) = c(9.K).
Ispat a ve b kapasitenin tanimindan direkt olarak alinir.

c) T:C—-C, T(z) =az+ p olacak sekilde bir doniisim olsun. Bu taktirde
supp u C E olmasi icin gerek ve yeter kosul

suppu T"'c aE+pB wve [I(uT™1)=1I(w) +loglal|
ozelliklerinin saglanmasidir.

d) Teorem 1.2.13 geregi, polar olmayan K c C kompakt kiimesinin denge dl¢lisii
tektir ve supp v c d,K dir. a) geregi

c(K) < c(9.K)

oldugu agiktir. v, K 'nin denge 6lgiisti oldugunu dustniirsek, yine Tanim 2.1.1
geregi;

c(K) =c(9.K)



elde edilir.0

Bu teoremden de goririiz ki; kapasite fonksiyonu, monoton bir kiime
fonksiyonudur. Dogal olarak su soru akla gelir: Monoton artan veya azalan bir
kiime dizisi i¢in bu fonksiyon stirekli midir?

Teorem 2.1.3 a) Eger K; D K, D K3 D+, C ’nin kompakt altkiimeleri ve
K =N, K, ise,

c(K) = lim,_, c(Ky) .
b) Eger B, € B, € B3 c -+, C ‘nin Borel altkiimeleri ve B = U, B, ise,
c(B) = lim,_,. c(By) .
Ispata) Teorem 2.1.2 a) dan alinir ki;
c(Ky) = c(Kp) = c(K3) = -+ = c(Ky) - (2.1)

Ote yandan, Vn > 1 icin, v,, K, in denge 6lciisii olsun. Bu taktirde V n icin
v, € P(K,). Boylece Teorem 1.2.17 geregi oyle bir (v,,) altdizisi varki;

v € P(K,) ‘e zayif yakinsar. Lemma 1.2.9 ‘u uygulanirsa,
limy, 0 supl(vnk) <I(v).

Bundan baska, Vn icin suppv, c K,, oldugundan, suppv, € K ve buradan,
e!® < ¢(K) elde edilir. Dolayisiyla

limy 00 sUpc(Ky, ) < c(K)
esitsizligi saglanir ve bu esitsizlik (2.1) ile birlestirilirse istenilen alinir.

b) Yine Teorem 2.1.2 a) ‘dan alinir ki;

¢(By) < ¢c(By) < c¢(B3) <+ <c(By) (2.2)

Ote yandan, K c B, kompakt altkiimesi olsun ve v, K icin bir denge 6liisii olsun.
n-oicin v(B,NK)—->v(K)=1 oldugundan, K;cK,cK;c-: ve
v(K,) = 1olacak sekilde K, c B, N K kompakt kiimelerini olusturmak igin
Teorem 1.2.2 kullanilabilir. Yeterince biiyiik n ler i¢in alinir ki; v(K,,) > 0 ve bu
n ler igin,

_ Vlkn
Hn = Stk

tanimlanir. Bu taktirde u,, K,, 'de Borel olasilik 6l¢iisti ve
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1
v(Kn)?

(1) = [T loglz = wl 1, o)1k, dv(z) dv(w).

n—>ooigin  ahmr ki; v(K,) » 1ve hemen hemen heryerde 14 71x. Bu
taktirde,

iMoo (1) = | | loglz — w| dv(z) dv(w) = 1(v)

K K

her bir u, icin B, 'lerin bir alt kimesi, u, ‘in kompakt supportu ise,
c(By) = e esitsizligi saglanir ve buradan,

lim,,_, o, infc(B,) = c(K).

Nihayet, K, B 'nin keyfi bir altkiimesi oldugundan 1.1.2.Teorem b)-den
lim,,_,, infc(B,,) = c(B)

esitsizligi alinir ve bunu da (2.2) ile birlestirirsek istilen alinir.0

Teorem 2.1.3 a), genel Borel kiimeleri i¢cin yanhstir. Hatta bu kiimeler sinirl,
acik ise de yanhstir. Mesela

Up={z€C —1<Re(z) <1,0<Im(z) <= n=1})

dizisini goz ontne alalm. Agiktir ki; U; D U, D U3 D - ve N, U, = @. Ancak
yine her bir U,, kiimesi i¢in c¢(U,,) = ¢([0,1]) olur. Bununla birlikte gosterilebilir
ki; verilmis sinirh bir £ Borel kiimesi i¢in,

c¢(B) = inf{ c(U): openU > B}. (2.3)

Bu sonu¢ Choquet ‘ten dolayl, Teorem 2.1.2 b)-nin benzeri olarak
goriilmektedir. Ancak gercekte daha derindir.

Kapasite o6lcii gibi toplamsal bir kiime fonksiyonu degildir. Mesela birim disk
A(0,1), sonlu kapasitelidir, [0,1] birim araliginin sonsuz tane, ayrik ¢evrimlerini
icerir ve polar olmadigindan, mutlak pozitif bir kapasiteye sahiptir. Bu da
boylece kiimenin kapasitesi ile bilesenlerinin kapasitesi arasindaki bir iligki
olarak karsimiza ¢ikar.

Teorem 2.1.4 (B,), sonlu veya sonsuz C ‘nin Borel altkiimelerinin bir dizisi,
B =U,B,ved > 0 olsun.

a) Egerdiam(B) < d ise, c(B) <d ve

1 1

- < L — 2.4
log(d/c(B)) - nlog(d/C(Bn)) (24)

dir.
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b) Eger dist(Bj,Bk) >d, j*k ise

1 1
- > -
log* (d/C(B)) = Zn 10g+(d/C(Bn))

(2.5)
dir.
Burada oo olarak; %, 0 olarak da; é diisliniilecektir.

Ispat a) Eger diam(B) < d ise, kompakt supportu B ‘de olan keyfi u, olasilik
olgiisi icin,

1w = || loglz—w| du(z) du(w) < || (logd)du(z)du(w) = logd .

ve dolayisiyla ¢(B) < d olur.

(2.4) esitsizligi sadece iki B;, B, kiimeleri i¢in gosterilmesi yeterldir. n tane
kiime i¢in indiksiyon kullanilabilir ve sonsuz sayida kiime i¢in sonuca Teorem
2.1.3b)-yi kullanarak gidilebilir. Varsayabiliriz ki; ki; d = 1 dir. K € B kompakt
bir kiime olsun, £ > 0 olsun. Amacimiz,

1-¢ 1 1
log(l/C(K)) - 108(1/0(31)) log(l/c(Bz))

(2.6)

oldugunu gostermektir. Bu esitsizlik ¢(K) = 0 durumunda agiktir. Bu ytlizden
varsayalim ki; ¢(K) > 0 dir. Bu durumda /(v) > —oo 0yle ki, v, K icin bir denge
olcusudiir.

v(B;NK)+v(B,NnK)=>v(K)=1

oldugundan Teorem 1.2.2-den, K; (j = 1,2) kompakt kiimeleri i¢inK; € B; N K
oyleki,

v(K)+v(K,)>1—¢

saglanir. Burada j=1,2 i¢in v}, K; i¢in bir denge 6l¢iisii olsun. Bu taktirde

I(v) S fK] pvdvj = fK pv]-dv S fK] pv]'dv = I(v)v(l(j)

elde edilir. Burada ilk baglanti C ‘de p(v) = I(v) saglanmasindan, ikincisi
Fubini Teoremi’'nden, lclincisi
K'da Py; <0 (diamK < d = 1 oldugu gozonine alinir) olmasindan ve

nihayet dérdiinciisii K; 'de p,, "*I(v;) olmasindan alinir.

Simdi I(v;) = logc(K) <0, diamK <d =1 oldugundan ve benzer sekilde
I(vj) icin alinz Ki;
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v(k) 1 !
log(T ) — log(! ) ~ logd )
8C/c(k) eC/cq ) /e

j=12

J, Uzere toplam alirsak, (2.6) esitsizligi saglanir. Nihayet € — 0 olursa, (2.6) ‘da,
her bir kompakt K c B kiimesi lizere supremum alirsak, (2.4) esitsizligi elde
edilir.

b) a)-daki gibi, By, B, gibi iki kiime ve d =1 disiiniilebilir. K;, K, sirasiyla
Bi, B, ‘nin kompakt altkiimeleri olsun. O zaman amacimiz asagidaki esitsizligi

gostermektir:

1 1 1
log*(Moegy 108" Mekyy  logt Mg,

2.7)

0 < ¢(Kj) < c(B) < 1varsayabiliriz. Aksi durumda her durumda (2.7) esitsizligi
saglanir. j = 1,2, v;, her bir K; icin denge 6l¢iisti olsun ve u = (1 —t)v, + tv,
yazalim, dyle ki
— _ 1)
I(w)+I(v2)
—00 < I(vj) < 0 oldugundan 0 < t < 1 olur ve dolayisiyla u olasilik dlciisiidiir,
oyle ki,

1wl
1) 2 (1= @) + 21(v) = 2002

olur. Simdi u, K; UK, c B kiimesinde support edilsin. Bu taktirde I(u) <
log c(B) ve dolayisiyla

log c(Ky) log c(Ks)
ogc(ky) +logc(Ky) |

logc(B) = 7

logc(l{j) ve logc(B) negatif oldugundan esitsizlik (2.7) esitsizligine doéner.
Nihayet (2.7)‘de, her bir kompakt K; c B, ve K, € B, kiimeleri lizerinden
supremum alinirsa (2.5) elde edilir.
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2.2 Kapasite Hesaplama

Tanim 2.1.1 kapasitenin teorik 6zelliklerini ortaya ¢ikarmak i¢in iyi bir tanim
olmasina ragmen bazi 6zel kiimelerin kapasitesini hesaplamada fazla uygun
degildir. Basit kiimeler icin (mesela bir disk) bazi ¢alismalar gereklidir ve ¢ogu
kiimeler i¢in, bu tanimi uygulamak neredeyse imkansizdir. En azindan kompakt
kiimeler icin, daha kolay alternatifler vardir. Bu alternatifler, kapasite ile Green
fonksiyonlar1 arasindaki asagidaki iliskiye dayanmaktadir.

Teorem 2.2.1 K polar olmayan kompakt bir kiime olsun. D, C,\K 'nin, o’ u
iceren bileseni olsun. Bu taktirde z — oo i¢in asagidaki esitlik dogrudur:

gp(z,) =log|z| —logc(K) + 0(1) (2.8)

Ispat Varsayalim ki, v, K i¢in bir denge 6l¢lusudiir. g, fonksiyonunu, Teorem
1.3.4 ‘deki gibi olusturursak, z € D \{oo} icin

gp(z,0) = py(2) = 1(v) = py(2) —log c(K)
Esitligini alinz. Teorem1.2.4-den biliyoruz ki; z — oo i¢in,
py(2) = log|z| + 0(1)
dir. Bu iki sonug birlestirilirse, istenilen alinir.0

Bu teoremden asagidaki sonucu aliriz:

Sonug 2.2.2 Egerw € Cver > 0 ise,c (Z(W, r)) =r.

Ispat D = (COO\Z(W, r) alalim ve buradan elde ederiz ki; z — oo i¢in
gp(z,») =log |¥| = log|z| —logr + o(1).

Bu esitsizligi (2.8) ile karsilastirirsak, ¢ (Z(W, r)) = r esitligi alinir.O

Green fonksiyonlari icin olan “subordination kurali”, kapasite icin ¢ok kullanish
bir esitsizlik dogurur.

Teorem 2.2.3 K; ve K, C'nin kompakt altkiimeleri, D; ve D, de sirasiyla C.\K;
ve C,\K, kiimelerinin o ‘u iceren bilesenleri olsun. Oyle bir f:D; - D,
fonksiyonu vardir ki; z — oo i¢in,

flz)=z+0Q) (2.9)

ise, ¢(K;) < c(Ky). Burada esitlik hali, f:D; - D, fonksiyonunun konform
olmasi durumunda saglanir.



14
Ispat Eger K, polar ise, c(K;,) = 0. Esitsizlik aciktir. Boylece K, yi polar olmayan
kiime olarak varsayabiliriz.

Simdi varsayalim ki; K; de polar olmayan kiimedir. Bu taktirde, gp, ve gp,Green
fonksiyonlar1 mevcuttur ve Teorem 1.3.5-den alinz ki; z € D icin,

9p,(f(2),) = gp,(z,).
Teorem 2.2.1-den, z — oo i¢in
9p, (2z,0) = log|z| —logc(K;) + 0(1)
ve (2.9) esitliginden
9p,(f(2),0) = log|f(2)| —logc(Kz) + o(1)
= log|z| — logc(K;) + 0(1)

alinir. Bunlar birlestirilirsek, bu durumda elde ederiz ki; c(K;) < c(K;) . Genel
bir K; i¢in € > 0 alalim ve

Kf = {z:dist(z,K,) < €}

kiimesini kuralim. Bu kiime polar degildir. Boylece c(K;) < c(K{) saglanmis
olur. ¢ = 0 olmasi ve Teorem 2.1.3 a) uygulanmasiyla, yine c(K;) < c(K;) elde
edilir.

Son olarak, eger f: D; » D, bir konform tasvir ise, benzer asamalari f~!
fonksiyonuna uygularsak, c(K;) < c(K,) esitsizligini elde ederiz. Boylece esitlik
elde edilmis olur.O
Bunu kullanarak araligin kapasitesi hesaplanabiliriz.

Sonug 2.2.4 Egera < bise, c([a,b]) = ?.
Ispat f(z) =z + i fonksiyonu, Cs\A(0,1) ‘i konform olarak C\[—2,2] ‘ye tasvir

eder ve (2.9) ‘u saglar.Teorem 1.2.3 geregi ;

c([-2,2]) = ¢ (5(0,1)) =1.
Genel, a, b i¢in sonug, bu doniisiim ve 6l¢ciimden ¢ikar.O

Prensip olarak ayni teknik, keyfi tek noktadan daha fazla nokta iceren
kompakt, baglantili K kiimesi icin de gecerlidir. Riemann tasvir teoremi ile,
Co \K kiimesi, birim diske konform olarak tasvir edilebilir ve uygun bir Mobius
transformasyonuyla, r >0 ve (2.9) ‘u saglayan bir f:C,\K = Cs,\A(0,7)
konform tasviri bulabiliriz. K‘nin kapasitesi asagidaki sekilde verilir:
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c(K)=c (Z(O,r)) =r.
Kapasite, polinomlarin ters goriintiisii altinda yine benzer sekilde davranir.

Teorem 2.2.5 K, kompakt bir kiime ve q(z) = Zj-izo a;z’ olsun, dyle ki, a; # 0.
Bu taktirde,

c(K)

lagl

c(q7HK)) = () /a

esitligi sapglanir.

Ispat D ve D' sirasiyla C,,\K ve C,,\q~*(K) kiimelerinin o ‘u iceren bilesenleri
olsun. Bu taktirde g~*(D") = D ve q(dD") = aD esitlikleri saglanir. Varsayalim
ki; D regiiler bir bolgedir. Bu taktirde Teorem 1.3.6 geregi,

lim,¢ gp (q(2),0) =0, ¢&€aD'.

zeD'

9p(q(z), ») fonksiyonu D"\{o} ‘da harmoniktir ve z — oo iken,
gp(q(2),) =loglq(2)| + 0(1) = d log|z| + 0(1).
Green fonksiyonlarinin tekliginden alinz ki;
gp(q(2),) = d gp,(z,»), z€D".
Teorem 2.2.1-den biliyoruz ki, z — oo iken,
9p(q(2), ) = log|q(2)| — log|c(K)| + 0(1)
=d log|z| + log|lay| — logc(K) + 0(1)
ve
gp'(2z,0) = log|z| — logc(q~'(K)) + o(1).
Bunlari toparlarsak,
dlogc(g™'(K)) = logc(K) — logla,|
esitligini elde ederiz. Bu da, belirtilen durumdaki sonucu verir.
Genel bir K icin € > 0 alalim
K¢ ={z:dist(z,K) < ¢}

kiimesini kuralim. K¢ ‘nun tek noktali bileseni olmadigindan buna karsilik gelen
D, bolgesi regiilerdir ve bu yiizden daha 6nceden ispatlandigi gibi



c(K?%)
lagl

(gt (k®) = (EHYa

¢ = 0 iken ve Teorem 2.1.3 a) geregi sonuc aciktir.O
Sonug 2.2.6 Eger 0 < a < bise, c([—b,—a] U [a, b]) =

Ispat q(z) = z? olsun. Bu taktirde,

c([—b,—a] U [a, b]) = C(q_l([azrbz])

= c([a?,b?]) /2 = (bzlaz)l/z =

w/bz_az

2

1/b2_a2
2

.0

16
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2.3 Kapasitenin Tahmini

Basit kiimelerin, (mesela kare gibi) kapasitelerini hesaplamak bazi zorluklar
gerektirir. Daha karisik kiimelerin ise, genelde kapasitelerini hesaplamak
imkansizdir. Bu taktirde tahminlere yer vermeliyiz.

Bir¢cok tahmin asagidaki temel sonuca dayanir.
Teorem 2.3.1 K c C kompakt bir kiime, T: K = C, bir doniistim olsun ve
|IT(z) —T(w)| < Alz —w|* ZzWEK (2.10)
olsun. Burada A ve a pozitif sabittirler. Bu taktirde asagidaki dogrudur:
c(T(K)) < A[c(K)]* .

Ispat v, T(K) kompakt kiimesi i¢in bir denge 6l¢iisii olsun. Teorem 1.2.18 geregi
K ‘da 6yle bir u Borel olasilik él¢iisii vardir ki; uT~! = v . Bu taktirde

Iw) = [] logIT(z) = TW)| du(z)du(w)

K K

< [ log(4lz — w|*) du(z)du(w)

K K

=logA + al(u) .
Boylece kapasitenin tanimindan alinir ki;

c(T(K)) = e'® < Ae¥® < A[c(K)]“.
Bu da istenen sonugtur.00
Bu teoremi Sonuc 2.2.4 ile birlestirirsek kapasite i¢in %—tahmin sayisl1 elde edilir.
Teorem 2.3.2 Kompakt K ¢ C olsun.
a) Eger K, baglantili ve d ¢apina sahip ise,
c(K) = % ;

b) Eger K, diizeltilebilir bir egri ve [ uzunluguna sahip ise,

c(K) <

o~

c) Eger K, reel eksenin bir altkiimesi ve Lebesgue 6l¢iisii m ise,

c(K) =

m
4

)
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d) Eger K, birim dairenin bir altkiimesi ve yay uzunlugu 6l¢iisii a ise;
c(K) = sin% .

Dogru parcasi 6rnegi (d)-deki gibi veya dairesel egri parcasi) bu esitsizliklerin
ne denli kesin oldugunu gosterir.

Ispat a) Rotasyon ve dontisiim yaparak, varsayabiliriz ki; 0,d € K dir.T:C - R
reel eksen iizerine ortogonal bir projeksiyon olsun. Bu taktirde, T(K) bir
baglantili kiime, 0 ve d noktalarini icerir dolayisiyla [0,d] ‘yi de igerir ve
boylece

c(K) = c([0,d]) = 5.
Ote yandan, T, (2.10)- u saglar, A = a = 1 ile birlikte Teorem 2.3.1 geregi,
c(T(K)) < c(K).
Bu da istenilendir.

b) T:[0,l] » K,K 'minyay uzunlugu parametrizasyonu olsun. Bu taktirde,
A=a=1ikenT, (1.10)-u saglar. Boylece Teorem 2.3.1 geregi,

c(K) < c([0,1]) =+ .

¢) T:R—> R, T(x) = u(K n(—o,x]) seklinde tanimlansin. T(K) = [0,m] ve
bundan dolayy,

c(T(K)) < c([0,m]) = %

Yine T, (2.10)’u A = a =1 olmasi durumunda saglar ve sonu¢ a)-daki gibi
aciktir.

d) Eger K, bir yarim dairenin iginde ise, c)-dekine benzer bir arglimani
kullanabiliriz.

fi1: C,\K — Ctanimlayalim, dyle ki;

f=11 Zlag.

Buradan f; f; () = % ve f; (0) = —% olmak tizere C,\K 'da holomorfik

olur. Yine

|z|>—1

lz—¢|?

Refi(z) =7 | dél = =2 ] p(z§)ldél.

Buradan alinz ki, z € C,\K i¢in
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—Z< Refi(z2) <7. (2.11)
f2: C,\K — C tanimlayalim, dyle Kki;

i .a
elfl(z)—e_lz

f2(2) =

eif1(@) te'z

Burada, f,, f, () = e i sin%, f, (0) = 0 olmak tizere C,\K ’'da holomorfik
olur. Yine z € C,\K i¢in |f(z)| < 1’den (2.11) saglanir ve Schwartz Lemma’‘sini

kullanarak aliriz ki;

@

z

<1, z € Cx,\K .

Nihayet f3: C,,\K - C, tanimlayalim 6yleki;

£ = f () =5,

buradan, f;,C,,\K 'da meromorfik olur, dyle ki; z —» oo iken f; = z + 0(1). Bu
taktirde,

If3(2)| > 1f2(2)| = sin% ) z€ Cx\K .
Teorem 1.2.3-den alinz ki; c¢(K) = sin%. Bu da istenendir.00

Teorem 2.3.3 (Kobe Bir-Ceyrek) Eger f fonksiyonu, f(0) = 0 ve f'(0) = 1 olmak
tizere, A(0,1) ‘de bire bir, holomorf bir fonksiyon ise,

f(A@0,1)) 2 A®0,7)
dir.

Burada f(A(0,1)), merkezi orijinde olan bazi diskleri igerir. Bu da agik tasvir
teoreminin bir sonucudur. Kobe Teoremi, bu diskin, yaricapinin en az i
oldugunu gostermektedir. f(z) = ﬁ fonksiyonundan da gorildigi gibi, i-

sabiti kesindir.

Ispat K, kompakt kiimesi soyle verilsin;
1
K={z€C-¢ f£(A0,1))3.

f1: C\A(0,1) = Co\K séyle tammlayalim:

1

f1(z) = AN
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Bu takdirde f;, konform homeomorfizmdir ve z — o iken f;(z) = z + 0(1) dir.
Boylece Teorem 2.2.3 geregi;

c(K) = ¢ (5(0,1)) =1,

Yine f;, Co\K ‘dan C,,\A(0,1) ‘ya homeomorfiktir. Burada C.,\K basit
baglantilidir ve boylece K basit baglantilidir. Béylece Teorem 2.3.2 a) geregi;

diam(K) < 4c(K) =4 .
0 € K iken, elde edilir ki; K  A(0,4) dir. Buda sonucu verir.0

Teorem 2.1.4 de goruldugu gibi, kapasite taniminin kolay bir sonucu olarak,
herhangi bir kompakt K kiimesi i¢in, ¢(K) < diam(K) dir. Ama gercekte bu
gelistirilebilinir.

Teorem 2.3.4 Eger K c C kiimesinin ¢ap1 d ise,

Disk i¢in verilen drnekte, kesin esitsizlik oldugu alinir.

Ispat K yerine, onun konveks kabugunu alalim. Bu kapasiteyi yiikseltir ama
diametreyi (¢ap1) degistirmez. K ‘y1 konveks varsayabiliriz. Ve yine K ‘y1 tek
noktalidan daha c¢ok elemanli varsayabiliriz. Bdylece, Riemann Doniisim
Teoremi geregi, Oyle f(o0) = oo ile birlikte, konform f:Ce,\K = Cs,\A(0,1)
fonksiyonu bulunur. u: C,,\K — [—o0, ©] soyle tanimlayalim:

z—f"1(=f(2)

u(z) =log d

- g(COO\K(Z; 00)

Buradan, u, C\K da subharmoniktir. Bu taktirde, Teorem 2.2.1 geregi z — o
iken alinz ki;

u(z) =log |%Z| —log|z| + logc(K) + o(1) .
Yine asagidakini kurarak, == ‘daki singiilariteyi kaldirabiliriz.
u(o) =log (2) + logc(K) .
Simdi dist(z, dK) — 0 iken dist(f "1(—f(z),0K) - 0 ‘dir. Bu yiizden
lim, supu(z) < log |§| -0=0, E eolK.

Boylece maksimum prensibi geregi, C,,\K ‘da u < 0 ve ozellikle u() < 0 dir. O

Bu kiimeler dogru parcasi gibi kiimelerdir, pozitif kapasiteleri vardir ancak
alanlan sifirdir. Bélgeleri acgisindan, kapasite icin onlardan tstten sinirlilik
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beklenemez. Ancak alttan simirlar1 vardir. Bu da, kapasite igin bir cesit
izoperimetetrik (¢evre uzunlugu ayni olan) esitsizlik olabilir.

Teorem 2.3.5 Eger kompakt K c C, kompakt alt kiimesinin alan1 4 ise,

c(K) ZJT/H

Bu esitsizlik, disk orneginde kesindir. Bu teoremi once asagidaki Lemma

dir.

verildikten sonra ispatlanacaktir.

Lemma 2.3.6 (Ahlfors-Beurling Esitsizligi) Eger K c C, kompakt altkiimesinin
alani 4 ise,

<A+r4 , zeC.

I o5 daw)

Ispat i1k olarak eger K ‘nin alani 0 ise, esitsizlik aciktir, bu yiizden varsayabiliriz

ki; A > 0. z = 0 6zel durumu icin esitsizligi gostermek yeterlidir. Genel duruma
K — z doniisiimii yaparak sonuca ulasabiliriz. Nihayet, varsayabiliriz ki;

I %dA(W) >0.

K

Aksi taktirde bu dogru olana kadar K ‘ya rotasyon uygulariz.

A bir disk olsun. {w: Re(%) > i} (burada a ¢ap olarak secilmistir). Bu ylizden
A ve K, esit alanlidir. Baska sozle ma? = A dir. Bu taktirde

[ Zaaw) =] Re(Z)daw)

| Re(%)dA(w)+ [ Zdaw)

KNA K\A

= [ Re(2)daw)+ | —dAw)

KNA A\K

IA

I Re (%) dA(w)
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Buda istenendir.00

Teorem 2.3.5 Ispat1 D,C,\K ‘In o ‘u dahil etmekle alinan komponenti ve
f:D — C olsun, dyleki;

1

f@ =G =daw)™.

Bu taktirde, f meromorfiktir, f(z) = z + 0(1), (z » ©) ve Lemma 2.3.6 geregi;

f:D - C,\A <0, ’A/n> icine bir tasvirdir. Boylece, Teorem 2.2.3 a) geregi,

c(K)>c Z(o,\/%) =\/A7n.

Bu da iddia edildigi gibidir.o

Son olarak bu béliimde, Kantor kiimelerinin polar olup olmadig: problemine
deginecegiz. Burada, asagidaki gibi insa edilmis Kantor Kiimeleri iizerinde
calisacagiz.

S = (Sp)n=1 bir say1 dizisi olsun 6yleki; ¥ n icin0 < s, < 1. C(s;) bir kime
dir oyleki; [0,1] araliginin merkezinden, s; uzunlugundaki a¢ik aralik
kaldirildiginda kalan kiime olsun. n —inci adimda, C(sy,...,s,) kiimesi
C(sy, ..., Sp—1) intervallerinin atilmasi ile kalan kiime olsun. Bdylece, azalan bir
(C(s1, -+)Sn))n>q dizisi elde edilir ve buna karsilik genel Kantor kiimesi,

C(S) = n‘I‘LZl C(SlJ "'an)

biciminde tanimlanir. Acikca gorildigi gibi C(s) kompakttir, tamdir, tamamen
baglantisizdir ve Lebesgue olcisti [[,»1(1 —s,) dir. Simdi Kkapasitesini
arastiralim.

Teorem 2.3.7 Ustteki notasyonla birlikte ;

B<c(cs) <t

Burada, P = Hn21(1 - Sn)l/zn veq = HnZl Snl/zn '

Boylece, standart Kantor Kiimesinde, her n icin s, = 1/3elde edilir,

kapasitesi en az 1/9-dur ve ozellikle de polar degildir. Ote yandan, eger
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sn=1—(1/2)2n alinirsa, C(s) polar olur, biiylece bu alinan sonug

sayllamayipta, polar olan kiime 6rnegi olmus olur.

Ispat Ust sinir ile 1spatlamaya baslayalim. K = C(sy, ...,s,) isaretleyelim ve
K, K, sirasiyla K nin sag ve sol pargalanisini gostersin. diam(K) = 1 iken,

1 ey ot
1og(Y/, ) = L 1°g<1/ C(Kf))

esitligini elde etmek icin Teorem 2.1.4 a) ‘dan d = 1 ile yararlanaabiliriz.
Simetriden dolay1 ¢(K;) = c(K,), buradan yola cikarak, yukaridaki esitsizlik
basitlestirilirse;

logc(K) < %log c(K;).

K = C(sq,...,5,), ve K; sadece % carpani ile C(sy,...,s,) kiimesinin
kuciltilmesidir. Boylece, son esitsizlik asagidaki gibi olur:

1-51

log(c( C(51,.--,S8p))) < —log( )+%log c( C(s3,--,5n)) -

Bu verilenleri yenilersek,

log(c( C(51,.,80))) < X7 —log(—) + log c([0,1]).

n — oo icin alinz ki;

logc(C(s)) ST

Bu da bize tist sinir1 verir.

Alt sinir ise, benzer tarzda ispatlanir. K, K;, K, onceki gibi, dist(Ky, K,) = s;
oldugundan, Teorem 2.1.4 b)-den d = s; ile birlikte asagidaki esitsizligi verir:

=¥ —
log*(**/, () ! 1l°g+<51/C(Kj)>

Eger c(K) < s; i¢in basitlestirilirse,
logc(K) = %log s, + %log c(Ky)

ve eger c(K)=s, ise, bu esitsizlik c(K) = c(K;) olsa bile, her durumda
dogrudur. Ust sinirda kullandigimiz tartismayi yeniden tekrarlarsak alirizki;

1—Sj

logc(C(s)) =logc(C(s)) <X7,4 ]logs]+21 12] log(—™) .

Bu da bize alt sinir1 verir.0o
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BOLUM III
3.1 Majorantlar

Majorantlar, fonksiyonlarin sonlu fark, diizglinlik ve approksimatif
ozelliklerine gore siniflandirilmasi amaciyla kullanilirlar.

J(t) fonksiyonu (a,b) araliginda tanimli olsun. Eger

2

20 (“22) 2 9(t,) +9(t,), Y t1,t; € (a,b)

ozelligi saglaniyorsa 9(t) ‘ye konkav fonksiyon denir.

Tanim 3.1.1 M ile asagidaki kosullar1 saglayan  fonksiyonlar sinifin
isaretleyecegiz:

1. w: (0, +0] = [0, +0);
2.1, = {x:u(x) > 0} baglantih kiimedir;

3. log u(x) fonksiyonu I, kiimesinde log x ‘e gore konkavdir.

I, ‘in bos kiime olmadig1 biittin 4 € M ’lerin sinifint M~ ile isaretleyelim.

i

+ . . ~ v . —_ + .
u eM icin I, arah@inin sol ve sag uglarim sirasi ile x,” ve x,” ile

isaretleyelim.

Agiktirki, 0 < x,” < x," < +oo ve

1 log u(x) _ log pu(x)
Ho = limyq logx ’ Moo = limy o log x
limitleri mevcut olup,
Ho = Hoo) o = —©0, oo < F00 3.1

esitsizliklerini saglarlar.

x,~ >0 (x," <+o0) ise yy = +o (uygun olarak u, = +o0) kabul edecegiz.
Eger u = 0 ise py ve g olarak (3.1) esitsizligini saglayan keyfi sonlu sayilar
kabul etmek olur. py < 400 ise my ile my — 1 < u, < m, kosulunu saglayan
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tam sayisini, fe > —0 ise, My, ile My, < fo < My + 1 kosulunu saglayan tam
sayisini igaretleyecegiz. M ve M™ smiflar1 [10] ‘da incelenmistir.

Agiktir ki u(8) = 6% kuvvet majorantlart M simifindandirlar.
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3.2 Meromorf Fonksiyonlar

Tanim 3.2.1 (Meromorf Fonksiyon) f(z) fonksiyonu, iki tam fonksiyonun orani
seklinde yazilirsa, ona meromorf fonksiyon denir.

Gc C keyfi acik kiimesi ve burada tanimlanan bir f fonksiyonu icin

. loglf ()l _ ~
f _ {llm;_,oolgeg\{oo} logl¢]| , Z=0EQG
0 , z&G
ve z € Cigin
. loglf () A ..
f _ {hmf_,z_gec\{z}m ZEG cin
0 z & G icin

isaretleyelim. Eger f, G ‘de meromorf ise, k(f,w) ile f ‘in, w € G noktasindaki
f (w) degerinin ¢ok katliligini1 gosterecegiz.

z€C, G, € M" pef fonksiyonu icin asagidaki formiillerle belirlenen

s(z, () = s(z f(.), G, w) sayilarini isaretleyelim.

f(2) _
s(z,f()) = {(“("‘ZD)zeG’ x; =0,z€C |
O x; >0,z€C
f(2) .
s(eo, f()) = { (“('-'))mec’ X; = +oo
’ x; < 400

Eger u = O ise, her bir z € Cigins(z, f(.)) = 0.
@ € M igin aliniz ki; eger po # o ve z € Cise, s(z,f(.)) = fuc + Hoos €BeT
U # —oove z € Cise, S(z,f(.)) = foo 5 — Hoo-

r >0 olsun. w € C i¢cinG U {¢: | —w| < r} kiimesinin genellestirilmis Green
fonksiyonunun g, (w, §) ile; G U {&: |§ — w| < +oo} kiimesinin genellesmis Green
fonksiyonunu da g, (o, §) ile gosterecegiz.

w € C icin w kutuplu Green fonksiyonu rolii oynayan, negatif olmayan ve
¢ € G ‘'ye gore harmonik olan lim,_, g,(w, §) & g, (w, §), £ € G limiti mevcuttur.

[23] de ispatlanmis olan Hardy-Littlewood tipi teoremleri verelim:
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Teorem 3.2.2. a € C sabit bir nokta, G ¢ C\{a}, sinir1 sifir olmayan logaritmik
kapasiteye sahip acik kiime, y € R olsun. f:G — C sonlu tane kutba sahip
meromorf bir fonksiyon ve, p4,... ,p,-ler f fonksiyonunun tiim farkli kutup
noktalar olsun.

Varsayalim ki; f, G 'nin a,z = o,p4, ... ,p, ‘dan ayrik her kisminda sinirh
olup,asagidaki kosullar1 saglasin:

fag < +o0 32)
frong < +00 (3.3)
hmg|[f(®)| < p(lz —al) v z € (0G)\{a} (3.4)

Eger a (benzer sekilde z = o), G i¢in izole edilmis bir sinir noktasi ise, o halde
buna ek olarak varsayabiliriz ki;

p<4oo, f(&)=o0(¢—-al™™), ¢-aq (3.5)
(veya pu>—oo, f(&)=o(|&M*), E-0o ). (3.6)

Bu taktirde

IF®1 < ullz - al) exp [X)=1 96 (py, €) k(£, 1)) = S fwy=0 96 W, )k (f, w)
+75(a,8) s(a, () + (0,8 s(e0, f())] VEEG\{py, .. ,Pr}. (3.7)

Not 3.23 g5(a, &) s(a, f(.)), gg(o,&) s(oo, f(.)) ifadeleri pozitif degildir ve
bundan dolayy, (3.7) esitsizligi genellikle halde, [7]-deki (7) esitsizliginden daha
kesindir.

Teorem 3.2.4 (G c C kiimesi , sinirt sifir olmayan logaritmik kapasiteye sahip
acik bir kiime, u €M ve u, < 1 olsun. f: G — C fonksiyonu ise, G ‘de siirekli,
holomorf bir fonksiyon olsun ve (3.3) sartlarini saglasin. Ayrica asagidaki
esitsizlik dogru olsun:

f® —f@I < ullz=al) VvVegzedg z=¢ (3.8)

Eger z = o noktasi G& C ‘nin bir izole edilmis sinir noktas ise, ek olarak (3.6)
ve Uy = 0saglansin. Bu taktirde

1f®) = f@] < p(lz = <) exp [—Zf( wee, )ga(W.f)k(f,W) +96(2,§) %
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x((FO) = £@), 4+ #o) + Ta(0,8) s(e0, f(.) = f(2))] ¥ EE Gz € DG,
(3.9)

f®-f@| < ulz=8¢Dexp -2 weec g, ) k(f,w) +
Fw)=f(z)

+96(2, o +gg(0,8) s(o0, f() = f(2))]  VEzEGz#E. (3.10)

Teorem 3.2.5 G c C kiimesi , sinir1 sifir olmayan logaritmik kapasiteye sahip
acik bir kiime, u €M ve u, < 1 olsun. f: G - C, tiim farkh kutup noktalar P ‘de
olan meromorf ve siirekli bir tasvir olsun. Ayrica varsayalim ki; (3.3), (3.8)
sartlarini saglar ve

f(2) # oo, vV z€adG. (3.11)

Eger z = o noktas1 GC C kiimesinin izole edilmis bir sinir noktasu ise, (3.6) ve
Ko = 0 saglansin. Bu taktirde,

1f (&) — f(2)| exp [ Xper(ge @, &) + gc (0, )k(f,p) < u(lE — z]) X

xespl= > Gew OK(F,w) + Ga@ Q) = F(D)ag — ko)
wEeG

fw)=1(2)

+G5(0,8) s(o0, f(.) = f(2))] VEEG\P,Vz€EIG (3.12)

® = F@] exp [~ ) (96 ®.8) + 9o, DK, P) < (1§ —20) X

PEP
X exp[— Zf( Vl;i(]i( )gG(OO, f)k(fl W) + gG(Zr f):uO + S(Oorf() - f(Z))gG(OO, f)]
VEEG\P,z#§ (3.13)

R* ile i¢ logaritmik kapasitesi sifir olan E ¢ C kiimelerinin sinifi isaretlenmistir.
Asagidaki lokal sonug teoremde Teorem 3.2.5 in genellesmis halidir.

Teorem 3.2.6 a € C sabit bir nokta, u €M, G c C\{a}, s sifir olmayan
logaritmik kapasiteye sahip acik kiime, U kiimesi a ve z = oo noktalarinin
komsulugu, Q c C\G kiimesi a ve z = oo noktalarini igersin ve Q € R* olsun,,
f:G > C tiim farkhl kutup noktalar1 P ‘de olan meromorf bir fonksiyon, f ‘nin
tlim kutuplar1 ayrik ve P kiimesinin i¢inde olsun ve varsayalim ki (3.2), (3.3)
sartlar1 saglanir ve

M, eealf(§)exp [~ Xpep 9o (0, Ok(f,p)] < +0  Vz€EIG\{a} (3.14)

Mg, eecl f(E)lexp [ Xper 96 (0, k(. p)] < p(lz —al) ¥ z € (0G)\Q (3.15)
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mg_zeecl (I < pllz—al)  z€UN[OO\Q]. (3.16)

Burada toplam P’nin P; altkiimeleri (6zel halde bos olan) lizerinden alinir. Eger
a (benzer sekilde z = o) noktasi G U Q ‘nun bir i¢ noktasi ise, ek olarak (3.5) in
saglandigini da varsayalim. Bu taktirde,

|f )l exp[=Zper 9e 0, O(f,p)] < 1€ —al) x

X exp[_ Zw:f(w):O Le (W' E)k(fﬂ W) + gG (OO, f)T(a) - gG (OO, f)T(oo)]
vV §EaG\Q (3.17)

Burada beC icin t(b) =s(b,f()exp [~ Xper 9o, Ok(f,p), G, 1] ile
isaretlenmistir.



30

SONUC

Bu tezde, kompleks diizlemdeki kapasitenin durumu incelenmistir, onunla
ilgili teoremler ispatlanmistir. Ayrica meromorf fonksiyonlar i¢in sifirlarin ve
yalinkat olmamanin etkisi de géz ontinde bulundurularak Hardy-Littlewood tipi
teoremler verilmistir.
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