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OZET
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TURGUT, Seving
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
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Agustos 2008, 49 sayfa

Bu ¢aligmada kuaterniyonlar tanitilacak ve sonra da reel ve dual kuaterniyonlara
genisletileceklerdir. Ayrica Euler agilarimi kullanarak reel ve dual kuaterniyonlarin

hareketler teorisinde birer hareket operatorii olarak rolleri agiklanacaktir.

Anahtar kelimeler: Donme operatorii, Euler agilari, Kuarterniyon, Ortogonal
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In this study quaternions will be introduced and then they will be expanded to
real and dual quaternions. Moreover, using Euler angles, the roles of real and dual

quaternions in movements theory will be discussed as a movement operator.
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1. GIRIS ve KAYNAK BILDIiRiSLERI

Bir reel kuaterniyon, sirali dort saymin +1, €, €,, €, gibi dort birime eslik

etmesiyle tanimlanabilir. Burada, birinci birim +1 bir reel sayidir, diger {i¢ birim ise

=2 _ =2 z2

e =¢,=¢; =—1 (1.1)
€ A€, =8, €, A€, =€, €, A€ =€, (1.2)
€, A€ =—€,, €, A€, =—€, € A€ =—¢€, (1.3)

Ozelliklerine sahiptir. Boylece bir kuaterniyon,

q=d+aé, +be,+ce, (1.4)
bi¢iminde ifade edilebilecektir (Siminovitch, 1995). Burada d,a,b,ce R reel sayilarina q
kuaterniyonunun bilesenleri denir. €, ,¢,, €, birimleri, 3-boyutlu reel vektér uzayinin bir

dik koordinat sisteminin baz vektorleri olarak alinabilirler ve dolayisiyla q

kuaterniyonu, S_ile gosterilen skaler kisim ve Vq ile gosterilen vektorel kisim olmak

tizere iki kisma ayrilabilir.

S,=d,  V,=ag+bé,+cé;. (1.5)
O halde,
q=S,+V, (1.6)

yazilabilir (Hacisalihoglu, 1983).
Reel kuaterniyonlar kiimesini K ile gosterelim. Bir reel kuaterniyonun dort
biriminin 6zelliklerini inceleyerek gorebiliriz ki K ciimlesinden, birer 6zel hal olarak, R

reel sayilar kiimesi, C kompleks sayilar kiimesi ve R? iig-boyutlu vektorler kiimesi elde

edilebilir.



2.TEMEL TANIMLAR ve ON BiLGILER

2.1. Koordinat Transformasyonlari

Bir M ii¢ boyutlu cisminin sabit bir F cismine bagli donmesi,

X=[A]x 2.1)

denklemiyle verilir; burada, X € M ve X € F’dir. Doniisiimiin kat1 transformasyon

olmasi i¢in [A] matrisi,
X'X=x"[A" |[A]x=X"%
esitligini saglamali yani,
[A"] [A] = 1] 2.2)
olmalidir. Bu sart, bir matrisin “ortogonal matris” olmasi sartidir. Dondiirmeler,
determinantt +1 olan ortogonal matrisler ile verilir. Bu matris climlesi SO(3) ile

gosterilir ve matrislerin ¢arpim islemine gore bir matris grubu yapisina sahiptirler

(Mc.Carthy, 1990).

(2.1) transformasyonu, baslangigta F ile ¢cakisan M ¢atisinin bir yer degistirmesi
olarak ele alinabilir. Boyle ele alindiginda, cisimdeki bir P noktasinin baglangic
anindaki vektor konumu X ve sonugtaki konum vektorii X ’dir. (2.1) ile belli olan
dontistim kiiresel yer degistirme olarak adlandirilir (Mc.Carthy, 1990).

Doénme matrisinin aligagelmis formu, z- eksenini yuvarlanma (roll) ekseni, y-

eksenini inis-¢ikis (pitch) ekseni ve x- eksenini yalpa (yaw) ekseni olarak kabul eder.



z yuvarlanma (roll)

_y inis-¢ikis (pitch)

x " yalpa (yaw)
Sekil 2.1. R’ ’te donme hareketi

X, y ve z eksenleri etrafindaki donmeler, sirasiyla Ry, Ry ve R, ile gosterilirse
A:F—>M

donme transformasyonu,

cosO 0 -sinf||1 0 0 |lcos® -sin6 O
[A[=R,R,R = 0 1 0 ||[0 cos® -sinf|[sin@ cos® 0] (2.3)
sinf 0 cosO||0 sin® cosO|| O 0 1

olarak bellidir (Bottema, 1979).

100
[X]=|0 1 Of,
0 0 1

gibi determinanti —1 olan ortogonal matrisler yansima olarak adlandirilirlar. Yansimalar

icin genel bir ifade, [A] bir ortogonal matris olmak tizere,
[A][X] [A"]

ile verilebilir (Mc.Carthy, 1990).

2.2. Bir Ortogonal Matrisin Karakteristik Vektorleri

[A]’nin etkisi altindaki hareketli cismin sabit uzaya gore pozisyon degistirmeyen

noktalarinin ciimlesi, [A] X = X matris denkleminin ¢6ziimii olan climledir. Bu

denklem;



[A] % =) % (2.4)

Karakteristik denklem problemine genisletilebilir. (2.4) sozle ifade edilirse; F’deki X
koordinatlari, M deki X orijinal koordinatlarinin bir A sabit ¢arpanina esittir. A = 1 igin

mevcut olan ¢oziimle ilgilenilecektir. (2.4) {in homojen formunun katsayilar matrisinin

determinanti sifir olmalidir. Buna gore,

3'11'7L a, a3
det| a,, a,, -A a,;, |=0
as, as, 333‘7‘

‘dur.
X'+ N (3, +a, +ay,) =AM, +M,, + M) +det A=0
ve bir ortogonal matris i¢in M.=a.. oldugundan,
N +X\(a,, +a,a;,)—Na,, +a,a,)+1=0 (2.5)

elde edilir. A = 1’in bir kok oldugu aciktir. Boylece sol tarafin ¢arpanlarindan biri A-1
olup, buna gore (2.5) esitligi;

(A=D[ X =May, +a,, +ay, +1)+1]=0 (2.6)
olarak yazilir. a,, +a,, +a,; +1=aile gosterilsin
) -ak+1=0

a2t Va’4
HETT,T

a=2cos (2.7)

_ 2cosh+q/4cos’ p—4

2

A2 3=cosd T isind
elde edilir. O halde (2.5) esitliginin diger iki kokaii,
A =cos ¢ +isin ¢ =exp (i 9)
A= cos ¢ - isin ¢ = exp (-i )

dir. A = 1 ile birlesen karakteristik vektor b olsun; v=tb iizerindeki biitiin noktalar



cumlesi donme esnasinda sabittir. Vv ile belirli olan eksen hareketin donme eksenidir. A
ve A" ile birlesen kompleks karakteristik vektorler x ve X * olsunlar. Bu vektorler

yardimiyla reel ortogonal ¢; ve ¢, vektorleri,

(2.8)

olarak tanimlansin. Bu noktalarin C; ve C, sabit say1 koordinatlari, asagidaki

hesaplamalarla bulunur.

Ci=[A] ¢;= (exp (ip) X +exp(-ip) X /2

C,=[A] ¢2=1(exp (ip)X - exp (-ip) X N2 (2.9)
veya

Ci= cosdpc +sind ¢,

C,=-sindp ¢+ cospc, (2.10)

(2.10)’den goriildigii gibi, b’ye dik olan % ve X karakteristik vektdrleriyle

tanimli olan diizlemdeki ¢ agili donmedir. Bunu gérmek igin ¢; ve ¢;‘nin koordinatlari,

€,=(1,0,0) ve€,=(0,1,0) vektorleriyle cakisacak sekilde degistirilir. Bu durumda b =
(0,0,1) olur. O zaman (2.10) esitliginden,

C; = (cos¢, sind, 0)
C, = (-sin¢,cos9, 0)

elde edilir ki; gorildiigi gibi, yer degistirme, b ile belirli eksen etrafinda, ¢ agili bir

donmedir.

2.3. Cayley Formiilii

Bir dénme, cismin noktalar1 arasindaki uzakligi korur. Soyle ki,

<X,X>=<%,x>

ve buradan,



(X-%)(X+%)=0 (2.11)
yazilabilir.
X+x =[A+] x
X-% =[A-]] %

degerleri (2.11)’de yerine yazilirsa,
X - =[A-I[AH] (X +%) (2.12)
olur.

[A-I] [A+]] matrisi B ile gosterilsin. Dikkat edilirse, B matrisi X +% vektoriinii
kendisine dik olan X-x vektdriine doniistiirmektedir. (2.12) esitligi x veX ’in
se¢ciminden bagimsiz olduguna gore, temsilci bir y vektorii igin,

<y,[B]ly>=0

ve B=[bj; ] acik bilesenleriyle yazilirsa;

Z(bij +bji)yiyj +Zbiiyi2 =0 (2-13)

i#] i#]

elde edilir. Bu esitlik keyfi bir y vektorii i¢in saglandigindan dolay1 her 1, j igin,

olmalidir. Yani [B] = - [B]""dir. Bir baska ifadeyle B bir anti-simetrik matristir.
[BI-{A-T] [A+]
esitliginden A matrisi ¢oziiliirse,
[A]=[I-B] '[I+B] (2.14)
elde edilir. Bu esitlik ortogonal matrisler i¢in Cayley formiilii olarak adlandirilir [I-B]
matrisi singiiler degildir. Ciinkii singiiler olsaydi; A=1, B’nin bir karakteristik degeri
olurdu. Ayrica, anti-simetrik olmasi [B] nin piir imajiner karakteristik degerlere sahip
olmasini gerektirir. Sonug olarak [I-B]" daima tanimlidir. Ayrica;

[1+B] [I-B] = [I-B] [I+B] = [I-B?]

oldugundan [I+B] ve [I-B] matrisleri degisimlidir. Boylece Cayley formiilii, esdeger

olan;



[A]=[I+B] [I-B]" (2.15)
formunda da verilebilir. Bu sekilde elde edilen [A] matrisi ortogonaldir. Gergekten

(2.14) den;
[A"] = [I+B] [I-B]"
= [I+B"] [I-B"]"
[A"] = [I-B] [I+B]"
[AT A]=[I-B] [I+B]" [I+B] [I-B] ' =1
[A][A"]= [I+B] [I-B] '[I-B] [I+B]" =1

oldugu goriiliir.

2.4. 3x3 Anti-simetrik Matrisler

Bir 3x3 [B] anti-simetrik matris,

0 b12 b13
[B]=|-b, 0 b,
b13 'b23 0

seklindedir. [B] matrisi 3 bagimsiz bilesene sahiptir. 3x3 tipindeki anti-simetrik
matrisler ciimlesi ile IR? uzay1 arasinda bir 1:1 esleme kurulabilir. Eger bj; =-b;, b3 =

by, bas = - by degisimi kullanilirsa;

Az - IR
0 -b, b,
[B]={ by 0 -b, |=(b;,b,,b;)
b, b 0
doniigtimii,
[BI[¥]= bxy,VyeR’ (2.16)

0zelligine sahip bir 1:1 esleme olur.



Onceki kisimdan hatirlanacagi gibi, Cayley formiilii yardimiyla [A] dénme

matrisinden bir [B] anti-simetrik matrisi elde edilir. [B]’den de yukarida anlatilan

(b1,ba,bs) = b vektorii elde edilir. y Vektorii [A] donme matrisinin A=1 karakteristik

degerine kars1 gelen karakteristik bir vektordiir.

3x3 mertebeden anti-simetrik [w] matrisinin karakteristik degerleri,

denklemini saglar. Determinantin degeri hesaplanirsa;
7\,3 + (Wl2 + sz + W32) A=0

A+ (W +w,+w3)=0

(2.17)

(2.18)

elde edilir. Yani 3x3 anti-simetrik matrisin karakteristik degerleri sifir veya piir

imajinerdir (McCarthy, 1990).



3. KUATERNiYONLAR TEORISi

3.1. Reel Kuaterniyonlar

3.1.1. Kuaterniyonlarda Toplama:

@: KxK-> K

(4,,9,) >9q,®Dq, = Sq|+qz + Vq|®qz

olarak tamimlanir. Burada S, S, € R ve + islemi R’deki toplama islemidir; \7q1 ve

\7% de birer reel vektor olup @ islemi reel vektor uzayindaki Abel grubu (vektorlerde

toplama) isleminin aynisidir. O halde (K, +) ikilisi bir Abel grubudur. Buradaki etkisiz

eleman sifir kuaterniyon adini alir ve (0, 0, 0, 0) dortliisiinden baska bir sey degildir.

3.1.2. Skaler ile Carpma:

O:RxK-oK
(Mg > AOg=hq =18 +V,

seklinde tanimlanan dis islem i¢in

(1) 7\‘@(ql@qz):k@ql@}Lqua VieR veV 4.9, € K;
(i) (A +2,)0q9=RA( 0O R, 09 , VA, L eR veVqge K;
(iii) (A2,)©q=A O, 0Q);

(iv) 10q=q.
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O halde {K, &, R, +,., O } sistemi bir reel vektor uzayidir. Kisaca bu uzayr K ile,

K ’daki toplama @ islemi de + ile gosterilecektir (Hacisalihoglu, 1983).

3.1.3. Carpma (Kuaterniyon Carpimi):

X KxK-> K

(9;.9,) = q, %9,

islemi asagidaki ¢carpim tablosu ile tanimlanir:

e | & -1 & -§
S & -¢ -1 €
€ 3 ¢, -¢ -1

buna gore
q,xq, =(d, +a,€ +b,e, +c€,)x(d, +a,e +b,e, +c,¢;)
q,xq,=d,d,—(a,a,+bb, +ccc,)+(d,a, +a,d, +b,c, —c,b,)E,
+(d,b, +bd, +cd, —ac,)e, +(d,c, +d,c, +ab, —ba,)e,. (3.1)

Boylece kuaterniyon ¢arpinin su 6zelliklere sahip oldugu goriiliir.
(1) Iki kuaterniyonun ¢arpimi bir kuaterniyondur.
(i1) Kuaterniyon ¢arpimi birlesimlidir.
(iii)  Kuaterniyon carpimi dagilimlidir.

Fakat kuaterniyon ¢arpimi degisimli degildir. Bu 6zelikleriyle

{K, ®’R7+7"®}
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sistemi asosyatif (birlesimli) cebirdir. Bu cebre kuaterniyon cebiri denir ve kisaca K ile

gosterilir. Bu cebrin bir bazi {+1, &, &,, €} ve boyutu 4’tiir.
Ozel olarak q, ve q, birer skaler iseler ve vektor kisimlari orantili (\7qz = qu)
ise
41 X9, =9, Xq,
olur (Hacisalihoglu, 1983).

3.2. Reel Kuaterniyonlar Uzerinde Temel islemler
3.2.1. Esitlik

Kuaterniyonlar i¢in esitlik bagintisi

Vaq.q, € Kiging,=q,< S, =S, veV, =V

92 q a2

seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu, 1983).

3.2.2. Fark

Toplama ve skaler ile carpma iglemlerinden iki kuaterniyonun farki
ql - q2 = (S(h - S‘lz ) + (\7‘11 - \7‘12 )

yani
Sqrqz - Scn _qu ve Vqrqz - Vq1 _qu

olarak tanimlanir (Hacisalihoglu, 1983).

3.2.3. Eslenik

Ki: K-> K
q—> K(@ =K,
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1slemi
q=S,+V, >K, =S -V, (3.2)
seklinde tammlanir ve K, kuaterniyonuna ¢ Kkuaterniyonunun eslenigi denir.

Vk, = —\7q oldugundan
qxK =K xq= d>+a’+b’+c¢> e R
dir. O halde
qxK, =K xq= 0
dir ve
qxK, =K, xq=0< q=0
dir. Eslenik isleminin asagidaki 6zelliklere sahip oldugu agiktir.

(1)  K(aq,tbq,)=aK, 6 +bK_;
(i)  K(qxq)=K, xK_;
(i)  K(K,)=gq.

O halde eslenik islemi K cebrinde bir involusyonlu bagintidir (Hacisalihoglu,

1983).

3.2.4. Norm

N: K> R
q—> N(@=N, =qxK =K, xq
veya
q=d+a€, +be,+ce,
ise

N, :q><Kq=Kq><q=d2+az+b2+c2 (3.3)
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Pozitif reel sayisina q’nun normu denir.

Norm isleminin asagidaki 6zelliklere sahip oldugu kolayca goriilebilir:

N(q,xq,) =N(q,) N(q,)

dir. Gergekten
N(q, xq,) = N(q, xq,) 1= (q,%q,) K(q, xq,)
=q,x(N(q,) 1) K, = N(q,) 1 N(q,) 1

=N(q,) N(q,) (Hacisalihoglu, 1983).

3.2.5. Bir Kuaterniyonun Tersi

()" K -{0} > K -{0}

islemi
-1 Kq
N
q
seklinde tanimlanir. Boylece
qxq ' =q 'xq=1 (3.5)

elde edilir. q#0 olmak iizere V q e Kelemanmin bir q”' inversine sahip olmas1 K

cebrini bir boliim cebri yapar.

Boylece K’da bolme islemini tanimlamak miimkiin olur (Hacisalihoglu, 1983).

3.2.6. Bolme

q # 0 olmak tizere bir p kuaterniyonunu bir q kuaterniyonu ile bolmek i¢in p’yi

q "' ile carpmak gerekir. Fakat kuaterniyon ¢arpimi degisimli olmadigindan bu ¢arpma

islemi iki tiirliidiir ve dolayisiyla p’yi q ile iki tiirli bolmek gerekir.
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r1 = p q71 s (36)
nL=qp. (3.7)
Burada r; kuaterniyonuna p’nin q ile sagdan ve r, kuaterniyonuna da p’nin q ile soldan

boliimii denir. Genel olarak r, ile r, farklidir, dolayisiyla b notasyonu kullanilamaz.

Genellestirme ile V q,, q,, ..., q, € K i¢in

K(q,+q, +..+q,) =K +K +.+K (3.8)
K(q,xq, x...xq,) =K  xK x.xK/ (3.9
N(q, xq, x...xq,) =N, N_..N_ (3.10)
(q,%Xq, %...xq,) " =q;' xq_, x..xq;" (3.11)

bagintilar1 elde edilebilir (Hacisalihoglu, 1983).

3.2.7. Birim Kuaterniyon ve Normlama

Normu birim olan bir kutareniyona birim kuaterniyon denir ve q, ile gosterilir.

Buna gore vektorlerde oldugu gibi herhangi bir q kuaterniyonunun normlanmisi

_ d+ag +be, +ce,

(3.12)
\/7 Jd> +a’ +b> +¢?

olarak ifade edilebilir. Bu q, birim kuaterniyonu

q, =cos0 + §osin0 (3.13)

formunda yazilabilir, burada

cosb= d (3.14)
& +2> +b7 +¢
2 2 2
sinp=—__4 0 *¢ (3.15)

Jd2+a2 +b% +¢?
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dir ve a> +b”> +c* # 0 oldugu zaman

- €, +be, +ceé
g _2% be, +ce, (3.16)

0
Ja?+b* +¢?

birim vektoriine ¢, birim kuaterniyonunun ekseni denir.
Yukaridaki aciklamalardan bir kuaterniyondaki +1, €, €,, €, birimlerinin

kiimesi asagidaki 6zelliklere sahiptir.
(1) Kiimedeki herhangi iki elemanin ¢arpimi yine kiimededir.
(i1) Kiimede ¢arpma islemine gore birim eleman €, = +1 ’dir, yani

€,x¢ =¢ x¢,=¢ , 1<i<3, ¢,=+1"dir.

(i) € x(€x¢)=(€x€)xe , 0<ijk<3"dir, yani kiimede carpma islemi
birlesimlidir.

(iv)  Her elemanin bir tersi vardir. Hatta, bir birimin tersiyle ¢arpimi, soldan

yahut sagdan, daima €, =+1 birim elemanina esittir.

Boylece bu dort elemandan olusan kiime dordiincii mertebeden sonlu bir grup

olusturur (Hacisalihoglu, 1983).

3.2.8. iki Vektoriin Kuaterniyon Carpimi

(3.1) ifadesinde d,=d,= 0 alnirsa
a=aetbe,+ce, ve b=ae+b,e,+c,e, (3.17)

seklinde iki vektor elde edilir. Bu iki vektoriin kuaterniyon ¢arpimi, yine (3.1)’den,

él 62 63
axb=—(aa,tbb,+c,c,) +|a, b, ¢ (3.18)
a2 b2 C2

olarak bulunur, bu ise bir kuaterniyondur. Vektoér cebrinde a, b vektdrlerinin ic

¢arpimini <&,b> ve vektdrel carpimini da @ Ab ile gosterdigimize gore
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<d,b>=aa,+bb,+cc, (3.19)
_él _éZ _é?a
aAb=la, b c 3.20
1 1 1
aZ b2 CZ

’dir. Buna gore (3.18) ile verilen kuaterniyon ¢arpimi
axb=—<db>+ anb (3.21)

formunda yazilabilir. (3.21)’den de goriildiigii gibi iki vektoriin kuaterniyon carpimi

Oyle bir kuaterniyondur ki bu kuaterniyonun skaler kismi1 ve vektorel kismi sirasiyla
S(a xb) = —<a,b> (3.22)
V(@xb)=aAb (3.23)

‘dir. Hatta (3.21)’den goriilmektedir ki iki vektdr dik iseler kuaterniyon carpimlari
vektorel ¢arpimlarina esit olur; iki vektor paralel iseler kuaterniyon carpimlari bu iki
vektoriin skaler (i¢) carpiminin ters isaretlisine esittir.

Kuaterniyon carpiminda iki vektoriin yerleri degistirilirse skalar kismin ayni
kalmasina karsilik vektorel kisim isaret degistirir. O halde

bxa=K (axb) (3.24)
‘dir.

Eger (3.21)’de @ ve b vektorleri @, ve b, ile gosterilen birer birim vektor

iseler kuaterniyon ¢arpimlari
d,xb, =—cos® + S sind (3.25)

Burada 0 bu iki vektor arasindaki aci, §0 da

—

g . 50 /\bO
o= I
Jé0 Aol
“dir.
K(d, xb,) = —(cos0 + S,sin0) (3.26)

(3.9)’de verilen 6zdesligi uygulayarak
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K(d, xb,) = K(b,)xK(@,) (3.27)
elde edilir.

K(ao) = (é:o)_1 = _50

K(by) = (by)™" =-b, (3.28)

‘dir ve dolayisiyla (2.30) denklemi

q,=b,xa," =b, " xa, (3.29)
seklinde yazilabilir, burada q, =cos0 + §0sin6 bir birim kuaterniyon olup (3.13)

formunda verildigi gibidir.
e=cos0 + i sind

Kompleks say1 operatoriine benzetmek gerekirse q, birim kuaterniyonunda go
birim operatoriiniin 1’nin yerini aldig1 goriliir. Ger¢ekten q, birim kuaterniyonuna bir
kuaterniyon operatorii olarak bakilacak ve bu operator tipki kompleks say1 operatoriinde
oldugu gibi bir vektorii §0 ekseni etrafinda 0 acis1 kadar dondiirecektir. Kuaterniyon

operatdriiniin geometrik anlami ilerde irdelenecektir (Hacisalihoglu, 1983).

3.2.9. Reel Kuaterniyonlarin Matris Gosterimi

K, ={a,+ag | a,.a eR, &=-1}
kiimesini alalim.

(K, &R, + ¢, 0O, x}
sisteminin de bir cebir oldugu kolayca gosterilebilir. Boylece K, cebri K cebrinin bir
altcebrine izomorf olur. V (a,l+a€) € K, kuaterniyonunu (a0+a1\/—_1) e C

kompleks sayisina eslenirse, bu eslemeye goére K,’in C’ye izomorf oldugunu

sOylenebilir.
K cebri C’ye izomorf olan bir cisim kapsadigindan K’y1 C {izerindeki bir

vektor uzay1 olarak diisiinebiliriz. Bunun i¢in su tanim1 yapmak gerekir:
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geK ve X=(a0+a1x/—_l)eC = qXx

carpimm q (a,*a€,) € K kuaterniyonuna karsilik gelsin.
O zaman

D (@) x=q,x+q,x

(i) q(xtx,)=qx,tqx,

(iif) q(xx,) =(qx) x,=(9%;) X,

(iv) q(l+0¢)=q
olur. Boylece K kiimesi C kompleks sayilar cismi iizerinde bir vektor uzay1 olmus olur

(burada q’nun x ile soldan ¢arpimi esas alimmustir). Kompleks sayilar cismi iizerinde

herhangi bir q kuaterniyonunun ifadesi, e, =+1 olmak lizere,
q=a,e,+a,6+a,e,+a,e,
veya
q=c,(a,+ a,v-1) +&,(a,- a;-1)
seklinde yazilabilir. Buradan K’nin C iizerinde 2-boyutlu oldugu sonucuna varilir. Bu

durumda
K =S {e,.6,}
olur, yani K ’nin bir bazi {eo,éz} olur.

K’nin matris gosterimini elde etmek i¢in bir

T: K - Hom(K, K)
q—> Tq
dontisiimiint, Vq € K ig¢in,
T,: K > K
q = T(qd')=qq
seklinde tanimlayalim. Buradan
T,(d,tq, ) =T, (@D +T,(q},)

T,(@x)=T,/(q")x, VxeC

olur ((qq") x=q(q' )x ’dir). Bdylece
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Hom(K, K) :{qu qe K}

kiimesi C tizerinde bir vektor uzayi olur. Boylece T, doniistimiine C iizerinde
T, (e,) =X, T€,X,,
T, (€,) = e;X ), T€,X,

formiilleriyle tanimlanan bir 2x2 matrisi karsilik gelir. q =¢, i¢in
x, =1, x,,=x,=0 ve x,,=1

olacagindan T, donistimiine karsilik gelen matris

1 0
T, <

olur. Benzer sekilde

J1 0 0 -l 0 -1
Tq(—){o —«/3}129[1 O},T%(—)L\/j 0}

olur. Boylece

X v
Tc x+6,y < |: _yj|
0X+Cy y X

bulunur. Diger taraftan

TCIle - Tcllo TQz

‘dir. Boylece q — T, donisimii K cebrinin C kompleks sayilar cismi iizerinde

tanimlanan bir 2x2 matris gésterimidir (Hacisalihoglu, 1983).



4. DUAL KUATERNIYONLAR

4.1. Tanimlar

Dual vektorlere benzer sekilde iki reel kuaterniyon

=d+ae,+be,+ce
?1* =d"+ al*él+ tza*éz +3C*E3} *
olmak {izere bir dual kuaterniyon
Q=q+eq, & =0 (4.2)
seklinde tanimlanir. Bu dual kuaterniyonu
Q =D+ A¢,+ Bé, + C¢, (4.3)

olarak da yazmak miimkiindiir, burada
D=d+ed, A=a+ea, B=b+eb, C=c+ec

‘dir ve Q’nun dual bilesenleri olarak adlandirilirlar. (4.3) ifadesi (1.1) ile verilen
kuaterniyon ifadesine benzediginden bilesenleri dual sayilar olan bir dual kuterniyon

olarak ele alinabilir. Bu dual kuaterniyonun skaler ve vektor kisimlari, sirasi ile S, ve

\70 ile gosterilirse

Sq=S,+&S.=D

q
I - L - (4.4)
Vo=V, +8Vq, =Ae,+ Be, + Ce,

elde edilir. Bir dual kuaterniyonun skaler kismi1 bir dual sayidir ve vektdr kismi da bir
dual vektordiir.

(4.3) denklemi asagidaki sekilde acilabilir:
Q=d+aé+bé,+ce,+ d'(e) +a"(e€,)+b"(€8,) + ¢ (€6,)

d,a, b,c, d", a’, b" ve ¢ reel sayilarina Q dual kuterniyonunun sekiz temel elemanlari
denir. Boylece formel olarak bir dual kuaterniyon sekiz temel eleman cinsinden

tanimlanabilir: Oyle ki bu sekiz temel elemanin her biri reel sayidir ve belli bir sirada
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yer almislardir. Ayrica +1, €, €,, €,, €, €€, €€,, €€, gibi sekiz birimle birlesmislerdir.

Dolayistyla bir Q dual kuaterniyonu en genel formda birbirinden bagimsiz sekiz reel
say1 gerektirir (Hacisalihoglu, 1983).
4.2. Dual Kuaterniyonlar Uzerinde Temel islemeler
4.2.1. Dual Sifir Kuaterniyonu

Bir dual kuaterniyonun hem reel hem de dual kismi ayr1 ayri sifir kuaterniyonlar
iseler dual kuaterniyona sifir’dir denir (Hacisalihoglu, 1983).
4.2.2. Dual Katerniyonlarda Esitlik

Iki dual kuterniyonun reel ve dual kisimlari, karsilikli olarak, esit iseler bu iki
kuaterniyona esittirler denir (Hacisalihoglu, 1983).
4.2.3. Dual Katerniyonlarda Toplama

Iki dual kuaterniyonun toplami karsilikli olarak bu iki kuaterniyonun reel ve dual
kisimlarinin toplamiyla elde edilir. Ayni kural fark i¢in de vardir (Hacisalihoglu, 1983).
4.2.4. Dual Katerniyonlarda Carpma

Iki dual kuaterniyon

Q=q+e q*} 4.5)

P=p+ep

olsun. Iki dual kuaterniyonun ¢arpimi sunlardir:
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QxP=qgxp+te(qxp+q xp) (4.6)
PxQ=pxq+e(pxq+p xq) (4.7)
q q,p ve p formel kuaterniyonlar olduklarindan qxp, qxp”, ... ¢arpimlar1 daha
once verilen kurallara gore hesaplanir. Boylece QxP ve PxQ ¢arpimlar1 tamamen
belirtilmis olurlar.
(4.6) ve (4.7) denklemlerinden asagidaki gozlemler elde edilebilir.
(i)  Genel olarak, dual kuaterniyon ¢arpimi dual kuaterniyonlar verir. Bununla
beraber qxp“+q ' xp=0 ise QxP ¢arpimi bir kuaterniyona indirgenir.
Benzer sekilde pxq +p"xq=0 ise PxQ ¢arpimi da bir kuaterniyona
indirgenir.
(i1))  Dual kuaterniyon carpimlari, genel olarak degismeli degillerdir. QxP
carpimina Q’nun P ile soldan ¢arpimi ve PxQ ¢arpimina da P’nin Q ile

sagdan ¢arpimi denir. Gergekten, sadece Q ile P orantili ise (yani A bir

skaler olmak lizere Q =APise) QxP =PxQ olur.

(iii)  Dual kuaterniyon ¢arpimlar1 dagilimlidir.
(iv)  Dual kuaterniyon ¢arpimlar birlesimlidir:

((QxP)xR =Qx(PxR)’dir (Hacisalihoglu, 1983).

4.2.5. Dual Katerniyonlarda Eslenik

Bir Q=q+¢ q" dual kuaterniyonunun eslenigi K, ile gosterilir ve

Ko =K +eK . =D-A¢ - Be, - Ce¢, (4.8)
olarak tanimlanir. Q, =q, € q, ve Q, =q, +€ q, dula kuaterniyonlarmn toplam1 olan
Q,+Q,=q,+q,+&(q,+q,) dual kuaterniyonunun eslenigi

+egK

K(Q] +Qz): K(q1+qz) (qT+q§):Kq1 + K% te (KqT +Kq§)

‘dir. Boylece
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K K, +K (4.9)

Q+Qy) — Q,

oldugu goriiliir. Sozlerle ifade etmek gerekirse denebilir ki iki dual kuaterniyonun
toplaminin eslenigi esleniklerinin toplamina esittir.

Iki dual kuaterniyonun carpimimnin eslenigi

K =K, xK, T8 (K xK +K xK_.)

=K -
QxQ) [q1xqy te(q1xqz+9; %q,)]
= (K, +eK )x (K, +&K_).
Boylece

K = KQz XKQl (410)

(QxQ2)

elde edilir. O halde, iki dual kuaterniyonun c¢arpiminin eslenigi esleniklerinin ters

siradaki carpimina esittir (Kempe, 1878).

4.2.6. Dual Kuaterniyonlarda Norm

(4.8) denkleminde tekrar goriildii ki Q ve K, 'nin vektor kisimlar1 sadece isaret
bakimindan fark ederler, dolaysiyla Q x (K,) =(K,) xQ’dir. Q x(K,) ¢arpimina Q

dual kuaterniyonunun normu denir ve N, ile gosterilir. Boylece
N, =QxK, =K, xQ=D’+A’+B> +( 4.11)

‘dir. (4.11)’den goriildiigi gibi N, bir dual sayidir. Bu dual sayinin reel kismi Re( N, )

ve dual kismi da Du(N,, ) ile gosterilir. (2.45)’den

Re(N,)=d*+a’+b’+¢’
(4.12)

Du(N,) =2 ( dxd’+axa’+ bxb + cxc’)

oldugu goriliir. (4.11) geregince eger Q # 0 ise normu olan N, de sifir olamaz.

Q, ve Q, gibi iki dual kuaterniyonun ¢arpiminin normu

Nigxa,) =(QxQ,)xK g q,) = Q x(Q, xKg )xKy
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‘dir. (4.11)’den Q,xK, =N, oldugundan ve bir dual saymin bir kuaterniyon ile

carpimi degismeli oldugundan

N =QxNg, xKy =Q xKq xNg,

(QxQ)

Nga, = Ng,* N, (4.13)

elde edilir. Demek oluyor ki iki dual kuaterniyonun ¢arpiminin normu, normlarinin

carpimina esittir (Hacisalihoglu, 1983).

4.2.7. Dual Kuaterniyonlarda invers

Bir Q dual kuaterniyonunun inversi Q' ile gdsterilir ve

K, D-Ag - Bg,- Cg,

N, D*+A’+B*+(

Q'=

(4.14)

olarak tanimlanmir. Q' ’in reel kismi olan Re(Q™') ve dual kismi olan Du(Q™')’in

ifadesi (4.14)’den

aé, — be, — cée,
Zra’+b+¢?

Re(Q )= d;

ae, — be, — cée,
2rat+b’+¢?

Du(Q") = d;

2(dd’+aa’+bb'+ecc)

3/2
(d2 +a’+b’ +c2)

(d- ag, — b§, — ¢&,) (4.15)

olarak elde edilir. Boylece (4.11) ve (4.14)’den
QxQ'=Q'xQ=1 (4.16)

elde edilir. (4.12)’de Q, =Q ve Q, =Q"' konumu yapilarak

N,N ,1):1 veya N | =

1
Q@ Q" N_Q @.17)



25

bulunur. O halde bir dual kuaterniyonun inversinin normu ile (4.9), (4.10) ve

(4.13)’deki baglilik n dual kuaterniyon i¢in su sekildedir:

K g quia 10, = Ko T Ko, + o + Ko+ K (4.18)
K @ap.xq, xa,) = Ko, XKq % .. xKg xKg 4.19)
N @0.x0,x0,) = No, *Ng, * - *Ng_ *Ng, (4.20)

(4.18) ve (4.19)’den
(QxQ,x ... xQ,_,xQ)"'=Q.' xQ.'x ... xQ;'xQ;’ (4.21)
elde edilir (Hacisalihoglu, 1983).

4.2.8. Dual Kuaterniyonlarin Boliimii

Bir P dual kuaterniyonunu bir diger Q dual kuaterniyonu ile bélmek i¢in
R Q=P (4.22)

QR, =P (4.23)
denklemlerinden R,,R, bdlenlerini ¢ozmek gerekir. (4.22) ve (4.23)’l, sirasiyla,

sagdan ve soldan Q™' ile carparak
R, =PxQ" (4.24)
R, =Q"'xP (4.25)

elde edilir. Genel olarak R, ve R, farkl iki dual kuaterniyondur; R,’e, P’nin Q ile

sagdan boliimii ve R, ’ye de P’nin Q ile soldan boliimii denir (Hacisalihoglu, 1983).

4.2.9. Birim Dual Kuaterniyon

Normu birim olan (yani reel kismi birim ve dual kismi sifir olan) bir dual

kuaterniyona birim dual kuaterniyon denir ve Q, ile gosterilir. Boyle bir kuaterniyon
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Q, =D+ Ag,+ Be,+ Cé, (4.26)
seklinde ifade edilebilir. Burada
D=d+ed, A=a+tea, B=b+eb, C=c+ec

dual bilesenlerini olusturan sekiz temel eleman asagidaki kisitlamalara uymak

zorundadirlar:
d*+a*+b*+c* =1
. . . . (4.27)
dd +aa +bb +cc =0
(4.26)’da ifade edilen Q, birim dual kuaterniyonu
Q, = cosf,+ S, sind, (4.28)

formunda ifade edilebilir. Burada

cosf,=D; sinf,= VA® +B* +C? ; (4.29)

< AG+Bg,+ Cg,

S
0 [A2+B2+C2

ve 0, dual agist da Q,’m agisidir ve S, ise Q,’mn eksenini belirten birim dual

(4.30)

vektordiir. (4.29) ve (4.30) dual denklemlerini skaler formda yazarak 0, ve §0, sekiz
temel eleman cinsinden ¢oziiliirse (4.27) sartlarin1 saglayan
0 = arccos (d)

d’ (4.31)
va’+b’ +¢’
S _ ac,+ be,+ ce,

0

vai+b’+c’

G _AEHb EHCE dd’(ag,+ bé, + cg,)

Ja?+b*+¢? Ja?+b* +¢?

0" =—

(4.32)

ve bdylece
0,=0+£0", S,=S,+¢&S;
elde edilir (Hacisalihoglu, 1983).
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4.2.10. Dual Sayilar, Dual Vektorler ve Dual Kuaterniyonlar

Buraya kadar dual sayilar, dual vektorler ve dual kuaterniyonlar dedigimiz
biiyiikliikleri birer skaler olan reel sayilar ile tanimladik.
(I) € =0 olacak sekilde tanimlanan ¢ birimi ile yeni iki operasyon sayesinde
dual sayilar halkasini elde ederiz.

(II)  &* =0 olacak sekilde & birimi ve 3-boyutlu uzayn reel vektorleri kiimesinde

tanimlanan islemler bizi dual vektorler denen yeni bir kavrama getirir.

(IIT)  Kuaterniyonlar cebrinin kurallarini (I) ve (I)’de belirtilen iki kavramla
birlestirerek dual kuaterniyon kavrami elde edilir. Boylece dual sayilar ve
dual vektorler dual kuaterniyonlardan birer 6zel hal olarak elde edilebilirler.

Dual sayilar vektér kisimlar sifir olan dual kuaterniyonlardir. Sirf dual olan
vektorler skaler kisimlart sifir olan dual kuaterniyonlardir. O halde buraya kadar

irdelenen biitiin kantiteler +1, €, €,, €,, €, €€,, €€,, €€, gibi sekiz temel birimin reel

sayilarla birlesmesinden ortaya ¢ikmistir (Hacisalihoglu, 1983).

4.3. Kuaterniyon Operatorii ve Diger Ilgili Operatorler
4.3.1. Kompleks Say1 Operatorii

S,, =S, =la,|=[b,[=1

olacak sekilde a, ve b, kompleks sayilarini alalim.

a,=cosO, +isind, =e™
(4.33)

— S ol _ ,i0b
b,=cos0,+1isinb, =e

yazabiliriz. a, ve b, arasindaki a¢1 0 ise 0, —0, =0 oldugu aciktir. (4.33)’lin taraf

tarafa bolimiinden

on

0= i) = ol (4.34)

0

[

elde edilir. Buradan
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b,=[ " |a, (4.35)

a,=[ ™ |b, (4.36)

e’ =cosO +1sind
ile gosterilen
R—->C
0—e"
operatoriine kompleks say1r operatorii denir. Kompleks diizlemde, yani X0Y

diizleminde, bir kompleks sayiyr e“ile carpmak demek, bu kompleks saymin
arglimentini 0 kadar artirmak demektir. Diger bir ifade ile kompleks sayiya karsilik
gelen vektorii 0 baslangic noktasi etrafinda 6 kadar dondiirmek demektir. 6 >0 ise
donme pozitif yonde ve 6 <0 ise donme negatif yonde ve 6 =0 ise donme yoktur

(Hacisalihoglu, 1983).

4.3.2. Kuaterniyon Operatorii

a, ve BO vektorleri yerine X0Y diizleminde iki yonlii dogru alalim ve
aralarindaki a¢1 0 olsun. Bu iki dogrunun gerdigi diizlem X0Y’dir. Bu diizlemi P ile
gosterelim. P’nin X0Y’den farkli olmas:t a,ve BO vektorlerini kapsayan dogrularin

secilisi ile miimkiindiir. Bu demektir ki P diizlemi, kesisen iki dogrusu ile genel olarak

secilebilir.
S|=laul =[5, =1
olacak sekilde
S _ a, A Bo
[ 7|

—

vektoriinii alalim. Boylece {ao, b,, §} sistemi bir sag sistem olur. Kuaterniyon ¢arpim

(x) ile gosterilmek suretiyle
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by x(@,)" = ¢’ (4.37)
(by) ' xd, = q' (4.38)
q =cos®+S sinf,0e R

olsun. Iste bu
q" =cosO + S* sinf

olarak tanimlanan q" reel kuaterniyonu ile ortaya ¢ikan
R->K
0—>q"
operatoriine kuaterniyon operatorii denir. (4.37)’in her iki yanm sagdan a, ile

kuaterniyon ¢arpiminda carparsak

b, = q' xa, (4.39)
bulunur. Benzer sekilde (4.38)’1 de soldan BO ile kuaterniyon ¢arparsak

d,= b,xq" (4.40)
elde edilir. (4.39)’den goriiliiyor ki &, kuaterniyonunu q" ile soldan ¢arpmak demek

b,’1 elde etmek demektir. Diger bir ifadeyle, d,’1 b, iizerine tagimak, bu is @,

vektoriinii S etrafinda 0 kadar déndiirmek demektir.

Benzer irdeleme (4.40) igin yapilirsa bir vektorii q” ile sagdan garpmak demek

S* etrafinda negatif yonde 0 kadar dondiirmek demektir.

Sonug olarak;

q" =cos0 + S sind olmak iizere S™’a dik bir P diizlemi icinde yatan bir o
vektoriinii q" ile soldan carpmak demek (sagdan carpmak demek), o vektorini S’
etrafinda pozitif yonde (negatif yonde) 6 kadar dondiirmek demektir.

Eger P’yi geren vektorler olarak ¢€,, €, alinirsa S =¢, alinarak P’deki

donmeler i¢in q" = cosb + €, sinf operatdrii uygulanabilir. Bu da
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q =cos0 + ¢, sin0

ve e" operatdrlerinin ayni isi yaptigim gosterir (Hacisalihoglu, 1983).

4.3.3. Donme Operatorii

A ve B iki birim dual vektdr olsun. A ve B ’ye karsilik gelen dogrular,

strastyla, d; ve d, olsun. d, nd, ={0} ve « (d,,d,)=6 ise ©=0 dir, zira O=0+¢0"
ve 0" =0"dur.
S"//AAB
olarak secilirse
Bx(A)'=Q (4.41)
(B)'xA=Q" (4.42)
oldugunu biliyoruz. Burada
Q" =cos® + S * sind
‘dir. (4.41) ve (4.42)’den sirasiyla,
B=Q xA (4.43)
A=BxQ (4.44)
yazilabilir. O halde su sonucu verebilirizz S “’a dik bir birim dual vektdrii
Q" =cos0 +S “sind ile soldan garpmak (sagdan ¢arpmak) demek gelen dogruyu,

S "’a normal olan diizlem i¢inde S * dogrusu etrafinda pozitif yonde (negatif yonde)

0 kadar dondiirmek demektir (Hamilton, 1844).



5. EULER ACILARININ KULLANIMI

5.1. Rodrigues Denklemi

Bir [A] ortogonal matrisi verildiginde,
X-x =[A-I] [AH]! (X +X)
ve B = [A-I][A+I]" ile belli olan bir [B] anti-simetrik matris vardir. Bdylece;
X -x=[B](X+X) (5.1

yazilabilir. (5.1) esitligi, donen cismin noktalarinin hareketli ve sabit catidaki

koordinatlar1 arasindaki iligkiyi verir. (5.1) esitligi yerine, [B] ile belli olan vektor b

olmak tizere;

X-X=bx(X+X) (5.2)
yazilabilir. (5.2) esitligi donmeler i¢in Rodrigues denklemi olarak adlandirilir. Bu

esitlikteki b vektoriine de Rodrigues vektorii denir.

(5.2) esitligindeki X ve X yerine, bu vektorlerin B’ye dik olan diizleme
izdiigiimleri olan X ve x _ i¢in de gegerlidir. Gergekten,

X=X"+Ab X =X +Ab,
X'=X-Ab X

[A]X"=[A](X-Ab)=[A]X-A[A]b=[A]X-Ab=X-Ab=X

Yani X ve X arasindaki X =[A] X esitligi, X ve X  i¢in de gegerlidir. Dolayisiyla,

X"-x*=b (X+x")
olup norm alinirsa;
X =% *]= [Ib]|.]| X “+% ||Sin(b, X +% ) (5.3)

IX =X *[= b 1X+X |
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ook xSk k|2
<X XY

* *

- =k % o % %
X > 2<X X > <X, X))

M
\®)

= (IX -2 [ X% Yjeosd + || XD LX) = 1% ]| =a, a>0
= [2a’ (l—coscl))]l/2
Benzer islemlerle;

X"+ || = (2a” (1+cos¢)) '

elde edilir. Ayrica;

0 I X*-% 54)

2 || X x|

‘den b nin normu olarak;

¢

|b||=tan—
2

bulunur. b nin bilesenleri;
PN ¢ ¢
b=(tan— Sy ,tanE Sy ,tanE S,)
dir. (Sx,Sy.S,), b boyunca belirli olan birim vektorlerdir ve “Rodrigues

Parametreleri” olarak bilinirler (Isleyen, 2008).

5.2. Euler Parametreleri

[A] ortogonal matrisi i¢in Cayley formiilii, ¢ donme agis1 ve [B] = tan ¢/2[S]”’

den belli olan s birim vektoriiniin bilesenleri cinsinden
[A]=[cosd/21-sind/2S] ' [cosd/2T+sind/2S] (5.5)

olarak yazilabilir.
C= [cosd/2]+sind/2]
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matrisindeki sabitlere A’nin “Euler Parametreleri” denir. Bu parametreler dort tane olup

sunlardir:

co=cosd/2, c;=sind/2S,, c=sind/28S,,, cs=sin¢/2S, (5.6)

y)

(5.5) esitligindeki [cosd/2I-sin¢/2S] invers matrisi hesaplanir ve x=¢/2 alinirsa,

0 a b
S=|-a 0 cl,a®+b*+c*=1
b ¢ 0

[cos[¢/2]-sin¢/2S]=D, detD =1

COSX

cosx -asinx -bsinx
p— . _1 . .
D l= [cos 21-sin ﬂ =| asinX COSX -Csinx

bsinx c¢sinX  cosX

cos’x +c’sin’x  -asinxcosx - besin?x  acsinx - bsin’xcosx
:ﬁ asinxcosx - besin’x cos’x + b’sin’x -ccosxsinx - absin’x
acsin’x + bsinxcosx  ccosxsinx - absin’’x cos’x +a’sin’x
cosx +¢? SIZX _aginx -beSIZX e SinZX pginy
COSX COSX COSX
) ) )
_ : SIn“x 2 sIn“xX : SIn“x
=|asinx -bc ¥y  cosx +b” 5 -csinx -ab gL
) ) )
. SIn“x : SIn“x 2 sIn“x
bsinx +ac s csinx-ab¥5  cosx+a” >
COSX 0 0 0 -asinx -bsinx ¢ -bc ac
: 2
=l 0 cosx O [+]asinx 0 csinx |+3LX| he b2 -ab
X
. . 2
0 0 COSX bsinx csinx 0 ac -ab a
2 2
0 -a -b l-a“-b be ac
- 2
=cosxl +sinx|la 0 -c|+30X| pe 1-a*-b’ -ab
X
2 2
b ¢ O ac -ab 1-b"-c¢
0 —a -b -a’-b? -be ac
- 2
=cosxI+sinx|a 0 —c|+3X/[ +1 bec -a’-b> -ab
X

b ¢ 0 ac -ab b2 -¢?


E:Application DataMicrosoftBelgelerimLocal SettingsBelgelerimWINDOWSDesktoptez" l
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D=cos/2I+sin¢/28+ S;z: f/j (1+S2)
bulunur. Bu esitlik, C ile carpilirsa,

A=1+2S singcos% +28°2 sing (5.7
olur. Ve buradan da ;

A=I + Ssin¢ +S% (1 - cos d) (5.8)

elde edilir (Siminovitch, 1995).



6. TARTISMA ve SONUC

Bir cismin sabit bir O noktas1 etrafinda dondiiriildiigiinii kabul edelim. Uzayin

bir O baslangi¢ noktasindaki bazlarindan biri {é;, E;, E;} ve cisme bagli bir diger baz

{€,,€,,8,} olsun. Birinci sistem sabit sistem ve ikincisi de hareketli sistem olarak

bilinmektedir.
Bu iki sistem arasindaki fonksiyonel baginti asagidaki ii¢ ardistk donmenin

bileskesi olarak elde edilebilir.

(e}
™)

ol
1

Sekil 6.1. Euler acilari

1 ' '
I. € ’niin €, etrafinda @ derecelik bir donmesi ile €, ’den T eksenine gelinir.

1 '
II. ¢é,’niin T ekseni etrafinda 0 derecelik bir donmesi ile €, ’den €, ’e gelinir.
II. T ekseninin €, etrafinda y derecelik bir donmesi ile T ‘den €, ’e gelinir.

Bu ii¢ donmenin denklemleri sirasiyla,

F=[Q%.0)] § 6.1)
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&=[QEO] & (62)
§=[Q @) ] & 63)

Bu ii¢ denklemden, hareketli sistemin sabit sisteme gore konumu @, 6 ve

parametreleriyle tamamen belirlenebilir: bu agilara Euler acgilar1 denir. Baz

sistemlerimizin otonormal olduklarini diisiinerek (6.1), (6.2) ve (6.3)’lin agiklamalari ile

= (cos@ + &, sin?) §,= & cos@ + &, sin®d (6.4)
¢,= (cosd + Tsin0) &, = &, cos0 + (F A, ) sind (6.5)
€, =(cosy +¢€,siny)r =rcosy + (&, AT)siny (6.6)

'
(6.4)’lin her iki tarafi €, ile sagdan dis garpilirsa,
- _»' QV QV . _»Y QV _»Y QV Q' .
I A€, =(€, cosD + €, sin@)e, =€ A€, cos@D+€, A€, sin@d
—»' _,' .
=—¢, cos@ + ¢, sin@
- _’V 1 . _’v
rA€, =g, sin@—¢, cos@ (6.7)

elde edilir. (6.5)’iin her iki tarafi sagdan 1 ile ¢arpilir ve (6.7) kullanilirsa

' ' ' 1
€, AT=(€, cosO + (f A€,) sinO) AT=€, AT cosO + (f A€,) AT sin0

. ' (6.8)
=€, AT cosO + €,sind
elde edilir. (6.7)’in (6.5)’te yerine konulmasiyla,
€,= é; cos0 + (e: sin O—é; cos @) sinf
e,= é; sin@ sin - 6'2 cos@ sinb + 6'3 cos0 (6.9)

Ve ayni sekilde (6.4) ile (6.8) nin (6.6)’da kullanilmasi ile
€ =Tcosy +(€, AT)siny = (é; cos@ + é; sin@) cosy +

¢ = é: (cos@cosy —sin@Dsiny cos0)
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+é'2 (sin@cosy —cosPsiny cos 6)+é; (siny sin 0) (6.10)

elde edilir. (6.9) ve (6.10)’dan

'
€, =€, A€, =¢,(—cosDsiny —sinDcos i cos )

+é'2 (—sin@siny +cos Dcos iy cos 6)+é; (cosysin0) (6.11)

(6.9), (6.10) ve (6.11) denklemleri hareketli sistemden sabit sisteme olan bir doniisiim
denklemleridirler. Ters doniisiim denklemlerini de (6.1) ve (6.2)’den ayn1 metot fakat

ters sira ile elde edebiliriz (Hacisalihoglu, 1983).
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