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OZET

BASLIK: Schrodinger Denklemi icin Local Olmayan
Sinir Deger Problemleri.
YAZAR: Ali SIRMA

Bu doktora tezinde H Hilbert uzayinda A4 &zeslenik (self-adjoint)
operatdr olmak Uzere Schrodinger denklemi icin lokal olmayan sinir deger
problemleri  arastinlmigtir.  Bu problemlerin  ¢6zUmlerinin  kararlihgi
incelenmistir. Iki tane lokal olmayan sinir deger problemi incelenmistir. Lokal
olmayan sinir deger probleminin yaklasik ¢ézumleri igin birinci ve ikinci
basamaktan dogruluklu fark semalari kurulmustur. Bu fark semalarinin
kararlihgi  gosterilmigtir. Uygulamada Schrodinger denkleminin  fark
denklemlerinin ¢ézumlerinin kararhihdi elde edilmigtir. Lokal olmayan sinir
sarth tek-boyutlu Schrédinger denkleminin ¢ozimui sayisal olarak elde
edilmistir. Bu fark denklemlerinin ¢dzUmunde iyilestiriimis Gauss eleme
metodunu igeren bir teknik kullaniimigtir. Metot sayisal degerlerle

desteklenmistir.



SUMMARY

TITLE: Nonlocal Boundary Value Problems for
Schrodinger Equation.
AUTHOR: Ali SIRMA

In this thesis we have studied nonlocal boundary value problems

for Schrodinger equation in a Hilbert space H with the self-adjoint operator
A . Stability estimates for the solution of this problem are established. Two
nonlocal boundary value problems are investigated. The first and second
order of accuracy difference schemes for the approximate solutions of this
nonlocal boundary value problem are presented. Stability of these difference
schemes is established. In practice, stability inequalities for the solutions of
difference schemes for Schrdodinger equation are obtained. A numerical
method is proposed for solving a one-dimensional Schrédinger equation with
nonlocal boundary condition. A procedure involving modified Gauss
elimination method is used for solving these difference schemes. The method

is illustrated by numerical examples.
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BOLUM 1
GIRIS

Bilindigi Uzere, kuantum fizigindeki ve fizigin diger alanlarindaki pek ¢ok
problemler ve sesin su altindaki yayilimi ile ilgili matematiksel modeller
Schrodinger denklem tipli kismi turevli denklemleri netice vermektedir.

Schrodinger denklemi sesin su altindaki yayilimi ile ilgili mathematiksel
modellerde de kullaniimaktadir. Sesin su altinda yayilimi ile ilgili ilk olarak
1973 de Tappert ve Hardin ¢calismistir. Daha sonra Papadakis, J.S. ([9]-[10])
tarafindan ve Marie Elizabeth Mayfield de doktora tezinde [1] calismistir.
Asagidaki kisim bu ¢ikartimin nasil olduguna dair bir icgoru vermesi igin bu
doktora tezinden o6zetlenmigtir (Mayfield, 1989, sayfa 1-2 ve sayfa 17-19):

(Okyanusta sesin yayllimi sicakhga, tuzluluk oranina, sinirlanmis
basinca, yogunluga hatta su organizmalarinin varhgina baghdir. Okyanus
esisili bir ortamdan ziyade adiabatik bir ortamdir: su igerisinde su transferi
yoktur fakat genellikle bir derinlikten bagka derinlige sicaklik farki vardir.
Okyanus yuzeyi, suyun derinligi ve tabanin ve tabanin altindaki bolgelerin
okyanus icinde sesin hareketine katkilari vardir. Suyun hizi sicaklik, tuzluluk
ve derinlik ile artmaktadir; suyun hizi saniyede 1450 metreden 1550 metreye
degismektedir. insan kulagi ise 30 Hz. ile 20 kHz. frekans arasindaki sesi
duyabilmektedir. Buna karsilik 1 Hz. den 300 kHz. frekans araligi su
altindaki sesin yayihminda kullaniimaktadir.

Ses basinci P okyanusta
1

2
c

AP-— P, =Ly (1.1)

dalga denklemini saglamaktadir.
Burada c=c(x,y,z) ses hizini ve f de ses kaynagini ifade etmektedir.

Asagidaki sinir sartlarina gore okyanus yuzeyinin surekliligini ve tabaninin
sertligini varsayiyoruz.

P=0, z=0 ise (okyanus ylizeyi)

P.+Ph +Ph =0, z=h(x,y)ise. (okyanus tabani)

Eger gercekte, akustik kaynak zamanin harmonik noktasal bir kaynagi

ise bu durumda P(x,y,z,t), e ™ p(x,y,z) formunda, kaynak dagihmi 0Of,

e ™q(x,y,z) formunda olur ve yukaridaki denklem de

p=0, z=0 ise (1.2)
p.+*ph +ph =0, z=h(x,y) ise (1.3)

sinir sarth
Dp +kon’p =q(x, p,2) (1.4)

denklemine donlsir. &, =2, w kaynagin agisal frekansi, ve

0]
c(x, y, 2)

n=n(x,y,z) = ise ¢, referans ses hizinin ¢ ses hizina orani olarak

kirllma indisidir.



x, = (%, ,,2,), Noktasinda bulunan bir nokta kaynak igin g(x,y,z) = q(x)
fonksiyonu ¢(x) =-3d(x—x,) delta fonksiyonu geklinde alinabilir. (1.4) elliptik

kismi turevli denklemine (1.2) Helmholtz veya indirgenmis dalga denklemi
denir. Bu denklem, (1.2)-(1.3) sinir sartlariyla birlikte sualti ses yayillimini
ifade eden bir matematiksel model olarak galisir.

Akustik dalgalar su iginde minimum hiz bolgesine dogru hareket
egilimindedirler. Su sutununda sicaklik ve basing farkliliklariyla bicimlenen bu
bdlge 1945 yilinda kesfedildi. SOFAR (Ses Sabitleme ve Mesafelendirme)
olarak isimlendirilen bu kanallarda sesin uzun mesafede yayilimi
mumkundur. Bu SOFAR ses kanallari dalgalarin okyanus yuzeyiyle ve
okyanus tabaniyla etkilesmesini onler ve bdylece 1000 mil uzaga kadar
yayihmint mumkun kilar.

Yuksek frekansli ses kanallari su iginde ¢ok ¢abuk sogruldugundan uzun
mesafe yayilimlar icin duguk frekanshlar kullaniimaktadir. Yataya gore kiguk

(<16°) vyayilim acilari da uzun mesafeli yayihmlar icin kullaniimaktadir.
istenen maksimum yayilim agisi Snell kanunu ile tanimlandigi tizere

Arc cos(ses kanalindaki minimum hiz/okyanusun tabanindaki hiz)
bagintisi ile verilir.

Klguk aci, dusuk frekans yayilim yaklagsiminda dalgalar esas olarak
kaynaktan yatay dogrultuda yayilirlar. Butun bu varsayimlar dalga
denklemine bir parabolik yaklagimi mumkuin kilar.

Eksenel simetrik bir okyanusta p ses basinci
—0(z —z,)0(r)

27

prr+%pr+pzz+ (?nz(r’z)p: (15)

formunda indirgenmisg bir dalga denklemini saglar.
Eger yayilimin esas olarak radyal oldugunu varsaysak p(r,z) i H,(k,")

Hankel fonksiyonunun asimtotik formu ile temsil edilen disari dogru yayilan
silindirik dalga ile yavasca degisen u(r,z) zarf fonksiyonunun ¢arpimi olarak

p(r,z) =u(r,z) 2 exp(ik,r)
\ 77k,
seklinde yazilabilir.

Eger bu p fonksiyonunu (1.5) denkleminde yerine koyar ve kaynaktan
uzaktaki p ile ilgilendigimiz icin sag tarafi sifirlarsak

u, +2ikgu, +u, +[417—k02 +kon’(r, z)}u =0 (1.6)

elde edilir.

Burada ilgilendigimiz » mesafesi kaynaktan pekgok dalga boyu uzakta
oldugu icin (1.6) da -+ iceren terim g6z ardi edilebilir (uzak bolge
yaklasimi) ve boylece

u, +2ikgu, +u_ +k; [nz(r, z) —1]14 =0 (1.7)
bulunur.

Son olarak, yayillimin etkin olarak radiyal oldugu kabul edildigi icin (1.7)
icinde ., terimi 2iku. ye gore ihmal edilebilir (paraksiyal yaklagimi),
bdylelikle Schrodinger tipli (formal olarak) parabolik yaklagim denklemi

ik, +u, +k; [ n*(r,2)=1]u=0 (1.8)



elde edilir.

Bu yaklagim denklemi sualti ses yayihmi ile ilgili olarak ilk defa Tappert
ve Hardin tarafindan 1973 de kullaniimigtir. Not etmek gerektir ki bu
denklemdeki r, parabolik kismi differansiyel denklemdeki zamanin goérevini
ustlenmektedir.

Bu parabolik yaklagsim, dusuk frekans, kiguk agi ve uzun mesafeli

yayihm varsayimlari altinda kabul edilmektedir. Bu denklem kirilma indisi »
(kirnmnim ve butin dalga etkilerini icinde bulundurur) derinlige ve mesafeye
bagli oldugunda bile kullanilabilir.)

Aciktir ki eger n(r,z)=n(z) alirsak (1.8) i H Hilbert uzayinda A sinirh
olmayan lineer bir operator olmak Gzere

iu, + Au = f(¢t) (1.9)

soyut denklemine indirgeyebiliriz. Pek ¢ok lineer Schrodinger denklemi bu

forma indirgenebilir.

(1.9) differansiyel denklemi ¢ ye goére birinci mertebeden tirev

icermektedir. Boylece, tam ¢6zUmu elde etmek icin ¢ ye gore bir kosula

ihtiyacimiz vardir. D.G. Gordeziani ve G.A. Avalishvili nin makelelerinde ([2]-

[3]) cok noktali lokal olmayan
u(0)=3 a,u(h,) + P u(s)ds +4

sarti calisiimistir.

Bu galismada H Hilbert uzayinda 4 6zeslenik lineer operator olmak

uzere

i+ Ju=f(t), 0<t<T,

w(0)= 3 a,u(1,)+ [P u(ds +4,

0<A <A <..<A<T

Schrédinger denklemi igin lokal olmayan sinir deger problemi galisiimistir.
Operatoér teori kullanilarak bu lokal olmayan sinir deger probleminin ¢ézimu
icin kararlihk kestirimleri incelenmistir. Bu lokal olmayan sinir deger
probleminin yaklasik ¢ézumleri ic¢in birinci basamaktan dogruluklu Rothe fark
semasi, ikinci basamaktan dogruluklu Crank-Nicholson fark semasi ve ikinci
basamaktan dogruluklu r -iyilestiriimis Crank- Nicholson fark semalari

kurulmustur. Bu fark semalarinin kararhligi ispatlanmigtir.  Uygulamada,



Schrédinger denklemi icin kurulan fark semalarinin ¢éztmleri igin kararlilik
esitsizlikleri elde edilmistir. Lokal olmayan sinir sarth tek boyutlu Schrédinger
denklemi igin sayisal metod verilmistir. Bu fark semalarinin ¢é6zimunde
iyilestiriimis Gauss eleme metodunu igeren bir teknik kullaniimigtir. Bu fark
semalarinin  ¢ozuamleri ile ilgili teorik ifadeler sayisal degerlerle
desteklenmistir.

Bilindigi Uzere lineer Schrodinger denklemi Fourier serileri, Laplace
transform metodu ve Fourier transform metoduyla ¢oézulebilmektedir.

Bu metotlarin her biri igin birer drnek verelim:

Oncelikle birinci mertebeden lineer Schrodinger denklemini

. 2 i :
l%_ﬂ+u :e”s]nx, 0<r<l, 0<x<2m,

ox?

u(O,x)=sinx, 0<x<2r, (1.10)

u(t,0)=u(t,2m), u (2,0)=u (1,2m), 0<r<l

ele alalim. Bu problemin ¢ozumu igin degiskenlerin ayirimi veya diger ismiyle

Fourier serileri metodu kullanilacaktir. Bu problemi ¢ézmek igin  u(z,x) i
u(t,x) =v(t,x) + w(t, x),

seklinde iki kisma ayirmamiz gerekir soyle ki,

. 2
ig=41+y=0, 0<t<l, 0<x<2r,

v(O,x)Zsinx, 0<x<2r, (1.11)

v(1,0)=v(t,2m), v (1,0)=v, (t,27), 0<t<l
ve

. ) 2., i .
9 ——g¥+w:e”smx, 0<t<l, 0<x<2m,
IX

w(0,x)=0, 0<x<2m, (1.12)

w(t,0)=w(s,2m), w, (£,0)=w, (1,27m), 0<r<l.

Oncelikle (1.11) problemini ¢ézelim. Degiskenlerine ayirma metoduyla;
v(t,x)=T()X(x)#0

tanimlarsak,



iT'(t)X(x)=T()X"(x)+ T (1) X (x) =0
veya
iT'(1)+T(t) _ X" (x)

W) x()

elde edilir. Bu da,
X"(x)=AX (x)=0,
(1.13)
X0)=x2m, X'(0)=Xx'2m
denklemini verir.

Ug durum sdzkonusudur. Séyle ki;

A= >0 igin sadece asikar ¢ézim vardir.
A =0 i¢in ¢ herhangi bir sabit sayl olmak Uzere X (x)=c ¢dzUmu elde edilir.
A=—1 <0 icin g nun =k, kOZ" ve ¢dzimin
X, (x) =c,sinkx+d, coskx, k=1,2,..
seklinde oldugu goérulir. 7'(¢) yi elde etmek igin
(1) =i(1+£*)7 () =0
denklemini yazalim. Boylelikle T7(¢) igin ¢6zum

—(1+k2)t

T, (t)=C,e

seklindedir. Boylelikle,

v(t, x) = i (ak sin kx + b, cos kx) ei(sz)z
k=0
elde edilir.

v(O,x) =sinx, 0<x<2rmr

baslangi¢ kosulu kullanilirsa
a, =1, a =0fork#1,

b, =0 fork=0
elde edilir. Boylelikle,
v(t,x)= e sinx
seklinde olur.

ikinci olarak (1.12) probleminin ¢éziimii elde edilir. Bunun igin



w(t, x) = iAk (f)sin kx
=1
alalim.
w(0,x)=0, 0<x<2r7,
baglangi¢ sarti kullanilarak
A4,(0)=0, tim £k =licin
elde edilir. Simdi, (1.14) G (1.12) de yerine koyarsak

i[ZA,; (¢)sin kx} + Zszk (¢)sin kx + ZAk (t)sinkx = €"sinx
k=1 k=1 k=1
yani

i[iAl;(t) +(k2 +1)Ak(f)}8inkx =¢"sinx

k=1
bulunur. {sinkx},_ kiimesi ortogonal bir kiime oldugundan ve (1.15)

kullanilarak

id (1) +24,(t) = €', 4,(0)=0,

id () + (kK +1) 4,()=0, 4,0)=0, k=2

Cauchy problemleri elde edilir. Boylelikle

Al (t) = eit _e2it’

4,()=0, k=22,
sonra da
w(t,x) = (e” - ) sin x
bulunur. Sonug olarak (1.10) problemin ¢dézimu
u(t,x) =v(t,x)+w(t,x),
=e* sinx + (e” - ) sin x,
=¢" sin x

seklinde bulunur.

(1.14)

(1.15)

Not edelim ki, ayni metod kullanilarak ¢ok boyutlu Schrédinger denklemi igin

lokal olmayan sinir deger probleminin de



n

. Qu(t, x) %u(t, x) —

=5 - Zla, = =g(tx),
r= r

x=(x,....,x,)0Q, 0<¢<T,

u(0,x) = Zp:amu(Am) +@(x), x0Q,

u(t,x)=0, xS,

¢dzimi elde edilebilir. Burada  g(s,x) (t0[0,7], x0Q), ¢(x), (x0Q)
verilmis yeterince puruzsiz (smooth) fonksiyonlardir. Q =(0<x, <1, 1<k <n)
ise n-boyutlu [O” OKlit uzayinda birim agik kilp ve S onun siniri olmak

lizere Q=Q0OS dir.

Ancak degiskenlerine ayirma metodu sadece kismi turevli denklem sabit
katsaylya sahip oldugunda gecerlidir. Cok iyi bilinmektedir ki, ¢ ye veya
konuma bagli katsayili kismi turevli denklemleri ¢ézmenin en faydali yolu
sonlu fark metodudur.

Simdi Schrodinger denklemi igin baska bir 6rnek verilecek. Bu ornek

Laplace transform metoduyla ¢ézulebilir (x e gore).

. 2 it —
1%—?—ZX—Z+M=—6” Y 0<t<l, 0<x<oo,

u(O,x):e_x, 0<x<oo, (1.16)

u(t,O) =", u(t,O) =", 0<t<l.

seklindedir.

00

Ul(t,s) = L{u(t, x)} = J-u(t, x)e “dx

0

olmak Uzere
i, —u, +u=—e""
kismi tlrevli denklemin iki tarafina Laplace transformu uygulanirsa

iL{u} ~L{u} +L{} =L{(~¢")}

veya



it

iU(f,S)t —SzU(l‘,S)+Su(t,0)+ux (t,0)+U(l‘,S) —_ €+1
S

elde edilir. Boylelikle problem

iU, (t,s) —szU(t,s) +U(t,s) =
sonra da

U

sekline donusur. Boylece

U( ) U(Os)e +e

Cauchy formalinu kullanarak

elde edilir. Daha sonra ters Laplace transformu kullanilarak

— it _—x _ _it—x

ee e

elde edilir. Boylelikle,

u (t,x) ="
(1.16) lokal olmayan sinir deger probleminin ¢ozUmudur.

Not edelim ki, ayni metod kullanilarak ¢ok boyutlu Schrédinger denklemi igin

lokal olmayan sinir deger probleminin de

au(t x) za 9% u(t X) _g(t,X),

x=(x,...,x,)0Q", 0<¢<T,

u(0,x) = zp:amuum) +é(x), x0Q,

u(t,x)=0, xOS",



¢oziimii elde edilebilir. Burada  g(,»)(t0[0,7], x0Q)), ¢(x), (x0Q)
verilmis yeterince plriizsiiz fonksiyonlardir. Q" =(0<x, <c, 1<k <n) ise n-
boyutu 0"  Oklit uzayinda acgik kiime ve S* onun siniri olmak Uzere
Q' =Q 0S8 dir.

Ancak Laplace transform metodu sadece kismi turevli denklem sabit
katsaylya sahip oldugunda gecerlidir. Cok iyi bilinmektedir ki, ¢ ye veya
konuma bagli katsayili kismi turevli denklemleri ¢6zmenin en faydali yolu

sonlu fark metodudur.

Schrédinger denklemi icin verilecek son érnek
%4y =0, 0<i<], -—w<x<ow,
(1.17)

u(O,x):l, —00 < x <00

de Fourier transform metoduyla ¢ozulecek. Yukaridaki kismi differansiyel

denklemin iki tarafinin Fourier transformunu alirsak
F{u}-F{u.} +F{u} =F{0}
veya
(F{ue.x)}), = (i) F{u(10)} + F{u (1)} = F{1)
elde ederiz. Simdi
Flu(t.x)} =U(,s)
alalim. Boylelikle problemimiz
{U, (1.5)=i(s* +1)U (r.5) =0,
U(0,s) =F{1}
seklini alir. Boéylece Cauchy formulu kullanilarak
U (t,5) = VE{1)
elde edilir. Son olarak, iki tarafin ters Fourier donisimunu alirsak verilen
lokal olmayan sinir deger probleminin ¢ozumu
u(t,x)=e™
seklinde bulunur.

Not edelim ki, ayni metod kullanilarak ¢ok boyutlu Schrodinger denklemi

icin lokal olmayan sinir deger probleminin de
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n
- Ou(t, x) _ azu(t, X) —
l ot rzzlar x> - g(ta X),

x=(x,....,x,)0Q, 0<¢<T,

u(0,x) = Zp: a,u(A)+¢(x), x0Q,

m=1
¢ozuimi elde edilebilir. Burada g(¢,x) (¢t0[0,T], x0Q), #(x) (xOQ) verilmis
yeterince purtzsuz fonksiyonlardir. Q =(—oco <x, <o, 1<k <n) ise n-boyutlu

0" Oklit uzayinda bir kiimedir.

Ancak Fourier transform metodu sadece kismi tlrevli denklem sabit
katsaylya sahip oldugunda gecerlidir. Cok iyi bilinmektedir ki, ¢ ye veya
konuma bagh katsayili kismi turevli denklemleri ¢gozmenin en uygun yolu
sonlu fark metodudur.

Simdi, tezin igerdigi konu basliklarindan kisaca bahsedelim. Bu ¢alisma
bes bolumden ibarettir.

Birinci bolum girig kismidir.

ikinci bolim, bes kisimdan olusmaktadir. Bu bélimde Schrodinger
denklemi igcin ¢ok noktali lokal olmayan sinir deger problemi c¢alisiimigtir.
Birinci kisimda bu problemin kararliligi ispatlanmistir. ikinci kisimda ise;
birinci kisimda elde edilen soyut sonu¢ kullanilarak, Schrodinger denklemi
icin ¢ok noktall lokal olmayan sinir deger probleminin  uygulamalari
verilmistir. Ugiincli kisimda bu problemin yaklasik ¢dziimlerini bulmak icin
birinci basamaktan dogruluklu fark semasi ve ikinci basamaktan dogruluklu
Crank-Nicholson fark semasi calisiimigtir. Dorduncu kisimda, bu fark
semalari igin uygulamalar verilmistir. Bu kisimda vyapilan ¢aligsmalari
desteklemek icin yapilan sayisal sonuglar ise son kisimda verilmistir. ikinci
basamaktan dogruluklu Crank-Nicholson fark semasinin birinci basamaktan
dogruluklu fark semasindan daha dogru oldugunu gostermek igin tablolar ve
sekiller eklenmistir.

Uglincti boliim, bes kisimdan olusmaktadir. Bu bdliimde Schrodinger
denklemi igin integralli, ¢ok noktali lokal olmayan sinir deger problemi
cahsiimistir. Birinci kisimda bu problemin kararliigi ispatlanmistir. ikinci

kisimda ise; birinci kisimda elde edilen soyut sonug kullanilarak, Schrodinger



11

denklemi icin integralli, gok noktali lokal olmayan sinir deger probleminin
uygulamalari verilmigtir. Uglincli kisimda, bu problemin yaklasik ¢dzimlerini
bulmak igin birinci basamaktan dogruluklu fark semasi ve ikinci basamaktan
dogruluklu Crank-Nicholson fark semasi ¢aligiimigtir. Dérdlincu kisimda, bu
fark semalari icin uygulamalar verilmistir. Bu kisimda yapilan g¢alismalari
desteklemek igin yapilan sayisal sonuglar ise son kisimda verilmistir. ikinci
basamaktan dogruluklu Crank-Nicholson fark semasinin birinci basamaktan
dogruluklu fark semasindan daha dogru oldugunu gdstermek igin tablolar ve
sekiller eklenmistir.

Doérdlncu bolum, tGg kisimdan olusmaktadir. Bu bélimde Schrodinger
denklemi icin gok noktall lokal olmayan sinir deger problemine iyilestiriimig
Crank-Nicholson fark semalari ¢alisilmistir. Birinci kisimda, bu problemin
yaklasik ¢ézimlerini bulmak igin iyilestiriimis Crank-Nicholson fark semalari
kurulmustur. Ayrica, bu fark semalarinin ¢éztmleri icin kararhlik kestirimleri
ispat edilmistir. ikinci kisimda uygulamalar verilmistir. Birinci kisimda yapilan
calismalari desteklemek igin yapilan sayisal sonuglar ise son kisimda
verilmistir. ikinci basamaktan dogruluklu Crank-Nicholson fark semalarinin
birinci basamaktan dogruluklu fark semasina oranla daha dogru oldugunu
goOstermek igin tablolar ve sekiller eklenmistir.

Besinci bolum, U¢ kisimdan olusmaktadir. Bu bdlimde Schrddinger
denklemi igin integralli, ¢ok noktali lokal olmayan sinir deger problemine
iyilestiriimis Crank-Nicholson fark semalari calisiimistir. Birinci kisimda, bu
problemin yaklasik ¢ozUmlerini bulmak igin iyilestiriimis Crank-Nicholson fark
semalari kurulmustur. Ayrica, bu fark semalarinin ¢ézimleri igin kararhlik
kestirimleri ispat edilmistir. ikinci kisimda uygulamalar verilmistir. Birinci
kisimda yapilan ¢caligmalari desteklemek icin yapilan sayisal sonuglar ise son
kisimda verilmistir. ikinci basamaktan dogruluklu Crank-Nicholson fark
semalarinin birinci basamaktan dogruluklu fark semasina oranla daha dogru

oldugunu gostermek igin tablolar ve sekiller eklenmistir.
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BOLUM 2
SCHRODINGER DENKLEMi COK NOKTALI
LOKAL OLMAYAN SINIR DEGER PROBLEMI

Bu bdlimde, H Hilbert uzayinda A4 6zeslenik operatdr olmak tzere

Schrédinger denklemi igin ¢ok noktall lokal olmayan sinir deger problemi

i+ u=f(t), 0<t<T,

u(0) =Y a,u(d,)+. 2.1)

0<A <A <..<A<T

arastirimistir. Bu problemin ¢ézimiiniin kararliligi incelenmistir. iki tane cok
noktall lokal olmayan sinir deger problemi incelenmistir. Cok noktali lokal
olmayan sinir deger probleminin yaklagik ¢ézumleri i¢in birinci basamaktan
dogruluklu fark semasi ve ikinci basamaktan dogruluklu Crank-Nicholson fark
semas! kurulmustur. Bu fark semalarinin kararlihgr gdésterilmistir.
Uygulamada Schrodinger denkleminin fark denklemlerinin  ¢dzumlerinin
kararhligi elde edilmistir. Cok noktali lokal olmayan sinir sartli tek-boyutlu
Schrédinger denkleminin ¢d6zUmuU sayisal olarak elde edilmistir. Bu fark
denklemlerinin ¢ézimunde iyilestiriimis Gauss eleme metodunu igeren bir

teknik kullaniimistir. Metot sayisal degerlerle desteklenmistir.

Tamim 2.1. Asagidaki kosullari saglayan u(t) fonksiyonuna (2.1)
denkleminin ¢b6zimu denir:
i) u(t)nin [0,T] kapal araliginda sirekli tirevi olmalidir. Burada, sinir
noktalardaki tlirevler uygun tek tarafli tlirevier olarak anlagilir.
i) u(?), tim ¢0[0,T] igin D(A4) nin bir elemanidir ve Au(t) fonksiyonu [0,T7]
kapalr araliginda sdreklidir.
i) u(t), (2.1) deki denklemi ve ¢ok noktali lokal olmayan sinir kosulunu

saglamaktadir.
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2.1 Cok Noktali Lokal Olmayan Sinir Deger Problemi

Teorem 2.2. Eger f()0C' ([O,T],H), ¢OD(A) ve

P
2la,|<1

m=1

ise, (2.1) probleminin tek u(t) ¢b6zimdi vardir ve bu ¢ézim igin asagidaki

max (), < C(al,mlﬂap)[llqﬁll,, +T'max |/ (t)IIH} (2.2)
max @l * 4w,
<C(a,mw,)| [4¢], + T max| /@), +] /)] (2.3)

kestirimler saglanir.

Burada, C(a,,llr,) katsayisi ¢ ve f(t)'den bagimsizdir.
ispat. Oncelikle (2.1) probleminin ¢éziimii icin formdil bulahm. Bilindigi
gibi
.du
ZE+Au=f(t), 0<t<T, u(0)=¢ (2.4)
probleminin purtzsuz verileri igin tek bir ¢ézuma vardir ve

u(t) = eiA’f—.[;eiA(’_‘Y)z'j‘(s)ds (2.5)

P
formall dogrudur. O zaman, u(0) :ZGMu()Im)+¢ sartini kullanarak

m=1
Ny itk £\ M id(Ay=s)
E=Ya, ey a, [ e if (s)ds + ¢ (2.6)
m= m=1

1

A

p .
<1 oldugu igin - a,e"

m=l

am

p
elde edilir. Sonra, z = operatorinin
m=1

p .
R=(I-Ya,e™)"
m=1
seklinde tersi vardir ve

&l < sup

—00< <00
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1 1

< sup p < P <C(a,,[Tn,) (2.7)
=S| 1-Ya,
m=1 m=1
saglanir. Bundan dolayi,
¢= R{-iaml A (s)ds + 4 (2.8)
m=1

formull elde edilir. Boylece ¢cok noktali lokal olmayan sinir deger problemi
(2.1) in ¢ozumu icin (2.5) ve (2.8) formulleri belirlenmis olur.
ikinci olarak (2.2) kestirimi elde edilecektir.

<1 (2.9)

iAt
|

H-H

kestirimi kullanilarak, tim ¢ ler icin

el * e
0

Juc)], < e

s, ds

H4H|

<||],, + T max /)], (2.10)

0<t<sT

elde edilir. (2.8) i, (2.7) ve (2.9) kestirimlerini kullanarak

P ‘ ‘
”5”}[ S ||R||HHH {Z | a, | J‘Q"’ HelA(/lm—b)
m=1

O, a1, |

0<t<T

<ca. )| Sla i) melrol, el |

0<t<T

< C(a,,mw,)| Tmax| £ )], +[¢], | (2.11)

esitsizligi saglanir.
Boylelikle, (2.10) ve (2.11) kullanilarak (2.2) kestirimi elde edilmis olur.
Simdi (2.3) kestirimi gosterilecektir. (2.5) formulunu kullanarak

Au(t) = AeiA’E—IAeiA(’_S)y‘(s)ds
0

= AE+ 1000 = [ ()ds

t

=" AE+ [(0)+ jf ($)ds = f(0)e" = [ f (s)ds (2.12)

0

bulunur. Boylelikle,
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max [ Au], <|4¢], +2].7 O, +27 max

0<st<T 0<t<T

o), (2.13)

p
kestirimi elde edilmig olur. u(0) = Zamu()lm) +¢ kosulu ve (2.12) formulunad

m=1
kullanarak

AE=R {famfw) +3a, " [ s)ds - fOY @, -Ya,] O [ (s)ds + A¢}

m=1
formall bulunur. Burada,
p .
R=(I-Ya,e™)"
m=1
seklindedir. Boylece, (2.7) ve (2.9) kestirimlerini kullanarak

ol +|4d, 2.14)

|4¢],, < C(a, [nmap){zn (O, +27 max

0<t<T
elde edilir. Sonra (2.13) ve (2.14) kestirimleri kullanilarak Au igin kestirim

belirlenir. Daha sonra Au igin elde edilen kestirim,
iu, = f(t)— Au :f(0)+j;f'(s)ds—Au bagintisi ve Ug¢gen esitsizligi kullanilarak

(2.3) kestirimi elde edilir. Boylelikle Teorem 2.2 nin ispati tamamlanmis olur.

2.2 Uygulamalar

Simdi, bu soyut sonucun asagidaki iki tane ¢ok noktali lokal olmayan
sinir deger problemlemine uygulamasi arastirilacaktir.

ilk olarak, bir boyutlu Schrédinger denklemi igin

iu, —(a(x)u,), = f(t,x), 0<t<T, 0<x<I,

u(0, x) = f_l au(d, 0)+P(x), O0<x<l,
" (2.15)

0<A <A <..<A <T,

u(t,0)=u(,1), u(t,0)=u/(s1), 0<¢t<T
¢ok noktali lokal olmayan sinir deger problemini ele alalim. Problem (2.15) in
piriizsiiz a(x) (x1(0,1)), #(x) (x0[0,1]) ve f(z,x) (:0[0,T], xO(0,1)) verileri

icin pUrdzsuz tek u(t,x) ¢d6zUmul vardir. Bu bize (2.15) karma problemini
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H =L,[0,1] Hilbert uzayinda (2.1) cok noktali sinir deger problemine

indirgeme imkani saglar, Oyle ki A4 Ozeglenik operatoru (2.15) ile
tanimlanmistir.

Teorem 2.3. Eger

P
PACARS
m=l1

ise, (2.15) ¢ok noktali lokal olmayan sinir deger probleminin ¢bézlimui igin

< My +
l(;I;lxaé)T( u(tﬁ') Lz[O,l] - C(a19 p)|:||¢ Lz[o»ll T{)rgltas); f(tﬂ') LZ[Oal]i|,
+
Erslta;T( u,(t,.) Lo grsltag u (t,.) Lo
< €@, M) | |8, 0y, + T max | £,y 17O, 0

kararlilik kestirimleri saglanir.
Bu teoremin ispati, soyut Teorem 2.2 ve (2.15) problemi tarafindan

olusturulan uzay operatérunun simetri 6zelliklerine dayanmaktadir.
ikinci olarak, n—boyutlu R" OKlit uzayinda Q=(0<x, <1, 1<k <n)
bir agik kiime ve S bu kiimenin siniri olsun 6yle ki Q =Q [0 5 dir. [0,7]xQ de

¢ok boyutlu Schrodinger denklemi igin ¢ok noktali lokal olmayan sinir deger

problemi

i, =% (a,(u, ) =f@x), 0<t<T, x0Q,

w(0,%)= X a u(A 0 +dx), x0Q,
el (2.16)

0<A <A <..<A <T,

u(t,x)=0, x08, 0<¢t<T

ele alinsin. (2.16) probleminin purizsuz a,(x) (xOQ), ¢(x)(xD5) ve
f(t,x) (¢0[0,7], xOQ) veriler icin u(z,x) tek diizgiin ¢ézimi vardir. Bu bize
(2.16) karma problemini H:Lz(ﬁ) Hilbert uzayinda (2.1) ¢ok noktali sinir

deger problemine indirgeme imkani saglar, dyle ki 4 0Ozeslenik operatoru

(2.16) ile tanimlanmistir. Burada H :Lz(ﬁ) Hilbert uzayi
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1

. {j .. [lreor dxl...dxn}z

normu ile donanimhi  Q (izerinde tanimli tim karesiyle integrallenebilir

|7

fonksiyonlar uzayidir.
Teorem 2.4. Eger
P
> Ja,[<1
m=1

ise, (2.16) ¢ok noktali lokal olmayan sinir deger probleminin ¢ézimdui igin

ut, ), @ < C(al,[ﬂ]];b'p)[||¢ f(t..) Lz@}’

_ + 7T max
L,(Q) 0<t<T

max
0s1<T

ux,xr (t’ ') 12(5)

n
max |lu,(2,.) + max Z
0<t<T L (Q) 0<t<T o

_ +Tmax
L, (Q) 0<t<T

< C<a1,mw,,>{i

=1

¢x,.x,.

f’ (t’ ‘)”Lz(ﬁ) * ”f(o’ ‘)”Lz(ﬁ) :|

kararlilik kestirimleri saglanir.

Teorem 2.4 Un ispati, soyut Teorem 2.2 ve (2.16) problemi tarafindan
olusturulan uzay operatorunin simetri Ozelliklerine ve agagidaki Lz(ﬁ)
uzayinda eliptik differansiyal probleminin ¢6zUmu igin koersiv kestirimi elde
edilen teoreme dayanmaktadir.

Teorem 2.5. Elliptik differansiyel

A'u(x) =w(x), xOQ,
u(x)=0, xOS8,
probleminin ¢ozumu igin

n

2

r=1

0’u

ox?

r

SM”W

(2.17)

L(Q)

L (Q)

koersiv kestirimi saglanir [Sobolevskii, P.E., 1975].
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2.3 Fark Semalari. Kararhlilik

Oncelikle, cok noktali lokal olmayan sinir deger problemi (2.1) e karsilik
gelen
A=+ Qu, =@, @, =f(t,), t,=kr, 1Sk<N,

(2.18)
NTt=T, uy=%,.a,u +¢

birinci basamaktan dogruluklu fark semasini ele alalim. Burada, m =1,..., p

icin [, :["7'"] ve <A seklinde alinacaktir.

Bilindigi gibi, H Hilbert uzayinda 6zeslenik A4 differensiyel operatorli
lokal olmayan sinir deger probleminin bir degiskenli diskritizasyon fark
semalarini arastirmak demek, H, Hilbert uzaylarinda # ye (0<h<h,) gore
duzgun Ozeglenik A4, fark operatorlu gok degigkenli diskritizasyon fark
semalarini arastirmak demektir. Dolayisiyla bu c¢alismada sadece bir
degiskenli diskritizasyon fark semalari incelenmektedir.

ilk olarak, (2.18) nin ¢dziimii igin formil bulalim. (2.4) Cauchy
probleminin yaklasik ¢ozumu igin

i”k—_uk‘l +Au, =¢,, 1<Sk<N, u,=¢
T

birinci basamaktan fark semasinin ¢ézimu timevarim yontemiyle

k
u, =R'&—ir) R"'"¢,, 1<k<N (2.19)
j=1

seklinde bulunur. Burada,
R=(I-irA)"
seklindedir. Yani,

i_uk_”k—1+Auk:¢k, ¢.=f(), t,=kr, 1sks<N,
T

denkleminden

u, —irAu, =u,_, —irg,
veya

(I —irA)u, =u,_, —irg,.
elde edilir. Sonra

u, =Ru,_, —iTR@,
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ve timevarim kullanilarak (2.19) elde edilir.

(2.19) formalu ve
P
Uy :Zamulm +¢
m=1
sartini kullanarak

P P In )
é- = zale'" g - irzam ZRZW _j+1¢j + ¢
m=1 Jj=1

m=1

P
elde edilir. I—Zalem operatorunun tersi oldugu igin

m=l1

E=T,mirYa, SRg, ) (2.20)

formuld bulunur. Burada,
» -1
= []—Zalemj
m=1
seklindedir. Boylelikle (2.18) probleminin ¢ézimu igin
k
RE=iTY R“™M¢,, 1<k<N,

1

u, = (2.21)

T {- era ZR’ g+ @), k=0,

m=1

formUla elde edilmis olur.
Teorem 2.6. Eger ¢[1D(A) ve

P
D Ja,[<1
m=l1

ise, (2.18) fark semasinin ¢bzimu igin

max
0<ksN

|, < @, ma,)[ Jg],, +T max

I<ksN

AN (2.22)

max || &=L +max | Au, |,
1<ksN T 1<k<N
<C(al,[|]IDa){||A¢|| +g ], + T max | % ¢k1 } (2.23)
H

kararlilik kestirimleri saglanir.
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ispat.
IR],, , <1 (2.24)

kestirimi ve (2.19) formulu kullanilarak

u || ||u || +7T max @
klle [ Ollz 1<k<N

k||H] (2.25)

max
1sksN

elde edilir. Ozeslenik operatérlerin spektral gdsterimi kullanilarak

I7:|, ., <C(a,.0a,) (2.26)

elde edilir. Daha acik olarak,
lm _1
I- 20' 1
(1-iru)

!
Jzzea ()|

72l = sup_

< sup

—00< p<oo

Burada,

lm

" P
<

m=1

a, <l

P
<2l g

m=1

(=) zr,u)

ga'”[(l zw)j

”TT”HﬂH = C(al’ [U]Ib’p)

kestirimi saglanir. Bdylelikle (2.20) formallnu, Gggen esitsizligini ve (2.24) ve

oldugu igin

(2.26) kestirimlerini kullanarak agagidaki kestirim elde edilir:

o] S||7“rllf,ﬂﬁ{2 ZTIIRIII wlel, +||¢IIH}

m
m=1

< C(ay, M ){

Srlo |, +lel, }

m

<C(a,,[k, ){Tmax

1sksN

o, Sle.l+lol, |

a1, +lel.}- 2.27)

(2.22) kestirimi, (2.25) ve (2.27) kestirimlerinin direk sonucudur.
Simdi (2.23) kestirimi elde edilecektir. (2.19) i kullanarak

< C(a,, I, ){T max

1sksN

k
Au, =R'AE—ir) AR""'¢,, 1<k<N (2.28)

j=1



21

elde edilir. Boylelikle 1<k < N igin

k
Au, =R* A&+ (I-R)R"9,
j=1

k k
:RkA<t+ZRk—j¢j _sz—j+l¢j
j=1 j=1

k+1 k
- RkA<c+ZRk—j+1¢j_l _sz—j+l¢j
Jj=2 j=1

= RkA{ + iRk_jH (¢j—1 - ¢,) + ¢k _Rk¢1

j=2
k k
=RAE+Y R @ ~0,)+8,-D (¢, -0,)-R'9,  (2.29)
=2 =2
bulunur. Bunun sonucu olarak 1<k < N igin

k=j+1

k
], < VR, 1481, + 1L,
J=

¢j—1 _¢j HH

k
ol + 2o o, IRl . 14,
<

kestirimi elde edilir. Bdylece

k k

Auk ||H = ”Af”H +g}2§;”¢/-1 _¢JHH +||¢1||H +g§§,;”¢j—l _¢jHH +||¢1||H

max
1sks<N

< ||Af||H + 2N max

2<ksN

9 _¢k_1||[~1 +2||¢1||H
saglanir. Bu da

¢k B ¢k—1

max”Auk”H S”AE”H +2T max .

I<ksN 2<k<N

+2||¢1||H (2.30)

H

P
sonucunu verir. |4¢],, isin de kestirim elde edilmelidir. u, = a,u, +¢

m=1
kosulunu ve (2.29) formulu kullanilarak

/

P P ' ) Ly
AE=3 a,R"4E+Y a, [zR (4 -9,)+8-> (¢, ~¢,)-R" ¢1] +A¢
m=l m=1 =2 j=2
elde edilir. Boylelikle

A$=T, (Zp:am (2le_j+l (¢j—1 _¢j) +4, _i(¢j—l _¢j) _le¢1J+A¢J

m=1 j=2

olur. Burada
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seklindedir. Bu durumda,

)4 In s
et <l | S Sl
m= j=

¢.f—1 _¢_/HH +||¢1||H

Ly
oo, Il el | 1o,

m=1

<o, Sle 250,01, +2lel, 1ol

¢k _ ¢k—1

2<k<N T

< C(O’I,D]Il:b’p)(ZT max

w2lp, e, @31

esitsizligi saglanir. Sonra, (2.30) ve (2.31) kestirimlerini kullanarak Au, i¢in

kestirim elde edilir. Daha sonra Au, igin elde edilen kestirim,
—_ k
if =¢,—Au, =9, —Z(qﬁ‘/_l —¢].) - Au, bagintisi ve ucgen esitsizligi
=2
kullanilarak (2.23) kestirimi elde edilir. Bu da Teorem 2.6 nin ispatini
tamamlar.

ikinci olarak, ikinci basamaktan dogruluklu Crank-Nicholson fark semasi

2t ) =@ =@ -9, 4 =kt, 1sksN,
Uy = z amulm + Z am (I+ldmA)%(u/m +u/m+1) (232)
dnpiz* dnpiz
—i z amdm¢lm +¢
dupz*

ele alinmaktadir. Burada m =1,....,p ve T< A igin [, =[%], d =A,-[ZIr-%

seklindedir. Once, (2.32) in ¢dzimi igin formiil elde edelim.
(2.4) Cauchy probleminin yaklasik ¢cozumleri igin ikinci basamaktan
dogruluklu Crank-Nicholson fark semasinin
A ) =g =S,
(2.33)
t, =kt, 1Sk<N, u,=¢

¢6zUmu, timevarim yontemiyle
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k
= ka—iZB"'-’CqﬁjT, k=100 N (2.34)

seklinde bulunur. Burada,

-1
C=(1—i£rj , B:(1+iérjc
2 2

seklindedir. u, 1 bulmak igin (2.34) formali ve

ZO’u,+Za’(1+ldA) (u [ﬂ)

Imogzt A Impogt
4 4
=1 : / m¢lm +¢

’"DZ

sarti kullanilirsa

&= ZaB‘f erZaB’m]C¢

"‘EIZ )""DZ*/ =l

+ Z a,(I+id A)— (B’”’f—il’ mB’m_'/C¢j]
A “enzt =

+ Z a,(l+id A)— [B’m*lf—iTiB’m”"C@J
A’”DZ =l

Y a,d9, +¢ (2.35)

’”DZ

elde edilir.

} 1 ;
I- a,B" - a (I[+id A)—( +B)B™
Z o8- 3 e, H30+B)

'”DZ
T

operatorunun tersi oldugu igin

E=T {-ir Z Za B"Cp,~it Y a, (I +id, A)
A

"'EIZ J=1 “enzt
1 o
XE ([+B)2Bm .]C¢j+c¢lm+l Z m m¢l +¢} (236)
J=1 "‘DZ

esitligi saglanir. Burada,



Inig
T T

1
T.=|1- Y a,B"- > a,+id,A)—(+B)B"
T 2 m /]z+ m( l m )2( )
0z
seklindedir. Sonugta (2.32) probleminin ¢ézUmu igin

k .
B'¢-iYX B"Cq¢r, k=1,00 N,
Jj=1

u, = T,{—ir > Ya,B"C¢, -t Y a,(+id,A)

A + J=1 A +
0z -0z

A +
dupyz

X%|:(]+B)iBlij¢j +C¢l :|_l Z amdm¢l +¢}’ k =07
j=l "

formulu elde edilmis olur.
Teorem 2.7. Eger ¢ 1D(A) ve

P
PACARS
m=1

ise, (2.32) fark semasinin ¢6zimu igin

max
0<ksN

], S Cla,,ma, )| |g],, + 7 max

I<ksN

al, |

u Y,

2

U —Up
T

+max || 4

IsksN
H

max
I<k<N

H

¢k B ¢k—l

2<ksN T

<o, g, +lo, +7

.

kararlilik kestirimleri saglanir.
ispat.
18], ., <1 ve c], ., <1

kestirimlerini ve ( 2.34) formulund kullanarak

max

u || < ||u || + 7 max
1<ken U KllH Olle

ISksN

¢, |

elde edilir. Ozeslenik operatérlerin spektral gdsterimi kullanilarak

”TT”HHH = C(al’ D]wp)

esitsizligi bulunur. Daha agik olarak,

24

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)
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I}
_ 1+i4r )"
ils 2, [ Ze()

/1'” Tmogzt

-1
- U Ly
—ZO’(I+1d/J) L+ 1+i4 r)(lﬂerJ
1-ifr

lm
1+ifr
z O'm 1_-/1
A—'”DZ" 171-
T

< sup | 1-

—oogy<oo

-1

/!
1+ifr (1+if7 )"

+ a,(1+id 1+ 2
ZD‘,Z ( ,,,/1) (1+ )[ng]‘

Burada,

I -1
1+iﬂr 1+i41 1+i T\
z a 2 + E a,(1+id, 1

1-i&sT
g+ 2 DZ
T

|1+l Tr
‘1 it ﬂ

1+i5 T

-y Iy
I+is7 (l+zdmu) 1+

1-ifr

< Y a2+ Y Jal
fuz*

Incizt
< 2 la+ 2 a, =3 a,|<1.
Anczt Azt m=l
oldugu igin
1721, ., = Clan, M)
saglanir. Simdi, |u,,, igin bir kestirim elde edilmelidir. (2.36) formiild, tiggen

esitsizligi ve (2.41) ve (2.43) kestirimleri kullanilarak asagidaki kestirim elde

edilir:

||C||H ~H H¢/ HH

—DZ

[l <[, H{ 2. la, IZT

Srla”, Icl, . o, J

H-H j=1

+ > a,| [H(sz A)—(I +B)

/"” Tzt
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m

H¢lm +1
- H

a,/|., +||¢||H}

+
”} AZD:Z .
T

—DZ

< C(a,,0, ){ > a,] ZTH¢ I,

+ZIGIZTH¢H + 3 la e, H]
752 r’"DZ

<ctama, | pnlo |, Sl marlo ), S o, |

1< /<N 1<jsN

P, H Z|a’ |+Tmax

IsjsN

1<jsN

< cta, | o), Sle.l+1el, |

m=

< C(a.ma, {2 max|g |, +1#1, ) (2.44)

1sj<N

”7"1 nz'igin [ +1< N oldugundan yukaridaki kestirim gegerlidir. Sonug olarak

(2.32) fark semasi icin (2.39) kestiriminin ispati son kestirime ve (2.42)
kestirimine dayanmaktadir.
Simdi, (2.40) kestirimi elde edilecektir. (2.34) U kullanarak
k
Au, =B'AE—ir) B*/AC@,, k=100 N
Jj=1

elde edilir. Boylelikle, 1<k < N igin

=B A&+ ﬁ([ -B)B/¢,

k k
:BkA§(+ZBk_j¢j _sz—]+1¢j
j=1 j=1

k+1

=B'4E+> By ZB" )

j=2

= BkACt"'sz_jH (¢j—] _¢_;) +¢k _Bk¢1

j=2

B AE+Y B (9 -0,)+ 8- (4, -8)) B (2.45)

j=2 =2

elde edilir. (2.45) U kullanarak 1<k < N igin
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4 Mk tu _ (/+B)

Bk—1A<z+(1 B)ZBk 1( 11 ¢)

2 2
+_B(¢k_1 _¢k) iz _§(¢j—l _¢j) _%(¢k—l _¢k) - (I-;B) Bk_l¢1

= B'CAE + CkZ_I“B""' (¢--¢))

A0 440~ (0, -0,)- B (2.46)

saglanir. Sonra 1<k < N igin

S IIB 1,y 1=+, +ZH¢/1-¢H I, 18l 1,

u Y,

A

k-1 »
<[1Bl,, ., Ic4él, +Icl, ., ZzllBIIZiH 4,.-2],
J=

H

<[jc4s], +2ZIH¢_,~-1 -¢)|, +2lel.
<

bulunur. Yani,

max
1<ksN

Au,, <||4¢], +maXZH¢,1-¢H +lel, +maXZH¢,1-¢H e,

1sksN 1<ksN

< ||Af|| + 2N max

2<k<N

o= Gal,, + 200,
saglanir. Sonug olarak

¢k ¢k -1

max”Auk” <||AE|| +2T max .

1<ksN 2<k<N

+ 2||¢1|| (2.47)

H

elde edilmis olur. ||C4¢],, igin de kestirim elde edilmelidir.

Z a,u, + Z a, (I+ia’mA)%(u/m +u )

A mOz* —DZ

T
-i Y a,d.g, +¢
ATV”DZ+

sartini ve (2.45) formulunu kullanarak

it = 3 a.c| 6+ 0 (0,-0) +4 -5 (0, -9) -0 |

—DZ j=2
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"m Inpz j=2

+ Z a (1+ld A) C[B Ag"'zBl j+1( _¢j)+¢l_i(¢j—l_¢j)_Blm¢lJ

+> a,( +id, A) = c[ ’”A5+§:B’m'“2 (4, —¢j)+¢l—i(¢j_l—¢j)—B""”¢l]

Ay =2
T

=i Y a,d,CA@, +CAp

mm
A

"‘DZ

bulunur. Boylelikle,

CA{ZT{ > a, C(ZB’ (P -,)+ 0 - Z(¢j_1-¢j)—8’m¢lJ

mDZ Jj=2

+3a, (I +id, A (1 +B>C(iB""‘-’” (¢1-9,)+(9. —¢,,,,+1)]

—DZ

- Z a,(I+id, A) (1+B)CB1 ¢+ Za (I +id, A)C¢

-> a,(+id, A)C[Z( )j AZ a, (I +id,A)— C(¢1,,, ~8,.)

In izt / Impz*
T T

ﬂmz*
T

-i y a,d,CAg, + CA¢},

bu da

mDZ Jj=2

CAg‘:Td Y a, C(ZB’ g -,)+0 - Z(¢,_l—¢j)—3""¢1J

Inpize /=2
T

+Y a,(+ idmA)%([ +B)C (ZMZB’”"" (¢, -8,)+ (2, -2, )J

-> a,l+id, A) (I+B)CB"¢,+ > a, 2C¢,

Anpyz+ In gt
T T

"—'"DZ*
T

+i z amdmCA¢lm +1 + CA¢¥
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ifadesiyle aynidir. Burada,

’L'"Dz* )"" Imogt
T

Tr={l— > a,B"= > a,+id, )= (I+B)BWJ

seklindedir. Bu durumda,

[cas, <[], H{ 2. la e, H[ZIIBII Lule--4l,

'”DZ

Ly
+el, +Z\\¢j-1 =], 18l ||¢1||HJ
<

(S0 o oo,
:

"‘DZ

/
[l

mDZ H-H

dyACl,y [

m

+ Zlalicl, ], + 2

n DZ DZ

ol ||A¢|IH}

elde edilir. Sonucta,

€], < C(ay, ma, >{ S Ja, (zzu¢, 4 z||¢1||,,j

—DZ

* 2 |

’”DZ

A,

m m

(Sh--el ) 2

S lalle ], + 3 lalle.., +||A¢||H}
7DZ sz

<C(0’1,[|]I[b' )(Tmax /Sl /5}

2<k<N

RORTN 248)
kestirimi saglanir. i;mz* igin, / +1<N oldugundan yukaridaki kestirim

gecerlidir. Sonra, (2.47) ve (2.48) kestirimlerini kullanarak A% icin
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kestirim elde edilir. Daha sonra da A% igin elde ettigimiz kestirimi,

U T U
ok kel =

@, — 4% tU _

k +
I—Z(¢j_1—¢j)—AM bagintisini ve lcgen
r 2 = 2

esitsizligi kullanarak (2.40) kestirimi bulunur. Bu da Teorem 2.7 nin ispatini
tamamlar.

Not etmek gerekir ki, Teorem 2.6 ve 2.7 de 1 - 0 igin limit alinirsa, ¢ok
noktali lokal olmayan sinir deger problemi (2.1) in kararhligini ifade eden

Teorem 2.2 elde edilir.

2.4 Fark Semalar i¢in Uygulamalar

Bu kisimda soyut teoremler, Teorem 2.6 ve Teorem 2.7 iki tane ¢ok
noktali lokal olmayan sinir deger problemine uygulanacaktir.
ik olarak (2.15) problemi ele alinacak. (2.15) problemini kesikli (diskrit)

hale donustlurmek iki adimda olur. Birinci adimda ilk dnce
[0,1], ={x=x, =hm, 0<sm<M, Mh=1}
ag kumesi tanimlanir. Sonra, [0,1], a§ kimesinde tanimh tim ¢"(x) ag

fonksiyonlari L,, = L,([0,1],) Hilbert uzayini olusturur. Bu uzayda norm

H ¢hHL2h = [XD%M ‘¢h (x)‘2 h]

formulu ile ifade edilir. Daha sonra da, (2.15) problemi tarafindan olusturulan

A differansiyel operatéri yerine

A" ={—(a(x)uf)xam}M_l (2.49)

* 1
formuluyle verilen A4, fark operatort alinir. Burada, 4, fark operatoru

v M
uy =u,,, u, —u, =u, —u,_, kosullarini saglayan u"(x)={u,}

, ag fonksiyonlar

uzayinda tanimlanmistir. Bu fark operatori 4; sayesinde (2.15) gok noktall

lokal olmayan sinir deger problemi
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(D b gt (%) = (5 x), 0<t<T, x0[0,1],,
p
u"(0,x) = ZGmuh(ﬁm,x) +¢" (%), (2.50)
m=1

0<A <A <..<A <T, x0[0,1],

adi differansiyel denklem sistemine doénusturalur.
ikinci adimda (2.50) problemi igin birinci basamaktan dogruluklu fark

semasi (2.18) kullanilarak

h _h
R i (x) = 41 (3),

"(x)=f"(t,,x), t,=kr, 1<k<N, x0O[0,1],,

(2.51)
p
uy (x) =Y a,u; (x)+¢" (), x0[0,1],,
m=l1
0<A <A, <..<A <T, x0[0,1],
fark semasi ve Crank-Nicholson fark semasi (2.32) kullanilarak
e L) (x) bl () = L0,
¢ (x)=f"(t, —L,x), t, =kr, 1<k<N, x0[0,1],
ul (x)= au (x)+¢"(x)
)= 3 i () o5
+ Z am ([h +ldmAlj)%(ulhm (x) +ul};+1 (X))_l z a,mdm¢l;:ﬂ (x)a
dnpyz* dupiz
x[0,1],.

0<A <A <..<A <T, x0[0,1],,
fark semasi yazilir.

Teorem 2.8. 1 ve |h| yeterince kliglik sayilar olsun. Eger

P

2a,|<1

m=1

ise, (2.51) ve (2.52) fark semalarinin ¢6zimui igin

< C(a,, )| ¢ !

k Ly :|

+ 7 max
Ly, 1<ksN

h
Uy

max

0<k<N Ly,
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kararlilik kestirimi, bunun yaninda (2.51) fark semasinin ¢6zimui igin

(),
|

Ak
Uy Ui

T

+ max
I1<k<N

max
ISksN

=

2h
L2h

4 ~ 4
+7 max |[A—*
Loy 2<ksN T

. cml,mp{u(@)lulﬂ e

kararlilik kestirimi ve (2.52) fark semasinin ¢ézimdi igin de

Wk
U, Ui

T

+ max
IsksN 2

max
1<ksN

LZh

<cta,mn| )], I, |52

kararlilik kestirimi saglanir.
Burada C(a,,[llxr,) sabiti 7, h, ¢"(x) ve @!(x), 1<k< N den bagimsizdir.
Teorem 2.8 in ispati soyut Teorem 2.6 ve 2.7 ye ve (2.49) formullyle

L,, de tanimli 4, operatorunin simetri 6zelliklerine dayanmaktadir.

ikinci uygulama olarak (2.16) problemini ele alalim. (2.16) probleminin de

kesikli hale donusturtlmesi iki adimda olur. Birinci adimda 6nce
Q, ={x=x, =(hm, Mh,m,), m=(m,,Mm,),
0<m,<N,, hN, =L, r=100h},
Q,=Q,nQ, 5,=Q,n8
ag kimesi tanimlanir. Sonra Q, ag kimesinde tanimli tim
@"(x) = {p(hm,,[I0 hm )} ag fonksiyonlar L,, =L,(Q,) Hilbert uzayini

olusturur. Bu uzayda norm

o

Lo =[ S ler@f Dm,,j

formulu ile ifade edilir. Daha sonra da, (2.16) problemi tarafindan olusturulan

A differansiyel operatorl yerine

A" (x) = —i(ar (x)u” j (2.53)

r=1

formualUyle verilen 4, fark operatoru alinir. Burada, 4, fark operatort, tim
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x0S, i¢in u"(x)=0 sartlarini saglayan u’"(x) ag§ fonksiyonlar uzayinda

tanimlidir. Bilindigi gibi L,(Q,) uzayinda 4' &zeslenik bir operatérdir. O

halde, 4, fark operatori sayesinde (2.16) gok noktali lokal olmayan sinir

deger problemi

l"’”(”)+A*u”(tx) f(t,x), 0<t<T, x0Q,,

u"(0,x) = Zp:amuh(/'maX) +¢"(x), (254

0<A <A <.<A<T, x0OQ,

adi differansiyel denklemine donuagturalur.

ikinci adimda, (2.54) fark denklemi igin birinci basamaktan dogruluklu

fark semasi (2.18) kullanilarak

h )=
PR+ g (x) = 41 (),

Pl (x)=f"(t.,x), t, =kr, 1<k<N, x0Q,,

) (2.55)
up (x) = ZO'mu,h (x) +¢"(x), x Dﬁh,

m=1

0<A <A <..<A <T, x0Q,

fark semasi ve Crank-Nicholson fark semasi (2.32) kullanilarak

P ] (x) vl (1) 2010,

' (x)=f"(t, —L,x%), t, =kr, 1<k<N, x0Q,,

up (x) = Z a’mu,’ (x) +¢" (x)

s (2.56)
Z a (1 +ldmAx (ull ( +ul +1 _l z m m¢l (x)

’” oz* —EIZ

xDQw

0<A <A <..<A <T,x0Q,

fark semasi yazilir.
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Teorem 2.9. 7 ve |h|=+h’+[B3-h yeterince kiigiik sayilar olsun. Eger

P

2 la,|<1

m=1

ise, (2.55) ve (2.56) fark denklemlerinin ¢bziimleri igin

], o, < Ctar,ma, )|

. +T'max
Ly (Qy) 1<ksN

max
0<ksN

h
% qu@z/,) }

kararlilik kestirimi, bunun yaninda (2.55) fark semasinin ¢ézimdi igin

h
().,
XX
L (Q;) ]

L,(Q,)

b h
Uy U

T

max
IksN

n
+max Z
1sksN O
LZ (ﬁh ) r=l1 L2 (le )

h
‘(¢ )xTx,,.i,
kararlilik kestirimi ve (2.56) fark semasinin ¢ézimdui igin de

h h
(”k )f , +(uk—1 )f A
+ max Z XX 5 )y XXy 5 Jy
IsksN 2

n
L(Q) r=l1

¢1ﬁl ~ ¢1ﬁl—1

T

| +T max

i
ry L(Q)) H Ly () 2<ksN

SC(al,D]IEb'p){Zn:

bk
Uy Ui
T

max
1sksN

L, (Q))

¢Ifl B ¢zf—1

T

(#).,

+ ¢1”H + T max

L@, Ly () 2<ks<N

< cml,mmp)[i

Lz@h)]

kestirimi saglanir. Burada C(a,,[llx,) sabiti 7, h, ¢"(x) ve @l (x), 1Sk<N,

den bagimsizdir.

Teorem 2.9 un ispati soyut Teorem 2.6 ve 2.7 ye ve ayni zamanda

(2.53) formulUyle tanimlanan 4; operatorunun simetri Ozelliklerine ve

asagidaki L,, uzayindaki elliptik fark probleminin ¢dzimua igin koersiv

kestirimi elde edilen teoreme dayanmaktadir.
Teorem 2.10. Elliptik fark

A" (x)=w"(x), x0Q,,
u"(x)=0, x0S,,

probleminin ¢ézimu igin

n

2|,
X, X, 5 Jr

r=1

koersiv kestirimi saglanir [Sobolevskii, P.E., 1975].

< MHW" H
Ly, Ly,

(2.57)
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2.5 Sayisal Sonuglar

Burada, Schrodinger denklemi igin gok noktali lokal olmayan sinir
deger probleminin

2 . .
P2 — T 4y (1, x) = exp(45) | (x7 —2)cos Lx +27Txsin £ x |,

ax?

0<t,x<l,

u(0,x) = Lu(3, x) +{u(},x) + P(x), (2.58)

#(x) =(1-Lexp(E) ~Lexp(45)) ¥’ cos£x, 0<x<],

u(t,0)=u(t,1)=0, 0<r<l1

(2.18) birinci basamaktan fark semasini ve (2.32) Crank-Nicholson fark

semasini kullanarak sayisal gozimleri arastirilacak. Bu problemin tam

B it , T
u (t,x) = [exp(T)](x cos 5 xj

seklindedir. (2.58) probleminin yaklagik ¢ézumuinu bulmak igin 7 ve &

¢ozumdu

kucUk parametrelerine bagli ag noktalar ailesinin kimesi [0,1], x[0,1],
[0,1], xX[0,1], = {(z,,x,): t, =kT, 1Sk<N-1, NT=],
x,=nh, 1sn<M -1, Mh=1}
tanimlanir.
Oncelikle, birinci basamaktan fark semasini kullanalim. (2.58)
probleminin yaklagik ¢ozumlerini bulmak icin (2.18) uygulanirsa asagidaki

birinci basamaktan fark semasi elde edilir:
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- k koo k
Uy U, Uy 20, U k —
l T 2 +un _f(tk’xn)’

I<k<N, lsn<M-l,
bl e g, 1snsM -1 Wb =ub =0, 0<k<N, (2.59)

A

[(t.%) = exp(5)| (x* —2)cos Lx +27mxsinZx |

@(x) = (1 —Lexp(Z) —%exp(%)) x* cosZx.
Boylelikle, (N +1)x(M +1) lineer denklem sistemi elde edilmis olur. Bu

sistem asagidaki denk formda yazilabilir:

AU, , +BU +CU,_ =D¢, 6 1<sns<M -],
U,=0, U, =0,
matris formunda yazilabilir. Burada,
4
1 . .
9, (1 —Lexp(‘Z) —%exp(%)) x2cosZx,, k=0,
¢n = > ¢r]1{ =
f(t,x,), 1<k<N,
¢.N
[0 a 0 0 0 0 0 0 0]
0 0 a 0O 0 0 0 O
0 0 0 a O 0 0 0 O
0 0 0 0 a 0 0 0 O
0 0 0 0O a 0 0 0
0 0 0 0O 0 a 0 O
0 0 0 0O 0 0 a O
0 0 0 0O 0 0 0 a
100 0 0 0 0 0 0 0
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b ¢ 0 0 0 0 0 O
0 b c 0 0 0 0 0
0 0 b 0 0 0 0 0
0 0 O 0 0 0 0 0
0 0 O 0 c 0 0 0
5= 0 0 O 0 b 0 0 0
1o 0 0 0 0 0 0 0
0 0 O 0 0 0 0 O
0 0 O 0 0 0 c 0
0 0 O 0 0 0 b ¢
|1 0 0 3 0 3 0 0
ve
o T
UAi
C=A4, D=1+, (I birimmatris), U =|. , s=n—1, n, n+1.
.(]N—l
USN
seklindedir. Ayrica
a——iz, b:—i’ c:—+%+1
h r T h

seklindedir.
Simdi, (2.58) probleminin yaklasik ¢dzimlerini elde etmek igin Crank-
Nicholson fark semasi kullanilacak. (2.58) probleminin yaklagik ¢ézimleri igin

(2.32) yi uygularsak, asagidaki Crank-Nicholson fark semasi elde edilir:



k=l _n kel kel
UUH _zun +“Vl’l

k k-1 k k k
l' Uy Uy 1| ¥ant —2uy, tu,
2 n W

Boylelikle, (N +1)x(M +1) lineer denklem sistemi elde edilmis olur. Bu

lineer denklem sistemi diizenlenerek

AU, +BU, +CU,

U,=0, U, =0,
matris formunda yazilir. Burada
D
s
gl =

S O O
S O Q
S _ & O
S & O O

o o o o o
o o o o o

o o o o o
S o o o o

$(x) = (1-Lexp(2) ~Lexp(’

f(t,x)= exp(%) [(x2 —2)cosFx+27mx sin%’x} ,

s 2 /4
W)) X COS5 X.

L=D¢,, 1snsM -1,

i i 2
(1 —Lexp(iL) —Lexp(Z )xn cosZx

ft,~L.x), 1<ks<N,

0 0 0 0 O
0 0 0 0 O
0 0 0 0 O
a 0 0 0 O
0 a 0 0 Of
0 a a 0 0
0 0 a a 0
0 0 0 a a
0 0 0 0 0

k k-1 —
)+%un +%un _f(tk -

nd

£.X,),

k=0,

38

(2.60)
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S O O O O O &
S O O O O T o
S O O o ot o o
S O O O O O O
S oT" o O O o O
S O O O o O O
S O O O o O O
S O O O o O O

S
o

- o © o
o o o o
o o o o
o o o
o o o o
©c o o

o

© o o

Nl,_l.
[l

L,a||

ve
C=4, D=l

seklindedir. Ayrica, a= —ﬁ, b :(—§+%+%j, c :i+i+l
formundadir. Dolayisiyla ikinci mertebeden katsayilari matris olan, n ye goére
fark denklemleri elde edilmis oldu. Bu iki fark denklemlerini de, yani birinci
basamaktan dogruluklu fark semasi ve ikinci basamaktan dogruluklu fark
semasl, ¢cozmek icin Bolum 2 deki gibi iyilestiriimis Gauss eliminasyon
yontemi kullanilacaktir. Bu yontemde matris denkleminin

U,=0,,U,*t B, n=M-1IIL,1,0,

formunda bir ¢6zUmU arastirilir. Bu son denklemde @, (j=1,00M —1) ler
(N +1)x(N +1) boyutlu kare matrisler ve g;(j =1,0IM —1)ler de (N +1)x1
boyutlu sutun matrisleridir.
U,=0=aU,+ L,
oldugu icin a, =0 ve B =0 seklinde olur.
U =a,U, +B.,, (s=nn-1igin)
esitlikleri ve

AU

n+l

+BU, +CU,_ =D¢,
matris denklemi kullanilarak
[A +Ban+l + Cananﬂ] Un+l +[Bﬁn+1 + Canﬁnﬂ + Cﬁn] = D¢n

elde edilir. Eger,
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A+Ba, +Caaqa,, =0,
[BB...+Ca,B,., +CB|=D¢,, 1<sn<M-1

alirsak, son denklem saglanir. Buradan da

a,,=—(B+Ca,)"' 4,

B..=(B+Ca,)(Dg,-CB,), n=1,2,3,...M -1 (2.61)
formulleri bulunmus olur. (2.61) formdulleri kullanilarak a, ve S,
hesaplanabilir. @, ve 8, hesaplandiktan sonra , U,, =0, dan baslayarak ve

U =a,U,., +pB., =M-1,..2,1

iteratif denklemi kullanarak U,, 1<n < M-1 bulunabilir.

Simdi  sayisal sonuglari verelim. (2.58) probleminin tam ve yaklagik
¢ozUmlerinin sayisal de@erlerini elde etmek icin MATLAB programlarini (bak
Ek 1) kullandik. (2.58) probleminin tam ve yaklasik ¢o6zumleri asagidaki

sekillerde verilmistir.

TAM GOZUM

t ekseni 0 0

¥ ekseni

Sekil 2.1. Tam ¢6zim
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BIRINC! BASAMAKTAN

0B
t ekseni 0 0

¥ ekseni

Sekil 2.2. Birinci basamaktan dogruluklu fark semasi

CRANK NICHOLSOM

0B

0.4

; 0
t ekseni o  ekseni

Sekil 2.3. Crank-Nicholson fark semasi
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Sayisal sonuglar farkli N=M degerleri igin verilmistir ve burada u! bu fark
semalarinin (#,,x,) noktasinda sayisal g¢ozumlerini gostermektedir. Tam

¢6zum ile yaklasik ¢ozumleri karsilastirabilmek i¢in dnce hatalar

1
" 1
EY = lrr}ca)jé(Z‘u(tk,xn) —u! ’ th (2.62)
T n=l1

formullyle hesaplandi.

Tablo 2.1, fark semalariyla elde edilen ¢oztumler ile tam ¢dzim
arasindaki hata analizini vermektedir. Tablo 2.1, sirasiyla N=M=18, 30 ve 60
icin olusturulmustur.

Tablo 2.1: Hatalar.

Metot N=M=18 N=M=30 N=M=60
1. b. dogruluklu 0.0032 0.0021 0.0012
Crank-Nicholson  0.0005 0.0002 0.0001

ikinci olarak, tam ¢6ézim ile yaklasik ¢oziimleri karsilastirabilmek icin

kismi hatalar,

EM
relE) =max N

IsksN o %
(Z|u(tk,x,,> 2 h]
n=l1

formullyle hesaplanmistir. Tablo 2.2 sirasiyla N=M=18, 30 ve 60 igin

(2.63)

hesaplanmigtir.
Tablo 2.2 : Kismi Hatalar.

Metot N=M=18 N=M=30 N=M=60
1. b. dogruluklu 0.0221 0.0148 0.0085
Crank-Nicholson  0.0034 0.0015 0.0005

Tablolardan da acgik bir gekilde goruldugu gibi, ikinci basamaktan
dogruluklu Crank-Nicholson fark semasi ydntemi, birinci basamaktan
dogruluklu fark semasina kiyasla tam c¢o6zimlere daha yakin sonuglar

vermektedir.
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BOLUM 3
SCHRODINGER DENKLEMI iCiN INTEGRALLI,
GOK NOKTALI LOKAL OLMAYAN SINIR DEGER
PROBLEMI

Bu boliumde, H Hilbert uzayinda 4 6zeslenik operator olmak Uzere
Schrédinger denklemi igin integralli, cok noktali lokal olmayan sinir deger

problemi

i+ qu=f(t), 0<t<T,

w(0) =Y @)+ [ uls)ds +9, 3.1)

m=1

0<A <A <.<A<T

arastirimistir. Bu problemin ¢éziminin kararliligi incelenmistir. iki tane ok
noktali lokal olmayan sinir deger problemi incelenmistir. Cok noktali lokal
olmayan sinir deger probleminin yaklagik ¢oézUmleri i¢in birinci basamaktan
dogruluklu fark semasi ve ikinci basamaktan dogruluklu Crank-Nicholson fark
semas! kurulmustur. Bu fark semalarinin kararlihdir gosterilmigtir.
Uygulamada Schrédinger denkleminin fark denklemlerinin  ¢dzimlerinin
kararhligi elde edilmistir. Cok noktali lokal olmayan sinir sartli tek-boyutlu
Schrodinger denkleminin ¢6zUmuU sayisal olarak elde edilmistir. Bu fark
denklemlerinin ¢ézUmunde iyilestiriimis Gauss eliminasyon metodunu igeren

bir teknik kullaniimigtir. Metot sayisal degerlerle desteklenmigtir.
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3.1 integralli, Cok Noktali Lokal Olmayan Sinir Deger
Problemi

Teorem 3.1. Eger f(nOC' ([0.7],H), ¢0D(A) ve

Z|a | <l- I|¢(s)|ds

m=1

ise, (3.1) probleminin tek u(t) ¢bézimdi vardir ve bu ¢6ziim igin asagidaki

max u(0)], < C(a,, M) |¢],, +Tmax| 70, | (3.2)
max|u'(0)], + max|4u(0),
< C(@,, M) |4g], + T max |1 @), + £ O, | (33)

kararlilik kestirimleri saglanir. Burada, C(a,,lla,,¢) sabiti ¢ ve f(t)den

bagimsizdir.
ispat. Oncelikle (3.1) probleminin ¢éziimii icin formdil bulahim. Bilindigi

gibi
.du
zE+Au:f(t), 0<t<T, u(0)=¢ (3.4)
probleminin purtzsuz veriler igin tek bir gozUmu vardir ve
u(t) ="~ [ Vi (s)ds (3.5)
formualG saglanir.
p T
u(0) = a,u(A,) + [ (s)u(s)ds + ¢
m=1 0

sartini kullanarak,

&= Za M &~ Z J. it ($)ds

m=1

+i¢(s)[e“s.f— i j ;eff“s-”) f(a)da} ds+¢

T T
elde edilir. 25:1|O’m| + _([|¢/(S)|ds <1 Oldugu igin, I/ _ZizlameiAAm _-(l)‘w(s)eiAst

operatérundn
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[ Za e — J.l/l(s)e’AsdsJ

m=1

seklinde tersi vardir ve

IR|< sup L
—00L [0 1_25121amei/1/]m _Jl//(s)ei,usds
0
< sup !
—o< <00

T
|+ [w(s)|e* | ds
0

= |

< - <C(a,Ulla,,,¢) (3.6)
[zt oo

saglanir. Boylece,
_—R{Za j " ”yf(s)dsﬂjz,a(s)[ j (s=9) f(a)da}ds+¢} (3.7)

elde edilmis olur. Sonug¢ olarak integralli, cok noktali olmayan sinir deger
problemi (3.1) in ¢ézimu igin (3.5) ve (3.7) formullerini elde etmis oluruz.

ikinci olarak (3.2) kestirimi elde edilecektir.

le] . =<1 (3.8)
H-H
kestirimi kullanilarak, tium ¢ ler igin
o, <ol de, L), ke
Hﬂ|+anxf@w

0<t<T

esitsizligi saglanir. (3.7) yi (3.6) ve (3.8) kestirimlerini kullanarak

el <I,.. {z a1 ], ol
o, [l

scm@mmﬁw{zmm

V@l ae)asvlel, |

@), +T max

0<t<T

max

" ost<r

LKM|ﬂw@WhHWL}
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<c<a1,um;np,w>{[ o+ [l sl 19 }
< C(a, M| Tmax| 70, +[e],, | (3.10)

bulunur. Boylelikle, (3.9) ve (3.10) kullanilarak (3.2) kestirimi elde edilir.
Simdi (3.3) kestirimi gosterilecektir. (3.5) formulind kullanarak
Au(t) =" A&+ £(0) + j £'(s)ds = £(0)e" - j A fsyds (3.11)
0 0
elde edilir. Boylece,

max | dul,, <||4€],, +2| £ (0)],, +27T max| f

0<t<T 0<t<T

1@, (3.12)

p T
kestirimi elde edilmis olur. u(0) = Zamu(/]m) + [ (s)u(s)ds + ¢ sartini ve (3.11)
0

m=1

formula kullanilirsa

A€ = R{Z a,/O+3a,["F()ds— Oy ae™ =3 a, [ fi(s)ds

m=1 m=1 m=1 m=1

+ Ims) (f(O) +[ f(@)do=f(0)e = [ e '(a)da) ds+ A¢}

elde edilir. Burada,
p . T . _1
= ([ —Zame””m - J-l//(s)e’Asds]
m=1 0

seklindedir. Sonug olarak (3.6), (3.8) kestirimlerini ve Z|a |+ J-|§[/(S)|ds <1

m=1

egitsizligini kullanarak

m

l4¢], < Cley,Mm, w>{z||f<o>|| [

rol, (

<C(a, mmap,w){zn £(0)], +27 max

0<t<T

_[|lﬂ(s)|dsJ

m=1

+2T max
0<t<T

lﬂ

<l |, }

rol, +|4l, (3.13)

elde edilir. Sonra (3.12) ve (3.13) kestirimlerini kullanarak Au igin kestirim

bulunmalidir. Daha sonra Au igin elde edilen kestirim,
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iu, = f(t)— Au =f(0)+j;f'(s)ds — Au bagintisi ve Uggen esitsizligi kullanilarak

(3.3) kestirimi elde edilmis olur. Bu da Teorem 3.1 i ispatlar.

3.2 Uygulamalar

Simdi, bu soyut sonucun asagidaki iki tane integralli, cok noktali lokal
olmayan sinir deger problemine uygulamasi arastirilacaktir.

ik olarak, tek boyutlu Schrodinger denklemi icin

iuz_(a(‘x)ux)x:f(tax)a 0<t<T, 0<x<1,

u(0,x)=xr_a u(l, ,x)+ il/l(s)u(s,x)ds +@(x), 0<x<l, (3.14)

u(,0)=u(1), u (t,0)=u (1), 0<t<T

integralli, cok noktali lokal olmayan sinir deger problemi ele alinsin. Problem
(3.14) in purizsuz a(x) (xJ(0,1)), @(x) (x0[0,1]), f(t,x)
@ d[o,7], xt(o,1)) ve () (¢U[0,T]) verileri icin plrlzsiz tek u(z,x)
¢6zuml vardir. Bu bize (3.14) karma problemini H =L,[0,1] Hilbert

uzayinda (3.1) problemine indirgeme imkani saglar, dyle ki A 6zeslenik
operatora (3.14) ile tanimlanmistir.

Theorem 3.2. Eger,

Y

m
m=1

<1 —J.|¢/(s)|ds

ise, (3.14) integralli, cok noktali lokal olmayan sinir deger probleminin

¢6zumdu igin agagidaki

max u(t,),,, < (@, T, 30| [, + T max £ @), |
+
X o (1 .+ X e (1
= C(O’l,[ﬂﬂ:b’p;w)[ ¢Wc L,[0,1] +T¥)I<1ta;¥ ft(t 1,[0,1] +||f LZ[O,l]:|

kararlilik kestirimleri saglanir.
Bu teoremin ispati, soyut Teorem 3.1 ve (3.14) problemi tarafindan

olusturulan uzay operatorunun simetri 6zelliklerine dayanmaktadir.
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ikinci olarak, n—boyutlu R" OKlit uzayinda Q=(0<x, <1,1<k<n) bir

acik kime ve S bu kiimenin siniri olsun 6yle ki Q =Q O S dir. [O,T]XE de

¢ok boyutlu Schrodinger denklemi icin integralli, ¢cok noktali local olmayan

sinir deger problemi

n

i, =Y (a, (), ) = f(t,x), 0<¢<T, x0OQ,

r=1 !

u(0,x) = mzi;amu(/l,,,,x) + zw(s)u(s,x)ds +p(x), 200, (3.15)

0<A <..<A, <T,

u(t,x)=0, xS, 0<t<T

ele alinsin. (3.15) probleminin pirizsiz a,(x) (xUJQ), ¢(x)(xD§), f(t,x)
@d[o,7], xtQ) ve w() (¢U[0,T]) verileri igin plrizsiz tek bir u(t,x)

¢6zumu vardir. Bu bize (3.15) karma problemini H :Lz(ﬁ) Hilbert uzayinda
(3.1) integralli, cok noktali sinir deger problemine indirgeme imkani saglar,
Oyle ki A 6zeslenik operatoru (3.15) ile tanimlanmistir.
Teorem 3.3. Eger
P T
Yl | <1=[lwis)|ds
m=1 0
ise, (3.15) integralli, cok noktall lokal olmayan sinir deger probleminin

¢6zumdui igin agagidaki

max
0<t<T

u(t,.) f(,.)

L S C(al,DJIDa,,#/)UW”zQ@) + T'max

0<st<T

|Lz(§):|’

u, (,.)

n
max |, (2,.) + max Z _
a 0s1<T 4= L(Q)

0<t<T 1 (Q)

_ +7T max
L, (Q) 0<t<T

¢x,,x,,

S

e

r=1

< C(al,mm,,;w{i

Q) :|

Bu teoremin ispati, soyut Teorem 3.1 e, (3.15) problemi tarafindan

kararlilik kestirimleri saglanir.

olusturulan uzay operatorinun simetri ozelliklerine ve Teorem 2.10 a

dayanmaktadir.
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3.3 Fark Semalari. Kararlilik

Oncelikle, inegralli, gok noktali lokal olmayan sinir deger problemi (3.1) e

karsilik gelen

i'uk_:k_l+Auk:¢k’ ¢k:f(tk)’ tk:kr’ ISkSN’
(3.16)

N
NT=T, uy=%5-@,u, +T2, _u_ +@.
k=1
birinci basamaktan fark denklemini ele alalim. Burada, m =1,..., p igin
[ :[”%] ve 1< A seklindedir. (3.16) nin ¢ozumdu igin formul bulalim. (3.4)
Cauchy probleminin yaklagik ¢6zimu igin
U U — —
i+ Au, =¢@,, 1<k<N, u,=¢ (3.17)
T
birinci mertebeden fark semasinin ¢ézimu timevarim yontemiyle
k
u, =R'E—iry R""M¢,, 1<k<N (3.18)
j=1
seklinde bulunur. Burada,
R=(I-ird)"

seklindedir. (3.18) formulini ve

p N
Uy, = Zamulm + Tzl//k—luk—l +¢
m=1 =

sartini kullanarak

lm
£= [ﬁamw— Sa, STk g, 1
m=1 j=1

m=1

+ Ti{ﬂk_l [R”“”f - irkz_ERk‘fgpj) + ¢J
yani,

[1 —(iamR’m + ri{/lk_lR("“) D &=

p I, A N k-1 ‘
S a, SR it YR, g
m=1  j=I k=2 I=



50

N
elde edilir. 1 —( ra R+ rth//k_lR(k_l)j operatdriiniin tersi oldugu igin
=1

p L, ) N k-1 ]
E=-T{ 3, SITR g it Y SR+
m=l  j=1 ' k=2 I= '
olur. Burada,

-1
)4 N
AT
m=1 k=1

seklindedir. Béylece (3.16) probleminin ¢dzimdu icin

k
R‘E-ITY RMp., 1<k<N,
j=1

)4 by N k-1
. 1,—j+l 2 k=j —
—E{ZTmEZIO’mz R+ 4T Loy ]ZZIR ’¢_,-+¢}, k=0

=
formula elde edilmis olur.
Teorem 3.4. Eger ¢ 1 D(A)

>

m=1

am

N
<1-1) ¢,
=)

ise, (3.16) fark semasinin ¢ézdmdi igin

< )14, + I, |
x|, < Cla, ) [o], +7 maxleil, |
U, —u_, +
max|~——=) +max | Au, |,
¢k_¢k—1

2<ksN T

< c<apmp;w{nA¢nH +|], +7 max

.

kararlilik kestirimleri saglanir.
ispat.
1], . <1

kestirimi ve (3.18) formulu kullanilarak

u || < ||u || + 7' max
klle Olle 1<k<N

¢, |

elde edilir. Ozeslenik operatérlerin spektral gdsterimi kullanilarak

|71l .., < C(ay, Wi, ;¢0)

max
1sksN

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)
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elde edilir. Daha agik olarak,

|7, < _sup

—00< I<00

Burada,
» i L, i (k-1
. rmg) ”[Z‘”’“[(l ) J
P
<3fa 73, | <!
oldugu igin

7.1l .., < €@y, M40

kestirimi saglanir. Boylelikle (3.19) formuluna, dg¢gen esitsizligini ve (3.23) ve

(3.25) kestirimlerini kullanarak asagidaki kestirim elde edilir:

o]l <117, H[Zla IZTI

L j+1

s, +lel,

o

i, N k-1
Sele, o, Slel, 1ol
J= = Jj=

, N k-1 ke
Y |, 2RI,
k=2 j=1

< C(a, Mo ;)| Yo

m

P
< Ca, W, )| Tmaxlgil, 2.l |+ 77 max|), lewklll ||¢||Hj

4.1, +lel, ) (3.26)

(3.21) kestirimi (3.24) ve (3.26) kestirimlerinin direk sonucudur.
Simdi (3.22) kestirimi elde edilecektir. (3.18) i kullanarak

< C(a'l,D]]Ib'p,(//)(Tmax

I<ksN

k
Au, =R°AE—ir) AR“™¢,, 1<k<N,

J=1

elde edilir. Bu durumda (2.28) i yani
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Au, = R A& +i“Rk‘-"*1 (6.-0)+0-X(¢.-9)-R¢  (B27)

j=2
kullanarak

¢k ¢k -1

T

max
IsksN

Au, |, <|A¢€],, +2T max

2<ks<N

+2||¢1 || (3.28)

H

kestirimi saglanir.|4¢],, igin de kestirim elde edilmelidir.

Za u, +TZ‘//k Uy TP

m=1

sartini ve (3.27) formulund kullanarak

A('( ZO’ Rl AEJ’Z% [Zle jﬂ( / 1 /)+¢1 _i(¢j—1 _¢j)_le¢1J

m=1 Jj=2

+Ti‘//k—l (Rk_lAf + iRk_j (¢_/—1 -9, ) P - kf‘ (¢j—1 - ¢./) -R"'¢, } +Ag

Jj=2

yani,

en S S0, 0)on-Sl0.0)w

m=1 =2

Y, [ZR (b0, +4-2(¢- —¢,-)—Rk"¢1}+A¢}

Jj=2 Jj=2

elde edilir. Burada

-1
)4 N
(S e
m=1 k=1

seklindedir. Boylelikle,

el <1, e Sl

L, ]+1

Ly
$.-9 HH +||¢1 ||H +;H¢j—1 _¢1HH
N k-1 i
Aol o ol IR -0 ), I,
k-1 B
Sher -0, el I, 1ol

m=1

<ca.ama | S (56, -0, 2101, |
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el 25k~ +2lol, 1o, |

2<k<N T

< C(a,, MW ;) {(2T max | 2P

bl | Sl +hool,

m=1

< C(al,[ﬂ]];b’p;w)(ZTmax [/ /%)

1sk<N T

2ol e, | G2

saglanmig olur. Sonra, (3.28) ve (3.29) kestirimlerini kullanarak Au, igin
kestirim elde edilir. Daha sonra, Au, igin elde edilen kestirim,
— k
il =g — Au, =@, —Z(¢j_1 —¢j)—Auk bagintisi ve icgen esitsizligi
r =2
kullanilarak (3.22) kestirimi elde edilmig olur. Bu da Teorem 3.5 i ispatlar.

ikinci olarak, ikinci basamaktan dogruluklu Crank- Nicholson fark semasi

i L tu ) =@, 6= S %), =kr, 1<k<N,

u, = L%z a,u, +Lm§2+ a,(I +id, A5, *u )

T

(3.30)

N
i T a,d,8 tTIY, ()4

A +
dnpyg

ele alinacaktir. Burada m=1,..,p ve T<A_ igin [, :[”7”1], d,=A, —[ATW]T—Q
seklindedir. Once (3.30) un ¢dzimi igin formil bulalim.

(3.4) Cauchy probleminin yaklasik ¢ézimu icin ikinci basamaktan dogruluklu
Crank-Nicholson fark semasinin

luk_—ruk_l"'%(“k tu, )=@,, ¢ =1 D),

(3.31)
t, =kt, 1Sk<N, u,=¢
¢OzUmu tumevarim yontemiyle
k
u, =B*E=iY B"/Cr, k=100 N (3.32)
j=1

seklinde bulunur. Burada,

-1
C:(I—iérJ , B:[Iﬂ'érjc
2 2

seklindedir. u, 1 bulmak igin (3.32) formalu ve
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Zau,+2a(1+ld/1) (u 1+|)
~ z d. b, +rZ¢/kl Ul g,

sarti kullanilirsa

&= ZaB’m —erZaBI “c

DZ+]1

1 o
+ a (I+id A)—| B"&E—-iry B 'C@.
S 4 (1 +id, >2[ e-irs ¢]]

Inizt
T

+ Z a (I+id A)~ [B'm”f ~iry B*Co j]—i S a,d,é,
Jj=1 sz*

—EIZ

+Z‘//k_;%[ka—isz_jC%TJfBk_lf‘iz_:Bk_l_jC@Tj+¢ (3.33)

k=1 j=1 j=1
elde edilir.

I- ZaBl Za (I +id, A) (I+B)B Zl//k_;—_

DZ

operatorunun tersi oldugu igin

E=T, —erZa B"'Co, —era (I +id, A)

DZ+/1 Zm |
T T

x{(ﬁB)ZB’ Cp, +Co, H} Z nd®

Jj=1
T

T N k ) k-1 )
+=YW, | —itY B/Cp, —itY BTCY, |+¢ (3.34)
k=1 j=1

2
=

[\)

elde edilir. Burada,



A—’”DZ* mngz
T T

l N
T =|1- a B — a (I+il A\—(I+B)B" -1
T Z m /I”ZZ:+ m( m )2( ) ;wk—

seklindedir. Sonugcta (3.30) probleminin ¢ézimu icin

k .
B*-iY B/Cé,r, k=10 N,
J=1

T,{—ir > Ya,B"Co -ir > a,(I+il,A)

A + j=1 A +
20z 20z

X% (1+B)iBlm_iC¢j +C¢l +1:|_i Z amdm¢l J
= . m m

A +
dnpz

k=

j=1
formUla elde edilmis olur.
Teorem 3.5. Eger ¢ 1 D(A)

p N
2la,|<1-13
k=1

m=1

‘/’k_% ‘

ise, (3.30) fark semasinin ¢6zimii igin asagidaki

max |[u || <C(a, Ul ; || || + 7 max ||
osken I Kl ( P p’l//) ¢ H 1<k<N ¢k H |’
max el 4 ax || 42 LTS
I<ksN T ISksN 2 y

2<k<N T

< C(alam]wp;w)[”A¢”H +||¢1||H +7T max [/l
kararlilik kestirimleri saglanir.
ispat.
IB[,, , <1 and|C]|, , <1

kestirimlerini ve (3.32) formulunu kullanarak

u || < ||u || + 7 max
Kl Ol 1<k<N

max
I<ksN

¢, |

elde edilir. Ozeslenik operatérlerin spektral gdsterimi kullanilarak

_i% % lﬂk_% (i Bk_-"C¢j +kz:lBk—1—jC¢jj + ¢}’ k=0

.

95

-1

(Bk +Bk—l)
3 2
(3.35)
(3.36)
(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)
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elde edilir. Daha acik olarak,

< sup -

00< [{<00

o

- Za (1+id, ,u) 1+

Y 1+z

56

(3.41)

> a,

i
-IJ m
(1"‘127-
1-i%r
%mf 2

1+i5 ) 1+i4r1 g
gr 1-i4r

ﬁTE}%%

(&

ﬁmr
T

1+17

_171-

. 1 1
t 2 am(l"'ldmﬂ)a(l"‘l_

N\l
k+ 1+ifr o
1-if1

7, 1)
r'\1-i4r

s [

FH
1+i5

+er¢/k : 2[(1

lrl
o 1ig
ﬁmﬁ -

Burada,

2 a,

T

—DZ

: 1
+ 2 a, (i

l+z—

(e

_ U
1-i5

I+

s, _([

1,

-ll m
1+17T
-7 H

1 171—

+Z|ﬂ

I'

<

2. lau|
A

ZmOz*
T

N

%r) 1+if1 g
1-ifr \1-ifr
k+ 1+i§T k-1
lm
|a+id ma+ i vigT
”r ‘1 z—r‘

1+z—r| |1+zfr|

+r§:

k=

.

—_

—Z*T‘ ‘l—zfr‘ J
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< 2 lal* ZIM”Z

A EIZ —DZ

wkl

N
Y.<l
=1 :

m=1
oldugu igin

170, .., < Cla,, 0, ;)
Simdi, |||, icin de bir kestirim elde edilmelidir. (3.35) formiild, iiggen

esitsizligi, (3.39) ve (3.41) kestirimlerini kullanarak asagidaki kestirim elde

edilir:

leoll <1Zel {Z ! ZTIIBII Ll
—DZ

T

+ Z | U‘(sz A)— ([+B)

DZ

Sl el J
H-H j=1

+
”} Amzwa
T

m

H¢lm+l
-H

d,|.], el

T2 al k-1-j
) O et S

k
k=
, (ZIIBIIHHH <,
=

‘ﬂk _%

L)

< C(a, M, w){ > |a, |ZTH¢ I,

—DZ
T

+ 3 el + 3l

—DZ o DZ

wkl

(SleL+Slel, ot

I<j<l

P P
<C(a1,mw,,,w){Tmax g, Xla+max|g|, >la,|ld,|
m=1 - m=1

“Iol, |

2], *lol.}

+ 7T max
I<j<N

N
¢-/HH kzzl: wk‘% i

<C(a, [I]]Ib'p,t/l){2T max

<<N




58

%"mz* oldugu igin / +1< N oldugundan yukaridaki kestirim gecerlidir. Sonu¢

olarak (3.30) fark semasi icin (3.37) kestiriminin ispati son kestirime ve (3.40)
kestirimine baghdir.
Simdi, (3.38) kestirimi elde edilecektir. (3.32) yi kullanarak

k
Au, =B*AE-ir) B*/AC¢,, k=1,0 N

=

elde edilir. Bu durumda 1<4£< N igin

BkAE+ZBk j+1( / - j)+¢1 Z(¢j—1_¢j)_Bk¢1 (3.42)

j=2

buluruz. (3.42) yi kullanarak 1<k < N igin

Auk+uk1 ([+B)Bk1A<t I+ B)sz/( Jl_ j)

2 2
L84 -8)+8,-5(8,-9) 28 -0)- L5
= B7CAECIE (6,,-9)
- [)("’“ ~0)+0-3(0,1-0,)-C8"8 (3.43)

j=2

elde edilir. Boylelikle, 1<k < N igin

1 k-1
A it PO R Y P o PR M el W 1o P i 1 P
J=

4 u tu,

¢j—1 _¢jHH

k-1 B
<[B], ., [c4gl, +lcll, ., ZzllBIIZiH
=

H

k
s|cad, +22 ¢ -4 [, +2lel,
J=

yani,

AM <|[C4é],, +2max ZH%_I ‘¢;HH +2[a ],

2<ksN

max
IsksN

< ||CA€|| + 2N max

2<k<N

b =0, 2[4,

saglanir. Boylelikle

¢k ¢k -1

T

u, tu,_
max Ak—kl

IsksN

+ 2||¢1 || (3.44)

H

< ||Af|| + 27 max

2<k<N
H
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elde edilmis olur. ||C4£],, igin de bir kestirim bulunmalidir.

Za u, + Za'm(]+zd A) (u +u +l)

—EIZ —DZ

—i Z a,d,g, +TZ£//k L u" )+

"’DZ
T

sartini ve (3.43) formulund kullanarak

cag= 3 a, [B AE+Y B (g, -0) )+ -2 (9,1 -9,) - B" ¢1]

—DZ Jj=2

+ 2 a, +idmA)cé(B’mAaiB’m'f“ (6.-0)+4-2(9.-9) —B’%]

—DZ Jj=2 j=2

+> a,( +id, )~ C[B’ +1A£+Z+:Bl (g, -0,)+ —i(qﬁj_l —¢j)—BZ~1”¢1J

Am A7+ Jj=2 j=2

+§i¢k-;c[(3kf45+zk:3k‘f“ (¢j_1 _¢j) +, _Zk:(¢j_l ‘¢,—) _Bk¢1}

+(Bk‘1A{+§Bk_f (¢j_1 —¢,) + 4, _§(¢j—1 _¢j) _Bk-1¢1]]

=i ¥ a,d,CA@, +CAp

Inpyze
T

yani,

CAE:T{ Zam[ZB’ T (-9, + - IZ(¢J»_1-¢,)—B’m¢1J

Azt J=2

+ Z a, (I+id, A)— (I+B)(ZB”"]“( - ¢A) (¢;m —¢zm+l)J

—DZ

+§iwk_;c[(1 +B)§Bk_'j (¢, -2,)+20 -2I€Z__1](¢j.1 -¢,)

HB=1)($ =)=+ BB )= 3 a, (I +id, A) L1+ B)B 4,

Inpyze
T
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+ z a, 2c¢, +i Z a,d,CA@, ., +CA¢} (3.45)

—DZ Ay gzt
T T

elde edilir. Burada,
-1
N Bk +Bk 1
T =|1- ZaB’ Za(1+zl A)— (1+B)Bl TZ%I( )

—DZ A I]Z

seklindedir. Boylece,

L, ]+1

$4—9 HH

[c4s, <[7.1,. H{ 2. laflet,. H(

—DZ

lm
Aol +Sle, -0, +15 izaH||¢1||H]

, 1
U,,Z |am|H(1 +zdmA)5(I +B)C

S, oo,
H-H\ j=2

1
+ S lalasaniasnc] sl el
y . H-H
r& k-1 .
SO [ R (TET I o ol e IR )

k-1 _
221041, 181118 =l * 1+ Bl 1B, ||¢1||HJ
J=

1
L ¥ palid, e, 3

mpOz* mpOz*
T T

H-H

o el ||A¢|IH}-

yani,

lcaél, <c<apmmap,w>1 S |a, |[zzu¢” 5 +2l4ll, J

’”DZ
r

¢ fa So-ol, |+ 2 el

’”DZ ’”DZ
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T N k-1 k-1
3o [ 2Ele -0, +2lel, +2le. -8,
k=1 j=2 Jj=2

2lpi1=0l, +2401,)+5 T . 8,
< C(a, mwp,w){zTg% /8l (;W j
2ol (Sl rS |+ lal, 7m0 ¢
<C(a'1,D]]Ib'p,(//)[T2n<1kzi)]<v L/ /E +||¢1||H +||A¢||Hj (3.46)

elde edilir. i;’mz* igin / +1< N oldugundan yukaridaki kestirim gecerlidir.

Sonra, (3.43) ve (3.46) kestirimleri kullanilarak A% icin kestirim

+
bulunur. Son olarak A% icin kestirim,

_ L+ a +
T Y ukl_ = (8,.-9,)- % bagintisi ve (ggen
T j=2

esitsizligi kullanilarak (3.38) kestirimi elde edilir. Bu da Teorem 3.5 in ispatini
tamamlar.

Not etmek gerektir ki, Teorem 3.4 veTeorem 3.5 de 7 - 0 igin limit
alinsa integralli, cok noktali lokal olmayan sinir deger problemi (3.1) in
kararhligini ifade eden Teorem 3.1 elde edilir.

3.4 Fark Semalar icin Uygulamalar.

Bu kisimda Teorem 3.4 ve Teorem 3.5 soyut teoremleri iki tane
integralli, gok noktali lokal olmayan sinir deger problemine uygulanacaktir.

ilk olarak (3.14) problemi ele alinacak. (3.14) problemini kesikli hale

dénustiirmek iki adimda olur. ik énce ag kimesi ve (3.49) formiliyle A

operatorli tanimlanir. Bu fark operatorii 4; sayesinde (3.14) integralli, ok

noktali lokal olmayan sinir deger problemi
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P A (6,x) = £ (%), 0<e<T, x0[0,1],,

u"(0,x) = Z;’Flamuh (A,,x)+ il/l(s)u(s, x)ds +¢" (x), (3.47)

0<A <A <..<A <T, x0O[0,1],

adi differansiyel denklemine dénasturalur.
ikinci adimda ise, (3.47) problemi igin (3.16) birinci basamaktan

dogruluklu fark semasi kullanilarak

hyoN_
l'”k(X) Tuk—l (x) + A;lcullz (X) — ¢£1 (X),

o' (x)= f'(t,.,x), t, =kr, 1<k<N, x0[0,1],

(3.48)
N
”(l; (x) = ZZ=1am”1: (x) + T%wk—luf—l(x) + ¢h (x), x01[0,1],
fark semasi ve (3.30) Crank-Nicholson fark semasi kullanilarak
R 2 (x) +u (x) = 41 (),
@ (x)=f"(t, -L,x), t, =kr, 1<k<N, x0O[0,1],
ué’ (x) = ZATWDTa'mu,'; (x) +¢" (x) (3.49)

o h . h
+ZLT”DZ+am (Ih + ldmA;zc)%(ul,:“ ()C) + ulm+l (‘x)) - ZZA—;"DZ+dm¢Ilm (X),

N
+Tkzzll¢1f—%(uk 2uk_] ), x0[0,1],

fark semasi yazilir.
Teorem 3.6. T ve || yeterince kiigiik sayilar olsun. Eger (3.48) fark

semasi igin

am

i
m=1

N
<l- TZ |‘//k—1|
k=1

esitsizligi ve (3.49) fark semasi igin de

14 N
Sa<1-ry
k=1

m=1
esitsizligi saglaniyorsa, (3.48) fark semasinin ¢ézimdi igin

am

v
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h
LTl ) e

h
Uy

max
0<ksN

. =Cla, M) |¢"

h_ . h
u, —u
max |[-—4  +max (u,’: ),
ISk<N T 1sksN xxliL,,
LZh
[ h _ ah
. h h k Pkl
<C(a, ;)| |(6:).| +er], +7 max
xL,, Ly, 2<ksN T L
L h

kararlilik kestirimleri ve (3.49) fark semasinin ¢ézimdi igin de (3.50) ve

K h (Z/lh), +(uh )7
max uk uk—l + max | k XX k-1 XX
IsksN T IsksN 2
Ly, L,
h _ ah
. h h k k-1
<C(a,mw,:)||(¢2) |+, +7 max [P
Ly 2h <k= 4 L
h

kararlilik kestirimleri saglanir.

Burada, C(a,,[l,;y) sabiti h, ¢"(x) ve @.(x), 1<sk< N den bagimsizdir.
Teorem 3.6 nin ispati Teorem 3.4 ve Teorem 3.5 soyut teoremlerine ve

ayni zamanda (2.49) formuliyle L,, datanimli 4; fark operatorinin simetri

Ozelliklerine dayanmaktadir.
ikinci uygulama olarak (3.15) problemini ele alalim. (3.15) probleminin de

diskrit hale donusturtlmesi iki adimda olur. Birinci adimda ag kumesi ve
(2.53) formdllyle verilen 4, fark operatéri tanimlanir. Bu fark operatorii 4,
sayesinde (3.15) integralli, cok noktali lokal olmayan sinir deger problemi

(D b gt x) = i (x), 0<i<T, x0Q,,

u"(0,x) = Zp:a’mu" (A,,x)+ Il//h ()u" (s, x)ds +@" (x), (3.51)

0<A <A <..<A <T, x0Q,

adi differansiyel denklem sistemine doénusturalur.
ikinci adimda ise, (3.51) problemi igin (3.16) birinci basamaktan

dogruluklu fark semasi kullanilarak
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h . h
PR+ A (x) = 8 ().

T

¢:(x):fh(tk,x), l‘k:kT, 1<k<N, xDQh, (352)

P N ~
up (x) = 2, (x)+7 2w, () + 41 (). 200,
fark semasi ve (3.30) Crank-Nicholson fark semasi kullanilarak
SR+ ) (x) +uly (x) = 4 (0,

gl (x)=f"(t, -1,x), t, =k, 1<k<N, x0Q,,

up (x) = z a'mul”m (x) +¢"(x) (3.53)

g+
2z

+ Z a,(, +id, A7) 5 (u, (x)+u;;+l (x))—i z a,d,@, (x)

A + A +
dnpyg iz

N ~
+rkZ_1¢/,f_%(“k ey, x0Q,
fark semasi yazilir.

Teorem 3.7. 1 ve |h|=\/h' +[I}+/ yeterince kiiglik sayilar olsun.

Eger (3.52) fark semasi igin

p N
2l <1=12 |
m=l1 k=1

esitsizligi ve (3.53) fark semasi igin de

)4 N
Mla,|<1-1Y
k=1

m=1
esitsizligi saglaniyorsa, (3.52) fark semasinin ¢ézimdi igin

am

wk _%

h h h
max |u . <(C(a,0Iu ; H _ + 7T max X } 3.54
osk<n I K llzy (@) @, P’w)[ ¢ L(Qy) I<k<N 9 L(Q) ( )
h h
max || AL +maxzn: (u,’c’),
I<ksN T L) IsksN “= X Xeode L, (@)
- h h ¢h _¢h
< Mo ; + + Tk Tk-l
- C(a’I, p’(//) ;H(¢ );rijr L, (Q;) H¢l LZ(Qh) nglkas)lif T LG,
2 h

kararlilik kestirimleri ve (3.53) fark semasinin ¢éziimdi igin de (3.54) ve
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ho_ ok (u ) +(u )
max [ +maxzn: S N
IsksN T . IsksN “= 2
L, (%) r=l .
’ Ly (Q;)
¢ — 4.
< C(a,, 0y ) Z (¢')- |¢!], o +7 max |H—=
P XX SJr L (Q ) L,(Q)) 2<k<N T B (Q )
2 h

kararlilik kestirimleri saglanir.

Burada, C(a,,[lr,;y) sabiti h, ¢"(x) ve @.(x), 1<k <N den bagimsizdir.
Teorem 3.7 nin ispatl Teorem 3.4 ve Teorem 3.5 soyut teoremlerine,

(2.53) formuluyle L,, da tanimh fark 4; operatorinin simetri 6zelliklerine

ve ayni zamanda Teorem 2.10 a dayanmaktadir.

3.5 Sayisal Sonuglar

Bu kisimda, Schrddinger denklemi igin integralli, cok noktali lokal

olmayan sinir deger probleminin

joun) 2 L (s, x) = e><p(””2)[()c2 -2) cos’;’x+2ﬂxsin§x],

0<t, x<1,
u(0,x) =Lu(t,x)+1 u(3,x)+I u(t, x)dt + ¢ (x),
(3.55)

P(x) = (1-Lexp(Z) ~Lexp(E) + <L (exp() ~1)) x* cos £ x,

0<x<l,

u(t,0)=u(t,1)=0, 0<r<1

(3.16) birinci basamaktan dogruluklu fark semasini ve (3.30) Crank-

Nicholson fark semasini kullanarak sayisal ¢dézUmleri arastirilacak. Bu

B it ) T
u (t,x) = [exp(T)J(x cos 5 xj

Oncelikle, [0,1], x[0,1], a§ kimesi lizerinde birinci basamaktan

problemin tam ¢d6zUmu

seklindedir.

dogruluklu fark semasini kullanalim. (3.55) probleminin yaklasik ¢éztmlerini



66

bulmak igin asagidaki birinci basamaktan dogruluklu fark semasi kurulur:

k_ k-l k ko k
sy Uy g ~2uy k —
! r ( W )+ul’l _f(tk’xn)’

L N -
R L e T AR O (3.56)

1<nsM-1; ul =u), =0, 0<k<N,

f(t.x) = exp(45)| (x* ~2)cos Zx +27/mxsin Zx |

P(x) = (1= exp() ~Lexp() + L (exp(£) ~1)) x” cos £ x.
Boylelikle, (N +1)x(M +1) lineer denklem sistemi elde edilmis olur. Bu lineer

denklem sistemi dizenlenerek

AU, +BU +CU, _ =D¢, 1sn<M -1,

U,=0, U, =0,

matris formunda yazilabilir. Burada,

0O a 000 . 0000
00 a 00 . 0000
000 a0 . 0000
0000 a. 0000

e
00000 . a 000
00000 . 0ao00
00000 . 00 ao0
00000 . 000 a
000000 ..00 0 O]



b c 0 0 0 0 0
0 b c 0 0 0 0
0 0 b 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 c 0 0
B= 0 0 0 0 b 0 0
1o 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 c
0 0 .. 0 0
R e T o T
ve
o
U
=4, DZI(N+1)><(N+1)’ Us = > s=n-l, n, n+l.
e
UN
Ayrica,
a——Lz, b=—i, c=—+%+l
h T T h
_¢0_
9, 1= Lexp() - Lexp(2) + — (exp(L) - 1)) x2 cos Z
2eXp( 8 ) 3€Xp( 12) 372 (GXp( 4 ) ) Xn Ccos P xn:
¢n = , ¢’l: =
f@t,,x,), 1sk<N,
¢N
seklindedir.

S O O O O o O

o O

S O
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k=0,

Simdi (3.55) probleminin yaklagik ¢oéztimlerini elde etmek icin Crank-

Nicholson fark semasi kullanilacak. (3.55) probleminin yaklasik ¢ézimleri igin

(3.30) u uygulanirsa, asagidaki Crank-Nicholson fark semasi kurulur:
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k_ k-l k ko k k-l kel kel
sy ] M T20 U =20,
I 3 + +ou

0 n?

o=
3
+

N

0 — 1,03 ar i .
) =4+ L AT DL +h(x,), 1SS M-k

(3.57)

f(t,x) = exp(E)[ (¥ ~2)cos Zx +27mxsin Fx |

B(x) = (1-Lexp(Z) —Lexp(Z) + L (exp(Z) 1)) x” cos L.
Boylelikle, (N +1)x(M +1) lineer denklem sistemi elde edilmis olur. Bu lineer

denklem sistemi diizenlenerek

AU, +BU +CU,_ =D¢, 6 1<sns<M -],
U,=0, U, =0,
matris formunda yazilabilir. Burada,
[fa a 0 0 0O 0 0 0 O]
00 a a 0 0 0 0 0 O
0 0 a a O 0 0 0 O
0 0 0 a a 0 0 0 O
0 0 0 0O a 0 0 0
0 0 0 0O a a 0 0
0 0 0 0O 0 a a O
0 0 0 0O 0 0 a a
100 0 0 0 0 0 0 O]
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b c 0 0 0 0 0 0
0 b ¢ 0 0 0 0 0
0 0 b 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 c 0 0 0
5= 0 0 0 0 b 0 0 0
1o 0o o0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 c 0
0 0 0 0 0 0 b c
=% % % SN 1z TG 1 Tl
ve
o
Ul
C=4, D=1 uxyn, U= , s=n—1, n, n+l.
"
UN
Ayrica,
1 _[ i1 lj i 1 1
a=——, b=|——+—+—|, c=—+—+—
20 r h 2 r h 2
"4
9, (1 —%exp(%) —%exp(%) +ﬁ(exp(%) - 1)) x2cosZx,, k=0,
6= |9 =
f(t,~%,x,), 1Sk<N,
¢'N

seklindedir. Dolayisiyla ikinci mertebeden katsayilari matris olan, n ye gore

fark denklemleri elde edilmis oldu. Bu iki fark denklemlerini de, yani birinci

basamaktan dogruluklu fark semasi ve ikinci basamaktan dogruluklu fark

semasl, ¢ozmek icin Bolim 2 deki

yontemi kullanilacaktir.

Simdi, sayisal

gibi iyilestiriimis Gauss eliminasyon

sonuglari verelim. (3.55) probleminin tam ve yaklasik

¢6zUmlerinin sayisal degerlerini elde etmek igin Matlab programlarini (bak Ek
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2) kullandik. (3.55) probleminin tam ve vyaklasik c¢ozimleri asagidaki
sekillerde verilmisgtir.

TAM GOZUM

t ekseni 00 « skseni

Sekil 3.1. Tam ¢6zum

BIRINC! BASAMAKTAN

03

t ekseni 00

¥ ekseni

Sekil 3.2. Birinci basamaktan dogruluklu fark semasi
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CRANK NICHOLSOM

t ekseni 0 o

% ekseni

Sekil 3.3. Crank-Nicholson fark semasi

Sayisal sonuglar farkli N=M degerleri igin verilmigtir. Tam ¢6zum ile yaklagik
¢ozumleri karsilastirabilmek igin dnce hatalar (2.62) formultyle hesaplandi.
Tablo 3.1, fark semalariyla elde edilen ¢éztmler ile tam ¢6zim
arasindaki hata analizini vermektedir. Tablo 3.1 sirasiyla N=M=18, 30 ve 60
icin olusturulmustur.
Tablo 3.1: Hatalar.

Metot N=M=18 N=M=30 N=M=60
1. b. dogruluklu 0.0032 0.0022 0.0013
Crank-Nicholson 0.0005 0.0002 0.0001

ikinci olarak, tam ¢dziim ile yaklasik ¢cozimi karsilastirabilmek icin kismi
hatalar (2.63) formullyle hesaplandi. Tablo 3.2 sirasiyla N=M=18, 30 ve 60
icin olusturulmustur.
Tablo 3.2: Kismi Hatalar.
Metot N=M=18 N=M=30 N=M=60
1. b. dogruluklu 0.0225 0.0153 0.0089
Crank-Nicholson  0.0034 0.0015 0.0005
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Tablolardan da acgik bir sekilde goruldugua gibi ikinci basamaktan
dogruluklu Crank-Nicholson fark semasi yontemi birinci basamaktan
dogruluklu fark semasina kiyasla tam c¢ozimlere daha yakin sonuglar

vermektedir.
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BOLUM 4
SCHRODINGER DENKLEMI iCIN COK NOKTALI
LOKAL OLMAYAN SINIR DEGER PROBLEMINE
IYILESTIRILMIS CRANK-NICHOLSON FARK
SEMALARI

Bu bdlimde, ¢ok noktali lokal olmayan sinir deger problemi (2.1)
arastinimistir. Cok noktali lokal olmayan sinir deger probleminin yaklasik
¢ozumleri i¢in ikinci basamaktan dogruluklu 7 -iyilestiriimis Crank-Nicholson
fark semalari kurulmustur. Bu fark semalarinin kararliligi gdsterilmistir.
Uygulamada Schrédinger denkleminin fark denklemlerinin  ¢ézimlerinin
kararhligi elde edilmistir. Cok noktali lokal olmayan sinir sartli tek-boyutlu
Schrodinger denkleminin ¢d6zUmuU sayisal olarak elde edilmistir. Bu fark
denklemlerinin ¢dézUmunde iyilestiriimis Gauss eleme metodunu igeren bir
teknik kullaniimistir. Metot sayisal degerlerle desteklenmistir.

Bu bolimin ana amaci (2.1) probleminin yaklasik ¢oézumleri igin 7 -
iyilestiriimis Crank-Nicholson fark semalarini ¢alismaktir. Bu bodlimde

1<m< p igin 21 < A, oldugu kabul edilmektedir. Bu ¢ok noktali lokal olmayan

sinir deger probleminin yaklasik ¢6zumu i¢in ikinci mertebeden dogruluklu

7 -iyilestirilmis Crank-Nicholson fark semalari

TP A —
i+ L (u tu, ) =@, r+l1<ks<N,

Uy U —_
i+ Au, = @,, I<k<r,

U= a, ((1 +ily Ay, —il, @, ) + D au
rr2A,, <A,

e (4.1)

+ Z am (1+idmA)%(ulm +ulm+1)_i Z amdm¢lm +¢:

rr<A,, rr<A,
MD Al MD VAl
T T

0<A<..<A <T,

seklinde kurulmustur [7]. Burada Z*, {2,k, [l kimesini ve [ :[ﬁ],

T



74

lyy = A, —[2r, d, = A, —[2r-Z ve @, = f(t, —%), t, = kT belirtmektedir.

4.1 Kararlilik Teoremi
Cauchy probleminin yaklasik ¢ozumu igin kurulan r -iyilestirilmis Crank-

Nicholson fark semalarinin

i+ 4 (uy tu, ) =@, r+tl<ks<N,

.U Uy —_ —
i+ Au, = @, 1<k<r, u,=¢,

¢, =f(@t,—%), t, =kr olmak lzere ¢ozimu

k .
R ~ir X R*7G,, k=10,
Jj=1 ;

u, =<B"'R'¢& —irjz:lBk‘fR"f%j 4.2)

k ,
=it X BCo,, k=r+1,0IN

Jj=r+l
seklindedir [7].
Burada,

-1
R=(I-ir4)", C:(I—igr] : B:(l+igrjc

seklindedir. u, 1 bulmak igin (4.2) formuluni ve

u=> a, ((1 +il, Ay, —i10m¢,m)

rr2A,

3 au + Y a,(U+id, )L, +u, ) -id,p )+

ZT</‘m ;T</lm
oz oz

sartini kullanirsak

lm
&= a,d+ily, AR"E=it Y a, (I +il, HD R -i> a,l, ¢
Jj=1

rr24,, rr2A, rr2A,

r In
+> a, [B’”R’E—irZB’m_rR"j”¢j —ir ) B’m‘f'C@J
j=1

rr<A, J=r+l
dnpz*
T
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+ > a,(I+id,A)—= KRF{ —iTiR"'f”¢jj+(BR’{ —iTZrlBRr‘f”¢jH
rT<A = J=
AfDZ

o

r I )
+ > a, +id, A)—= [Blm"‘Rff—ir B""R"Mp ~ir ZB’WC@J
)T<A
—DZ

g
Zm
[

j=1 j=r+l

+ 2, a,(+id, A2 {( B"R'E—iTy BT RTS,

rT<A j=1
—DZ

(e}
1,+1 '
=it ) B""7C¢ j) -iy a,dp +¢

j=r+l rr<A,
dnpyz*
T

r Ly
elde ederiz. Fakat B""R'§—ir) B""R™"¢, —it > B"C¢, ifadesinde [, =r

J=1 J=rl

lm r
koyar ve [, =r igin Y B"/C¢, =0 alirsak bu ifade (R"é'—irZ R"‘f”¢jj ye
_ =

j=r+l

indirgenir. Boylelikle, gergekte

E=> a,+ily AR"E~ir Y a, (I +il, A)ZRW” =iy a,l @,

rr24,, rr2A, 24,
L, _
+> a,| B"Ré- erB TR, —ir Y B"CY,
rr</1 j=r+l '
47DZ

+3 @, (I +id, A)~ (B TRE- erB TR —iT ZB’ “icg, j

rT</1m J=r+l
dupzt
T

rT<A
—DZ

+ Z a, (]+ld A) {( l +1_’R"§f_Z'Z-ZBlm+1—rRr—j+l¢j
J=

I,+1 _
—iT ZBIW+1—jc¢j J} —i Z amdm¢lm + ¢
j=r+l rr<A,

Am +
dnpz

olur.
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. —-r pr . 1 —-r pr
I- ZA a,(I +il, AR" - Z; a,B""R - Z; a'm(1+zdmA)E(1+B)B’m R
! ‘Tmzm* ZTmzm*

operatorunun tersi oldugu igin

lm +
sr{[ > a1l YR~ Y z¢]
j=

rr2A, rrzA,

r Ly
-ir Y a, [ZB’M"R""”@. + ZB’""’C@.J
j=1

rr<A, Jj=r+l
dnpzt
T

r I
~ir Y. a,(I+ ia’mA)%((l +B) [ZBI"’ TR+ > B"Cy, j +C9, HJ

rT<A, j=1 Jj=r+l
dupz*
T

=i, a,dp +¢ (4.3)

rr<A,
izt
T

elde edilir. Burada,

T,=|1-) a,d+il, AR"- > a,B""R - a (1+idmA)%(I+B)B’"'_“R’

m
rr2A, rr<A, rr<A,
Anpyzt Anpyzt
T T

seklindedir. Boylece, (4.1) probleminin ¢6zimu icin
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k .
Rfu, —ier:le'-’ '$,, k=100,
B Ruy~ir ¥ B R,
=

—iT Z B ’C¢ k =r+1,00N

j=r+l

rr2A,, rT2A,

{L_ZT z a, (I +il, A)ZRW+1 @ —i Z amlo,,,¢zmj

r 1,
-ir Y a, [ZB”""R"J'”@. + ZB’”C@]

rr<A,, j=l1 j=r+l
izt
7

=it Y. a,(I+id,A)— [ (1+B) (ZBZ TR, +ZB1 Cp, ]+C¢, H]

rl’</1 j=r+l
47DZ

=i Z m m¢l +P.,

rr<A
ﬁ?DZ

(4.4)
formalG elde edilir.
Teorem 4.1. Eger ¢ 1 D(A)ve
p
D a,|<1
m=1
ise, (4.1) fark semalarinin ¢ézimdui igin agagidaki
maxul, < C@.a) g, +Tmaslol, | @9
max [ A=+ max Au,,, + max PLLSE
1<ksN T 1sksr r+l<ksN "
< C(a, M ){||A¢|| |, + 7y [P } (4.6)
H

kararlilik kestirimleri saglanir.

Burada, C(a,,...,a,) sabiti T, h, ¢(x) ve ¢.(x), 1<k <N den bagimsizdir.



ispat.
1], ., <

kestrimlerini ve (4.2) formulund kullanarak

max

u || ||u || + 7 max
1<ken 1K llH [ Ol

IsksN

¢, |

elde edilir. Ozeslenik operatérlerin spektral gdsterimi kullanilarak
IZ|,, , sCa,...a,)

saglanir. Daha agik olarak,

172l < sup

(1— > a,(1+il, ,u)( lem

-> a L+ Y
<A, " 1_% l_iT/,I

A +
Az

YTy
-> a,(1+id, /,1) 2 2 :
rT<h, 1 > 1_7 1—itu

DZ

< sup | 1-
—oogp<oo

A +
Az

. . l,-r r
1 + ]+ 1
+Y a1+ zd/,l) — | —= (_. j
<, 1 > )\ 1=5 1—itu

'”DZ

Burada,

/ I -r r
" 1+ 1
a (1+il + a,
2,9 °”)[ sz 2 (1 ’”’j (ij

/‘DZ
ST+ (Y
+r§ a, (1+id pu)— [ 1- ?J(l_’fzﬂj (l-il’,uj
izt
|1+ll ’UH | |1+[r7”lm_ 1 r
SZ| |‘1 lT,UHl zl',u| "'r; @, |‘1 - |1—z'Z',U|

—DZ

> a,(+il, ,u) ’ +> a L+ -
rr2A ZT/J rT<A, " 1_% l_lrﬂ

78

(4.7)

(4.8)

(4.9)
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r

1
1-izy|

-

N |1+z‘dm,u||1+%
)1’</1 2 2
”‘DZ

P
<2 lanf+ 2 fa, |+ 2 |a,|=2 Ja,|<1

m

rrzA <A, <A, =l
dupiz* dupizt
oldugu igin
171, . S <C(@),0,)
=2 |a,|
m=1

kestirimi saglanir. ||u,|,, igin de bir kestirim bulunmalidir. (4.3) formiliin,

ucgen esitsizligini ve (4.7), (4.9) kestirimleri kullanilarak asagidaki kestirim

elde edilir:
1]

Im
b =l | 3l Sl it o
rrzA, j=1

H-H

o S el Il I o ), - S 1607 e, o

%DZ*
vy llfavaodien| (Slor b, 5 s,
Z]K/]m H-H\_ j=1

Znz*
T

1 .
il o, )+ Z ela o),
7DZ
<l el 3 el )], Tria
s rT<A,
Azt

+max
1<j<N

P, H Z |a |Tl +max

I<j<N

2, 3 Lol + 1o,

rT<A

dDZ iI]Z
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<
<C(a,....a,) 121,2)16

b, 7 X lanl+ X o]+ X Ja|

rr2A,, al’</1m ;T</\m
Zoz* Zoz*
T T

+max
I<j<N

alﬂ

¢jHH r Z

rr24,,

+ 2 laul *lel,
:‘r</1:n

-0z
T

< C(a’l,...,ap){2TmaX

1< /<N

4, +lel.}

(4.5) kestiriminin ispati son kestirime ve (4.8) kestirimine dayanmaktadir.

Simdi (4.6) esitsizligi elde edilecektir. (4.2) formulu kullanilarak

k .
R\ AE-iT X ARY"¢,, k =1,00F,
j=1

Au, =4 B R AE—ir zl B AR, (4.10)
J=

k .
=iT > Bk_’A¢j, k =r+1,0IIN

J=r+l
elde edilir. Boylelikle,

k

RkAf{ZR""” (¢-2,)+9. —R%J k=100,

j=2

Auk - Bk—rRrAE_l_[sz—rRr_j'ﬂ (¢j_1 _¢j) +Bk—r¢r _Bk-rRr¢1

J=2

+ in_jﬂ (¢./—1 _¢j) +¢k _Bk_r¢rJ’ k=r+L1IN,

J=r+l

yani
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RkA<(+(Zk:Rk_j+l (¢j—1 _¢j)+¢k _Rk¢1) k =1, I,

J=2

Au, ={B* "R A& + [ZBk"'R"-’” (4,.-8,)-B"R8, (4.11)

J=2

+ Zk:Bk_jH (¢j—1 _¢j)+¢kj= k=r+1,0TN,

j=r+l
olur. (4.6) kestiriminin ispati igin (i) k =1,...,r, ve (ii) k =r+1,..,N durumlari

ayri ayri incelenmelidir.

1<k <r durumunu ele alalim. Bu durumda, (4.11) formulana kullanarak

I<k<r igin
|Au], <RI, , |R44],, +Z||R||" Tle-e),
+[4, +ZH¢,1-¢H +|R[, ., 141,
<|R4é], +2ZQH¢_,»-1 -¢, +2lal,
=
yani,

max

1sksr

Auk” <||RA£|| +2 max ZH¢, 1_¢ H 2||¢1||H

2<k<N

<[[Ra4é]|, +2N max |4, - .., +2[, -
elde edilir. Boylece
max|u], <|rael, +27 pay | PP 22l @.12)

saglanir. |R4¢&||,, igin de kestirim elde edilmelidir. (4.3) ve (4.11) formillerini

kullanarak,

RAS = Tr{ Z a, -l'ﬂom A)R(I’XRIW_'/H (¢j—1 _¢j) +¢1,,, _le¢1J

Tz, Jj=2

-i Y a,l, RAg, + > a, R(ZB TR f“( ., ¢J)—R’¢]]

rrzA, rr</1
’”DZ
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rr<A,
dupyy
T

l’" .
+> amR( > B (g, —¢,-)+¢,”,J
j=rl

rT<A, j=2
dupiz*
T

+ z a, +idmA)%R{(Zr“Blm—f Rt ( 8.~ ¢‘,~) ~R'$,

+ Z Bl (¢j—1 - ¢j) +9, ] + (iBlm TR (¢j—1 - ¢f') ~R'd,

j=r+l

1,41 '
+ Z B*? (¢j-1 _¢j) + ¢1m+1JJ —i z amdmAR¢lm +RA¢}
j=r+l rT<A

n
Anpzt
T

formuld bulunur. Boylelikle,

jesd, <l | B el o],

m HH

H-H

(SIRE e -, 1o, el el )+ 3
|

+ 2. lanI®l,, H[ZIIBIIH IR ,1-¢.1»HH+||R||2QH||¢I||HJ
—DZ

o5 e, [ 5517160, 410.,
fDZ

. 1 4 —_— r=j+
VZ ol via.onl, 3 Sol I o -,
< j=

A m+
20z

*|RI, . 1], + ZIIBIIZ Zile--el, H¢IWHHJ

(ann’;L, IR

b =9, +IRl, 4l

Sl e, o, )
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A, 7L 1491,

H-H

A +
dnpyz

l/ll
< C(al,...,ap){ > |am|(zu¢j_l
rr2A, Jj=2

.0,

m

||,,J+ S
rr2A,

|
'y |am|(zu¢_,-l 4], +||¢1||H}

,

Sho.-ol el

J

m

lm
+2 |a [Z H¢j—1 _¢1HH |2,
rT<A,, J=r+l
dnpz*

rT< =r l

2 DRI >

r 1,+1
+[zu¢ﬂ 6|+l S [6,. -9, 6.
j=2 j=r+l

A +
dnpyy

k
saglanir. ¢, = ¢, +Z(¢j —¢j_1) bagintisi kullanilarak

j=2

el <o, )| L), + o], +7 a2

2<k<N

} (4.13)

elde edilir. Sonugta (4.12) ve (4.13) kestirimleri kullanilarak
¢k ¢k -1

max
1ksr

], =) 40, o, + T

2<ksN

} (4.14)

kestirimi bulunur.
Sonra Au, igin elde edilen bu kestirim,
— k
iu"—ru"“ =@, —Au, =@, —Z(qﬁ‘,_l —¢j) — Au, bagintisi ve lggen esitsizligi
=2
kullanilarak

Uy Uy
T

+max

Isksr

max

Iksr

Au, ||
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&, ¢k1

2<ksN

<C@, D]]m){||,4¢|| Hg], + T max } (4.15)

kestirimi elde edilir.
(i) $imdi k =r+1,..,N durumunu ele alahm. (4.11) formili ve %(1+B) =C

esitligini kullanarak

u

A = BRICRAE + (ECB’”"R"’“ (¢,.-9,)-R¢,

j=2

“ _ +¢,_
+ ZCBk / (¢j—1 _¢j)+B(¢k—l _¢k)+%j
j=r+l

elde edilir. Boylelikle £k =7 +1,..., N igin

e tu,

2

A

H

<[8l, L IRL e, (R, + [ZIICIIH e ] O
R, W+ X 1), 1 -2,
j=r+l

el 100, 316,460, |
<lisel, o[ S0 ), ol + 16 -0, 1o +o.,

<lusd, <[ 3Zlo -9, 2lol,

saglanir. Bu da,

u tu,,

A < ||RA£|| + 37 max

2<ksN
H

max ¢k ~ ¢k—1
r+l<ksN T

+3| a4, (4.16)

H

sonucunu getirir.

Sonug olarak (4.13) ve (4.16) kestirimlerini kullanarak

u, tu,_, &, ¢k1

max |4

r+lsksN

sc@mm, >{||A¢|| Hl], + 7 max

2<ksN

} (4.17)

kestirimi elde edilir. Sonunda (4.17) kestirimi,
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- + k +
i e "W - P, — A T =@ —Z(¢j_1 —¢j)—A—u" it bagintisi ve Gggen
r 2 = 2
esitsizligi kullanilarak
U tuy,

2

Up Ui
T

+ max |4

r+l<ksN
H

max
r+l<ksN

H

<C,(a, DJ]IU){||A¢|| +g] +7 max |2 ¢f~

2<k<N

} (4.18)

kestirimi saglanir.
(4.6) sonucu, (4.15) ve (4.18) kestirimlerinden gelmektedir. Bu da Teorem 4.1
in ispatini tamamlar.

Not etmek gerektir ki, eger Teorem 4.1 deki kararhlik kestiriminde 7 - 0
icin limit alinirsa ¢ok noktali lokal olmayan sinir deger problemi (2.1) in
kararlihgi elde edilir.

Gelecek kisimda, soyut Teorem 4.1 iki tane ¢ok noktali lokal olmayan

sinir deger problemine uygulanacaktir.
4.2 Uygulamalar

ilk olarak, tek boyutlu Schrédinger denklemi igin ¢ok noktal lokal
olmayan sinir deger problemi (2.15) ele alinacak. (2.15) problemini de kesikli

hale doénistirmek iki adimda olur. ilk adim 2.4 kismindaki gibi yapilabilir.
ikinci adimda ise, (2.50) problemi igin

P ] (x) (1) =410

¢ (x)=f"(t, -%,x), t, =kr, r+1<k<N, x0[0,1],

T

4 () =400

@ (x)=f"(t, —%,x), t, =k, 1<k<r, x0[0,1],

uy (x)= Y a, (U, +ily, 4! (x)=il, g ())+ Y a,u)

rr2A, rl’</1
ﬂDZ
T

+ > a, (@, +id, 4) @) (x)+u) () ~id, 8] (x)
rr<A,
dupiz*

+¢"(x), x0[0,1], (4.19)




fark semalari, r -iyilestiriimis fark semalari (4.1) kullanilarak yazilir.

Teorem 4.2. 7 ve || yeterince kiiglik sayilar olsun. Eger

>

m=1

a, <1

m

ise, (4.19) fark semalarinin ¢bzimdu igin agsagidaki

h h h
max |\u <((a,,..q H + 7 max
osk<n Il KLy, (@..., p)[ 9 Ly, 1ksN b Ly |’
h h
u/}; _ulil—l h H (uk );r + (uk_l );x
max + max (uk ), + max =
Ik<N T I<ksr xxllL,,  r+l<ksN 2
LZh LZh
g, -9,
h h k k-1
< C(a,,k,) H(¢;) +H¢1 + T max | 2 T&L
xllr,, Ly, 2<k<N T
Ly, |

kararlilik kestirimleri saglanir.

Burada, C(a,,...,a,) sabiti 1, h, ¢"(x) ve ¢! (x), 1<k < N den bagimsizdir.
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Teorem 4.2 nin ispati soyut Teorem 4.1 e ve ayni zamanda (2.49)

formuluyle L,, da tanimh 4, fark operatorinun simetri Ozelliklerine

dayanmaktadir.

ikinci olarak g¢ok boyutlu Schrédinger denklemi icin gok noktali lokal

olmayan sinir deger problemi (2.16) ele alinacak. (2.16) probleminin de

kesikli hale dénistiriilmesi iki adimda olur. ilk adim 2.4 kismindaki gibi

yapilabilir.

ikinci adimda, (2.54) problemi igin » -iyilestirilmis fark semalari (4.1)

kullanilarak
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R+ (g () +ul () = 41 (0,
Pl (x)=f"(t, —1,x), t, =k, r+1<k<N, x0Q,
R+ g (x) = ] (0,
Pl (x)=f"(t, -1,x), t, =kt, 1<k<r, xOQ,

u ()= a, ((1,, +il, Al (x)-il, @) (x))+ > aul

2, 17<4,
dupyz*
T

+> a, (U, +id, ) L) (x)+u) , (x)=id, @] (x))
rT</1m
gz

+¢"(x), x0Q,. (4.20)

fark semalari yazilir.

Teorem 4.3. 7 ve |h|=\/h +(I}+ /1’ yeterince kiiglik sayilar olsun.
Eger

a, <1

P
z,m

m=1

ise, (4.20) fark semalarinin ¢ézimdu igin asagidaki

max
0<k<N

“1?” . +Tmax
Ly (S2) I<k<N

L,(Q,)

<C(a, DJIEUP)[HW

h
¢k Hlfz(ﬁh):|’

h
Uy

max
IsksN

h
(”k )— .
XX,

n
+max Z
1<ksr

Ly () s=1

n
+ max Z
LZ(Qh) r+l<ksN o=l ‘

L, (Q;)

¢1ﬁl _ ¢1ﬁl—1

T

| +T max

i
X%, ) L,(D;) H L(Q;) 2<ksN

< C(al,mmp{iH(W)

Lz(ﬁxz)]

Burada, C(a,,...,a,) sabiti r, h, ¢"(x) ve ¢;(x), 1<k< N den bagimsizdir.

kararlilik kestirimleri saglanir.

Teorem 4.3 Un ispati soyut Teorem 4.1 e (2.53) formdullyle
L,(Q,)tanimli 4" fark operatoriiniin simetri ézelliklerine ve ayni zamanda

Teorem 2.10 a dayanmaktadir.
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4.3 Sayisal Sonuglar

Bu kisimda, Schrdédinger denklemi igin gok noktali lokal olmayan sinir
deger probleminin
el ——az”(;it;x) +u(t,x) = exp(it7T ) sin 7x,
0<t,x<l,

u(0,x) = 3u(3, %) +fu(},x) +4(x), (4.21)

P(x) = (1 —%exp(%) —%exp(%)) sin7tx, 0<x<l1,

u(t,0)=u(t,1)=0, 0<t<1
(4.1) r-iyilestirilmis Crank-Nicholson fark semalari kullanilarak sayisal

¢ozUmleri arastirilacak. Bu problemin tam ¢6zimu
u(t,x)= (exp(itnz))(sin 71x)
seklindedir. (4.21) probleminin yaklagik gézumleri igin [0,1], X[0,1], Uzerinde

(4.1) i uygularsak, asagidaki r -iyilestiriimis Crank-Nicholson fark semalarini

elde ederiz:

=

k_ k-1 k ko k k-1 _n, k-1 1
sy iy e 20, Y, U, —2u,  Fu, 1,k 41, k1 — _r
l T 2( h? + h? +2un +2un _f(tk 2’xn)’

r+l<k<N, 1<ns<M -1,

k _, k-1

ke kb bk
U S by = f (1, ~4,x,), 1SkSr, 1Sn<M -],

T h? n

(4.22)

f(t,x) =exp(it7T)sin 7Tx,

p(x)=(1-7% exp(%) -3 exp(?)) sin 77x.

Boylelikle (N +1)x(M +1) lineer denklem sistemi elde edilir. Bu lineer

denklem sistemi dizenlenerek
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>

=0

,=0. U,

AU, +BU +CU, =D@§,, 1<n<M-I,

U

matris formunda yazilabilir. Burada,

0
0

0
0

0
0

0 4 0 0

0 0 4 0

0
0
0

0

d
a
0

0 0 0 O

0 0 0 O

0 0 0 O

0

0

0 0 0 O

0
0
0

0
0
0

0 0 0 O

0 0 0 O

0

0 0 0 O

0
0

0
0
0
0

0

/
b
0
0

0 0 0 O
0 0 0 O
0 0 0 O
0 0 0 O

b
0

0
0

0
0

0 0 0 O
0 0 0 O

0 b

0

ve



90

o
U
C=4, D:I<N+1>x(1v+1)’ U, =|. , s=n-1, n,n+l.
.l]N—l
U
Ayrica,
1 (i, 11 i1 1
a-—=- 2 b_ __+_2+_ 5 ——+—2+—,
2h T h 2 r W 2
1 i i 2
d=—-—, e=——, =—+—+1
hZ T f I hz
_¢0_
¢5’I
¢ =| o = (1_%eXP(%)_%CXP(%))Sinﬂx, k=0,
n . ’ n f(lk—%’xn)’ ISkSN,
¢.N

seklindedir. Dolayisiyla ikinci mertebeden katsayilari matris olan, n ye gore
fark denklemleri elde edilmis oldu. Bu fark denklemlerini ¢ézmek i¢in BolUm 2
deki gibi iyilestiriimis Gauss eliminasyon yontemi kullanilacaktir.

Simdi, sayisal sonuglari verelim. (4.21) probleminin tam ve yaklagik
¢ozUmlerinin sayisal degerlerini elde etmek igin Matlab programlarini (bak Ek
3) kullandik. (4.21) probleminin tam ve vyaklasik ¢ozUmleri asagidaki

sekillerde verilmigtir.
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Sekil 4.3. lyilestirilmis Crank-Nicholson fark semalari

Sayisal sonuglar farkli N=M degerleri igin verilmistir. Tam ¢ézim ile yaklasik

cozumleri karsilastirabilmek icin dnce hatalar (2.62) formuluyle hesaplandi.

Tablo 4.1, fark semalariyla elde edilen ¢dzimler ile tam ¢ézum

arasindaki hata analizini vermektedir. Tablo 4.1 sirasiyla N=M=18, 30 ve 60

igin olusturulmustur.
Tablo 41: Hatalar.

Metot N=M=18 N=M=30 N=M=60
LC.N.r=1 0.2301 0.0911 0.0236
L.CN.r=2 0.2807 0.1152 0.0303
LC.N. =3 0.3304 0.1413 0.0379
1. b. dogruluklu 0.5732 0.4948 0.3579

ikinci olarak, tam ¢6zim ile yaklasik ¢6zimi karsilastirabilmek icin kismi
hatalar (2.63) formuluyle hesaplandi. Tablo 4.2 sirasiyla N=M=18, 30 ve 60

icin olusturulmustur.
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Table 4.2 : Kismi Hatalar.

Metot N=M=18 N=M=30 N=M=60
LC.N.r=1 0.3254 0.1288 0.0334
L.C.N.r=2 0.3970 0.1629 0.0428
L.CN.r=3 0.4673 0.1998 0.0536
1. b. dogruluklu 0.8134 0.6997 0.5061

Tablolardan da acgik bir sekilde goéruldaga gibi, ikinci basamaktan
dogruluklu iyilestiriimis Crank-Nicholson fark semalari birinci basamaktan
dogruluklu fark semasina kiyasla tam c¢ozimlere daha yakin sonuglar

vermektedir.
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BOLUM 5
SCHRODINGER DENKLEMI iGCIN INTEGRALLI,
GOK NOKTALI LOKAL OLMAYAN SINIR DEGER
PROBLEMINE IYILESTIRILMIS CRANK-
NICHOLSON FARK SEMALARI

Bu bolimde, integralli, cok noktali lokal olmayan sinir deger problemi
(3.1) arastirimistir. integralli, cok noktali lokal olmayan sinir deger
probleminin yaklagik ¢o6zumleri ic¢in ikinci basamaktan dogruluklu 7 -
iyilestirilmis Crank-Nicholson fark semalari kurulmustur. Bu fark semalarinin
kararhligi  gosterilmistir.  Uygulamada Schrodinger denkleminin  fark
denklemlerinin ¢dzimlerinin kararlihgi elde edilmistir. integralli, cok noktali
lokal olmayan sinir sarth tek-boyutlu Schrodinger denkleminin ¢ozumu
sayisal olarak elde edilmigtir. Bu fark denklemlerinin ¢ézimunde iyilestirilmis
Gauss eliminasyon metodunu igceren bir teknik kullaniimigtir. Metot sayisal
degerlerle desteklenmisgtir.

Bu bolumin ana amaci, (3.1) probleminin yaklagik ¢ozUmleri igin 7 -
iyilestiriimis Crank-Nicholson fark semalarini ¢alismaktir. Bu bdlimde

1<m< p igin 2r< A oldugu kabul edilmektedir. Bu integralli cok noktali lokal

olmayan sinir deger probleminin yaklagik ¢6zimu ic¢in ikinci mertebeden

dogruluklu 7 -iyilestirilmis Crank-Nicholson fark semalari
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2+ 2wy ) = 4y, r+l<ksN,

i~ + Au, = ¢, 1<k<r,

Uy = Z a, ((1+ilom A)ul,,, _i10m¢lm)+ Z a,u, +¢

rrzA, rr<A,,

Iz (5.1)

N
+ 3 @ rid, AR, )~ Y 8,40 +T I (),

rr<A rr<A
dupyzt dupyzt
T T

0<A <..<A <T,
seklindedir [7]. Burada Z*, {2,0I, (I kiimesini ve [ =[%], [, =A -[2]r,

T

d,=A, ~[2r-% ve ¢, = f(t, -%), t, = kT belirtmektedir.

5.1 Kararlilik Teoremi

Cauchy probleminin yaklasik ¢ozumua igin kurulan r -iyilestirilmis Crank-

Nicholson fark semalarinin

A+ Ay, tu, )=@,, r+l<k<N,

o Up —Up_ —_— —
i~ 4+ Au, =@, 1<ksr, uy=¢,

¢, =1, -5, t, =kr olmak Uzere gozUmu

k .
RiE-it ZR™7g,, k=10,

u, = Bk"RrE—iT/Z:]Bk"Rr_-”lqu (5.2)

k .
~ir 3 BIC@,, k=r+1,IIN

J=r+l
seklindedir [7].

Burada,

-1
R=(I-it4)", C=(I—i§rj : B=(I+i§r]€



gostermektedir. u, 1 bulmak icin (5.2) formalunu ve

U=y am((1+z'10m A, —i10m¢lm)+ > au,

rrzA, rr<A,
Mgz"
T

N
+ > a, (U +id, )y, +u ) =id, G )4 TIY, (P +¢

rr<A
npyz*
T

sartini kullanirsak

E=> a,+ily AR"E~ir Y a, (I +il, A)ZRW” =iy a,l @,

rr24,, rr2A, rr2A,

: L,
+> a, [B"""'R’f—ir B"T RN, ~ir ZB”""C@]

1 <A, Jj=l1 j=r+l
—DZ

1 - I
+ Z,:‘ a,(I+id, A)— (B’ "R'é - erBl "R —ir ZBI Co, }
rr< J=r+l

hnizt
70z

1 + + i+ (s +1-j
+ ZA“ am(1+idmA)5{ BT R {—erB’ TR =it Y B ’C¢_,»j}
rr< Jj=r+l

A7+
20z

i Z d,p, "‘Zélfk 1—[13 &-ir R"_“1¢j +Rk_lg_l'rk_1Rk—j¢jj

rr<A, j=l1 Jj=1
Iz
T

., [BR E-iTY BRI, ~i1CP,,, + R E~iTY R J

J=1 Jj=1

+ Zwk 1—(1# "R’ E—zTZBk "R —ir z B*C,

k=r+2 JEr+l

+Bk—1—rRr<(_l-z.iBk—l—rRr—j+l¢ _lT z Bk 1- jc¢ j ¢
J=1

Jj=r+l

elde ederiz.

1= a,d+ily, AR" =Y a, B" "R = > a,+id,4)— (I+B)Bl "R
T2, rT<A, <A,
dupiz* dupiz*

N

Sy (R RY)- Y

(Bk—r +Bk—1—r)Rr

NN

operatérinun tersi oldugu igin

96
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rrz/lm rr2A,

r Ly
-ir Y. a, [ZB”""R"”“@ + ZB’m‘ngzﬁjJ

rT<A, j=1 j=r+l
upyz*
T

r /.
it z a, (I ldmA)%((l + B) (ZBI’” _rRr_j+1¢./ + Z Bl'” _jc¢./ ] + C¢lm +1]

rr<A, j=1 j=r+l
Anpizt
T

) ) r T k . k-1 .
~t Z a,d,p, _”Z‘//k—;_(sz g, + > R,
;rqm k=1 2 j=1 j=1

“nz*

-lTZz/fkl SUAB) LB R 4,-ir 3w, 1‘[ 2 BUICe+ z B"”Cﬂ ¢}

k=r+l k=r+1 =r+l

elde edilir. Burada,

[=% a,+iy AR = > a,B" R = > a, +idmA)%(1+B)Blm"’R’
ez, <A, 1T<A,,
dnpyz dupyz*

| ~

_Z‘/’kl (Rk+Rk 1) zw %2( k"+Bk_1_r)Rr}_

k=r+1

seklindedir. Not edelim ki, burada k =7 +1 igin Z B*C¢, =0 alinmistr.

j=r+l

Bdylece (5.1) probleminin ¢6zUmu igin
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Ruy, =ity ' R*"¢., k=1,00F,

B "R'uy~it X B"'R™"'¢,,
jal

—iT Z B JC¢ k =r+1,00N

j=r+l

{[—zrz a,(I+il, A)ZR’ e =i al, @, J

2/ rr2A,,

rT<A, j=r+l
‘MDZ

~ir ) ,H[ZB’ TR+ ZB’m Cy, ]

r lm
-ir 3, a,( +id,,,A>§£(1 +B)(ZB”""R"J'“¢<,< ¥ ZBZ'""C¢A,}+ C¢1m+1J

rT<A, j=1 j=r+l
dupyz*
T

rr<A, k=1 Jj=1
dnpyz

_lrzwkl (I+B)ZBkerr ;+1¢

k=r+1

=r+l

—iT Zwk 1—(1 MB" Co, + z B*! fc¢j ¢}, k=

k=r+1
(5.3)
formula elde edilir.
Teorem 5.1. Eger ¢ 1 D(A) ve
P N
Sla<1-r¥l, |
m=1 =
ise, (6.1) fark semalarinin ¢ézimdii igin agagidaki
max |, < C@,...a,:0)| o], + 7 max|oi], |- (5.4)
- +
max | A%l 4 max Au, |, + max A% M
1<ksN T I 1ksr r+l<k<N H
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< (@, ma, )| |4g], +g], + max| 20

2<k<N

} (5.5)

kararlilik kestirimleri saglanir.

Burada, C(a,,ll ;¢) sabiti h, ¢(x) ve ¢ (x), 1<k < N den bagimsizdir.

ispat.
IRl, ., = (5.6)
kestirimlerini ve (5.2) formUlina kullanarak
max |, <| ], +7 max|e;], | (5.7)
elde edilir. Ozeslenik operatérlerin spektral gdsterimi kullanilarak
IZ.|,, , <C(a....a,;w) (5.8)

oldugu gosterilir. Daha agik olarak,

1- 1 l )
- S e

1+ Y
-2 a1 .
rT</\ _% I_ZT/’[

7 - = sup_

'"DZ
. . L,—r r
+ + A"
<A, 1_7 1_7 1—itu
EAA

a r 1 X o, 1)1+ ey
- l//k—i_ 1+ Z T =
=" "2 =it ) )\ 1-itu 2 -2 )\ 1-% 1—itu

1 L,—r r
m 1+IT,U 1
a, (1+il, +
2 (s m( zwj 2 ( “J (Hru}

—DZ

. . I —r -
+lT/I +lT[1 mn
+> a,(+id, ,u) +1 - 1 o ( 1_ J
ey 1——2 1- 1—itu
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Burada,
I Ly=r p
! 1+7°)" 1
ﬂ;a’ (1+il, /J)[ zT/JJ +r§a [1 lT,U] [l—iT/Jj
DZ
P+ 1+ Y
1 2 2
15““’”’( =) (=)
dnpyzt
ey He] cSy )
2 V=itp ) \1=itp ) (S 2 e 1= 1—itu
Y |1+ll /J|| +Z|0f ||1+f;/‘l”'_’| 1|
rrzA rr</l ‘1 % |1 - ZT/’I|
dupyz
. ity |im ™7 r 1-% k=1
W+idul1+2""| 1 [ & 2| 1|
+T<ZA:| |‘ 1-% ‘1—’% |1—z‘r,u| +;wk‘lrl—iru|1—iry|
47DZ
1 ™
+
== (1=
< 2la+ 2 lanl+ 2 |a, +TZl//k 1+TZ% .
rr2A r,TnEZ ;;EZ k=r+1
)4
YA
oldugu igin de
1
70, . s—7 N <C(@,,. 0, 3)
=[S+ |
m=1 k=1

kestirimi saglanir.

||u0||H icin de bir kestirim bulunmalhdir. (5.3) formiliind, ticgen

esitsizligini, (5.6) ve (5.8) kestirimlerini kullanarak asagidaki kestirim elde

3

edilir:

Im
o, < ||T,||,,ﬁ,,{ >3 r|am|(z;u(1 el AR

rrzA,

2.1, + 6

9,
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Im—r r— ]+1

W, + ZIIBII”” <1,

rT<A

imz

+ S el Shol, I

I+id, A)— (I+B)

(anr'” A7), 3 j
H-H\_j=1

Jr Bl

'T<A

3 e

Znz*
T

1
+5”(1 + idmA)C”H ~H

L3S, S e ),

N
+rz

k=r+l

28 R RS A 1 - 1 i 1

+TZ

=r+

T 3 (R < P o i S ) )+||¢|| }

Jj=r+l =r+l

2, =

Z +1) 7 + max
IsjsN

2, =

1< /<N m

<C(a,,. ,a,,,t//){max

iDZ*
T

rmax|e |, 3 lau|r, +max|e |, Zlal S +Tmax|4,
dDZ éDZ"
+T max|g,|, TZ &y, *l9l.

<C(a,...a,;4) max

RN AL 2 laul+ 2. e

rT2A, rl’< rr<A,
fDZ iDZ*
N
rmax|g | 7| 3 la, |+ 3l |+ +Tmax|g |, o2 |, +lul,
=/= 2, <A, == k=1
Az

T

< C(al,...,a’p;gll){TmaX

I<j<N

4], +lel.}

(5.1) fark semasi icin (5.4) kestiriminin ispati son kestirime ve (5.7)
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kestirimine baghdir.
Simdi, (5.5) kestirimi elde edilecektir. (5.5) kestiriminin ispati i¢in
(i) k=1,...r ve (ii) k=r+1,..,N durumlari ayri ayri incelenmelidir.

Once 1<k <r durumunu ele alalim. Bu durumda (4.11) formlini kullanarak

max ¢k - ¢k—1
T

1<ksr

Auk” <||RA{|| +27 max

2<k<N

<2, 5.9

elde edilir. |R4¢&]|,, igin de kestirim bulunmalidir.

u, = z a, ((I+ilom A)”zm —ilom¢,m ) + Z a,u,

rr2A, rT<A,
Anpyzt
T

N
+ 2 a, (U +id, )y, +uy ) =id, g )4 TIY, (P +¢

rr<A
npyz*
T

sartini ve (4.11) formulund kullanarak

RAE=T, { 2 a0+ iy, AR (ile o (¢./—1 - ¢./) +¢, ~R"4, J

rT24, Jj=2

-i Y a,l, RAp, + > a, R(ZB TR f“( ., ¢j)—R’¢]J

rrzA, rr</1
—DZ
+Y ] 38, -0) 4,
T</1 J=r+l !
%DZ

+ z a, (I+id A)— R{(ZBI - Rr- ]+1(¢ ¢j)—Rr¢l

rr<A, j=2
Ao Aniz*

+ZBI ]+1( _)+¢1 j (ZBI Her pr= ,+1( _¢./)_Rr¢l

Jj=r+l

,+1
+ ZBI _J+2( J 1 ¢')+¢1,,,+1 j]_i z a’”d”’AR¢l’"

j=r+l r7<h,,
dnpyz
T

+AR(Z:[/I,C_;£(ZR/€ 1+1¢ +ZRk /¢ j

Jj=1

+Zwk1 (1+B)ZBklr r/+1¢j

k=r+l
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+Zwk [ X BICY, + z BCY, D+RA¢}
elde edilir. Bu da,

lesd, <l | 5 el o],

m HH

H-H

{Z”R”l i / 1 _¢fHH +H¢lm HH +||R||ZIZHH ||¢1||Hj+ =) mire
1724,

+ 2. lanI®l,, H[ZIIBIIH lRE 10~ 4], +IRI H||¢1||H]

—DZ

B el SR os, e

. 1 4 —_— r=j+
Y |am|||<z+zdmA>RnHaH5[(zan||;,HH||R||Hi;, .91,
rT< j=

A m+
20z

A4l o+ S 181 -, e,

[ZIIBII'H”H IR, |- = 2], +IRE, Il

11_¢H ‘

) Sledaa,

A +
dnpyz

o], + IRl

+Z L b

m HH

"

darl, [z "

k—j+1
bl

+ Z
k=r+1
N

+ Z
k=r+1

; S
Wi, 1+ Bl ZIB1 R

T( .
v, 5 S0 e,
< Jel 0l e, ) 1al, oo, |

Ly
< C(al,...,ap,w){ ) Iaml[ZZH@_l ~4,|, 2. +||¢1IIHJ+ 2 a8,
24, j= rT24,,
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+ 2 |a
1T<
"’DZ

Z DI RTINS >

rT<

m

(ZH¢J -1 _¢ H ||¢1||H]+NZ/‘: |O’m|( Z;l H¢j—1 _¢1HH +H¢’m HHJ

Sho.-ol el

)

=r l

r 1,+1
+(;\\¢j_l—¢,-\\,,+||¢l||f, S0, 1,

Izt
r (& k-1 r
S, ,,g[zu@u;zumm}wz\ A, 5,
k=1 j=1 j=1 k=
N
+k:2r+1 wk_% HE(/ =r+l ¢ H J=r+l ¢ H +||A¢”H}
b —¢
<C(@,,...a w){llfwll *lel, + 7 max == J
kestirimini netice verir. ¢, = ¢, +i(¢j _¢j—l) bagintisi kullanilarak
j=2
il <@, ol T 2504 | 610
H
elde edilir. Sonugcta (5.9) ve (5.10) kestirimlerini kullanarak
max|u, |, < C (al,[ﬂ]l;krp,(//)[”Agzﬁ” |, +7 ey [0 } (5.11)
H

kestirimi bulunur.
— k
Daha sonra (5.11) kestirimi, i”k—ruk-l =@, —Au, = ¢, _Z(¢j—1 —¢j) - Au,
j=2

bagintisi ve Uggen esitsizligi kullanilarak

u, —u,_
max Tk Tk=l
1<ksr s

+ max

1<k<r

Au, ||

¢k ¢k -1

2<ks<N

<C(a1,[D]Ib'p,z//){||A¢|| +[ ], + T max } (5.12)

kestirimi saglanir.

(i) Simdi, & =r+1,..,N durumunu ele alalim. (4.11) formdlint kullanarak
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AM T < RAg| +3T max

2<k<N
H

max
r+l<k<N

+3|a,|., (5.13)

H

¢k _ ¢k—1
4

elde edilir.

Sonugta (5.10) ve (5.13) kestirimleri kullanilarak

U, Tu,_, [ ¢k -1

max |4

r+lsksN

<070, ], +lo, 7

2<ksN

} (5.14)

H
kestirimi bulunur. Sonra, (5.14) kestirimi,
u tu, _

. —u, u k u, +u,_ o .
;U : =g - g . =4, _Z(¢j_1 —¢_,-)—A% bagintisi ve liggen
j=2

esitsizligi kullanilarak

y u, tu,
2

Uy —Up
T

+ max
r+l<ksN

max
r+lsks<N

H

¢ ¢k1

2<ksN

R R

} (5.15)

kestirimi elde edilir. (5.5) sonucu, (5.12) ve (5.15) kestirimlerinden
gelmektedir. Bu da Teorem 5.1 in ispatini tamamlar.

Not etmek gerektir ki, eger Teorem 5.1 deki kararhlik kestiriminde 7 - 0
icin limit alinsa integralli, cok noktali lokal olmayan sinir deger problemi (3.1)
in kararlihigi elde edilir.

Gelecek kisimda, soyut Teorem 5.1 iki tane integralli, lokal olmayan sinir

deger problemine uygulanacaktir.

5.2 Uygulamalar

ilk olarak, tek boyutlu Schrodinger denklemi icin integralli, cok noktali
lokal olmayan sinir deger problemi (3.14) ele alinacak. (3.14) problemini de
kesikli hale dénistirmek iki adimda olur. ik adim 3.4 kisimdaki gibi
yapilabilir. ikinci adimda, (3.47) problemi igin (5.1) r-iyilestirimis fark

semalari kullanilarak
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AR ) (x) +ul (x) = 4 (0,

gl (x)=f"(t, -%,x), t, =kr, r+1<k<N, x0[0,1],

T

hyoN_. h
RS Ay (x) = 6 (),

@ (x)=f"(t, —%,x), t, =kr, 1<k <r, x0[0,1],

uél (x) = Z am ((Ih +i10m A;)ulhm (x) _llom¢1i (x)) + z amull::

T2, rT<a,,
/LmD 1zt
T

+ Z am ((Ih + ldmAi:)%(ullzl (x) +ul},ln+1 (x)) _idm¢ll; (x))
rT<A,
dupizt

N )l h
Iyl (i g, X001, (5.16)

fark semalari yazilir.

Teorem 5.2. 7 ve |h| yeterince kliglik sayilar olsun. Eger
p

Sla,|<1-73
k=1

m=l1

v, ,

ise, (6.16) fark semalarinin ¢b6zimdui igin agagidaki

h

H(“’f );x * (”/f-l );x

2

+ 7 max
Ly, 1<ksN

u]fHLM < C(al,...,ap;w)[ugﬁ”

(”1f )}x

max
0<k<N

h_ ok
Uy — U,

r

+ max
L,,  r+l<ksN

+ max

1<ksr

max
I<ksN

LZ h LZ ;
h

Ly, ]

Burada C(a,,...,a ;i) sabiti h, ¢"(x)ve ¢! (x), 1<k < N den bagimsizdir.

¢/f — ¢/f—1

T

+ 7T max
Ly, 2<k<N

< c(al,mwp;w){u(ﬂ )

+| !
Lzh

kararlilik kestirimleri saglanir.

Teorem 5.2 nin ispati soyut Teorem 5.1 e ve ayni zamanda (2.49)
formalayle L,, da tanimh 4, fark operatoérinin simetri O6zelliklerine
dayanmaktadir.

ikinci olarak, gok boyutlu Schrodinger denklemi igin integralli, cok noktali

lokal olmayan sinir deger problemi (3.15) ele alinacaktir.
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(3.15) probleminin de kesikli hale dénustiiriiimesi iki adimda olur. ilk adim 3.4
kismindaki gibi yapilabilir. ikinci adimda, (3.51) problemi igin (5.1) r -

iyilestirilmis fark semalari kullanilarak

cul () -up o (x) 4 A ook — ph

PR+ 2y (x) Fu (x) = 41 (),
Pr(x)=f"(t, -L,x), t, =k, r+1<k<N, x0Q,
uf ()uL () o gx h _

R Ay (x) = 6 (%),

(x)= 't —L,x), t, =kr, 1<k<r, x0Q,

uy (x)= Y a, (U, +il, A} (x)=il, 8 ())+ Y a,u)

)‘TZ/]m Vr(Am
Anpyz*
T

+3 a, (1, +id, 4) 1! (x)+u), (x))=id 8] ()

rT<A,
Anpyzt
T

s Ful A
XY (S5 ¢ (x), XD, (5.17)
fark semalari yazilr.

Teorem 5.3. 7 ve |h|=\/h’ +[I3-/’ yeterince kiigiik sayilar olsun. Eger

P N
2la,|<1-13
m=1 k=1

ise, (6.17) fark semalarinin ¢ézimdii igin asagidaki

wk _%

h

¢k Lz(fzh)jl,

h h
(uk )f . +(”k—1 )f ,
X% Jy X% Jy

I

+ 7" max

h
u; .
L (Qp) 1<ksN

max
0<ksN

< C(a,. M, :40)||¢"

L%y~

n

+ max Z
r+l<ksN e

h
(“k )— ‘
ERA

n
+ max Z
1<k<r =1 LZ(Qh)

‘lfz(ﬁh)

L () :l

Burada, C(a,,...,a,;¢) sabiti h, ¢"(x) ve ¢! (x), 1<k < N den bagimsizdir.

L, (Q;)

¢/f — ¢/f—1

T

+H¢1h _ +T max
Ly (Qy) 2<k<N

‘(¢h )xfxr,jr

kararlilik kestirimleri saglanir.

< C(al,mmp;w)[i

=1

LZ (ﬁh)

Teorem 5.3 {in ispati soyut Teorem 5.1 e, (2.53) formiiliyle L,(Q,) da

tanimli 4; fark operatorinin simetri Ozelliklerine ve ayni zamanda Teorem
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2.10 a dayanmaktadir.

5.3 Sayisal Sonuglar

Bu kisimda, Schrédinger denklemi igin integralli, cok noktali lokal
olmayan sinir deger probleminin

s Ou(t,x) _ 9? O7u(t,x)
A ot Ox e

0<t,x<l,

+u(t,x) = exp(it7T ) sin 7tx,

u(0,x) =3ut,x)+1u@ X)+f u(t, x)dt + (x), (5.18)

B(x) = (1 =L exp(L) ~Lexp(HL) + == (1-exp(irr’)) )sin 7zv, 0 x<1,

u(t,0)=u(z,1)=0, 0<¢r<l1
(5.1) r-iyilestirilmis Crank-Nicholson fark semalari kullanilarak sayisal

¢ozumleri arastirilacak. Bu problemin tam ¢6zimu
u (t,x) = (exp(itﬂz))(sin lTx)
seklindedir. (5.18) probelminin yaklasik ¢oztumleri igin [0,1], x[0,1], Uzerinde

(5.1) i uygularsak asagidaki r -iyilestiriimis Crank-Nicholson fark semalarini

elde ederiz:

k_ k-1 k k k k=14 k=1
sy, =, Uy =20, U, u 1—214 +u, 1.,k 1 k 1 — _
l 7( 2 + 2 +3 U, +3 - f(t 7 » X )

r+l1<k<N, 1sn<s<M -1,

k_ k-l _
o et = f (6, - 5,x,), 1Sk<r, 1Sn<M -],
il il N ub + !
u, :%“,E}’]”%UEZ’MTZ%[—" S |, IsnsM -l (5.19)
k=1

f(t,x) =exp(itT)sin 7,

$(x) = (1~ Lexp(£) ~Lexp(£) + = (1= exp(i7r’) ) sin 72x.
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Boylelikle (N +1)x(M +1) lineer denklem sistemi elde edilmis olur. Bu
lineer denklem sistemi duzenlenerek

AU, +BU,+CU, =D@§, 1<sn<M—],

U,=0, U, =0

matris formunda yazilabilir. Burada

0 0 0 0 0 0 0

0 0 00 .. 00 0

00 0 0 d 0 0 0 0 0

00 0 0 a a 0 0 0 0

A_oooo 0 a a 0 0 0

1o 0 0 0 0 0 a 0 0 0

0 0 0 a a 0

0 0 0 ... 0 a a

0 00 .. 00 0]
[ e 0 0 0 0 0 0 0 0]
e f 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0O 0 0 0 b ¢ 0 0 0 0
B_oooo 0 b c 0 0 0
1o 0o 0 o0 0 0 b 0 0 0
0O 0 0 0 0 0 0 b ¢ 0
0O 0 0 0 0 0 0 0 b ¢
1-% -5 —% 35 35 5 T

ve
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o
U
C=4, D:I(N+1)X(N+l)’ U, =|. , s=n=1, n,n+1.
.IJN—l
U~
Ayrica,
1 _( i 1 1] i 1 1
a=- , b=|—+—+—|, c=—+—+—,
2n° r h* 2 r h 2
1 i i 2
d=—-—, e=——, =+ —+1
h? r / r
_¢0_
¢'I
— iy _ i i _ - ; —
6= | g= (1 Texp(5) —Fexp(E) +—=(1 exp(zﬂz)))smﬂx, k=0,
ft,—%.x,), 1Sk<N,
¢.N

seklindedir. Dolayisiyla ikinci mertebeden katsayilari matris olan, n ye gore
fark denklemleri elde edilmis oldu. Bu fark denklemlerini ¢ézmek igin Bolum 2
deki gibi iyilestiriimis Gauss eliminasyon yontemi kullanilacaktir.

Simdi, sayisal sonuglari verelim. (5.18) probleminin tam ve yaklasik
¢ozumlerinin sayisal degerlerini elde etmek igin Matlab programlarini (bak Ek
4) kullandik. (5.18) probleminin tam ve yaklasik c¢ozumleri asagidaki

sekillerde verilmistir.
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Sekil 5.1. Tam ¢6zim
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Sekil 5.2. Birinci basamaktan dogruluklu fark semasi
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YILESTIRILMIZ CRANK MICHOLZ0M
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Sekil 5.3. lyilestirilmis Crank-Nicholson fark semalari

Sayisal sonuglar farkli N=M degerleri igin verilmistir. Tam ¢ézim ile yaklasik
cozumleri karsilastirabilmek icin dnce hatalar (2.62) formuluyle hesaplandi.
Tablo 5.1, fark semalariyla elde edilen ¢ozumler ile tam ¢6zim
arasindaki hata analizini vermektedir. Tablo 5.1 sirasiyla N=M=18, 30 ve 60
igin olusturulmustur.
Tablo 5.1 : Hatalar.

Metot N=M=18 N=M=30 N=M=60
L.C.N.r=1 0.2162 0.0781 0.0271
LLCN.r=2 0.2704 0.1060 0.0324
L.C.N.r=3 0.3223 0.1344 0.0396
1. b. dogruluklu 0.5745 0.4948 0.3602

ikinci olarak, tam ¢dziim ile yaklasik ¢cozimii karsilastirabilmek icin kismi
hatalar (2.63) formuluyle hesaplandi. Tablo 5.2 sirasiyla N=M=18, 30 ve 60
icin olusturulmustur.
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Tablo 5.2 : Kismi Hatalar.

Metot N=M=18 N=M=30 N=M=60
LC.N. =1 0.3058 0.1104 0.0384
LCN.r=2 0.3824 0.1499 0.0458
L.C.N. =3 0.4558 0.1901 0.0560
1. b. dogruluklu 0.8125 0.6998 0.5094

Tablolardan da acgik bir sekilde goéralduga gibi ikinci basamaktan
dogruluklu iyilestiriimis Crank-Nicholson fark semalari yontemi birinci
basamaktan dogruluklu fark semasina kiyasla tam ¢ozumlere daha yakin

sonuglar vermektedir.
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SONUGLAR

Bu calismanin esas amaci Schrédinger denklemi igin lokal olmayan
sinir deger probleminin ve fark denklemlerinin kararlilik kestirimlerini elde
etmektir. Yapilan bu c¢alismanin sonucunda asagidaki orijinal sonuglar elde
edilmistir:

H Hilbert uzayinda 4 6zeslenik soyut Schrodinger denklemi igin lokal
olmayan sinir deger probleminin ¢ozumunun kararhlik kestirimleri elde
edilmistir.

Schroédinger denklemi icin ki ¢esit lokal olmayan sinir deger
problemlerinin kararlilik kestirimleri ispatlanmistir.

Soyut, Schrédinger denklemi igin lokal olmayan sinir deger probleminin
yaklasik ¢ozumlerini bulmak i¢in sirasiyla birinci basamaktan dogruluklu fark
semasi, ikinci basamaktan dogruluklu Crank-Nicolson fark semasi ve ikinci
basamaktan dogruluklu r-iyilestiriimis Crank-Nicholson fark semalari
kurulmustur.

Bu kurulan fark semalarinin ¢ozumlerinin kararhlik kestirimleri elde
edilmistir.

Schrédinger denklemi icin iki ¢esit lokal olmayan sinir deger probleminin
yaklasik ¢o6zUmlerini bulmak icin kurulan fark semalarinin kararhlik
kestirimleri ispatlanmistir.

Bu fark semalarinin ¢ézimleri igin sayisal sonuglar alinmigtir.
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EKLER

Bu ekler kisminda daha onceki bolimlerde verdigimiz sayisal orneklerin
matlab programlari verilecektir. Bu matlab programlari yazmak igin Matlab
7.01 surimu kullaniimistir. Daha alt surimlerde grafik giziminde problem

yasanabilir.

Ek 1.

Birinci Basamaktan Dogruluklu Fark $Semasi (2.59) icin Matlab Programi
function [table,es,p]=first order(N,M)

if nargin<1; N= 18 ; M= 18; end;

close; close;

h=1/M; tau=1/N;

a=-1/(h"2);

c=iltau+2/(h"2)+1;

b=-i/tau;

A=zeros(N+1,N+1) ;

for k=1:N;

A(k,k+1)=a;

end;

B=zeros(N+1,N+1);

for m=1:N;

B(m,m)=b; B(m,m+1)=c;

B(N+1,1)=1; B(N+1,N/3+1)=-1/3; B(N+1,N/2+1)=-1/2;

end,;

C=A;
D=zeros(N+1,N+1);
for k=1:N+1;
D(k,k)=1;

end;

fii=zeros(N+1,M);
for k=1:N+1;



for j=1:M-1;
fii(k,j)=exp(i*(k*tau)*(pi*2)/4)*(((j*h)*2-
2)*cos((pi/2)*(*h))+2*pi*(*h)*sin((pi/2)*(j*h)));
fii(N+1,j)=rox(j*h);
end;
end,;
alpha{1}=zeros(N+1,N+1);
betha{1}=zeros(N+1,1);

for j=1:M-1;

Q=inv(B+C*alpha({j});
alpha{j+1}=-Q*A;
betha{j+1}=Q*(D*(fii(:,j))-(C*betha{j}));
end;

U=zeros(N+1,M);

for j=M-1:-1:1;
U(:,j)=alpha{j+1}*U(:,j+1)+betha{j+1};
end;

for Z=1:M; p(;,Z+1)=U(;,2);

end,;

%\%\%\%\%\%'EXACT SOLUTION OF THIS PDE' \%\%\%\%\%\%\%\%

for j=1:M+1;

for k=1:N+1;

t=(k-1)*tau;

x=(j-1)*h;

es(k,j:j)=exp(i*t*(pi*2)/4)*(x 2)*cos((pi/2)*X);
end;

end;
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%\%\% ERROR ANALYSIS OF GENERAL SOL OF THE DIFF SCHEME %

for k=1:N;
for n=1:M;
diff(k,n)=((abs(p(k,n)-es(k,n)))*2)*h;
end;
end;
for s=1:N;



121

diffsum(s)=sum(diff(s,:));
end,;
for s=1:N;
kare(s)=diffsum(s)"0.5;
end;
Err=max(kare)
for k=1:N;
for n=1:M;
diff(k,n)=((abs(es(k,n)))*2)*h;
end;
end,;
for s=1:N;
diffsum(s)=sum(diff(s,:));
end;
for s=1:N;
masa(s)=diffsum(s)*0.5;
end;
Relerr=(Err/max(masa))
%\%\%\%\%\%\%GRAPH OF THE SOLUTION \%\%\%\%\%\%\%\%\%\%\%\
[xler,tler]=meshgrid(0:h:1, O:tau:1);
figure;
surf(xler.,tler,es);
title(TAM COZUM");
rotate3d,;
XLabel('x ekseni'); YLabel('t ekseni');
figure; surf(xler,tler,p);
title('BIRINCI BASAMAKTAN");
rotate3d ;
XLabel('x ekseni'); YLabel('t ekseni');
function rx=rox(x)
rx=(1-(1/2)*exp(i*(pi*2)/8)-(1/3)*exp(i*(pi*2)/12))*x 2*cos((pi/2)*x);



Crank-Nicholson Fark $Semasi (2.60) icin Matlab Programi

function [table,es,p]=Crank-Nicholson(N,M)
if nargin<1; N= 18 ; M= 18; end;

close; close;

h=1/M; tau=1/N;

a=-1/(2*(h"2));

b=-i/tau+1/(h"2)+1/2;

c=i/tau+1/(h"2)+1/2;

A=zeros(N+1,N+1) ;

for k=1:N;

A(k,k)=a; A(k,k+1)=a;
end;
B=zeros(N+1,N+1);

for m=1:N;

B(m,m)=b; B(m,m+1)=c;
end;

B(N+1,1)=1; B(N+1,N/3+1)=-1/3; B(N+1,N/2+1)=-1/2;

end,;

C=A;
D=zeros(N+1,N+1) ;
for k=1:N+1;
D(k,k)=1;

end;
fii=zeros(N+1,M);
for k=1:N+1;

for j=1:M-1;

fii(k,j)=exp(i*(k*tau-tau/2)*(pi*2)/4)*(((j*h)"2-
2)*cos((pi/2)*(*h))+2*pi*(*h)*sin((pi/2)*(j*h)));
fii(N+1,j)=rox(j*h);
end,;
end;
alpha{1}=zeros(N+1,N+1);
betha{1}=zeros(N+1,1);
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for j=1:M-1;
Q=inv(B+C*alpha{j});
alpha{j+1}=-Q*A;
betha{j+1}=Q*(D*(fii(:,j))-(C*betha{j}));
end;
U=zeros(N+1,M);
for j=M-1:-1:1;
U(:,j)=alpha{j+1}*U(:,j+1)+betha{j+1};
end;
for Z=1:M; p(:,Z+1)=U(;,2);
end,;
%\%\%%\%\%'EXACT SOLUTION OF THIS PDE' \%\%\%\%\%\%\%\%
for j=1:M+1;
for k=1:N+1;
t=(k-1)*tau;
x=(j-1)*h;
es(k,j:j)=exp(i*t*(pi*2)/4)*(x"2)*cos((pi/2)*x);
end;
end,;
%\% ERROR ANALYSIS OF GENERAL SOL OF THE DIFF SCHEME %\%\
for k=1:N;
for n=1:M;
diff(k,n)=((abs(p(k,n)-es(k,n)))*2)*h;
end;
end;
for s=1:N;
diffsum(s)=sum(diff(s,:));
end;
for s=1:N;
kare(s)=diffsum(s)"0.5;
end,;
Err=max(kare)
for k=1:N;
for n=1:M;



diff(k,n)=((abs(es(k,n)))*2)*h;

end; end;
for s=1:N;

diffsum(s)=sum(diff(s,:));
end;
for s=1:N;

masa(s)=diffsum(s)*0.5;
end,;
Relerr=(Err/max(masa))
%\%\%\%\%\%GRAPH OF THE SOLUTION \%\%\%\%\%\%\%\%
[xler,tler]=meshgrid(0:h:1, O:tau:1);
figure;
surf(xler.,tler,es);
title(TAM COZUM");
rotate3d,;
XLabel('x ekseni'); YLabel('t ekseni');
figure; surf(xler,tler,p);
titte((CRANK NICHOLSON);
rotate3d ;
XLabel('x ekseni'); YLabel('t ekseni');

function rx=rox(x)

rx=(1-(1/2)*exp(i*(pi*2)/8)-(1/3)*exp(i*(pir2)/12))*(x"2)*cos((pi/2)*);

Ek 2.
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Birinci Basamaktan Dogruluklu Fark $Semasi (3.56) icin Matlab Programi

function [table,es,p]=firstorder(N,M)
if nargin<1; N=18 ; M= 18;

end,;

close; close;

h=1/M; tau=1/N;

a=-1/(h"2);

c=iltau+2/(h"2)+1;

b=-i/tau;
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A=zeros(N+1,N+1) ;
for k=1:N;
A(k,k+1)=a;
end;
B=zeros(N+1,N+1);
for m=1:N;
B(m,m)=b; B(m,m+1)=c;
for k=2:N;
B(N+1,1)=1-tau/12;B(N+1,k)=-tau/12;
end;
B(N+1,N/3+1)=-(1/3+ tau/12); B(N+1,(N/2+1))=-(1/2+ tau/12);
end,;
C=A;
D=zeros(N+1,N+1);
for k=1:N+1;
D(k,k)=1;
end;
fii=zeros(N+1,M);
for k=1:N+1;
for j=1:M-1;
fii(k,j)=exp(i*(k*tau)*(pi*2)/4)*(((j*h) 2-
2)*cos((pi/2)*(j*h))+2*pi*(j*h)*sin((pi/2)*(*h)));
fii(N+1,j)=rox(j*h);
end; end;
alpha{1}=zeros(N+1,N+1);
betha{1}=zeros(N+1,1);
for j=1:M-1;

Q=inv(B+C*alpha{j});
alpha{j+1}=-Q*A;
betha{j+1}=Q*(D*(fii(:,j))-(C*betha{j}));
end;

U=zeros(N+1,M);
for j=M-1:-1:1;
U(:,j)=alpha{j+1}*U(:,j+1)+betha{j+1};
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end;
for Z=1:M ; p(:,Z+1)=U(:,2);
end;
%\%\%\%\%'EXACT SOLUTION OF THIS PDE' \%\%\%\%\%\%\%\%\%
for j=1:M+1;
for k=1:N+1;
t=(k-1)*tau;
x=(j-1)*h;
es(k,j:j)=exp(i*t*(pi*2)/4)*(x 2)*cos((pi/2)*X);
end;
end,;
%\% ERROR ANALYSIS OF GENERAL SOL OF THE DIFF SCHEME \%\%\
for k=1:N;
for n=1:M;
diff(k,n)=((abs(p(k,n)-es(k,n)))*2)*h;
end;
end;
for s=1:N;
diffsum(s)=sum(diff(s,:));
end;
for s=1:N;
kare(s)=diffsum(s)"0.5;
end,;
Err=max(kare)
for k=1:N;
for n=1:M;
diff(k,n)=((abs(es(k,n)))*2)*h;
end;
end;
for s=1:N;
diffsum(s)=sum(diff(s,:));
end;
for s=1:N;

masa(s)=diffsum(s)*0.5;
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end;
Relerr=(Err/max(masa))
%\%\%\%\%\%GRAPH OF THE SOLUTION \%\%\%\%\%\%\%\%\%\%\%\%
[xler,tler]=meshgrid(0:h:1, O:tau:1);
figure;
surf(xler.,tler,es);
title(TAM COZUM");
rotate3d,;
XLabel('x ekseni'); YLabel('t ekseni');
figure; surf(xler,tler,p);
title('BIRINCI BASAMAKTAN");
rotate3d ;
XLabel('x ekseni'); YLabel('t ekseni');
function rx=rox(x)
rx=(1-(1/2)*exp(i*(pi*2)/8)-(1/3)*exp(i*(pi*2)/12)+(i/(3*(pi*2))*(
exp(i*(pi*2)/4)-1))*x"2*cos((pi/2)*x);

Crank-Nicholson Fark $Semasi (3.57) icin Matlab Programi
function [table,es,p]=CrankNicholson (N,M)
if nargin<1; N= 18 ; M= 18;
end;
close; close;
h=1/M; tau=1/N;
a=-1/(2*(h"2));
b=-itau+1/(h"2)+1/2;
c=i/tau+1/(h"2)+1/2;
A=zeros(N+1,N+1) ;
for k=1:N;
A(k,k)=a; A(k,k+1)=a;
end;
B=zeros(N+1,N+1);
for m=1:N;
B(m,m)=b; B(m,m+1)=c;
for k=2:N;



128

B(N+1,k)=-tau/12;

end,;

B(N+1,1)=(1-tau/24);B(N+1,N/3+1)=-(1/3+ tau/12); B(N+1,N/2+1)=-(1/2+
tau/12);

B(N+1,N+1)=- tau/24;

end,;

C=A;
D=zeros(N+1,N+1) ;
for k=1:N+1;
D(k,k)=1;

end,;
fii=zeros(N+1,M);
for k=1:N+1;

for j=1:M-1;

fii(k,j)=exp(i*(k*tau-tau/2)*(pi*2)/4)*(((*h)*2-
2)*cos((pi/2)*(j*h))+2*pi*(j*h)*sin((pi/2)*(j*h)));
fii(N+1,j)=rox(j*h);
end;
end,;
alpha{1}=zeros(N+1,N+1);
betha{1}=zeros(N+1,1);
for j=1:M-1;
Q=inv(B+C*alpha{j});
alpha{j+1}=-Q*A;
betha{j+1}=Q*(D*(fii(:,j))-(C*betha{j}));

end;
U=zeros(N+1,M);
for j=M-1:-1:1;
U(:,j)=alpha{j+1}*U(;,j+1)+betha{j+1};
end;
for Z=1:M ; p(:,Z+1)=U(:,2),
end;

%\%\%\%'EXACT SOLUTION OF THIS PDE' \%\%\%\%\%\%\%\%\%\%\%
for j=1:M+1;



for k=1:N+1;
t=(k-1)*tau;
x=(j-1)*h;

es(k,j:j)=exp(i*t*(pi*2)/4)*(x"2)*cos((pi/2)*x);

end;

end;
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%\%\% ERROR ANALYSIS OF GENERAL SOL OF THE DIFF SCHEME \%

for k=1:N;
for n=1:M;

diff(k,n)=((abs(p(k,n)-es(k,n)))*2)*h;

end,;

end;

for s=1:N;
diffsum(s)=sum(diff(s,:));

end,;

for s=1:N;
kare(s)=diffsum(s)"0.5;

end;

Err=max(kare)

for k=1:N;
for n=1:M;

diff(k,n)=((abs(es(k,n)))*2)*h;

end;

end;

for s=1:N;
diffsum(s)=sum(diff(s,:));

end,;

for s=1:N;
masa(s)=diffsum(s)*0.5;

end;

Relerr=(Err/max(masa))

%\%\%\%\%\%\%GRAPH OF THE SOLUTION \%\%\%\%\%\%\%\%\%\%\%

[xler,tler]=meshgrid(0:h:1, O:tau:1);

figure;
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surf(xler.,tler,es);

title(TAM COZUM");

rotate3d,;

XLabel('x ekseni'); YLabel('t ekseni');

figure; surf(xler,tler,p);

titte((CRANK NICHOLSON");

rotate3d ;

XLabel('x ekseni'); YLabel('t ekseni');

function rx=rox(x)
rx=(1-(1/2)*exp(i*(pi*2)/8)-(1/3)*exp(i*(pi*2)/12)+(i/(3*(pi*2))*(

exp(i*(pi*2)/4)-1))*x"2*cos((pi/2)*x);

Ek 3.

lyilestirilmis Crank-Nicholson Fark Semasi (4.22) i¢in Matlab Programi
function [table,es,p]=modified(N,M)
if nargin<1; N= 60 ; M= 60; end;
close; close;
h=1/M; tau=1/N;
a=-1/(2*(h"2));
b=-(i/tau)+1/(h"2)+1/2;
c=(i/tau)+1/(h"2)+1/2;
f=iftau+2/(h"2)+1; d=-1/(h"2); e=-i/tau;
for r=1;
A=zeros(N+1,N+1) ;
for k=r+1:N;
A(k,k)=a; A(k,k+1)=a;
end;
for k=1:r;
A(k,k+1)=d;
end;
B=zeros(N+1,N+1);
for m=r+1:N;

B(m,m)=b; B(m,m+1)=c;



end;

for m=1:r;

B(m,m)=e; B(m,m+1)=f;

B(N+1,1)=1; B(N+1,N/2+1)=-1/2; B(N+1,N/3+1)=-1/3;

end;

end,;

C=A;
D=zeros(N+1,N+1) ;
for k=1:N+1;
D(k,k)=1;

end,;
fii=zeros(N+1,M);
for k=1:N+1;

for j=1:M-1;

fii(k,j)=exp(i*(k*tau-tau/2)*((pi)*2))*sin((pi)*(j*h));

fii(N+1,j)=rox(j*h);

end;

end;

alpha{1}=zeros(N+1,N+1);
betha{1}=zeros(N+1,1);
for j=1:M-1;

Q=inv(B+C*alpha{j});

alpha{j+1}=-Q*A;
betha{j+1}=Q*(D*(fii(:,j))-(C*betha{j}));

end;
U=zeros(N+1,M);
for j=M-1:-1:1;
U(:,j)=alpha{j+1}*U(:,j+1)+betha{j+1};
end;
for Z=1:M ; p(:,Z+1)=U(:,2);
end;

%\%\%\%\%'EXACT SOLUTION OF THIS PDE' \%\%\%\%\%\%\%

for j=1:M+1;
for k=1:N+1;
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t=(k-1)*tau;
x=(j-1)*h;

es(k.j:j)=exp(i*t*((pi)"2))*sin((pi)*x);

end;

end;
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%\%\% ERROR ANALYSIS OF GENERAL SOL OF THE DIFF SCHEME %

for k=1:N;
for n=1:M;

diff(k,n)=((abs(p(k,n)-es(k,n)))*2)*h;

end;

end,;

for s=1:N;
diffsum(s)=sum(diff(s,:));

end;

for s=1:N;
kare(s)=diffsum(s)*0.5;

end;

Err=max(kare)

for k=1:N;
for n=1:M;

diff(k,n)=((abs(es(k,n)))*2)*h;

end;

end,;

for s=1:N;
diffsum(s)=sum(diff(s,:));

end;

for s=1:N;
masa(s)=diffsum(s)*0.5;

end;

Relerr=(Err/max(masa))

%\%\%\%\%\%\% GRAPH OF THE SOLUTION\%\%\%\%\%\%\%\%\%\%\%

[xler,tler]=meshgrid(0:h:1, O:tau:1);
figure;

surf(xler.,tler,es);
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title('TAM COZUM");

rotate3d,;

XLabel('x ekseni'); YLabel('t ekseni');

figure; surf(xler,tler,p);

title('lYILESTIRILMIS CRANK NICHOLSON";

rotate3d ;

XLabel('x ekseni'); YLabel('t ekseni');

function rx=rox(x)

rx=(1-(1/2)"exp(i*((pi)*2)/2) -(1/3)"exp(i*((pi)*2)/3))"sin((pi)*x);

Ek 4

lyilestirilmis Crank-Nicholson Fark Semasi (5.19) igcin Matlab Programi
function [table,es,p]=modified(N,M)
if nargin<1; N= 60 ; M= 60; end;
close; close;
h=1/M; tau=1/N;
a=-1/(2*(h"2));
b=-(i/tau)+1/(h"2)+1/2;
c=(itau)+1/(h*2)+1/2;
f=itau+2/(h"2)+1; d=-1/(h"2); e=-i/tau;
for r=2;
A=zeros(N+1,N+1) ;

for k=r+1:N;

A(k,k)=a; A(k,k+1)=a;
end,
for k=1:r;
A(k,k+1)=d;
end,;
B=zeros(N+1,N+1);

for m=r+1:N;

B(m,m)=b; B(m,m+1)=c;
end,;

for m=1:r;
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B(m,m)=e; B(m,m+1)=f;

for k=2:N;

B(N+1,k)=-tau/12;

end;

B(N+1,1)=(1-tau/24);B(N+1,N/3+1)=-(1/3+ tau/12); B(N+1,N/2+1)=-(1/2+

tau/12);

B(N+1,N+1)=- tau/24;

end,;

end;

C=A;

D=zeros(N+1,N+1) ;

for k=1:N+1;

D(k,k)=1;

end;

fii=zeros(N+1,M);

for k=1:N+1;

for j=1:M-1;

fii(k,j)=exp(i*(k*tau-tau/2)*((pi)*2))*sin((pi)*(j*h));

fii(N+1,j)=rox(j*h);

end,;

end;

alpha{1}=zeros(N+1,N+1);
betha{1}=zeros(N+1,1);
for j=1:M-1;

Q=inv(B+C*alpha{j});
alpha{j+1}=-Q*A;
betha{j+1}=Q*(D*(fii(:,j))-(C*betha{j}));
end;

U=zeros(N+1,M);
for j=M-1:-1:1;
U(:,j)=alpha{j+1}*U(:,j+1)+betha{j+1};
end,;
for Z=1:M; p(:,Z+1)=U(:,2);

end;
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%\%\%\%\%'EXACT SOLUTION OF THIS PDE' \%\%\%\%\%\%\%
for j=1:M+1;
for k=1:N+1;
t=(k-1)*tau;
x=(j-1)*h;
es(k,j:j)=exp(i*t*((pi)*2))*sin((pi)*x);
end,;
end;
%\%\% ERROR ANALYSIS OF GENERAL SOL OF THE DIFF SCHEME %
for k=1:N;
for n=1:M;
diff(k,n)=((abs(p(k,n)-es(k,n)))*2)*h;
end;
end;
for s=1:N;
diffsum(s)=sum(diff(s,:));
end;
for s=1:N;
kare(s)=diffsum(s)*0.5;
end;
Err=max(kare)
for k=1:N;
for n=1:M;
diff(k,n)=((abs(es(k,n)))"2)*h;
end;
end;
for s=1:N;
diffsum(s)=sum(diff(s,:));
end;
for s=1:N;
masa(s)=diffsum(s)*0.5;
end;
Relerr=(Err/max(masa))
%\%\%\%\%\%\% GRAPH OF THE SOLUTION\%\%\%\%\%\%\%\%\%\%\%



[xler,tler]=meshgrid(0:h:1, O:tau:1);

figure;

surf(xler.,tler,es);

title('TAM COZUM");

rotate3d;

XLabel('x ekseni'); YLabel('t ekseni');

figure; surf(xler,tler,p);

title(''YILESTIRILMIS CRANK NICHOLSON");

rotate3d ;

XLabel('x ekseni'); YLabel('t ekseni');

function rx=rox(x)
rx=(1-(1/2)*exp(i*((pi)*2)/2) -(1/3)*exp(i*((pi)*2)/3)+(1-

exp(i*(pi*2)))*(i/(12*(pi*2))))*sin((pi)*x);
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