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MODULUS VE ORLICZ FONKSiYONLARI YARDIMIYLA TANIMLI DiZi
UZAYLARI
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Yiiksek Lisans Tezi, Temmuz 2007
Tez Damismam : Yrd. Dog. Dr. Abdulcabbar SONMEZ

OZET

Bu caligma dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, Modiiliis ve Orlicz
fonksiyonlar1 yardimiyla tanimlanan dizi uzaylarinin Matematikteki yeri ve dneminden

bahsedilmistir.
Ikinci boliimde, calisma boyunca kullanlacak temel tanimlar verilmistir.

Uciincii boliimiin ilk kisminda Modiiliis fonksiyonu yardimiyla I(p, f,s) dizi uzay:
tanimlanip bu uzayin ozellikleri ile ilgili bazi teoremler verilmistir. Bu boliimiin ikinci
kisminda ise Orlicz fonksiyonu yardimiyla yarinormlu kompleks lineer uzaylar iizerinde
l,,(p,q,s) dizi uzayr tamimlanmip bu uzaymn Ozellikleri ile ilgili bazi teoremler

verilmistir.

Dordiinci  boliimiin - ilk  kisminda Orlicz  fonksiyonu yardimiyla c¢,(A", M, p),

c(A",M,p) ve l_(A",M, p) genellestirilmis fark dizi uzaylar1 tanimlanip bu uzaylar ile
ilgili baz1 teoremler verilmistir. Bu boliimiin ikinci kisminda ise Orlicz fonksiyonu
yardimyla c¢,(M,A,p,q), c(M,A, p,q) ve [_(M,A p,q) fark paranormlu dizi

uzaylari tanimlanip bu uzaylar ile ilgili bazi teoremler verilmistir.

Anahtar Kelimeler : Dizi uzaylari, Modiiliis fonksiyonu, Orlicz fonksiyonu, Fark dizi

uzayl.



v

SEQUENCE SPACES DEFINED BY MODULUS AND ORLICZ FUNCTIONS

Ozgiir BAYSAL
Erciyes University, Graduate School of Natural and Applied Sciences
M. Sc. Thesis, July 2007
Thesis Supervisor : Assist. Prof. Dr. Abdulcabbar SONMEZ

ABSTRACT

This study consists of four chapters. In the first chapter, it is mentioned the area and

importance of the sequence spaces defined by Modulus and Orlicz functions.
In the second chapter, basic definitions that will be used through the study are given.

In the first section of the third chapter, the sequence space I(p, f,s) is defined by a
Modulus function and some theorems about the properties of this space are given. In the
second section of this chapter, the sequence space [,, (p,g,s)on seminormed complex

lineer spaces is defined by an Orlicz function and some theorems about the properties of

this space are given.

In the first section of the fourth chapter, generalized difference sequence spaces
c,(A"\M,p), c(A",M,p) and [_(A",M,p) are defined by an Orlicz function and
some theorems about this spaces are given. In the second section of this chapter,
difference  paranormed sequence spaces c¢,(M,A,p,q), c(M,A,p,q) and
[ (M,A, p,q) are defined by an Orlicz function and some theorems about these spaces

are given.

Keywords : Sequence spaces, Modulus function, Orlicz function, Difference sequence

space.
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1. BOLUM
GiRiS

Bugiine kadar Orlicz ve Modiiliis fonksiyonlar1 yardimiyla bircok dizi uzayi

tanimlanmis ve bu dizi uzaylan gelistirilerek giiniimiize kadar gelmistir.

Modiiliis fonksiyonu tanimi, 1953 yilinda Nakano [1] tarafindan verildi. Daha
sonra Ruckle [2], “{e,,e,,... } birim vektorlerinin sinirli climlesini bulunduran en

kiiciik FK uzay1 var midir?” sorusuna cevap ararken,

L(f):{x:(xk):if(]xk|)<oo}

dizi uzayin1 f Modiiliis fonksiyonu yardimiyla tanimladi. Maddox [3], Kuvvetli Cesaro
toplanabilme taniminin genellestirmesi olan Modiiliis yardimiyla Kuvvetli Cesaro

Toplanabilen dizilerin snifimt W ( f) olarak tanimladi. Daha sonra Connor [4], Maddox

[3] un tanmmim Cesaro Matrisi yerine herhangi negatif olmayan regiiler matris

toplanabilme metodu alarak W (A, f) toplanabilme tanimina genellestirdi.

Modiiliis fonksiyonu kullanilarak Maddox [3], Kizmaz [5], Gaur ve Mursalen [6], Altin
[7], Tripathy [8], ve bir cok kisi tarafindan skaler ve vektor degerli cesitli dizi uzaylar
tanimlanmis ve bunlarin ¢esitli 6zellikleri incelenmistir. Biz burada, yukarndaki yazarlar
tarafindan yapilan ¢aligmalar1 daha da genellestirerek elde edilen dizi uzaylan iizerinde

calisacagiz.

Orlicz fonksiyonlar1 yardimiyla da bir ¢ok dizi uzayr tammmlanmis ve bunlarin c¢esitli
ozellikleri bir ¢cok yazar tarafindan incelenmistir. Lindenstrauss and Tzafriri [9] Orlicz

fonksiyonunu ilk defa



I, z{xe W:ZM('X" |J<°°,bazzp>0}
P

dizi uzayina uygulamistir. Bu uzay

> [ x, |
||x||:inf{p >O:ZM( i ]Sl}
k=1 P
normuna gore bir Banach uzayi1 olur ki bu uzaya Orlicz dizi uzay1 denir.

¢, uzayt [, uzayi ile yakindan ilgilidir. Eger 1< p <eo igin M (x) = x" alirsak /

uzaymi elde ederiz. Orlicz fonksiyonu ile Modiiliis fonksiyonu arasinda da yakin bir

iliski vardir. Eger, Orlicz fonksiyonu taniminda konvekslik yerine

Mx+y)SMx)+M(y)
alimirsa, Modiiliis fonksiyonu elde edilir.

Son zamanlarda, Parashar ve Choudhary [10], Bhardwaj ve Singh [11], Nuray ve Giilcii
[12] ve diger bircok kisi tarafindan farkli Orlicz dizi uzaylar1 tanimlanmis ve bunlar
izerinde birgok calismalar yapilmistir. Biz bu ¢aligmalar referans alarak bu uzaylar

daha da genellestiren uzaylar iizerinde ¢alisacagiz.



2. BOLUM
TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, ¢calismamizda kullanacagimiz temel tanimlara yer verecegiz.

Tanmm 2.1. X bos olmayan bir ciimle ve F kompleks ya da reel sayilarin bir cismi

olsun. Bu taktirde, Vx,y,ze X ve VA,ue F igin

+: XxX > X

o FxX—> X

fonksiyonlar

i) x+y=y+x

i) x+y)+z=x+(+2)

iii) x+ 0 = x olacak sekilde bir tek 6 X mevcut

iv) x+(—x) = 0 olacak sekilde bir tek (— x)e X mevcut

v) lx=x

vi) A(x+y)=Ax+ Ay

vii) (A+u)x=Ax+ ux

viii) A(x) = (Au)x



ozelliklerini sagliyorsa X ciimlesine F cismi iizerinde bir vektor uzay1 veya bir lineer

uzay denir [13].
Tanmm 2.2. X, F cismi iizerinde bir lineer uzay olsun. Eger
g:X >R

fonksiyonu Vx,ye X ve VA e F igin
D) g(A) =|2q(x)

i) gix+y)<qgx)+q(y)

ozelliklerini sagliyorsa, g ye bir yarinorm, (X,q) uzayma da bir yarinormlu uzay

denir[14].

Tanmm 2.3. X, F cismi iizerinde bir lineer uzay olsun. Eger
g: X->R

fonksiyonu Vx,ye X ve VAe F igin

i) g6)=0

i) g(=x)=g(x)

i) g(x+y) < g(x)+g(y)

iv) 154, ve g(x—x,) >0 iken g(Ax—4,x,) >0

sartlarin1 sagliyorsa, g ye bir paranorm, (X,g) uzayina da bir paranormlu uzay

denir[15].

Tamm 2.4. g(x) =0 oldugunda x =0 ise, g ye bir total paranorm denir [16].



Tamm 2.5. X kompleks veya reel bir lineer uzay olsun. Bu taktirde Vx,ye X ve

VAe C igin

h.n:x—-R

fonksiyonu

x>0

i) Ixll=0 & x=0
i) Il Axll = [4] x|l

iv) lx+yll<lixli+lyl

ozelliklerini sagliyorsa, Il . Il fonksiyonuna X {iizerinde bir norm, (X , Il . Il) ikilisine

de bir normlu uzay denir [17].

Tanmm 2.6. X bos olmayan bir ciimle olmak iizere
d: XxX—->R

fonksiyonu V x, y, z € Xigin

i) dx,y) =0 x=y

ii) d(x,y)=d(y,x)

iii) d(x,2)<d(x,y)+d(y,2)

ozelliklerini sagliyorsa, d ye metrik fonksiyonu ve (X,d) ikilisine de bir metrik uzay

denir [15].

Tamm 2.7. (X,d) bir metrik uzay ve (x,) bu uzayda bir dizi olsun. Eger,

Ve>0 icin In,(e) 3 Vm,n>ny(€e) ic¢in d(x,x,)<é€



oluyorsa, (x,) dizisine X te bir Cauchy dizisi denir [17].

Tanmm 2.8. (X,d) bir metrik uzay olsun. Eger, bu uzayda alinan her Cauchy dizisi yine

bu uzayin bir noktasina yakinsiyorsa, (X,d) metrik uzayina tamdir denir [15].

Tanmm 2.9. (X, Il . II) bir normlu lineer uzay olsun. Eger X ciimlesi Il . I normuna

gore tam ise (X , Il . II) uzaymna bir Banach uzayi denir [15].

Tamm 2.10. f :[0,00) — [0,00) fonksiyonu Vx, y € [0,0) igin
i) fW=0x=0

i) fx+y)<fO+1(y)

iii) f artan

iv) f sifirda sagdan siirekli

sartlarim1  sagliyorsa f fonksiyonuna modiiliis fonksiyonu denir [3]. Modiiliis

fonksiyonu sinirlt veya sinirsiz olabilir.

Tanim 2.11. Vx, ye R icin 0< A <1 olmak iizere
M (Ax+(1-A)y) < AM(x) + (1-)M (y)

esitsizligini saglayan reel degerli M fonksiyonuna konveks fonksiyon denir [18].

Tanmm 2.12. M : [O,oo) - [O,oo) fonksiyonu

i) M siirekli
i) M azalmayan

iii) M(0)=0



iv) x>0 icin M(x) >0 ve M(x) > oo, x -
v) M konveks

sartlarin1 sagliyorsa M ye bir Orlicz fonksiyonu denir [9]. Eger yukardaki tanimda,

M nin konveksligi yerine
Mx+y)SMx)+M(y)

ozelligi alimrsa M fonksiyonu modiiliis fonksiyonuna doniisiir.

Tanmm 2.13. M bir Orlicz fonksiyonu olsun. # >0 olmak iizere
M Q2u) < KM (u)

olacak sekilde bir K >0 sabiti varsa, M fonksiyonu u nun biitiin degerleri i¢in A,

sartin1 sagliyor denir. A, sarti, L >1 ve u nun biitiin degerleri i¢in
M (Lu) < KLM (u)
esitsizliginin saglanmasina denktir [18].
Tamim 2.14. E bir dizi uzay1 olsun. (x, )€ E olmak lizere Vke N i¢in |0!k| <1 olacak

sekilde tiim («, ) skaler dizileri i¢in (&, x,)€ E oluyorsa, E dizi uzayina solid (ya da

normal) denir [19].

Tanmm 2.15. X bir ciimle ve A < X olmak iizere,

1 ,xeA

X >R, =
Vard = Vi) {o xg A

seklinde tanimhi ¥, fonksiyonuna A ciimlesinin karakteristik fonksiyonu denir [17].

Tanmm 2.16. E bir dizi uzay1 ve i karakteristik fonksiyonlarin bir sinifi olmak iizere,

eger Vue i ve xe E iken u(x)e E oluyorsa E ye monotondur denir [20].



Tanmmm 2.17. Vke N i¢in, p, >0 ve H =supp, olmak iizere a,,b € C olsun.

taktirde, K = max(1,2”™") olmak iizere

las +5,]" < K{Ja|” +5,]" )
dir [13].

Tamm 2.18. (Minkowski Esitsizligi)
pz21,a,,a,,..,a,20, b, .,b,,..b, =0 olsun. Bu taktirde
1 1 1
n » p n » p n » P
D +b)" | <D @) |+ Dby
k=1 k=1 k=1
dir [13].

Tanim 2.19. (Holder Esitsizligi)

p>1, l+l:1 ve a,,a,,...,a, 20, b ,b,,.b, =0 olsun. Bu taktirde

P q

n

1 1
S (a,b,) s(i<ak)”j”(2<bk)qj"
k=1 k=1 k=1

dur [13].

Bu



3. BOLUM

MODULUS VE ORLICZ FONKSiYONLARI YARDIMIYLA TANIMLANAN
DIiZi UZAYLARI

3.1. I(p,f,s) Dizi Uzay1 ve Baz1 Ozellikleri

Bu kisimda, modiiliis fonksiyonu yardimiyla [(p, f,s) dizi uzaymm tanimlayip bu

uzaym 6zellikleri ile ilgili baz1 teoremleri verecegiz.

Tamm 3.1.1. Kompleks terimli x=(x,) dizilerinin ciimlesini W ile gosterelim.
Ayrica, p =(p,) pozitif sayilarm bir dizisi ve f bir modiiliis fonksiyonu olsun. Bu

taktirde

X, F X+t

k+1

o (X) = mik k,m=0,12,...

olmak iizere

I(p,f.s)= {xe Wisup Y k7 [f (11, () D] <052 0}
m k

seklinde tanimlanir.

Bu tamimda p, f ve s in bir veya birkac1 6zel olarak secilirse asagidaki dizi uzaylar

elde edilir.

Tamm 3.1.2. Tanim 3.1.1 de, Vk icin p =(p,) =1 alinirsa
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I(f,s)= {xe Wisup Y k7 [f (11, () D] <o, 2 0}
m

s =0 alinirsa,

I(p.f)= {xe Wsup Y [f (11, (0 D] < oo}

f(x) = x birim fonksiyon alinirsa,

I(p,s) = {xe Wisup D k7 i1, () 1] <oo,s2 0}

m ok

s =0 ve f(x)=x birim fonksiyon alinirsa,
I(p)= {xe W : supZ[l t, (1] < oo}
mok

Vk icin p=(p,)=1 ve s =0 alinirsa,
I(f)= {xe W isup Y [£ (11, (x) D] < oo}

Vk i¢in p=(p,)=1, s=0 ve f(x)=x alnirsa,

lz{xe W supZ[l i (X) I]<oo}
m

uzaylar elde edilir.

Teorem 3.1.3. [(p, f,s) uzay1

1

g(x) = sup{Zk“‘ [£t,, (D] }M

(3.1)
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paranormu ile tanimlanmis bir tam paranormlu uzaydir. Burada H =sup p, < oo olmak

tizere M = max(l,H) tir.
Ispat : Oncelikle I(p, f,s) uzaymin lineer oldugunu gosterelim. Bu amagla,

"}

|ak +b,

< K.{|ak

Pk +|bk

esitsizligi kullanilarak, x,ye I(p, f,s) ve B, u kompleks sayilari igin

Sk [f( e, B+ D] < KK," {Zk“‘ [faz,, x)n]™ }

+KK," {Zk“‘ [rae,, I)]”} < oo

elde edilir. Burada K, ve K, tamsayilar1 |ﬁ| <K, ve |,u| < K, olacak sekilde secilir.

Dolayisiyla (fBx+ uy)e l(p, f,s) oldugundan I(p, f,s) uzaymin bir lineer uzay
oldugu sonucu cikarilir. Simdi, /(p, f,s)uzaymin (3.1) ile verilen g(x) paranormu ile

bir paranormlu uzay oldugunu gosterelim.

Dk [fA, () D] < e

esitsizliginden, Vxe I(p, f,s) i¢cin g(x) in mevcut oldugu sonucu ¢ikarilir. Diger
taraftan g(0)=0 ve Vxel(p,f,s) i¢in g(x)=g(-x) oldugu asikardir. Ayrica

Minkowski esitsizliginden ve f bir modiiliis fonksiyonu oldugundan

1 1

glx+y) = sup{Zk“‘ [Fat,, (x+y)D]™ }M < sup{Zk‘s [z, (x) D] }M

1

+ sup{Zk‘s [raze,, »nl* }M
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=g(x)+g(y)

elde edilir. Simdi skaler ¢arpimin siirekliligini gosterelim. Bunun icin, sabit bir x i¢in

A — 0 iken g(Ax) — 0 oldugunu gostermemiz yeterlidir. Sabit bir x ve € >0 i¢in

Sk, D] < €

k=K

olacak sekilde K > 0 secebiliriz. |/1| <1 iken (3.2) den dolay1

Sk, D] < Dk, (0] < €

k2K k=K

elde edilir. Burada K sabit oldugu icin, 4 — 0 iken

>

-1

kK [fde,, (o] 50

-~
1l

1

(3.2)

(3.3)

(3.4)

olur. (3.3) ve (3.4) ten dolay1 sabit bir x icin 4 —0 iken g(Ax) — 0 oldugu sonucu

elde edilir. Bu da skaler ¢arpimin siirekliligini, dolayisiyla g nin bir paranorm

oldugunu ispatlar. Simdi, I(p, f,s) in tam oldugunu ispat etmek igin (xyel( p. f,s)

olacak sekilde bir (x'”) Cauchy dizisi alalm. Bu durumda sabit bir k igin i, j — o

iken

b Trar, 6o —xonp o

IN

IA

g(x(i) —X(j)) -0

elde edilir. Ayrica, sabit bir k¥ ve Vm i¢in f in siirekliligini kullanarak

,.hglw{k_s [f(l r, (20 —x) D]m}ML - {k‘s[f(,.ﬁ‘ji I, (x7 —x') |)}Pk }M

elde edilir. Dolayisiyla Vm icin

{Z kL (1, 7 = x )] }M
k

1
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lim 17, (x? —x9) =0

i,j—o0
bulunur. Ozel olarak, her sabit m icin i, j — oo iken
17, (x? =x") 1 =1x," —x,"” 1 -0

yazilabilir. Dolayisiyla, (x'”) dizisi C de bir Cauchy dizisidir. C tam oldugu igin
i »> oo iken x' — x olacak sekilde bir xe C mevcuttur. Ik olarak xe I(p, f,s)

oldugunu gosterelim. Biliyoruz ki g(x”)< K olacak sekilde g(x'”) smirlidir. Bu

durumda, herhangi bir ¢ icin

1

{Zt:k‘s[f(l . My p] }M < g(x")<K
k=1

yazilabilir. Buradan, i — o ve t — oo iken

{Zk‘s [fdz,, (x)D]™ }M <K

elde edilir. Buda xe I(p, f,s) oldugunu gosterir. Son olarak g(x"” —x) — 0 oldugunu

gosterelim. Su halde verilen bir £ >0 ve i, j >0 icin g(x"” —x") < & olacak sekilde

bir N tamsayis1 vardir. Dolayistyla herhangi bir ¢ ve i, j =2 N icin

1

! _ _ M
{Zk‘s[f(l £ (7 —x(”)l)]pk} <
k=1
yazilabilir. ¢ keyfi oldugundan ¢t — o iken i 2 N i¢in

g(x" —x)<e

elde edilir. Bu da ispati tamamlar.
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3.2. 1, (p,q,s) Dizi Uzay1 ve Bazn Ozellikleri

Bu kisimda, Orlicz fonksiyonu yardimiyla yarmormlu kompleks lineer uzaylar iizerinde

l,; (p.q,s) dizi uzaym tamimlayip bu uzay lizerinde cesitli bagintilar verecegiz.

Tanmm 3.2.1. Lindenstrauss ve Tzafriri [9] Orlicz fonksiyonu fikrini

L, :{xe W:iM(lx" |j<°°,bazlp>0}
1 P

dizi uzayini inga etmek icin kullandilar. /,, uzay:

|| = inf{p >0: iM(l al '] < 1}
k=1 P

normu ile Orlicz uzayr adi verilen bir Banach uzayidir. /,, uzayi, 1< p <o igin

M (x) = x" alindiginda elde edilen /, uzay: ile yakindan iligkilidir.

Tamm 3.2.2. M bir Orlicz fonksiyonu, (X,g) bir yarinormlu uzay, p =(p,) pozitif
reel sayilarin bir dizisi ve s >0 bir reel sayr olsun. (x,)e X olacak sekilde tiim

x = (x,) dizilerinin lineer uzayin1 S(x) ile gosterecek olursak

B
L, (p,q,s)=7xe S(x): Zk_s {M [q(ﬁjﬂ <oo,520,bazip >0
P

k=1

seklinde tanimlanir. Bu tamimda p veya s in baz1 6zel secimleri sonucunda asagidaki

dizi uzaylar elde edilir.

Tamm 3.2.3. Tanim 3.2.2 de, Vk icin p =(p,) =1 alinirsa

l,(g,s)= {xe S(x): ik“‘ [M (q(x—p"JH <oo 5 20,bazip > 0}
k=1
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s =0 alinirsa,

Ly(p,q) ={XE S(x): i{M [q(%}ﬂ < oo,bazip >0}

Vk icin p=(p,)=1 ve s =0 alinirsa,

L, (q)= {xe S(x): i{M (q(x—p"n:l < oo, bazip > 0}

uzaylar elde edilir.

Teorem 3.2.4. [,, (p,q.,s) uzay1 C iizerinde bir lineer uzaydir.

Ispat: x,yel, (p.q.s) ve a, Be C olsun. Ispat yapmak icin

kik {M({%}ﬂykmm < o

olacak sekilde bir p, >0 bulmaliyiz. Su halde x,ye [,,(p,q,s) oldugundan

2l )] -

olacak sekilde pozitif p, ve p, degerleri vardir. Simdi p, = max(2|a|p1,2|,5|p2) olarak

tanimlayalim. M azalmayan, konveks bir fonksiyon ve ¢ bir yarinorm oldugundan

el g G e

—_
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GG
S PG

o3 (G g ] -

elde edilir. Burada H =supp, olmak iizere D=max(1,2”") dir. Dolayisiyla
k

(ax, + Py,)el, (p,q,s) oldugu icin I,, (p,q,s) bir lineer uzaydir.

Teorem 3.2.5. [, (p,q,s) uzay1

0

- Pk %
g(x)=inf{p™/" |y k“[M [q(x—kjﬂ <l,n=123,.
k=1

paranormu ile tantmlanmisg bir paranormlu uzaydir. Burada H = max(1,supp,)

Ispat : 1,,(p,q.s) in bir lineer uzay oldugunu daha once gosterdigimiz igin g(x)
fonksiyonunun bir paranorm oldugunu gostermek yeterli olacaktir. Bu amacla, verilen

g(x) fonksiyonu i¢in tanim 2.3 iin gerekli sartlarini inceleyelim.
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i) ¢ bir yarinorm oldugundan ¢(0)=0 ve M bir Orlicz fonksiyonu oldugu igin
M (0) =0 elde edilir ki buradan x =60 icin g(6)=0 olur.

ii) ¢ bir yarinorm oldugundan g(—x) = g(x) tir. Dolayisiyla g(—x) = g(x) elde edilir.

iii) (3.5) te @ = f =1 alinip Minkowski esitsizligi kullanildiginda

o s < (AT
2] 2T

elde edilir. Buradan g(x+ y) < g(x)+ g(y) sonucu ¢ikarilir.

IA

iv) Skaler ¢arpimin siirekliligini gostermek igin, herhangi bir 4 sayis1 alalim.

1
- Pk F
g(Ax) = inf p””/H : Z k_{M (q(ﬂxk j]:l <1l,n=1,2,3,..

-~
Il
—

oldugundan r = p/A alinarak

M

Pk HL
k—{M (q(x—kjﬂ <l,n=123,.
r

7 <max(L)4]") oldugu icin

g (Ax) = inf { (Ar)"/*" :!

~
Il

elde edilir. Ayrica |/1

12" < [max(,|4|" 1"

olur. Buradan
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r

1
g(/lx)z[max(l,|/1|ﬁ)]l/H inf (r)””/H:[ik“‘{M[q(x—ij } <lLn=12,3,.
k=1

elde edilir. g(x) = 0 iken bu ifade [,,(p,q,s) te sifira yakinsar. Simdi n — oo iken
A, — 0 oldugunu kabul edelim. x€ [,, (p,q,s) olmak iizere, verilen bir £ >0 ve baz

p >0 degerleri i¢in

Sz <4

olacak sekilde bir N pozitif tamsayis1 olsun. Buradan

elde edilir. 0 <[4 <1 iken M nin konveksligini kullanarak

S < 2B < @)

elde edilir. Ayrica [O,oo) araliginda M siirekli oldugundan

o= (o)

fonksiyonu sifirda siireklidir. Dolayisiyla 0 <t <o igin | f(1)| < % olacak sekilde

0< 0 <1 mevcuttur. Son olarak n > K igin |/1n| < ¢ olacak bi¢cimde bir K degeri

vardir. Su halde n > K ic¢in
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T
=M=
+
»
I
<
7\
Q
VR
o
SRR
R
N—
N—
| |
S
= |-
VAN
| M

olmasi1 sonucunda

elde edilir. Bu da ispati tamamlar.

Teorem 3.2.6. M, M,, M, fonksiyonlar1 A, sartim1 saglayan Orlicz fonksiyonlar1 ve

s,8,,8, 20 olsun. Bu durumda
i) s>1ise [, (p,q,5) Sy, (P.g,s) dir
ii) [, (p,q,s) N1y, (p.q.8) 1y .y, (P,q,s) dir.

iii) s,<s, ise [,,(p.q.s,) < ,,(p,q,s,) dir.

Ispat : (i) £>0 olmak iizere, 0<7<J icin M(f)<e& sartim saglayan 0<d <1
olacak sekilde & segelim. y, =M l[q(x—kﬂ bi¢ciminde yazilirsa
P
kMO = Yk Mol + Yk M)
k=1 1 2

elde edilir. Burada ilk toplam y, <0 ve ikinci toplam y, >J sarti iizerinden

yazilmistir. M nin siirekliliginden dolay1
Dk [My)) < max(Le”)Y k™ < oo
1 1

elde edilir. Ayrica y, >0 oldugundan
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Vi Yk
<= <1+ =
Vi 5 (5j

bagintisini kullanabiliriz. M fonksiyonu azalmayan ve konveks oldugu icin

Y| L Lol r2e
M(yk)<M(l+ 5j<2M(2)+2M(2 5}

elde edilir. M fonksiyonu A, sartini sagladigindan

| —_— 1y, -
M —K—=M2Q)+——-M2)=Ky,d M(2
(yk)<2 s ()+25 (2) = Ky, (2)

yazilabilir. Buradan

kM) < max[l,(Ké-lM(z))”]ik-S(yk)f’A < o
2

k=1

elde edilir. Son olarak xe /,,(p,q,s) ve s >1 oldugu i¢in

Skl = S Moo + Sk M)

IA

max(l,e")> k™ + max[l,(K5_1M(2))H]ik_s(yk)pk < o
1 k=1

sonucu elde edilir.

(ii) Tanim 2.14 ten dolay1

o) -l o]

IN
)
=
)
=
7\
Q9
7\
o |
N—
N—
]
+
o
=
l—“|
<
(3]
7\
Q9
VR
|-+
N—
N—
| |
)
.
0
o)
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yazilabilir. x=(x,)e lMl(p,q,s)mle (p,q,s) oldugunu kabul edelim. Su halde (3.6)

nin Z toplami alindifinda x = (x,)€ [, ., (p,q,s) oldugu sonucu elde edilir.
k=1

(iii) s,<s, ve xel,,(p,q,s,) olsun. Budurumda £ <k~ oldugu i¢in

Pk Pk
k=1 10 k=1 pl
elde edilirkibuda xe /,,(p,q,s,) oldugunu gosterir.

Teorem 3.2.7. (i) Vk icin 0<r, <t, <oo oldugunu kabul edelim. Bu durumda

l, (r,q) <, (t,q) olur.
(i) [, (¢) <1, (q,s) dir.

(i) 7, (p.q) <), (p,q,s) dir.

Ispat : (i) xe [, (r,q) olsun. Bu durumda

sl -

olacak sekilde bir p > 0 mevcuttur. Dolayisiyla i nin yeteri kadar biiyiik degerleri i¢in

(G

elde edilir. Ayrica, M azalmayan bir fonksiyon oldugu icin

2] < BB -

yazilabilir. Buradan xe [, (t,g) olur.
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(ii) xe€ [,,(q) olsun. (i) deki yonteme benzer sekilde s >0 olmak lizere

Pk Pk
= X = X
k™| M q(—"B < M (q(—"B < oo
2 { ( o= &M
elde edilir. Yani xe [,,(p,q,s) tir.

Teorem 3.2.8. (i) Vk icin O< p, <l ise [,,(p,q) <!, (q) dir.

(i) Vk icin p, =1 ise 1, (q) =1, (p.q) dir.

Ispat : (i) Teorem 3.2.7 (i) de Vk igin r, = p, ve t, =1 almrsa [, (p,q) <1, (q) elde

edilir.

(ii) Yine Teorem 3.2.7 (i) de Vk i¢in t, = p, ve r, =1 almrsa [, (q) = /,,(p,q) elde

edilir.



4. BOLUM

ORLICZ FONKSIYONLARI YARDIMIYLA TANIMLANAN FARK DiZi
UZAYLARI

Bu boliimde, Orlicz fonksiyonu yardimiyla bazi genellestirilmis fark dizi uzaylarin

tanimlay1p, bu uzaylarin 6zellikleri ile ilgili cesitli bagintilar1 verecegiz.

4.1. Orlicz Fonksiyonlar1 Yardimiyla Tammlanan Genellestirilmis Fark Dizi

Uzaylar

Bu kisimda, Orlicz fonksiyonunu kullanarak ¢, (A", M,p), c(A",M,p) ve

[ (A",M,p) genellestirilmis fark dizi uzaylarimi tanimlayip bu uzaylarla ilgili bazi

teoremleri verecegiz.

Tamm 4.1.1. Kompleks terimli x = (x,) dizilerinin uzaymm: W ile gosterelim. Diger

taraftan k € N* olmak iizere
Il xll =suplx, |
k

normu ile x=(x,) kompleks terimli sinirl, yakinsak ve sifir dizilerinin uzayim

sirastyla [, ¢ ve ¢, ile gosterelim. Bu durumda X (A) fark dizi uzay:r asagidaki

oo 9

bicimde tanimlanir.
Vke N icin Ax, =x, —x,,, ve X =I[_, cve ¢, olmak iizere
XA)={x=(x,)eW:(Ax,)e X}

dir [5]. Bu tanimda Vk € N icin
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A'x, =AN"x, —A""'x,,, ve A'x, =x,
olmak iizere X =/_, c ve ¢, alinirsa

XA)={x=(x)eW:(A'x,)e X}
seklinde genellestirilmis fark dizi uzaylar elde edilir [21].

Ayrica X =1_(p), c(p) ve c,(p) almnarak bu fark dizi uzaylarnn daha da

genellestirilebilir [22]. Genellestirilmis fark dizisi, Binom gosterimi kullanilarak

Vke N icin
4 n
A”xk = Z(—l)v( Jka
v=0 4

biciminde ifade edilebilir. Mesela, Azxk fark dizisini olusturacak olursak

2 2 v 2
A X = E (_1) Kty
v=0 14

——102 + (=1 2 +—122
=(-1) Oxk+() ) lxk+1 (=D 2xk+2

=X, =2, X, =00 — X)) — (G, —Xg,)

elde edilir.
LEMMA 4.1.2. E dizi uzay1 normal ise ayn1 zamanda monotondur.

Tanmm 4.1.3. Vk icin p=(p,) pozitif reel sayilarin bir dizisi, M bir Orlicz

fonksiyonu ve ne N* olsun. Bu durumda

n Pr
co(A",M,p)= {x =(x,): }gg{M (IA_’:,(IH =0,bazip > 0}
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n P
c(A”,M,p)={x=(xk):]1i_>mm{M(%ﬂ :O,baz1p>0,le(C}

k=0

n P
lm(A",M,p){x(xk):sup{M(lApx" lﬂ <oo,bazip >0}

seklinde tamimlanir [23]. Bu tamimda p veya n in bazi 6zel segimleri sonucunda

asagidaki dizi uzaylar elde edilir.
Tamm 4.1.4. Tanim 4.1.3 te Vk ic¢in p =(p,) =1 alinirsa

(A", M) = {x =(x): }im{M (lA_pxklﬂ = 0,bazip > o}

(A", M) ={x= (xk):lli_)mm{M (%ﬂ =0,bazip > 0,le (C}

k=0

L(A",M)= {xz (xk):sup{M (l A;xk lﬂ <oo,bazip >0}

uzaylan elde edilir. Ayni tanimda n =1 alinirsa,

. |Ax, 1"
c,(A,M, p)= x:(xk):llm M =0,bazip >0
—oo p

. |Ax, —11)]"
c(AM,p)= x:(xk):llm M| ——— =0,bazip >0,le C
—o0 Yo

k=0

lw(A,M,p)z{xz(xk):sup{M[lA;" lﬂ <oo,bazzp>0}

elde edilir.



26

Teorem 4.1.5. ¢, (A", M,p), c(A",M,p) ve [_(A",M,p) uzaylar1 C iizerinde birer

lineer uzaydir.

Ispat : Burada I_(A",M,p) nin lineer uzay oldugunu ispatlarsak digerleri icin de

benzer yontem kullanilabilir. x,yel_(A",M,p) ve a,f€ C olsun. [_(A",M,p)

uzayinin lineer oldugunu gostermek icin

A" (ax, + By )|
sup{M[ (@, + Py H < oo
k20 Ps

olacak sekilde bir p, >0 bulmaliy1z. x,ye [_(A",M, p) oldugundan

n pk
sup{M(l A'x, 'H < o 4.1
k=0 Py

n Pk
SUP{M(MJ} < o 4.2)
k=0 P>

olacak sekilde p, >0 ve p, >0 mevcuttur. Simdi p, zmax(2|a|pl,2|ﬂ|p2) olarak

ve

tanimlayalim. M nin azalmayan ve konveks bir fonksiyon olmasinin yaninda (4.1) ve

(4.2) den dolay1

IN

SUP{M{IA”(axk + By,) |ﬂ” sup_M{l A (ax, ) 1+ 1A (By,) |ﬂ”
k=0 Ps k=0 P

Pk
A" A"
< sup M{ll x"|+l| Y lH

k20 2 p 2 p,

Pk
< sup l[M(—lA L |j+M(—|A Y lj:H
k20| 2 2 P,
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n n Pk
Ssupl Mlek|+M [A"y, |
k=0 27 P, o

n n Pi
up M[m X, IJ+M(IA ¥, |J
k=0 P P
n P n Pk
Dsup{M{lA ar IJ:‘ + Dsup{M(MH <
k=0 P k=0 P>

elde edilir. Burada H=supp, ve D=max(1,2"") dir. Boylelikle
k

IA

IA

(ax+ py)el (A",M, p) oldugu i¢in [_(A",M, p) bir lineer uzaydir.

Teorem 4.1.6. [ (A", M, p) uzay1

k=0

>
D |«
<
~
| I
>
|
|~
IN
—

G (x) =inf { p/" . [sup {M(

paranormu ile tanimlanan bir paranormlu uzaydir.

Ispat : [_(A",M,p) nin bir lineer uzay oldugunu onceki teoremin ispatinda
gosterdigimiz i¢in G(x) fonksiyonunun bir paranorm oldugunu gostermek yeterlidir.

Bu taktirde Tanim 2.3 iin gerekli sartlar1 G(x) fonksiyonu i¢in incelendiginde,

(i) A'x, nin tammi ve M nin Orlicz fonksiyonu olmasi geregi G(0) = 0 oldugu

asikardir.

(ii)

A'(=x,)| =

A”xk‘ oldugundan G(—x) = G(x) dir.

(iii) x,ye [ (A",M, p) olsun. Bu durumda

Pk
[A"x, |
sup{M( al ]:I < o
k20 P
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ve

Pk
[A"y, |
sup[M (ﬁﬂ <
k=0 P

olacak sekilde p, >0 ve p, >0 mevcuttur. Simdi p = p, + p, alalim. Su halde

1

A (x, +y )] A, 1™ "
k=0 P P+ P, | k=0 P

+
AS}
+ |2
)
o
)
v e
(=]
N
/ -
>
D |
~
| I
=
S
IN
—_

elde edilir. Buradan

| A" N
G(x+y)=inf<(p, + p,)"" :[sup{M( (x + ) H } <1
k=0 P

A", 1] "
< inf {p,"" sup {M (%H <1
2 1

< GX)+G(y)
elde edilir.

iv) Skaler ¢arpimin siirekliligini gostermek igin, herhangi bir A€ C alalim.
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1
n Py |H
G (Ax) = inf { p "/ :!sup [M (lM—xklﬂ } <1
k20 P

oldugundan r = v alinarak

A

I}
n Pr |H
G (Ax) = inf { (A|r)"" :!sup[M(lA at 'ﬂ } <1
k=0 r

Pr

/1|H) oldugu i¢in |/1pk/ " S[max(1,|/1|H)F' olur.

elde edilir. Ayrica |/1 Smax(l,

Buradan

1

A" )F inf 4 (2]r)""" :!sup {M ('Anka'ﬂmr <1

G(Ax) = [max (1,

k=0

elde edilir. G(x) — 0 iken bu ifade [_(A",M, p) de sifira yakinsar. Simdi n — o iken

A — 0 oldugunu kabul edelim. xe€ [_(A",M, p) olmak iizere verilen bir £ >0 ve bazi

P
[A"x, |
sup[M( al H < £
k=N +1 Yo 2

olacak sekilde N pozitif bir tamsay1 olsun. Buradan

1
P | H
All
k=N+1 P

elde edilir. 0 <|4| <1 iken M nin konveksligini kullanarak

p >0 degerleri igin

| M
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n P n Pk H
sup {M (—l AN x, IJ:I < sup {|/1|M (—l A'x, IJ:I < (ij
k2N+1 P k2N+1 Yo 2

yazilabilir. [0,00) araliginda M siirekli oldugundan

)= SUP[M[| tA"x, ﬂ
k=0 P

fonksiyonu sifirda siireklidir. Dolayisiyla 0 <7< ¢ igin | f (t)| <§ olacak sekilde

0< 0 <1 mevcuttur. Son olarak n> K i¢in

l}’l

< 0 olacak bi¢cimde bir K degeri

alalim. Buradan n > K icin

|-

n Pk
Sup[M[| A A"x, ﬂ 3
k=0 Y%

olmasi sonucunda n > K icin

1
P | H
An
k20 P

elde edilir. Bu da ispati tamamlar.

N | M

Teorem 4.1.7. (i) 0 <inf p, < p, <1 olmak iizere ¢,(A",M, p) C c,(A",M) dir.

(ii) 1< p, <sup p, <o olmak iizere ¢, (A",M) C c,(A",M, p) dir.

Ispat : (i) xe c,(A", M, p) olsun. Yani

n P
lim M{lA ads 'J =0
k—oo p
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oldugunu kabul edelim. 0 <inf p, < p, <1 oldugundan

n n p,\
lim{M(l A'x, 'H < lim{M(—lA al 'ﬂ =0
k—>o0 p k—>o0 p

elde edilir. Dolayisiyla xe ¢, (A", M) olur.

(ii) Vk icin (p,)=1 ve sup p, <o olsun. Bu taktirde xe c,(A",M) iken 0<ée<1
k

sartin1 saglayan V¢ i¢in k > N olmak iizere

)

sartin1 saglayan bir N pozitif tamsayis1 mevcuttur. 1< p, <sup p, <o oldugundan

esitsizligin her iki tarafinin k& — oo iken limiti alinirsa

n pk n
lim[M[lA alt lj:l < lim{M[lA ad; lj:l <e <1
k—>o0 p k—>o0 p

elde edilir. Dolayisiyla xe ¢, (A", M, p) dir.

Teorem 4.1.8. Vk icin 0< p, < g, <o iken ¢ (A", M,p) Cc,(A",M,q) dir.

Ispat : xe ¢, (A", M, p) oldugunu kabul edelim. Bu durumda

n Pk
- M{MJ _ 0
k—o0 p

dir. Vk i¢in 0 < p, < g, < oo oldugundan

n qr n Pi
lim[M[lek 'H < lim{M(Mﬂ =0
k—>o0 p k—>oc0 p
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yazilabilir. Dolayisiyla xe€ ¢,(A",M,q) olur.

Teorem 4.1.9. M, A, sartim saglayan bir Orlicz fonksiyonu olsun. Bu durumda

c,(A"M,p)cc(A",M,p)cI_(A" M, p) dir.

Ispat : xe ¢, (A", M, p) olsun. Buradan

LR e |
< Jules ()]
e )]

M(—l A'x -l '] + C K&“(MJM(Z)}
p I p

elde edilir. Burada H =max(l,supp,) ve C=max(1,2"") dir. Dolayisiyla

IA
a

IA
a

xe l_(A",M, p) dir.

Diger taraftan xe ¢, (A", M, p) olsun. Buradan

] <]« ]
s ]
o]

IN
a

IN

a

<
-

>
=

~_

+

a
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elde edilir. Bu yiizden xe c(A",M, p) olur ki bu da ispati tamamlar.
Teorem 4.1.10. ¢, (M, p) ve [_(M, p) uzaylar1 normal ve dolayisiyla monotondur.

Ispat : xe ¢,(M, p) olsun. Bu durumda

, [ (ka ﬂ’”
lim| M =0
k—>o0 p

olacak bicimde bir p >0 mevcuttur. Ayrica |a'k| <1 sartim1 saglayan bir (&, ) skalerler

dizisi alalim. Buradan

)

bulunur. Esitsizligin her iki tarafinin k — oo iken limiti alinirsa

Py P
lim{M (Mﬂ < Clim[M{l ol 'H =0
k—o0 p k—o0 p

bulunur. Dolayisiyla (e, x,)e c,(M,p) oldugu icin c,(M,p) uzayr normal olur.

Lemma 4.1.2 den dolay1 c¢,(M, p) uzayr monotondur.

Simdi xe [_ (M, p) oldugunu kabul edelim. Su halde

| | Pk
sup{M [ al ﬂ < oo
k=0 P

olacak bicimde bir p >0 mevcuttur. Bunun yaninda |a'k| <1 sartim saglayan bir (&, )

skalerler dizisi alinirsa

Pk Pk
supM—lOl"xk| < Csup| M x| < oo
k20 P k20 P
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elde edilir. Bu da (a,x,)e [_(M, p) olmasim gerektirir. Yani, [_ (M, p) uzay1 normal

olur. Aym sekilde Lemma 4.1.2 den dolay1 [ (M, p) uzayr monotondur.

¢, (A", M,p), c(A",M,p) ve I_(A",M,p) uzaylarn genellikle normal degildir. Simdi

bu uzaylarin normal olmadig1 duruma bir 6rnek verelim.

ORNEK 4.1.11. M(x)=x ve VkeN igin p, =1 oldugunu kabul edelim. Bunun
yaninda Vke N i¢in x= (k") almirsa agikca xe/l_(A",M,p) dir. Diger taraftan

() =((=1)*) alindi1 taktirde (@, x,) ¢ [_(A", M, p) oldugu goriiliir.

4.2. Orlicz Fonksiyonlar1 Yardimiyla Tammmlanan Fark Paranormlu Dizi Uzaylar

Bu kisimda, Orlicz fonksiyonunu kullanarak c¢,(M.A,p,q), c(M,A,p,q) ve

I .(M,A, p,q) fark paranormlu dizi uzaylarim tanimlayip bu uzaylarla ilgili bazi

teoremleri verecegiz.

Tammm 4.2.1. W tiim kompleks dizilerin uzayi, M bir Orlicz fonksiyonu, p =(p,)

1
pozitif reel sayilarin bir dizisi, ¢, = [—J ve (X,q) bir yarinormlu uzay olmak iizere
Dy

@A)\ |
(&)(bey ZS’}77<]) = {:(«xk ) € ‘4/ . }%EZ: {1@1'(:(2 l) k J:} tk - ()7Z7Clle) > ()}

Pk
c(M,A, p,q) Z{(xk)e W:}(i_)m{M (%H t, =0,bazip>0,Le (C}

k=0

L. (M,A, p,q)= {(xk)e W: sup{M (%H t, <oo,bazip > 0}

seklinde tanimlanir.
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Teorem 4.2.2. Vp=(p,) pozitif reel sayillarin bir dizisi i¢in c,(M,A, p,q),

c(M,A, p,q) ve l_(M,A, p,q) birer lineer uzaydir.

Ispat : Burada c¢,(M,A, p,q) uzaymin bir lineer uzay oldugunu ispatlarsak digerleri

i¢cin de benzer yontem kullanilabilir.

x=(x),y=(,) € ¢,(M,A,p,q) ve a,feC olsun. c,(M,A, p,q) uzaymin

lineerligini gostermek igin

Pk
- P

olacak bi¢imde bir p >0 bulmahyiz. x,ye ¢,(M,A, p,q) oldugundan

IICI_)IE{M(%J} t, =0 4.3)

nm[M(MH (=0 (4.4)
ke P,

olacak sekilde p, >0 ve p, >0 mevcuttur. Simdi p = max(2e|p,,2|f|p,) olsun. M

Ve

azalmayan ve konveks bir fonksiyon oldugundan

{M(qmmk;ﬁmk)ﬂ < [M(qmmk);q(myk)ﬂ .

IA

2 p 2 p

HM(Q(Mk)j+M(Q(Ayk)m .
20 p, P

{M{l g(Ax,) +1q<Ayk>ﬂ’” .

IN
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! {M(qwk)jw(qmyk)ﬂ .
2% P P>
< {M[q(mnjm(qmyk)ﬂ .
P P

g e o]
P P

elde edilir. Burada H =sup p, ve D =max(1,2"™") dir. Son olarak esitsizligin her iki
k

IA

tarafinin k — oo iken limiti alinirsa, (4.3) ve (4.4) ten dolay1

lim{M{q(ank Ay k)ﬂ f, < lim{D{M[—Q(Mk)H )+ D{M[_Q(Ayk)ﬂ tk}

o P o Py P>

Dlim[M(—Q(Axk)ﬂ f + Dhm[M(Mﬂ t
k—>oo pl k—>00 p2

IA

olacagindan (ax, + fBy,)e€ ¢,(M,A, p,q) oldugu sonucu ¢ikar. Bu da c,(M,A, p,q)

nun bir lineer uzay oldugunu ispatlar.

Teorem 4.2.3. [ (M ,A, p,q) uzayi

g(_x) = q(xl)+ inf {ppA/H ;. sup |:M {MJ%[L} < l,p > 0}
k=1 P

paranormu ile tanimlanan bir paranormlu uzaydir.

Ispat : Onceki teoremin ispatinda c,(M,A,p,q) nun bir lineer uzay oldugunu

gosterdigimiz i¢in benzer yontemle [ (M,A, p,q) nun lineerligi de gosterilebilir. Bu
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taktirde, g(x) fonksiyonunun bir paranorm oldugunu gostermek yeterli olacaktir. Bu

amacla Tanim 2.3 {in gerekli sartlar1 incelendiginde,

(i) q bir yarmorm ve M bir Orlicz fonksiyonu oldugundan x =0 icin q(0)=0 ve
M (0) =0 olmasi sonucunda g(0)=0 dur.

(ii) g(—x) = g(x) oldugu icin g(—x) = g(x) olur.

(i) x=(x,), y=(y,)el (M,A, p,q) olsun. Bu durumda

IA

NEEOR
P

Ve

IA

M("(Ayk)}k; .

2

olacak sekilde p, >0 ve p, >0 mevcuttur. Simdi p = p, + p, alalim. Su halde

1 1
k21 1Y Pt P, k2 P

1
+ Lsup[M(thkpk} <1
Pt Py k2 P

elde edilir. Buradan

1
g(x+y) = q(x +y,)+inf {(pl + p)n :sup{M(—"(Axk . Ayk)jrm} < 1}
k=1 P

<g(x,)+inf {(pl)”/’i :sup {M [thk;} < 1}
k=1 P

+ q(y,)+inf {(pz)”*/H : sup {M [M}k;k} < 1}
k=1 P,
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< gx)+g(y)
elde edilir.

(iv) Skaler ¢arpimin siirekliligini gostermek i¢in herhangi bir A€ C alalim.

g (Ax) = g(Ax,) + inf {pp‘/H : sup {M {thﬂlk} < 1}
k=1 P

oldugundan r = v aliarak

A

g(Ax) = q(Ax,) + inf {(|/1|r)”k/1" : sup {M (th,{,}k} < 1}
,

k=1

1
yazilabilir. Aynca |4" Smax(l, 2|H) oldugu ig¢in |/1|pk/ "< [max(l, /1|H)F olur.

Buradan
g(Ax) = q(Ax) + [max (1,|/1|H )F inf {(r)”k/H : sup [M (Mjrﬂlk} < 1}
k=1 r

elde edilir. g(x) — 0 iken bu ifade [ (M, A, p,q) da sifira yakinsar. Simdi n — o iken
A, — 0 oldugunu kabul edelim. xel_(M,A, p,q) olmak iizere verilen bir £ >0 ve

bazi p > 0 degerleri i¢in

A 0 Pk
sup [M{q( x")jtk oy } <
k=N+1 P

olacak sekilde N pozitif bir tamsayr olsun. Buradan 0<|/1|<1 iken M nin

N | ™

konveksligini kullanarak

Pk P H
sup {M(M}k;} < sup {|1|M(Q(Ax")jtkpi} < (fj
k2N+1 P k=N+1 P 2
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yazilabilir. [0,00) aralifinda M siirekli oldugu icin

f(t)= sup [M (Q(tixk)}k”

k=N +1

fonksiyonu sifirda siireklidir. Dolayisiyla 0 <7< J igin | f (t)| <§ olacak sekilde

0< <1 mevcuttur. Son olarak n> K igin |4 |<J olacak bicimde bir K degeri

alalim. Buradan n > K icin

k=1

sup{M (w}ké} < €
P

elde edilir. Bu da ispati tamamlar.

Teorem 4.2.4. pel_  olmak iizere c,(M,A, p,q), c(M,A,p,q) ve [ (M,A, p,q)

uzaylari

g(x) = g(x,) +inf {p"k“ sup {M (%jr} <1p> 0}

k=1

paranormu ile tanimlanmis bir tam paranormlu uzaydir.

Ispat : I_(M,A, p,q) uzaymn bir tam paranormlu uzay oldugunu gosterirsek diger

uzaylarin tam paranormlu oldugu da benzer sekilde gosterilebilir.
Vne N i¢in x" =(x;);_, olmak iizere, (x") dizisi I (M,A, p,q) uzayinda bir Cauchy

dizisi olsun. Bu durumda i, j — o iken g(x' —x’) — 0 olur. Verilen bir £ >0 icin

€50 ve M(%) > sup(p,)*

rx, k>1

olacak sekilde r ve x, alahm. Su halde i, j — > iken g(x'—x’)— 0 olmasindan

dolay1 Vi, j =2 m, i¢in
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g(xi—xj) < £
X,

olacak sekilde bir m; € N mevcuttur. Buradan

. ) £
q(x; —xj) < —
rx,

ve

k=1 P rx,

i A
inf {p”k“ :sup {M (Q(Ax" Ax; )jtﬂ;} <l p> 0} < £ 4.5)

elde edilir. Bu da (x{) nin X te bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir. Ayrica X tam
oldugu igin (x) dizisi X te yakinsaktir.
Simdi lim x; = x, oldugunu kabul edelim. Buradan

i—>o0

. i i £
limg(x, —x/) < —
= rX,

olmasindan dolay1

i E
q(x; —x,) < —
rX,

yazilabilir. Ayrica (4.1) den dolay1

i i 1
p| A=A )
gx'=x) )"

elde edilir. Bu ise

M(MJ < (p)" < M(M—OJ
g(x'—x") 2

oldugunu gosterir. Dolayisiyla
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q(Ax,i—Ax,f) < ™ & < £
2 rx, 2

olacagindan Vke N igin (Ax,) dizisi X te bir Cauchy dizisidir. Bu yiizden (Ax;)

dizisi X te yakinsaktir.

Simdi Vke N icin limAx, =y, olsun. Buradan limAx) =y, —x, yazlabilir. Bu

sekilde devam edilirse Vke N igin limAx;, =y, —x, elde edilir. Ayrica M nin

konveksligini kullanarak

i A 1
limsupM{M}k” <1

sl 53] P

elde edilir. Dolayisiyla

i 1
SupM(th}(pk < 1
k21 P

yazilabilir. Son olarak i >m, seklinde alalim. Bu sekilde o larin infumumu alinarak
g(x'—x) < & elde edilir Bu da (x'-x)el_ (M,A p,q) olmasim gerektirir.
I (M,A, p,q) bir lineer uzay oldugu icin x=x'—(x'—x)el_(M,A, p,q) seklinde

yazilabilir. Dolayisiyla I (M, A, p,q) tamdir.

Teorem 4.2.5. M, ve M,, A, sartim saglayan iki Orlicz fonksiyonu olsun. Z =c,¢,

veya [ olmak iizere
(i) Eger (p,)el_ ise Z(M,,A,p,q) < Z(M, M, A, p,q) dir.

@) ZM,,A,p,q) N Z(IM,,A,p,q) < ZIM,+M,,A, p,q) dir.

Ispat : (i) (x,)ec,(M,,A, p,q) olsun. Tanim geregi k — o iken
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q(Ax,)

olur. Ayrica Vke N i¢in y, =M 1{ j alahm. 0 < J <1 olmak iizere y, > J igin

yk<&<1+ﬁ

o )

elde edilir. M, fonksiyonu A, sartini sagladigindan

Ky,

Ky y
k 5 M,(2) = KM2(2)?"

S M) <

M,(y,) <

olacak sekilde bir K =1 mevcuttur. Buradan k — o iken

|:(M20M1)(q(ix:k)j:| ktk _ |:M2{M1(q(Apxk)J}} tk

[Mz(yk )]pk Iy

IN

max{sup([M2 (1)]” ), sup([KM2 (2)6™ ]pk )}(yk Yet, — 0

elde edilir. Yani (x,)ec,(M, oM, A, p,q) dir. Diger durumlar de benzer sekilde

ispatlanabilir.

(i) x, € c,(M,A,p,q) N c,(M,,A, p,q) olsun. Bu durumda k — o iken

[z} o

veE
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olacak sekilde p, >0 ve p, >0 mevcuttur. p = max{pl, pz} alinirsa

ool o ol P

elde edilir. Dolayisiyla ¢,(M,A, p,q) N c,(M,,A,p,q) < c,(M,+M,,A, p,q) dir.

Diger durumlar da benzer sekilde ispatlanabilir.
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