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         n , r   ve  r  Möbius fonksiyonu olmak üzere C  rn, = 
 ,

.
d n r

r d
d

  
 
 

  ile tanımlanan 

Ramanujan toplamının iki genellemesi Ecford Cohen tarafından Jordan’ın Totient fonksiyonu  kJ r ve 

Cohen’nin Totient fonksiyonu  k r  kullanılarak sırasıyla,    
 ,

, .k k

d n r

rC n r d
d

    
 

   

ve  
 ,

, .
k k

k

k k

d n r

rC n r d
d

    
 

 biçiminde verilir. 

          Tom Apostol tarafından Dirichlet çarpımının genellemesi olarak verilen    ,
( , )

,f g
d n r

rS n r f d g
d

   
 

  

çarpımında özel durumda      ,  f r r g r r  alınırsa C  rn, ye dönüşür. Bütün bu genellemelerde 

Möbius fonksiyonu  r nin aritmetik ifadesinde hiçbir değişiklik olmamıştır. 

         C  rn, nin yeni bir genellemesi, klasik Ramanujan toplamında alışılmış Möbius fonksiyonu  r nin 

yerine Souriau-Hsu Möbius fonksiyonu  yazılarak tanımlanır ve bu genelleme    ,C n r =
 ,

.
d n r

r d
d

 
 
 

  

şeklinde verilir (Laohakosol ve ark. 2006). 
 
         Anahtar Kelimeler: Genelleştirilmiş Ramanujan Toplamları, Genelleştirilmiş Totient Fonksiyonları, 
Genelleştirilmiş Möbius Fonksiyonları     
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        The Ramanujan sum is defined by  C  rn, = 
 ,

.
d n r

r d
d

  
 
 

  where n , r   and  r is the 

Möbius function.Two generalizations of C  rn,  have been obtained by Ecford Cohen using the  Jordan’s 
Totient function  kJ r and  the Cohen’s Totient function  k r . These generalizations are given by 

   ,kC n r  = 
 ,

. k

d n r

r d
d

  
 
 

 and   
 ,

, .
k k

k

k k

d n r

rC n r d
d

    
 

  

respectively. 

         Tom Apostol introduced  the sum  , n,r = f gS  
( , )d n r

rf d g
d

 
 
 

  which is generalized the Dirichlet 

convolution and reduced C  rn,  with      ,  f r r g r r  . All these generalizations do not affect the 

Möbius function  r in their arithmetical representations. 
         A new generalization of the Ramanujan sum is defined by replacing the usual the Möbius function 
 r  in the classical Ramanujan sum with the Souriau-Hsu Möbius function  , and this generalization  

is given by     ,C n r =
 ,

.
d n r

r d
d

 
 
 

 ( Laohakosol ve ark. 2006).  

 
 
Key Words:Generalized Ramanujan Sums, Generalized Totient Function,Generalized Möbius Function. 
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SEMBOLLER 
 
 
 
 ,a b         a  ile b  nin en büyük ortak bölei 

|                 Böler 

k              Bölen fonksiyonları  

                Dirichlet çarpım 

               Euler Totient fonksiyonu 

k             Eckford Cohen’nin Totient fonksiyonu 

kJ              Jordan’ın Totient fonksiyonu 

k             Klee’nin Totient  fonksiyonu 

               Möbius fonksiyon 

 ,C n r      Ramanujan toplamı 

 ,C n r     Ramanujan toplamının unitary benzeri 

kS              Schemmel’ in Totient fonksiyonu 

              Souriau-Hsu Möbius fonksiyonu 

             Unitary bölen 

              Unitary çarpım
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1. GİRİŞ 
 
        
  
         Anderson ve Apostol 1952, Möbius fonksiyonuna ve Euler’in φ fonksiyonuna 

bağlı olarak Ramanujan toplamının nasıl hesaplanacağını göstermiştir. Buna bağlı 

olarak  
 ,

, ( )
d n r

rS n r f d g
d

   
 

  ile tanımlanan iki değişkenli fonksiyonlar 

incelenmiş ve özel durumlarda  rC n  Ramanujan toplamı değerlendirilmiştir. 

 ,S n r  nın çarpanlanabilirliği ile ilgili teoremler verilmiştir.  

         Apostol 1972,    ,
( , )

,f g
d n r

rS n r f d g
d

   
 

  toplamının yeni aritmetik 

özellikleri verilmiştir. Bu aritmetik özellikler Ramanujan toplamlarının ve Sterneck 

fonksiyonlarının bilinen özelliklerini genelleştirir. Bu çalışmada kullanılan metot 

daha önce verilenlerden daha basit ve kolaydır. Ayrıca pek çok yazar tarafından 

çalışılan  Smith determinant  formülü  bu  yeni genellemelerin yardımı ile genişletilir: 

 ,( ) ,nxn ij nxn f ga S i j       

ise 

       det A 1 . 2 . . . 1 nf f f n g   . 

          Haukkanen 1989, Narkiewicz’in tanımlamış olduğu regüler çarpım A-çarpım 

olmak üzere, çarpanlanabilir bir aritmetik fonksiyonun A-çarpanlanabilir olması için 

gerek ve yeter şart genelleştirilmiş Ramanujan toplamları yardımı ile verilmiştir. 

Ayrıca çarpanlanabilir bir aritmetik fonksiyonun tam çarpanlanabilir olması için 

gerek ve yeter şart yine genelleştirilmiş Ramanujan toplamları ile verilmiştir. 

         Haukkanen 1991, Aritmetik semi-grupların kümesinde (mod )r ye göre totally 

A-k-çift fonksiyonların Dirichlet serilerini kullanılarak Ramanujan özdeşliklerinin 

genellemelerini çalışmıştır. 

         Johnson 1982,  rS n  Ramanujan toplamının unitary  benzeri 

 ,

( ) ( )
r

d n r

rS n f d g
d



    
 

  

ile tanımlanarak çarpanlanabilirlik özelliği çalışılmıştır. 
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         Johnson 1990, 
( , )

( , ) ( ) ( )
d n r

rS n r f d g
d

   biçiminde Anderson ve Apostol 

tarafından verilen genelleştirilmiş Ramanujan toplamları için çarpanlanabilir bir 

fonksiyonun hangi şartlar altında genelleştirilmiş Ramanujan toplamı olacağı ile 

ilgili gerek ve yeter şartlar verilmiştir. 

         Haukanen 1996, n pozitif bir tamsayı ve d, n’nin pozitif bir böleni olmak üzere 

bütün ,n d   sıralı ikilileri üzerinde tanımlanan kompleks değerli K(n,d) fonksiyonu 

için f ve g aritmetik fonksiyonlarının K- çarpımı 

     ,K
d n

nf g K n d f d g
d

    
 

  

 ile tanımlanır. Özel olarak K(n,d) 1 alınırsa K-çarpımı Dirichlet çarpımına dönüşür. 

         Toth 1997,   A-çarpımı  Narkiewicz’in   regüler   çarpımı   olmak  üzere  n   nin  

A- bölenlerinin sayısı A  (n) olsun. Bu çalışmada A  için bir asimptotik formül 

verilmiştir. 

        Laohakosol ve ark. 2002,    genelleştirilmiş Möbius kavramını ilk kez 1995 te 

Hsu kullanmıştır. Tam çarpanlanabilir fonksiyonlara ait   1f f  
  ve 

f f
   biçimindeki iki özdeşlik genelleştirilmiş Möbius fonksiyonu    

kullanılarak ortaya konulmuştur. 

         Laohakosol ve ark. 2006, Alışılmış Ramanujan toplamlarında klasik Möbius 

fonksiyonu   yerine,   Souriau - Hsu   Möbius   fonksiyonu  olarak   adlandırılan   ve  

       1 pv r

p r p

r
v r




 
   

 
  şeklinde tanımlanan Souriau-Hsu Möbius fonksiyonu 

 kullanılarak, genelleştirilmiş Ramanujan toplamları: n negatif olmayan bir tam 

sayı ve r pozitif tam sayı olmak üzere    
 ,

,
d n r

rC n r d
d



   
 

  biçiminde 

tanımlamıştır. Bu genelleştirilmiş Ramanujan toplamlarının aritmetik özelliklerini 

incelemiştir. 

          

         Bu çalışmamız beş bölümden oluşmaktadır. Giriş bölümünde konuyla ilgili 

yapmış olduğumuz kaynak araştırması verilmiştir. İkinci bölümde temel tanım ve 

teoremler, üçüncü bölümde aritmetik çarpımlar (konvülüsyonlar), dördüncü bölümde 



4 

 

Euler Totient fonksiyonunun genellemeleri, sonlu değişmeli grupların karakterleri ve 

karakterlerin ortagonallik bağıntıları verilmiştir. Beşinci bölümde genelleştirilmiş 

Ramanujan toplamları ve genelleştirilmiş Möbius fonksiyonu ile tanımlanan 

genelleştirilmiş Ramanujan toplamının aritmetik özellikleri incelenmiştir.  
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER 
 
 
 
         Bu bölümde çalışmamızda kullanılacak temel tanım ve teoremler verilecektir. 

 

Tanım 2.1. Pozitif tamsayılar kümesinden kompleks sayılar kümesinin herhangi bir 

alt kümesine tanımlanan fonksiyonlara aritmetik fonksiyon yada teorik sayı 

fonksiyonu denir. 

         İyi bilinen aritmetik fonksiyonlar Euler’in Totient fonksiyonu  n , Möbius 

fonksiyonu  n , bölen fonksiyonları  k n , Liouville fonksiyonu  n , 

Mangoldt fonksiyonu  n  dir. 

 

Tanım 2.2. 1n   olan bir tamsayı olmak üzere, n ile aralarında asal olan ve n den 

küçük pozitif tamsayıların sayısını veren fonksiyona Euler’in Totient fonksiyonu 

denir ve  n ile gösterilir.  

         Euler’in  totient fonksiyonu 

 
 

1
, 1

1
n

k
n k

n




           

biçiminde ifade edilir ve  1 1   kabul edilir (Apostol 1976). 

         Örneğin:        2 1,  3 2,  6 2,  9 6       ,  13 12  ,  27 18  . 

 

Teorem 2.1. n  olmak üzere,               

                                    
d n d n

nd n
d

     
 

     

yazılır (Apostol 1976). 

 

Teorem 2.2. Euler’in Totient fonksiyonunun aşağıdaki özellikleri vardır. 

a)  p bir asal ve 1k   ise     1k k kp p p    , 

b)  ,m n d  olmak üzere        
. . . dm n m n

d
  


 , 
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c)  m n  ise    m n   , 

d) 3n   için  n  çift sayıdır. Ayrıca n nin r tane farklı tek asal çarpanı varsa 

 2r n , 

e)  1 2
1 2

1. . . 1kaa a
k

p n
n p p p n n

p


 
     

 
          

 (Apostol 1976). 

 

Tanım 2.3. 1n   ve 1 2
1 2. . . kaa a

kn p p p     şeklinde asal çarpanlarına ayrılmış bir 

tamsayı olmak üzere  n  ile gösterilen Möbius fonksiyonu,  

   
 

1 2

1,      1

1 ,   1

0,      1    

k
k

i

n

n a a a

a herhangi bir i için






        
 

 

ile tanımlanır (Apostol 1976). 

Örneğin;            1 1,    2 1,     3 1,     6 1,     8 0,     12 0             

olur. 

 

Teorem 2.3. x bir reel sayı, x değerini geçemeyen ve x ten küçük en büyük tamsayı 

değerini veren fonksiyon  x olmak üzere; 

  1,      11
0,      1d n

n
d

nn


       
          

dır (Apostol 1976). 

 

Tanım 2.4. Reel veya kompleks bir k sayısı ve  1n   tamsayısı için   k
k

d n
n d         

ile tanımlanan  k n aritmetik fonksiyonuna bölen fonksiyonu denir ( Şenay 2007). 

          0 n  fonksiyonu n nin bütün pozitif bölenlerinin sayısını verir.  1 n  

fonksiyonu da n nin bütün pozitif bölenlerinin toplamını verir. Bu özel durumlardaki 

aritmetik fonksiyonlar sırasıyla    0 n n   ve    1 n n   ile gösterilir.  
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Ayrıca; 

                                  1
d n

n  , 

                                 
d n

n d   

yazılır (Apostol 1976). 

 

Teorem 2.4.  Standart biçimi 1 2
1 2. . . ra a a

rn p p p    olan  1n   tamsayısı için  

 
 

 
1 .

1

1 ,   0
1

ia kr
i

k k
i i

pn k
p







 

 , 

     
1

1 ,   0
r

i
i

n a k


       

dır (Şenay 2007). 

 

Tanım 2.5. Standart biçimi 1 2
1 2. . . ra a a

rn p p p    olan  1n   tamsayısı için  n ile 

gösterilen Liouville fonksiyonu  

    1 21 ra a an     

şeklinde tanımlanır ve  1 1   kabul edilir (Apostol 1976). 

Örneğin;  2n   için     12 1 1     ,  4n   için    24 1 1    , 

                 6n   için    1 16 1 1    ,   20n   için    2 120 1 1      

olur. 

 

Teorem 2.5. 1n    tamsayı olmak üzere  

  1,       
0,     d n

n karesel ise
d

diğer durumlarda



 


      

dır (Apostol 1976). 

 

Örnek 2.1. 

a) 49n   olsun. n nin pozitif bölenleri  1,7, 49d   olduğundan, 

                                
49

1 7 49
d

d         1 21 1 1      1 . 
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b) 12n   olsun. n nin pozitif bölenleri  1,2,3, 4,6,12d   olduğundan, 

             
12

1 2 3 4 6 12
d

d             

                                                1 1 2 2 31 1 1 1 1 1            0 . 

 

Tanım 2.6. 1n   tamsayısı için  

  log ,    ,  1,    
0,         

ap n p a p asal ise
n

diğer durumlarda
  

  


 

biçiminde tanımlanan fonksiyona Mangoldt fonksiyonu denir (Apostol 1976). 

Örneğin; 1n   için  1 0  ,   2n   için  2 log 2  , 

               6n   için  6 0  ,   125n   için  125 log5   

olur. 

 

Teorem 2.6. 1n   tamsayısı için  

a)  log
d n

n d  , 

b)      log log
d n d n

nn d d d
d

      
 

        

dır (Şenay 2007). 

 

Tanım 2.7.  , 1m n   olan her m, n pozitif tamsayı çifti için      . .f m n f m f n  

ise f aritmetik fonksiyonuna çarpanlanabilir aritmetik fonksiyon denir. Bütün m, n 

pozitif tamsayı çiftleri için      . .f m n f m f n  ise bu takdirde f aritmetik  

fonksiyonuna tam çarpanlanabilir aritmetik fonksiyon denir (Şenay 2007). 

 

Örnek 2.1. 

1. k   olmak üzere   k
kI n n  ile tanımlanan kuvvet fonksiyonu tam 

çarpanlanabilir aritmetik fonksiyondur. 

2.    0 1I n e n   ile tanımlanan sabit fonksiyon tam çarpanlanabilirdir. 

3. Liouville fonksiyonu  n  tam çarpanlanabilirdir. 
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4. Euler’in Totient fonksiyonu  n  ve Möbius fonksiyonu   n  çarpanlanabilir 

aritmetik fonksiyonlardır. Ancak hem  n  hem de  n  tam çarpanlanabilir 

değildir. Gerçekten, 

         4 0    iken         2 . 2 1 . 1 1       olup      4 2 . 2    

ve 

         4 2    iken     2 . 2 1.1 1     olup      4 2 2    

olduğundan tam çarpanlanabilir olmadığı görülür. 

 

Teorem 2.7.  

a)  f çarpanlanabilir bir aritmetik fonksiyon ise   1 1f  , 

b)  1 1f   verilsin. Bu takdirde, 

    i)  f aritmetik fonksiyonunun çarpanlanabilir olması için gerek ve yeter şart  

1ia  tamsayıları ve her ip asalı için  

     31 2 1
1 2 3 1, , , , r raa a a a a

r rf p p p p f p f p       , 

    ii)  Çarpanlanabilir bir f fonksiyonunun tam çarpanlanabilir olması için gerek ve 

yeter şart her p asalı ve her 1a   tamsayısı için    aaf p f p  olmasıdır,  

c) f çarpanlanabilir ise    
d n

F n f d ile tanımlanan  F n  fonksiyonu da 

çarpanlanabilir bir aritmetik fonksiyondur (Apostol 1976). 

 

Tanım 2.8. 1n   pozitif tamsayısı 1 2
1 2. . . ra a a

rn p p p    şeklinde standart formda 

verilsin. n sayısının farklı asal çarpanlarının çarpımı  n  ile gösterilir ve 

 n sayısına n nin çekirdeği ( core) denir (Sivaramakrishnan 1989). 

 

Tanım 2.9.    dan kompleks sayıların bir alt kümesine tanımlanan iki  

değişkenli  ,f n r aritmetik fonksiyonuna,  , 1nr n r    olan her  ,n r  ve  ,n r   

tamsayı çiftleri için      , . , ,f n r f n r f nn rr     eşitliği sağlanırsa çarpanlanabilir 

aritmetik fonksiyon denir (Sivaramakrishnan 1989). 
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3-ARİTMETİK ÇARPIMLAR ( KONVÜLÜSYONLAR ) 

 
 
          
         Bütün aritmetik fonksiyonların kümesi A ile gösterilsin. A kümesi üzerinde 

tanımlanan ve aritmetik çarpım (konvülüsyon) olarak adlandırılan birçok ikili işlem 

vardır. 

         f ve g aritmetik fonksiyonları aritmetik fonksiyonların kümesi üzerinde 

herhangi iki fonksiyon olmak üzere , n    için elemanter toplam, elemanter 

çarpım işlemleri sırasıyla, 

       f g n f n g n    

      f g n f n g n    

şeklinde tanımlanır (Sivaramakrishnan 1989). 

         (A,+) değişmeli bir gruptur. Sıfır fonksiyonu (A,+) grubunun birimidir. Ayrıca f 

aritmetik fonksiyonunun toplamsal tersi –f dir.  (A,  ) bir monoidtir.  Sabit fonksiyon 

1e   birim elemanıdır. 

 

Tanım 3.1. r pozitif bir tamsayı olsun. Herhangi iki f ve g aritmetik fonksiyonunun 

   f g r  Dirichlet çarpımı toplam r nin bütün pozitif d bölenleri üzerinden 

değerler almak üzere  

    
d r

rf g r f d g
d

    
 

  

ile tanımlanır (Sivaramakrishnan 1989). 

 

Tanım 3.2. 

 0

1,    1   
0,    1  

n ise
e n

n ise


  
 

şeklinde tanımlanan fonksiyona özdeşlik fonksiyonu denir (Sivaramakrishnan 1989). 

 

Teorem 3.1.  f, g, h  A aritmetik fonksiyonlar olmak üzere, 

a)   f g g f   , 

b)    f g h f g h     , 
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c) 0 0f e e f f    , 

d)  1 0f  olan f aritmetik fonksiyonu için 1 1
0f f f f e      eşitliğini 

gerçekleyecek şekilde bir tek 1f   Dirichlet tersi vardır. Bu 1f   Dirichlet tersi 

1r  için  

   
1 11

1
f

f
      ve        1 11 .

1 d r
d r

rf r f f d
f d

 



    
 

 (indirgeme formülü), 

 e)      f g h f g f h       

dır ( McCarthy 1985). 

         O halde  1 0f  olan bütün aritmetik fonksiyonların kümesi Dirichlet 

çarpımına göre değişmeli bir gruptur. Buradan (A , ,  ) nın birimli ve değişmeli bir 

halka olduğu görülür. 

 

Teorem 3.2. 

a)   f ve g çarpanlanabilir iki aritmetik fonksiyon ise  f g  Dirichlet çarpımı da 

çarpanlanabilirdir. Ancak tam çarpanlanabilir aritmetik fonksiyonların Dirichlet 

çarpımı tam çarpanlanabilir olmak zorunda değildir, 

b)   f çarpanlanabilir ise 1f   Dirichlet tersi de çarpanlanabilirdir, 

c)   f çarpanlanabilir aritmetik fonksiyonunun tam çarpanlanabilir olması için gerek 

ve yeter şart 1r   tamsayısı için     1f r f r  olmasıdır, 

d)   f  çarpanlanabilir bir aritmetik fonksiyon ise  

      = 1
d r p r

d f d f p     

eşitliğini sağlar (Apostol 1976). 

 

Teorem 3.3. hA bir tersinir aritmetik fonksiyon olsun. ,f gA için              

            1 1f r g h r g r f h r h f r         

dır (Sivaramakrishnan 1989). 

         Bu teoremde    h r r  alınırsa 1 e   olduğundan f g e g f       

olur. Böylece Möbius ters çevirme formülü elde edilir. 
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Örnek 3.1. Euler’in   fonksiyonu için   
d r

d r   idi.   rrI    fonksiyonu ve 

Dirichlet çarpımı tanımı göz önüne alınarak      e r I r    yazılır. Bu eşitliğe 

Teorem 3.3. uygulanarak   

         1

d r

rr I e r I r r d
d

            
 

  

elde edilir. 

 

Örnek 3.2. S.S. Pillai’nin  r aritmetik fonksiyonu 

                                           
1

,
r

k d r

rr k r d
d

 


    
 

   

ile tanımlanır. Buradan, 

         1r I r I I e r          

                                          r    1I I e r                     

                                        * *e r I I r   

                                     . 1 .
d r d r d r

rd d r r d r
d

       

olur (Sivaramakrishnan 1989). 

 

Örnek 3.3.     

                                      1r I e I e r          

                                                     1I I e e r       

                                                   I I r   

                                                   .r d r . 

O halde,  

                          
d r

.rd r d r
d

     
 

      

olur  (Sivaramakrishnan 1989). 
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Tanım 3.3. 1r   pozitif bir tamsayı olsun. r nin pozitif bir d böleni için  , 1rd
d

   
 

 

ise d ye r’nin unitary böleni denir ve d r  ile gösterilir. 

 

Tanım 3.4.   f ve g aritmetik fonksiyonlar olmak üzere f g  ile gösterilen unitary 

çarpımı, 

    
d r

rf g r f d g
d

    
 

  

ile tanımlanır (Sivaramakrishnan1989). 

  

         Dirichlet çarpımının birimi olan  0e   özdeşlik fonksiyonu unitary çarpımının da 

birimidir.  f aritmetik fonksiyonunun unitary çarpıma göre tersine f nin eşleniği denir 

ve  conj f gösterilir. Dirichlet çarpımında olduğu gibi f nin ters fonksiyonu 

 conj f nin olması için gerek ve yeter şart  1 0f   olmasıdır (Sivaramakrishnan 

1989). O halde, 

                                          0e conj e r e r   

olduğundan 

                                        1,   1
0,   1d r

r
conj e d

r


  
  

dır (Sivaramakrishnan1989). 

         Ayrıca d, r nin  unitary bir böleni ise r
d

 de r nin unitary böleni olacağından 

unitary çarpımının  değişme özelliği vardır. 

        (A, ,  ) değişmeli bir halkadır. Ancak sıfır bölenlidir. Sabit fonksiyon  re  nin 

unitary çarpıma göre karesi  
        2 1

d r
e r e e r d r     

olur (Sivaramakrishnan1989). 

     d r  görüldüğü gibi r nin unitary bölenlerinin sayısıdır. Benzer şekilde Möbiüs 

fonksiyonu  r nin, Euler’in Totient fonksiyonu  r  nin ve bölen fonksiyonu 
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 r nin unitary benzerleri, sa
s

aa pppr ... 21
21  tamsayısının farklı asal çarpanlarının 

sayısı      ve 1 0w r w   olmak üzere aşağıdaki gibi tanımlanır: 

a)    2w rd r  , 

b)          1 w rr conj e r    , 

c)    1

1

1
s

a
i

i
r p 



  , 

d)    .      ve     1m m

d r

rr d p p
d

        
 

 , 

e)         r conj e I r I r      ise  
d r

d r     

(Sivaramakrishnan 1989). 

 

Örnek 3.4.        ,  ,  ,  d r r r r       Unitary aritmetik fonksiyonların sağladığı 

eşitliklerin uygulamaları aşağıdaki sayısal örneklerle gösterilmiştir. 

a)  23.2r   için  12 2w   olduğundan   212 2 4d     tür. Burada 12 nin unitary 

bölenleri 1,3,4 ve 12 olup dört tanedir. 

      25r   için  25 1w  ,  25 2d   . Burada 25 in unitary bölenleri 1ve 25 tir. 

b)    212 1 1     ve    125 1 1     . 

c)       212 1 3 . 1 2 20      ,    225 1 5 26     . 

d)   12   
12

12 12 12 12. .1 .3 .4 .12
1 3 4 12d

r d
d

                              
         

  

                                                   2 1 1 21 .1 1 .3 1 .4 1 .1 1.12          6 . 

      25    
25

25 25. .1 .25
1 25d

r d
d

               
     

   11 .1 1.25    24  

ve                          

      2 25 5 1 24      olur. 

e)       
4

1 4 1 3 4
d

d         . 
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          Dirichlet ve unitary çarpımının tanımında verilen aritmetik fonksiyonların 

kümesi A ile gösterilmişti. A kümesindeki her aritmetik fonksiyonun tanım kümesi 

pozitif tamsayılar idi. Şimdi, aşağıda tanımı verilen Cauchy çarpımında ise aritmetik 

fonksiyonlar negatif olmayan tamsayılar kümesi üzerinde tanımlanır ve bu aritmetik 

fonksiyonların kümesi B ile gösterilir. 

 

Tanım 3.5. ,f g B aritmetik fonksiyonları için  f g ile gösterilen Cauchy 

çarpımı,  

      
0

r

i
f g r f i g r i



   

ile tanımlanır (Sivaramakrishnan 1989). 

 1

1,    0
0,    0

r
e r

r


  
 

biçiminde verilen 1e  aritmetik fonksiyonu Cauchy çarpımının birimidir. (B , ,  ) 

değişmeli ve birimli bir halkadır. 

 

Tanım 3.6. f B aritmetik fonksiyonuna; eğer  0 0 f  ise singüler ve 

  0 0   f  ise non-singüler denir (Sivaramakrishnan 1989). 

 

         Cauchy çarpımı ile verilen bir f aritmetik fonksiyonunun tersinin olabilmesi 

için gerek  ve  yeter  şart  f  nin  non - singüler  olmasıdır  (Sivaramakrishnan 1989). 

 

Tanım 3.7. r pozitif bir tamsayı ve d r  olsun. Sıralı bütün  dr,  çiftlerinin 

kümesi üzerinde tanımlı kompleks değerli bir aritmetik fonksiyon  ,K r d  olmak 

üzere f ve g aritmetik fonksiyonlarının   Kf g r   ile gösterilen K- çarpımı  

       ,K
d r

rf g r K r d f d g
d

    
 

  

ile tanımlanır ( Haukkanen 1989). 

         Eğer  , 1K r d   ise Kf g f g     olur.   
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Ayrıca:                       

  1,     
,

0,    
d unitary ise

K r d
diğer durumlarda


 


 

şeklinde tanımlanırsa Kf g f g    olur. 

 

Tanım 3.8. r nin pozitif bölenlerinin bir alt kümesi   A r  olsun.  A r  nin 

elemanlarına r nin A-bölenleri denir.  f ve g aritmetik fonksiyonlarının A-çarpımı  

     
 

A
d A r

rf g r f d g
d

    
 

  

ile tanımlanır (Narkiewicz 1963). 

 

         Narkiewicz aşağıdaki şartları sağlayan herhangi bir A-çarpımı regüler çarpım 

olarak adlandırır: 

a) Aritmetik fonksiyonların kümesi A-çarpım ve adi toplama işlemine göre birimli,  

değişmeli bir halkadır,  

b) Çarpanlanabilir fonksiyonların A-çarpımı da çarpanlanabilirdir, 

c) Sabit  1e   fonksiyonunun A-çarpımına göre A  ile gösterilen ters fonksiyonu 

vardır ve r bir asalın kuvveti iken   0A r   veya -1 dir. 

 

         Dirichlet ve unitary çarpımlar regüler çarpımlardır. 
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4- TOTİENT FONKSİYONLARI 
 
 
 
4.1 Schemmel’in Totient Fonksiyonu 
 
        
         V.Schemel tarafından  kS r fonksiyonu aşağıdaki gibi tanımlanmıştır. 

 

Tanım 4.1.1.  k 2  bir tamsayı olmak üzere,  r den küçük ve her biri r ile aralarında 

asal olan k tane ardışık sayıdan oluşan kümelerin sayısına Schemmel’ in Totient 

fonksiyonu denir ve  kS r ile gösterilir.  1 1kS   kabul edilir ve  

  . 1k
p r

kS r r
p

 
  

 
   

biçiminde ifade edilir (Sivaramakrishnan 1989). 

         Schemmel ‘in Totient fonksiyonunun tanımından r nin herhangi bir p asal 

böleni için, ak p   1a   ise   0kS r   dır. Burada k 2 dir. Çünkü 1k  ise 

   1S r r  dir. Ayrıca, 

  1m m
k

kS p p
p

 
  

 
 

yazılır (Sivaramakrishnan 1989).  

          

          k r  fonksiyonu, 

    1 2

2

1,           1

- ,   . .

0,           ,   1   

s
k s

r

r k r p p p

d r d






     
 

 

ile tanımlanır (Sivaramakrishnan 1989). 

 

Örnek 4.1.1. 

1) 2k   ve 10r  olsun. 10 un asal bölenleri  2,5 tir. O halde, 

 2
10

210 10. 1
p

S
p

 
  

 
 2 210. 1 . 1

2 5
        
   

0 . 
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2) 2k   ve 21r  olsun. 21 in asal bölenleri  3,7 için,  

 2
21

221 21. 1
p

S
p

 
  

 
 2 221 1 1

3 7
      
  

5 . 

olarak bulunur ki (1,2), (4,5), (10,11), (16,17), (19,20) sıralı ikililerinin her biri 21 ile 

aralarında asaldır ve görüldüğü gibi sayısı 5 tanedir. 

 

Teorem 4.1.1.   r   ve  I r r  olmak üzere;                 

 kS r =   kI r   

yazılır (Sivaramakrishnan 1989). 

         Ayrıca k  nın tanımından,    .k r k r  olduğu da çok kolay görülür. 
 
 
4.2. Jordan’ın Totient Fonksiyonu 
 
 
Tanım 4.2.1. 1k   olmak üzere ( mod r) ye göre tam kalan sınıfları sisteminden 

seçilen sıralı k tane elemandan oluşan ve bu k tane elemanın en büyük ortak böleni r 

ile aralarında asal olacak şekildeki kümelerin sayısına Jordan’ın Totient fonksiyonu 

denir. Bu fonksiyon   kJ r ile gösterilir (Sivaramakrishnan 1989). 

         1k  için Jordan’ın Totient fonksiyonu Euler’in Totient fonksiyonuna dönüşür. 

          

           k
kI r r  olmak üzere Jordan’ın Totient fonksiyonu aşağıdaki özdeşlikleri 

sağlar: 

a)   11k
k k

p r
J r r

p
 

  
 

 , 

b)   k
k

d r

rJ r d
d

    
 

 , 

c)   k
k

d r
J r r , 

d)      
   ,    ,

k
k k

k
k

J r J s d
J rs d r s

J d
       

(Sivaramakrishnan 1989). 
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Örnek 4.2.1. Jordan’ın Totient fonksiyonunun aritmetik özelliklerinin uygulamaları 

aşağıdaki örneklerle verilmiştir. 

 

1)   1
1 1

15

115 15 1
p

J
p

 
  

 
 1 115. 1 1

3 5
      
  

8  ve  

       1
1

15

1515 .
d

J d
d

    
 

 1 1 1 115 15 15 15.1 .3 .5 .15
1 3 5 15

                    
       

 

                                              21 .1 1 .3 1 .5 1.15       8 . 

2)   2
2 2

15

115 15 1
p

J
p

 
  

 
 2

2 2

1 115 . 1 1
3 5

      
  

192  ve 

    2
2

15

1515 .
d

J d
d

    
 

 2 2 2 215 15 15 15.1 .3 .5 .15
1 3 5 15

                    
       

 

                                        21 .1 1 .9 1 .5 1.225       192 . 

3)    3
3 3

15

115 15 1
p

J
p

 
  

 
 3

3 3

1 115 . 1 1
3 5

      
  

 3224  ve 

      3
3

15

1515 .
d

J d
d

    
 

 3 3 3 315 15 15 15.1 .3 .5 .15
1 3 5 15

                    
       

 

                                              21 .1 1 .27 1 .125 1.3375       3224 . 

4)          1 1 1 1 1
15

1 3 5 15
d

J d J J J J     1 2 4 8    15 . 

5)        
2

2 2 2
2

33.15 3 . 15
3

J J J
J

 192 . 

 

Teorem 4.2.1 r nin katlılıkları da dahil bütün asal çarpanlarının sayısı  r  olsun. 

 r   fonksiyonu      1 rr    olmak üzere Jordan’ın Totient fonksiyonu 

     2 ,        

0,    
k

k k
d r

J r r bir tam kare iserd J d J
d diğer durumlarda


    

  
  

eşitliğini sağlar (Sivaramakrishnan 1989). 
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4.3. Klee’nin Totient Fonksiyonu 

 

 

Tanım 4.3.1. 1 den büyük pozitif bir tamsayının k. kuvvetten bir böleni yoksa bu tam 

sayıya k-serbest denir (Sivaramakrishnan 1989). 

.  

Tanım 4.3.2. r pozitif tamsayısı k -serbest olsun. 1  h r  olmak üzere h ve r nin en 

büyük ortak böleni k. kuvvetten serbest olacak şekildeki h tamsayılarının sayısına 

Klee’nin  Totient fonksiyonu denir ve  k r ile tanımlanır (Sivaramakrishnan 1989). 

          k r  Klee’nin totient fonksiyonu, 1 k  için Euler’in Totient fonksiyonuna 

indirgenir. 

 

Tanım 4.3.3.   k r  aritmetik fonksiyonu          

 
1

,       

0,    

k

k

r r bir k nıncı kuvvet ise
r

diğer durumlarda




  
     



 

ile tanımlanır (Sivaramakrishnan 1989). 

 

Tanım 4.3.4.  k r  aritmetik fonksiyonu,  

  1,        
0,     k

r bir k nıncı kuvvet ise
r

diğer durumlarda



 


 

biçiminde tanımlanır (Sivaramakrishnan 1989). 

         Tanım 4.3.2., 4.3.3., 4.3.4. göz önüne alındığı takdirde Klee’nin Totient 

fonksiyonu aşağıdaki özdeşlikleri sağlar: 

a)    k k
d r

rr d
d

  , 

b)   11
k

k k
p r

r r
p


 

  
 

 , 

c)     
k

k k kk
d r

r r r I r
d

        
 

       

(Sivaramakrishnan 1989). 
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Örnek 4.3.1.  k r  Totient fonksiyonunun aritmetik özelliklerinin uygulamaları 

aşağıdaki örneklerle verilmiştir. 

 

1)    1 1
6

66 .
d

d
d

          1 1 1 1
6 6 6 61 . 2 . 3 . 6 .
1 2 3 6

        

                                           1.6 1 .3 1 .2 1.1      2 . 

     
1

1 1 1 1
6

1 1 16 6. 1 6 1 . 1 2
2 3p p


               

    
 . 

2)    2 2
9

99 .
d

d
d

         2 2 2
9 9 91 . 3 . 9 .
1 3 9

       1.9 0 1 .1    8 . 

     
2

2 2 2
9

1 19 9. 1 9. 1 8
3p p


          

  
 . 

3)    2 2
12

1212
d

d
d

   

                            2 2 2 2 2 2
12 12 12 12 12 121 . 2 . 3 . 4 . 6 . 12 .
1 2 3 4 6 12

            

                  1.12 0.6 0.4 1 .3 0.2 0.1 9        . 

     
2

2 2

112 12. 1
p r p


 

  
 

  2

112. 1
2

   
 

9 . 

4)
2

2 2 22
12

12 12 12
1 4d d

             
     

  9 3  12 . 

 

 

Teorem 4.3.1 Toplam r’nin k-serbest d bölenleri üzerinden değerler almak üzere  

 k
d r

rr
d

     
 

     

olur (Sivaramakrishnan 1989). 
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4.4. Eckford Cohen’nin  Totient  Fonksiyonu 
 
 
Tanım 4.4.1.  m ve n her ikisi birden sıfır olmayan tamsayılar olsun. m ve n 

tamsayılarının k. kuvvetten en büyük ortak böleni  , 1km n   ise m ile n ye 

aralarında k-asal denir. 

          mod  kr  ya göre bir M tam kalan sınıfları sisteminin N alt kümesini göz 

önüne alalım. N kümesi kr  ile aralarında k-asal olan elemanların kümesi ise bu 

kümeye  mod  r  ye göre k-indirgenmiş kalan sınıfları sistemi denir ve bu 

sistemdeki elemanların sayısı  k r  ile gösterilir.  k r  fonksiyonuna Eckford 

Cohen’ in Totient fonksiyonu denir (Sivaramakrishnan 1989). 

         , , 1k
k kk

a ba b d
d d

    
 

 dir. Bu ifade göz önüne alınırsa  k r  Eckford 

Cohen’in Totient fonksiyonu aşağıdaki özdeşlikleri sağlar: 

a)     1 . k
k k

d r

rr I e r d
d

       
 

 , 

b)   k
k

d r
d r  , 

c)          
,    ise   . . .

k

k k k
k

dr s d r s r s
d

    


   

(Sivaramakrishnan 1989). 

 

Örnek 4.4.1.  k r Totient fonksiyonunun aritmetik özelliklerinin uygulamaları 

aşağıdaki örneklerle verilmiştir. 

1)   2
2

15

1515 .
d

d
d

     
 

 2 2 2 215 15 15 15.1 .3 .5 .15
1 3 5 15

                    
       

 

                                             1.1 1 .9 1 .25 1.225      192 . 

2)          2 2 2 2 2
15

1 3 5 15
d

d     1 8 24 192    225 =152. 

3)  3,15 3  olduğundan        
2

2 2 2
2

33,15 3 . 15 .
3

 
       

98.192.
8

   
 

1728 . 
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4.5. Sonlu Grupların Karakterleri 

 

 

Tanım 4.5.1. G herhangi bir grup olsun. G üzerinde tanımlı kompleks değerli f 

fonksiyonu; 

a)  Bazı c G  için   0f c  , 

b)  Her , ,a b G  için       . .f a b f a f b çarpanlanabilirlik özelliklerini sağlar ise 

bu f fonksiyonuna G grubunun karakteri denir (Apostol 1976). 

 

Teorem 4.5.1. G  birimi e olan sonlu bir grup ve f fonksiyonu da G  nin bir karakteri 

olsun. Bu takdirde    1f e   ve her  f a  değeri  birimin  köküdür   (Apostol 1976). 

 

İspat.   0f c   olacak şekilde c G  alalım:  

   . .c e c f c e f c         f c f e f c    1f e  , 

                          1nn na e f a f a f e     . 

 

         Her G  grubunun özdeş olarak 1 olan en az bir karakteri vardır. Bu karaktere 

esas karakter denir. Eğer G  mertebesi n olan değişmeli bir grup ise G  nin 

birbirinden farklı n tane karakteri vardır. Bu n tane karakteri  1 2, , nf f f   ile 

gösterelim. Ayrıca 1f  esas karakteri göstersin. Böylece 1i  için   1if a  olacak 

şekilde  a G vardır. 

         Her a G  için karakterlerin çarpımı       . .i j i jf f a f a f a ile tanımlanır. 

Bu çarpma işlemine göre 1 2, , , nf f f  karakterleri bir grup oluşturur. Bu grubun 

birimi 1f  esas karakteridir. Ayrıca if  nin tersi 1

if
 dir. 

          f a  değeri birimin kökü olduğu için   1f a   dir. Böylece  
   1 f a

f a
  

kompleks eşleniğine eşittir ve    f a f a  yazılır:      11f a f a
f a

  . 
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4.6. Karekterin Ortagonallik Bağıntıları 
 
 
          1 2,G , , na a a   kümesi değişmeli bir grup ve  1 2,, , nf f f   G nin 

karakterleri   1f  de esas karakteri olsun. A=A(G),  nxn mertebeden ija  elemanı 

 ij i ja f a  ile verilen matrisi göstersin. 

 

Teorem 4.6.1. A matrisinin i.satırdaki elemanlarının toplamı, 

 
1

,    1      
0,      

n
i

i r
r

n i ve f esas karakter ise
f a

diğer durumlarda


 


   

dır ( Apostol 1976). 

  

İspat: A matrisinin i.satır toplamını S  ile gösterelim. 1i   ise toplamdaki her bir 

terimin değeri 1 olacağından S n  olur. 

         Eğer  1if f  ise bu takdirde   1if b   olacak şekilde bir Gb  vardır. ra  

G ’nin bütün elemanları üzerinde değerler alırken . Grb a   olur. 

       
1 1

.
n n

i r i i r i
r r

S f ba f b f a f b S
 

     

Buradan   1 0iS f b   ve   1if b   olduğundan 0S   elde edilir. 

 

Teorem 4.6.2. A matrisinin eşlenik transpozu   ile gösterilsin. I , n n  tipinde 

birim matris olmak üzere . .n I   ( Apostol 1976). 

 

İspat. B= .   olsun. B nin ijb elemanı       
1 1

n n

ij i r j r i j r
r r

b f a f a f f a
 

   . 

i
k i j

j

ff f f
f

  olmak üzere  
1

n

ij k r
r

b f a


  olur. Buradan 1
i

j

f f i j
f
   dir. 

Teorem 4.6.1.den 

,     
0,      ij

n i j ise
b

i j ise


  
 

elde edilir. O halde .  B n I  olup istenilen elde edilir. 
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Teorem 4.6.3.  n elemanlı bir G grubunun 1, 2,3, ,i r   olmak üzere if  karakterleri 

     

1  

,   
0,   

n
i j

r i r j
r i j

n a a ise
f a f a

a a ise

  
     

eşitliğini sağlar ( Apostol 1976). 

 

Sonuç 4.6.1.  

     1 1
r i r i r if a f a f a             1 1.r i r j r i r j r i jf a f a f a f a f a a   . 

Bu son eşitlikten karakterler için Teorem 4.6.3 ile verilen ortagonallik bağıntısı 

 1

1

,    
0,     

n
i j

r i j
r i j

n a a ise
f a a

a a ise




  
  

biçiminde ifade edilir ve bu ifadede ia e  birim eleman için  

 
1

,   

0,    

n
j

r j
r

n a e ise
f a

diğer durumlarda


 


   

eşitliği elde edilir ( Apostol 1976). 

 

Tanım 4.6.1.  modn n k olsun.  mod  k  ya göre indirgenmiş kalan sınıflarının 

grubu G  ile gösterilsin. G  nin her bir f karakteri ile karşılaştırılan f   aritmetik 

fonksiyonuna  mod  k ya göre Dirichlet karakteri denir. 

     
 
,   , 1

0,    , 1 

f n n k
n

n k


  


 

ve esas Dirichlet karakteri 1 ; 

 
 
 1

1,   , 1

0,   , 1

n k
n

n k


 


  

biçiminde tanımlanır (Apostol 1976). 

          

         İndirgenmiş kalan sınıflarının bir grubu G olmak üzere, sonlu ve değişmeli bir 

grubun mertebesi adedince karakteri olacağından  mod  k ya göre tanımlanan G  

grubunun birbirinden farklı  k  tane Dirichlet karakteri vardır. 
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Ayrıca; 

     
 

,  ,  1 , 1,

           , >1 

m k n k mn k

m ve n den en az biri k ile aralarında asal değil mn k

   



 

olacağından   Dirichlet karakteri bütün m ve n ler için      . .m n m n    

tam çarpanlanabilirlik özelliğini sağlar. 

 

Teorem 4.6.4  1 2, , , k        mod  k  ya göre  k  tane birbirinden farklı 

Dirichlet karakterini göstersin. ,m n  ve  , 1n k  olsun. Bu takdirde  

 
 

 
   

 1

,  mod  

0,   mod

k

r r
r

k m n k
m n

m n k

 
 



 


  

olur (Apostol 1976). 

 

Tanım 4.6.2. f aritmetik fonksiyonuna n  için    f n r f n   olacak şekilde 

bir r  varsa f  ye periyodik aritmetik fonksiyon  r ’yede bu fonksiyonun 

periyodu denir (Toth 2007). 

 

         Bu tanım şu şekilde de ifade edilebilir; 1 2ve n n  doğal sayıları için 

 1 2 mod  n n r  iken    1 2f n f n  ise f ye  mod  r  göre periyodik aritmetik 

fonksiyon  r    da  periyod denir.  

 

Tanım 4.6.3. f aritmetik fonksiyonuna n  için eğer     ,  f n r f n  ise 

 mod  r  ye göre çift fonksiyon denir (Toth 2007). 

 

         n   için          , ,f n r f n r r f n r f n      olduğundan 

 mod  r  ye göre çift olan her f  aritmetik fonksiyonu aynı zamanda  mod  r  ye 

göre periyodiktir. 

            ,f a a b  ile gösterilen en büyük ortak bölen fonksiyonu ve Dirichlet 

karakterleri periyodik fonksiyonlardır. 
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5. GENELLEŞTİRİLMİŞ RAMANUJAN TOPLAMLARI                                                                                                            
 
 
 
         Ramanujan toplamları özellikle tamsayıların karelerin toplamı olarak 

temsillerinde önemli yer tutar. 1900 den hemen sonra pek çok matematikçinin 

çalışmasında bu toplamlardan bahsedilir. “Ramanujan Toplamları” adlandırılması bu 

toplamlara Ramanujan’ın yapmış olduğu önemli katkılardan dolayı Hardy tarafından 

verilmiştir. Bazı kaynaklarda trigonometrik toplamlar olarak da bahsedilir. 

         Üstel  ,e a b  fonksiyonunu,  a ve b tamsayılar olmak üzere  

e(a,b) =exp 







b
ia2  =e b

ia2

 

ile tanımlanır  (Carthy 1986). 

        Reel değişkenli üstel fonksiyonun seriye açılımı e x =


0 !n

n

n
x dır. Eğer    reel ise 

e i =  


0 !n

n

n
i olur. Bu açılımda reel ve sanal kısmı ayırırsak,      

e i  
2

0

( 1) .
(2 )!

n n

n n




 +i 
2 1

0

( 1) .
(2 1)!

n n

n n
 




  

yazılır. Kosinüs ve sinüs için toplam formüllerden  cos sinie i     olduğu bilinir.  
ie   =  2 2cos sin 1       k Z    için       2 cos 2 sin 2 1ike k i k       dir. 

Dolayısıyla,  

  2e , 1
b iaa b e      

olur  ve  ( , ) e a b ye  birimin  b. mertebeden   kökleri   denir.  Eğer   
2

,
iam
be a b e



   

ifadesinde    
b
m     kesri    indirgenmiş    formda  ise;   0  k b    olmak    üzere  

 kbae ),(  1 

dir.  Bu  şekildeki  birimin  b. mertebeden  köklerine  pirimitif  (asli)   kökleri   denir. 

 

Tanım 5.1. n  ve r  olsun. Toplam (mod  )r ye göre indirgenmiş kalan 

sınıfları sistemi üzerinden değerler almak üzere, 
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C ),( rn = )(nCr = 
1),(

)(mod

),(
rh

rh
rhne = 











1),(
)(mod

2exp
rh

rh r
ihn  

ile tanımlanan trigonometrik ),( rnC toplamlarına Ramanujan Toplamları denir. 

 

         Yukarıdaki toplam tanımında  rC n gösterimi ile sabit r ve pozitif n 

tamsayıları alındığına dikkat edilmelidir. Yani  rC n = ( , )C r  alınmıştır. Benzer 

şekilde n sabit olarak kabul edilirse ( , )C n   aritmetik fonksiyonu elde edilir. 

         O halde n = 0 olarak alınırsa ),( rnC  toplamı bütün r ler için Euler’in  Totient 

fonksiyonu  r  ye dönüşür: 

   0,C r r . 

         Ayrıca n =1 iken bütün r ler için bu kez Möbiüs fonksiyonu  r  elde edilir.           

   1,C r r  

          rC n gösteriminde r ye Ramanujan toplamının indisi adı verilir. 

 

Teorem 5.1. Ramanujan toplamları indislerine göre çarpanlanabilir aritmetik 

fonksiyonlardır. Yani  ( , ) 1 m n  olmak üzere her k için: 

C m (k).C n (k)=C nm. (k)     

dır (Grosswald 1984). 
 

İspat:                C m (k).C n (k )   = .
1),(

)(mod

2

1
1

1


mh
mh

m
kih

e


  
1),(

)(mod

2

2
2

2

nh
nh

n
kih

e


 

=
1h




2

21

.
)(2

h

nm
mhnhik

e


 

1 2( , ) 1 ve ( , ) 1 h m h n  olduğu için 1 2h h n h m   toplamı (mod mn) ye göre 

indirgenmiş  tam  kalan  sınıfları  sistemi üzerinden değerler alır. Böylece son eşitlik, 

C m (k).C n (k)= 
1),(

)(mod

2

mnh
mnh

mn
ikh

e

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olarak yazılır ki, bu da  mnC k  nın tanımından başka bir şey değildir. Böylece 

teoremde ispatlanmış olur. 

 

Teorem 5.2. f   mod  k   periyodik  bir  aritmetik  fonksiyon  olsun. Bu  takdirde 

   
21

0

imnk
k

n
f m g n e





  

olacak şekilde  

   
21

0

1 imnk
k

m
g n f m e

k





   

ile tek bir şekilde tanımlanan g  mod  k  periyodik aritmetik fonksiyonu vardır 

(Grosswald 1984). 

 

         Teorem 5.2 de f ve g  mod  k  periyodik olduğundan her bir toplam 

 mod  k ya göre tam kalan sınıfları üzerinden değerler almak üzere aşağıdaki gibi 

yeniden ifade edilebilir: 

   
 

2

mod

imn
k

n k
f m g n e



  , 

   
 

2

mod

1 imn
k

m k
g n f m e

k



  . 

Burada  f m  fonksiyonuna f aritmetik fonksiyonunun sonlu Fourier açılımı ve 

 g n  fonksiyonuna da f aritmetik fonksiyonun Fourier katsayısı denir (Apostol 

1976). 

 

Teorem 5.3.  f  ve  g  aritmetik  fonksiyonlar  ve       
 ,

k
d n k

kS n f d g
d

   
 

  olsun. 

O zaman  kS n nin  Fourier  katsayısı     
 ,

.k
d m k

k da m g d f
d k

   
 

   olacak  şekilde 

   
 

2

mod

imn
k

k k
m k

S n a m e


   

sonlu Fourier açılımı vardır (Apostol 1976). 
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Teorem 5.4. ( , )  m n d  olmak üzere,  nC m  Ramanujan toplamı 

  .n
d

nC m     
 






 

aritmetik temsili ile ifade edilir (Grosswald 1984). 

 

İspat.  I.Yol:  










vk v

v
k

1  ,0
1  ,1

)(  

olduğu Möbius fonksiyonunun tanımından biliniyor. Dolayısıyla Ramanujan 

toplamının tanımında, toplamın değerlerini aldığı şartları daha da basit hale 

indirgeyebiliriz. Yani,  h nın (mod  )n ye göre indirgenmiş kalan sınıfları üzerinden 

değerler alması yerine  ( , ) 1 h n  şartını göz ardı ederek h in bütün kalanlar üzerinden 

değerler aldığını kabul edelim. Fakat bu durumda ( , ) 1 h n   iken C )(mn  nin 

tanımında 
),(

)(
nhd

d   şeklinde yeni bir çarpan oluşur ve böylece: 

C )(mn = 
)(mod

2

nh

n
ihm

e



),(

)(
nhk

k  

             =  
nk

k)( 



nh

kh

n
ihm

e
1

)(mod0

2

 

h rk ,    1, 2, , nr
k

     yazılarak 

C )(mn =
nk

k)(  


kn

r

n
irkm

e
/

1

2

 

           =
nk

k)(  


kn

r

kn
irm

e
/

1

/
2

. 

         Eğer   n k m  ise e kn
irm
/

2

=1 ve  


kn

r

kn
irm

e
/

1

)/(
2

=
k
n  olur. Aksi halde ise toplam 

sıfırdır. Dolayısıyla,  

C )(mn = 
mkn

nk k
nk

)/(

)(  . 
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veya 
k
n

   nk
l

  değeri yerine yazılırsa 

C )(mn = )(
m
n

n


 
   

elde edilir. Bununla beraber n  ve dnmm  ),(   iken  d  olduğu da göz önüne 

alınarak 

C )(mn = )(
d

n
 
  

bulunur ve istenen gösterilmiş olur. 

II. Yol:  Teorem 5.4. ispatı, Teorem 5.3. te      ,   g kf k k k  alınarak daha 

kolay bir şekilde gösterilebilir: 

   
   

 
 ,

1,   , 1 1
, 0,   , 1 k

d m k

m k ise
a m d

m k m k ise


      
  

  

olmak üzere; 

 
  

2

mod,

 
imn
k

k
m kd n k

kd a m e
d



    
 

   

                                                               
 

 

2

mod
, 1

imn
k

m k
m k

e




   

                                                                 kC n . 

         Özel durumda   n p ve p | m ise ( , ) 1 m p  olur. Bu takdirde,  

C )(mp = )(
1

 
 p  

        =1 )( p  

                                                                  = -1. 

           Ramanujan toplamı C(n,r) Hölder bağıntısını sağlar:   Euler’in totient  

fonksiyonu   Möbius fonksiyonu ve m =
),( rn

r  olmak üzere Hölder bağıntısı, 

( ). ( )( , ) 
( )

m rC n r
m

 


   

ile verilir (Hardy 1975).   
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         Bu eşitliğin sağ tarafına Van Sterneck sayısı-bağıntısı denir ve ( , )n r  ile 

gösterilir. O halde  ( , ) ( , )C n r n r  yazılır. 

 

Örnek 5.1.  rC n  nin aritmetik temsili ve Hölder bağıntısı ile ilgili  aşağıdaki 

örnekler verilmiştir. 

 

a)  
 

5
5.6

56 .C     
 







   1. 5 1     ,      5.6 1,  = 1  .   

           
   5

5  5 56 6,5 1  , 5
5 6,5

C C m
 


 

       
 

. 

b)  
 

 4
12,4

4 4 4 412 . 1. 2. 4. 1.0 2. 1 4.1 2
1 2 4

C                          
       







, 

    12, 4 4,  1, 2, 4  . 

           
 4

4 . 1 2.112 12, 4 2
1 1

C C
 


      ,  

 
4 1

12,4
m
 

   
 

. 

c)  
 

15
12,15

1512 .C     
 







   215 151. 3 1. 1 3. 1 2
1 3

               
   

, 

    12,15 3,   = 1,3   .  

           
 15

15 . 5
12 12,15

5
C C

 


 
 8. 1

2
4


   .   

          

         Eckford Cohen tarafından ispatlanan ( , )C n r nin ortogonallik özelliği aşağıdaki 

teoremle verilmiştir. 

 

Teorem 5.5. Eğer d ve e, r nin bölenleri ise o zaman 








 ed
edr

t
e
rCd

t
rC

t   ,0
  ,

),( ),(
r

    

olur (Sivaramakrishnan 1989). 
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İspat. t ve d için   kd
t
r







 ,  olsun. O zaman ( , )  r dt kt veya d ., ktt

d
r







   

Yani, 
d
ktt

d
r







 ,  dir. Şimdi 

k
d

k
r   olduğu için  

k
d t

kt
r     





  dır. Fakat 








kt
r

k
d , =1 

dir. Böylece   
k
d t     olur.  Dolayısıyla, 

 kd
t

d
ktt

d
r

/
, 





  

yazılır ve böylece, 

C  td
t
r

 , 





 =C(k,d)  t   = 

   

















k
d

td
k
d



   
 , 

ve 

C    dt

k
d
tCdt

d
r


























 ,,  = 

   

















k
d

dt
k
d



  
 

olur. Buradan 

C  dt
d
r







 , =C  td

t
r







 ,  

yazılır. Şu halde yukarıdaki ifadeden  

   
































rtrt t

t
e
rCt

d
rC

dt
e
rCd

t
rC




, ,
, ,  

elde edilir. r nin sabit d ve e bölenleri için, 

F(r)=  d  
















rt t

t
e
rCt

d
rC



, ,
 

r ye göre çarpanlanabilirdir. Dolayısıyla p bir asal ve 0 ab   , 0 ac   olmak 

üzere ,   ,   a b cr p d p e p   iken teoremin ifadesinin gerçeklendiğini göstermek 

yeterli olacaktır.   b c  veya  c b  seçip seçmememiz önemsizdir. Kesinlik 

için   b c   alalım. O zaman a-b a-c olur. 
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Hölder bağıntısını kullanarak, 

     
     1

( ) ,           
1, . ,

,   
1

a

a b
b a b

a b a c
b

a c
t p b a c

pp p c b
pC p t C p t

p
pt

p p c b
p











 

 


  
    

         

   

                =






bc

bcp a

  ,0
  ,

. 

Dolayısıyla, 

    F(r ) =







ed
edr

  ,0
  ,

  

olur ki 

 

         Unitary bölen tanımını kullanarak genelleştirilmiş Ramanujan toplamlar 

tanımlanmıştır. Bu toplamlara Ramanujan toplamlarının unitary benzeri denir ve 

 rC n   ile gösterilir. 

          r nin unitary bölenlerinden j yi bölen en büyük tamsayı (j,r)  ile gösterilsin. O 

zaman, Ramanujan toplamının unitary benzeri  rC n  için 

C 
r  n  =

 












)(mod
1,

2exp
rj

rj r
jin  

= 







rd
nd d

rd  

                                                        =
 












rnd d
rd

,

  

yazılır (Johnson 1982).       

 

Örnek 5.2.  rC n  aritmetik fonksiyonunun, aritmetik özelliklerinin uygulamaları 

aşağıdaki örneklerle verilmiştir. 
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a)    
 

6
6,2

15 152 . 1. 2. 1.1 2. 1 1
1 2d

rC d
d

  


                    
     

 , 

b)    
 

12
12,15

15 1515 . 1. 3. 1.1 3. 1 2
1 3d

rC d
d

  


                    
     

 .     

          Ayrıca  ve   sırasıyla   ve   aritmetik fonksiyonlarının unitary 

benzerlerini göstermek üzere, 

C 
n  0 =   n  

C 
n  1  =   n  

dır.  p bir asal ve a 1 olmak üzere,  rC n  toplamı 

C   apn,  =










np

npp
a

aa

|     ,1

  ,1
 

ve 

 dnC
rd

,   =




 nr
nrr
|  ,0

  ,
 

eşitliklerini sağlar (Sivaramakrishnan 1989). 
 

Örnek 5.3. Yukarıdaki son iki eşitliğin uygulamaları aşağıdaki örneklerle 

gösterilmiştir. 

a)  
 8,4

8, 4 .
d

rC d
d




     
 

 4 41. 4.
1 4

         
   

 1. 1 4.1=3     ve 

         2  , 1 8,4 2 1 3a a ap n iken C n p p C       . 

b)  
 9,3

9,3 .
d

rC d
d




     
 

   3 31. 3. 1. 1 3.1 2
1 3

             
   

 ve 

      9,3 3 1 2C    . 

c)      
4

12, 12,1 12, 4 1 3 4
d

C d C C       , 

          
   

 

     
 

12,1

12,4

112,1 . 1. 1 1

4 4 412, 4 . 1. 4. 1. 1 4 1 3
1 4

d

d

C d
d

C d
d

 

  





  

   

        
                         




. 
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d)        
4

5, 5,1 5, 4 1 1 0
d

C d C C        , 

          
   

 

   
 

5,1

5,4

15,1 . 1. 1 1

4 45, 4 . 1. 1
1

d

d

C d
d

C d
d

 

 





  

  

        
                




. 

           

          f ve g aritmetik fonksiyonlar olmak üzere  

F(k) =   





 d

kgdf
kd

  =S(k) 

ile verilen F(k) aritmetik fonksiyonu kullanılarak genelleştirilmiş Ramanujan toplamı  

S gf ,  kn;  =S k  n  =S  kn;  =   





 d

kgdf
knd ),(

  

biçiminde tanımlanır  (Apostol 1952). Eğer bu toplamda k n  ise toplam F(k) 

fonksiyonuna dönüşür. Teorem 5.4. ü dikkate aldığımız zaman C k  n  Ramanujan 

toplamının; S k (n) toplamının özel ve önemli bir örneği olduğu görülür. 

Eğer a herhangi bir aritmetik fonksiyon ve g (1)  0 ise  

S(n) =       












  d

ngdSna
d
ngda

ndnd

1    

dır  (Apostol 1972). Burada g  özel durumu alınırsa iyi bilinen Möbiüs ters 

çevirme formülü elde edilir. 

         dn,   fonksiyonu, 

dn,  = 
1,   
0,  |

d n
d n



 

 

ile tanımlansın. S gf , (m,k) toplamı bu  dn,   fonksiyonunu kullanarak iki farklı 

şekilde ifade edilir: 

S gf , (m,k) =   





 d

kgdf
md

dk ,  

                                           S gf , (m,k) =   





 d

kgdf
kd

dm,  

(Apostol 1972).   
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          kh d = dk , f  d g 







d
k   olmak üzere yukarıdaki ilk iki eşitlikten birincisinde 

sabit bir k için S gf , (m,k)  toplamı, 

S gf , (m,k) =(h k 
1 )(m) 

şeklinde Dirichlet çarpımı ile ifade edilebilir (Apostol 1972). Bu gösterimi aşağıdaki 

teoremin ispatında kullanacağız.  

 

Teorem 5.6. Eğer k 1 , n 1 ise 

 
nd

gf kdS ,, =   













 d

n
d
kgdf

knd


),(

   

dır (Apostol 1972). 

 

İspat: Sabit bir k için S(m) =S gf ,  km,   dır. 

S(m) =(h k
1  )(m) 

ve böylece, 

                                       
nd

gf kdS ,, =
nd

dS )(  

                                                           =(S 1  )  n  

                                      
nd

gf kdS ,,  =  1 1
kh        n  

               =   nhk  11    . 

Burada n bölenlerinin toplamı  n  fonksiyonu için  11    n =  n olduğundan  

                                        
nd

gf kdS ,, = (h k  )(n) 

                             =
nd

dk ,  f d g 















d
n

d
k
  

                                                            = 













 d

n
d
kgdf

kd
nd

)(                     

                                                            = 













 d

n
d
kgdf

knd


).(

)( . 
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Örnek 5.4. Apostol (1972) tarafından aşağıdaki örnekler verilmiştir. 

1)   Eğer ( , )  n k n  ise 

 , ,f g
d n

S d k = ( )
d n

k nf d g
d d
   

   
   

 . 

2)   Eğer k n  ise 

 
nd

gf ndS ,,  =   













 d

n
d
ngdf

nd
  . 

3)  Eğer k n  ve g =  ise 

                                        ndS
nd

f ,,   =     





 d

nfdd
nd

 . 

 

4)  Eğer f tam çarpanlanabilir ve f  n  0 ise 

 
 

f nnf
d f d

   
 

 

olacağından, örnek 5.4.-3) ten  

 ndS
nd

f ,,  = f(n)    
 

nd df
dd   

 ndS
nd

f ,,  = f(n)  
  










np pf
p1  

                      = f(n)   









np pf
21 . 

5) Örnek 5.4.- 4) te  f n n özel durumu alınırsa  

  2, 1
d n p n

d n n
p


 

  
 

   

formülü elde edilir. 

 

         Herhangi bir f aritmetik fonksiyonu için 

   
d r

f r f d   

fonksiyonu tanımlansın. n n  tipindeki A matrisi  km,  en büyük ortak böleni 

göstermek üzere  
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A =(a mk ) =   ,f m k    

ile verilsin. A matrisinin determinantı Smith determinantı olarak bilinen, 

     det A 1 . 2 . .f f f n    

formülü ile hesaplanır (Apostol 1972). 

  

Örnek 5.5.  Apostol (1972) tarafından verilen örnek 5.4.-5) te f yerine Euler’in  

fonksiyonu alınırsa Smith determinantı elde edilir:   

 

   
d r

f r d  olsun 

A      
11 12 13

21 22 23

31 32 33

,  olduğundanmk

a a a
a a a A a f m k
a a a



 
        
 
 

 

           11 12 131 1 1 ,    1 1 1,     1 1 1 a f a f a f              

           21 22 231 1 1,     1 1 1,     1 1 1 a f a f a f              

             31 32 331 1 1,      1 1 1,      3 1 3 1 2 =3a f a f a f               
 

              A   
1 1 1
1 2 1 ( ) 6 1 1 2 1 3 2
1 1 3

det A
 
          
 
 

 

ve 

                     det 1 . 2 . 3 1.1.2 2A        

bulunur. 

         

         Ramanujan toplamının determinant hesabı ile ilgili bir uygulaması aşağıdaki 

teorem ile verilir. 

 

Teorem 5.7. nn tipindeki A matrisinin a mk  elemanı , ( , ) mk f ga S m k olsun. Bu 

matrisin determinantı: 

det A=f(1).f(2)…f(n).g(1) n  

ile bulunur (Apostol 1972). 
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İspat: B (f) ve C (g)  nn tipinde alt üçgen matrisler olmak üzere, 

   A B .Cf g  

 yazılır. Burada, 

   ,B m kf f m     ve   ,m k
mC g g
k


       

. 

    B .C tf g  çarpımının mka  elemanı, 




n

r
rm

1
, f(r) . rk ,  g 








r
k = 








kr
mr r

kgrf )(  

                                     =S gf , (m,k)  

dır. O halde iddia edildiği gibi     A B .C tf g olur. 

       det B 1 . 2 . .f f f f n   ,     det C 1 ng g  

olduğu da göz önüne alınırsa detA nın teoremde verilen formülle hesaplanacağı 

görülür. 

 

Örnek 5.6. Teorem 5.7.de  f n n ve g  alınırsa A matrisinin mka elemanı 

C k (m)  Ramanujan  toplamı olan   nn  tipindeki  bir  matris olur  ve  determinantı 

 det A det C !k m n     

ile hesaplanır (Apostol 1972) 

 

         Örnek 5.6. nın 3 3 tipinde bir matris için uygulaması aşağıda yapılmıştır 

 

 
 ,

, .
d m k

kC m k d
d

    
 

 olmak üzere, A     
11 12 13

21 22 23

31 32 33

,mk

a a a
a a a A a C m k
a a a

 
        
 
 

 

   11
1

1.1 . 1
d

a C d d   ,          12
1

1, 2 . 1
d

a C d d    

   13
1

1,3 . 1
d

a C d d   ,          21
1

2,1 . 1
d

a C d d    

   22
2

2,2 . 1
d

a C d d    ,      23
1

2,3 . 1
d

a C d d    
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   31
1

3,1 . 1
d

a C d d    ,          32
1

32 . 1
d

a C d d        

   33
3

3,3 . 2
d

a C d d     

                     A     
1 1 1
1 1 1 det 2 1 1 1 2 1 6
1 1 2

A
 
           
  

 

ve 

                       det 3! 6A    

elde edilir. 

           

          ,C n r ile ilgili diğer bir aritmetik toplam Kloosterman toplamıdır h (mod r) 

ye göre indirgenmiş kalan sınıfları sistemi üzerinden değerler almak üzere,  

h h  rmod 1  

ise bu takdirde 

 , ,S u v r 
 







 

1),(
)(mod

2exp
rh

rh r
hvuhi  

ile tanımlanan toplama Kloosterman toplamı denir. r v  olduğunda S(u,v,r) toplamı 

 ,C n r toplamına dönüşür.  

        h ve kr  nin 1den başka k ınci kuvvetten ortak böleni yoksa yani ( ,  ) 1 k
kh r  ise 

Ramanujan toplamı: 

   
 

 
mod

, 1

2, exp
k

k
k

k k
r k

h r
h r

hnC n r C n
r




    
 

  

şeklinde genelleştirilir (Cohen 1948). 

         Bu genelleştirmede 1k  ise    k
r rC n C n olduğu apaçıktır. Üstelik bu 

genelleştirilmiş  toplam   rC n   toplamının  özelliklerini  uygun  formda  gerçekler.  

Bu özelliklerden biri , 

     .k k k
rq r qC n C n C n  



42 

 

biçiminde verilen çarpanlanabilirlik özelliğidir (Sivaramakrishnan 1989). Yine diğer 

bir özellikte aşağıdaki teoremle verilir. 

   

Teorem 5.8.  Möbiüs fonksiyonu olmak üzere 

 ,kC n r 
 

k

rnd

d
d
r

k
kk

 







,

   

dır (Sivaramakrishnan 1989). 

         

          Ayrıca sırasıyla aşağıda verilen Hölder bağıntısını ve ortagonal özelliklerini 

de gerçekler: 

C k (n,r)=    
 kk

kk

m
rm


 .    ;  m k =

k
k

k

rn
r

),(
, 

 d ve e, r k  nın bölenleri ise 























 ed
edr

t
e
rCd

t
rC

kk
k

rt

k
k

k   ,0
  ,

,,    

dır (Sivaramakrishnan 1989). 

          

          ,C n r genellemelerinden biri olan C k (n,r) ile yukarıda verdiğimiz toplamın 

Eckford Cohen nin  k (r) totient fonksiyonuna dayandığı, yani; toplamın (mod r) ye 

göre k  indirgenmiş kalan  sınıfları üzerinden değerler aldığını tekrar  vurgulamalıyız. 

 ,C n r nin diğer bir genellemeside Jordan’ın Totient fonksiyonu J k (r) nin 

tanımlanması için kullanılan k vektör gösterimine dayanır. 

 

          k 1 , 1,2, ,i k     olmak üzere  ix  değerlerini (mod k,r) ye göre indirgenmiş 

kalan sınıfları sistemi üzerinden almak üzere; 

   ,kC n r =  1 2

(( ), ) 1

2 ...
exp

i

k

x r

in x x x
r





   
 
 

  

eşitliği ile tanımlanır (Sivaramakrishnan 1989). 

         Açık olarak      1 , ,C n r C n r   dir. 
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Teorem 5.9.   Möbiüs fonksiyonu olmak üzere  

   
 ,

,k k

d n r

rC n r d
d

    
 

    

dır (Sivaramakrishnan 1989). 

 

İspat:                                       

  ( , )k

d r
C n d =





 nr
nrr k

|  ,0
  ,

 

olduğunan Möbiüs ters çevirme formülünü kullanarak sonuç elde edilir. 

 

Sonuç 5.1. 

1) n ve r ye göre    ,kC n r çarpanlanabilirdir; Çünkü    ,kC n r , r’ ye göre 

çarpanlanabilir ve  (mod r) ye göre çift fonksiyondur, 

2)     ,kC n r  =    
 mJ

rJm

k

k    ;   m=
),( rn

r   (Bu bağıntı  ,C n r  için verilen Hölder 

bağıntısının benzeridir), 

3)     ,kC n r  toplamı ortagonallik özelliğini sağlar. d ve e, r  nin  bölenleri olmak 

üzere 

  













 t

e
rCd

t
rC k

rt

k ,.,)( = ,   
0,    

kr d e
d e

 



    

dır (Sivaramakrishnan 1989). 

 
         Genel olarak   ,C n r =C r (n) için geçerli olan bütün sonuçların benzerlerinin 

  ,kC n r ve    ,kC n r  için de sağlanır. 
 
 
5.1.Genelleştirilmiş Möbius Fonksiyonu ve İlgili Ramanujan Toplamı 
 
 
         Klasik Möbius fonksiyonu  n nin bir genellemesi olan Souriau-Hsu-Möbius 

fonksiyonu   kullanılarak Genelleştirilmiş Ramanujan toplamı tanımlanmıştır 

(Laohakosol, ve ark. 2006). 
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Tanım 5.1.1. n tamsayısının bir p asal çarpanının katlılığı  pv n olmak üzere n nin 

standart biçimi  
 pv n

p

n p  

olsun.   olmak üzere  Souriau-Hsu-Möbius fonksiyonu    

     
 

1
pv n

p n p

n
v n




 
   

 
   

Şeklinde tanımlanır (Laohakosol  ve ark. 2006).  

         Özel durumlarda, 1   için 1   ve 0  için Dirichlet çarpımının özdeşlik 

fonksiyonu 0 0e   olur. 

         ,  reel sayıları için         dir. O halde 1 1      olur. 

 

Örnek 5.1.1. Souriau-Hsu-Möbius fonksiyonu  için aşağıdaki uygulamalar 

yapılmıştır. 

a) 2 1 160 2 3 5    ,       2 3 560 2,  60 1,  60 1  olduğundan v v v    

                  2 1 1
5

60

5 5 5 5
60  1 1 1 1

2 1 1
pv n

p pv n


       
                      
                 

                                                      10.1 5. 1 .5. 1 250     . 

b)    2
2 312 2 .3,  12 2,  12 1v v   , -4 4    olduğundan 

                  2 1
4

12

4 4 4
12 1 1 . 1 6.1.4. 1 24

2 1
pv n

p pv n


     
                   
 . 

c)        2
2 5

1020 2 .5,     20 2    v 20 1 , 3
3

v          
 olduğundan 

                  2 1
10

203

3 3 3
20 1 1 . 1 3.1.3 1 9

2 1
pv n

p pv n


     
                   
 . 

d)    2
2 520 2 .5,   v 20 2,   v 20 1 , 3 10i        , 10 3         , 

      3 20i              2 1

20

3 3 3
1 1 . 1 3.1.3 1 9

2 1
pv n

p pv n
     

                   
 . 
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          f aritmetik fonksiyonunun tam çarpanlanabilir olması için gerek ve yeter şart 

 1 0g   olacak şekildeki her g aritmetik fonksiyonu için   1 1.fg f g  olmasıdır. 

Ayrıca f çarpanlanabilir ise f nin tam çarpanlanabilir olması için gerek ve yeter şart  

  1 1
1f f f   

  olmasıdır (Apostol 1976). 

 

Teorem 5.1.1.   bir reel sayı ve f çarpanlanabilir bir aritmetik fonksiyon olsun. O 

zaman f aritmetik fonksiyonunun tam çarpanlanabilir olması için gerek ve yeter şart 

  1f f  
  

olmasıdır (Laohakosol, ve ark. 2002). 

 

          Sonlu Fourier açılım  kS n ve Fourier katsayısı  ka m nin tanımında 

 f m m  ve    g m m  alınırsa aşağıdaki teorem elde edilir. 

 

Teorem 5.1.2. k  ,   kompleks bir sayı ve n bir tamsayı ise  

 
  

 

2

1
mod,

,
imn
k

m kd n k

kd m k e
d



   
   
 

      

dır (Laohakosol, ve ark. 2006). 

 

Tanım 5.1.2. k  , n ve    olsun.   nıncı mertebeden Genelleştirilmiş 

Ramanujan toplamı  

   
   

  
2

1
mod,

, ,
imn
k

m kd n k

kC n k d m k e
d




   
   
 

   

ile tanımlanır (Laohakosol, ve ark. 2006).  

         Bu tanımda 1  alınırsa bildiğimiz  ,C n r Ramanujan toplamına dönüşür. 

          

            ,C n r  Genelleştirilmiş Ramanujan toplamının aşağıdaki özellikleri vardır: 

,    m n    , p bir asal ve   olsun.  O zaman, 

1)         1, ,
j n

C m j C m n   , 
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2)     0 ,     
,

0,      
n n m ise

C m n
diğer durumlarda

 


, 

3)          1
1 1, ,

d t
t d C m n m n    , 

4)     ,1 1C n  , 

5)      1,C m m
 , 

6)        , 1 ,n m C n m m
   , 

7)                   , , , 1 , , . ,a k b m m k C ab mk C a m C b k       , 

8)  , 1b m          , ,C ab m C a m  ,     

9)               , , 1 , , .a k m k C a mk C a m k 
    , 

10)              , 1 , , . ,r s C n rs C n r C n s     , 

11)      
 

   
min ,

0
,  için  C , 1 .  ve C ,

a b
a ib a i b

i
a b p p p p p p

i
 








 
      

 , 

12)      p|n , 1 aaC n p
a

  
    

 
, 

13)      
 min ,

0
, 1

a k
a ik i

i
p n C n p p

a i
  



 
     

    

(Laohakosol, ve ark. 2006). 
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