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neZl, reZ” ve u(r) Mébius fonksiyonu olmak iizere C(n,r)= 2 u(%j.d ile tanimlanan
d‘ n,r

Ramanujan toplammm iki genellemesi Ecford Cohen tarafindan Jordan’m Totient fonksiyonuJ, (r)ve

Cohen nin Totient fonksiyonu @ ( ) kullanilarak sirasiyla, c Z /,t( j

d‘nr

ve Ck n r z u( ]dkblglmmde verilir.
().

dk

Tom Apostol tarafindan Dirichlet ¢arpiminin genellemesi olarak verilen S, z f ( j
d‘(n r)

carpiminda 6zel durumda f(r)=r, g(r)= p(r)alnrsa C(n,7)ye doniisiir. Biitin bu genellemelerde
Mébius fonksiyonu u (r) nin aritmetik ifadesinde higbir degisiklik olmamistir.
C (n,r)nin yeni bir genellemesi, klasik Ramanujan toplaminda alisilmis Mébius fonksiyonu u(r)nin

yerine Souriau-Hsu Mobius fonksiyonu p, yazilarak tanimlanir ve bu genelleme ct 2 u, ( j

d‘nr

seklinde verilir (Laohakosol ve ark. 2006).

Anahtar Kelimeler: Genellestirilmis Ramanujan Toplamlari, Genellestirilmis Totient Fonksiyonlari,
Genellestirilmis Mobius Fonksiyonlari
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The Ramanujan sum is defined by C n r 2 /,t( jd where neZ, re Z" and y( )1s the

d‘ n,r)
Mébius function. Two generalizations of C(,7) have been obtained by Ecford Cohen using the Jordan’s
Totient function J, (r) and the Cohen’s Totient function @, (r) . These generalizations are given by

= > u( jd’fand C* (n,r)= Z) “(gjdk

d‘ n, r dk (n,rk
k

respectively.

Tom Apostol introduced the sum S, , z f (—j which is generalized the Dirichlet

d‘(n r)

convolution and reduced C(n,7) with f(r)=r, g(r)=u(r). All these generalizations do not affect the

Mobius function (r) in their arithmetical representations.

A new generalization of the Ramanujan sum is defined by replacing the usual the Mobius function
u (r) in the classical Ramanujan sum with the Souriau-Hsu Mobius function p,, and this generalization

1s given by ct 2 u, ( j .d ( Laohakosol ve ark. 2006).

d‘ n,r)
Key Words:Generalized Ramanujan Sums, Generalized Totient Function,Generalized Mdbius Function.
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ONSOZ

Tez calismam siiresince yardimlarini, bilgi ve tecriibelerini esirgemeyen ve
kendisiyle calisgmanin bana c¢ok sey kazandirdigina igtenlikle inandigim degerli
danigman hocam Yrd. Dog. Dr. Saadet ARSLAN’a, egitimim siiresince maddi ve
manevi her konuda beni destekleyen, bugiinlere gelmemin ana mimar1 olan sevgili
aileme ve caligmalarim sirasinda destegini esirgemeyen esim ibrahim DINCER’e

sonsuz tesekkiirlerimi sunarim

Nihal AKSULLU DINCER
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1. GIRIS

Anderson ve Apostol 1952, Mébius fonksiyonuna ve Euler’in ¢ fonksiyonuna
bagl olarak Ramanujan toplammim nasil hesaplanacagmi gostermistir. Buna bagl

olarak § (n,r): 2 f(d)g (2] ile tanimlanan iki degiskenli fonksiyonlar

d‘(n,r)
incelenmis ve 6zel durumlarda Cr(n) Ramanujan toplami degerlendirilmistir.

S (n, r) nin carpanlanabilirligi ile ilgili teoremler verilmistir.
Apostol 1972, S, (n,r): z f(d)g (%j toplammin yeni aritmetik
. d‘(n,r)
ozellikleri verilmistir. Bu aritmetik 6zellikler Ramanujan toplamlarinin ve Sterneck
fonksiyonlarmin bilinen 6zelliklerini genellestirir. Bu calismada kullanilan metot
daha Once verilenlerden daha basit ve kolaydir. Ayrica pek cok yazar tarafindan

calisilan Smith determinant formiilii bu yeni genellemelerin yardimi ile genisletilir:

A= (@), =[S, (i.])]
ise
detA=f(1).f(2).-.f(n).g(1)".

Haukkanen 1989, Narkiewicz’in tanimlamis oldugu regiiler carpim A-¢arpim
olmak tizere, carpanlanabilir bir aritmetik fonksiyonun A-¢arpanlanabilir olmasi i¢in
gerek ve yeter sart genellestirilmis Ramanujan toplamlar1 yardimi ile verilmistir.
Ayrica carpanlanabilir bir aritmetik fonksiyonun tam carpanlanabilir olmasi ig¢in
gerek ve yeter sart yine genellestirilmis Ramanujan toplamlari ile verilmistir.

Haukkanen 1991, Aritmetik semi-gruplarm kiimesinde (modr)ye gore totally
A-k-¢ift fonksiyonlarin Dirichlet serilerini kullanilarak Ramanujan 6zdesliklerinin
genellemelerini ¢alismistir.

Johnson 1982, S, (n) Ramanujan toplaminin unitary benzeri

S m=Y. f(d)g(ij
dfmr). d

ile tanimlanarak carpanlanabilirlik 6zelligi ¢alisilmastir.



Johnson 1990, S(n,r)= z f (d)g( ) bigiminde Anderson ve Apostol

d\(n r)
tarafindan verilen genellestirilmis Ramanujan toplamlar1 i¢in ¢arpanlanabilir bir
fonksiyonun hangi sartlar altinda genellestirilmis Ramanujan toplami olacagi ile
ilgili gerek ve yeter sartlar verilmistir.

Haukanen 1996, n pozitif bir tamsay1 ve d, n’nin pozitif bir boleni olmak iizere
biitiin (n,d) swrali ikilileri lizerinde tanimlanan kompleks degerli K(n,d) fonksiyonu
icin f've g aritmetik fonksiyonlarmin K- ¢arpimi

(f*¢ 2) ;K n,d)f ( d]
ile tanimlanir. Ozel olarak K(n,d)=1 alinirsa K-¢arpimi Dirichlet ¢arpimma doniisiir.

Toth 1997, A-carpimu Narkiewicz’in regiiler carpimi olmak iizere n nin
A- bolenlerinin sayis1 7, (n) olsun. Bu ¢alismada 7, i¢in bir asimptotik formiil
verilmistir.

Laohakosol ve ark. 2002, u, genellestirilmis Mobius kavramini ilk kez 1995 te
Hsu kullanmustir. Tam carpanlanabilic fonksiyonlara ait (p,f) =p ,f ve
f“=up,f Dbicimindeki iki Ozdeslik genellestirilmis Mobius fonksiyonu p,
kullanilarak ortaya konulmustur.

Laohakosol ve ark. 2006, Alisilmis Ramanujan toplamlarinda klasik Mébius
fonksiyonu yerine, Souriau - Hsu Mobius fonksiyonu olarak adlandirilan ve

H, (7) :H(a (r)](—l)v”(r) seklinde tanimlanan Souriau-Hsu Mébius fonksiyonu

A \Vp

u, kullanilarak, genellestirilmis Ramanujan toplamlart: n negatif olmayan bir tam

sayt ve r pozitif tam saylr olmak {izere c Z d/,ta( j bi¢iminde
d‘ n,r)

tanimlamistir. Bu genellestirilmis Ramanujan toplamlarmin aritmetik 6zelliklerini

incelemistir.

Bu calismamiz bes bolimden olusmaktadir. Giris boliimiinde konuyla ilgili
yapmis oldugumuz kaynak arastirmasi verilmistir. Ikinci boliimde temel tamim ve

teoremler, tiglincii boliimde aritmetik ¢arpimlar (konviiliisyonlar), dordiincii boliimde



Euler Totient fonksiyonunun genellemeleri, sonlu degismeli gruplarin karakterleri ve
karakterlerin ortagonallik bagintilar1 verilmistir. Besinci boliimde genellestirilmis
Ramanujan toplamlar1 ve genellestirilmis Mobius fonksiyonu ile tanimlanan

genellestirilmis Ramanujan toplammin aritmetik 6zellikleri incelenmistir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu béliimde ¢alismamizda kullanilacak temel tanim ve teoremler verilecektir.

Tanim 2.1. Pozitif tamsayilar kiimesinden kompleks sayilar kiimesinin herhangi bir
alt kiimesine tanimlanan fonksiyonlara aritmetik fonksiyon vyada teorik sayi

fonksiyonu denir.

lyi bilinen aritmetik fonksiyonlar Euler’in Totient fonksiyonu ¢(n), Mobius
fonksiyonu g (n), bolen fonksiyonlari o, (n), Liouville fonksiyonu A(n),

Mangoldt fonksiyonu A(n) dir.

Tanim 2.2. n>1 olan bir tamsay1 olmak iizere, n ile aralarinda asal olan ve n den

kiigiik pozitif tamsayilarmm sayisint veren fonksiyona Euler’in Totient fonksiyonu
denir ve ¢ (n)ile gosterilir.

Euler’in totient fonksiyonu

biciminde ifade edilir ve (p(l) =1 kabul edilir (Apostol 1976).

Omegin: ¢(2)=1, ¢(3)=2, ¢(6)=2, ¢(9)=6, ¢(13)=12, ¢(27)=18.

Teorem 2.1. n € Z" olmak tizere,

Z@(d)=;¢(§]=n

d‘n

yazilir (Apostol 1976).

Teorem 2.2. Euler’in Totient fonksiyonunun asagidaki 6zellikleri vardir.

a) pbirasalve k>1 ise qo(p")=pk—pk_],

b) (m,n)=d olmak iizere ¢(m.n)= (p(m).qo(n).q)(d)



¢) mln ise qo(m)‘(p(n) ,
d) n>3 i¢cin (p(n) cift sayidir. Ayrica n nin r tane farkli tek asal carpani varsa

2" p(n),

1
e) n=p".py.-.pr :qo(n):nH(l—;]
Pl

(Apostol 1976).

Tanim 2.3. n>1 ve n= p/".p;*.---.p* seklinde asal ¢arpanlarma ayrilmis bir
tamsay1 olmak tizere u (n) ile gosterilen Mobius fonksiyonu,
I, n=1

u(n): (—l)k, a=a,=--=a, =1
0, a >1 (herhangi bir i igin)

ile tanimlanir (Apostol 1976).
Omegin; u(1)=1, u(2)=1, u(3)=-1, wu(6)=1 wu(8)=0, wu(12)=0

olur.

Teorem 2.3. x bir reel say1, x degerini gecemeyen ve x ten kiiciik en biiyiik tamsay1
degerini veren fonksiyon [x] olmak iizere;
1 1, n=1
d =| — | =
;ﬂ( ) [n} {0, n>1

dir (Apostol 1976).

Tamm 2.4. Reel veya kompleks bir k sayisi ve n>1 tamsayisi i¢in o, (n) =Y d"
d|

ile tanimlanan o, (n) aritmetik fonksiyonuna bolen fonksiyonu denir ( Senay 2007).

o,(n) fonksiyonu n nin biitiin pozitif bdlenlerinin sayismi verir. o, (n)

fonksiyonu da » nin biitiin pozitif bélenlerinin toplamini verir. Bu 6zel durumlardaki

aritmetik fonksiyonlar srrasiylac, (n) =7 (n) ve o,(n)=o(n) ile gosterilir.



Ayrica;

yazilir (Apostol 1976).

Teorem 2.4. Standart bicimi n = p".p;*.---.p" olan n > 1 tamsayis1 i¢in
L (a;+1).k

pi
Uk(n)zlj‘][v, (ki()),

I3

r(n): (al. +1), (kzO)

i=l1

dir (Senay 2007).

Tanmm 2.5. Standart bicimi n= p/".p3*.---.polan n>1 tamsayisi i¢cin l(n)ile
gosterilen Liouville fonksiyonu
A(n)=(-1)"

seklinde tanimlanir ve A4 (1) =1 kabul edilir (Apostol 1976).

Ornegin; n=2 icin 1(2):(—1)] =-1, n=4 igin ﬁ,(4):(—l)2 =1,
n=6 igin A(6)=(~1)" =1, n=20 igin A(20)=(-1)"=-1

olur.

Teorem 2.5. n>1 tamsay1 olmak iizere

>a(0)-|

d‘n

1, n karesel ise

0, diger durumlarda

dir (Apostol 1976).

Ornek 2.1.

a) n=49 olsun. n nin pozitif bolenleri d ={1,7,49} oldugundan,

S a(d)=2(1)+A(7)+A(49) =1+(-1)' +(-1)" =1.

dj49



b) n=12 olsun. n nin pozitif bolenleri d = {1,2,3, 4, 6,12} oldugundan,

D 2(d)=2(1)+2(2)+2(3)+ A(4)+A(6)+A(12)

df12

=1+ (1) +(=1) +(=1) +(=1)" +(=1)’ =0,

Tamim 2.6. » > 1 tamsayist i¢in

A( ) logp, n=p°, a>1, pasal ise
n)=
0, diger durumlarda

bi¢iminde tanimlanan fonksiyona Mangoldt fonksiyonu denir (Apostol 1976).
Ornegin; n=1i¢in A(1)=0, n=2 i¢in A(2)=1log2,
n=6igin A(6)=0, n=125 i¢in A(125)=1log5

olur.

Teorem 2.6. n > 1 tamsayisi i¢in

a) logn=> A(d),

d‘n

b A(n)= dznu(d)log(gj — - u(d)logd

d‘n

dir (Senay 2007).

Tamm 2.7. (m,n)=1 olan her m, n pozitif tamsay ¢ifti igin f (m.n)= f(m).f (n)
ise f aritmetik fonksiyonuna ¢arpanlanabilir aritmetik fonksiyon denir. Biitiin m, n
pozitif tamsayi giftleri igin f (m.n)= f(m).f (n) ise bu takdirde f aritmetik

fonksiyonuna tam ¢arpanlanabilir aritmetik fonksiyon denir (Senay 2007).

Ornek 2.1.

1.keC olmak iizere [, (n)=n" ile tammlanan kuvvet fonksiyonu tam

carpanlanabilir aritmetik fonksiyondur.

2. I,(n)=e(n) =1 ile tammlanan sabit fonksiyon tam garpanlanabilirdir.

3. Liouville fonksiyonu l(n) tam carpanlanabilirdir.



4. Euler’in Totient fonksiyonu ¢(n) ve Mcbius fonksiyonu (n) carpanlanabilir

aritmetik fonksiyonlardir. Ancak hem ¢(n) hem de u(n) tam arpanlanabilir
degildir. Gergekten,

1(4)=0 iken u(2).u(2)=(-1).(-1)=1 olup u(4)# u(2).u(2)
Ve

0(4)=2 iken ¢(2)(2)=1.1=1 olup p(4)=¢(2)p(2)

oldugundan tam ¢arpanlanabilir olmadig: goriiliir.

Teorem 2.7.
a) fcarpanlanabilir bir aritmetik fonksiyon ise f (1) =1,
b) f(1)=1 verilsin. Bu takdirde,

i) [ aritmetik fonksiyonunun carpanlanabilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart

Va, >1tamsayilar1 ve her p,asali i¢in
f(ptpspssspl )= f(pt)- £ (),
ii) Carpanlanabilir bir f fonksiyonunun tam carpanlanabilir olmasi i¢in gerek ve

yeter sart her p asali ve her ¢ >1 tamsayisi igin f ( p“) = f(p)" olmasidur,

¢) f carpanlanabilir ise F(n)=) f(d)ile tammlanan F(n) fonksiyonu da

d‘n

carpanlanabilir bir aritmetik fonksiyondur (Apostol 1976).

Tanmm 2.8. n>1 pozitif tamsayist n= p/".p;*.---.p’ seklinde standart formda
verilsin. n sayisinin farkli asal ¢arpanlarinin ¢arpimi ;/(n) ile gosterilir ve

y (n) sayisina # nin ¢ekirdegi ( core) denir (Sivaramakrishnan 1989).

Tamm 2.9. 7' xZ dan kompleks sayilarin bir alt kiimesine tanimlanan iki
degiskenli f (n,r)aritmetik fonksiyonuna, (nr,n'r")=1 olan her(n,r) ve (n',r')
tamsayu giftleri igin f(n,7).f (n',r") = f (nn',rr") esitligi saglanirsa arpanlanabilir

aritmetik fonksiyon denir (Sivaramakrishnan 1989).



3-ARITMETIK CARPIMLAR ( KONVULUSYONLAR )

Biitiin aritmetik fonksiyonlarm kiimesi 4 ile gosterilsin. 4 kiimesi iizerinde
tanimlanan ve aritmetik carpim (konviiliisyon) olarak adlandirilan bir¢ok ikili islem
vardir.

f ve g aritmetik fonksiyonlar1 aritmetik fonksiyonlarin kiimesi iizerinde

herhangi iki fonksiyon olmak {izere ,VneZ" i¢in elemanter toplam, elemanter

carpim islemleri sirasiyla,
(f+8)(n)=s(n)+g(n)
(f-&)(n)=1(n) g(n)

seklinde tanimlanir (Sivaramakrishnan 1989).
(A4,+) degismeli bir gruptur. Sifir fonksiyonu (4,+) grubunun birimidir. Ayrica f
aritmetik fonksiyonunun toplamsal tersi —f dir. (4,-) bir monoidtir. Sabit fonksiyon

e =1 birim elemanidir.

Tamim 3.1. 7 pozitif bir tamsay1 olsun. Herhangi iki f ve g aritmetik fonksiyonunun
(f*g)(r) Dirichlet ¢arpmm toplam r nin biitin pozitif d bélenleri iizerinden

degerler almak tizere

(*£))= /(e &

d‘r

ile tanimlanir (Sivaramakrishnan 1989).

Tanmim 3.2.

1, n=1 ise
eo<n>={

0, n>1 ise

seklinde tanimlanan fonksiyona ozdeslik fonksiyonu denir (Sivaramakrishnan 1989).

Teorem 3.1. f, g, he A aritmetik fonksiyonlar olmak iizere,
a) f*xg =g*f,
b) (f*g)*hZf*(g*h),

10



©) f*eo :eo*f:fa
d) f(1)#0olan f aritmetik fonksiyonu igin f* /™' =f"'*f=¢ esitligini
gercekleyecek sekilde bir tek f~' Dirichlet tersi vardir. Bu f~' Dirichlet tersi

Vr >1igin

()= ﬁ ve f7( ; f ( j d ) (indirgeme formiilii),

d<r
&) f*(g+h)=(f*g)+(f*h)
dir ( McCarthy 1985).

O halde f (1) #0olan biitiin aritmetik fonksiyonlarin kiimesi Dirichlet
carpimina gore degigsmeli bir gruptur. Buradan (4, +,*) nin birimli ve degismeli bir

halka oldugu gortiliir.

Teorem 3.2.

a) [ ve g carpanlanabilir iki aritmetik fonksiyon ise ( f g) Dirichlet ¢carpimi da
carpanlanabilirdir. Ancak tam carpanlanabilir aritmetik fonksiyonlarmn Dirichlet
carpimi tam ¢arpanlanabilir olmak zorunda degildir,

b) fcarpanlanabilir ise f' Dirichlet tersi de carpanlanabilirdir,

¢) [ carpanlanabilir aritmetik fonksiyonunun tam carpanlanabilir olmasi i¢in gerek
ve yeter sart V7 >1 tamsayist igin £~ (r) = (pf)(r) olmasidir,

d) f carpanlanabilir bir aritmetik fonksiyon ise

;u(d)f(d)ZH(l—f(p))

plr

esitligini saglar (Apostol 1976).

Teorem 3.3. & € A bir tersinir aritmetik fonksiyon olsun. f,g € 4 i¢in

I(r)=(gxh)(r) = g(r)=(r=n")(r)=(r"*r)(r)
dir (Sivaramakrishnan 1989).
Bu teoremde A (r)= u(r) alnirsa p~' =eoldugundan f=g*e< g=f*p

olur. Boylece Mébius ters ¢cevirme formiilii elde edilir.

11



Ornek 3.1. Euler’in ¢ fonksiyonu igin > ¢(d)=r idi.I(r)=r fonksiyonu ve

d‘r
Dirichlet garpimi tammu gz Oniine almarak (@=e)(r)=1(r) yazilir. Bu esitlige

Teorem 3.3. uygulanarak

o(r)=(1¢")()= (1)) = 9(r)= Zas( 5

elde edilir.

Ornek 3.2. S.S. Pillai’nin S (r) aritmetik fonksiyonu

B(r)= (. cho( ]

k=1

ile tanimlanir. Buradan,
B(r)=(1%p)(r)=|1*(1%e")](r)
B(r) :[(1*1)*e_]](r)
(B*e)(r)=(1*1)(r)
> B(d Zd——rZI—rd

d‘r d‘r d‘r

olur (Sivaramakrishnan 1989).

Ornek 3.3.
(oxp)(r)=[(1xe)x(1xe")](r)
=[(1x1)*(exe™)](r)
= (1+1)(r)
= rd(r).
O halde,

So(@)e[ §]=ra0)

olur (Sivaramakrishnan 1989).
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Tanim 3.3. » > 1 pozitif bir tamsay1 olsun. » nin pozitif bir d bdleni i¢in (d ,2] =1

ise d ye r’nin unitary bodleni denir ve d ||r ile gosterilir.

Tanim 3.4. fve g aritmetik fonksiyonlar olmak tizere f @ g ile gosterilen unitary

carpimi,

(f@g)(r)=2./(d) ( ]

dHr

ile tanimlanir (Sivaramakrishnan1989).

Dirichlet carpiminin birimi olan e, 6zdeslik fonksiyonu unitary ¢arpiminin da
birimidir. f aritmetik fonksiyonunun unitary ¢arpima gore tersine f nin eslenigi denir
ve conj ( f ) gosterilir. Dirichlet ¢arpiminda oldugu gibi f nin ters fonksiyonu
conj( f )nin olmasi i¢in gerek ve yeter sart f (1) # 0 olmasidir (Sivaramakrishnan
1989). O halde,

(e ® conj(e))(r) =¢,(r)

oldugundan

dir (Sivaramakrishnan1989).
Ayrica d, r nin unitary bir boleni ise 2 de 7 nin unitary bdleni olacagindan

unitary ¢arpmminin degisme 6zelligi vardir.
(A4, +,®) degismeli bir halkadir. Ancak sifir bolenlidir. Sabit fonksiyon e(r) nin

unitary ¢arpima gore karesi

e (r)=(e®e)(r)=21=d"(r)

dHr
olur (Sivaramakrishnan1989).

d” (r) goriildigl gibi » nin unitary bolenlerinin sayisidir. Benzer sekilde Mébitis

fonksiyonu 4 (r)nin, Euler’in Totient fonksiyonu ¢(r) nin ve bdlen fonksiyonu
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U(r)nin unitary benzerleri, r = p".py*.---.p tamsayisinm farkl asal ¢arpanlarmin

sayisiw(r) vew(1)=0 olmak iizere agagidaki gibi tanimlanr:
a) d"(r)
b ()= (1) =coni(e) (1)

2 w(r)

9

S

c)a*(r)=H(1+pf‘),

i=l1

dyo' (r)=D u' (ﬂd ve ¢ (p")=p"-1,

dHr

)" (r) :(conj(e)®l)(r) = (,u* @I)(r)iseZq)* (d)=r

dHr

(Sivaramakrishnan 1989).

Ornek 3.4. d*(r), u*(r), o' (r), ¢"(r) Unitary aritmetik fonksiyonlarin sagladig1
esitliklerin uygulamalar1 asagidaki sayisal 6rneklerle gosterilmistir.
a) r=32% igin w(12)=2 oldugundan d"(12)=2” =4 tiir. Burada 12 nin unitary
bolenleri 1,3,4 ve 12 olup dort tanedir.

r=>5 igin w(25)=1, d"(25)=2. Burada 25 in unitary bdlenleri 1ve 25 tir.

1

b) u' (12)=(~1)" =1 ve u'(25)=(~1)' =-1.

) o' (12)=(1+3).(1+2%)=20, 5" (25) =(1+5") = 26.
d) ¢ (12)= dz};‘y*(ﬂd=u*(%).Hu*(%).uy*(%).uy*(%].lz
=(=1)1+(=1) 3+(=1) 4+ (-1).1+1.12 =6.

r 25 25 1
((25)= S| Lla=p | 2| e[ 2225 =(<1) 1+1.25 =24
7 (%) z“(djd”(lj“‘(zsjs (1) 14129

d[25

\(

¢ (5°)=5"-1=24 olur.

e) D o' (d)=¢" (1)+¢" (4)=1+3=4.

dl4
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Dirichlet ve unitary ¢arpiminin taniminda verilen aritmetik fonksiyonlarin
kiimesi 4 ile gosterilmisti. 4 kiimesindeki her aritmetik fonksiyonun tanim kiimesi
pozitif tamsayilar idi. Simdi, asagida tanimi1 verilen Cauchy carpiminda ise aritmetik
fonksiyonlar negatif olmayan tamsayilar kiimesi lizerinde tanimlanir ve bu aritmetik

fonksiyonlarm kiimesi 3 ile gosterilir.

Tanmmm 3.5. f,g e® aritmetik fonksiyonlar1 igin ( JEO, g)ile gosterilen Cauchy

carpimi,

I3

(fog)(r)=2/(i)g(r-i)

i=0

ile tanimlanir (Sivaramakrishnan 1989).
1, »r=0
e (r)=
]( ) {0, r=0
bi¢iminde verilen e, aritmetik fonksiyonu Cauchy carpimmin birimidir. (8,+,0)

degismeli ve birimli bir halkadir.

Tanmm 3.6. f e® aritmetik fonksiyonuna; eger f (0)20 ise singiiler ve

f (0) # 0 1se non-singiiler denir (Sivaramakrishnan 1989).

Cauchy ¢arpimi ile verilen bir f aritmetik fonksiyonunun tersinin olabilmesi

icin gerek ve yeter sart f nin non - singiiler olmasidir (Sivaramakrishnan 1989).

Tamm 3.7. r pozitif bir tamsay1 ve d |r olsun. Sirali biitiin <r,d > ciftlerinin
kiimesi iizerinde tanimli kompleks degerli bir aritmetik fonksiyon K (r,d ) olmak

iizere f ve g aritmetik fonksiyonlarinin ( | g)(r) ile gosterilen K- carpimi

(f ¢ g)( ZKrd (d]

ile tamimlanir ( Haukkanen 1989).

Eger K (r,d)=11ise f*,g=f*g olur.
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Ayrica:

1, d unitary ise

0, diger durumlarda

K(r,d):{

seklinde tamimlanirsa /' *, g = f @ g olur.

Tamm 3.8. r nin pozitif bdlenlerinin bir alt kimesi A(r) olsun. A(r) nin

elemanlarina » nin A-bélenleri denir. fve g aritmetik fonksiyonlarinin A-¢arpimi
r
(77 2)0)= ¥ (e[ %)
deA(r) d

ile tamimlanir (Narkiewicz 1963).

Narkiewicz asagidaki sartlar1 saglayan herhangi bir A-carpim regiiler ¢carpim
olarak adlandirir:
a) Aritmetik fonksiyonlarin kiimesi 4-¢arpim ve adi toplama islemine gore birimli,
degismeli bir halkadir,
b) Carpanlanabilir fonksiyonlarin A-carpimi da ¢arpanlanabilirdir,

¢) Sabit e=1 fonksiyonunun 4-carpimma gore u, ile gosterilen ters fonksiyonu

vardir ve r bir asalin kuvveti iken g, (r) =0 veya -1 dir.

Dirichlet ve unitary ¢arpimlar regiiler ¢arpimlardir.
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4- TOTIENT FONKSiYONLARI

4.1 Schemmel’in Totient Fonksiyonu

V.Schemel tarafindan §, (r) fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanmistir.

Tanim 4.1.1. k > 2 bir tamsay1 olmak iizere, r den kii¢iik ve her biri r ile aralarinda

asal olan k tane ardisik sayidan olusan kiimelerin sayisina Schemmel’ in Totient

fonksiyonu denir ve S, (r)ile gosterilir. S, (1) =1 kabul edilir ve

Sk(r):r.lp_r[(l—gj

bi¢iminde ifade edilir (Sivaramakrishnan 1989).

Schemmel ‘in Totient fonksiyonunun tanimindan r nin herhangi bir p asal

béleni i¢in, k> p* (a>1) ise S, (r)=0 dir. Burada k>2dir. Cinkii k =1ise

S, (r)=o(r) dir. Ayrica,

yazilir (Sivaramakrishnan 1989).

A (r) fonksiyonu,

1, r=1
j“k(’”): ('k)s’ r=p py..ps
0, d’|r, d>1

ile tanimlanir (Sivaramakrishnan 1989).

Ornek 4.1.1.
1) k=2 ve r =10 olsun. 10 un asal bdlenleri {2,5} tir. O halde,

S2(10)210.H(1—£] :10.(1-%}.(1—%) =0.

p‘lO p
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2) k=2 ve r=2lolsun. 21 in asal bolenleri {3,7} i¢in,

Sz(zl)zzll:[](l—%] :21(1—%)(1—%) =5.

olarak bulunur ki (1,2), (4,5), (10,11), (16,17), (19,20) siral1 ikililerinin her biri 21 ile

aralarinda asaldir ve goriildiigii gibi sayis1 5 tanedir.

Teorem 4.1.1. reZ" ve I(r) =r olmak lzere;

Se(r)=(I*2.)(r)
yazilir (Sivaramakrishnan 1989).

Ayrica 4, nin tammindan, A, () = k.u(r) oldugu da gok kolay goriilir.

4.2. Jordan’in Totient Fonksiyonu

Tanim 4.2.1. k£ >1 olmak {izere ( mod r) ye gore tam kalan siniflar1 sisteminden
secilen siral1 k tane elemandan olusan ve bu k tane elemanin en biiyiik ortak boleni

ile aralarinda asal olacak sekildeki kiimelerin sayisma Jordan’in Totient fonksiyonu

denir. Bu fonksiyon J, (r) ile gosterilir (Sivaramakrishnan 1989).

k =1i¢in Jordan’1n Totient fonksiyonu Euler’in Totient fonksiyonuna doniisiir.

I, (r) = r* olmak iizere Jordan’m Totient fonksiyonu asagidaki 6zdeslikleri

saglar:

2) J, (r) = rq;[(l—ﬁ],
b) Jk(r):zu(gjd",

dlr
c) ;Jk (r) =r*,
@ J, (rs) =2 (J)Jw() M a= ()

(Sivaramakrishnan 1989).
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Ornek 4.2.1. Jordan’n Totient fonksiyonunun aritmetik 6zelliklerinin uygulamalari

asagidaki orneklerle verilmistir.

1) J,(15)=15 g(l—pi] =15. (1——]( —%) 8 ve

J,(15)=;u(§j.d‘= ( j1+u(gj3l ( j‘wG—zj.ls‘
(-

=(=1)".1+(=1)3+(=1).5+1.15 =8.
2)J,(15)=15] | 1-L =15 (1—i](1—ij=192 ve
2 p‘]5 pz 32 52
15 15 15 15 15
J,(15) d* = Pap| = |3 +ul — |5 +p|—= |15
ol sl Sl ol i)
=(=1) 1+ (=1).9+(=1).5+1.225 =192.
3) J3(15)=153H(1—i3]=153.(1 13](1—ij =3224 ve
p‘]S p 3 5
15 15 15 4 15 15)
5(15) = 1 3+ 5 15
S R R R |

= (=1)" .1+ (=1).27 +(~1).125+1.3375 = 3224.

4) > J(d ()+J,(3)+J,(5)+J,(15) =1+2+4+8=15.

d|15

32

5) J,(315) =, (3): (15)

Teorem 4.2.1 r nin kathiliklar1 da dahil biitiin asal ¢carpanlarinin sayisi Q(r) olsun.

A(r) fonksiyonu A(r)=(~1)""") olmak iizere Jordan’mn Totient fonksiyonu

r) | (\/;), r bir tam kare ise
GG {

0, diger durumlarda

esitligini saglar (Sivaramakrishnan 1989).
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4.3. Klee’nin Totient Fonksiyonu

Tanim 4.3.1. 1 den biiyiik pozitif bir tamsayimin 4. kuvvetten bir bdleni yoksa bu tam

saylya k-serbest denir (Sivaramakrishnan 1989).

Tanmim 4.3.2. r pozitif tamsayis1 k -serbest olsun. 1< h <r olmak lizere 4 ve r nin en

biiylik ortak boleni k. kuvvetten serbest olacak sekildeki /# tamsayilarinin sayisina

Klee'nin Totient fonksiyonu denir ve v, (r) ile tanimlanir (Sivaramakrishnan 1989).

v, (r) Klee'nin totient fonksiyonu, k£ =1 i¢in Euler’in Totient fonksiyonuna

indirgenir.

Tamm 4.3.3. 4, (r) aritmetik fonksiyonu

1

/,t(r"], r bir k ninci kuvvet ise
e (r)=

0, diger durumlarda

ile tanimlanir (Sivaramakrishnan 1989).

Tamm 4.3.4. ¢, (r) aritmetik fonksiyonu,

8k(r):{

bi¢iminde tanimlanir (Sivaramakrishnan 1989).

1, 7 bir k minct kuvvet ise

0, diger durumlarda

Tanim 4.3.2., 4.3.3., 4.3.4. g6z Oniine alindi81 takdirde K/ee 'nin Totient
fonksiyonu asagidaki 6zdeslikleri saglar:

a) wk(r)=2uk(d)§’

d‘r

b) l//k(r):rH(l—#],

P

O Y[ 2] =r = ) =10)

dk‘r

(Sivaramakrishnan 1989).
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Ornek 4.3.1. y, (r) Totient fonksiyonunun aritmetik 6zelliklerinin uygulamalari

asagidaki orneklerle verilmistir.

Dy (6= mld)g =m() T+ a5+ m ()5 (60)

=1.6+(~1)3+(-1).2+1.1=2.

v, (6):6.5!( —%] =6(1—%).(1—31—1j=2.

2) v, (9)=3 1, (d).% — (1) 2+ (3).§+ “ (9)% 1940+ (~1).1=8.

PO
12
3) v, (12)=2 1, (d)
dji2
12 12 12 12 12 12
=U, (1)T+'u2 (2)74‘/,[2 (3)?4'/,[2 (4)?4"[,!2 (6)Z+ M, (IZ)E

=1.12+0.6+0.4+(-1).3+0.2+0.1=9.

v, (12) :12.1;!(1—%] :12.(1—%2] =9.

12 12 12
4 — |= — |+ — | =9+3=12.
)‘;lzll/z(dzj Wz(lj '//2(4)

Teorem 4.3.1 Toplam r’nin k-serbest d bolenleri lizerinden degerler almak iizere
r
Vi (r ) = ZW 7
d‘r

olur (Sivaramakrishnan 1989).
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4.4. Eckford Cohen’nin Totient Fonksiyonu

Tanmim 4.4.1. m ve n her ikisi birden sifir olmayan tamsayilar olsun. m ve n

tamsayilarmmm k. kuvvetten en biiylik ortak bodleni (m,n)k =1 1se m ile n ye
aralarinda k-asal denir.

(mod rt ) ya gore bir M tam kalan smiflar1 sisteminin N alt kiimesini goz
oniine alalim. N kiimesi #* ile aralarinda k-asal olan elemanlarm kiimesi ise bu
kiimeye (mod r) ye goOre k-indirgenmis kalan smiflar1 sistemi denir ve bu
sistemdeki elemanlarin sayis1 @, (r) ile gosterilir. @, (r) fonksiyonuna Eckford

Cohen’ in Totient fonksiyonu denir (Sivaramakrishnan 1989).

(a,b), =d" @( a b

?,d—k] =1 dir. Bu ifade goz oniine alinirsa @, (r) Eckford

Cohen’in Totient fonksiyonu asagidaki 6zdeslikleri saglar:

a) ©,(r)=(1,xe")(r)= Zu(ﬁ]-dk :

dlr
b) > @, (d)=r",

d‘r

¢) (r,s)=d ise ® (rs)=0,(r)d, (S)'q)k(d)

(Sivaramakrishnan 1989).

Ornek 4.4.1. @, (r) Totient fonksiyonunun aritmetik zelliklerinin uygulamalari

asagidaki orneklerle verilmistir.

15 15 15 15 15
1) @,(15)= —|dP=pul = |1+ (—j.32+ (—)5% (—).152
) @,(15) dzl;,u(d] “(1] s M S M 75

= 1L1+(=1).9+(~1).25+1.225 =192.

2) > @, (d)=0,(1)+D,(3)+®,(5)+D,(15) =1+8+24+192 = 225=15".

dis

2
3) (3,15) =3 oldugundan @2(3,15)=c1>2(3).c1>2(15).( & ] =8.192.(§] =1728.

,(3)
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4.5. Sonlu Gruplarin Karakterleri

Tanim 4.5.1. G herhangi bir grup olsun. G lizerinde tanimh kompleks degerli f
fonksiyonu;

a) Bazi ceG i¢in f(c)#0,
b) Her a,b,e G i¢in f(ab)= f(a).f(b)carpanlanabilirlik 6zelliklerini saglar ise

bu f fonksiyonuna G grubunun karakteri denir (Apostol 1976).

Teorem 4.5.1. G birimi e olan sonlu bir grup ve f fonksiyonu da G nin bir karakteri

olsun. Bu takdirde f(e)=1 ve her f(a) degeri birimin kokiidiir (Apostol 1976).

Ispat. f(c)# 0 olacak sekilde ¢ € G alalim:
ce=c=f(ce)=f(c)= f(c)f(e)=1(c)= f(e)=1,
a’ :e:>f(a)" zf(a"):f(e)zl.

Her G grubunun 6zdes olarak 1 olan en az bir karakteri vardir. Bu karaktere
esas karakter denir. Eger G mertebesi n olan degismeli bir grup ise G nin

birbirinden farkli n tane karakteri vardir. Bu n tane karakteri f,f, --, f, ile
gosterelim. Ayrica f, esas karakteri gostersin. Boylece i #1i¢in fl.(a) # lolacak
sekilde 3 a € G vardur.

Her a e G icin karakterlerin carpimi ( /i fj)(a) =/, (a). S (a)ile tanimlanir.

Bu c¢arpma islemine gore f,, f,, -, f, karakterleri bir grup olusturur. Bu grubun

birimi f, esas karakteridir. Ayrica f; nin tersi — dir.

i

f(a) degeri birimin kokii oldugu i¢in ‘f(a)‘ =1 dir. Bdylece = f(a)

kompleks eslenigine esittir ve £ (a) = f(a) yazili: f(a)=
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4.6. Karekterin Ortagonallik Bagintilan

G={a,a, ~a,} kimesi degismeli bir grup ve {f.f,-~f,} G nin
karakterleri  f, de esas karakteri olsun. A=A(G), nxn mertebeden g, elemani

a; = f; (aj) ile verilen matrisi gostersin.

Teorem 4.6.1. A matrisinin i.satirdaki elemanlarmin toplama,

2/’1(%):

dir ( Apostol 1976).

n, i=1vef, esas karakter ise
0

, diger durumlarda

Ispat: A matrisinin i.satir toplamm1 S ile gosterelim. i =1 ise toplamdaki her bir

terimin degeri 1 olacagindan S =n olur.

Eger f # f, ise bu takdirde f(b)#1 olacak sekilde bir be G vardrr. a,

G ’nin biitiin elemanlar1 tizerinde degerler alirkken b.a. € G olur.

S =an]:ﬁ(bar) Zﬁ(b)ilﬁ(“

Buradan S(1-f,(b))=0 ve f,(b)#1 oldugundan S =0 elde edilir.

Teorem 4.6.2. A matrisinin eslenik transpozu A" ile gosterilsin. I, nxn tipinde

birim matris olmak {izere A.A" =n.I ( Apostol 1976).

=

ispat. B=A.A" olsun. B nin b, elemam b, =Y f:(a,) /,
r=1

Ji

7

f,=ff =2tolmak iizere b, = f,(a,) olur. Buradan —f &i=jdir.
r=I1

Teorem 4.6.1.den

n, i=jise
b, = ..
710, i#j ise

elde edilir. O halde B =n. olup istenilen elde edilir.
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Teorem 4.6.3. n elemanli bir G grubunun i =1,2,3,---,» olmak tlizere f, karakterleri

if(al-)f,(aj):{

esitligini saglar ( Apostol 1976).

n, a,=a, ise

0, a,# a; ise

Sonug 4.6.1.

1

Z(ai) =/, (ai)_ =/, (ai_]) = Z(al)f;’ (aj) =/ (ai_] )fr (aj): 1 (ai_laj) .

Bu son esitlikten karakterler i¢in Teorem 4.6.3 ile verilen ortagonallik bagintisi

5 ra'a)-|

bi¢iminde ifade edilir ve bu ifadede g, = e birim eleman i¢in

2ﬁ(%):{

esitligi elde edilir ( Apostol 1976).

n, a,=a, ise

0, a +# a; ise

n,a; =e ise

0, diger durumlarda

Tanim 4.6.1. 7 =n(modk)olsun. (mod k) ya gore indirgenmis kalan smniflarmnin
grubu G ile gosterilsin. G nin her bir f karakteri ile kargilastirilan y = y , aritmetik
fonksiyonuna (mod k) ya gore Dirichlet karakteri denir.
f(n), (nk)=1
z(n)=
0, (n, k) >1

ve esas Dirichlet karakteri y, ;

biciminde tanimlanir (Apostol 1976).

Indirgenmis kalan siniflarinmn bir grubu G olmak iizere, sonlu ve degismeli bir

grubun mertebesi adedince karakteri olacagindan (mod k)ya gore tanimlanan G

grubunun birbirinden farkl ¢ (k) tane Dirichlet karakteri vardir.
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Ayrica;

m ve n den en az biri k ile aralarinda asal degil = (mn,k)>1

{(m, k) = (n, k) =1= (mn,k) =1,

olacagindan y Dirichlet karakteri biitiin m ve n ler i¢in y (m.n) =y (m).x(n)

tam ¢arpanlanabilirlik 6zelligini saglar.

Teorem 4.6.4 7.7, " X, (mod k) ya gore ¢(k) tane birbirinden farkli

Dirichlet karakterini gostersin. m,n € Z ve (n,k) =1olsun. Bu takdirde

“i”um)x_,(n)={§,(2’£Z§$>dk)

r=1

olur (Apostol 1976).

Tamm 4.6.2. f aritmetik fonksiyonuna Vn € Nigin f(n+r)= f(n) olacak sekilde

bir re N varsa f ye periyodik aritmetik fonksiyon 7’yede bu fonksiyonun
periyodu denir (Toth 2007).

Bu tanim su sekilde de ifade edilebilir; n ven, dogal sayilar1 igin
n =n,(mod r) iken f(n)=f(n,) ise fye (mod r) gore periyodik aritmetik

fonksiyon r €Z" da periyod denir.

Tamm 4.6.3. f aritmetik fonksiyonuna Vn e Nigin eger f((n, r)):f(n) ise

(mod r) ye gore ¢ift fonksiyon denir (Toth 2007).

VneZ igin  f(n+r)=[f((n+r),r)=f((n,r))=f(n) oldugundan
(mod r) ye gore ¢ift olan her f aritmetik fonksiyonu ayni zamanda (mod r) ye
gore periyodiktir.

f(a)=(a,b) ile gosterilen en biiyiik ortak bdlen fonksiyonu ve Dirichlet

karakterleri periyodik fonksiyonlardir.
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5. GENELLESTIRILMIiS RAMANUJAN TOPLAMLARI

Ramanujan toplamlar1 ozellikle tamsayilarin karelerin toplami olarak
temsillerinde 6nemli yer tutar. 1900 den hemen sonra pek cok matematik¢inin
calismasinda bu toplamlardan bahsedilir. “Ramanujan Toplamlar:” adlandirilmasi bu
toplamlara Ramanujan’m yapmis oldugu énemli katkilardan dolay1r Hardy tarafindan

verilmistir. Baz1 kaynaklarda trigonometrik toplamlar olarak da bahsedilir.

Ustel e(a,b) fonksiyonunu, a ve b tamsayilar olmak iizere

2mia 2
e(a,b) =exp (T] =e *

ile tanimlanir (Carthy 1986).

Reel degiskenli tiistel fonksiyonun seriye agilimi e * :z ' dir. Eger 6 reel ise
n=0 M-

. < (;9)"
e’= z (l ) olur. Bu ac¢ilimda reel ve sanal kismi ayirirsak,

Z D".o™ . Z (-1)" 6>
o (2n)! (2n+1)!
yazilir. Kosiniis ve siniis i¢in toplam formiillerden e =cos6 +isin@ oldugu bilinir.
‘ew‘ - (cos29 +sin’ 9) =1 = keZ igin ™ =cos(2zk)+isin(2zk)=1 dir.
Dolayisiyla,

[e(a,b)]b =™ =1

2riam

olur ve e(a,b) ye birimin b. mertebeden kokleri denir. Eger e(a,b)=e °

ifadesinde % kesri indirgenmis formda ise; 0<k <b olmak iizere

[e(a,b)] =1

dir. Bu sekildeki birimin b. mertebeden koklerine pirimitif (asli) kokleri denir.

Tanmm 5.1. neZ ve reZ olsun. Toplam (mod r)ye gore indirgenmis kalan

siniflar1 sistemi tizerinden degerler almak iizere,
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Cnr)= Cn) = Yelhnr)= ¥ exp(zm"m]
r

h(mod ) h(mod r)
(h,r)=1 (h,r)=1

ile tamimlanan trigonometrik C(n,r) toplamlarina Ramanujan Toplamlar: denir.

Yukaridaki toplam taniminda Cr(n)gésterimi ile sabit » ve pozitif n

tamsayilar1 alindigma dikkat edilmelidir. Yani Cr(n) = C(-,r) alinmistir. Benzer

sekilde » sabit olarak kabul edilirse C(n,-) aritmetik fonksiyonu elde edilir.

O halde n = 0 olarak alinirsa C(n,r) toplamui biitiin 7 ler icin Euler’in Totient

fonksiyonu ¢(r) ye doniisiir:

C(0.r)=op(r).
Ayrica n =1 iken biitiin r ler i¢cin bu kez Mobiiis fonksiyonu u (r) elde edilir.
C(1r)=n(r)

C. (n) gosteriminde » ye Ramanujan toplaminin indisi ad1 verilir.

Teorem S5.1. Ramanujan toplamlar1 indislerine gore carpanlanabilir aritmetik

fonksiyonlardir. Yani (m,n)=1 olmak iizere her ke Z i¢in:
C,k).C, (hH=C,  (k
dir (Grosswald 1984).

27ihyk 27ihyk

Ispat: C,0.C, k) = Yem . Ye
hy (mod m) hy (mod n)
(hy ,m)=1 (hy,n)=1

27k (hyn+hym)

=S e

(h,m)=1ve (h,,n)=1 oldugu i¢cin h=hn+hm toplam (mod mn) ye gore

indirgenmis tam kalan smiflar1 sistemi lizerinden degerler alir. Boylece son esitlik,

2 mikh

C,(k).C, (k= Y em
(h’(lmod)n_aln)
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olarak yazilir ki, bu da C,, (k) nin tanimindan bagka bir sey degildir. Boylece

teoremde ispatlanmis olur.

Teorem 5.2. f (mod k) periyodik bir aritmetik fonksiyon olsun. Bu takdirde

k-1 2rimn

f(m)=2 g(n)e *

=

olacak sekilde
1 k-1 —2mimn
g(n)=1 2 f (m)e *
m=0

ile tek bir sekilde tanimlanan g (mod k) periyodik aritmetik fonksiyonu vardir

(Grosswald 1984).

Teorem 5.2 de f ve g (mod k) periyodik oldugundan her bir toplam

(mod k)ya gore tam kalan siniflar1 lizerinden degerler almak iizere asagidaki gibi

yeniden ifade edilebilir:

2ximn

f(m)= 3 g(n)e

n(mod k)
—2rimn

2=y X s(m)e

m(mod k

Burada f(m) fonksiyonuna f aritmetik fonksiyonunun sonlu Fourier agilim ve

g(n) fonksiyonuna da f aritmetik fonksiyonun Fourier katsayisi denir (Apostol

1976).

Teorem 5.3. / ve g aritmetik fonksiyonlar ve S, (n)= )’ f(d)g(gj olsun.

i)

O zaman S, (n)nin Fourier katsayist a, (m)= )’ g(d)f(gj% olacak sekilde

o)

2ximn

S (n)= 2, a(me

m(modk)

sonlu Fourier agilimi vardir (Apostol 1976).
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Teorem 5.4. (m,n) =d olmak tlzere, C, (m) Ramanujan toplami

G, (m) =Zf-ﬂ(%]

|d

aritmetik temsili ile ifade edilir (Grosswald 1984).

Ispat. LYol:

oldugu Moébius fonksiyonunun tanimindan biliniyor. Dolayisiyla Ramanujan

toplaminin taniminda, toplamin degerlerini aldig1 sartlar1 daha da basit hale

indirgeyebiliriz. Yani, 4 nin (mod n)ye gore indirgenmis kalan smiflar1 iizerinden

degerler almasi yerine (h,n) =1 sartin1 géz ardi ederek / in biitiin kalanlar {izerinden

degerler aldigmi kabul edelim. Fakat bu durumda (4,n) #1

taniminda z u(d) seklinde yeni bir carpan olusur ve boylece:
d|(h,m)

2ihm

C,my= e > uk)
h(mod n) k‘(h,n)
27ihm
= Yuk) Ye
k‘n h=0(mod k)
1<h<n
n
h=rk, r=1, 2,---,; yazilarak
nlk 2mirkm
C,m=3 p(k) Y *
k‘n r=1

nlk 2mirm

=S k) et

k‘n r=l1

2 mirm nlk 2mirm

iken C, (m) nin

Eger (n/k)|m ise e "'* =1 ve Ze(””‘)zg olur. Aksi halde ise toplam

r=I1

sifirdir. Dolayisiyla,

c,m="3 u(k)% .

(nlk)|m
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veya / :% = k :? degeri yerine yazilirsa

C,,(m>=zfu(§>

elde edilir. Bununla beraber £|n ve £|m < (m,n)=d iken / |d oldugu da gdz 6niine

alinarak

C,(m) =Zeu(§>

bulunur ve istenen gdsterilmis olur.
IL. Yol: Teorem 5.4. ispati, Teorem 5.3. te f(k)=k, g(k)=u(k)alnarak daha

kolay bir sekilde gosterilebilir:

olmak iizere;

d|(n.k) m(modk)
2mwimn
= e k
m(modk)
(m,k):]

=C,(n).

Ozel durumda n = p ve p|mise (m, p) =1 olur. Bu takdirde,

cp(m>=zeu(§>

=1 u(p)
=-1.

Ramanujan toplami C(n,r) Holder bagintisin1 saglar: ¢ Euler’in totient

fonksiyonu p Mobius fonksiyonu ve m =

olmak tizere Hélder bagintisi,
(n,7)

ile verilir (Hardy 1975).
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Bu esitligin sag tarafina Van Sterneck sayisi-bagmtisi denir ve ¢(n,r) ile

gosterilir. O halde C (n,7) =¢(n,r) yazilir.

Ornek 5.1. Cr(n) nin aritmetik temsili ve Hélder bagntist ile ilgili asagidaki

ornekler verilmistir.

b) C,(12)= >, zu( j (?j”'“(%)”'“(%}:1‘0+2'(_1)+4'1:2’

/\124

((12,4)=4, 1={1,2,4}).

c,(12)=c(i2,4)= 284 21, (m: 4 :1}.

) Cs(12)= > tu 5]: u($j+3u(§j:1.(—l)_2+3.(—1):—2,

]215

((12,15)=-3, ¢={1,3}).

¢ (12)=C(1215) = 204 B) 8L,

Eckford Cohen tarafindan ispatlanan C(n,r) nin ortogonallik 6zelligi asagidaki

teoremle verilmistir.

Teorem 5.5. Eger d ve e, r nin bolenleri ise 0 zaman

=e

olur (Sivaramakrishnan 1989).
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Ispat. ¢ ve d igin (;,d] =k olsun. O zaman (r,dt) =kt veya d(é,t] = kt.

Yani, [0 =* dir. simdi | oldugu icin & |[ )¢ dur. Fakat [ £, )=1
d d k |k k kt k kt

e d

dir. Boylece T |t olur. Dolayisiyla,

(g’t] :%: (djk)

yazilir ve boylece,

\(

olur. Buradan

yazilir. Su halde yukaridaki ifadeden
{1z
ZC(K,d] c(ﬁ,t] =p(d)> ¢
olr ! e
elde edilir. 7 nin sabit d ve e bolenleri igin,

F(r)=¢(d) Z C(d%(et]

r ye gore carpanlanabilirdir. Dolayisiyla p bir asal ve 0<h<a , 0<c<a olmak

c

iizere r=p“, d= p’, e=p° iken teoremin ifadesinin ger¢eklendigini gdstermek
yeterli olacaktir. b<c¢ veya c¢<b secip secmememiz Onemsizdir. Kesinlik

icin b <¢ alalim. O zaman a-b> a-c olur.
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Holder bagintisini kullanarak,

q)(pb) = a—c+l
t
t‘p q)( ) q)(pb)l:pac _q)(p )]’ Cib
p-1
_Jp,c=b
0,c#b
Dolayisiyla,
For) r,d=e
) =
0,d=+e
olur ki

Unitary bolen tanmmini kullanarak genellestirilmis Ramanujan toplamlar

tanimlanmistir. Bu toplamlara Ramanujan toplamlarmin wunitary benzeri denir ve
C’ (n) ile gosterilir.
r nin unitary bdlenlerinden j yi bolen en biiyiik tamsayi (j,7) , ile gosterilsin. O
zaman, Ramanujan toplaminin unitary benzeri C; (n) icin
Ci) = 3, el 2]
1

(jor).= r
Jj(modr)

S 7]

d

|r

yazilir (Johnson 1982).

Ornek 5.2. C (n) aritmetik fonksiyonunun, aritmetik o6zelliklerinin uygulamalari

asagidaki orneklerle verilmistir.

34



)G (2)= 2 d-#*(ij=1-u*(—j+2.u*(gj:1.1+2.(—1)=—1,
dic2). d 1 2
* 7 . (15
b)C,(15)= > du (—]=1.u (—j+3.,u (—):1.1+3.(—1):—2_
d|(12,15), d 1 3

Ayrica p’ve ¢ swasiyla pu ve ¢ aritmetik fonksiyonlarmin wunitary

benzerlerini gostermek iizere,

dir. p bir asal ve a> I olmak tizere, C; (n) toplami1

0_1’ a
¢ (n,p”) :{fl pf}(n

n

\(

n

> C'(nd) = {r’ g

dlr 0, r|n

esitliklerini saglar (Sivaramakrishnan 1989).

Ornek 5.3. Yukaridaki son iki esitligin uygulamalar1 asagidaki orneklerle

gosterilmistir.
a) C'(8,4)= >, d./,t*(ij :l-ﬂ*(ﬂ]""l-#*(ij =1.(-1)+4.1=3 ve
dis9), d 1 4
p'|n iken C*(n,p")=p" 1= C"(8,4)=2"-1=3.

b)C*(9,3):d(§;‘) d.u’ (2] :1-/4*(%]"'3-#* (%)Zl'(_l)+3'1:2 ve

C'(9,3)=3-1=2.

©) >.C'(12,d)=C"(12,1)+C" (12,4)=1+3=4,

df4

c'(12,1)= >, d.u*(ljzl.u*(l):l
d|(12.1), d

C'(12,4)= >, d.u*(gj:1.u*Gj+4.u*G):1.(—1)+4(1)=3 |

d|(12.4),
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d) > .C"(5d)=C"(51)+C"(54)=1+(-1) =0,

df4

c'(51)= ), d.u*(ljzl.u*(l):l
e, \d

C'(54)= ), d./f(g]:l.u*(%j:(—l) |

d|(5.4).

fve g aritmetik fonksiyonlar olmak iizere

F) =2f(d)g(§] ~S(k)

ile verilen F(k) aritmetik fonksiyonu kullanilarak genellestirilmis Ramanujan toplami

S e (nsk) =S (n) =S (n;k) = Zf(d)g(gj

d|(n,k)
biciminde tanimlanir (Apostol 1952). Eger bu toplamda k|n ise toplam F(k)
fonksiyonuna déniisiir. Teorem 5.4. ii dikkate aldigimiz zaman C, (n) Ramanujan
toplaminm; S, (n) toplaminin 6zel ve 6nemli bir 6rnegi oldugu goriliir.

Eger a herhangi bir aritmetik fonksiyon ve g (1)#0 ise

S(n) = > ald )g(gj & aln)= > s(d) g—l(sj

d‘n
dir (Apostol 1972). Burada g = p6zel durumu alinirsa iyi bilinen Mobiiis ters
¢evirme formiilii elde edilir.

a,, fonksiyonu,

1, d|n
and:
“ o, dyn

ile tanimlansin. S, , (m,k) toplami bu «,, fonksiyonunu kullanarak iki farkh

sekilde ifade edilir:

S, (mk) = Zak,df(d)g(gj

S, =Ya,. /e[ £
(Apostol 1972).
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h(d)=o,.f (d) g(gj olmak iizere yukaridaki ilk iki esitlikten birincisinde

sabit bir k i¢in S, , (m,k) toplamu,

S s o () =(h, * p™ )(m)
seklinde Dirichlet ¢arpimi ile ifade edilebilir (Apostol 1972). Bu gosterimi agsagidaki

teoremin ispatinda kullanacagiz.

Teorem 5.6. Eger k >1, n>1 ise

scdanr 3 (g 3]

dir (Apostol 1972).

Ispat: Sabit bir & igin S(m) =S, , (m,k) dur.

S(m) =(h, * ™ )(m)

ve bdylece,

'S, (d.k)=>5(d)

=(S*u™)(n)
sz,g(d’k) :[(hk * ,u_])* ,U_l] (n)

T
(x5 1) ().

Burada n bblenlerinin toplami o(n) fonksiyonu igin (/J_] * ! ) (n)=0o(n)oldugundan

;Sf,g(d,k)Z (h, *o)(n)
e

S

=d%)f(d)g(§jo(§].

SIS
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Ornek 5.4. Apostol (1972) tarafindan asagidaki 6rnekler verilmistir.
1) Eger (n,k)=n 1ise

-2

d‘n d‘n

2) Eger k=n ise
35, ) =X (k{2 o[ 2]
d‘n d‘n

3) Eger k=n veg=u ise

55, d.n) =;u<d>a<d>f(gj.

4) Eger ftam carpanlanabilir ve f1 (n) #0 ise

olacagindan, 6rnek 5.4.-3) ten

ZS/ Wd.n)=fin) zu Z
;Sf,ﬂ(d n)= fn) H( —M]
v H( (2p)]

5) Ornek 5.4.- 4) te f(n)=nozel durumu alinirsa

Zq)(d,n):nl;[(l—%]

d‘n

formiili elde edilir.

Herhangi bir faritmetik fonksiyonu i¢in
r)=2./(d)

fonksiyonu tanimlansmn. nxn tipindeki A matrisi (m,k) en biiyiik ortak boleni

gostermek lizere
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A4=(a,,) Z[f* ((m’k))]

ile verilsin. A matrisinin determinant1 Smith determinant1 olarak bilinen,
det A zf(l).f(2).---.f(n)
formiilii ile hesaplanir (Apostol 1972).

Ornek 5.5. Apostol (1972) tarafindan verilen 6rnek 5.4.-5) te f yerine Euler’in ¢

fonksiyonu alinirsa Smith determinanti elde edilir:

fr(r)= ;qo(d) olsun

all a12 a13
A=|ay, a, a,|=>A=(a,)= [f* ((m,k))] oldugundan

I 1 1
A=|1 2 1|=>det(A)=6+1+1-(2+1+3)=2
I 13
Ve
det(4)=0(1).0(2)p(3)=1.12=2
bulunur.

Ramanujan toplaminin determinant hesab: ile ilgili bir uygulamas: asagidaki

teorem ile verilir.

Teorem S5.7. nxn tipindeki A matrisinin @, elemam a, =S, (m,k) olsun. Bu

matrisin determinanti:

det A=f(1).f(2)...f(n).g(1)"
ile bulunur (Apostol 1972).
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Ispat: B (f) ve C (g) nxn tipinde alt iicgen matrisler olmak iizere,

A=B(f).C(g)

yazilir. Burada,

B(f)=[a,.f (m)] veC(e) {ag(ﬁﬂ

k
B( f )C( g)t carpiminin q,, elemans,

S a,, f().a, 8|~ =3 rgl £
r=1 r r

rim

rlk

=S, , (m,k)
dir. O halde iddia edildigi gibi A =B(f).C(g) olur.

detB(f)=f(1).f(2).---.f(n), detC(g)=g(1)’

oldugu da gb6z Oniine alinirsa detA nimn teoremde verilen formiille hesaplanacagi
goriiliir.

Ornek 5.6. Teorem 5.7.de f (n) =nve g=palmirsa A matrisinin a,, elemani

C,(m) Ramanujan toplamiolan nxn tipindeki bir matris olur ve determinanti
det A =det[C, (m)]=n!

ile hesaplanir (Apostol 1972)

Ornek 5.6. nin 3x 3 tipinde bir matris i¢in uygulamasi asagida yapilmugtr

all a12 a13

C(mk)= > dpu (Sj olmak iizere, A =| a,, a,, ay |= A=(a,)=[C(m,k)]

o)

a, =C(1.1)=>du(d)=1, a,=C(1,2)=>d.u(d)=1

d|1

a;=C(1,3)=>du(d)=1, a,=C(2,1)=) du(d)=1

dll dfl

ay, =C(2,2)=) d.u(d)=-1, ay,=C(2,3)=> d.u(d)=1

df2 dll
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ay =C(3,1)=>.du(d)=1,

ay, =C(32)=>.d.u(d)=1
dll dli
ay =C(3,3)=> do(d)=-2
d3
11 1
A=|1 -1 1 |=det(d)=2+1+1-(-1-2+1)=6
11 -2
Ve
det(4)=3!=6
elde edilir.

C(n,r) ile ilgili diger bir aritmetik toplam Kloosterman toplamidir 2 (mod r)

ye gore indirgenmis kalan siniflar1 sistemi {izerinden degerler almak {izere,

hh' =1(modr)
1se bu takdirde

h(mod r) r
(h,r)=l1

S(uv,r)= . exp[w}

ile tanimlanan toplama Kloosterman toplami denir. r|v oldugunda S(u,v,r) toplami

C(n,r)toplamma doniisiir.

h ve ¥* nin 1den baska k inci kuvvetten ortak boleni yoksa yani (A, 7" ) , =1 1se
Ramanujan toplamt:

C*(n,r)=Cf(n)= >, exp(zﬂfln]
h(modrk) r
(h,rk)k:l
seklinde genellestirilir (Cohen 1948).
Bu genellestirmede k =1lise C(n)=C,(n)oldugu apagiktir. Ustelik bu

genellestirilmis toplam Cr(n) toplamimin 6zelliklerini uygun formda gergekler.
Bu 6zelliklerden biri ,

Ct (n)=C! (n) € (n)
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biciminde verilen ¢arpanlanabilirlik 6zelligidir (Sivaramakrishnan 1989). Yine diger

bir 6zellikte asagidaki teoremle verilir.

Teorem 5.8. u Mdébiiis fonksiyonu olmak {izere
C*(n,r)= u(ij d*
d’“ n,rk ) d

dir (Sivaramakrishnan 1989).

Ayrica sirastyla asagida verilen Holder bagintisii ve ortagonal 6zelliklerini

de gercekler:

C* (n,r)= :u(mk )¢k (”) ) rt

blm) "t

d ve e, r* nin bolenleri ise

e ﬁdC" ﬁt |t d=e
" t’ e’ 0,d+#e

dir (Sivaramakrishnan 1989).

C (n,r) genellemelerinden biri olan C* (n,7) ile yukarida verdigimiz toplamin
Eckford Cohen nin @, (7) fotient fonksiyonuna dayandigi, yani; toplamin (mod r) ye
gore k indirgenmis kalan smiflari tizerinden degerler aldigini tekrar vurgulamaliyiz.
C (n,r) nin diger bir genellemeside Jordan’in Totient fonksiyonu J, (») nin
tanimlanmasi i¢in kullanilan & vektor gosterimine dayanir.

k>1,1=1,2,---k olmak iizere {x } degerlerini (mod k,7) ye gore indirgenmis

i
kalan smiflar1 sistemi tizerinden almak tizere;

o) (n,r) _ Z exp(2ﬂin(x, + X, +...+xk)j

(x).r)=1 r

esitligi ile tanimlanir (Sivaramakrishnan 1989).

Acik olarak c (n,r) = C(n,r) dir.
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Teorem 5.9. u Mobiiis fonksiyonu olmak tizere

dir (Sivaramakrishnan 1989).

Ispat:

zc(k)(n’d):{rk , I"|n

d‘r 0, F*n

oldugunan Mobiiis ters ¢cevirme formiiliinii kullanarak sonug elde edilir.

Sonug 5.1.
1) n ve r ye gore C"(n,r)carpanlanabilirdir; Cinkii C¥ (n,r), r ye gore

carpanlanabilir ve (mod r) ye gore ¢ift fonksiyondur,

2) Y (nr) = lm)s (r) ; m=—— (Bubagmti C(n,r) icin verilen Holder
Jk(m) (n,r)

bagintisinin benzeridir),

3) C"(n,r) toplami ortagonallik 6zelligini saglar. d ve e, r nin bolenleri olmak

uzere

k
ZC(k)(ﬁ’djc(k)(ﬁ’tj _ r, d=e
I t e 0, d#e
dir (Sivaramakrishnan 1989).

Genel olarak C (n, r) =C , (n) i¢in gegerli olan biitiin sonuglarin benzerlerinin

C*(n,r)ve ct®) (n,r) i¢in de saglanr.
5.1.Genellestirilmis Mobius Fonksiyonu ve Ilgili Ramanujan Toplam

Klasik Mobius fonksiyonu u (n) nin bir genellemesi olan Souriau-Hsu-Mobius

fonksiyonu x, kullanilarak Genellestirilmis Ramanujan toplami tanimlanmistir

(Laohakosol, ve ark. 2006).
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Tanmim S.1.1. n tamsayisinin bir p asal ¢arpaninin katliligr v, (n) olmak {izere n nin

standart bigimi

n= Hpvp(n)

P

olsun. ¢ € R olmak tizere Souriau-Hsu-Mobius fonksiyonu p,

ua<n>=H(fp(n)]<—1>vp(")

pln
Seklinde tanimlanir (Laohakosol ve ark. 2006).
Ozel durumlarda, =1 igin 4, = u ve a =0igin Dirichlet garpimmin dzdeslik
fonksiyonu u ,=e, olur.

a, Breel sayilari igin w,, ;= p, * p, dir. O halde p, | = p, * u_ olur.

Ornek 5.1.1. Souriau-Hsu-Mobius fonksiyonu u,i¢in asagidaki uygulamalar
yapilmistir.
a) 60=2"-3"-5", v,(60)=2, v,;(60)=1, v;(60)=1 oldugundan

st ) v (o (o

=10.1-5.(~1).5.(~1) = 250.

b) 12=2%3, v,(12)=2, v,(12)=1, a =|-4/=4 oldugundan

. (12)= H(j (n)](_l)%('“ - (‘2‘](_1)2.(3(_1)1 _ 6.14(<1)= 24,

|12

& 20-2°5, v (20)=2 V5(20):1,[a]:[%}:>[a]:3oldugundan

i (20) :H@ (n)](_l)va(") :@(-1)2.(3(-1)1 _3.13(~1)=-9.

p‘ZO

d) 20=2%5, v,(20)=2, v,(20)=1,

al=[3+i=|o|=10,[|a[]= | VI0 | =3,

1., (20)= H@ (n)] =(-1)" = @](—1)2 .m(—l)l =3.13(~1)=-9.

p‘ZO
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f aritmetik fonksiyonunun tam carpanlanabilir olmas1 i¢in gerek ve yeter sart
g(l) # 0 olacak sekildeki her g aritmetik fonksiyonu i¢in ( fg)_] = f.g"' olmasidur.
Ayrica f carpanlanabilir ise f nin tam c¢arpanlanabilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart

(uf)" =p'f = u,f olmasidir (Apostol 1976).

Teorem 5.1.1. a bir reel say1 ve f carpanlanabilir bir aritmetik fonksiyon olsun. O

zaman f aritmetik fonksiyonunun tam ¢arpanlanabilir olmas1 i¢in gerek ve yeter sart

1
(. f) =nf
olmasidir (Laohakosol, ve ark. 2002).

Sonlu Fourier agihm S, (n)ve Fourier katsayisi a,(m)nin tamminda

f(m)=m ve g(m)=p, (m) alinirsa asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 5.1.2. k € Z" ,a kompleks bir say1 ve n bir tamsay1 ise

k 2mimn
> (4] 3 (b
d|(n.) m(modk)

modk

dir (Laohakosol, ve ark. 2006).

Tammm 5.1.2. k€Z", ne Nvea € C olsun. o ninct mertebeden Genellestirilmis

Ramanujan toplami

)= 3w (L] 3 (e

d|(n.k) m(modk

ile tamimlanir (Laohakosol, ve ark. 2006).

Bu tanimda o =1 almirsa bildigimiz C (n, r) Ramanujan toplamina doniisiir.

c* (n,r) Genellestirilmis Ramanujan toplaminin asagidaki 6zellikleri vardir:

meN, nelZ", pbirasal ve o € Colsun. O zaman,

1) ZC(“) (m,j)= ct* (m,n),
Jln
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2) C(O)( ) n, n|m ise
m,n)= ,
0, diger durumlarda

3) o (t) = Zd =™ (m,n) =0, ((m,n)) ,

dlt

4 ' (n1)=1,

5) c<“><1,m>=ua<m>,

6) (n,m)=1=C*) (nm) = p, (m),
7) (a,k)=(b,m)=(m,k)=1= C') (ab,mk)=C")(a,m).C'"" (b,k),
) (b.m)=1=> C(ab.m)=C')(a,m),
9) (a.k)=(m.k)=1= C') (a,mk) = C') (a,m) 1, (k)
10) (r,5)=1= C (n,rs) =C'*) (n,r).C"") (n,s),

a—1

1) a,beZ igin C(p",p")= mm(a,b)(—l)a_i( i -]-pi ve C(p’,p)=p-a,

i=0

12) pin = C'* (n,p“) =(-1)" (oc] )

min(a,k) ) ‘
13) p* ||n = (n,p“ ) = (-1)"" (aa i]p’

i=0

(Laohakosol, ve ark. 2006).
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