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  değiĢmeli, birimli bir diferansiyel halka ve   *       + kümesi ise R üzerinde tanımlı derivasyon 

operatörlerin bir kümesi olsun.  ,   kümesi tarafından üretilen serbest monoid olmak üzere, 

katsayıları R de olan         belirsizlerine bağlı diferansiyel polinomlar halkası  ,   |      
   - Ģeklinde tanımlı bir polinom halkası olup  *       + ile gösterilir. Bu çalıĢmada   * + 
olmak üzere iki bilinmeyene bağlı   *     + polinom halkasının otomorfizm grubunun önemli bazı 

altgrupları tanımlanmıĢtır. Ayrıca bu altgruplardan diferansiyel tame altgrubunun, diferansiyel 

elementer ve diferansiyel üçgensel altgrupların karıĢtırılmıĢ serbest çarpımı olduğu gösterilmiĢtir. 

Dahası  *     + nin bir diferansiyel endomorfizminin bir diferansiyel tame otomorfizmi olup 

olmadığına karar veren bir algoritma verilmiĢtir. 

 

 

ANAHTAR KELĠMELER: Diferansiyel cebirler, diferansiyel polinom halkaları, tame 

otomorfizmler 
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Let R be a commutative differential ring with unit,    *       + be the set of derivation operators 

of R and    be the free monoid generated by the set  . The ring of differential polynomials with 

coefficients in R in differential indeterminates         is the ring of polynomials  ,   |      
   - and denoted as  *       +. In this work we define some important subgroups of the 

automorphism group of the differential ring in two intereminates  *     +, with   * +  Moreover, 

we show that the subgroup of the differential tame automorphisms is the amalgamated free product of 

the subgroup of differential affine and the subgroup of differential triangular automorphisms. 

Furthermore, we describe an algorithm which decides if a polynomial endomorphism of  *     + is 

tame. 

 

 

KEY WORDS: Differential algebras, diferential polynomial rings, tame automorphisms  
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1. GĠRĠġ 

 

 

Derivasyonlar bir cebir, (halka veya cisim) üzerinde tanımlı Leibniz koĢulunu 

sağlayan lineer operatörlerdir. Diferansiyel cebirler (halkalar veya cisimler) ise 

üzerinde sonlu sayıda derivasyonlar tanımlı olan yapılardır. Örneğin kompleks 

sayılar üzerinde tanımlı bir   bilinmeyenine bağlı rasyonel fonksiyonların cismi bir 

doğal diferansiyel cisimdir. Bu cisimdeki derivasyon   bilinmeyenine göre türev 

operatörüdür. Diferansiyel cebirler bu cebirsel nesnelerin incelenmesinin yanı sıra 

matematiğin bu nesnelerin diferansiyel denklemlerdeki cebirsel kullanımını içeren 

alanıyla da ilgilidir.  

 

Diferansiyel cebirler teorisi Ritt (1948) tarafından kurulmuĢtur. Kolchin 

(1973), Ritt tarafından oluĢturulan bu teoriyi geliĢtirmiĢ ve bunun yanı sıra bu 

çalıĢmalarını lineer cebirsel gruplar teorisinin temellerini oluĢturmak için 

kullanmıĢtır. Kaplansky'nin 1957 de yazdığı "Diferansiyel Cebire GiriĢ" adlı kitabı, 

teoriyi daha eriĢilebilir kılmıĢtır. Diferansiyel Galois Teorisi (Crespo ve Hajto, 2006) 

ve diferansiyel Gröbner bazları (Mansfield, 1991) diferansiyel cebirler teorisinde 

çalıĢılan diğer önemli çalıĢmalardır. 

 

Cebirsel yapıların özellikleri ile ilgili önemli bilgiler verdiğinden, cebirsel 

yapıların otomorfizmlerini incelemek önemlidir. Bu konuda en ilgi çekici 

araĢtırmalardan biri de otomorfizmlerin tame olup olmamasıdır. Bu konuda yapılan 

bir çok çalıĢma vardır. Örneğin iki değiĢkenli polinom cebirlerinin otomorfizmlerinin 

tame olduğu ispatlandı (Jung, 1942 ve Kulk, 1953). Benzer biçimde iki değiĢkenli 

serbest Poisson cebirlerinin otomorfizmlerinin tame olduğunu ispatlandı (Limanov, 

Trusbekova ve Umirbaev, 2008). Bu tez çalıĢmasında otomorfizmler ile ilgili olan bu 

önemli sonuçlar diferansiyel cebirler teorisinde araĢtırıldı. 

 

Bu çalıĢmada öncelikle diferansiyel cebirler teorisi için önemli bazı tanım ve 

teoremler verilmiĢtir. Ayrıca bir polinom halkası özelliğini taĢıyan diferansiyel 

polinom halkaları tanıtılmıĢ ve önemli özellikleri belirtilmiĢtir. Daha sonra iki 
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bilinmeyene bağlı diferansiyel polinom halkasının otomorfizmleri incelenmiĢ, bu 

halkanın otomorfizmler grubunun önemli bazı altgrupları tanımlanmıĢtır. Ayrıca 

diferansiyel polinom halkasının verilen bir homomorfizminin tame olup olmadığını 

inceleyen bir algoritma tasarlanmıĢtır. 
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2. KURAMSAL TEMELLER 

 

 

Bu bölümde, tez çalıĢmamız için gerekli olan bazı temel kavramlara yer 

verilmiĢtir. Bu bölümde verilen tanım ve teoriler Kolchin (1973)’un kitabı ve 

Ovchinnikov’un ders notları detaylı bir Ģekilde incelenmesi sonucu hazırlanmıĢtır ve 

bu bölümde yer alan araĢtırmalar ve örnekler bu çalıĢmaların ıĢığında  çözülmüĢtür.  

 

2.1.Diferansiyel Halkalar 

  

Tanım 2.1.1.   değiĢmeli ve birimli bir halka olsun ve         operatörü 

tanımlansın. Eğer        için  

 (   )   ( )   ( )                   

                            (  )   ( )    ( )          (Leibniz kuralı) 

koĢulları sağlanıyor ise   ya   nin bir derivasyon operatörüdür denir. 

 

Tanım 2.1.2. R nin derivasyon operatörlerinin bir   *       + kümesini ele 

alalım. Eğer      için 

    ( )      ( ) 

ise R ye   kümesi ile birlikte bir diferansiyel halka denir. Bu durumda   kısaca  -

halka olarak adlandırılır.  

Eğer   * + ( , bir tek derivasyondan oluĢuyor) ise o zaman   ye bir adi 

diferansiyel halka denir. Eğer   *          +  ( , birden fazla derivasyondan 

oluĢuyor) ise   ye bir kısmi diferansiyel halka denir. 

 

Eğer R bir tamlık bölgesi veya bir cisim ise R ye bir diferansiyel tamlık bölgesi 

veya diferansiyel cisim denir.  

 

Örnek 2.1.1.   değiĢmeli ve birimli bir halka ve   * + olsun.      için  ( )  

  Ģeklinde tanımlansın. Bu durumda R diferansiyel halka olmanın tüm özelliklerini 

trivial olarak sağladığından R bir diferansiyel halkadır. 
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Örnek 2.1.2.           için 
 

   
 bilinen kısmi türev operatörü olsun. m tane reel 

           değiĢkeninin uzayındaki bir bölgenin her noktasında sonsuz 

türevlenebilir ve reel değerli olan tüm fonksiyonların halkasını ele alalım. Bu halka 

2
 

   
   

 

   
3 kümesi ile birlikte bir diferansiyel halkadır.  

 

Örnek 2.1.3.     olsun. Bu durumda   nin olası derivasyonlarının neler olduğunu 

inceleyelim.  

 ( )   ( ) veya  (  ) ler tarafından belirlenir. Gerçekten     için 

 ( )   (        )⏟          
      

  ( )      ( )⏟          
      

   ( ) 

olur. (Benzer Ģekilde     için  (  )   ((  )     (  ))⏟            
      

   (  )). 

    olsun. O halde 

 ( )   (   )   ( )   ( ) 

olup   ( )    olduğu görülür. 

     için 

 (  )   (  (  ))   ( ) (  )     (  ) 

elde edilir. Her iki taraftan  (  ) i çıkarırsak  

  (  ) ( ) 

olur. O halde 

   ( )   ((  )(  ))   (  )(  )  (  ) (  )     (  ) 

olup  (  )    elde edilir. Böylece   üzerinde tanımlı tek derivasyon      için 

 ( )    (aĢikar) derivasyon olduğu görülür.  

Örnek 2.1.4.     olsun. ġimdi   nun derivasyonlarını inceleyelim.       

için 
 

 
 elemanını ele alalım. O halde 

   ( )   (    ⁄ )   ( )   ⁄     (  ⁄ ) 

 .
 

 
/   

 ( )

   

olur. Böylece herhangi bir       için  ( 

 
) hesaplanabilir. 

 (  ⁄ )   (    ⁄ ) 

dir ve Leibniz kuralından 
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 (    ⁄ )   ( )   ⁄     (  ⁄ ) 

   
 ( )

 
 

  ( )

  
 

     
 ( )    ( )

  
 

olur.       olduğundan 

 (  ⁄ )  
 ( )    ( )

  
 

       
       

  
 

             

sonucu elde edilir ve bu derivasyon   nun trivial derivasyonudur. 

 

Örnek 2.1.5.    , - ve  ( )    olsun. O halde                olmak üzere 

 (            )   (    )       (  )                             

                                (  )       (    )        

                    

dir. 

 

AlıĢtırma 2.1.1.  ,   *        + derivasyon kümesi ile bir  -halka olsun. O halde 

aĢağıdaki koĢulların doğruluğunu gösteriniz. 

i.      ve      için   ( 
 )         ( ) dir.                                        (1) 

ii.       ve       için    
 (  )    (  ( (  ⏟      

       

(  )))) olmak üzere; 

  
 (  )  ∑ (

 

 
)

 

   

  
 ( )  

   ( )                                                                                    ( ) 

dir. 

 

Çözüm. 

i koĢulundaki eĢitliğin doğruluğu   üzerinden tümevarımla ispatlanır. 

     için 

  ( 
 )         ( ) 

olup eĢitlik sağlanır.     için (1) eĢitliği doğru olsun. Yani 
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  ( 
 )         ( ) 

olsun. O halde        için (1) eĢitliğinin doğruluğunu gösterelim: 

  ( 
   )    ( 

  )                                      

   ( 
 )      ( ) 

                ( )      ( ) 

       ( )      ( ) 

 (   )    ( )        

olup verilen eĢitlik      ve      için doğrudur. Benzer Ģekilde ii deki eĢitliğin 

doğruluğu da m üzerinden tümevarımla ispatlanabilir.  

     için 

  
 (  )    ( )     ( ) 

                                                         (
 

 
)   

 ( )  
   ( )  (

 

 
)   

 ( )  
   ( ) 

olup eĢitlik sağlanır. 

    için ( ) eĢitliği doğru olsun. Yani 

  
 (  )  ∑ (

 

 
)

 

   

  
 ( )  

   ( ) 

olsun. 

      için eĢitliğin doğru olduğunu gösterelim: 

  
   (  )    (  ( (  ⏟      

         

(  ))))                                                                                                

   .  
 (  )/                                                                                            

                    (∑ . 
 
/ 

     
 ( )  

   ( ))        

                     .(
 
 
)  

 ( )  
   ( )  ( 

 
)  

 ( )  
   ( )     ( 

 
)  

 ( )  
   ( )/ 

                   (
 

 
)   

 ( )  
   ( )  (

 

 
)   

 ( )  
 ( )  (

 

 
)   

 ( )  
 ( )

 (
 

 
)   

 ( )  
   ( )     (

 

 
)   

 ( )  
     ( )

 (
 

 
)   

   ( )  
   ( ) 
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 ( )  

(   )  ( )     
 ( )  

(   )  ( )     
 ( )  

(   )  ( )

    
 ( )  

(   )  ( )       
 ( )  

(   )  ( )

    
   ( )  

(   ) (   )( ) 

                      
 ( )  

(   )  ( )  (   )  
 ( )  

(   )  ( )   

    
   ( )  

(   ) (   )( ) 

                   (
   

 
)   

 ( )  
(   )  ( )  (

   

 
)   

 ( )  
(   )  ( )   

 (
   

   
)   

(   )( )  
(   ) (   )( ) 

                   ∑ (
   

 
)

   

   

  
 ( )  

(   )  ( ) 

olup verilen eĢitlik      ve      için doğrudur. 

 

Not 2.1.1. Örnek 2.1.5 deki  ( )    in yerine herhangi bir     için  ( )    

olursa o zaman elde edilen sonuç analizdeki zincir kuralı olacaktır. Yani 

 (            )                 

olur. 

 

  bir adi diferansiyel halka ve    , - olsun. O zaman herhangi bir     

için  ( )    olursa   bir diferansiyel halka olur. Derivasyonun keyfi Ģekilde seçimi 

sadece adi diferansiyel halkalar için geçerlidir. Bu durum birden fazla derivasyonlar 

için geniĢletilmek istenirse problem oluĢabilir. Bunun için aĢağıdaki örneği 

inceleyelim. 

 

Örnek 2.1.6.    , - ve   *     + olsun. O halde   ( )      ( )    

seçelim. Bu durumda derivasyonlar değiĢmeli olmaz. Yani   (  ( ))    iken 

  (  ( ))    olur. Bu durumda R bir diferansiyel halka değildir. 

 

Tanım 2.1.3.    derivasyon operatörlerinin   kümesi ile birlikte bir diferansiyel 

halka olsun.   nın elemanları tarafından üretilen serbest değiĢmeli yarı grup 

(çarpımsal tanımlı)   ile gösterilsin. Bu durumda  ( ) bir doğal sayı olmak üzere   
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nın herhangi bir elemanı  ∏   ( )
    Ģeklinde yazılabilir ve bu Ģekildeki her çarpım 

da   nın elemanıdır. 

 

 ,   üzerindeki operatörlerin bir kümesi yapılabilir. ġöyle ki:   nın 

elemanlarının   üzerinde birer derivasyon operatörü olduğunu biliyoruz. Bu 

durumda              olmak üzere      ve (   )   (  ( )) koĢulları 

ile birlikte   nın elemanları   üzerinde birer operatör olurlar. Bu durumda   nın 

elemanları   diferansiyel halkasının derivatif operatörleri olarak adlandırılır. 

 

Tanım 2.1.4.   ∏   ( )
   ,   nin bir derivatif operatörü olsun.   ∑  ( )    ya 

  nın mertebesi denir ve      ile gösterilir. Herhangi bir     için   nın derivatifi 

olan  ( ) nın mertebesi   dir. Özellikle   kendisinin derivatifidir ve mertebesi   dır. 

Mertebesi   dan büyük olan   nın bir derivatifine   nın öz derivatifi denir. 

 

Not 2.1.2.   * +  ile birlikte   bir adi diferansiyel halka olsun. Bu durumda   nin 

derivatif elemanları                        olup bu elemanlar sırasıyla 

             ( )    ( )   Ģeklinde gösterilebilir. 

 

Tanım 2.1.5.   bir  -halka,   ,   nin bir alt halkası ve        olsun (yani   ,   

nın elemanları altında değiĢmez olsun). Bu durumda   nın elemanlarını    a 

kısıtlayabiliriz. Böylece bu elemanlar    ın da derivasyon operatörleri olurlar. O 

halde    da bir diferansiyel  -halkası olup    halkasına   nin bir diferansiyel alt 

halkası ve   ye de    ın bir diferansiyel üst halkası denir. Bazen bu durum 

diferansiyel halka geniĢlemesi olarak da tanımlanır.  

 

Tanım 2.1.6.   nin diferansiyel alt halkalarının herhangi bir kesiĢimi de   nin bir 

diferansiyel alt halkasıdır. Bundan dolayı  ,   nin elemanlarının herhangi bir kümesi 

(veya ailesi) ise   nin    alt halkasını ve   nin bütün elemanlarını içeren bir en 

küçük diferansiyel alt halkası vardır. Buna    üzerinde   tarafından üretilen 

diferansiyel halka denir ve   * + ile gösterilir.   ye    üzerinde   * + diferansiyel 

halkasının üreteçlerinin kümesi (veya ailesi) denir. 
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 ,   nin bir alt kümesi ise (veya eğer  ,   nin elemanlarının (  )    ailesi ve 

  , (   )        ailesi ise) o halde   * +,    üzerinde    tarafından üretilen   ,  - 

halkası ile aynıdır. 

 

Eğer    üzerinde üreteçlerin bir sonlu kümesi varsa    diferansiyel halkasının 

bir diferansiyel üst halkası    üzerinde sonlu olarak üretilir denir. 

 

Tanım 2.1.7.    ve   diferansiyel cisimler olsun.   ,   nin bir diferansiyel alt 

halkası ise o zaman    cismine   nin bir diferansiyel alt cismi ve   ye bir 

diferansiyel üst cisim veya diferansiyel cisim geniĢlemesi (veya sadece    ın bir 

geniĢlemesi) denir. 

 

  nin diferansiyel alt cisimlerinin kesiĢim kümesi   nin bir diferansiyel alt 

cismidir. 

 

Tanım 2.1.8.  ,   cisminin elemanlarından oluĢan herhangi bir küme (veya aile) ise 

   ın ve   nin bütün elemanlarını içeren   nin bir en küçük diferansiyel alt cismi 

vardır ve bu alt cisim   〈 〉 Ģeklinde gösterilir. Buna   nin ve    ın elemanlarından 

oluĢan diferansiyel cisim veya   tarafından üretilen    ın geniĢlemesi denir ve   ye 

   ın   〈 〉 geniĢlemesinin üreteçlerinin bir kümesi (veya ailesi) denir. O halde 

  〈 〉,    ın    tarafından üretilen   (  ) üst cismi ile aynıdır. 

 

Tanım 2.1.9.   derivasyon operatörlerinden oluĢan bir küme ve   bir  -halka olsun. 

Eğer      için  ( )    ise       elemanına R nin bir sabiti denir.   nin bütün 

sabitlerinin kümesi     ile gösterilir. 

 

AlıĢtırma 2.1.2.   nin bütün sabitlerinin kümesi   nin bir diferansiyel alt halkası 

olduğunu ve eğer   bir cisim ise    nin bütün sabitlerinin kümesi    nin bir alt cismi 

olduğunu gösteriniz. 
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Çözüm.    *   |  ( )        + olsun. Öncelikle    nın   nin bir alt halkası 

olduğunu gösterelim.          olsun. Bu durumda          olduğu 

gösterilmelidir. Derivasyonların tanımından 

  (     )    (  )    (  )        

olduğundan          dır. ġimdi        olduğunu gösterelim. Leibniz 

koĢulundan 

  (   )    ((  )  )    (  )   (  )  (  )        

olup        olur. ġimdi ise         olduğunu gösterelim. Leibniz koĢulundan 

  (    )    (  )       (  )        

olur ve böylece         olur. 

O halde   ,   nin bir alt halkasıdır. ġimdi    nın   nin bir alt cismi olduğunu 

gösterelim. 

         için yukarıda                     olduğunu gösterdik. Böylece  

     olmak üzere   
      olduğunu göstermek yeterlidir. 

  (  
  )    (

 

  
)   

  (  )

(  ) 
   

olup   
      dır. 

 

Örnek 2.1.7. 

(1) Eğer     ise       dir. 

(2) Eğer     ise       dır. 

(3) Eğer    , - ve  ( )    ise       dır. 

 

Not 2.1.3. Eğer   karakteristiği   olan bir cisim ve       ise o zaman bütün 

    cebirsel cisim geniĢlemeleri için (yani      elemanları   üzerinde cebirsel 

elemanlardır)      dir. 

 

2.2.Diferansiyel Ġdealler 

 

  derivasyon operatörlerinin bir kümesi olmak üzere bu bölüm boyunca   

halkası birimli ve değiĢmeli bir  -halka olarak düĢünülecektir. 
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Tanım 2.2.1. I, R nin bir ideali olsun.      ve      için  ( )    ise     

idealine bir diferansiyel ideal denir ve kısaca  -ideal olarak ifade edilir. 

 

Örnek 2.2.1.  , derivasyon operatörlerinin bir kümesi ve   bir  -halka olsun. 

(1)     ve 

(2)   * + 

  nin iki diferansiyel idealidir. 

 

Önerme 2.2.1.   (          )   ,   deki            elemanları tarafından 

üretilen bir ideal olsun.   nın bir diferansiyel ideal olması için gerek ve yeter koĢul 

her       ve       için   (  )    olmasıdır. 

 

Ġspat.   nın bir diferansiyel ideal olduğunu kabul edelim. Diferansiyel ideal 

tanımından her     için   (  )    olur. Tersine her     için   (  )    olsun.     yı 

göz önüne alalım. Bu durumda 

              

olur. O halde   ( )    olduğunu göstereceğiz. Eğer   nin diferansiyeli alınırsa 

  ( )    (           )                                                                

   (  )       (  )      (  )       (  ) 

elde edilir.       ve    (  )    olduğundan eĢitliğin sağ tarafındaki herbir terim   

nın elemanıdır ve buradan   ( )    olur. 

 

Not 2.2.1.   nin diferansiyel ideallerinin herhangi bir ailesinin kesiĢimi, toplam ve 

sonlu çarpım aileleri de birer diferansiyel idealdir.    ler   nin diferansiyel idealleri 

olsun. Yani bütün   değerleri ve       için  ( )     dir. Bu durumda 

   ⋂    için  ( )  ⋂   , 

 

   ∑    için  ( )  ∑    

ve 

   ∏         için  ( )  ∏         

olduğu açıktır. 
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Tanım 2.2.2.  ,   nin elemanlarının herhangi bir kümesi (veya ailesi) olsun.   nin 

elemanlarını içeren bütün ideallerin kesiĢimi,   nin elemanlarını içeren en küçük 

diferansiyel idealdir. Bu ideale   nin   tarafından üretilen diferansiyel ideali denir. 

, -  veya kısaca , - ile gösterilir. 

 

Not 2.2.2. R nin    tarafından üretilen (  ) ideali ile , - aynıdır. Daha açık olarak 

   nin elemanları     ve     olmak üzere  ( ) formundaki elemanlardır. Aynı 

zamanda , - ise   tarafından üretilen diferansiyel ideal yani               olmak 

üzere       ve     için   
    

     
  ( ) elemanlarıdır.     

    
     

   olarak 

ele alınırsa (  )  , - olduğu açıktır. 

 

Lemma 2.2.1.   ve   herhangi bir diferansiyel halkanın elemanları olsunlar.   

mertebesi     olan bir derivatif operatörü olsun. O halde      ( )  ,  - dir. 

Daha açık olarak   ,   yı bölmek üzere      ( ) elemanı   (  ) derivatif 

elemanları tarafından üretilen idealin içindedir. 

 

Ġspat. Ġspatı   üzerinden tümevarım yöntemi ile yapalım.     için     alınabilir. 

O halde      ( )     ( ) 

olur. Ayrıca 

 (  )  ,  - 

dir. Buradan 

 ( )    ( )  ,  - 

elde edilir. Yukardaki özdeĢlik   ile çarpılırsa 

   ( )     ( )  ,  - 

olur. Böylece    ( )  ,  - dir. 

Hipotez     için doğru olsun. Yani    nün mertebesi     olmak üzere     ( )  

,  - olsun. ġimdi de hipotezin   için doğru olup olmadığına bakalım. Yani       

olmak üzere      ( ), ,  - nin elemanı mıdır? 

 .    ( )/   (  )  ( )       ( ) 

                    (  )  ( )     ( ) 
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olur. Bu son eĢitlik   ile çarpılırsa 

  .    ( )/    (  )  ( )       ( ) 

olur. Buradan 

     ( )  (    ( )  .    ( )/)  ,  - 

dir. Sonuç olarak 

     ( )  ,  - 

elde edilir. O halde     durumu için de    ,  - dir. 

 

Lemma 2.2.2. a herhangi bir  -halkasının bir elemanı olsun.     olmak üzere 

           birbirinden farklı derivasyon operatörleri olsunlar. O halde 

  ∏ (  ( ))  ,  -

        

 

dir. 

 

Ġspat.     olsun. Lemmanın ispatı     durumu için yani 

 (   ) (     )    ∏ (  ( ))  ,  -

        

                  (     ) 

için tümevarım metodu kullanılarak yapılacaktır. 

    için 

       ( )    ( 
 ) ,  - 

olduğundan hipotez doğrulanır. 

ġimdi hipotez     (    için) için doğru olsun. Yani 

 (   ) (     )    ∏ (  ( ))  ,  -

        

 

olsun. Daha açık bir Ģekilde yazılırsa  

 (   ) (     )      ( )  ( )      ( )  ,  - 

olur. Yukardaki özdeĢliğin sol tarafı     ye göre derivasyonu alınırsa 

   . (   ) (     )      ( )  ( )      ( )/  ,  - 

  (     )[   ( 
   )  ( )      ( )         (  ( )      ( ))]  ,  - 

 (   ) (     )(   )         ( )  ( )      ( )

  (   ) (     )       (  ( )      ( ))  ,  - 
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elde edilir. O halde 

 (   ) (     )(   )        ( )      ( )   ( )  ,  - 

dır. Soldan      ( ) ile çarpılırsa 

 (   ) (     )(  (   )   )   (   )  ( )    ( )     ( )  ,  - 

olur. Yani 

 (   ) (  (   )   )   (   ) ∏ (  ( ))  ,  -

        

 

elde edilir. Bu durumda özdeĢliğin doğruluğu       durumu için de ispatlanmıĢ 

olur. 

 

Tanım 2.2.3.   bir   halka ve  ,   nin bir ideali olsun.   ⁄  diferansiyel halkasını 

ele alalım.      ve        ⁄  için 

 (   )   ( )                                                                                                      ( ) 

tanımlansın. ġimdi ( ) iĢleminin iyi tanımlı olduğunu gösterelim.          

  ⁄  için         olsun (      dır).      için 

 (   )   (   ) 

dır. Yani 

 ( )     ( )    

olur. Bu durumda       ve   bir diferansiyel ideal olduğundan 

 ( )   ( )   (   )    

olur. ġimdi   ⁄  nın ( ) iĢlemi ile birlikte bir diferansiyel halka olduğunu 

gösterelim.           ⁄  ve      için 

(i)  ((   )  (   ))   (     ) 

  (   )                            

  ( )   ( )                       

  ( )     ( )                 

  (   )   (   )               

(ii)  ((   )(   ))   (    ) 

  (  )                                          

  ( )    ( )                          

              ( ( )   )(   )  (   )( ( )   ) 

       (   )(   )  (   ) (   ) 
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(iii)          ve        ⁄  için 

  .  (   )/    (  ( )   ) 

                              .  ( )/    

                            (  ( ))    

                           (  (   )) 

olur. Böylece   ⁄  bir  -halka olup   ⁄  ya   nin   diferansiyel idealine göre kalan 

sınıflarının halkası denir. 

 

2.2.1. Radikal diferansiyel idealler 

 

Tanım 2.2.1.1.   bir halka olsun.      için      olduğunda     olacak 

Ģekilde     varsa     idealine bir radikal ideal denir. 

 

Bir     ideali verilsin.   yı kapsayan en küçük radikal ideal √  ile gösterilir. 

 

Örnek 2.2.1.1.    , - olsun.   (  ) idealini ele alalım.      iken     

olduğundan   bir radikal ideal değildir. 

 

Not 2.2.1.1. Eğer     ise √    dir. Gerçekten eğer   √  ise o zaman bazı 

    için      olup      dır. 

 

Tanım 2.2.1.2.   bir  -halka ve  ,   nin bir ideali olsun. AĢağıdaki koĢullar 

sağlanıyorsa   ya bir radikal diferansiyel ideal denir. 

(1)   bir diferansiyel idealdir. 

(2)   bir radikal idealdir. 

 

    için   yi içeren en küçük radikal diferansiyel ideal * + ile gösterilir. Bu 

durumda   kümesi * + radikal diferansiyel idealini üretir. Aslında bir radikal 

diferansiyel ideal elde etmek için √, - yeterliymiĢ gibi görülebilir. Ama bu her 

zaman doğru değildir. 
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Örnek 2.2.1.2.  , derivasyon operatörlerinin bir kümesi,     ,   - bir   halka, 

 ( )    ve  ( )    

olsun.   ,  - yi göz önüne alalım. 

 (  )     ( )        

dır. Bu da   (  ) demektir. √  ( ) olduğu kolaylıkla görülür. Ancak 

 ( )    ( ) 

olduğundan √,  -  √(  ) bir diferansiyel ideal değildir. 

 

Lemma 2.2.1.1.   bir   halka,     bir diferansiyel ideal ve     olsun.      

olacak Ģekilde     olsun. O zaman ( ( ))
    

   dır. 

 

Ġspat. Amacımız       için  

     ( )                                                                                                           ( ) 

olduğunu göstermektir. Bunu tümevarım ile göstereceğiz. Böylece Lemma     

olma durumu göz önüne alındığında ispatlanmıĢ olacaktır. 

 (  )        ( )    

olduğundan ( ),     için doğrudur. ( ) ın   için doğru olduğunu kabul edelim. Bu 

durumda 

   (   ) ( )                                                                                               ( ) 

olduğunu göstereceğiz. ( ) ın derivasyonunu alalım. 

 (     ( )    )   (    ) ( )          ( ( )    )                                              

                                (   )       ( ) ( )         (    ) ( )     ( ( )) 

                        (   )       ( )       (    ) ( )     ( ( ))    

elde edilir. Bu durumda 

(   )       ( )     ve (   )   (   ) ( )       

olduğundan 

   (   ) ( ) (   )     

elde edilir. 
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2.2.2. Asal diferansiyel idealler 

 

Tanım 2.2.2.1.     bir ideal olsun.        için      iken     ya da     

oluyor ise   ye asal ideal denir. 

 

Örnek 2.2.2.1.    ,   - ve   (  ) bir ideal olsun.   bir asal ideal değildir. 

Çünkü      iken ne     ne de     dır. Ancak    ( ) ve    ( ) idealleri 

asaldır. 

 

Tanım 2.2.2.2.   bir    -halkasının bir diferansiyel ideali olsun. Eğer   hem 

diferansiyel ideal hem de asal ideal ise   ye asal diferansiyel ideal denir. 

 

Not 2.2.2.1. Eğer   bir asal diferansiyel ideal ise tanımdan dolayı   aynı zamanda 

bir radikal diferansiyel ideal olur. 

 

Not 2.2.2.2. Eğer         diferansiyel idealler ise o zaman ⋂   
 
    de bir diferansiyel 

idealdir. 

 

Lemma 2.2.2.1.   bir  -halka ve     nin bir radikal diferansiyel ideali olsun. Eğer 

     ise o zaman  ( )    ve   ( )    dır. 

 

Ġspat.      olması  (  )    olması anlamına gelir. Diğer yandan 

 (  )   ( )    ( )    

dır.  (  )   ( )    ( )    ifadesini   ile çarpalım. Bu durumda 

 ( )      ( )    

elde edilir ki bu da    ( )    anlamına gelir.    ( ) yi  ( ) ile çarpalım. O halde 

(  ( ))
 

   

elde edilir.   radikal olduğundan   ( )    olur. Bu da istenen sonuçtur. 

 

2.3. Diferansiyel Homomorfizmler 
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Tanım 2.3.1.   derivasyon operatörlerin bir kümesi,   ve    birer  -halka olsunlar. 

        bir halka homomorfizmini (izomorfizmini) ele alalım. Eğer      ve 

     için 

 ( ( ))   ( ( )) 

koĢulu sağlanıyor ise   ye bir diferansiyel homomorfizm (diferansiyel izomorfizm) 

denir. Bu kısaca  -homomorfizm (  -izomorfizm) olarak ifade edilir. 

 

Örnek 2.3.1.   bir  -halka olsun.     ile    üzerinde tanımlı birim dönüĢümü ile 

gösterelim. Bu durumda  

   ( ( ))   ( )   (   ( )) 

olup bu dönüĢüm bir diferansiyel halka homomorfizmidir. 

 

Tanım 2.3.2.   ve    bir      halkasının üst halkaları olsunlar.        bir halka 

homomorfizmi olsun. Eğer       için  ( )    ise f ye    üzerinde bir 

homomorfizm veya   -homomorfizm denir. 

 

Önerme 2.3.1.   ve   birer   halka,       bir örten diferansiyel halka 

homomorfizmi ve     bir diferansiyel ideal olsun. O halde  ( ) bir diferansiyel 

idealdir. 

 

Ġspat. Öncelikle  ( ) nın bir diferansiyel alt halka olduğunu gösterelim.       

bir   homomorfizm olsun. R nin  ( ) görüntüsü   nin bir diferansiyel alt 

halkasıdır. Gerçekten de   bir homomorfizm olduğundan  ( ) ,   nün bir alt 

halkasıdır. Ayrıca   ( )   ( ) ve         için 

    ( ( ))    ( .  ( )/)               

    .    ( )/ 

    .     ( )/ 

       . (  ( ))/ 

       ( ( ))   

olduğundan   ( ) bir diferansiyel alt halkadır. 
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ġimdi  ( ) nın bir diferansiyel ideal olduğunu gösterelim. 

  ( )   ( ),   ( )    ve      için 

 ( ) ( )   (  )   ( ) 

ve  

 ( ( ))   ( ( ))   ( ) 

dır. 

 

Tanım 2.3.3.   nin   altında sabit olan elemanlarının kümesine   nin çekirdeği 

denir. Bu küme 

     *   |           ( )   + 

Ģeklindedir. Gerçekten de eğer            ( )    ise  

 ( ( ))   ( ( ))   ( ) 

olup 

 ( )    

dır. Yani        dir. 

 

Önerme 2.3.2.   ve   iki   halka ve       bir halka homomorfizmi olsun. Eğer 

  bir diferansiyel halka homomorfizmi ise      bir diferansiyel idealdir. 

 

Ġspat.         ve      için 

 (  )   ( ) ( )    

olduğundan         dir. Yani     ,    nin bir idealidir. 

        için 

 ( ( ))   ( ( ))    

olup  ( )       dir. O halde     ,   nin bir diferansiyel idealidir. 

 

Not 2.3.1. Önerme 2.3.2 nin tersi her zaman doğru olmak zorunda değildir. Bu 

durumu bir örnek ile açıklayalım.      * +,   * + ile birlikte bir diferansiyel 

polinom halkası olsun.    ,     olmak üzere 

   * +   * + 

 ( )   ( ) 

 (  )    
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 (   )      

 ( )    

Ģeklinde tanımlansın. Bu   dönüĢümü bir halka homomorfizmidir. Buradan      

* + bir diferansiyel idealdir. Ancak 

 ( ( ))   (  )         (  )) 

olup       olduğundan   bir diferansiyel homomorfizm değildir. 

 

2.4. Kesirlerin Diferansiyel Halkaları 

 

   bir halka ve  ,   nin çarpımsal kapalı olan bir alt kümesi olsun. O halde 

    olup   nin   üzerinde tanımlı kesirler halkası      ile gösterilir. Bu küme 

aĢağıdaki gibi tanımlanır: 

     *  ⁄ |       + 

ġimdi   bir diferansiyel halka olsun. Bu durumda   nin   üzerinde tanımlı kesirlerin 

diferansiyel halkası benzer Ģekilde tanımlanır. O halde      üzerinde bir derivasyon 

operatörünün nasıl tanımlandığını gösterelim. 

            

 .
 

 
/  

 ( )    ( )

  
 

olsun. 

          eĢitliğini ele alalım. Eğer  ,   üzerinde tanımlı bir derivasyon operatörü 

ise 

 (    )   (    ) 

 (  )      (  )   (  )      (  ) 

 (  )      (  )   (  )      (  ) 

 (  )   
    

  
 (  )   (  )   

    

  
 (  ) 

     (  )       (  )

  
 

     (  )       (  )

  
 

  ,   (  )     (  )-

  
 

  ,   (  )     (  )-

  
 

   (  )     (  )

  
  

   (  )     (  )
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 (
  

  
)   (

  

  
) 

 

dir. Yani  ,      üzerinde iyi tanımlıdır. ġimdi ise      nin   üzerinde tanımlı 

diferansiyel operatörüyle birlikte bir diferansiyel halka olduğunu görelim. Yani 

         ve 
 

 
      için 

    .
 

 
/      .

 

 
/ 

olduğunu göstermeliyiz. 

    .
 

 
/    4

  ( )     ( )

  
5 

 
.    ( )    ( )  ( )    ( )  ( )       ( )/        ( ) .  ( )     ( )/

(  ) 

 
    ( )       ( )  ( )      ( )  ( )         ( )       ( )  ( )

  
              

 
     ( )  ( )

  
                                                                                                                

 
    ( )       ( )  ( )      ( )  ( )         ( )       ( )  ( )

  
              

 

                .
 

 
/    4

  ( )     ( )

  
5 

 
.    ( )    ( )  ( )    ( )  ( )       ( )/        ( )(  ( )     ( ))

(  ) 
 

 
    ( )       ( )  ( )      ( )  ( )         ( )       ( )  ( )

  
                

 
     ( )  ( )

  
                                                                                                                

 
    ( )       ( )  ( )      ( )  ( )         ( )       ( )  ( )

  
              

Bu durumda      ye   nin   üzerinde tanımlı kesirlerin diferansiyel halkası denir. 

Özel olarak     alınırsa bu diferansiyel halkaya   nin kesirlerinin tam diferansiyel 

halkası denir ve  ( ) ile gösterilir. Eğer R bir diferansiyel tamlık bölgesi ise  ( ) 

ye   nin kesirlerinin diferansiyel cismi denir. 
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2.5. Diferansiyel Modüller 

 

Tanım 2.5.1.   bir  -halka ve   bir  -modül olsun. Eğer    ,      ,     

için 

 (   )   ( )   ( )          

 (  )   ( )    ( ) 

koĢulları sağlanıyor ise    ye   üzerinde bir diferansiyel modül veya diferansiyel  -

modül denir. 

 

Tanım 2.5.2. Bir   cismi üzerinde tanımlı bir diferansiyel modüle    üzerinde 

tanımlı bir diferansiyel vektör uzayı denir. 

 

Diferansiyel alt modül, diferansiyel alt uzay ve bir diferansiyel  -modülünden 

diğer bir diferansiyel  -modülüne tanımlı homomorfizm kavramları modül teorisi ve 

vektör uzayı teorisinde tanımlandığı gibi tanımlanır. 

 

Eğer       bir modül homomorfizmi ise      ve  ( ) sırasıyla   ve    

nin diferansiyel alt modülleridir.   ve    diferansiyel vektör uzayı olduğunda      

ve  ( ) sırasıyla   ve   nin diferansiyel alt uzaylarıdır. 

 

  bir diferansiyel  -modül ve   bir  -modül olsun. Eğer       örten bir 

modül homomorfizmi ve     ,   nin bir diferansiyel alt modülü ise bu durumda   

modülü,   bir diferansiyel  -modül homomorfizmi olacak Ģekilde, bir tek 

diferansiyel  -modül yapısına sahiptir. 

 

Tanım 2.5.3.   bir diferansiyel  -modül olsun.   ,   nin herhangi bir alt modülü 

ise      ⁄  kanonik modül homomorfizmi bir diferansiyel modül homomorfizmi 

olacak Ģekilde    ⁄  bölüm modülü üzerinde bir tek diferansiyel  -modül yapısı 

vardır.    ⁄  ile birlikte bu yapıya   ile    ın diferansiyel bölüm modülü denir. 
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Tanım 2.5.4.    bir  -halka ve  ,   halkası üzerinde tanımlı bir cebir olsun.   nin 

operatörleri üzerinde tanımlı bu   cebirine   üstünde tanımlı bir diferansiyel cebir 

veya diferansiyel  -cebir denir. 

 

  ,   operatörleri üzerinde bir diferansiyel halka olduğunda    ,     ve 

    için 

 (  )   ( )    ( ) 

koĢulunu sağlar. O halde   bir diferansiyel  -modül yapısına sahiptir. 

 

Eğer    bir    diferansiyel halkasının bir diferansiyel alt halkası ise o zaman    

bir diferansiyel  -cebir yapısına sahiptir. 
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

 

 

Bu tez çalıĢması için ilk önce internet yardımı ile literatür taraması yapıldı. 

Bunun sonucunda tez için gerekli olduğu düĢünülen kitap, tez, makale v.s. gibi 

kaynaklar elde edildi.  Ayrıca Harran Üniversitesi kütüphanesinden yararlı olduğu 

düĢünülen temel cebir kaynakları alınarak çalıĢıldı.  
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4. ARAġTIRMA BULGULARI ve TARTIġMA 

 

 

Bu bölümde tez çalıĢmamızın temel konusu olan diferansiyel polinom halkaları 

detaylı bir Ģekilde çalıĢılmıĢtır. Bu bölüm için Kolchin (1973)  ve Ritt (1948) 

kaynakları incelenmiĢtir. Ayrıca Van Den Essen (2000) kaynağında yer alan polinom 

halkalarındaki çalıĢmalardan hareketle diferansiyel polinom halkalarının 

otomorfizmleri incelenmiĢ ve bu halkaların otomorfizm grubunun bazı önemli alt 

grupları tanımlanmıĢtır.  

 

4.1. Diferansiyel Polinom Halkaları 

 

  sıfırdan farklı bir diferansiyel halka,   ise   nin derivasyon operatörlerinin 

bir kümesi ve  ,     nin derivatif operatörlerinin kümesi olsun. 

 

Tanım 4.1.1. (  )   ,    nin bir diferansiyel üst halkasının bir ailesi olsun. Eğer 

(   )        ailesi    üstünde cebirsel bağımlı ise (  )    ailesine    üstünde 

diferansiyel cebirsel bağımlı ( -cebirsel bağımlı) denir. Aksi durumda ise (  )    

ailesine     üstünde diferansiyel cebirsel bağımsız ( -cebirsel bağımsız) veya    

üstünde diferansiyel cebirsel belirsizlerin bir ailesi denir.  

 

S, R nin bir üst halkasının bir alt kümesi olsun. ( )    ailesi diferansiyel 

cebirsel bağımlı (diferansiyel cebirsel bağımsız) olması durumunda   kümesi de  

diferansiyel cebirsel bağımlı (diferansiyel cebirsel bağımsız) olur. 

 

Eğer   bir tek   elemanından oluĢuyor ise   nin diferansiyel cebirsel bağımlı 

olması durumunda   ya   üzerinde diferansiyel cebirsel eleman, diğer durumda ise 

  üzerinde diferansiyel transandantal eleman denir. 

 

  herhangi bir küme olsun. ġimdi   üzerinde diferansiyel belirsizlerin bir 

ailesinin daima var olabileceğini gösterelim. Ġndis kümesi     olmak üzere, 
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 0(   )
        

1 cebiri (   )
       

 belirsizlerine bağlı    halkası üzerinde tanımlı 

bilinen polinomların cebiri olsun.      için,   nin 

   ( )          (   ) 

derivasyonu,   0(   )
        

1 nın          olmak üzere,     elemanını        

elemanına götüren bir tek derivasyonuna geniĢletilebilir. Böylece  ,  

 0(   )
        

1 üstünde derivasyon operatörlerinin bir kümesi olup bu cebir   

üzerinde bir diferansiyel cebir olur.   rakamı, mertebesi   olan derivatif operatörünü 

temsil etmek üzere 

       

alalım. O halde 

        

olur. Böylece (  )   ,   üzerinde diferansiyel cebirsel bağımsız elemanlar olup 

 

 0(   )
        

1    2(  )   
3 

olur. 

 

Tanım 4.1.2.  (  )   
 ailesi R üzerinde diferansiyel belirsizlerin bir ailesi olsun. 

 2(  )   
3 ye   üzerinde tanımlı, (  )   

 ye bağlı diferansiyel polinom cebiri denir.  

 2(  )   
3 nin elemanlarına ise katsayıları   de olan (  )   

 belirsizlerine bağlı 

diferansiyel polinomlar denir.  

 

Eğer   bir   diferansiyel cismi ise o zaman  2(  )   
3 bir diferansiyel tamlık 

bölgesidir. Bu diferansiyel tamlık bölgesinin kesirler cismi  〈(  )   
〉 ile gösterilir 

ve bu kesirler cisminin elemanlarına katsayıları   de olan (  )   
 ye bağlı 

diferansiyel rasyonel kesirler denir. 
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  *      + ve belirsizlerin kümesi ise sonlu bir *       + kümesi olsun. O 

halde   {  
     

  |         } olur. Bu durumda *       + ye bağlı 

diferasiyel polinom halkası  

 ,   |         -   *       + 

Ģeklinde ifade edilir. Kabul edelim ki 

    
     

     
   

ve       için      olsun. Bu durumda  

      
     

    
   

   

dir. Yani her     için 

  (   )  (   )   

eĢitliği ile diferansiyel polinomlar halkasına bir diferansiyel cebir yapısı 

kazandırılmıĢ olur. 

 

Örnek 4.1.1.   * + olmak üzere bir   diferansiyel cismini ele alalım.   cismine 

sonsuz çoklukta     (   ) belirsizlerinin eklenmesiyle 

 * +   ,                - 

bir tek belirsize bağlı diferansiyel polinomlar halkası elde edilir. Bu halka bazen 

 [            ( )  ] 

Ģeklinde yazılabilir. 

 

Tanım 4.1.3. (   )        derivatiflerin ailesi   üstünde cebirsel belirsizler 

olduğundan  2(  )   
3 diferansiyel polinom cebirini (   )        belirsizlerine 

bağlı   üstünde tanımlı polinom cebiri olarak kabul edildiğini biliyoruz. Bundan 

dolayı eğer    2(  )   
3 ise   nin derecesi (    ) veya daha genel olarak  , 

(   )        nin bir altailesi olmak üzere    nin   daki derecesi (     ),   nin 

terimleri,   nin katsayıları ve   nin homojen olması gibi terimler bilinen polinom 

cebirlerinde tanımlandığı gibidir. Benzer Ģekilde     nin   de bulunması durumunda 

 ,     yi içeriyor aksi durumda ise  ,    -serbesttir tanımlarını yapmak 

mümkündür. 
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Eğer  , mertebesi   olan     derivatifini içeriyorken   den daha büyük 

mertebeli bir derivatifi içermiyorsa    nin mertebesi   dir denir ve       ile 

gösterilir. Eğer    hiçbir     derivatifini içermiyorsa yani     ise   nin mertebesi 

   kabul edilir. Bu tanımlamalar için aĢağıdaki örnek incelenebilir. 

 

Örnek 4.1.2.       ( ) diferansiyel polinomu için 

                  

dir. Benzer Ģekilde    (  
 ( ))

 
 polinomunu ele alalım. Bu durumda  

               

dır. Ayrıca        ise 

                

olur. Eğer       ( )    
   ( )  (  ( ))

 
   

 ( )  Ģeklinde bir poliom ise 

            ( )                

olup bu polinomun homojen olmadığı görülür. 

 

AlıĢtırma 4.1.1.   bir diferansiyel halka,   *       + kümesi   nin derivasyon 

operatörlerinin kümesi ve      nin derivatif operatörlerinin kümesi olsun.  ,   

üstünde bir diferansiyel bağımsız eleman olmak üzere  (             )  

   (          ) olacak Ģekilde bir     varsa bu durumda    *          + 

diferansiyel polinomuna bir diferansiyel homojen polinom denir. Bu durumda 

aĢağıdakilerin doğruluğunu ispatlayınız. 

(a) Eğer     bir diferansiyel homojen polinom ise   homojendir ve        

dir. 

(b)   nin derecesi   olan bir diferansiyel homojen polinom olması için gerek ve 

yeter koĢul  (          )    
  .

  

  
   

  

  
/ olmak üzere  ( *          +) de 

bir    *       + diferansiyel polinomunun bulunmasıdır. 

 

Çözüm. 

(a)   bir diferansiyel homojen polinom olsun. O halde 

 (             )     (          ) 

olacak Ģekilde bir     vardır. 
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 (       )    ( (  ))
  

 ( (  ))
  

     ( (  ))
  

( (  ))
  

 ( (  ))
  

 

dir. Ayrıca 

 (         )    ( (   ))
  

 ( (   ))
  

     ( (   ))
  

 ( (   ))
  

        

     
       ( (  ))

  
 ( (  ))

  
      

        ( (  ))
  

 ( (  ))
  

 

   .   
         ( (  ))

  
 ( (  ))

  
  

    
         ( (  ))

  
 ( (  ))

  
/ 

    .  ( (  ))
  

 ( (  ))
  

      ( (  ))
  

 ( (  ))
  

/                                 

olur. O halde 

              ,  ,                

olup 

            ,  ,              

olur. Yani   homojendir ve        dir. 

(b)  ( *          +) de  (          )    
  .

  

  
   

  

  
/ olacak Ģekilde bir 

   *       + diferansiyel polinomu var olsun. Bu durumda 

 (       )    ( (  ))
  

 ( (  ))
  

     ( (  ))
  

 ( (  ))
  

 

dır. O halde 

  (
  

  
   

  

  
)    ( (

  

  
))

  

 ( (
  

  
))

  

     ( (
  

  
))

  

 ( (
  

  
))

  

 

 

               

( (  ))
  

 ( (  ))
  

  
       

     

( (  ))
  

 ( (  ))
  

  
       

 

 

  
  (

  

  
   

  

  
)      

  (       )( (  ))
  

 ( (  ))
  

                                         

                                       
  (       )( (  ))

  
 ( (  ))

  
         

 

 (       )    ( (  ))
  

( (  ))
  

 ( (  ))
  

   

                             ( (  ))
  

( (  ))
  

 ( (  ))
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olur.  (          )    
  .

  

  
   

  

  
/  olduğundan 

 

{

     
      

       
    
     

                      
                 

 

ve 

  (       )    

  

  (       )    

olup 

                    

 

elde edilir. Böylece   homojendir ve        dir. Tersi de benzer Ģekilde 

gösterilebilir. 

 

4.2. Ġzin Verilebilir Derecelendirme 

 

  bir diferansiyel halka,   *       + kümesi   nin derivasyon 

operatörlerinin kümesi ve      nin derivatif operatörlerinin kümesi olsun. (  )   
   

üstünde diferansiyel belirsizlerin bir ailesi olsun.    2(  )   
3 diferansiyel 

polinom cebirini ele alalım. 

 

Tanım 4.2.1.   ,   nın   dereceli homojen olan bütün elemanlarının kümesini 

göstersin.   ,   diferansiyel  -modülünün bir diferansiyel alt modülüdür. Bu 

durumda          bir direkt toplam olup        için           dir. 

Böylece  , (  )    derecelendirmesi ile birlikte bir derecelendirilmiĢ cebirdir. Bu 

derecelendirmeye   nın olağan derecelendirmesi denir. 

  üzerinde tanımlı farklı derecelendirmeler de mevcuttur. 
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Tanım 4.2.2.     olmak üzere              olsun. Her bir     
     

     

derivatifi için  ( )                 Ģeklinde tanımlansın.   , (  )   
 deki 

   (  )    koĢulunu sağlayan ∏     diferansiyel monomiallerinin ürettiği alt 

modüldür. Bu durumda  , (  )    derecelendirmesi ile birlikte bir derecelendirilmiĢ 

cebir olup   ∑       ve           (     ) dır. Bu Ģekilde elde edilen 

herhangi bir derecelendirmeye   nın bir izin verelebilir derecelendirmesi denir. 

 

Eğer özel olarak      (   ) ve      (     ) seçilirse olağan 

derecelendirme elde edilir. 

 

Tanım 4.2.3. Ġzin verilebilir derecelendirmede özel olarak      (   ) ve 

     (     ) alınırsa elde edilen bu yeni derecelendirmeye göre   nın 

homojen olan (yani ⋃       da olan) elemanlarına izobarik eleman denir. 

 

Tanım 4.2.4.  ,   nın bir izobarik elemanı olsun.   elemanı en az bir   için    nın 

elemanıdır (    ise sadece bir   değeri için doğrudur,     ise bütün   değerleri 

için doğrudur). Bu durumda  ,   ağırlığına sahiptir denir ve       ile gösterilir. 

 

Tanım 4.2.5.        (       ) özelliğini sağlayan   nın herhengi bir 

derecelendirmesine bir diferansiyel derecelendirme denir. Örneğin olağan 

derecelendirme bir diferansiyel derecelendirmedir. 

 

Bir izin verilebilir derecelendirmenin diferansiyel olması için gerek ve yeter 

koĢul      (     ) olmasıdır. 

 

4.3. Diferansiyel DönüĢümler 

 

Diferansiyel halkalarının homomorfizmlerinin tanımı ikinci bölümde 

verilmiĢti. Bu bölümde ise diferansiyel otomorfizmler detaylı bir Ģekilde 

incelenecektir.  Özellikle diferansiyel operatör kümesi    * + olan bir R 

diferansiyel halkası üzerinde tanımlı iki bilinmeyene bağlı  *   + diferansiyel 
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polinom halkasının diferansiyel otomorfizmleri ( -otomorfizmleri) detaylı bir 

Ģekilde incelenmiĢtir.  

 

      ile bir diferansiyel R halkasının bütün  -otomorfizmlerinin kümesini 

göstereceğiz. Ayrıca   ,   nin bir diferansiyel geniĢlemesi ve  ,   nın R üzerinde 

tanımlı olan bir  -otomorfizmi ise   yi kısaca  - -otomorfizm olarak ifade 

edeceğiz.   nın bütün  - -otomorfizm kümesi dönüĢümlerin bilinen bileĢke iĢlemi 

altında bir grup olup bu grup     ( | ) ile gösterilir. 

 

 *       + diferansiyel polinom halkası diferansiyel cebirler kategorisinde  

*       + kümesi üzerinde tanımlı bir serbest nesne olduğundan evrensel dönüĢüm 

özelliğine sahiptir. Bu yüzden diferansiyel polinomların her   (          )  

 *       +   -lisine bir tek  

    *       +   *       + 

 - -homomorfizmi karĢılık gelir öyle ki       için   (  )     ve   

 *       + için   ( )   (          ) dir. Tersine  *       + nin her  - -

homomorfizmi bir    *       +  için    formundadır. 

 

Tanım 4.3.1.       için      *       + olmak üzere diferansiyel 

polinomların bir   (          )   *       +   -lisini göz önüne alalım. Her 

   *       +  diferansiyel polinom  -lisi 

                                                           

(       )  (  (       )     (       ) ) 

Ģeklinde bir dönüĢüm tanımlar. Bu dönüĢüme diferansiyel polinom dönüĢümü denir. 

  

Tanım 4.3.2. Bir    diferansiyel polinom dönüĢümünün tersinir olması için gerek ve 

yeter koĢul         olacak Ģekilde bir   (       )   *       +  

olmasıdır. Burada  ,    üzerinde tanımlı birim dönüĢümdür. 

 

Önerme 4.3.1.     
     dönüĢümü   (       )   *       +  

diferansiyel polinom n-lisine karĢılık gelen bir diferansiyel polinom dönüĢümü olsun. 
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O halde    nin tersinir olabilmesi için gerek ve yeter koĢul  *       +  

 *       + olmasıdır. 

 

Ġspat.    tersinir olsun. Kabul edelim ki   (       )   *       + ,   nin 

tersi olan diferansiyel polinom olsun. O halde 

(       )  (     )(       )                                                                                           

   (  (       ))                                                                         

   (  (       )     (       ))                                          

        .  (  (       )     (       ))     (  (       )     (       ))/ 

(       )  (  (       )     (       ))                                                                     

olur ve buradan 

     (       ) 

dir. Her   için     *       + ve  *       +   *       + dir. ġimdi tersini 

kabul edelim.  *       +   *       + olsun. O halde her   için     *       + 

dir ve herhangi bir    için      (       ) dir. Yani    tersinirdir. 

 

Tanım 4.3.3.   bir halka,  ,       - ise         belirsizlerine bağlı bir polinom 

halkası,   (       )   ,       -  bir polinom n-lisi ve 

    
                       

(       )  ( )  (       ) 

  ye karĢılık gelen polinom dönüĢümü olsun. 
   

   
 ,    nin    ye göre kısmi türev 

olmak üzere 

    

[
 
 
 
 
   

   
 

   

   

   
   

   
 

   

   ]
 
 
 
 

 

ifadesine Jacobi matrisi denir. Jacobi matrisinin determinantına da Jacobi 

determinantı denir ve |   | ile gösterilir. 

 

Yukarıda diferansiyel polinom dönüĢümlerinin tanımı ve bu dönüĢümlerin 

tersinir olma koĢullarından bahsedildi. Bilinen polinom halkalarında bir polinom 
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dönüĢümü tersinir ise bu dönüĢüme karĢılık gelen homomorfizm bir otomorfizm olur 

ve bunun tersi de doğrudur (Van Den Essen, 2000). Peki diferansiyel polinom 

halkalarında bu durum benzer midir? AĢağıda verilen teoremler bu sorunun cevabı 

için gerekli olacaktır. 

 

Teorem 4.3.1.  , karakteristiği   olan bir   adi diferansiyel cisminin bir diferansiyel 

cisim geniĢlemesi olsun. O halde   yı   üzerinde üreten her     kümesi (yani 

   〈 〉)   nın bir diferansiyel transandantal bazlarını içerir.   üzerindeki   nın iki 

diferansiyel transandantal bazlarının eleman sayıları birbirine eĢittir. Buna   üzerinde 

  nın diferansiyel boyutu denir. 

 

Bu teorem Kolchin Teoremi’nin [1973, Teorem 4, sayfa 105] kolaylaĢtırılmıĢ 

bir versiyonudur. Ayrıca bu teorem karakteristiği sıfır olduğunda bir   cismi 

üzerindeki bir   cisim geniĢlemesinin herhangi iki transandantal bazlarının eleman 

sayılarının eĢit olduğu cebirsel gerçeğinin diferansiyel cisim teorisindeki 

uyarlamasıdır.  

 

Tanım 4.3.4.   bir diferansiyel halka ve      olsun. Eğer  ,  *   + nin bir   

radikal idealinin    de bulunan tüm ortak sıfırlarının kümesi ise   ye Kolchin kapalı 

küme denir. 

 

Tanım 4.3.5.   bir diferansiyel cisim olsun. Eğer katsayıları   de olan her 

diferansiyel polinom denklem sisteminin   de bir çözümü varsa   ye diferansiyel 

kapalıdır denir. 

 

Teorem 4.3.2.   karakteristiği sıfır olan bir diferansiyel kapalı cisim olsun.  *   + 

nin   radikal diferansiyel ideallerinin kümesi ile      Kolchin-kapalı 

altkümelerinin kümesi arasında bir bağıntı vardır. Bu bağıntıyı Ģöyle ifade etmek 

mümkündür:  

 ( )  *   *   +|             (   )   +  

ve 

 ( )  *(   )    |           (   )   + 
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kümeleri tanımlansın. Bu durumda  

   ( ) 

dönüĢümü bijektiftir ve tersi ise  

 

      ( ) 

dönüĢümüdür. 

 

Not 4.3.1. Sonuç olarak  (* +)     ve  (  )  * + dır. Ayrıca   Ģu özelliğe 

sahiptir: Herhangi bir    *   + ve herhangi bir (   )     için eğer   sıfırlanırsa 

o zaman     dır. Teorem 4.3.3 ün III. kısmında bu özelliğe ihtiyacımız olacaktır 

(  bir diferansiyel kapalı cisim olmak zorunda değildir).  

 

KiĢisel bağlantılarımız sonucunda tez çalıĢmalarımızın bazı bölümlerini 

tartıĢmak üzere Prof. William Sit ile iletiĢime geçilmiĢtir. AĢağıdaki teorem 

tezimizin ilerideki bölümlerinde bulunan konular için önemli bir temel teĢkil etmekte 

olup Prof. W. Sit tarafından ispatlanmıĢtır. 

 

Teorem 4.3.3.   bir diferansiyel tamlık bölgesi,  *   + ise R üzerinde tanımlı 

diferansiyel polinom halkası olmak üzere ve   (     )   *   +  olsun. 

1. AĢağıdaki ifadeler birbirine denktir. 

(a)    (     )   *   +  herhangi bir polinom olmak üzere, F ye karĢılık 

gelen    diferansiyel homomorfizmi tersi     olan bir otomorfizmdir. 

(b)    örtendir (Yani  *   +   *     +). 

(c) Bazı   (     ) için       (     ) ve     (     ) dir. 

2. Eğer  , 1 deki koĢullardan herhangi birini sağlıyor ise o halde;  

(d)    polinom dönüĢümü tersinirdir (Yani bir   için         dir. Burada  , 

   üzerinde birim dönüĢümdür). 

(e) Bazı   (     ) için       (     ) ve     (     ) dir. 

(f) Bazı   (     ) için    nin  tersi    dir. 

3. Eğer   karakteristiği sıfır olan bir diferansiyel kapalı cisim ise yukarıdaki 

tüm koĢullar birbirine denktir ve    *   +  elemanı bir tektir. 

Ġspat. 
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1. (a) (b) (c) aĢikardır. ġimdi (c) (b) (a) yı göstereceğiz. 

(c) (b): 

 (c) den      *     + dir. Böylece    ( *   +)   (     )   (   ) olup    

örtendir. 

(b) (a):  

(b) den  ,   tamlık bölgesinin bölüm cismi olsun. O halde   bir diferansiyel cisim 

olup  *   + nin  〈   〉 bölüm cismi ile  *     + nin  〈     〉 bölüm cismi 

eĢdeğerdir. Teorem 4.3.1 den *     + kümesi    üzerinde tanımlı  〈   〉  

 〈     〉 nin bir diferansiyel transandantal bazıdır. O halde      ,   üzerinde 

diferansiyel cebirsel bağımsızdır ve dahası   üzerinde cebirsel bağımsızdır. Bu da    

nin birebir olduğu anlamına gelir. Buradan (a) nın doğruluğu gösterilmiĢ olur. 

2. ġimdi kabul edelim ki F elemanı (a), (b) ve (c) koĢullarını sağlasın. Ġspatın bu 

kısmı için    elemanı  (c) deki gibi tanımlanmıĢ olsun. 

(c) (d): 

  (   )     için (c) koĢulundan 

     (   )    (  (   )   (   ))                                                                                   

                           .  (  (   )   (   ))   (  (   )   (   ))/                               ( ) 

 (   )                                                                                          

dir. Buradan         elde edilir ve böylece (d) sağlanır. 

(c)  (e): 

(c) den   (  (     ))    (  (     )   (     ))    (   )    ( ) elde edilir. 

(c)  (a) dan    birebir olup   (     )    dir. Benzer Ģekilde   (     )    dir. 

Böylece (e) elde edilmiĢ olur. 

(c)  (f): 

   dönüĢümü   *   + nin birim otomorfizmini temsil etsin. (c) den         ve (6) 

numaralı denklemden         dir. (c)  (e) den         ve         dir. 

Böylece (f) elde edilmiĢ olup   ,    nin tersidir. 

3.  ,         olan bir diferansiyel kapalı cisim olsun. 1. koĢulda (c) de ifade 

 edilen   elemanı için (a) koĢulun sağlandığı ve bu ifadenin tersinin de doğru olduğu 

gösterildi. 2. koĢulda  (c) de tanımlı   elemanının  (d), (e), (f) için sağlandığı 

ispatlandı. ġimdi tersini ispatlayacağız. Yani (d), (e), (f) nin herhangi birinde tanımlı 
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olan   elemanının (c) koĢulunu sağlandığını göstereceğiz. Ayrıca buradan   nin 

tekliğini (Çünkü  ,    nin tekliğini temsil ediyor) ve bütün koĢullardaki   lerin aynı 

olduğunu ispatlayacağız. 

(d)  (c):  

Kabul edelim ki         olacak Ģekilde   (     )   *   +  elemanı var 

olsun. O halde (6) denkleminden      (     )    ve     (     )    

polinomlarının her biri her (   )     elemanı için aldığı değer sıfırdır. Not 4.3.1. 

den       olup (c) elde edilir. 

(e)  (c):  

  (     ), (e) deki gibi olsun. ġimdi teoremin   için ispatlanmıĢ olan ilk iki 

kısmını   ye uygulayalım ve   için geçerli olan koĢulları ‘ ’  ile ifade edelim. O 

halde (e) den   (     ) kullanılırsa    için (c)  koĢulu elde edilmiĢ olur. Böylece 

  için (c)   (e)  olduğu gösterilmiĢ olur. (c)  den   yi ve (e) den   yi kullanılırsa 

(e)  (c) elde edilmiĢ oluruz. 

(f)  (c):  

  ,    nin tersi olacak Ģekilde   polinomunu ele alalım.         dir ki bu da (d) 

dir ve buradan da (c) elde edilir. 

 

4.4.  *   + nin Diferansiyel Otomorfizm Grubunun Alt Grupları 

 

Herhangi bir   (     )   *   +  polinom 2-lisine karĢılık bir polinom 

dönüĢümünün ve bir diferansiyel homomorfizminin karĢılık geldiğini biliyoruz.  

Bu bölümde amacımız     ( *   +| ) nin önemli bazı alt gruplarını tanımlamaktır. 

Bunu yaparken otomorfizmler üzerinde çalıĢmak yerine Teorem 4.3.3 den 

faydalanarak bu otomorfizmlere karĢılık gelen polinom dönüĢümlerini inceleyeceğiz.  

 

Daha genel olarak bu bölümde yaptığımız çalıĢmayı Ģöyle ifade edebiliriz. 

Eleman özelliklerine göre belirlenen herhangi bir    *   +  kümesi için   

üzerinde öyle    koĢulları oluĢturalım ki her     için        ( *   +| ) olsun. 

Yani    homomorfizminin tersi   
       ( *   +| ) var olsun. Bu durumda    

kümesi sadece     diferansiyel homomorfizmini birebir ve örten yapan koĢulların 

kümesi değil aynı zamanda   kümesini tanımlayan özelliklerin bir parçası olacaktır. 
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Bu durumda      dönüĢümüyle birlikte   sadece diferansiyel homomorfizmlerin 

bir kümesi değil aynı zamanda     ( *   +| ) nin bir ∑( ) alt kümesi olarak 

düĢünülebilir. Bu durumda    *   +  altkümelerini ∑( )  *  |   + 

kümesinin     ( *   +| ) nin bir altkümesi olacak Ģekilde belirlenmeye 

çalıĢılacaktır.  

 

Bu bölüm boyunca   karakteristiği sıfır olan bir diferansiyel kapalı cisim 

olacaktır. 

    

4.4.1. Afin  -alt grup 

 

  *(               )|             + kümesini ele alalım.   

kümesindeki her   (     )   *   +  diferansiyel polinom 2-lisi bir  - -

homomorfizmine karĢılık gelir. Yani 

    *   +   *   +                           

          

          

dir. Diğer yandan   nin bir    polinom dönüĢümü tanımladığı biliniyor. Teorem 

4.3.3 gereği eğer   karakteristiği sıfır olan bir diferansiyel kapalı cisim ise    ye 

karĢılık gelen    polinom dönüĢümünün tersinir olması halinde   ye karĢılık gelen 

   diferansiyel endomorfizmi bir otomorfizm olur. O halde burada             

olacak Ģekilde   (     )   *   +  polinom 2-lileri incelenmelidir. Böylece 

teorem gereği    tersinir olup    bir otomorfizm olacaktır. Bu durumda  (   )  

   için  

     (   )    (  (   )   (   ))                                                                                   

         .  (  (   )   (   ))   (  (   )   (   ))/   (   )  

olacak Ģekilde   (     )   *   +  nin varlığını araĢtıralım. Kabul edelim ki  

               ve               

olsun. O halde 

                                    (     ) 

    (               )                   
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  (       )  (       )              

eĢitlikleri göz önünde bulundurulduğunda          ,           elde 

edilir. 

          denklemini   ile           denklemini    ile çarpıp bu iki 

denklemi kendi aralarında toplarsak          ise 

   
 

     
 

elde edilir. Ayrıca           eĢitliğinde     değeri yerine yazılır ise       

 

     
    

olup 

            
 

     
 

bulunur. Diğer yandan              eĢitliğinde bulunan bu değerler yerine 

yazılır ise 

 

          
  

     
 

  

     
      

 

denklemi elde edilip 

   
     

     
 

bulunur. Böylece 

   
 

     
(           ) 

 

olarak hesaplanır. Benzer Ģekilde               olmak üzere 

                                   (     ) 

    (               )                      

                                          

             (       )  (       )             

olup          ,           eĢitlikleri elde edilir.           

denklemini    ile           denklemini ise   ile çarpıp bu iki denklemi kendi 

aralarında toplarsak 



4. ARAġTIRMA BULGULARI ve TARTIġMA                                                Mukaddes BALÇĠK 

40 
 

   
 

     
 

bulunur. Bu değeri           de yazarsak 

             
 

     
    

olup 

              
 

     
 

bulunur. Diğer yandan bulunan bütün değerleri              de yerine 

yazılırsa 

  

     
 

  

     
      

olup 

              
     

     
 

elde edilir. Böylece 

   
 

     
(            ) 

  

olarak hesaplanır. Bu durumda          olduğunda   (     )   *   +  

vardır ve ayrıca     dir. Bu durumda    nin tersi var olup ve    bir 

otomorfizmdir. Yani ∑( )      ( *   +| ) olur. Böylece   kümesi  

  *(               )|                      + 

Ģeklinde güncellemek gerekir. Peki bu tanımladığımız altküme     ( *   +| ) nin 

bir alt grubu olur mu? ġimdi bu sorunun cevabını araĢtıralım.  

 

       ∑( ) için          ∑( ) olacak Ģekilde   (     )    

olduğunu gösterelim. Bu durumda    ∑( ) olduğundan               olacak 

Ģekilde               vardır öyle ki 

    *   +   *   +                                  

             

             

ve benzer Ģekilde    ∑( ) olduğundan               olacak Ģekilde 

              vardır öyle ki  

    *   +   *   +                                  
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dir. O halde 

     ( )    (          )                                                                                        

     ( )      ( )                                                                

   (          )    (          )                      

  (         )⏟        
    

  (         )⏟        
    

  (            )⏟            
    

 

                                                                                  

ve  

     ( )    (          )                                                                                        

     ( )      ( )                                                                

   (          )    (          )                      

  (         )⏟        
    

  (         )⏟        
    

  (            )⏟            
    

 

                                                                                  

elde edilir. Bu durumda elde edilen   (                     ) kümesi   

nin elamanı mıdır? Yani              midir? 

          (         )(         )  (         )(         )              

                                                                       

                   

                                                                    

                                                                    

     (         )      (         )                                          

 (         )(         )                                                                

olup              ve              olduğundan bunların çarpımı olan 

(         )(         )               dır. 

 

    ( *   +| ) nin ∑( ) alt grubunu belirleyen S kümesi Afin  -alt grubu 

olarak adlandırılacak ve     ( *   +| ) ile gösterilecektir. 
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4.4.2. Üçgensel  -alt grup 

 

  {(    ( )     )|         ( )   * +} kümesini ele alalım.   

kümesindeki her   (     )   *   +  diferansiyel polinom 2-lisi bir  - -

homomorfizmine karĢılık gelir. Yani 

    *   +   *   +                         

      ( )  

               

dir. Diğer yandan   nin bir    polinom dönüĢümü tanımladığı biliniyor. Teorem 

4.3.3 gereği eğer   karakteristiği sıfır olan bir diferansiyel kapalı cisim ise    ye 

karĢılık gelen    polinom dönüĢümünün tersinir olması halinde   ye karĢılık gelen 

   diferansiyel endomorfizmi bir otomorfizm olur. O halde burada             

olacak Ģekilde   (     )   *   +  polinom 2-lileri incelenmelidir. Böylece 

teorem gereği    tersinir olup    bir otomorfizm olacaktır. Bu durumda  (   )  

   için 

     (   )    (  (   )   (   ))                                                                                   

        .  (  (   )   (   ))   (  (   )   (   ))/   (   ) 

olacak Ģekilde   (     )   *   +  nin varlığını araĢtıralım. Kabul edelim ki  

          ( )      ve           ( )     

olsun. O halde 

                                    (     ) 

    (    ( )     )                                   

          ( )     (    )               

olur. Böylece       olup      için    
 

 
 dır. Diğer yandan 

   ( )     (    )       

   (    )         ( ) 

olur.       olmak üzere   
   

 
 alalım. Bu durumda 

   ( )      
 

 
 .

   

 
/ 

dır. Bu durumda         olmak üzere 

   
 

 
        ve         

 

 
 .

   

 
/   ( )   * + 
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olup         ( ) olur.  

Benzer Ģekilde           ( )     olmak üzere 

    (     )                                                  

    (    ( )     )                          

          ( )     (    )     

     dır. Böylece 

   (    )       

olur.        olmak üzere   
   

 
 alınırsa  

   ( )     
   

 
 

 

 
  

 

 
 

elde edilir. Bu durumda      için 
 

 
   ve  

 

 
   olmak üzere         olur. 

Bu durumda        olduğunda   (     )   *   +  vardır ve ayrıca     

dir. Yani bu durumda    nin tersi vardır ve    bir otomorfizmdir. O halde ∑( )  

    ( *   +| ) olur. Bu durumda    koĢulu olarak       alınmalıdır. Böylece   

kümesi  

  {(    ( )     )|            ( )   * +} 

Ģeklinde güncellemek gerekir.  

 

Peki bu tanımladığımız kümeye göre ∑( ) kümesi      ( *   +| ) nin bir alt 

grubu olur mu? ġimdi bu sorunun cevabını araĢtıralım. 

 

       ∑( ) için          ∑( ) olacak Ģekilde   (     )    

olduğunu göstermeliyiz.    ∑( ) olduğundan          ve   ( )   * + vardır 

öyle ki 

    *   +   *   +                                  

        ( )       

                     

ve benzer Ģekilde    ∑( ) olduğundan          ve   ( )   * + vardır öyle ki 

    *   +   *   +                                  

        ( )       

                      

dir. O halde 
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     ( )    (      ( ))      ( )    (  ( )) 

           ( )    (  ( )) 

                ( )    (      ) 

olur. Ayrıca 

    ( )    (      )    ( )           ve                    için 

  ( )        ( )     

 olur. Benzer Ģekilde 

     ( )    (      )      ( )                   

olur. 

              ve                   

için 

  ( )            

olur. Peki elde edilen   (      ( )        ) kümesi   nin elamanı mıdır? 

Yani          ve   ( )   * + midir? 

        olup          olduğundan       dır ve aynı Ģekilde         olup 

         olduğundan       dır.   ( )   ( )   * + olduğundan     ( )  

  (      )    ( )   * +  dir. O halde ∑( ) alt kümesi     ( *   +| ) nin bir 

alt grubu olur. 

 

    ( *   +| ) nin ∑( ) altgrubunu belirleyen S kümesi üçgensel  -alt grup 

olarak adlandırılacak ve   ( *   +| ) olarak gösterilecektir.  

 

4.3.3. Elementer  -alt grup 

 

  {(    ( )  )|     ( )   * +} kümesini ele alalım.   kümesindeki 

her   (     )   *   +  diferansiyel polinom 2-lisi bir  - -homomorfizmine 

karĢılık gelir. Yani 

    *   +   *   +                           

      ( )   
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dir. Afin ve üçgensel diferansiyel altgruplarda ki iĢlemlerle benzer bir Ģekilde 

            olacak Ģekilde   (     )   *   +  polinom 2-lileri incelenmelidir. 

Böylece Teorem 4.3.3 gereği    tersinir olup    bir otomorfizm olacaktır. Bu 

durumda  (   )     için  

     (   )    (  (   )   (   ))                                                                                   

               .  (  (   )   (   ))   (  (   )   (   ))/   (   )        

olacak Ģekilde   (     )   *   +  nin varlığını araĢtıralım. Kabul edelim ki  

                 ve                  

olsun. O halde 

                                    (     ) 

    (    ( )  )                                            

          ( )                                   

olur. Böylece       olup      için    
 

 
 dır. Diğer yandan 

   ( )           

           ( )   
 

 
 ( ) 

olur.     ,    
 

 
 ve  

 

 
 ( )   ( )   * + olmak üzere         ( ) 

olur. Benzer Ģekilde               olmak üzere 

    (     )                                                  

    (    ( )  )                                     

          ( )                          

      eĢitliğinden      olur ve buradan da     ,      olur. Böylece 

     

elde edilir. Bu durumda      olduğunda   (     )   *   +  vardır ve ayrıca 

    dir. Bu durumda    nin tersi vardır ve    bir otomorfizmdir. Yani ∑( )  

    ( *   +| ) olur. Böylece   kümesi 

  {(    ( )  )|      ( )   * +} 

Ģeklinde güncellemek gerekir.  

 

Peki bu tanımladığımız alt küme     ( *   +| ) nin bir alt grubu olur mu? 

ġimdi bu sorunun cevabını araĢtıralım. 
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       ∑( ) için          ∑( ) olacak Ģekilde   (     )    

olduğunu gösterelim. Bu durumda    ∑( ) olduğundan       ve   ( )   * + 

vardır öyle ki 

    *   +   *   +                                  

        ( )        

                               

ve benzer Ģekilde    ∑( ) olduğundan       ve   ( )   * + vardır öyle ki 

    *   +   *   +                                  

        ( )        

                                

dir. O halde 

     ( )    (      ( ))      ( )    (  ( )) 

           ( )    (  ( )) 

                ( )    ( )                

olur. Ayrıca     ( )    ( )    ( ) ve         için  

  ( )        ( )     

 olur. 

     ( )    ( )       

olur. Peki elde edilen   (      ( )   ) kümesi   nin elamanı mıdır? Yani 

      ve   ( )   * + midir? 

        olup          olduğundan       dır ve   ( )   ( )   * + 

olduğundan      ( )    ( )    ( )   * + dir. 

 

    ( *   +| ) nin ∑( ) alt grubunu belirleyen S kümesi elementer  -alt 

grup olarak adlandırılacak ve   ( *   +| ) ile gösterilecektir.  

 

4.4.4. Tame  -alt grup 

 

Tanım 4.4.4.1.     ( *   +| ) nin     ( *   +| ) ve   ( *   +| ) tarafından 

üretilen alt grubuna tame   altgrup denir ve   ( | ) ile gösterilir. Yani 

  ( *   +| )  〈    ( *   +| )   ( *   +| )〉. 
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Tanım 4.4.4.2.   bir grup,   ve  ,   nin alt grupları       olsun.   〈   〉 ve 

            ,            ve     için                   ve      

olacak Ģekilde 

                 

çarpımı   ye ait değilse   grubuna   ve   nin   üzerinde karıĢtırılmıĢ serbest 

çarpımı (amalgamated free product) denir ve        Ģeklinde gösterilir. 

 

 Yukarıda   * + olmak üzere   *   + nin otomorfizm grubunun bazı alt 

grupları ispatlandı. ġimdi ise  *   + nin tame otomorfizmlerinin üçgensel ve afin 

otomorfizmlerinin karıĢtırılmıĢ serbest çarpımı olduğunu göstereceğiz. Ayrıca 

 *   + nin verilen bir endomorfizminin bir tame otomorfizmi olup olmadığını 

inceleyen bir algoritma tanımlayacağız. 

 

AĢağıdaki lemma grup teorisinde bilinen bir lemmadır. 

 

Lemma 4.4.4.1.   grubu   ve   alt grupları tarafından üretilmiĢ bir grup olsun. O 

halde       için       ,        için       ,        ve      

  olmak üzere bazı     için   nin her   elemanı 

                   

Ģeklinde yazılabilir. 

 

Ġspat. Eğer     ise    ,      ve      için 

                   

dir.    ve    için yukarıda belirtilen             ve             

Ģartlarının sağlanmadığını düĢünelim. Örneğin bir        için       olsun. Bu 

durumda 

            (           )           

dir.               olduğundan   yi istenen forma gelene kadar kısaltabiliriz. Bu 

iĢlem gerektiği kadar tekrarlanırsa istenen sonuç elde edilir. 

 

ġimdi daha sonra vereceğimiz lemmalarda ve bahsettiğimiz algoritmada 

kullanacağımız bazı notasyonları tanımlayacağız.   (     )   *   +  ve    ise 
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 *   + nin   ye karĢılık gelen  - -homomorfizmi olsun. Bu durumda   ( )    , 

  ( )     dir       için   (  ),    diferansiyel polinomunun ağırlığı olmak üzere 

  nin ağırlığı   ( )     *  (  )   (  )+ olarak tanımlanır. Bunlardan hareketle 

       (   (  )    (  ))  

         (  )     (  ) 

      (  (  )   (  ))     

       (  )    (  )      

dereceleri tanımlansın. ġimdi yukarıda tanımlanan bu derecelerin homomorfizmlerin 

bileĢkesi üzerindeki etkisini inceleyelim. Kabul edelim ki   (     )   *   +  

ve    ise  *   + nin   ye karĢılık gelen diferansiyel homomorfizmi olsun. Bu 

durumda 

  ( )  (     )( )    (  (   )   (   ))     

  ( )  (     )( )    (  (   )   (   ))     

olacak Ģekilde   (     ) vardır. Bu durumda 

       (   (  )    (  )) 

         (  )     (  ) 

      (  (  )   (  ))     

       (  )    (  )     

Ģeklinde tanımlanır. 

 

ġimdi Lemma 4.4.4.1 de     ( *   +| ) ve     ( *   +| ),   

    ( *   +| ),     ( *   +| ) ve     alalım. Bu durumda    

    ( *   +| )    ( *   +| )          ( *   +| ),        için 

       ( *   +| )    ( *   +| ) 

ve       için      ( *   +| )      ( *   +| ) olmak üzere 

                        

dir. 

Eğer       ( *   +| ) ise          ve               olacak Ģekilde 

  (               ) 

olur. Ayrıca     ( *   +| ) ise       ,    ,  ( )   * + olacak Ģekilde 

  (    ( )     ) 
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olduğunu biliyoruz.  

Diğer yandan bir   değeri için eğer        ( *   +| )    ( *   +| ) ise 

            ,                    ,      olacak Ģekilde 

   (                     ) 

olur.  

Eğer bir   değeri için        ise                 ,         olup 

   (                 ) 

dir.  

Eğer bir   değeri için      ( *   +| )      ( *   +| ) ise         ,     , 

  ( )   * + olup ya   (  )    yada   (  )    iken     (  )     dir ve  

 

   (      ( )       ) 

olur. 

 

Lemma 4.4.4.2.        ( *   +| )    ( *   +| ),       için    

    ( *   +| )    ( *   +| ),       için 

     ( *   +| )      ( *   +| ) ve    (  )    olmak üzere 

     (             )  (∏     ( ) ∏     ( )

   

   

 

   

) 

dir. Eğer     ise      (     )  (     ( )  )dir. 

 

Ġspat. Lemmayı tümevarım yöntemi ile ispatlayalım. 

    için 

      (                 )  (      ( )       ) 

                          (                   (      )              ) 

olup      (     )  (     ( )  ) dir. 

    için 

     (             )  (∏     ( ) ∏     ( )

   

   

 

   

) 

olsun. Kolaylık olması için               (     ) olsun. 
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                   elemanını inceleyelim.          ( *   +| )  

  ( *   +| ) olduğundan        dır 

                (     )  (                                 ) 

                                        (                                     ) 

 (     )                                            

     (     )  (   ∏     ( )

 

   

 ) 

olup  

   ∏     ( )

 

   

 

olur. ġimdi                         elemanının ağırlığını hesaplayalım. 

       ( *   +| )      ( *   +| ) olduğundan      (      

    ( )           ) olur. 

                        (     )  (          ( )           ) 

                                                   (           (  )            ) 

     (                 )  (∏     ( )        ( ) 

 

   

∏     ( ) 

 

   

) 

                                      (∏     ( ) ∏     ( )

 

   

   

   

) 

elde edilir. 

 

Lemma 4.4.4.3.        ( *   +| )    ( *   +| ),       için    

    ( *   +| )    ( *   +| ),       için 

     ( *   +| )      ( *   +| ) ve   (  )    olmak üzere 

    (             )  (∑    ( )

 

   

 ∑    ( )

   

   

 ) 

dir. Eğer     ise     (     )  (    ( )  )dir. 

 

Ġspat. Ġspatı tümevarım yöntemi ile yapacağız. 
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    için 

      (                 )  (      ( )       ) 

                          (                   (      )              ) 

olup     (     )  (    ( )  ) dir. 

    için, 

    (             )  (∑    ( )

 

   

 ∑     ( )

   

   

 ) 

olsun. Kolaylık olması için               (     ) alalım. ġimdi  

                   elemanını inceleyelim.          ( *   +| )  

  ( *   +| ) olduğundan        dır 

                (     )  (                                 ) 

                                (                                     ) 

 (     )                                                   

    (     )  (   ∑    ( )

 

   

 ) 

olup  

   ∑    ( )

 

   

 

olur. ġimdi                         elemanının derecesini hesaplayalım. 

       ( *   +| )      ( *   +| ) olduğundan      (      

    ( )           ) olur. 

                        (     )  (          ( )           ) 

                                                   (           (  )            ) 

    (                    )  (∑    ( )        ( )

 

   

 ∑    ( )

 

   

 ) 

                                          (∑     ( )

   

   

 ∑    ( )

 

   

 ) 

elde edilir. 
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Sonuç 4.4.4.1.       ( *   +| )    ( *   +| ) olmak üzere   ( *   +| )  

    ( *   +| )     ( *   +| ) dir yani   ( *   +| ),     ( *   +| ) ve 

  ( *   +| ) tarafından üretilir ve eğer        ( *   +| )    ( *   +| ) ve  

     ( *   +| )      ( *   +| ) ise                      dir. 

 

Ġspat.   ( *   +| ) nin     ( *   +| ) ve   ( *   +| ) tarafından üretildiğini 

biliyoruz. Kabul edelim ki her   için      ( *   +| )      ( *   +| ) ve 

       ( *   +| )    ( *   +| ) için 

                       

olsun. O halde 

                      (   )  (   )                                          ( ) 

olup  

    (                      )  (   ) 

dır.      ( *   +| )      ( *   +| ) olduğundan iki durum söz konusudur. 

Durum 1.        olsun. Bu durumda Lemma 4.4.4.3 den 

    (                      )  (∑     ( )      ( )

   

   

 ∑     ( )

   

   

 )

 (   ) 

olup     ( )    olur. Bu da        kabulü ile çeliĢir. 

Durum 2.        olsun. O halde         olmalıdır. Bu durumda ( ) 

denkleminden 

     (                      )  (   ) 

elde edilir. Lemma 4.4.4.2 den 

     (                      )

 (∏     ( )      ( )  ∏     ( )

   

   

   

   

) 

olup      ( )    olmak zorunda kalır.         olduğundan bu bir çeliĢkidir. O 

halde kabulümüz yanlıĢtır. 
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Sonuç 4.4.4.2.   (     )    ( *   +| ) ve       (     ) olsun.   ,    nin 

ağırlığı    olan izobarik bileĢeni olsun. Eğer        ise o zaman; 

(i) Eğer       ise      için              dir. 

(ii) Eğer       ise      için              dir. 

(iii) Eğer       ise (  
    

 )      olmak üzere   (  
 )    (  

 ) olacak 

Ģekilde     ( *   +| ) vardır. 

 

Ġspat.                         olmak üzere Lemma 4.4.4.3 den 

    (             )  (∑    ( )

 

   

 ∑     ( )

   

   

)  (     ) 

dir.      (                                 ) olmak üzere         

      (     ) olsun. Kabul edelim ki        olsun. 

                   (     )  (                           ) 

                                   (                              ) 

      (     )  (     ) 

 olup       olduğundan       olur. Yani eğer        ise        olur. 

        ise       ( (   )),  (   )   ,   - dir ve         ise    

   ( (   )),  (   )   ,   - dir.       ( (   )) eĢitliğinin her iki tarafının 

       ile derivasyonu alınırsa             elde edilir. 

     (                                 ) olmak üzere         

      (     ) olsun. Kabul edelim ki        olsun. 

                   (     )  (                           ) 

                                   (                              ) 

      (     )  (     ) 

 olup       olduğundan        olma durumu        durumunu oluĢturur. 

        ise       ( (   )),  (   )   ,   - dir ve         ise    

   ( (   )),  (   )   ,   - dir.       ( (   )) eĢitliğinin her iki tarafının 

       ile derivasyonu alınırsa             elde edilir. 

     (                                 ) olmak üzere         

      (     ) olsun. Kabul edelim ki             olsun. 

                (     )  (                                 ) 
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                               (                                      ) 

      (     )  (     ) olur. O halde             ise       elde edilir. 

  (    ( )     ) olsun.  

(  
    

 )                                                                     

 (     )  (    ( )     ) 

 (     (  )      )              

    
          ,     

       olup     
      

  dir. 

Böylece      de sırasıyla       ,        ve             olma durumları bize 

(i), (ii), (iii) koĢullarını verir. 

Bu sonucu aĢağıdaki örneklerle daha ayrıntılı bir Ģekilde görelim. Yukarıdaki sonucu 

    için uygulayalım. 

 

Örnek 4.4.4.1.    (     )    ( *   +| )      ( *   +| ),    

(       )    ( *   +| )      ( *   +| ),    (     )      ( *   +| ) 

ve            olsun. O halde 

        (   )     (         )  (           ) 

elde edilir. Bu durumda       ,      olur.    de      olduğunda sonucun (ii) 

koĢulunun elde edildiği görülür. Yani            olacak Ģekilde     vardır. 

 

Örnek 4.4.4.2.    (     )    ( *   +| )      ( *   +| ),    

(       )    ( *   +| )      ( *   +| ),    (     )      ( *   +| ) 

ve            olsun. O halde  

        (   )     (         )  (           ) 

elde edilir.    de      olduğundan (i) koĢulu elde edilmelidir.     ,        

olur.            olacak Ģekilde     vardır. 

 

Örnek 4.4.4.3.    (     )    ( *   +| )      ( *   +| ),    

(       )    ( *   +| )      ( *   +| ),    (        )  

    ( *   +| ) ve            olsun. O halde  

        (   )     (                )

 (                    ) 
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elde edilir.    de        olduğundan (iii) koĢulu elde edilmelidir.          

bileĢkesi için      yi hesaplayalım. 

    (        )  (   ) 

elde edilir.   (  
 )    (  

 ) olmak üzere (  
    

 )      olacak Ģekilde   

  ( *   +| ) var mıdır?   (          ) olsun. 

            (  
    

 )      (               )  (          ) 

                                               (                             ) 

  (  
 )   ,   (  

 )    olup   (  
 )    (  

 ) dir. 

 

Not 4.4.4.1. Eğer   Sonuç 4.4.4.2 deki (i) (veya (ii)) gibi ise o zaman   

(            ) (veya   (            )) olmak üzere    (     )       

dir. 

      için              olacak Ģekilde     vardır.     (            ) 

dir. 

      (     )  (            )  (               ) 

   (     )      , (    ) olduğundan    (     )       dir. 

Eğer       ise en az bir     vardır öyle ki              dir.   

(            ) olsun.     (            ) olduğu biliniyor. O halde 

      (     )  (            )  (               ) 

olur.    (     )      , (    ) elde edilir. O halde    (     )       dir. 

 

Not 4.4.4.2. Sonuç 4.4.4.2 deki   için         ise   ye karĢılık gelen    

diferansiyel homomorfizmi,  ,   - nin bir endomorfizmidir. Bu durumda Van Den 

Essen (2000, Sonuç 5.1.6) deki  ,   - polinom cebirleri için elde edilen sonuçlardan 

yararlanılır. 

 

  (     )   *   +  ve   ,  *   + de   ye karĢılık gelen endomorfizmi 

olsun. ġimdi    nin   ( *   +| ) nin elemanı olup olmadığını inceleyen bir 

algoritma vereceğiz. 

 

1.       (     ) ve        (     ) olsun. 

2. Eğer         ise 7 ye git. 
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3. Eğer       ise 5 e git. 

4. Eğer    (   )       olacak Ģekilde     ( *   +| ) varsa   yerine 

    yazıp 1 e git,     ( *   +| ) yoksa     ( *   +| ) dir. 

5. Eğer       ise   yerine (     ) yaz. 

6. Eğer              olacak Ģekilde     varsa   yerine   

(            ) yaz ve 1 e git,     yoksa     ( *   +| ) dir. 

7. Eğer         ise 12 ye git. 

8. Eğer       ise 10 a git. 

9. Eğer     (   )        olacak Ģekilde       ( *   +| ) varsa   

yerine     yazıp 7 ye git,       ( *   +| ) yoksa     ( *   +| ) 

dir. 

10. Eğer       ise   yerine (     ) yaz. 

11. Eğer   |   ise ve       
  

  
⁄

 olacak Ģekilde     varsa   yerine 

(      
  

  
⁄

)    yaz ve 7 ye git,     yoksa     ( *   +| ) dir. 

12. Eğer |  |     ise     ( *   +| ) dir, değilse     ( *   +| )dir. 

 

Örnek 4.4.4.4.   (         ) diferansiyel dönüĢümünün tame olup 

olmadığını algoritma yardımıyla inceleyelim. 

 

Ġlk olarak       (     )  (   ) ve        (     )  (   ) dir.       

olduğundan 5.adıma gideriz. 5.adımdan       olduğundan   yerine (     ) olan 

(         ) yazıp 6.adım ile devam ederiz. 

     ve        

olup              olacak Ģekilde     vardır. Bundan dolayı   yerine   

(            ) yazarız. O halde yeni oluĢan   

  (         )  (       )  (     ) 

olur. Buradan tekrar 1.adıma gideriz. Yeni oluĢan   için  

      (     )  (   ) ve        (     )  (   ) 

dir.         olduğundan 7.adıma gideriz. dır.         olduğundan 12.adıma 

gideriz. 
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|  |  |
  
  

|        

olduğundan     ( *   +| ) dir. 

 

 

Örnek 4.4.4.5.   (           ) diferansiyel dönüĢümünün tame olup 

olmadığını algoritma yardımıyla inceleyelim. 

      (     )  (   ) ve        (     )  (   ) dir.       olduğundan 

4.adıma gideriz.  

    (           )  (      )  (                   ) 

olup      için     (          ) olup    (   )       olacak Ģekilde 

    ( *   +| ) vardır. O halde   yerine     yazıp 1.adıma gideriz. O zaman 

yeni 

  (          ) 

olup  

      (     )  (   ) ve        (     )  (   ) 

dir.       olduğundan 5.adıma gideriz. 5.adımdan       olduğundan   

(          ) 

olur. 6.adımla devam edersek       ve        eĢitliklerinden              

olacak Ģekilde     vardır. O zaman O halde   yerine  

  (            ) 

yazarız. O halde yeni oluĢan   

  (          )  (       )  (      ) 

olur. En son elde ettiğimiz   ye göre 

      (     )  (   ) ve        (     )  (   ) 

olup 

         olduğundan 7.adıma gideriz.         olduğundan 12.adıma 

gideriz. 

|  |  |
   
  

|       

olduğundan     ( *   +| ) dir. 
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5.SONUÇLAR ve ÖNERĠLER 

 

 

Bu tez çalıĢmasında diferansiyel cebirler için temel bilgiler verildi ve 

diferansiyel polinom halkaları tanıtıldı. Ayrıca iki bilinmeyene bağlı polinom 

halkalarının otomorfizm grubunun elementer, afin, üçgensel ve tame gibi bazı önemli 

alt grupları ilk defa tanımlanmıĢ oldu. Bu alt gruplardan tame alt grubunun afin ve 

üçgensel alt grupların karıĢtırılmıĢ serbest çarpımı olduğu ispatlandı. Dahası verilen 

bir endomorfizminin bir tame otomorfizm olup olmadığını inceleyen bir algoritma 

yazıldı.  

 

Bu tezde iki bilinmeyene bağlı diferansiyel polinom halkası üzerinde yapılan 

bu çalıĢmalar n bilinmeyene bağlı diferansiyel polinom halkasına genelleĢtirilebilir. 

Ayrıca bu tezdeki çalıĢmaların ve bilinen polinom halkalarının ıĢığında diferansiyel 

polinom halkalarının otomorfizm grupları sınıflandırılabilir. 
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