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R degismeli, birimli bir diferansiyel halka ve A= {8, ..., §,,} kiimesi ise R iizerinde taniml1 derivasyon
operatorlerin bir kiimesi olsun. @, A kiimesi tarafindan iretilen serbest monoid olmak iizere,
katsayilar1 R de olan yj, ..., y, belirsizlerine bagl diferansiyel polinomlar halkas1 R[6y;|6 € 0,1 <
i < n] seklinde tammli bir polinom halkasi olup R{y;, ..., ¥} ile gosterilir. Bu ¢alismada A= {5}
olmak tizere iki bilinmeyene bagli R{y,,V,} polinom halkasinin otomorfizm grubunun énemli bazi
altgruplar1 tamimlanmistir. Ayrica bu altgruplardan diferansiyel tame altgrubunun, diferansiyel
elementer ve diferansiyel liggensel altgruplarin karistirilmig serbest carpimi oldugu gosterilmistir.
Dahast R{y;,y,} nin bir diferansiyel endomorfizminin bir diferansiyel tame otomorfizmi olup
olmadigina karar veren bir algoritma verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Diferansiyel cebirler, diferansiyel polinom halkalari, tame
otomorfizmler
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Let R be a commutative differential ring with unit, A= {6, ..., 6,,} be the set of derivation operators
of R and O be the free monoid generated by the set A. The ring of differential polynomials with
coefficients in R in differential indeterminates y;, ..., y,, is the ring of polynomials R[6y;|0 € 6,1 <
i <n] and denoted as R{y,..,¥,}. In this work we define some important subgroups of the
automorphism group of the differential ring in two intereminates R{y,, y,}, with A= {§}. Moreover,
we show that the subgroup of the differential tame automorphisms is the amalgamated free product of
the subgroup of differential affine and the subgroup of differential triangular automorphisms.
Furthermore, we describe an algorithm which decides if a polynomial endomorphism of R{y;,y,} is
tame.

KEY WORDS: Differential algebras, diferential polynomial rings, tame automorphisms
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1. GIRIS

Derivasyonlar bir cebir, (halka veya cisim) iizerinde tanimli Leibniz kosulunu
saglayan lineer operatorlerdir. Diferansiyel cebirler (halkalar veya cisimler) ise
lizerinde sonlu sayida derivasyonlar tanimli olan yapilardir. Ornegin kompleks
sayilar lizerinde taniml1 bir ¢t bilinmeyenine bagl rasyonel fonksiyonlarin cismi bir
dogal diferansiyel cisimdir. Bu cisimdeki derivasyon t bilinmeyenine gore tiirev
operatoriidiir. Diferansiyel cebirler bu cebirsel nesnelerin incelenmesinin yani sira
matematigin bu nesnelerin diferansiyel denklemlerdeki cebirsel kullanimini iceren

alaniyla da ilgilidir.

Diferansiyel cebirler teorisi Ritt (1948) tarafindan kurulmustur. Kolchin
(1973), Ritt tarafindan olusturulan bu teoriyi gelistirmis ve bunun yani sira bu
calismalarin1  lineer cebirsel gruplar teorisinin temellerini olusturmak igin
kullanmigtir. Kaplansky'nin 1957 de yazdig1 "Diferansiyel Cebire Giris" adli kitabu,
teoriyi daha erisilebilir kilmistir. Diferansiyel Galois Teorisi (Crespo ve Hajto, 2006)
ve diferansiyel Grobner bazlar1 (Mansfield, 1991) diferansiyel cebirler teorisinde

calisilan diger 6nemli calismalardir.

Cebirsel yapilarin 6zellikleri ile ilgili 6nemli bilgiler verdiginden, cebirsel
yapilarin otomorfizmlerini incelemek onemlidir. Bu konuda en ilgi ¢ekici
aragtirmalardan biri de otomorfizmlerin tame olup olmamasidir. Bu konuda yapilan
bir ¢ok ¢alisma vardir. Ornegin iki degiskenli polinom cebirlerinin otomorfizmlerinin
tame oldugu ispatlandi (Jung, 1942 ve Kulk, 1953). Benzer bi¢imde iki degiskenli
serbest Poisson cebirlerinin otomorfizmlerinin tame oldugunu ispatland: (Limanov,
Trusbekova ve Umirbaev, 2008). Bu tez ¢alismasinda otomorfizmler ile ilgili olan bu

onemli sonuglar diferansiyel cebirler teorisinde arastirildi.

Bu ¢alismada oncelikle diferansiyel cebirler teorisi i¢in 6nemli bazi tanim ve
teoremler verilmistir. Ayrica bir polinom halkas1 6zelligini tasiyan diferansiyel

polinom halkalar1 tanitilmis ve onemli ozellikleri belirtilmistir. Daha sonra iki
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bilinmeyene bagl diferansiyel polinom halkasinin otomorfizmleri incelenmis, bu
halkanin otomorfizmler grubunun Onemli bazi altgruplar1 tanimlanmistir. Ayrica
diferansiyel polinom halkasinin verilen bir homomorfizminin tame olup olmadigini

inceleyen bir algoritma tasarlanmistir.
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2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde, tez calismamiz igin gerekli olan bazi temel kavramlara yer
verilmistir. Bu boélimde verilen tanim ve teoriler Kolchin (1973)’un kitab1 ve
Ovchinnikov’un ders notlar1 detayl1 bir sekilde incelenmesi sonucu hazirlanmistir ve

bu béliimde yer alan arastirmalar ve 6rnekler bu ¢aligmalarin 15181inda ¢6ziilmiistiir.

2.1.Diferansiyel Halkalar

Tanmm 2.1.1. R degismeli ve birimli bir halka olsun ve &:R — R operatorii
tanimlansin. Eger Va, b € R i¢in
d(a+b) =d6(a) +6(b)
6(ab) = §(a)b + ad(b) (Leibniz kurali)

kosullar1 saglaniyor ise § ya R nin bir derivasyon operatoriidiir denir.

Tanim 2.1.2. R nin derivasyon operatorlerinin bir A= {8, ..., §,} kiimesini ele
alalim. Eger Va € R i¢in

6;6;(a) = 6;6;(a)
ise R ye A kiimesi ile birlikte bir diferansiyel halka denir. Bu durumda R kisaca A-
halka olarak adlandirilir.
Eger A= {8} (A, bir tek derivasyondan olusuyor) ise o zaman R Yye bir adi
diferansiyel halka denir. Eger A= {6;,0,,...,6,} (4, birden fazla derivasyondan

olusuyor) ise R ye bir kismi diferansiyel halka denir.

Eger R bir tamlik bdlgesi veya bir cisim ise R ye bir diferansiyel tamlik bdlgesi

veya diferansiyel cisim denir.

Ornek 2.1.1. R degismeli ve birimli bir halka ve A= {8} olsun. Vr € R i¢in §(r) =
0 seklinde tanimlansin. Bu durumda R diferansiyel halka olmanin tiim 6zelliklerini

trivial olarak sagladigindan R bir diferansiyel halkadir.
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. , T . . .
Ornek 2.1.2.i = 1,2,...,m i¢in . bilinen kismi tiirev operatorii olsun. m tane reel
L

X1, Xy, ..., Xy degiskeninin uzayindaki bir bolgenin her noktasinda sonsuz

tiirevlenebilir ve reel degerli olan tiim fonksiyonlarin halkasini ele alalim. Bu halka

{==-, ... 5} kiimesi ile birlikte bir diferansiyel halkadir.

ox:’ " 0xm

Ornek 2.1.3. R = Z olsun. Bu durumda Z nin olas1 derivasyonlarinin neler oldugunu
inceleyelim.
6(n) 6(1) veya §(—1) ler tarafindan belirlenir. Ger¢ekten n > 1 i¢in

M) =6(1+1+-+1)=81)+ ..+6(1) =ns(1)

n tane n tane
olur. (Benzer sekilde n > 1 i¢in §(—n) = § ((—1) + ...+ (—1)) =né(—1)).
n tane

n = 0 olsun. O halde
5(0) =6(0+0) =6(0) +6(0)
olup §(0) = 0 oldugu goriiliir.
n = —1i¢in
§(-1) =6(1.(-1)) =6(1D).(-1) + 1.6(-1)
elde edilir. Her iki taraftan §(—1) i ¢ikarirsak
0=(-1é6(1)
olur. O halde
0=6(1)=8((-D(-1)) =81+ (-D(-1) = =25(-1)
olup §(—1) = 0 elde edilir. Béylece Z tizerinde tanimli tek derivasyon Vn € Z igin
&(n) = 0 (asikar) derivasyon oldugu goriiliir.
Ornek 2.1.4. R = Q olsun. Simdi Q@ nun derivasyonlarini inceleyelim. 0 # b € Z

igin % elemanini ele alalim. O halde
0=5(1) = 80b.1/b) = 8(b).1/b + b.5(1/b)
1\ _ 50
6(3) =%
olur. Béylece herhangi bir 0 # b € Z igin 6(%) hesaplanabilir.

§(a/b) = 8(a.1/b)

dir ve Leibniz kuralindan
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6(a.1/b) = 6(a).1/b+a.5(1/b)
6(a) ad(b)
~ b B2
_6(a)b —ab(b)
= =

olur. a, b € Z oldugundan

5(a/b) = S(a)bb—2 ad(b)

0.b—a.0
:T

=0

sonucu elde edilir ve bu derivasyon Q nun trivial derivasyonudur.

Ornek 2.1.5. R = Q[x] ve §(x) = 1 olsun. O halde a,,x"+ ...+a, € R olmak iizere
6(ax™+...+ay) = 6(a,x™) + ... + 8(ay)
=a,6(x™) +a,_,6(x" )+ +a,
= anx"" 1+ ... +a,

dir.

Ahstirma 2.1.1. R, A= {6, ... , 6, } derivasyon kiimesi ile bir A-halka olsun. O halde
asagidaki kosullarin dogrulugunu gosteriniz.

i. Vx€Rvem € Z" igin §;(x™) = mx™ 15;(x) dir. (1)
ii. VmeZ*vea,b€Rigin 6§"(ab) = §;(6;(...(6; (ab)))) olmak iizere;
m-—tane
m
m

o) = ) () oP@s] ) @

p=o P
dir.
Coziim.

1 kosulundaki esitligin dogrulugu m iizerinden tiimevarimla ispatlanir.
m=1 i¢in
6i(xh) = 1x'718;(x)

olup esitlik saglanir. m = k i¢in (1) esitligi dogru olsun. Yani
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8 (x*) = kx*716;(x)
olsun. O halde m = k + 1 igin (1) esitliginin dogrulugunu gosterelim:
(1) = §;(x*x)
= 6;(x®)x + x*6,(x)
= kx*7168;(x)x + x*8;(x)
= kx*68;(x) + x*6;(x)
= (k + 1)x*68;(x)
olup verilen esitlik Vx € R ve m € Z* i¢in dogrudur. Benzer sekilde ii deki esitligin

dogrulugu da m iizerinden tiimevarimla ispatlanabilir.

m=1 i¢in
6} (ab) = &;(a)b + ad;(b)

= (3) 82 @si-ow) + () st @o )

olup esitlik saglanir.

m = k i¢in (2) esitligi dogru olsun. Yani
k

5¥(ab) = Z (l;) 8P ()8 (b)

p=0

olsun.
m = k + 1 i¢in esitligin dogru oldugunu gosterelim:

51 (ab) = 8i(8:(- (8 (ab))))

k+1 tane

= 6, (8% (ab))
= 5, ( ko (¥) 67 (a5t (b))

5 ()62 @38k + ()8 @8 b)+... +() ok (@)5F (b))

(
o+ (st (oo
* (II) 67 (a)8{ 71 (b) + - + (D SH@F ()

+ () e @s )
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= 151'0(61)5i(k+1)_0(b) + 15i1(a)6i(k+1)_1(b) + kgil(a)6i(k+1)—1(b)
+ k@S VA (B) + -+ 18 (@5 P (b)
+ 15-k+1(a)6.(k+1)_(k+1) (b)

= 169 (@385 D 7°(b) + (ke + D@D (b) + -

+ 16-k+1(a,)6-(k+1)_(k+1)(b)

_<k+1

. k+1 .
: )6{’(a)6i(k+1) °(b)+( J )5}(@5}"“) L(p) + -

(k+1

(k+1) (k+1)—(k+1)
k + 1) JENNOL) (b)

k+1

_ Z (k :; 1) 5f(a)5i(k+1)_p(b)

p=0

olup verilen esitlik Vx € R ve m € Z* igin dogrudur.

Not 2.1.1. Ornek 2.1.5 deki §(x) = 1 in yerine herhangi bir f € R i¢in §(x) = f
olursa o zaman elde edilen sonug analizdeki zincir kurali olacaktir. Yani
§(apx™+...+ay) = apnx™ 1 + -+ ayf

olur.

S bir adi diferansiyel halka ve R = S[x] olsun. O zaman herhangi bir f € R
icin 6(x) = f olursa R bir diferansiyel halka olur. Derivasyonun keyfi sekilde se¢imi
sadece adi diferansiyel halkalar i¢in gegerlidir. Bu durum birden fazla derivasyonlar
icin genigletilmek istenirse problem olusabilir. Bunun i¢in asagidaki Ornegi

inceleyelim.

Ornek 2.1.6. R = Q[x] ve A= {6;,6,} olsun. O halde &;(x) =1, 6,(x) =x
segelim. Bu durumda derivasyonlar degismeli olmaz. Yani §;(8,(x)) =1 iken

8,(81(x)) = 0 olur. Bu durumda R bir diferansiyel halka degildir.

Tamm 2.1.3. R derivasyon operatorlerinin A kiimesi ile birlikte bir diferansiyel
halka olsun. A nm elemanlarnn tarafindan iretilen serbest degismeli yart grup

(carpimsal tanimli) O ile gosterilsin. Bu durumda e(§) bir dogal say1 olmak tizere @
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nin herhangi bir eleman1 [[scp 8¢ seklinde yazilabilir ve bu sekildeki her ¢arpim

da @ nin elemandir.

0, R izerindeki operatorlerin bir kiimesi yapilabilir. Soyle ki: A nin
elemanlarinin R iizerinde birer derivasyon operatorii oldugunu biliyoruz. Bu
durumda Va € R, 6,0’ € @ olmak iizere 1a = a ve (008')a = 6(6'(a)) kosullar
ile birlikte ® nin elemanlar1 R iizerinde birer operator olurlar. Bu durumda @ nin

elemanlar1 R diferansiyel halkasinin derivatif operatdrleri olarak adlandirilir.

Tanm 2.1.4. 6 = [[5c2 ¢, R nin bir derivatif operatorii olsun. s = Ysca e(8) ya
0 nin mertebesi denir ve ord#@ ile gosterilir. Herhangi bir a € R i¢in a nin derivatifi
olan 8(a) nin mertebesi s dir. Ozellikle a kendisinin derivatifidir ve mertebesi 0 dir.

Mertebesi 0 dan biiyiik olan a nin bir derivatifine a nin 6z derivatifi denir.

Not 2.1.2. A= {6} ile birlikte R bir adi diferansiyel halka olsun. Bu durumda R nin
derivatif elemanlar1 &8a,8%a,83a,8%a,...,8%a,... olup bu elemanlar sirasiyla

! 14

a,a”,a",a®, ...,a®, ... seklinde gosterilebilir.

Tamm 2.1.5. R bir A-halka, Ry, R nin bir alt halkas1 ve AR, c R, olsun (yani R, A
nin elemanlart altinda degismez olsun). Bu durumda A nin elemanlarmi R, a
kisitlayabiliriz. Boylece bu elemanlar Ry mn da derivasyon operatorleri olurlar. O
halde R, da bir diferansiyel A-halkasi olup R, halkasina R nin bir diferansiyel alt
halkast ve R ye de R, in bir diferansiyel iist halkasi denir. Bazen bu durum

diferansiyel halka geniglemesi olarak da tanimlanir.

Tanmm 2.1.6. R nin diferansiyel alt halkalarinin herhangi bir kesisimi de R nin bir
diferansiyel alt halkasidir. Bundan dolay1 S, R nin elemanlariin herhangi bir kiimesi
(veya ailesi) ise R nin R, alt halkasin1 ve S nin biitiin elemanlarini igeren bir en
kiigiik diferansiyel alt halkasi vardir. Buna R, flizerinde S tarafindan iiretilen
diferansiyel halka denir ve R,{S} ile gosterilir. S ye R, tizerinde R,{S} diferansiyel

halkasinin iireteglerinin kiimesi (veya ailesi) denir.
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S, R nin bir alt kiimesi ise (veya eger S, R nin elemanlarmnin (a;);c; ailesi ve
0S, (6a;)geo,ic ailesi ise) 0 halde Ry{S}, R tizerinde OS tarafindan iiretilen Ry[OS]

halkasi ile aynidir.

Eger R, iizerinde iireteglerin bir sonlu kiimesi varsa R diferansiyel halkasinin

bir diferansiyel iist halkas1 R, {izerinde sonlu olarak firetilir denir.

Tamm 2.1.7. F, ve F diferansiyel cisimler olsun. F,, F nin bir diferansiyel alt
halkas1 ise o zaman F, cismine F nin bir diferansiyel alt cismi ve F ye bir
diferansiyel iist cisim veya diferansiyel cisim genislemesi (veya sadece F, in bir

geniglemesi) denir.

F nin diferansiyel alt cisimlerinin kesisim kiimesi F nin bir diferansiyel alt

cismidir.

Tamim 2.1.8. S, F cisminin elemanlarindan olusan herhangi bir kiime (veya aile) ise
Fy, 1n ve S nin biitiin elemanlarin1 i¢eren F nin bir en kiigiik diferansiyel alt cismi
vardir ve bu alt cisim Fy(S) seklinde gosterilir. Buna S nin ve F, in elemanlarindan
olusan diferansiyel cisim veya S tarafindan iiretilen F; in genislemesi denir ve S ye
Fy m Fy(S) genislemesinin fiireteglerinin bir kiimesi (veya ailesi) denir. O halde

Fy(S), Fy m OF tarafindan iiretilen F,(6S) tist cismi ile aynidir.

Tamim 2.1.9. A derivasyon operatdrlerinden olusan bir kiime ve R bir A-halka olsun.
Eger 6VE A igin §(c) = 0 ise ¢ € R elemanimna R nin bir sabiti denir. R nin biitiin

sabitlerinin kiimesi R ile gosterilir.

Ahstirma 2.1.2. R nin biitiin sabitlerinin kiimesi R nin bir diferansiyel alt halkas1
oldugunu ve eger R bir cisim ise R nin biitiin sabitlerinin kiimesi R nin bir alt cismi

oldugunu gosteriniz.
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Coziim. R® = {r € R|6;(r) = 0, 8; € A} olsun. Oncelikle R® nin R nin bir alt halkasi
oldugunu gosterelim. 7,7, € R® olsun. Bu durumda 7, +7, € R® oldugu
gosterilmelidir. Derivasyonlarin tanimindan

8i(ry + 1) =6;(r) +6;(,) =0+0=0
oldugundan 7, + 1, € R® dir. Simdi —r; € R® oldugunu gosterelim. Leibniz
kosulundan

8§i(=r) = &i((=Dry) = §;(=Dry + (=1D6(1)) =0+0=0

olup —r; € R olur. Simdi ise ;75 € R? oldugunu gosterelim. Leibniz kosulundan

§;(ry1y) = 6;(r)r, +116;(r,) =0+ 0=0
olur ve bdylece 1115, € R% olur.
O halde R2, R nin bir alt halkasidir. Simdi R® nin R nin bir alt cismi oldugunu
gosterelim.
r,7, € RY i¢in yukarida 1, +71,,—7, 775 € R®  oldugunu gdsterdik. Bdylece
1, # 0 olmak {izere 7,1 € R? oldugunu géstermek yeterlidir.

§;(r,™1) = 6 (%) —i (zlr(zgzz) =0

olupr,™t € R® dur.

Ornek 2.1.7.
(1) Eger R = Z ise R® = Z dir.
(2) Eger R = Qise R = Q dur.
(3) Eger R = Q[x] ve 6(x) = 1ise R® = Q dur.

Not 2.1.3. Eger K karakteristigi 0 olan bir cisim ve K2 = K ise o zaman biitiin
K c L cebirsel cisim genislemeleri i¢in (yani Va € L elemanlar1 K {izerinde cebirsel
elemanlardir) L* = L dir.

2.2.Diferansiyel idealler

A derivasyon operatorlerinin bir kiimesi olmak {izere bu bolim boyunca R

halkasi birimli ve degismeli bir A-halka olarak diisiiniilecektir.

10
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Tamm 2.2.1. |, R nin bir ideali olsun. V&6 € A ve Va € I i¢in 6(a) €1 ise | SR

idealine bir diferansiyel ideal denir ve kisaca A-ideal olarak ifade edilir.

Ornek 2.2.1. A, derivasyon operatdrlerinin bir kiimesi ve R bir A-halka olsun.
(1) I =R ve
(2) 1 = {0}

R nin iki diferansiyel idealidir.

Onerme 2.2.1. I = (fi, f5 ., fm) © R, R deki fi,fo, ..., fm elemanlar: tarafindan
tiretilen bir ideal olsun. I nin bir diferansiyel ideal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

herl1<j<mvel<i<nigin 6l-(fj) € I olmasidir.

Ispat. I nin bir diferansiyel ideal oldugunu kabul edelim. Diferansiyel ideal
tanimindan her i, j i¢in &;(f;) € I olur. Tersine her i, i¢in &;(f;) € I olsun. g € I y1
g0z Online alalim. Bu durumda
g=aifi ++anfn
olur. O halde §;(g) € I oldugunu gosterecegiz. Eger g nin diferansiyeli alinirsa
6:(9) = 6i(asfi + - + amfm)
= 6;(a)fi + a16:;(f1) + - + 6i(am) fn + am6i(fm)
elde edilir. Vf; € I ve V§; (fj) € I oldugundan esitligin sag tarafindaki herbir terim /

nin elemanidir ve buradan 6;(g) € I olur.

Not 2.2.1. R nin diferansiyel ideallerinin herhangi bir ailesinin kesigimi, toplam ve
sonlu ¢arpim aileleri de birer diferansiyel idealdir. I; ler R nin diferansiyel idealleri
olsun. Yani biitiin i degerleri ve Va € I; i¢in §(a) € I; dir. Bu durumda

Va € NI;icin 6(a) € NI},

Va € ) I;i¢gin§(a) € X I;
ve
Va € [lici<n I; i¢in 6(a) € [lici<n l;
oldugu agiktir.

11
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Tamim 2.2.2. S, R nin elemanlarinin herhangi bir kiimesi (veya ailesi) olsun. S nin
elemanlarin1 igeren biitliin ideallerin kesisimi, S nin elemanlarini iceren en kiiciik
diferansiyel idealdir. Bu ideale R nin S tarafindan iiretilen diferansiyel ideali denir.

[S1g veya kisaca [S] ile gosterilir.

Not 2.2.2. R nin OS tarafindan iiretilen (0S) ideali ile [S] aynidir. Daha agik olarak
OS nin elemanlar1 8 € ® ve s € S olmak tlizere 6(s) formundaki elemanlardir. Ayni
zamanda [S] ise S tarafindan iiretilen diferansiyel ideal yani i, , iy, ..., i, € N olmak
lizere V6; € A ve s € S igin 6?5;2 (S}il" (s) elemanlandir. 8 = 6?6;2 6,1'1” olarak

ele alinirsa (@S) = [S] oldugu agiktir.

Lemma 2.2.1. a ve b herhangi bir diferansiyel halkanin elemanlar1 olsunlar. 6
mertebesi h € N olan bir derivatif operatdrii olsun. O halde a"*18(b) € [ab] dir.
Daha agik olarak 6;, 8 y1 bolmek iizere a"*'0(b) elemam 6,(ab) derivatif

elemanlar tarafindan iiretilen idealin i¢indedir.

Ispat. Ispat1 h iizerinden tiimevarim yontemi ile yapalim. h = 1 igin 8 = § alinabilir.
O halde a®*10(b) = a%5(b)
olur. Ayrica
6(ab) € [ab]
dir. Buradan
d(a)b + ad(b) € [ab]
elde edilir. Yukardaki 6zdeslik a ile ¢arpilirsa
abb(a) + a?5(b) € [ab]
olur. Béylece a?6(b) € [ab] dir.
Hipotez h — 1 i¢in dogru olsun. Yani 8’ niin mertebesi A — 1 olmak iizere a"0’(b) €
[ab] olsun. Simdi de hipotezin h igin dogru olup olmadigina bakalim. Yani 6 = §6’

olmak iizere a®*16(b), [ab] nin eleman1 midir?
5(ah9'(b)) = §(a™)0'(b) + a5’ (b)
= 5(a")6’'(b) + a"6(b)

12
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olur. Bu son esitlik a ile ¢arpilirsa

as(a"6’ (b)) = as(a™)6' (b) + a6 (b)
olur. Buradan

a"*10(b) € (ahe'(b),5(ah9'(b))) c [ab]
dir. Sonug olarak

a*19(b) € [ab]
elde edilir. O halde h = 0 durumu i¢in de ab € [ab] dir.

Lemma 2.2.2. a herhangi bir A-halkasinin bir elemani olsun. h € N olmak iizere
&1, -, 021 birbirinden farkli derivasyon operatorleri olsunlar. O halde

h! 1_[ (6,(a)) € [aM]
1=4<2h-1

dir.

Ispat. h > 0 olsun. Lemmanin ispat1 i = h durumu igin yani

h(h=1) ..(h— i + 1)ah 1_[ (8:(@)) € [a"] (1<i<h)

1sAs2i-1
icin tiimevarim metodu kullanilarak yapilacaktir.
i =1i¢in
ha"18,(a) = &;(a™)e[a"]
oldugundan hipotez dogrulanir.
Simdi hipotez i = r (r < h igin) i¢in dogru olsun. Yani

h(h=1) . (h =7+ 1)a 1_[ (8:(@)) € [a"]

1<A<2r-1

olsun. Daha acik bir sekilde yazilirsa
h(h—1)..(h—r+1)a""6,(a)d,(a) ... 651 (a) € [a"]
olur. Yukardaki 6zdesligin sol tarafi §,,- ye gore derivasyonu alinirsa
Sor(h(h = 1) . (h =7 + 1)a"76,()6,(a) ... 6r-1(a) ) € [a"]
h (h - T + 1) [52T(ah_r)51(a) 527-_1((1) + ah_r52r(51(a) 62r_1(a))] € [ah]
h(th—=1)..(h—r+1D(h—1)a" " 16,,(a)d,(a) ... 6,,_1(a)
+hth=1)..(h—7+ 1)a""8,.(6,(a) ... 62,1 (a)) € [a"]

13
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elde edilir. O halde
h(h—=1)..ch—r+1)(h—7)a" " 15,(a) ...55_1(a)d,,-(a) € [a"]

dir. Soldan &,,,,(a) ile ¢arpilirsa
hth=1)..th—r+1D(h— (@ +1)+1Da* Vs (a) ... 62,(a) 5541 (a) € [a"]

olur. Yani
h(th=1)..c(h— (@ +1)+ Da D (6,(a)) € [a"]

1=A<2r+1

elde edilir. Bu durumda 6zdesligin dogrulugu i = r + 1 durumu i¢in de ispatlanmig

olur.

Tamim 2.2.3. R bir A —halka ve I, R nin bir ideali olsun. R/I diferansiyel halkasini

ele alalim. V6 € AveVr +1 € R/I i¢in
3)

S(r+D)=6(r)+1
tanimlansin. Simdi (3) isleminin iyi tanimhi oldugunu gosterelim. Vr +1,s +1 €

R/liginr +1 =s+1olsun (r —s € [ dir). V§ € A igin
S(r+1)=6(s+1)

dir. Yani
S(r)+1=6(s)+1
olur. Bu durumda r — s € I ve [ bir diferansiyel ideal oldugundan
6(r)—6(s)=6(r—s)el
olur. Simdi R/I nm (3) islemi ile birlikte bir diferansiyel halka oldugunu

gosterelim.Vr + I,s + 1 € R/l ve V§ € A igin
(i) S(r+D+(G+D)=6(r+s+1)
=6(r+s)+1
=8(r)+6(s)+1
=6(r)+I1+6(s)+1
=6(r+1D+38(s+1D)
(i) 5((r + (s + I)) =6(rs+1)
=8(rs)+1

=6(r)s+roé(s) +1
=6 +D+D+T+DG(Gs)+D)

=6(r+DG+D+@T+DS(s+1)

14
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(iii) V6,6, € Avevr+1€R/Iigin
5; (5]- (r + 1)) = 85, +1)
=6, (86;(") +1
=6;(6;(r) +1
= §8:(r + 1))

olur. Béylece R/I bir A-halka olup R/I ya R nin I diferansiyel idealine gore kalan

siniflarmin halkasi denir.
2.2.1. Radikal diferansiyel idealler

Tammm 2.2.1.1. R bir halka olsun. Vf € R i¢in f™ €I oldugunda f €I olacak

sekilden > 1 varsa I c R idealine bir radikal ideal denir.

Bir I c R ideali verilsin. I y1 kapsayan en kiigiik radikal ideal V1 ile gosterilir.

Ornek 2.2.1.1. R = Q[x] olsun. I = (x?) idealini ele alalm. x? € I iken x & I
oldugundan I bir radikal ideal degildir.

Not 2.2.1.1. Eger I # R ise V/I # R dir. Gercekten eger 1 € VI ise o zaman bazi
n>1ligin1" € lolup 1€ dir.

Tammm 2.2.1.2. R bir A-halka ve I, R nin bir ideali olsun. Asagidaki kosullar
saglaniyorsa I ya bir radikal diferansiyel ideal denir.

(1) I bir diferansiyel idealdir.

(2) I bir radikal idealdir.

S C R igin S yi igeren en kiigiik radikal diferansiyel ideal {S} ile gosterilir. Bu

durumda S kiimesi {S} radikal diferansiyel idealini iiretir. Aslinda bir radikal

diferansiyel ideal elde etmek igin +/[S] yeterliymis gibi goriilebilir. Ama bu her
zaman dogru degildir.

15
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Ornek 2.2.1.2. A, derivasyon operatérlerinin bir kiimesi, R = Z, [x, y] bir A —halka,
5(x)=yved(y)=0
olsun. I = [x?] yi gbz 6niine alalim.
5(x?) =2x6(x) =2xy =0
dir. Buda I = (x?) demektir. VI = (x) oldugu kolaylikla goriiliir. Ancak
6(x) =y & (x)
oldugundan \/m = m bir diferansiyel ideal degildir.

Lemma 2.2.1.1. R bir A —halka, I < R bir diferansiyel ideal ve Q < R olsun. a™ € I

olacak sekilde a € R olsun. O zaman (S(a))Zn_1 € I dir.

Ispat. Amacimiz 1 < k < nigin
a**5(a)* el (4)
oldugunu gostermektir. Bunu tiimevarim ile gosterecegiz. Boylece Lemma k =n
olma durumu g6z 6niine alindiginda ispatlanmis olacaktir.
5(a®) =na™'6(a) €1
oldugundan (4), k = 1 i¢in dogrudur. (4) 1n k i¢in dogru oldugunu kabul edelim. Bu
durumda
a~ kD §(g)2k+l g | (5)
oldugunu gosterecegiz. (4) i derivasyonunu alalim.
5(a™*85(a)?* 1) = §(a®*)6(a)?* 1 + a* *k5(5(a)?* )
= (n—k)a"*15(a)§(a)? 7t + a™*(2k — 1)6(a)?*725(5(a))
= (n—k)a" *15(a)?* + a®*(2k — 1)§(a)**725(5(a)) €1
elde edilir. Bu durumda
(n —k)a® *15(a)?k € I ve (n — k)a™ *+D§(q)2k+1 g |
oldugundan
an~ kD) § ()20 D=1 ¢ |

elde edilir.
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2.2.2. Asal diferansiyel idealler

Tamm 2.2.2.1. P c R bir ideal olsun. Va,b € R iginab € Pikena € Pyadab € P

oluyor ise P ye asal ideal denir.

Ornek 2.2.2.1. R = Q[x,y] ve I = (xy) bir ideal olsun. I bir asal ideal degildir.
Ciinkii xy €I ikenne x €I ne de y € I dir. Ancak P, = (x) ve P, = (y) idealleri

asaldir.

Tammm 2.2.2.2. P bir R A-halkasinin bir diferansiyel ideali olsun. Eger P hem

diferansiyel ideal hem de asal ideal ise P ye asal diferansiyel ideal denir.

Not 2.2.2.1. Eger P bir asal diferansiyel ideal ise tanimdan dolayr P ayni zamanda

bir radikal diferansiyel ideal olur.

Not 2.2.2.2. Eger I, ..., I, diferansiyel idealler ise 0 zaman N}, I; de bir diferansiyel

idealdir.

Lemma 2.2.2.1. R bir A-halka ve I c R nin bir radikal diferansiyel ideali olsun. Eger

ab € I ise 0 zaman §(a)b € I ve ad(b) € I dir.

Ispat. ab € I olmas1 §(ab) € I olmas1 anlamina gelir. Diger yandan
6(ab) = 8(a)b+ad(b) €1
dir. §(ab) = §(a)b + ad(b) € I ifadesini a ile carpalim. Bu durumda
S§(a)ab + a?8(b) €1
elde edilir ki bu da a?8(b) € I anlamma gelir. a?5(b) yi 6 (b) ile carpalim. O halde
(as(b))’ €1

elde edilir. I radikal oldugundan a&(b) € I olur. Bu da istenen sonugtur.

2.3. Diferansiyel Homomorfizmler

17
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Tamim 2.3.1. A derivasyon operatorlerin bir kiimesi, R ve R’ birer A-halka olsunlar.
f:R = R’ bir halka homomorfizmini (izomorfizmini) ele alalim. Eger Va € R ve
Vé € Aigin

f(6@) = 8(f (@)
kosulu saglaniyor ise f ye bir diferansiyel homomorfizm (diferansiyel izomorfizm)

denir. Bu kisaca A-homomorfizm (A -izomorfizm) olarak ifade edilir.

Ornek 2.3.1. R bir A-halka olsun. idy ile R iizerinde tanimli birim déniisiimii ile

gosterelim. Bu durumda

idp(6(a)) = 8(a) = 8(idg(a))

olup bu doéniisiim bir diferansiyel halka homomorfizmidir.

Tanim 2.3.2. R ve R’ bir Ry A —halkasinin iist halkalar1 olsunlar. f: R — R’ bir halka
homomorfizmi olsun. Eger Va € R, i¢in f(a) =a ise f ye R, tlizerinde bir

homomorfizm veya R,-homomorfizm denir.

Onerme 2.3.1. R ve S birer A—halka, ¢:R — S bir o6rten diferansiyel halka
homomorfizmi ve I c R bir diferansiyel ideal olsun. O halde ¢(I) bir diferansiyel

idealdir.

Ispat. Oncelikle ¢ (I) nin bir diferansiyel alt halka oldugunu gdsterelim. @:R — S
bir A —homomorfizm olsun. R nin ¢@(R) gorlintisit S nin bir diferansiyel alt
halkasidir. Gergekten de ¢ bir homomorfizm oldugundan ¢@(R) , S niin bir alt
halkasidir. Ayrica Vo (a) € @(R) ve 6;,6; € A igin

5:8(0(@) = 8 (0 (5@))
= ¢ (6:5:(@)
= ¢ (51(a)
= 5 (¢(81(@))

= 5j5i(<.0(a))
oldugundan ¢@(R) bir diferansiyel alt halkadir.

18
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Simdi ¢ (I) nin bir diferansiyel ideal oldugunu gosterelim.
Vo(a) € p(I),Vo(s) € SveVd € Aigin

p(a)p(s) = p(as) € o(I)
ve

§(e(@) = 9(8(@) € ()
dir.

Tanm 2.3.3. R nin A altinda sabit olan elemanlarinin kiimesine f nin g¢ekirdegi
denir. Bu kiime
Kerf ={a € R|VS € Aicin 6(a) = a}

seklindedir. Gergekten de eger V6 € A icin §(a) = a ise

f(&(@) = 8(f(@) = f(a)
olup

fl@=0

dir. Yani a € Kerf dir.

Onerme 2.3.2. R ve S iki A —halka ve @: R — S bir halka homomorfizmi olsun. Eger

@ bir diferansiyel halka homomorfizmi ise Ker¢ bir diferansiyel idealdir.

Ispat. Va € Ker¢g ve Vr € R igin
p(ar) = p(a)p(r) =0
oldugundan ar € Kere dir. Yani Kere, R nin bir idealidir.
Va € Kerg icin
9(8(a)) = 8(p(@)) = 0
olup 6(a) € Kerg dir. O halde Ker¢, S nin bir diferansiyel idealidir.

Not 2.3.1. Onerme 2.3.2 nin tersi her zaman dogru olmak zorunda degildir. Bu
durumu bir 6rnek ile agiklayalim. R = S = K{y}, A= {8} ile birlikte bir diferansiyel
polinom halkasi olsun. a € K, n > 2 olmak iizere
¢:K{y} - K{y}
p(y) =6(y)
@(8y) =y
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@(8"y) = 8"y
p(a) =a
seklinde tanimlansin. Bu ¢ doniisiimii bir halka homomorfizmidir. Buradan Ker¢g =
{0} bir diferansiyel idealdir. Ancak
5(p() = 8(8y) = 6%y # y = (8y))
olup ¢ # @6 oldugundan ¢ bir diferansiyel homomorfizm degildir.

2.4. Kesirlerin Diferansiyel Halkalar:

R bir halka ve S, R nin ¢arpimsal kapali olan bir alt kiimesi olsun. O halde
1 € S olup R nin S iizerinde taniml kesirler halkas1 S™1R ile gosterilir. Bu kiime
asagidaki gibi tanimlanir:
STIR={%s|la €R,s €S}
Simdi R bir diferansiyel halka olsun. Bu durumda R nin S iizerinde taniml1 kesirlerin
diferansiyel halkas1 benzer sekilde tanimlanir. O halde S™!R iizerinde bir derivasyon
operatOriiniin nasil tanimlandigini gosterelim.

5:S7'R-> SR

5 (%) _ (S(cl)ss2 ad(s)
olsun.
a,S; = a,s; esitligini ele alalim. Eger §, R iizerinde taniml1 bir derivasyon operatdrii
ise
6(assz) = 6(azsy)
6(ay)s; +a,6(sz) = 6(az)sy + az6(s1)
6(ay)s; — a;6(sy) = 6(az)sy — a16(s;)

a
L2 5(s1) = 8(a)s1 — 22 6(s)
S1 Sy

5(ay)s; —

51526(ay) — a;5,6(sy) _ 51526(ay) — a;s16(s,)

S1 S
sz[s16(ay) — a16(s,)] _ 51 [s26(az) — az6(s,)]
S1 - S2
s16(a;) —a;,6(s1) _ s26(az) — a,6(s;)
s2 B s2
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CRC

dir. Yani &, S™IR iizerinde iyi tammlidir. Simdi ise STIR nin R iizerinde taniml

diferansiyel operatoriiyle birlikte bir diferansiyel halka oldugunu gorelim. Yani

V3,8 € A ve% € S71R i¢in

oldugunu gostermeliyiz.

5.5 (g) _5 <(5j(a)s — adj(s)>

s2

(5i5j(a)s + 8;(a)8;(s) — 5:(a)8;(s) — aby5; (s)) s% — 255,(s) (aj (@)s — as; (s))

(s2)?
B 8:6;(a)s® + s28;(a)5;(s) — s%68;(a)6;(s) — s2ad;6;(s) — 25%5;(a)6;(s)
S4-
25a6;(s)0;(s)
+S—4‘
B 8:6j(a)s® — s28;(a)s;(s) — s%8;(a);(s) — s*ad;6;(s) + 2s5a8;(s)5;(s)
= -
a 6;(a)s — ad;(s)
(816:(a)s + 6,(2)8;(s) — 6;(@)6,(5) — ad;5i(s) ) s — 256;(s)(8(a)s — asy(s))
B (52)2
3 8;6:(a)s® + s26,(a)d;(s) — s%8;(a)6;(s) — s*ad;5;(s) — 25%68;(a)8;(s)
S4
N Zsa8i§i)6j(s)
B 8:6;(a)s® — s26;(a)5;(s) — s26;(a)6;(s) — s2ad;6;(s) + 2sad;(s);(s)
S4-

Bu durumda S7*R ye R nin S iizerinde taniml1 kesirlerin diferansiyel halkas1 denir.
Ozel olarak S = R almirsa bu diferansiyel halkaya R nin kesirlerinin tam diferansiyel
halkas1 denir ve Q(R) ile gosterilir. Eger R bir diferansiyel tamlik bolgesi ise Q(R)

ye R nin kesirlerinin diferansiyel cismi denir.
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2.5. Diferansiyel Modiiller

Tamm 2.5.1. R bir A-halka ve M bir R-modiil olsun. Eger § € A, u,v € M, a €R
i¢in
Stu+v)=6Cw)+46w)
S(au) = 5(a)u + ad(w)
kosullar1 saglaniyor ise M ye R iizerinde bir diferansiyel modiil veya diferansiyel R-

modiil denir.

Tamim 2.5.2. Bir F cismi iizerinde tanimli bir diferansiyel modiile F {izerinde

taniml1 bir diferansiyel vektor uzayi denir.

Diferansiyel alt modiil, diferansiyel alt uzay ve bir diferansiyel R-modiiliinden
diger bir diferansiyel R-modiiliine tanimli homomorfizm kavramlart modiil teorisi ve

vektor uzay1 teorisinde tanimlandigi gibi tanimlanir.

Eger f: M — N bir modiil homomorfizmi ise Kerf ve f(M) sirasiyla M ve N
nin diferansiyel alt modiilleridir. M ve N diferansiyel vektor uzayr oldugunda Kerf

ve f(M) sirasiyla M ve N nin diferansiyel alt uzaylaridir.

M bir diferansiyel R-modiil ve N bir R-modiil olsun. Eger f: M — N Orten bir
modiil homomorfizmi ve Kerf, M nin bir diferansiyel alt modiilii ise bu durumda N
modiili, f bir diferansiyel R-modiil homomorfizmi olacak sekilde, bir tek

diferansiyel R-modiil yapisina sahiptir.

Tamim 2.5.3. M bir diferansiyel R-modiil olsun. My, M nin herhangi bir alt modiilii
ise M - M /M, kanonik modiil homomorfizmi bir diferansiyel modiil homomorfizmi
olacak sekilde M /M, bolim modiilii izerinde bir tek diferansiyel R-modiil yapisi

vardir. M /M, ile birlikte bu yapiya M ile M, in diferansiyel boliim modiilii denir.
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Tamim 2.5.4. R bir A-halka ve A, R halkasi tizerinde tanimli bir cebir olsun. R nin
operatorleri tizerinde tanimli bu A cebirine R tstiinde tanimli bir diferansiyel cebir

veya diferansiyel R-cebir denir.

A, A operatorleri tizerinde bir diferansiyel halka oldugunda 6 € A, a € R ve
u € A igin
6(au) = 6(a)u + ad(uw)
kosulunu saglar. O halde A bir diferansiyel R-modiil yapisina sahiptir.

Eger R bir R’ diferansiyel halkasinin bir diferansiyel alt halkasi ise 0 zaman R’

bir diferansiyel R-cebir yapisina sahiptir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu tez calismasi i¢in ilk Once internet yardimi ile literatiir taramasi yapildi.
Bunun sonucunda tez igin gerekli oldugu disiiniilen kitap, tez, makale v.s. gibi
kaynaklar elde edildi. Ayrica Harran Universitesi kiitiiphanesinden yararli oldugu

diisiiniilen temel cebir kaynaklari alinarak c¢alisildu.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Bu boéliimde tez ¢alismamizin temel konusu olan diferansiyel polinom halkalari
detayli bir sekilde calisilmistir. Bu boliim i¢in Kolchin (1973) ve Ritt (1948)
kaynaklar1 incelenmistir. Ayrica Van Den Essen (2000) kaynaginda yer alan polinom
halkalarindaki  ¢alismalardan hareketle diferansiyel polinom halkalarinin
otomorfizmleri incelenmis ve bu halkalarin otomorfizm grubunun bazi 6nemli alt

gruplart tanimlanmastir.

4.1. Diferansiyel Polinom Halkalari

R sifirdan farkli bir diferansiyel halka, A ise R nin derivasyon operatdrlerinin

bir kiimesi ve ©®, R nin derivatif operatdrlerinin kiimesi olsun.

Tanmm 4.1.1. (@;);e;, R nin bir diferansiyel iist halkasinin bir ailesi olsun. Eger
(Oa;)ierpco ailesi R ustiinde cebirsel bagiml ise (@;);e; ailesine R iistiinde
diferansiyel cebirsel bagimli (A-cebirsel bagimli) denir. Aksi durumda ise (@;);e;
ailesine R istinde diferansiyel cebirsel bagimsiz (A-cebirsel bagimsiz) veya R

iistiinde diferansiyel cebirsel belirsizlerin bir ailesi denir.

S, R nin bir st halkasimin bir alt kiimesi olsun. (a),es ailesi diferansiyel
cebirsel bagimli (diferansiyel cebirsel bagimsiz) olmasi durumunda S kiimesi de

diferansiyel cebirsel bagimli (diferansiyel cebirsel bagimsiz) olur.

Eger S bir tek a elemanindan olusuyor ise S nin diferansiyel cebirsel bagiml
olmasi durumunda a ya R iizerinde diferansiyel cebirsel eleman, diger durumda ise
R iizerinde diferansiyel transandantal eleman denir.

J herhangi bir kiime olsun. Simdi R iizerinde diferansiyel belirsizlerin bir

ailesinin daima var olabilecegini gosterelim. Indis kiimesi J X ® olmak f{izere,
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R [(ng)jej’ eee] cebiri (ng)jejj oo belirsizlerine bagli R halkasi tizerinde tanimli

bilinen polinomlarin cebiri olsun. V§ € A igin, R nin

a—- 6(a) (a €ER)

derivasyonu, R [(ng) ] nn j € /,6 € © olmak iizere, yjo elemanini y; 59

j€j,0€0

elemanina  gotiiren bir tek derivasyonuna genisletilebilir. Bodylece A,
R [(ng)jej’ eee] iistiinde derivasyon operatorlerinin bir kiimesi olup bu cebir R

tizerinde bir diferansiyel cebir olur. 1 rakami, mertebesi 0 olan derivatif operatoriinii
temsil etmek {izere

Vi1 =Y
alalim. O halde

Yie = 0Y;

olur. Béylece (¥;) je;, R lizerinde diferansiyel cebirsel bagimsiz elemanlar olup

R [(yje)jej,eee] i {(yj)je]}

olur.

Tamm 4.1.2. (yj) ailesi R tzerinde diferansiyel belirsizlerin bir ailesi olsun.

jej

R {(yj)jej} ye R lizerinde tanimli, (yj)je] ye bagl diferansiyel polinom cebiri denir.

R {(yj)jej} nin elemanlarma ise katsayilar1 R de olan (yj)je] belirsizlerine bagl

diferansiyel polinomlar denir.

Eger R bir F diferansiyel cismi ise o zaman F {(yj)je]} bir diferansiyel tamlik

bolgesidir. Bu diferansiyel tamlik bolgesinin kesirler cismi F <(yf)je]> ile gosterilir

ve bu kesirler cisminin elemanlarma katsayilart F de olan (y;)._ ye bagh

jej

diferansiyel rasyonel kesirler denir.
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A= {8, ... ,,} ve belirsizlerin kiimesi ise sonlu bir {y,, ..., y;,} kiimesi olsun. O

halde © = {6} ...6,;"|i1,....im =0} olur. Bu durumda {y;,..,y,} ye bagh
diferasiyel polinom halkasi
R[6y;|0 €0,1 <i<n]=R{y;, ..., Vn}
seklinde ifade edilir. Kabul edelim ki
6 = o ...6}0" .. Ohm
ve 1 < s < migin pg = 0 olsun. Bu durumda
5;6 = 6Pt .7 L shm
dir. Yani her i, i¢in
8:(0y;) = (6:0)y;
esitligi ile diferansiyel polinomlar halkasina bir diferansiyel cebir yapisi

kazandirilmis olur.

Ornek 4.1.1. A= {8} olmak iizere bir K diferansiyel cismini ele alalim. K cismine
sonsuz ¢oklukta 6'y (i = 0) belirsizlerinin eklenmesiyle

K{y} = K|y, 8y, 6%y, ..., 6™y, ...]
bir tek belirsize bagl diferansiyel polinomlar halkasi elde edilir. Bu halka bazen

Kly,y',y", e, Y™, ]
seklinde yazilabilir.

Tamm 4.1.3. (0y;);c;0co derivatiflerin ailesi R iistiinde cebirsel belirsizler
oldugundan R{(yj)je]} diferansiyel polinom cebirini (8y;);e;9co belirsizlerine
bagli R iistiinde tanimli polinom cebiri olarak kabul edildigini biliyoruz. Bundan
dolay1 eger P € R {(yj)je]} ise P nin derecesi (degP) veya daha genel olarak A,

(0yj) jejpee Nin bir altailesi olmak iizere P nin A daki derecesi (degaP), P nin
terimleri, P nin katsayilart ve P nin homojen olmasi gibi terimler bilinen polinom
cebirlerinde tanimlandig: gibidir. Benzer sekilde 8y; nin P de bulunmasi durumunda
P, Oy; yi igeriyor aksi durumda ise P, 6yj-serbesttir tanimlarmi yapmak

mumkindiir.
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Eger P, mertebesi r olan 0y, derivatifini iceriyorken r den daha biiyiik
mertebeli bir derivatifi igermiyorsa P nin mertebesi r dir denir ve ord P ile
gosterilir. Eger P higbir 8y; derivatifini igermiyorsa yani P € R ise P nin mertebesi

—1 kabul edilir. Bu tanimlamalar i¢in asagidaki 6rnek incelenebilir.

Ornek 4.1.2. a = 6,6, (a) diferansiyel polinomu i¢in
dega =1, orda =2

dir. Benzer sekilde f = (612 (a))3 polinomunu ele alalim. Bu durumda

degf =3, ordf =6
dir. Ayrica p =a € R ise

degp = 0, ordp =-—1
olur. Eger q = 6,6,(a) + 6258,(a) + (61(a))3 + 83(a) seklinde bir poliom ise

degq = 3, degs,wq =3, ordq=3

olup bu polinomun homojen olmadig: goriiliir.

Ahstirma 4.1.1. R bir diferansiyel halka, A= {6, ..., §,,} kiimesi R nin derivasyon
operatorlerinin kiimesi ve ©, R nin derivatif operatorlerinin kiimesi olsun. t, R
istiinde bir diferansiyel bagimsiz eleman olmak {izere B(tyg,tyq,..,t¥,) =
t"B(¥o, V1, -, ¥n) olacak sekilde bir v € N varsa bu durumda B € R{yq, Y1, ---» Vn}
diferansiyel polinomuna bir diferansiyel homojen polinom denir. Bu durumda
asagidakilerin dogrulugunu ispatlayiniz.

(@) Eger B # 0 bir diferansiyel homojen polinom ise B homojendir ve r = degB
dir.

(b) B nin derecesi r olan bir diferansiyel homojen polinom olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul B(Yg, V1, «» V) = Vo' A (z—:, ,i—g) olmak tizere Q(R{yq, y1, .., Yn}) de

bir A € R{y,, ..., y,} diferansiyel polinomunun bulunmasidir.

Coziim.
(@) B bir diferansiyel homojen polinom olsun. O halde

B(tyOI tyl! ) tyn) = trB(yO' Vi e 'yn)
olacak sekilde bir r € N vardir.
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B(o, o y) = ai(06))"° . (00)™ + - + @ (0070)) (6 (r)) " ... (6(3)) "
dir. Ayrica

B(tyg, ..., ty,) = ai(ﬁ(tyo))io (H(tyn))in + - ak(e(tyo))ko (H(tyn))kn
= @t i (0(1)) " . (0) ™ + o+ a0 Hen (8(3))" . (0Gm))™
= t7 (@t +n T (8(y0)) ° . (BG)) ™ + -
+ aktko+~~~+kn—r(9(y0))k° (H(yn))k”)

=t (a:(000)) " - (00W)™ + -+ @ (6(0) . (6G))™)
olur. O halde

ig+ig 4+ +i,—7=0, .. kog+k++k,—7=0
olup

lg+ig+ - +in=7 kg thki++k,=r1
olur. Yani B homojendir ve degB = r dir.

(b) Q(R{yg,¥1, -, Yn}) de B(¥o, V1, -0rVn) = Vo' A (i’/—;, ,%) olacak sekilde bir
A € R{y,, ..., v, } diferansiyel polinomu var olsun. Bu durumda

AQs, o) = a(0)) o (0) ™ + -+ @ (0(r)) ™ .. (00))"
dir. O halde

A2 2) = (0(2) - (02) e (o) (o)

=q (9(}71))11 (H(yn))l” feta, (Q(yl))k1 (G(yn))kn

Yot Hin

yokitthn

Y1 Y (it i in
Yo' A (y—; .y—n> =a;yo" Gt +l”)(‘9(3’1)) L (9()’71)) +
0 0

+agyo kit () L (0()) "

B%o» s ) = ba(0(30)) (0(y)) ™ ... (6(3)) " + ---

+bs(00)) (0(y)) ™ ... (0G))"
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olur. B(¥g, V1, ) V) = Vo' A (i’}—;, ,;’—Z) oldugundan

a0=0, ,8020
a; =1y, p1=kq

Ap = Iy, ﬁn =ky
ve

r—(iy 4+ 4ip) =0

r—(ki+-+k,)=0
olup

r=igtetip ==k otk

elde edilir. Boylece B homojendir ve degB =r dir. Tersi de benzer sekilde

gosterilebilir.
4.2. izin Verilebilir Derecelendirme

R bir diferansiyel halka, A= {§,,...,8,,} kimesi R nin derivasyon

operatorlerinin kiimesi ve O, R nin derivatif operatdrlerinin kiimesi olsun. (yj)je]

tistinde diferansiyel belirsizlerin bir ailesi olsun. A = R{(yj)je]} diferansiyel

polinom cebirini ele alalim.

Tamm 4.2.1. A, A nin k dereceli homojen olan biitlin elemanlarmin kiimesini
gostersin. A, A diferansiyel R-modiiliiniin bir diferansiyel alt modiiltidiir. Bu
durumda A = @yzA, bir direkt toplam olup Vk,l €Z igin Ay A; C Ay, dir.
Boylece A, (Ay)rez derecelendirmesi ile birlikte bir derecelendirilmis cebirdir. Bu
derecelendirmeye A nin olagan derecelendirmesi denir.

A lizerinde taniml1 farkli derecelendirmeler de mevcuttur.
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Tamm 4.2.2. j € ] olmak lizere vj, iy, ..., by, € Z oOlsun. Her bir u = Sfl ...6;1"131]-
derivatifi i¢in g(u) = v; + use; + - + Umey, seklinde tammlansin. Ay, (yj)je] deki
®n9(uy) = k kosulunu saglayan [[,u, diferansiyel monomiallerinin tirettigi alt
modiildiir. Bu durumda A, (Ay)kez derecelendirmesi ile birlikte bir derecelendirilmis

cebir olup A =Y rezAr Ve ApA; € Agyy (k,L € Z) dir. Bu sekilde elde edilen

herhangi bir derecelendirmeye A nin bir izin verelebilir derecelendirmesi denir.

Eger ozel olarak v; =1(G €J) ve u;=0(1<i<m) secilirse olagan

derecelendirme elde edilir.

Tamm 4.2.3. Izin verilebilir derecelendirmede &zel olarak v; =0 (j €]) ve
;=11 <i<m) alinirsa elde edilen bu yeni derecelendirmeye gore A nin

homojen olan (yani Ugez A da olan) elemanlarina izobarik eleman denir.

Tanmim 4.2.4. P, A nin bir izobarik elemani olsun. P elemani en az bir k i¢in A; nin
elemanidir (P # 0 ise sadece bir k degeri i¢in dogrudur, P = 0 ise biitiin k degerleri

i¢in dogrudur). Bu durumda P, k agirligina sahiptir denir ve wtP = k ile gosterilir.

Tanim 4.2.5. §A, € A, (6 € Ak € Z) Ozelligini saglayan A nin herhengi bir
derecelendirmesine bir diferansiyel derecelendirme denir. Ornegin olagan

derecelendirme bir diferansiyel derecelendirmedir.

Bir izin verilebilir derecelendirmenin diferansiyel olmasi icin gerek ve yeter

kosul y; = 0 (1 < i < m) olmasidur.
4.3. Diferansiyel Doniisiimler

Diferansiyel halkalarinin  homomorfizmlerinin tanimi  ikinci  bdliimde
verilmisti. Bu boliimde ise diferansiyel otomorfizmler detayli bir sekilde

incelenecektir.  Ozellikle diferansiyel operator kiimesi A= {6} olan bir R

diferansiyel halkas1 tizerinde tanimli iki bilinmeyene baglh R{x,y} diferansiyel
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polinom halkasinin diferansiyel otomorfizmleri (&-otomorfizmleri) detayli bir

sekilde incelenmistir.

AutsR ile bir diferansiyel R halkasinin biitiin §-otomorfizmlerinin kiimesini
gosterecegiz. Ayrica K, R nin bir diferansiyel genislemesi ve ¢, K nin R {izerinde
tamimli olan bir §-otomorfizmi ise ¢ yi kisaca R-§-otomorfizm olarak ifade
edecegiz. K nin biitiin R-§-otomorfizm kiimesi doniisiimlerin bilinen bileske islemi

altinda bir grup olup bu grup Auts(K|R) ile gosterilir.

R{xy, ...,x,} diferansiyel polinom halkas:1 diferansiyel cebirler kategorisinde
{x1, ..., x,} kiimesi tlizerinde taniml1 bir serbest nesne oldugundan evrensel doniisim
ozelligine sahiptir. Bu yilizden diferansiyel polinomlarin her F = (Fy, F,, ..., E,) €
R{xy, ..., x,,}" n-lisine bir tek
op: R{xq, ..., xp} = R{xy, ..., x,,}
R-5-homomorfizmi karsihik gelir 6yle ki 1 <i<n i¢in oz(x;) =F, ve P€
R{xy, ..., x,} i¢in oz(P) = P(F,,F,, ..., F,) dir. Tersine R{xy,...,x,} nin her R-5-

homomorfizmi bir F € R{xy, ..., x,}" i¢in o formundadir.

Tanim 43.1. 1<i<n i¢in F; € R{xq,..,x,} olmak iizere diferansiyel
polinomlarin bir F = (F;, F,, ..., E,) € R{x4, ..., x,}" n-lisini goz Oniine alalim. Her
F € R{x, ..., x,}" diferansiyel polinom n-lisi
@p:R" > R"
(aq, ..., ay) = (Fy(aq, ...,ap), ..., B (aq, ...,a,) )

seklinde bir doniisiim tanimlar. Bu doniisiime diferansiyel polinom doniisiimii denir.
Tamim 4.3.2. Bir ¢ diferansiyel polinom doniisiimiiniin tersinir olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul ¢g o @p =i olacak sekilde bir G = (Gy,...,G,) € R{xy, ..., x,}"

olmasidir. Burada i, R™ {izerinde taniml1 birim dontisiimdiir.

Onerme 4.3.1. @pR"—>R"™ dobnisimi F = (F,,...,F,) € R{xy, ..., x,}"

diferansiyel polinom n-lisine karsilik gelen bir diferansiyel polinom doniisiimii olsun.

32



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Mukaddes BALCIK

O halde ¢z nin tersinir olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul R{xi,..,x,} =
R{Fj, ..., E,} olmasidir.

Ispat. @y tersinir olsun. Kabul edelim ki G = (G4, ..., G,) € R{xy, ..., x,}", F nin
tersi olan diferansiyel polinom olsun. O halde
(X1, s Xn) = (@6 © OF) (X1, e, Xp)

= %(‘PF(XL ---»xn))

= (pG(Fl(xl, vy X))y s By (g, ...,xn))

= (Gl(Fl(xl, 2 R o G ...,xn)), s Gn(Fl(xl, vy X)), e, By (Xq, e, xn)))

(x1, e, %) = (Gy(Fy, i) B, v, G (Fy, o, BY)
olur ve buradan

xi = Gi{(Fy, ..., Ey)
dir. Her i i¢in x; € R{Fy, ..., F,} ve R{xy,...,x,} = R{F,, ..., F,} dir. Simdi tersini
kabul edelim. R{x, ..., x,} = R{F,, ..., F,} olsun. O halde her i i¢in x; € R{F;, ..., F,}
dir ve herhangi bir G; i¢in x; = G;(Fy, ..., E,) dir. Yani ¢ tersinirdir.

Tanim 4.3.3. R bir halka, R[xy, ..., x,] ise xy, ..., X, belirsizlerine bagli bir polinom
halkasi, F = (Fy, ..., E,) € R[x4, ..., Xx,]™ bir polinom n-lisi ve
@p:R" > R"
(X1, s xp) = () = (Fy, ..., Ey)

F ye karsilik gelen polinom doniisiimii olsun. 9F; , F; nin x; ye gore kismi tlirev

6xl-
olmak tizere
JdF; J0F;
[axl axn]
Jop=| i =
J0F, d0F,
0x, dxy,

ifadesine Jacobi matrisi denir. Jacobi matrisinin determinantina da Jacobi

determinanti denir ve |/ | ile gosterilir.

Yukarida diferansiyel polinom déniisiimlerinin tanimi ve bu doniisiimlerin

tersinir olma kosullarindan bahsedildi. Bilinen polinom halkalarinda bir polinom
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doniistimii tersinir ise bu doniisiime karsilik gelen homomorfizm bir otomorfizm olur
ve bunun tersi de dogrudur (Van Den Essen, 2000). Peki diferansiyel polinom
halkalarinda bu durum benzer midir? Asagida verilen teoremler bu sorunun cevabi

icin gerekli olacaktir.

Teorem 4.3.1. K, karakteristigi 0 olan bir k adi diferansiyel cisminin bir diferansiyel
cisim genislemesi olsun. O halde K y1 k lizerinde tireten her S ¢ K kiimesi (yani
K = k(S)) K nin bir diferansiyel transandantal bazlarini igerir. k {izerindeki K nin iki
diferansiyel transandantal bazlarinin eleman sayilar1 birbirine esittir. Buna k tizerinde

K nin diferansiyel boyutu denir.

Bu teorem Kolchin Teoremi’nin [1973, Teorem 4, sayfa 105] kolaylastirilmis
bir versiyonudur. Ayrica bu teorem karakteristigi sifir oldugunda bir k cismi
tizerindeki bir K cisim genislemesinin herhangi iki transandantal bazlarinin eleman
sayillarinin  esit oldugu cebirsel gerceginin diferansiyel cisim teorisindeki

uyarlamasidir.

Tamm 4.3.4. R bir diferansiyel halka ve V € R? olsun. Eger V, R{x,y} nin bir I
radikal idealinin R? de bulunan tiim ortak sifirlarinin kiimesi ise V ye Kolchin kapali

kiime denir.

Tanim 4.3.5. R bir diferansiyel cisim olsun. Eger katsayilar1 R de olan her
diferansiyel polinom denklem sisteminin R de bir ¢éziimii varsa R ye diferansiyel

kapalidir denir.

Teorem 4.3.2. R karakteristigi sifir olan bir diferansiyel kapali cisim olsun. R{x, y}
nin I radikal diferansiyel ideallerinin kiimesi ile V < R? Kolchin-kapal
altklimelerinin kiimesi arasinda bir bagint1 vardir. Bu bagintiy1 soyle ifade etmek
miimkiindiir:
I(V) ={P € R{x,y}|Va,b € V igin P(a,b) = 0}
ve
V() = {(a,b) € R?|VP € I igcin P(a,b) = 0}
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kiimeleri tanimlansin. Bu durumda
I -V()

doniistimii bijektiftir ve tersi ise

VER?>I(V)

doniisimiidiir.

Not 4.3.1. Sonug olarak V({0}) = R? ve I(R?) = {0} dir. Ayrica R su ozellige
sahiptir: Herhangi bir P € R{x, y} ve herhangi bir (a, b) € R? igin eger P sifirlanirsa
0 zaman P = 0 dir. Teorem 4.3.3 {in III. kisminda bu 6zellige ihtiyacimiz olacaktir

(R bir diferansiyel kapali cisim olmak zorunda degildir).

Kisisel baglantilarimiz sonucunda tez c¢alismalarimizin bazi boliimlerini
tartisgmak tlizere Prof. William Sit ile iletisime gec¢ilmistir. Asagidaki teorem
tezimizin ilerideki boliimlerinde bulunan konular i¢in 6nemli bir temel teskil etmekte

olup Prof. W. Sit tarafindan ispatlanmistir.

Teorem 4.3.3. R bir diferansiyel tamlik bolgesi, R{x,y} ise R iizerinde tanimli
diferansiyel polinom halkasi olmak iizere ve F = (F;, F,) € R{x, y}* olsun.
1. Asagidaki ifadeler birbirine denktir.
(@) G = (G1,G,) € R{x,y}? herhangi bir polinom olmak iizere, F ye karsilik
gelen o diferansiyel homomorfizmi tersi o olan bir otomorfizmdir.
(b) op ortendir (Yani R{x, y} = R{F,, F,}).
(c) Baz1 G = (G4,G,) i¢in x = G,(F;, F,) ve y = G,(Fy, F,) dir.
2. Eger F, 1 deki kosullardan herhangi birini sagliyor ise o halde;
(d) @F polinom doniisiimii tersinirdir (Yani bir G igin ¢ ° @ = i dir. Burada i,
R? iizerinde birim déniisiimdiir).
(e) Baz1 G = (G4,G,) i¢in x = F;(G4,G,) ve y = F,(G4, G,) dir.
(f) Baz1 G = (G4, G,) igin @ nin tersi ¢ dir.
3. Eger R karakteristigi sifir olan bir diferansiyel kapali cisim ise yukaridaki
tiim kosullar birbirine denktir ve G € R{x, y}? eleman bir tektir.

Ispat.
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1. (a)=(b)=(c) asikardir. Simdi (c)=>(b)=(a) y1 gésterecegiz.
c)=(b):
(c) den x,y € R{F,,F,} dir. Boylece o0r(R{x,y}) = R(F;,F,) = R(x,y) olup og
ortendir.
b)=(a):
(b) den K, R tamlik bolgesinin boliim cismi olsun. O halde K bir diferansiyel cisim
olup R{x,y} nin K(x,y) bolim cismi ile R{F;,F,} nin K(F;,F,) bolim cismi
esdegerdir. Teorem 4.3.1 den {F;,F,} kiimesi K iizerinde tanimhi K(x,y) =
K(F,,F,) nin bir diferansiyel transandantal bazidir. O halde F,,F,, K tzerinde
diferansiyel cebirsel bagimsizdir ve dahasi R iizerinde cebirsel bagimsizdir. Bu da o
nin birebir oldugu anlamina gelir. Buradan (a) nin dogrulugu gosterilmis olur.
2. Simdi kabul edelim ki F elemani (a), (b) ve (c) kosullarini saglasin. Ispatin bu
kismi igin G eleman1 (c) deki gibi tanimlanmis olsun.
c)=(d):
V(a, b) € R? i¢in (c) kosulundan
@e° ¢r(a,b) = ¢g (F1 (a,b),F;(a, b))
= (61(F.(a,b), Fy(a, b)), G,(F:(a, b), Fy(a, b)) ) (6)
= (a,b)
dir. Buradan ¢; o ¢ = i elde edilir ve boylece (d) saglanir.
C) =>(€e).
(c) den 05 (F1(Gy, G3)) = F1(Gy(Fy, Fy), G, (Fy, Fy)) = Fy(x,¥) = ax(x) elde edilir.
(c) =(a) dan gy birebir olup F, (G4, G,) = x dir. Benzer sekilde F,(G4,G,) =y dir.
Boylece (e) elde edilmis olur.
) =():
I doniisiimii R{x, y} nin birim otomorfizmini temsil etsin. (c) den oz ° a; = I ve (6)
numarali denklemden ¢ o @ =i dir. (¢) =>(e) den gz ca; =1 Ve @; o o =1 dir.
Boylece (f) elde edilmis olup o, o nin tersidir.
3. R, charR = 0 olan bir diferansiyel kapali cisim olsun. 1. kosulda (c) de ifade
edilen G elemani i¢in (a) kosulun saglandig1 ve bu ifadenin tersinin de dogru oldugu
gosterildi. 2. kosulda (c) de tamimli G elemaninin (d), (e), (f) i¢in saglandig

ispatlandi. Simdi tersini ispatlayacagiz. Yani (d), (e), (f) nin herhangi birinde tanimli
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olan G elemanmin (¢) kosulunu saglandigimi gosterecegiz. Ayrica buradan G nin
tekligini (Ciinkii G, oF nin tekligini temsil ediyor) ve biitiin kosullardaki G lerin ayni
oldugunu ispatlayacagiz.

d) =(c):

Kabul edelim Ki ¢; o ¢ =i olacak sekilde G = (G, G,) € R{x,y}* elemam var
olsun. O halde (6) denkleminden P =G,(F,F,)—x ve Q =G,(F,F;)—y
polinomlarinin her biri her (a,b) € R? eleman: i¢in aldig: deger sifirdir. Not 4.3.1.
den P = Q = 0 olup (c) elde edilir.

e) =(c):

G = (G4, G,), (e) deki gibi olsun. Simdi teoremin F igin ispatlanmis olan ilk iki
kismimi G ye uygulayalim ve G i¢in gecerli olan kosullar1 “+’ ile ifade edelim. O
halde (e) den F = (Fy, F,) kullanilirsa G igin (C)* kosulu elde edilmis olur. Boylece
G igin (¢)* =(e)* oldugu gosterilmis olur. (¢)* den F yi ve (e) den G yi kullanilirsa
(e) =(c) elde edilmis oluruz.

f) =(c):

@¢, @F nin tersi olacak sekilde G polinomunu ele alalim. ¢ o @ = i dir ki bu da (d)

dir ve buradan da (c) elde edilir.

4.4. R{x, y} nin Diferansiyel Otomorfizm Grubunun Alt Gruplari

Herhangi bir F = (F;,F,) € R{x, y}* polinom 2-lisine karsilik bir polinom
dontigiimiiniin ve bir diferansiyel homomorfizminin karsilik geldigini biliyoruz.
Bu boliimde amacimiz Autg(R{x, y}|R) nin énemli bazi alt gruplarin1 tanimlamaktir.
Bunu yaparken otomorfizmler iizerinde ¢alismak yerine Teorem 4.3.3 den

faydalanarak bu otomorfizmlere karsilik gelen polinom doniisiimlerini inceleyecegiz.

Daha genel olarak bu boliimde yaptifimiz ¢alismay1 soyle ifade edebiliriz.
Eleman ozelliklerine gore belirlenen herhangi bir S € R{x,y}* kiimesi igin F
tizerinde Oyle Cs kosullar1 olusturalim ki her F € S i¢in o € Auts(R{x, y}|R) olsun.
Yani o homomorfizminin tersi oz~ € Auts(R{x, y}|R) var olsun. Bu durumda Cs
kiimesi sadece o diferansiyel homomorfizmini birebir ve Orten yapan kosullarin

kiimesi degil ayn1 zamanda S kiimesini tanimlayan 6zelliklerin bir pargasi olacaktir.
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Bu durumda F — o doniisiimiiyle birlikte S sadece diferansiyel homomorfizmlerin
bir kiimesi degil ayn1 zamanda Auts(R{x,y}|R) nin bir }(S) alt kiimesi olarak
diisiiniilebilir. Bu durumda S S R{x,y}? altkiimelerini Y,(S) = {0z|F € S}
kiimesinin Autg(R{x,y}|R) nin bir altkiimesi olacak sekilde belirlenmeye

caligilacaktir.

Bu boliim boyunca R karakteristigi sifir olan bir diferansiyel kapali cisim

olacaktir.

4.4.1. Afin é-alt grup

S={(ax+by+c,dx+ey+f)lab,cde f €R} kiimesini ele alalim. S
kiimesindeki her F = (F;,F,) € R{x,y}? diferansiyel polinom 2-lisi bir R-6§-
homomorfizmine karsilik gelir. Yani

or: R{x,y} = R{x,y}
x—->ax+by+c
y—>dx+tey+f
dir. Diger yandan F nin bir ¢y polinom doniisiimii tanimladigi biliniyor. Teorem
4.3.3 geregi eger R karakteristigi sifir olan bir diferansiyel kapali cisim ise F ye
karsilik gelen ¢ polinom doniisiimiiniin tersinir olmasit halinde F ye karsilik gelen
op diferansiyel endomorfizmi bir otomorfizm olur. O halde burada @go @ =i
olacak sekilde G = (Gy,G,) € R{x,y}* polinom 2-lileri incelenmelidir. Bdylece
teorem geregi @ tersinir olup o bir otomorfizm olacaktir. Bu durumda V(a, b) €
R? icin
@ ° 9r(a,b) = @g (F1(a: b), F;(a, b))
= (6:(Fi(a, b), Fy(a,)), G5(Fy(a, b), Fy(a, b))) = (a,b)
olacak sekilde G = (G4, G,) € R{x,y}? nin varhgni arastiralim. Kabul edelim ki
Gi=a1x+P1y+ys veGy =ax+ By +v,
olsun. O halde
x = G1(Fy, F;)
x=G(ax+by+c,dx+ey+f)

38



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Mukaddes BALCIK

X =aiax + a by + a;c + f1dx + fiey + Bif +v1

x = (aya+ id)x + (ayb + pre)y + ayc+ pif + 71
esitlikleri goz oOniinde bulunduruldugunda a,a + f;d =1, a;b+ e =0 elde
edilir.
a,a + f1d =1 denklemini b ile a;b + Be = 0 denklemini —a ile garpip bu iki

denklemi kendi aralarinda toplarsak ae — bd € R* ise

b
pr= bd — ae
elde edilir. Ayrica a;b + ;e = 0 esitliginde [, degeri yerine yazilir ise  a4b +
b,
bd-ae
olup

g e
1= ae—bd

bulunur. Diger yandan aqc + S1f + y;1 = 0 esitliginde bulunan bu degerler yerine

yazilir ise

ec bf
+
ae—bd bd—ae

+y1:0

denklemi elde edilip

_bf —ec
V1= e —bd
bulunur. Boylece
1
G, —ae_bd(ex—by+bf—ec)

olarak hesaplanir. Benzer sekilde G, = a,x + 8,y + y, olmak lizere
y = G,(F, F7)
y =Gy(ax +by+c,dx+ey+f)
Y = aax + a,by + a,c + fdx + ey + Bof +v,
y = (aza + Bod)x + (azb + Bre)y + azc + fof +v2
olup aya+pB,d =0, a,b+pe=1 ecsitlikleri elde edilir. a,a+ f,d =0
denklemini —b ile a,b + S,e = 1 denklemini ise a ile garpip bu iki denklemi kendi

aralarinda toplarsak
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a
B = ae — bd
bulunur. Bu degeri a,a + f,d = 0 de yazarsak
a
a2a+ae_bdd=0
olup
a, = d
bd—-ae

bulunur. Diger yandan bulunan biitiin degerleri a,c + B,f +y, =0 de yerine

yazilirsa
de + af +y,=0
bd —ae  ae—bd 2"
olup
__ dc-af

Y2 = ae—bd

elde edilir. Boylece
1
G, = (=dx + ay + dc — af)

27 ge—bd

olarak hesaplanir. Bu durumda ae — bd € R* oldugunda G = (G, G,) € R{x, y}?
vardir ve ayrica G €S dir. Bu durumda ¢y nin tersi var olup ve o bir
otomorfizmdir. Yani }.(S) c Auts(R{x, y}|R) olur. Boylece S kiimesi
S={(ax+by+c,dx+ey+f)lab,cde f €R ae—bdER"}
seklinde giincellemek gerekir. Peki bu tanimladigimiz altkiime Autgs(R{x, y}|R) nin

bir alt grubu olur mu? Simdi bu sorunun cevabini aragtiralim.

Vog, 0 € Y.(S) icin op o oy = gy € X.(S) olacak sekilde H = (H{,H,) €S
oldugunu gosterelim. Bu durumda oy € }(S) oldugundan a,e; — b;d; € R* olacak
sekilde a4, by, d;, e; € R vardir dyle Ki

op: R{x,y} = R{x,y}
xX->ax+by+c
y-odix+tey+f
ve benzer sekilde op € ).(S) oldugundan aje, —b,d, € R* olacak sekilde

a,, by, d,, e; € R vardir oyle ki

og:R{x,y} - R{x, y}
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X > ax +byy+c,

y-odxteytf,

dir. O halde
o © 0g(x) = gp(azx + byy + ¢3)
= a,0p(x) + byop(y) + ¢,
=ay(ax+by+c)+b(dix+ey+fi)+c,

= (aja; + bydy) x + (byay + bye;) y + (cia; + byf; +¢3)
b3ER CSER

as€R
=azx + by +c3 =H,;
ve
o ° 05(y) = op(dax + ;¥ + f2)
= dy0r(x) + e0p(¥) + f2
=dy(a1x+by+c) +e(dix+ey+fi)+ L

= (a,d; + exdy) x + (b1d; + ezeq) y + (c1d; + exfy + f2)
e3€ER f3€ER

d;ER
=dsx+ey+fz = H
elde edilir. Bu durumda elde edilen H = (asx + b3y + c3,d3x + e3y + f3) kiimesi S
nin elamani midir? Yani aze; — bsd; € R* midir?
ases — bsd; = (a,a; + byd;)(b1d; + ezeq) — (byay + byeq)(ard; + e,d,)
a,a,b,d, + a,a,e,e; + b,d,b,d, + b,d,e,e; — bja,a,d, — byaye,d;

- b261a1d2 - bzelezdl
a1a26’261 + b2d1b1d2 - b1a262d1 - b281a1d2

a1a26’261 - b1a282d1 + b2d1b1d2 - b281a1d2

= ayey(a,e; — bydy) — bydy(ase; — bydy)

= (a,e; — byd,)(aze; — bydy)
olup a,e; —b;d; € R* ve aye, — b,d, € R* oldugundan bunlarin garpimi olan

(alel - bldl)(azez — bzdz) = dzéz — b3d3 € R* dlr.

Auts(R{x, y}|R) nin Y.(S) alt grubunu belirleyen S kiimesi Afin §-alt grubu

olarak adlandirilacak ve Af fs(R{x, y}|R) ile gosterilecektir.
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4.4.2. Uggensel 6-alt grup

S ={(ax+ f(),by + ¢)|a,b,c € R, f(y) € R{y}} kiimesini ele alalim. S
kiimesindeki her F = (F,F,) € R{x,y}? diferansiyel polinom 2-lisi bir R-6§-
homomorfizmine karsilik gelir. Yani

or: R{x,y} = R{x, y}
x—ax+ f(y)
y—->by+c
dir. Diger yandan F nin bir ¢y polinom doniisimii tanimladig1 biliniyor. Teorem
4.3.3 geregi eger R karakteristigi sifir olan bir diferansiyel kapali cisim ise F ye
karsilik gelen ¢g polinom doniisiimiiniin tersinir olmasi halinde F ye karsilik gelen
or diferansiyel endomorfizmi bir otomorfizm olur. O halde burada @go @ =i
olacak sekilde G = (Gq,G,) € R{x,y}* polinom 2-lileri incelenmelidir. Bdylece
teorem geregi @ tersinir olup o bir otomorfizm olacaktir. Bu durumda V(a, b) €
R? icin
@ ° 9r(a,b) = @g (F1(a: b), F;(a, b))
= (6,(Fi(a, b), Fy(a, b)), G5(Fy(a, b), Fy(a, b))) = (a,b)
olacak sekilde G = (G4, G,) € R{x,y}? nin varhgini arastiralim. Kabul edelim ki
Gy =a1x+ . f(y) +y1 VeG, = axx + Bof () + 72
olsun. O halde
x = Gy (Fy, F2)
x =Gy(ax + f(y),by +¢)
x =aax + arf(y) + p1f(by +¢) + 1,
olur. Boylece ¢;a = 10lupa € R* igin @y = %dlr. Diger yandan
arf(y) +Bfby +c)+y1 =0
Bif(by +¢c) +v1=—a1f(¥)

olur. b € R* olmak iizere y = % alalim. Bu durumda

Bif () +y: = 1f(y;C)

a

dir. Budurumda a, b € R* olmak lizere

a=2 ve —2f(55)=g0)€ry)

a
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olup G; = a;x + g(y) olur.
Benzer sekilde G, = a,x + B,f (y) + v, olmak ilizere

y =G (Fy, F)

y = Gylax + f(y), by +¢c)

y = apax + arf(y) + Bof(by +¢) + v,
a, = 0 dir. Boylece

Bof(by + ) +v2 =y

olur. b € R* olmak iizere y = % alinirsa
-c 1 c
b 5”7 b

elde edilir. Bu durumda b € R* igin% =rve —% = s olmak tizere G, = ry + s olur.

Baf ) +v2 = Y

Bu durumda a,b € R* oldugunda G = (G4, G,) € R{x,y}* vardir ve ayrica G € S
dir. Yani bu durumda ¢ nin tersi vardir ve gz bir otomorfizmdir. O halde .(S) c
Auts(R{x, y}|R) olur. Bu durumda Cs kosulu olarak a, b € R*alinmalidir. Boylece S
kiimesi

S = {(ax + f(y), by + c)|a,b ER"ceER,f(y) € R{y}}

seklinde gilincellemek gerekir.

Peki bu tanimladigimiz kiimeye gore Y(S) kiimesi Auts(R{x, y}|R) nin bir alt

grubu olur mu? Simdi bu sorunun cevabini arastiralim.

Vog, 0 € X.(S) icin op o oy = gy € X.(S) olacak sekilde H = (H{,H,) €S
oldugunu gostermeliyiz. or € ).(S) oldugundan a;,b; € R* ve f;(y) € R{y} vardir
oyle ki

or: R{x,y} = R{x,y}
x> a;x+ f1(y)
y=>by+c
ve benzer sekilde oy € Y.(S) oldugundan a,, b, € R* ve f,(y) € R{y} vardir dyle ki
og: R{x, y} = R{x, y}
x = azx + f(y)
y=>by+c
dir. O halde
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op o op(x) = UF(azx + fz(Y)) = aor(x) + UF(fZ()’))

= a,ayx + af1(y) + fz(UF(J’))

= a;a1x + axf1(y) + f2a(byy + ¢1)
olur. Ayrica
af1(y) + f2(byy + ¢1) = f3(¥) ve a,a; = az i¢in

on(x) = asx + f3(y) = H,
olur. Benzer sekilde
op © 05(y) = 0p(bzy + ¢2) = byop(¥) + ¢z = byb1y + bycy + ¢
olur.
b,b, = b; ve bici +c¢; =c5
i¢in
op(y) = b3y +c3 =H,

olur. Peki elde edilen H = (azx + f3(y), b3y + c3 ) kiimesi S nin elamant midir?
Yani az, b; € R* ve f3(y) € R{y} midir?
as = a,a, olup a;,a, € R* oldugundan a; € R* dir ve aym sekilde b; = b,b, olup
b, b, € R* oldugundan b; € R* dir. fi(¥),f2(y) € R{y} oldugundan a,f;(y) +
fo(byy + ¢1) = f5(y) € R{y} dir. O halde }.(S) alt kiimesi Auts(R{x, y}|R) nin bir

alt grubu olur.

Auts(R{x, y}|R) nin X(S) altgrubunu belirleyen S kiimesi tiggensel §-alt grup
olarak adlandirilacak ve J5(R{x, y}|R) olarak gosterilecektir.

4.3.3. Elementer §-alt grup

S = {(ax +f (y),y)|a ER,f(y) € R{y}} kiimesini ele alalim. S kiimesindeki
her F = (F,F,) € R{x,y}? diferansiyel polinom 2-lisi bir R-§-homomorfizmine
karsilik gelir. Yani

op: R{x,y} = R{x, y}
x—=ax+ f(y)
y—=y
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dir. Afin ve iggensel diferansiyel altgruplarda ki islemlerle benzer bir sekilde
@g° @r = i olacak sekilde G = (G4, G,) € R{x,y}? polinom 2-lileri incelenmelidir.
Boylece Teorem 4.3.3 geregi ¢ tersinir olup op bir otomorfizm olacaktir. Bu
durumda V(a, b) € R? i¢in
@ ° 9r(a,b) = @g (F1(a, b),F;(a, b))
= (6:(Fi(a, b), Fy(a, b)), G5(Fy(a, b), Fy(a, b))) = (a,b)
olacak sekilde G = (G4, G,) € R{x,y}? nin varhgin arastiralim. Kabul edelim ki
Gi=ax+piy+ys Ve G, =ax+py+7y;

olsun. O halde

x = G(F, F;)

x =Gilax+ f(y),y)

x=oax + o f(y) + by + 11

olur. Boylece ¢;a = 1 olup a € R* i¢in @y = %dlr. Diger yandan
af(Y) + By +v1=0
1
Py tri=-—af()=-—f0)

olur. a € R*, oy =% ve —%f(y) = g(y) € R{y} olmak ilizere G; = a;x + g(y)

olur. Benzer sekilde G, = a,x + B,y + v, olmak {izere

y = G,(Fy, F7)

y = G(ax + f(¥),y)

y = aax + af(y) + B2y +v2
a,a = 0 esitliginden a, = 0 olur ve buradan da 8, = 1, y, = 0 olur. Boylece

G, =Yy

elde edilir. Bu durumda a € R* oldugunda G = (G4, G,) € R{x, y}* vardir ve ayrica
G € S dir. Bu durumda ¢ nin tersi vardir ve op bir otomorfizmdir. Yani }.(S) c
Auts(R{x, y}|R) olur. Boylece S kiimesi

S ={(ax + f(y),»)|a € R*, f() € R{y}}
seklinde giincellemek gerekir.

Peki bu tanimladigimiz alt kiime Auts(R{x, y}|R) nin bir alt grubu olur mu?

Simdi bu sorunun cevabini aragtiralim.
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Vog, 0 € Y.(S) icin op o 0y = gy € X.(S) olacak sekilde H = (H{,H,) €S
oldugunu gosterelim. Bu durumda o € }(S) oldugundan a; € R* ve f;(y) € R{y}
vardir dyle ki

or: R{x,y} = R{x,y}
x - a;x + f1(y)
y-ou
ve benzer sekilde o € Y)(S) oldugundan a, € R* ve f,(y) € R{y} vardir dyle Ki
op: R{x,y} = R{x,y}
X = ayx + f,(y)
y—=u
dir. O halde
op o op(x) = UF(azx + fz(Y)) = ayor(x) + UF(fz()’))
= a,a;x + a /1 (y) + f>(0r (1))
= aa;x + ay f1(¥) + /()
olur. Ayrica a,f; (y) + f2(y) = f3(¥) ve aya; = az igin
op(x) = azx + f3(y) = H,
olur.
opoog(y) =0p(y) =y =H,
olur. Peki elde edilen H = (asx + f3(y),y ) kiimesi S nin elamani midir? Yani
as € R* ve f3(y) € R{y} midir?
as; = aya; olup a;,a, € R* oldugundan a; € R* dir ve f;(y),fo(y) € R{y}
oldugundan a,f;(y) + f2(y) = fz(y) € R{y} dir.

Auts(R{x,y}|R) nin X(S) alt grubunu belirleyen S kiimesi elementer §-alt
grup olarak adlandirilacak ve Eg5(R{x, y}|R) ile gosterilecektir.

4.4.4. Tame &-alt grup

Tanmm 4.4.4.1. Auts(R{x, y}|IR) nin Affs(R{x,y}|R) ve Js(R{x,y}|R) tarafindan

tiretilen alt grubuna tame § —altgrup denir ve Ts(K|R) ile gosterilir. Yani
Ts(R{x, y}|R) = (Af fs(R{x,¥}IR),Js(R{x, y}|R)).
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Tamim 4.4.4.2. G bir grup, A ve B, G nin alt gruplar1 C = AN B olsun. G = (A, B) ve
Vay,...,ax+1 € A, Vbq,...,b € B Ve k =1 i¢in ay, ...,ay, by, ..., b € C Ve a; €EC
olacak sekilde

g = ayby ... apbyayyq
carpimi C ye ait degilse G grubuna A ve B nin C iizerinde karistirllmis serbest

carpimi (amalgamated free product) denir ve G = A *. B seklinde gosterilir.

Yukarida A= {8} olmak lizere R{x,y} nin otomorfizm grubunun bazi alt
gruplari ispatlandi. Simdi ise R{x,y} nin tame otomorfizmlerinin {i¢gensel ve afin
otomorfizmlerinin karigtirtlmis serbest c¢arpimi oldugunu gosterecegiz. Ayrica
R{x,y} nin verilen bir endomorfizminin bir tame otomorfizmi olup olmadigmi

inceleyen bir algoritma tanimlayacagiz.
Asagidaki lemma grup teorisinde bilinen bir lemmadir.

Lemma 4.4.4.1. G grubu H ve K alt gruplar tarafindan tretilmis bir grup olsun. O
halde 2<i<licin h; e H\K, 1<i<li¢cink;€ K\H h€HNK ve hj;, €
H olmak iizere bazi | > 1 i¢in G nin her g eleman1

g = hikihy ... ikihyyy
seklinde yazilabilir.

Ispat. Egerg € Gisel > 1, h; € H ve k; € K igin
g = hikihy ... ikihyyy
dir. h; ve k; i¢in yukarida belirtilen hy,..,hy E H\ K ve ky, ..,k € K\ H
sartlarinmn saglanmadigini diisiinelim. Ornegin bir 2 < iy, < [ igin h;, € K olsun. Bu
durumda
g =hiky by (kiy—1hi kiy) - hikihygg
dir. k; _1h; k;, € K oldugundan g yi istenen forma gelene kadar kisaltabiliriz. Bu

islem gerektigi kadar tekrarlanirsa istenen sonug elde edilir.

Simdi daha sonra verecegimiz lemmalarda ve bahsettigimiz algoritmada

kullanacagimiz bazi notasyonlar1 tanimlayacagiz. F = (F;, F,) € R{x,y}? ve o ise
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R{x, y} nin F ye karsilik gelen R-§-homomorfizmi olsun. Bu durumda oz (x) = F,
or(y) = F, diri = 1,2 i¢in wt(F;), F; diferansiyel polinomunun agirligi olmak tizere
F nin agirhigr wt(F) = max{wt(F;), wt(F,)} olarak tanimlanir. Bunlardan hareketle
bidegF = (deg(F,),deg(F,))
tdegF = deg(F,) + deg(F,)
biwtF = (Wt(Fl),Wt(FZ))
twtF = wt(F;) + wt(F,)
dereceleri tanimlansin. Simdi yukarida tanimlanan bu derecelerin homomorfizmlerin
bileskesi iizerindeki etkisini inceleyelim. Kabul edelim ki G = (G,,G,) € R{x,y}?
ve ag; ise R{x,y} nin G ye karsilik gelen diferansiyel homomorfizmi olsun. Bu
durumda
oy(x) = (op o 05)(x) = G1(F1(x'3’),F2(x'3’)) = H,
oy(y) = (o e 0g)(y) = Gz(F1(x,}’)'Fz(x'3’)) = H,
olacak sekilde H = (Hy, H,) vardir. Bu durumda
bidegH = (deg(H,),deg(H,))
tdegH = deg(H,) + deg(H,)
biwtH = (Wt(Hl),Wt(HZ))
twtH = wt(H,) + wt(H,)

seklinde tanimlanir.

Simdi Lemma 4.4.4.1 de F € Ts(R{x,y}|R) ve G =Ts(R{x,y}|R), H =
Affs(R{x,y}IR), K =]s(R{x,y}IR) ve g=F alahm. Bu durumda A, €
Affs(R{x,¥}IR) N Js(R{x, ¥}R) X111 € Affs(R{x,y}|R), 2 <i<ligin

Ai € Af fs(R{x, y}|R) \ Js(R{x, y}|R)

vel <i<li¢int; € Js(R{x,y}|R) \ Af fs(R{x,y}|R) olmak iizere
F=10T04;0..0 ;0T;0 144

dir.

Eger A € Affs(R{x,y}|R) ise ae — bd € R*ve a,b,c,d, e, f € R olacak sekilde
A=(ax+by+c,dx+ey+f)

olur. Ayrica t € Js(R{x,y}|R) ise a,8 € R*, ¥ €R, f(y) € R{y} olacak sekilde

T=(ax+f(¥),By +v)
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oldugunu biliyoruz.
Diger yandan bir i degeri i¢in eger A; € Affs(R{x,v}|R) \ Js(R{x,y}|R) ise
a;e; — b;d; € R*, a;, b;, c;,d;, e, fi € R, d; # 0 olacak sekilde

A= (aix + by +¢ci,dix + ey + f;)
olur.
Eger bir [ degerii¢in A; € HN K ise a;, b;, ¢, e, fi € R, a;e; € R* olup

A= (ax+by+c,ey+f)

dir.
Eger bir j degeri icin 7; € Js(R{x,¥}|R) \ Affs(R{x,y}|R) ise a;,B; € R", y; ER,
fi(y) € R{y} olup yawt(f;) = 1 yadawt(f;) = 0 iken deg(f;) =2 dir ve

7 = (ax + ;). By + 7))
olur.

Lemma 4.4.42. A, € Affs(R{x,y}|R) N Js(R{x,y}|R), 2<i<l igin A; €

Affs(R{x, y}IR) \ Js(R{x, y}|R), 1<i<l icin
7; € Js(R{x, v}IR) \ Af fs(R{x, y}|R) ve deg(t;) = 2 olmak lizere

! -1
bideg(Ay ot o ..o 0T)) = 1_[ degrj(x),l_[ degtj(x)
j=1 j=1

dir. Eger | = 1 ise bideg(A; o t1) = (degt,(x), 1)dir.

Ispat. Lemmay tiimevarim yontemi ile ispatlayalim.
[ =1ig¢in
Aroty = (aax + by +cy,eqy + fi) o (arx + f1(¥), B1y + v1)
= (@1a1x + a1b1y + asc1 + fi(ery + f1), frery + Bifi +v1)
olup bideg(1, o 1) = (degt,(x), 1) dir.

[l =nigin
n n-1
bideg(A{ ety ..o, 0T,) = 1_[ degrj(x),l_[ degti(x)
j=1 j=1

olsun. Kolaylik olmasi i¢in A; o 7; o ..o A, o T,, = (Fy, F,) olsun.
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AotiowodoT, 0,41 elemanim inceleyelim.  A,.q € Affs(R{x,y}|R) \
Js(R{x, y}|R) oldugundan d,,,; # 0 dir
Aoty woTyodyyy = (F, F) 0 (Qpg1X + bpy1y + Crgr, dpprX + €1y + fre1)
= (an+1F1 + bppaFz + Cnyr, dny i Fr + enia B + fri)
= (Gy,G2)

n
bideg(G4,G,) = pi,l_[degrj(x)
j=1

olup

n
pi < 1_[ degtj(x)
j=1

olur. Simdi A;ety0..04,0T,01,,1°Tyy1 elemaninin agirhigini hesaplayalim.
Tn+1 € Js(R{x, Y}IR) \ Affs(R{x, y}IR) oldugundan Tn+1 = (a1 X +
frs1(0), Bns1y + Y1) olur.
10Ty 0.0 Ay 0Ty © Apyq © Tnyy = (G, G2) © (@1 + fo41(V), Brs1y + Vnat)
= (an4+1G1 + fu41(G2), Prs1G2 + Vne1)

n n
bideg(A{ o Ty ..o dpyq 0 Tpy1) = 1_[degrj(x).degrn+1(x),1_[degrj(x)
j=1 j=1

n+1 n

= 1_[ degtj(x), degtj(x)
j=1 1

j:

elde edilir.

Lemma 4.4.43. A, € Affs(R{x,y}]R) nJs(R{x,y}|R), 2<i<l igin A; €

Affs(R{x, y}IR) \ Js(R{x, y}|R), 1<i<l icin
7; € Js(R{x, y}IR) \ Af fs(R{x, y}|R) ve wt(t;) = 1 olmak iizere

l -1
biwt(AyeT 0.0 0T)) = z thj(x),z wtt;(x)
=1 j=1

dir. Eger | = 1 ise biwt(4; o 1) = (wtty(x), 0)dir.

Ispat. Ispat: tiimevarim yontemi ile yapacagiz.
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[ =1igin
Aoty =(ax+ by +c,ey+ fi)e(ax + f1(0), Bry +v1)
= (a1a1x + a1byy + ayc; + fi(ery + f1), frewy + Bifi +v1)
olup biwt(A; o t1) = (wtt,(x),0) dir.

[ = n igin,
n n-—1
biwt(A{eTi0 .0, 0T,) = Z wtT;(x), Z wtT;(x)
j=1 j=1

olsun. Kolaylik olmasi i¢in A o 74 © ..o A, o T, = (Fy, F,) alahm. Simdi
Aotiowod,oT, 0,41 elemanim inceleyelim.  A,.q € Affs(R{x,y}|R) \
Js(R{x, y}|R) oldugundan d,,,; # O dir
Aoty .oTyodyyr = (F, ) o (41X + bpiay + Cpir, A X + €niay + fraa)
= (an+1F1 + bpy1Fz + Cuyr, dny i Py + enia Fo + fri)
= (Gy1,G3)

n
biwt(G,,G,) = pi,z wtt;(x)
j=1

olup

n
pi < Z wtt;(x)
—

J

olur. Simdi A; ey 0...04, 0T, 04,1 °Tpyq clemaninin derecesini hesaplayalim.
Tn+1 € Jo(R{x, Y}R) \ Affs(R{x, y}IR) oldugundan Tn+1 = (a1 X +
fas1(V), Bus1y + Yna) olur.
10Ty 0.0y 0Ty © Ay © Tnyy = (G, G2) © (@np1X + fo41(V), Brs1y + Yna1)
= (an+1G1 + fu41(G2), Prs1G2 + Vne1)

n n
biwt(A{eTio..oTpodpyig©Tper) = Z wtt;(x) + Wtrn+1(x),z wtt;(x)
j=1 j=1

n+1 n
= Z wtt;(x), Z wtt;(x)
j=1 j=1

elde edilir.
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Sonu¢ 4.4.4.1. C = Affs(R{x,y}|R) N Js(R{x, y}|R) olmak tizere Ts(R{x,y}|R) =
Af fs(R{x, ¥3}IR) *¢ Js(R{x, y}|R) dir yani Ts(R{x,y}|R), Affs(R{x,y}IR) ve
Js(R{x,y}|R) tarafindan iretilir ve eger A; € Affs(R{x,y}|R) \ Js(R{x,y}|R) ve
7; € Js(R{x, y}IR) \ Af fs(R{x, y}|R) ise Ty 0 Ay © ..o Tp_q © Ay o T, & C dlir.

Ispat. Ts(R{x,y}|R) nin Affs(R{x,y}|R) ve Js(R{x,y}|R) tarafindan iiretildigini
biliyoruz. Kabul edelim ki her i i¢cin t; € Js(R{x,y}|R) \ Af fs(R{x,y}|R) ve
Ai € Affs(R{x, y}IR) \ Js(R{x, y}|R) i¢in
Tiodyo..0oTy_q104, 0T, =A1€EC

olsun. O halde

Aot 0,001, 10, 01,(x,y) = (x,9) (7
olup

biwt(A ™t ot02,0 .01, 104,01, = (0,0)

dir. 7; € Js(R{x, y}|R) \ Af fs(R{x, y}|R) oldugundan iki durum s6z konusudur.

Durum 1. wtz; = 1 olsun. Bu durumda Lemma 4.4.4.3 den

n-1 n-1
biwt(A™l o1 0,007, 104,0T,) = z wtt;(x) + wtt, (x), z wtt;(x)
j:]_ ]=1

= (0,0)
olup wtt, (x) = 0 olur. Bu da wtt; > 1 kabulii ile gelisir.
Durum 2. wtt; =0 olsun. O halde degt; =2 olmaldir. Bu durumda (7)
denkleminden
bideg(A™ o1 050 ..01, 101,°1,) = (1,1)
elde edilir. Lemma 4.4.4.2 den
bideg(A ™t oty 050 .01, 10, 01Ty,)

n-1 n-1
= 1_[ degti(x).degty(x), 1_[ degtj(x)
j=1 j=1

olup degt,(x) = 1 olmak zorunda kalir. degt; = 2 oldugundan bu bir celiskidir. O

halde kabuliimiiz yanlistir.
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Sonu¢ 4.4.4.2. F = (F,,F,) € Ts(R{x, y}|R) ve biwtF = (d,,d,) olsun. h;, F; nin
agirhi@r d; olan izobarik bileseni olsun. Eger wtF; > 0 ise 0 zaman;
(i) Egerd, < d, isedc € Rigin h, = c§% % p, dir.
(i) Egerd, < d, ise 3c € R igin hy = c6%~%h, dir.
(iii) Eger dy = d, ise (F{,F;) = F ot olmak tizere wt(F]) > wt(F,) olacak
sekilde 7 € Js(R{x, y}|R) vardur.

Ispat. F = A, 01, 01,0 ..04; 01, o A, olmak iizere Lemma 4.4.4.3 den

n n—-1
biwt(Ay 0 Ty 0 oAy 07)) = Z WtTj(x),E wtt; () | = (fi, f2)
=1 =1

dir. 4141 = (@Qg1X + b1y + cy1, dy1x + €141y + fi41) olmak tizere A; o7y 0 ...0
A o 7, = (G4, G,) olsun. Kabul edelim ki a;,; = 0 olsun.
Adiotyonodotiodiy = (G, Gy) o (byy1y + Cpr, digrx + €11y + fie1)
= (b141G2 + 141, d141G1 + €141G2 + fi41)
biwtF = (dy,d;) = (f2, f1)
olup f; < f; oldugundan d; < d, olur. Yani eger a;,; = 0 ise d; < d, olur.
wthy = d, ise hy = §%(f(x,y)), f(x,¥) € R[x,y] dir ve wth, =d, ise h, =
8%(f(x,y)), f(x,y) € R[x,y] dir. hy = §%(f(x,¥)) esitliginin her iki tarafinin
5%~ jle derivasyonu alinirsa §%2~%1h; = h, elde edilir.
A1 = (@pu1xX + by1y + Cy1, djs1x + €41y + fi41) olmak tlizere A o07 0.0
Ay o 1; = (G4, Gy) olsun. Kabul edelim ki d;,; = 0 olsun.
Apetie.odoto Ay = (G1, Gy) © (apy1x + by1y + Cryr, €41y + f141)
= (a141G1 + bi41G2 + €1, €041G2 + fi41)
biwtF = (dy,d;) = (f1, f2)
olup £, < f; oldugundan d;,; = 0 olma durumu d, < d; durumunu olusturur.
wthy =d; ise hy = 8% (f(x,y)), f(x,y) € Rlx,y] dir ve wth, =d, ise h, =
§%(f(x,y)), f(x,y) € Rlx,y] dir. h, = §%(f(x,y)) esitliginin her iki tarafinin
5%1~% jle derivasyonu alinirsa §%1~%2h, = h;, elde edilir.
Ai41 = (Qr41x + b1y + Cryq, dipa X + €41y + fizn) olmak  dizere Ajo7yo.e
Ay o 1 = (G4, G,) olsun. Kabul edelim ki a;,4.d;41 # 0 olsun.

Adyotiootoyy = (G, Gy) 0o (41X + b1y + Cry, dip1 X + ey + fr41)
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= (a141G1 + b141Ga + €141, di11G1 + €141Go + fi14)
biwtF = (d,d;) = (fy, f1) olur. O halde a;;.d;+1 # 0 ise d, = d, elde edilir.
7= (ax + f(y), By + y) olsun.
(F,F;) =Fet

= (F,Fp) o (ax+ f(y), By +v)

= (aF, + f(F),BF; +7)
WtF] = wtF, + wtt, wtF, = wtF, olup wtF] > wtF, dir.
Boylece 4,44 de sirasiyla ;1 =0, dj;1 = 0 ve a;41d;41 # 0 olma durumlan bize
(i), (i), (iii) kosullarini verir.
Bu sonucu asagidaki 6rneklerle daha ayrintili bir sekilde gorelim. Yukaridaki sonucu

[ = 1 icin uygulayalim.

Ornek 4441 1, =(x+y,y) €Js(R{x,y}|R) N Affs(R{x,y}|R), 1, =
(x+y",y) € Js(R{x, yYIR) \ Af fs(R{x, y}IR), A, = (x +y,y) € Af f5(R{x,¥}|R)
ve F = A, o7, o A, olsun. O halde

Aetiedy(,y) =Aie(x+y" +y,y)=x+y+y"+y,y)
elde edilir. Bu durumda h, = y", h, = y olur. 1, de d, = 0 oldugunda sonucun (ii)
kosulunun elde edildigi goriiliir. Yani hy; = 1627 °h, olacak sekilde 1 € R vardur.

Ornek  4.442. 1 =(x+y,y) €Js(R{x,y}IR) nAffs(R{x,y}|R), 1, =
(x+y",¥) € Js(R{x, y}IR) \ Af fs(R{x, y}IR), 4, = (v, x + ¥) € Affs(R{x,¥}|R)
ve F = A, o 74 o A, olsun. O halde

Metieh(y)=de(yx+y" +y)=x+y+y"+y)
elde edilir. 1, de a, = 0 oldugundan (i) kosulu elde edilmelidir. hy =y, h, = y"
olur. h, = 16%27%h, olacak sekilde 1 € R vardir.

Ornek  4.4.43. 1 =(x+y,y) €Js(R{x,y}]R) nAffs(R{x,y}|R), 1, =
(x +y",y) € Js(R{x,y}|R) \ Af fs(R{x, y}|R), =(x+yx—y)€
Affs(R{x,y}|R) ve F = A o T, o A, olsun. O halde
Aot y) =A o (x+y" +y,x+y" —vy)
=x+y+y"+yx+y"+y-y)
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elde edilir. A, de a,d, # 0 oldugundan (iii) kosulu elde edilmelidir. A, o 74 0 A,
bileskesi i¢in biwt yi hesaplayalim.
biwt(A; 01, 01,) = (2,2)
elde edilir. wt(F{) > wt(F,) olmak tizere (F;,F,) =F ot olacak sekilde 7 €
Js(R{x, y}|R) var miduir? T = (ax + y', By + y) olsun.
(F,Fp)=Fet="+2y+xy"+x)e(ax+y' By +y)
=(ay" +2ay+ax+y"" +x",y" + Bx +7v)
wt(F;]) = 3, wt(F;) = 2 olup wt(F)) > wt(F,) dir.

Not 4.4.4.1. Eger F Sonu¢ 4.4.4.2 deki (i) (veya (ii)) gibi ise 0 zaman t =
(x,y + c6%~%x) (veya T = (x + c6%~%y,y)) olmak iizere twt(F o T°1) < twtF
dir.
d, < d, igin h, = c6%~%h, olacak sekilde ¢ € R vardir. t7% = (x,y — c6% %1x)
dir.

Fotr ' =(F,F)o(x,y—cd% %x) = (F,F, — c§% 4F))
twt(Fot™1) =d; + k, (k < d) oldugundan twt(F o t™1) < twtF dir.
Eger d, <d, ise en az bir c € R vardir doyle ki h; = c6%~%h, dir. 7=
(x + c6% %y, y) olsun. 1 = (x — c6% %y, y) oldugu biliniyor. O halde

For ™' = (F,F) o (x —c§%%y,y) = (F, — c6N%F,, F,)
olur. twt(F o t71) =d, + t, (t < d,) elde edilir. O halde twt(F o t~1) < twtF dir.

Not 4.4.4.2. Sonug¢ 4.4.4.2 deki F ic¢in dy =d, =0 ise F ye karsilik gelen op
diferansiyel homomorfizmi, R[x, y] nin bir endomorfizmidir. Bu durumda Van Den
Essen (2000, Sonug 5.1.6) deki R[x, y] polinom cebirleri i¢in elde edilen sonuglardan

yararlanilir.

F = (F,F,) € R{x,y}* ve oz, R{x,y} de F ye karsilik gelen endomorfizmi
olsun. Simdi o nin Ts(R{x,y}|R) nin elemani olup olmadigini inceleyen bir

algoritma verecegiz.

1. biwtF = (d,,d,) ve bidegF = (f1, f2) olsun.
2. Egerd; =d, = 0ise7 yeqgit.
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3. Egerd; # d, ise5eqgit.

4. Eger twt(F o 1) < twtF olacak sekilde t € Js(R{x,y}|R) varsa F yerine
Fotyazip 1 egit, T € Js(R{x,y}|R) yoksa F & Ts(R{x, y}|R) dir.

5. Egerd, < d, ise F yerine (F,, F,) yaz.

6. Eger h, = c6% %h; olacak sekildle c € R varsa F yerine Fo
(x,y — c6%~%x) yaz ve 1 e git, c € R yoksa F & Ts(R{x, y}|R) dir.

7. Eger f; = f, = 1ise 12 ye git.

8. Eger f; # f, ise 10 a git.

9. Eger tdeg(F o A) < tdegF olacak sekilde A € Af fs(R{x,y}|R) varsa F
yerine F o A yazip 7 ye git, A € Af fs(R{x,y}|R) yoksa F & Ts(R{x,y}|R)
dir.

10. Eger f, < f; ise F yerine (F,, F;) yaz.

f:
11. Eger fil|f, ise ve t, =pt, 1y olacak sekilde p € R varsa F yerine
f:
(x,y — px z/fl) o Fyazve7yeqgit,p €RyoksaF & Ts(R{x, y}|R) dir.

12. Eger |JF| € R* ise F € Ts(R{x, y}|R) dir, degilse F & Ts(R{x, y}|R)dir.

Ornek 4.4.44. F=(y"+x+y,y) diferansiyel doniisiimiiniin tame olup

olmadigini algoritma yardimiyla inceleyelim.

Ilk olarak biwtF = (dq,d,) = (2,0) ve bidegF = (f,,f,) = (1,1) dir. d; # d,
oldugundan 5.adima gideriz. 5.adimdan d, < d; oldugundan F yerine (F,, F;) olan
(y,y" 4+ x + y) yazip 6.adim ile devam ederiz.
hy =yveh, =y"
olup h, = c6%~%h, olacak sekilde ¢ € R vardir. Bundan dolayr F yerine F o
(x,y — c6%~%x) yazariz. O halde yeni olusan F
F=@y"+x+y)e(xy—586x)=y,x+y)
olur. Buradan tekrar 1.adima gideriz. Yeni olusan F igin
biwtF = (d;,d,) = (0,0) ve bidegF = (f1, f,) = (1,1)
dir. d; = d, = 0 oldugundan 7.adima gideriz. dir. f; = f, = 1 oldugundan 12.adima

gideriz.

56



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Mukaddes BALCIK

yrI =} J|=-1er

oldugundan F € Ts(R{x, y}|R) dir.

Ornek 4.44.5. F=(y" +vy,y"+1) diferansiyel doniisiimiiniin tame olup
olmadigini algoritma yardimiyla inceleyelim.

biwtF = (d,d;) = (2,2) ve bidegF = (f1,f,) = (1,1) dir. d; = d, oldugundan
4.adima gideriz.

For=Q"+y,y"+Deo(x,y+cx)=Q"+y,y"+1+cy”" +cy)
olupc=—-1ligin For=(y" +y,—y+1) olup twt(F o ) < twtF olacak sekilde
T € Js(R{x, y}|R) vardir. O halde F yerine F ot yazip l.adima gideriz. O zaman
yeni

F=0"+y,-y+1)
olup
biwtF = (d4,d,) = (2,0) ve bidegF = (f1, ;) = (1,1)
dir. dy # d, oldugundan 5.adima gideriz. 5.adimdan d, < d; oldugundan F =
(=y+1y" +y)
olur. 6.adimla devam edersek h; = —y ve h, = y"’ esitliklerinden h, = c§% %1 h,
olacak sekilde ¢ € R vardir. O zaman O halde F yerine
Fo(x,y—c6% %y)
yazariz. O halde yeni olusan F
F=(y+Ly"+y)e(y+6*x)=(-y+1y)
olur. En son elde ettigimiz F ye gore
biwtF = (d4,d,) = (0,0) ve bidegF = (f1, f,) = (1,1)
olup
dy =d, =0 oldugundan 7.adima gideriz. f; = f, =1 oldugundan 12.adima

gideriz.
_ 0 -1y _ .
yFl=|; |=0er

oldugundan F & Ts(R{x, y}|R) dir.
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5.SONUCLAR ve ONERILER

Bu tez calismasinda diferansiyel cebirler i¢in temel bilgiler verildi ve
diferansiyel polinom halkalar1 tanitildi. Ayrica iki bilinmeyene bagli polinom
halkalarinin otomorfizm grubunun elementer, afin, iggensel ve tame gibi bazi 6nemli
alt gruplari ilk defa tanimlanmis oldu. Bu alt gruplardan tame alt grubunun afin ve
ticgensel alt gruplarin karistirilmis serbest ¢arpimi oldugu ispatlandi. Dahasi1 verilen
bir endomorfizminin bir tame otomorfizm olup olmadigini inceleyen bir algoritma

yazildu.

Bu tezde iki bilinmeyene bagl diferansiyel polinom halkasi iizerinde yapilan
bu caligmalar n bilinmeyene bagli diferansiyel polinom halkasina genellestirilebilir.
Ayrica bu tezdeki calismalarin ve bilinen polinom halkalarinin 1s18inda diferansiyel

polinom halkalarinin otomorfizm gruplar siniflandirilabilir.
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