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Terimleri bir X metrik uzayindan alman bir (x,) dizisinin ardisik terimleri
arasindaki uzaklik sifira yaklagiyorsa yani lim d(x,.4, Xx,) = 0 oluyorsa (x,,) dizisine bir
n—->oo

quasi Cauchy dizisi denir. X in bir E alt kiimesinin terimlerinden olusan her bir dizinin en
az bir quasi Cauchy alt dizisi bulunabiliyorsa E ye ward kompakttir denir. X in bir E alt
kiimesinin total smirli olmasi igin gerek ve yeter kosul ward kompakt olmasidir, yani, X in
bir E alt kiimesinin total sinirli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul terimleri E den alinan her
bir dizinin en az bir quasi-Cauchy alt dizisinin var olmasidir. X in bir E alt kiimesi {izerinde
tamiml1 ve bir Y metrik uzayi igine bir f fonksiyonu quasi Cauchy dizilerini koruyorsa, yani
(xn) E de bir quasi Cauchy dizisi oldugunda (f(x,)) goriintii dizisi de Y de bir quasi
Cauchy dizisi oluyorsa f fonksiyonuna E iizerinde ward siireklidir denir. X in bir total
simirl alt kiimesi tizerinde tamml1 Y ye bir f fonksiyonunun E iizerinde diizgiin siirekli
olmasi igin gerek ve yeter kosul f nin ward siirekli omasidir. X in bir B baglantili alt kiimesi
tizerinde tanimli ve Y igine bir f fonksiyonunun E iizerinde diizgiin siirekli olmasi igin
gerek ve yeter kosul f nin ward siirekli olmasidir.

Anahtar Sézciikler: quasi Cauchy dizisi, ward siireklilik, kompaktlik, diizgiin stireklilik
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QUASI CAUCHY SEQUENCES
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A sequence in a metric space X is called a quasi cauchy sequence if distance
between successive terms tends to zero, i.e. lim d(x,44,x,,) = 0. A subset E of X is called
n—-oo

ward compact if any sequence of points in E has a quasi Cauchy subsequence. A subset E
of X is ward compact if and only if it is totally bounded, i.e. any sequence of points in E
has a quasi subsequence if and only if E is totally bounded. A function f from a subset E
of X to a metric space Y is called ward continuous on E if f preserves quasi Cauchy
sequences, i.e. (f(x,)) is a quasi Cauchy sequence in Y whenever (x,,) is a quasi Cauchy
sequence of points in E. A function f on atotally bounded subset E of X into Y is uniformly
continuous if and only if it is ward continuous. A function f on a connected subset E of X
into Y is uniformly contiuous if and only if it is ward continuous.

Keywords: quasi Cauchy sequence, ward continuity, compactness, continuity
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BOLUM 1. GIRIS

Dizilerin yakinsakligi kavrami matematikte ve matematigin uygulandig1 diger
bilim dallarinda ¢ok 6nemli olup, hemen hemen her alanda kullanilmakta ve kolayliklar
saglamaktadir. Reel sayilar kiimesinin bir alt kiimesinden reel sayilar kiimesine bir
foksiyonun limiti, tiirevi, integrali ve benzeri kavramlarinin hepsi dizilerin yakinsaklig
kavrami ile dogrudan iliskilidir. Klasik anlamda bir dizinin yakinsak olmasi, bu dizinin
sonlu sayida terimi disinda kalan tiim terimlerinin 6nceden belirlenmis bir saymnin
komsulugunda bulunmasidir. Burada, 6nceden belirlenmis bu sayiya dizinin limiti denir.
Aslinda bir dizinin yakinsakligi hakkinda karar vermede karsilasilan problemlerden biri
de tanim1 gergeklemek i¢in, dnceden belirlenmesi gereken bu limit noktasidir. Bu soruna
ilk olarak Bernard Bolzano, Fransiz matematik¢i Augustin Louis Cauchy(1789-1857) nin
fikrinden yola ¢ikarak bir ¢6ziim getirmistir. Yani reel uzayda bir dizinin hangi 6zelligi
onun yakinsakligimni karakterize eder sorusu akla geldiginde her tirli diziye
uygulanabilen bdyle bir karakterizasyon Cauchy tarafindan kesfedilmistir. Cauchy’ nin
bu taniminda hi¢bir limit noktasina referans yapilmamakta, sadece, bir dizinin terimleri
birbiriyle rastgele baglamda, eninde sonunda yaklasirsa, o dizinin yakinsayacagi ifade
edilmektedir. Yakinsak dizi kavrami1 Cauchy dizisi kavramu ile reel uzayda esdegerdir.
Ve bu esdegerlik Cauchy yakinsaklik kriteri olarak da adlandirilir. Ancak metrik
uzaylarda durum farklidir. Metrik uzaylarda yakinsak her dizi Cauchy dizisidir, fakat her
Cauchy dizisi yakinsak olmak zorunda degildir. Her Cauchy dizisinin yakinsak oldugu
metrik uzaya tam metrik uzay denir. Ardisik terimleri arasindaki uzakligin sifira
yaklastigi, diger bir ifadeyle bir dizinin ardisik terimlerinin arasindaki uzaklik dizisinin
sifira yakinsadig1 durumda diziye quasi Cauchy dizisi ad1 verilmektedir. Quasi Cauchy
dizisi kavrami pek ¢ok arastirmaci tarafindan farkl adlar verilerek incelenmis, bu dizilere
ilk olarak Burton ve Coleman n 2000 yilinda bu ad1 verdigi goriilmektedir. Kizmaz 1981
yilinda reel terimli quasi Cauchy dizilerinin uzaymnin metrik uzay oldugunu gostermistir.
Kizmaz [1], Cakalli [2], Braha [3], Canak ve Dik [4] ve pek ¢ok yazar bu diziler ile ilgili

calismalar yapmiglardir.



BOLUM 2. ON BIiLGILER

Bu boliimde daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan temel tanim, teorem ve

sonuglar verilecektir.

Tanim 2.1. Bos kiimeden farkli bir X kiimesi verilsin. f: N = X fonksiyonu vn € N i¢in
f(n) = x,, ile tanimlansm. f fonksiyonu ya da {x,| n € N} kiimesine, X de bir dizi denir

ve

(xn)neN ya da (xn)

seklinde gosterilir. X kiimesi i¢inde bir dizi
fiN->X 3 f(N) = (xp)
seklinde ve N kiimesi i¢inde bir dizi de
g:N > N 3 Vk € Nicin g(k) = (n)

seklinde verilsin. Eger g dizisi artansa yani

Vi <jicin g(i) < g(j) yadan; <n; ise

feg:N->N=- X 3 VkeNigin(fog)(p) = f(g®)) = f(m) = (xn,)
seklinde tanimli (x,, ) dizisine (x,,) dizisinin bir alt dizisi denir.

Tanim 2.2. Her € > 0 igin n = N oldugunda |a,, — l| < & olacak sekilde bir N pozitif
tamsayis1 varsa, (@, ) dizisine [ sayisina yakinsaktir denir.

Simdi reel terimli bir yakinsak dizinin limitinin bir tek oldugunu ispat edecegiz.
Teorem 2.3. Yakinsak bir dizinin bir tek limiti vardir [5].

Ispat. Yakinsak herhangi bir dizi (a,,) olsun. (a,,) dizisinin [ # I’ olmak iizere hem I

hem de I’ sayilarma yakinsadigmi varsayalim. |l — '] # 0 dir. a = |l — | alahm.
a > 0 drr. (a,), l ye yakinsadigindan, tim n > N, i¢in |a, — [| < %a olacak sekilde bir
N; pozitif tamsayist vardir. Benzer sekilde, (a,), I ye yakinsadigindan, tim

n=N,igin|la, — l'| < %a olacak sekilde bir N, pozitif tamsayisi vardir.



N = max{N,, N,} alalim. O zaman li¢gen esitsizligini kullanarak

1 1
a=|l—l’|=|l—aN+aN—l’|S|l—aN|+|aN—l’|<§a+§a=a

¢ikar, buradan da @ < a esitsizligi elde edilir ve dolayisiyla bu geliski [ = ' oldugunu
gosterir.
Reel terimli yakinsak dizinin limiti bir tek oldugundan [ sayisina yakinsayan bir

(a,,) dizisi gdzoniine alindiginda bunu lim a,, = [ ile ifade ederiz.
n—0oo

Tamm 2.4. (Ustten simirh dizi) Eger her n € Nicin a,, < M olacak sekilde M reel say1st

bulunabiliyorsa (a,,) dizisine {istten simirlidir denir.

Tamm 2.5. (Alttan simirh dizi) Eger her n € N igin m < «,, olacak sekilde m reel sayisi

bulunabiliyorsa (a,,) dizisine alttan smirhdir denir.

Tamhk Aksiyomu. Reel sayilarin bos olmayan tistten sinirli her alt kiimesinin bir en
kiiciik tist sinir1 vardir.
Tamlik aksiyomundan reel sayilarin bos olmayan alttan smirl her alt kiimesinin

bir en biiyiik alt smirinin var oldugu kolayca ispat edilebilmektedir.

Tanim 2.6. (Srh dizi) Eger her n pozitif tamsayisi i¢in |a,| < K olacak sekilde bir
K sabit sayis1 bulunabiliyorsa (a,,) dizisine sinirlidir denir.
Buna gore bir (@,,) dizisinin sinirli olmasi igin gerek ve yeter kosul
supy|a,| = K olacak sekilde negatif olmayan bir K sabit sayisinm var olmasidir.
Ayrica bir (a,,) dizisinin sinirli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul hem tistten hem

de alttan smirli olmasidir.

Teorem 2.7. Simnirli her reel say1 dizisinin en az bir yakinsak alt dizisi vardir.
Ispat. (a,) herhangi bir smirli reel say1 dizisi olsun. O halde sup,|a,| = K olacak

sekilde bir K > 0 sayis1 vardir. Simdi

S = {s: Sonsuz coklukta n indisi icin a,, = s dir.}



kiimesini gozoniine alalm. —K € S dir, dolayisiyla S # @ dir. Her n pozitif tamsayisi igin

n < K oldugundan, s € S ise s < a,, < K 6zelligini saglayan sonsuz ¢oklukta n indisi
vardir ve dolaysiyla s € S igin s < K dir. O halde S kiimesi iistten siirlidir. Tamlik
aksiyomundan dolay1 S kiimesinin en kiigiik {ist smir1 vardir, yani supS = a olacak
sekilde bir « € R vardir. Bu takdirde her s € S i¢in s < a dir ve her € > 0 i¢in

a — € < s olacak sekilde bir s vardir. Ozel olarak € = 1 sayist icin

a—1<ag <a+1 olacak sekilde bir a;, terimi vardir. & = % sayisl i¢in
a —% <ag<a +% olacak sekilde ve k;, > kq 0zelligi saglanacak sekilde bir ay,

terimi vardir. € = % sayist i¢in a — é <ap <a+ é olacak sekilde ve 6zelligi

k3 > k, saglanacak sekilde bir ay, terimi vardir. Benzer sekilde devam ederek, her n
pozitif tam sayis1 i¢in, £ = % sayisl i¢in & — % <ag, <a+ % olacak sekilde ve

ky > kn_q Ozelligi saglanacak sekilde bir a;, terimi bulunabilir. Boylece bu isleme
ardisik olarak devam ederek, () dizisinin bir (ay, ) alt dizisini elde ederiz. Her n pozitif
tamsayisi i¢in

a— E <a, <a-+ -

n n n
e qeo e o 1 1 e qeoe
esitsizligi saglanir. (by,) = (a - ;) ,(cp) = (a + Z) yazarsak, b, < ay, < cy esitsizligi

saglanir ve lim b, = lim ¢, = a dir. Sikistirma teoreminden dolay1 lima, = a elde

n—oo n—-oo n—oo

edilir. Boylece sinirli (,,) dizisinin yakinsak bir (akn) alt dizisi bulunmus olur. Bu da

teoremin ispatin1 tamamlar.

Tanim 2.8. (Cauchy Sart1) (a,,) reel terimli bir dizi olmak {izere, her & >0 igin
n,m >n, oldugunda |a, — a,,| < € olacak sekilde & sayisina bagh bir n, sayisi
bulunabiliyorsa (a,,) dizisine Cauchy sartin1 saglar denir ya da (a,,) bir Cauchy dizisidir

denir.

Teorem 2.9. Reel terimli her Cauchy dizisi smirhdir.

Ispat: Cauchy sartmi saglayan herhangi bir dizi (a;,,) olsun. Bu takdirde her &£ > 0 igin
n,m = ngoldugunda |a, — a,,| < € olacak sekilde € sayisina bagl bir n, sayis1 vardir.
Ozelolarak € = 1igin n,m > n, oldugunda |a, — a,,| < 1 6zelligi saglanacak sekilde

bir - n; dogal sayist vardir. Diger taraftan her n €N  igin



|an| = |an _an1 + an1| < |C¥n - an1| + |C¥n1| <1 + |C¥n1|

dir, dolayisiyla n = n, i¢in |a,| < 1 + |an1| bulunur.
simdi max{la,, ||, ..., |, 1], 1 + |an, |} = K diyelim. Bu takdirde her n € N igin

|a,| < K olur ki (a,,) dizisinin smirli oldugu elde edilmis olur.

Teorem 2.10. Reel terimli her Cauchy dizisi R de yakinsaktir.
Ispat. Reel terimli herhangi bir (a,) Cauchy dizisi verilsin. Her Cauchy dizisi smirli
oldugundan (a,,) dizisi siirhidir. Teorem 2.7 den dolay1 sinirli her reel terimli dizinin
yakisak bir alt dizisi bulunacagindan, (a,,) dizisinin yakinsak bir (akn) alt dizisi vardr.
rlll_r)glo ay, = adiyelim,

Simdi (a,) dizisinin de a sayisma yakinsadigini gosterecegiz. Bunun igin

herhangi bir £ > 0 alalim. lim a) = a oldugundan n = n,; oldugunda |akn - a| <§

n—-oo

olacak sekilde % sayisina bagli bir n, sayisi vardir. Diger taraftan, («,,) dizisi Cauchy
sartin1 sagladigindan n, m = n, oldugunda |a, — a,,| < % olacak seklide % sayisina
bagli bir n, sayis1 vardir. max{n,,n,} = n, diyelim. [n,]+1=p, ve k,, = my yazalm
ve bu takdirde n = m, oldugunda

&

€
la,, —al = |(an —am0)+ (amo —a)| < |an —am0| + |am0 —a| <§+2

=&

olur. Bu da lim a, = a oldugunu gosterir. Bu ise teoremin ispatini tamamlar.

n—-oo

Teorem 2.11. Reel terimli yakinsak her dizi Cauchy sartini saglar.

Ispat. Herhangi bir yakmsak dizi (a,) olsun. lim a, = a diyelim. (a,) dizisinin
n—-0oo
Cauchy sartini1 sagladigini gostermek igin herhangi bir ¢ > 0 alalim.

lim @, = a oldugundann > n, oldugunda |a, — a| < Z olacak sekilde € sayisina bagl

n—-oo

bir n, sayist vardir. Bu takdirde n,m > n, oldugunda,
la, —ay,|=la,—a+a—a,| <|a,—al+|la—a,| <e¢
olur. O halde (a,,) dizisi Cauchy sartini saglar
Sonug¢: Reel terimli bir dizinin bir yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Cauchy

sartin1 saglamasidir.



Tamm 2.12. (Metrik uzay) Bir metrik uzay; bos olmayan bir X kiimesi ile birlikte
asagidaki (M1), (M2) ve (M3) kosullarmi saglayan bir d: X X X = R fonksiyonundan
olusur.

(M1) Vx,y € X i¢gind(x,y) = 0;ved(x,y) =0 x=y,

(M2) Vx,y € X igind(x,y) = d(y, x),

(M3) Vx,y,z€ X i¢ind(x,z) < d(x,y) +d(y, z)

X in elemanlar1 uzayin noktalar1 olarak adlandirilir ve d ye metrik veya uzaklik
fonksiyonu denir. (X, d) bir metrik uzay ve baska bir metrik s6z konusu olmuyor ya da
karigiklik olmuyorsa kisaca X bir metrik uzay denir.

(X, d) bir metrik uzay ve E € X olmak lizere, d nin E X E ye kisitlanisi
dg: E X E - R fonksiyonu (M1), (M2) ve (M3) kosullarini saglar, dolayisiyla da (E, dg)

ye X in bir alt metrik uzay1 denir.

Tanm 2.13. (Metrik uzayda yuvarlar ve komsuluklar) (X, d) bir metrik uzay,
x €X ve r> 0 bir gergel say1 olsun. B(x,r) ={y € X: d(x,y) <r} kiimesine x

merkezli r yarigaph agik yuvar veya x in r komsulugu denir.

Tanim 2.14. (Metrik uzayda i¢ nokta) (X, d) bir metrik uzay, G ¢ X ve x € G olsun.
B(x,r) c G olacak sekilde pozitif bir r sayis1 varsa x e G nin i¢ noktasi denir. Biitiin

noktalar1 i¢ nokta olan bir kiimeye de acik kiime ad1 verilir.

Tamm 2.15. (x,) , (X, d) metrik uzayindaki bir dizi olsun. Eger her ¢ > 0 iginn > N
oldugunda d(x,,l) < & olacak sekilde & sayismna bagh bir N pozitif tamsayisi

bulunabiliyorsa, (x,) dizisine [ noktasma yakmsaktir denir.

Teorem 2.16. Metrik uzayda yakinsak bir dizinin bir tek limiti vardir [5].
Ispat. Yakinsak herhangi bir dizi (x,,) olsun. (x,,) dizisinin [ # I’ olmak iizere hem [ hem

de !" sayilarina yakinsadigini varsayalim. d(l,1") # 0 dir. a« = d([,1") alalhm.
a > 0 dir. (x,), | ye yakinsadigindan, tim n > N; i¢in d(x,, 1) < %a olacak sekilde bir
N; pozitif tamsayisi vardir. Benzer sekilde, (x,,), ' ye yakinsadigindan, tiim

n = N, igin d(x,,[l") < %a olacak sekilde bir N, pozitif tamsayis1 vardur.



N = max{N,, N,} alalim. O zaman li¢gen esitsizligini kullanarak

1 1
a=d(Ll")<d(Lxy)+d(xyl) < 5@ + Sa=a

¢ikar, buradan da @ < a esitsizligi elde edilir ve dolayisiyla bu ¢eliski nedeniyle [ = I’

olmasi gerektigi sonucu elde edilir.

Tamm 2.17. S, (X,d) metrik uzaymnin bir alt kiimesi olmak ilizere her x € S i¢in
d(x, xy) < K olacak sekilde x, € X ve K € R varsa S ye sinirlidir denir.
Eger S tanimi en az bir x, € X ve K € R i¢in saglarsa, o zaman tanim herhangi
bir x; € X noktasi ile K yerine K + d(x,, x) sayisi i¢in de saglanir, ¢linkii eger
d(xg,x) < K ise d(x,x;) < d(x,x0) + d(xg,%x1) < K + d(xp,x,) olur. Eger S kiimesi
bu tanimi saglarsa, her x, y € S igin
d(x,y) < d(x,x) + d(x,,y) < 2K

olur. Dolayisiyla bir sonraki tanim anlamlidir[5].

Tamm 2.18. (X, d) bir metrik uzay ve S € X olmak tiizere, S nin ¢api,
sup{d(x,y) : x,y € S} seklinde tanimlanir ve ¢ap S ile gosterilir. Cap1 sonlu olan

kiimeye smirh kiime, ¢ap1 sonsuz olan kiimeye de siirsiz kiime denir.

Tamim 2.19. Bir X metrik uzayinin her Cauchy dizisi X in bir noktasina yakmsak ise bu

metrik uzaya tam metrik uzay denir.

Tamm 2.20. A, bir X metrik uzaymm bir alt kiimesi ve x € X olsun. Her € > 0 igin
B(x,e)N A+ 0 ise x, A nin X deki bir kapanis noktasi; A nin X deki tiim kapanis
noktalarinim kiimesine ise A nin X de kapanis1 denir. Kapanis noktalarmi bulunduran X

metrik uzay1 konusunda bir belirsizlik yoksa A nin X deki kapanis1 A ile gosterilir.

Tanmm 2.21. (Metrik uzayda smmirh dizi) (X, d) metrik uzaymdaki bir (x,,) dizisinin
terimlerinin olusturdugu kiime sinirl ise diziye sinirhidir denir. Buna gore eger her n
pozitif tamsayisi i¢in Ssup,,d(x,, x,) < K olacak sekilde bir K sabit sayisi
bulunabiliyorsa (x,,) dizisine sinirhidir denir.

Buna gore metrik uzayda bir (x,) dizisinin smirli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

SUPp md(xy, X) = K olacak sekilde negatif olmayan bir K sabit sayisimn var olmasidir.



Tanim 2.22. (Metrik uzayda Cauchy Dizisi) (x,), (X, d) metrik uzayinda bir dizi olsun.
Her € > 0 i¢in n,m = n, oldugunda d(x,, x,,) < € olacak sekilde & sayisma bagli bir n,
sayisi bulunabiliyorsa (x,) dizisine Cauchy sartin1 saglar denir ya da (x,) dizisine bir

Cauchy dizisi denir.

Teorem 2.23. Metrik uzayda her Cauchy dizisi smirhdir.

Ispat. (X, d) metrik uzayinda herhangi bir Cauchy dizisi (x,,) olsun. Bu takdirde her

€ > 0 i¢in n,m = ny oldugunda d(x,,x,,) < € olacak sekilde & sayisina bagl bir n,
sayist vardir. Ozel olarak € = 1 i¢cin n,m = n; oldugunda d(x,, x,,) <1 0zelligi
saglanacak sekilde bir n, dogal sayisi1 vardir. Diger taraftan, max, m<n, d(xp, x,) = K
dersek, her n,m € N i¢in d(x,,x,) <1+ K olur ki (x,) dizisinin sinirli oldugu elde

edilmis olur.

Teorem 2.24. Metrik uzayda yakinsak her dizi ayn1 zamanda Cauchy dizisidir.
Ispat. (X, d) metrik uzaymda herhangi bir yakmsak dizi (x,,) olsun. lim x, = x

n—-oo
diyelim. (x,,) dizisinin Cauchy dizisi oldugunu géstermek i¢in herhangi bir € > 0
alalim.

lim x,, = x oldugundan n > n, oldugunda d(x,,x) < 2 olacak sekilde % sayisina bagl

n—-oo

bir ny sayis1 vardir. Bu takdirde n, m = n, oldugunda,
Ay, xXm) < d(xp,x) +d(x,x,,) < €
olur. O halde (x,,) dizisi Cauchy dizisidir.

Bu teoremin karsit1 her zaman dogru olmak zorunda degildir.

Ornek 2.25. X = (0,1) kiimesini d(x,y) = |x — y| metrigi ile metrik uzay olarak goz

oniine alalim. (x,) = (%) dizisi bir Cauchy dizisidir, fakat yakinsak degildir.

Teorem 2.26. (X, d) bir metrik uzay olmak iizere, (x,,) X de bir Cauchy dizisi ve (x,, )
da (x,) in bir alt dizisi olsun. Bu takdirde lim d(xy, xp,) = 0 dir [6].

fspat. (x,) in X de bir Cauchy dizisi ve (x,,) nm da (x,) in bir alt dizisi oldugunu

kabul edelim ve & > 0 verilsin.Bu takdirde, m,n > k, — 1 i¢in d(x,, x,,) < € olacak



sekilde bir ko(e) dogal sayis1 vardir. Buna gore mny, = ko> ko —1 oldugunda
d (xko,xnko) < eolurki k - oo igin d(xy, x,,) — 0 demektir.

Bu teoremden faydalanarak yakimsak alt diziye sahip her Cauchy dizisinin
yakinsak oldugunu su sekilde elde ederiz.

(x,,), X metrik uzayinda bir Cauchy dizisi olsun. (x,,) nin yakinsak bir alt dizisini
(xnk) ile gosterelim ve bu alt dizinin limiti x olsun. Bu takdirde (yukaridaki) 6nermeden
ve licgen esitsizliginden k — oo igin

0 < d(xp, x) < d(xg,xn, ) + d(2,,x) > 0

olur ki x;, = x (k — oo) bulunur. Béylece yakinsak alt diziye sahip her Cauchy dizisinin
yakinsak oldugunu elde ederiz.

Asagida yakinsak alt diziye sahip her Cauchy dizisinin yakinsak oldugunu direkt

olarak da ispat edecegiz.

Teorem 2.27. Eger bir Cauchy dizisinin yakinsak bir alt dizisi varsa kendisi de
yakinsaktir [7, 8].
Ispat. (x,), X metrik uzaymda bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda her bir &€ > 0 i¢in
m,n = n, oldugunda d(x,,,x,) < € olacak sekilde & abagli bir n, dogal sayis1 vardir.
(x,) nin yakmsak bir alt dizisini (x,, ) ile gdsterelim ve bu alt dizinin limiti x olsun.
Buradan, (n,) pozitif tamsayilarin artan bir dizisi oldugundan m,n = n, oldugunda
d(xy,, X,) < € olur. Simdi m,n > n, oldugunda

d(x,xp) < d(x, %, ) + d(xp,,2,) <d(x, %, )+ €
olur. m — oo alinirsa n > n, oldugunda

d(x,x,) < ¢

bulunur. Bu nedenle (x,,) dizisi x e yakinsar.

Tanim 2.28. (Metrik uzaylarda siireklilik) (X, dy) ve (Y, dy) metrik uzaylar, A € X ve
f:A =Y bir fonksiyon olsun.

a) a € A olsun. Eger her € > 0 sayisma karsilik x € A ve dy(x,a) < § oldugunda

dy(f(x),f(a)) < ¢ olacak bigimde bir § > 0 varsa f fonksiyonu a noktasinda

stireklidir denir; bu geometrik olarak x € B, (a, §) oldugunda

f(x) € By, (f(a), €) veya f(By, (a,8)) € By, (f(a), &) anlamndadur.



b) Eger f fonksiyonu X in bir A alt kiimesinin her noktasinda siirekli ise f ye A
iizerinde siireklidir denir.

X ve Y uzaylar1 olarak R yi aldigimizda ve R iizerindeki mutlak deger metrigi olan
d(x,y) = |x — y| metrigini aldigimizda siireklilik tanimi R igin iyi bilinen tanima
indirgenir [8].

A € R olmak tizere f: A — R bir fonksiyon olsun.

C) a € A olsun. Eger her € > 0 sayisina karsihk her x € A i¢in |[x —a| <6
oldugunda |f(x) — f(a)| < € olacak bigimde bir § > 0 varsa f fonksiyonu a
noktasinda siireklidir denir.

d) Eger f fonksiyonu R nin A alt kiimesinin her noktasinda siirekli ise f ye A

uzerinde sureklidir denir.

Tanim 2.29. (Metrik uzaylarda diizgiin siireklilik) (X, dy) ve (Y, dy) metrik uzaylar
ve f: X = Y bir fonksiyon olsun. Eger her € > 0 sayisina karsilik her x,y € X i¢in

dX(xIY) <> dY(f(x):f(Y)) <¢

olacak bigimde bir § > 0 varsa f ye (X tizerinde) diizgiin siireklidir denir.

X ve Y uzaylar1 olarak R yi aldigimizda ve R iizerindeki mutlak deger metrigi olan
d(x,y) = |x — y| metrigini aldigimizda diizgiin siireklilik tanimi R i¢in iyi bilinen
tanima indirgenir [8].

f:R = R bir fonksiyon olsun. A, R nin bir alt kiimesi olsun. Eger her ¢ > 0 sayisina

karsilik her x,y € A igin;

Ix =yl <é=I1f(x)-fI<e
olacak bi¢imde bir § > 0 varsa f ye (A tizerinde) diizgiin siireklidir denir.

Teorem 2.30. Bir Cauchy dizisinin diizgiin siirekli bir fonksiyon altindaki goriintiisii de
bir Cauchy dizisidir [9].

Ispat. (X,dy) ve (Y, dy) metrik uzaylar olmak iizere , f: X — Y diizgiin siirekli olsun. O
halde & > 0 verildiginde her x,y € X i¢in dy(x,y) < & oldugunda dy(f(x), f(y)) < ¢
olacak bigimde bir § > 0 vardir. Eger (x,, ), (X,dy) iginde bir Cauchy dizisi ise her

m,n = N igin;
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dy (%, %) < 6

olacak sekilde bir N € N vardir. Bu durumda, f, X tizerinde diizgiin siirekli oldugundan

her m,n = N i¢in;

dY(f(xn);f(xm)) <g

olur yani (f (x,)) dizisi (Y, dy) iginde bir Cauchy dizisidir.
Bu teoremin karsit1 dogru degildir. Her Cauchy dizisini Cauchy dizisine doniistiiren her
fonksiyonun diizgiin siirekli olmak zorunda olmadigima dair asagidaki Ornek

verilmektedir.

Ornek 2.31. f:R > R f(x) = x? seklinde tanimlanan f fonksiyonu her Cauchy dizisini
Cauchy dizisine doniistiiriir. Gergekten,;

(x,, ) R de herhangi bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda (x,, ) sinirli oldugundan
|x,, | < K olacak sekilde K > 0 vardir. (x,,) Cauchy dizisi oldugundan £ > 0 igin

n,m = N oldugunda |x,, — xp,| <§ olacak sekilde & a bagl bir pozitif

N tamsayisi vardir. Bu € > 0 i¢in;
|f(xn) - f(xm)l = |xn2 - xmzl = |(xn - xm)(xn + xm)l = |xn - xm”xn + xml

< |xn _xml(lxnl + |xm|) < |xn _xm”xnl + |xn _xm”xml

£
< |xp — x| K + |2, — x| K = |xp, — 12K < ﬁZK =¢

bulunur. Bodylece herhangi bir (x,) Cauchy dizisinin f fonksiyonu altindaki
gorlintiisiiniin de Cauchy dizisi oldugunu goéstermis olduk. Fakat s6z konusu f

fonksiyonu diizgiin siirekli degildir.

Uyan 2.32. Cauchy dizisinin siirekli bir fonksiyon altindaki goriintiisiiniin Cauchy dizisi

olmasi1 gerekmez.

Ornek 2.33. 10,1] ve R metrik uzaylar1 ve f(x) =1/x 3 f:]0,1] » R fonksiyonu

verilsin. Bu durumda f fonksiyonu stireklidir. (x,,) = (1/n) dizisi bir Cauchy dizisidir,
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ancak (f(1/n))=(n) dizisi alisilmis topolojisini veren alisilmis d(x,y) = |x — y|

metrigi ile R uzaymda bir Cauchy dizisi degildir.

Tanim 2.34. X bir kiime, A € X olsun. X in alt kiimelerinin bir {U; : i € I} ailesi

A € U;¢; U; kosulunu sagliyorsa A i¢in bir ortii adini alir.

Bu gosterimlerle, A igin bir {U; : i € I} 6rtiistiniin bir alt 6rtiist, bir / € I kiimesi
i¢in yine bir Ortii olan {Uj 1 jE ]} alt ailesidir. Eger J sonlu ise bu sonlu alt ortii adinm
alir.

U ={U; : i €1}, bir X topolojik uzaymm bir A alt kiimesi i¢in bir ortii ve her bir
i €11i¢in U; , X de agik ise U ya A igin bir agik Ortii denir.

Tamm 2.35. (X, d) bir metrik uzay ve A € X olsun. M € A olmak tizere keyfi bir pozitif
€ sayisi verilsin. Verilen her bir x € M igin d(x,y) < & olacak sekilde bir y € M
noktasi varsa M alt kiimesine A i¢in bir € — agt denir. Bagka bir ifade ile
AcU{B(y,e):y e M}
ise M alt kiimesine A i¢in bir € — agt denir.
A nmn sonlu bir M = {x, x5, ..., x,} alt kiimesi, A i¢in bir £ —ag1 ise yani
AcU{B(x;&):i=1,2,..,n}

ise bu alt kiimeye A i¢in sonlu bir € — agt denir.

Tanm 2.36. (Total simrhhk) (X,d) bir metrik uzay ve A c X olsun. Ve > 0 igin
{B(x;,€):i=12,..,n} ailesi A nin bir oOrtlisiinii olusturacak sekilde, A nin
{x1, x5, ..., xp,} = M gibi sonlu bir alt climlesi bulunabiliyorsa A ya total smirli denir.
Bagka bir ifade ile herhangi bir & > 0 verildiginde A i¢in sonlu bir € — ag varsa yani
herhangi bir € > 0 igin A, merkezleri A iginde olan ¢ yarigaph agik yuvarlarin sonlu bir

birlesimi tarafindan ortiilebiliyorsa, A ya total sinirlt denir.

Tanim 2.37. (Baglantihihik) (X,d) bir metrik uzay olsun. X in asagidaki ozellikleri
saglayan bostan farkli iki A ve B alt kiimesi varsa X e baglantisiz metrik uzay denir:
a) X=AUB;
by AnNB=0veANnB =0.
Eger boyle A ve B alt kiimeleri yoksa (X, d) ye baglantili metrik uzay denir.
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Tanim 2.38. Bir X topolojik uzayinin bir A alt kiimesinin her agik ortiistiniin bir sonlu alt

ortiisti varsa A ya kompakt kiime denir.

Tamim 2.39. Bir X metrik uzaymda her dizi X in bir noktasina yakinsayan en az bir alt
diziye sahipse bu metrik uzaya dizisel kompakt adi verilir.
Bir (X, d) metrik uzayinin bos olmayan bir A alt kiimesi d, metrikli altuzay olarak

bu tanimi saglarsa A ya dizisel kompakt denir.

Onerme 2.40. Bir metrik uzayn dizisel kompakt alt kiimeleri total sinirhidar.

ispat. (X,d) bir metrik uzay, A c X ve A dizisel kompakt olsun. A nin total smirh
olmadigint varsayalim. Bu takdirde bir € > 0 igin A nin sonlu bir alt kiimesinin
elemanlarin1 merkez ve ¢ u yarigap kabul eden ve A i¢in bir ortii olusturacak sekilde agik
yuvarlarin sonlu bir ailesi bulunamaz. Simdi a, € A olsun. Buna gore d(a;,a,) = ¢
olacak bigimde bir a, € A vardir, aksi halde {a,} kiimesi i¢in a; merkezli ve € yarigaph
a¢ik yuvarin olusturdugu aile A nin sonlu bir ortiisii olurdu. Bunun gibi d(aq,a3) = ¢
ve d(a,, a;) = ¢ olacak sekilde bir a; € A vardir, ¢iinkii aksi halde {a,, a,} kiimesi i¢in
a, ve a, merkezli ve ¢ yarigapli agik yuvarlarin olusturdugu aile A igin sonlu bir ortii olur.
Bu sekilde devam ederek i # j icin d(a;, aj) > ¢ olacak bi¢gimde bir (a4, a,, ...) dizisi
bulabiliriz ki bu dizi yakinsak bir alt diziye sahip olamaz. Bu ise A nin dizisel kompakt

olusu ile ¢eligir. O halde A dizisel kompakt ise total smirlidir.

Teorem 2.41. Bir metrik uzaym kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter kosul total sinirli ve
tam olmasidir [8].

Ispat. (X, d) kompakt bir metrik uzay olsun. Verilen herhangi bir € > 0 i¢in, x € X i¢in
tim B (x, €) agik yuvarlarmin ailesi X in bir agik orttsiidiir. X in kompakthigindan, bu agik
ortii sonlu bir alt ortii icerir. Boylelikle, € > 0 i¢in X, sonlu sayida ¢ yarigapl agik yuvar
tarafindan ortiiliir yani sonlu alt 6rtii icindeki acik yuvarlarin merkezleri X i¢in sonlu bir
€ — agt olusturur. Boylece, X total sinirhdir.

(X, d) nin tam olmayan bir metrik uzay oldugunu kabul edelim. O zaman, X i¢inde
bir limite sahip olmayan (yani yakinsamayan) (X, d) i¢inde bir (x,,) Cauchy dizisi vardir.
y € X olsun. (x,), y ye yakinsamadigindan sonsuz ¢oklukta n degeri igin

d(xny) = 2¢
olacak sekilde bir £y > 0 vardir. (x,,) bir Cauchy dizisi oldugundan,

13



n,m = n, oldugunda;

d(x,, xm) < &

olacak sekilde bir n, pozitif tamsayis1 vardir. d(xy,y) > 2¢, olacak sekilde k > n,

secelim. Bu durumda her m > n, igin

d(xg,y) < d(xg, xpm) +dp, v)
ve buradan;

d(xy,y) = d(x,y) — d(xg, Xm)
> 280 - 80 = 80

bulunur. Boylece B(y, &) a¢ik yuvari sadece sonlu sayida n degeri i¢in x,, i ierir. Bu
anlamda &,(y), y ye bagh bir pozitif tamsay1 olmak iizere ve B(y,y(y)) acik yuvari

sadece sonlu sayida n i¢in sonlu sayida x,, i igermek {izere herbir y € X e bir B (y, o (y))

acik yuvarini esleyebiliriz.

X = U{B(y, &) : y € X}

dir. Bir baska ifade ile {B(y,&(y)): y €X} , X in bir ortiisidir. X kompakt

oldugundan, X in sonlu bir B(y;, £,(y,)), i = 1,2, ..., n alt ortiisii vardir. Bu yiizden

X = UB(J’i;So(J’i))

dir. Herbir agik yuvar sonlu sayida n i¢in x,, i icerdiginden, sonlu alt 6rtii i¢indeki agik
yuvarlar ve bu nedenle ayn1 zamanda X de sadece sonlu sayida n i¢in x, i igermek
zorundadir. Fakat bu miimkiin degildir ¢iinkii (x,,) , X i¢inde bir dizi oldugundan x,, lerin
tamami X e aittir. Sonu¢ olarak (X, d) tam olmak zorundadir.

Simdi de (X,d) nin total sinirh ve tam oldugunu kabul edelim ve kompakt
oldugunu gosterelim. Bunun i¢in (X, d) nin total sinirli ve tam oldugunu, fakat kompakt
olmadigmi kabul edelim. Bu durumda, X in sonlu bir alt 6rtiimii olmayan bir {G,},ca agik

ortimii vardir. (X, d) total sinirli oldugundan siirlidir. Dolayisiyla bazi r > 0 reel sayisi

14



ve bir x, € X i¢in X € B(x,, r) dir. Buradan X = B(x,,r) elde edilir. ¢, = T/zn olsun.
X total sinirlt oldugundan, sonlu sayida &; yarigapli acik yuvar tarafindan Ortiilebilir.
Hipotezimize gore, bu yuvarlarin en az birisi ( bu yuvara B(xq,&;) diyelim ) sonlu
sayidaki G, kiimeleri tarafindan ortiilemez. Ciinkii eger birisi bir sonlu alt Grtiiye sahip
olsayd1 aynist X i¢in de dogru olurdu yani X de bir sonlu alt ortiiye sahip olurdu.

B (x4, &) nin kendisi de total sinirli oldugundan (total smirli bir kiimenin bostan
farkli herhangi bir alt kiimesi total siirlidir), B(x,,&;,) sonlu sayida G, kiimeleri
tarafindan Ortiilmeyecek sekilde bir x, € B(x,, &) bulabiliriz.

Bu yonteme devam edilirse her bir n igin B(x,, €,) , sonlu sayidaki G; kiimeleri
tarafindan Ortillemeyen ve x,,, € B(x,,&,) Ozelligini saglayan bir (x,) dizisi
tanimlanabilir.

(x,,) dizisinin yakimsak oldugunu gosterecegiz. x,.; € B(x,,&,) oldugundan

d(x,, Xp41) < &, dir ve dolayisiyla

d(xn' xn+p) < d(xp, Xng1) + A1, Xnyp) + 0 + d(xn+p—1’ xn+p)

r

<&t éppr ot Epgpa1 < -1

olur. Buna gore (x,) , X iginde bir Cauchy dizisidir ve X tam oldugundan bir y € X
elemanina yakmsar. y € X oldugundan, y € G,  olacak sekilde bir 45 € A vardir. G, agik
oldugundan, uygun bir § > 0 i¢in B(y, 8) y1 igerir. d(x,,,y) < 5/2 ve g, < 5/2 olacak
sekilde yeterince biiyiik n secelim. Buradan d(x, x,,) < &, i saglayan her x € X igin

dx,y) < d(x,x,) +d(xp,y)
<15+15—5
2 27

dir. Ve bdylece B(x,,,) S B(y,5) elde edilir. Bu nedenle, B(x,,&,), G;, kiimesinden
sonlu bir alt ortiim igerir. Bu, (x,) dizisini tamimlarken belirttigimiz, her bir n igin
B(x,, ) agik yuvari sonlu sayidaki G, kiimeleri tarafindan 6rtiillemez 6zelligi ile gelisir.

Sonug olarak (X, d) kompakttir.
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Yardimer Teorem 2.42. (X, d) bir metrik uzay olsun. X in total sinirli olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul X in elemanlarindan olusan her dizinin bir Cauchy alt dizisinin var
olmasidir [10].

Teorem 2.43. Bir metrik uzayin dizisel kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter kosul kompakt
olmasidir.
Ispat. X metrik uzaymm kompakt oldugunu kabul edelim. X kompakt oldugundan total
sinirli ve tamdir. (x,,) , X i¢indeki noktalarin herhangi bir dizisi olsun. X total smirh
oldugundan X igindeki her bir dizi dolayisiyla (x,,) dizisi bir (x,,) Cauchy alt dizisi
icerir. X tam oldugundan, (xni) dizisi bir x € X noktasina yakmsar. Sonug olarak eger X
kompakt ise, X i¢indeki her dizi yakinsak bir alt dizi igerir, yani X dizisel kompakttir.
Simdi X in dizisel kompakt oldugunu yani X i¢indeki her dizinin yakinsak bir alt
diziye sahip oldugunu kabul edelim. Her yakinsak dizi Cauchy oldugundan, X i¢indeki
her dizinin bir Cauchy alt dizisi i¢erdigini kabul ettik. Yardimei teorem 2.42°den dolay1
X total sinirlidir. Simdi X in tam oldugunu gostermeliyiz. Bunu gostermek i¢in (x,,) , X
icinde bir Cauchy dizisi olsun. Kabuliimiizden, (x,,) bir x € X noktasina yakimsayan bir
(x,,) alt dizisine sahiptir.

lim x;, = x oldugunu gosterecegiz. & keyfi bir pozitif tamsay1 olsun. lim x,,, = x
1—>00

n—->oo
oldugundan, i > i, oldugunda

1
d(xnl.,x) < 5 €

olacak sekilde bir iy € N vardir. (x,,) dizisi Cauchy oldugundan , n,m > n; oldugunda

1
d(xy, xXm) < S €

olacak sekilde bir n, € N vardwr. i > i, ve n; = n, esitsizliklerini saglayan i ler i¢in
n = ny oldugunda
1 1
d(x,,x) < d(xn,xni) + d(xni,x) < S € +E E=¢

elde edilir. Yani lim x,, = x dir. Buna gore X tamdir. Sonug olarak X total sinirli ve tam

n—-oo

oldugundan, X kompakttir.
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Tamm 2.44. (Vektor uzayr) X bir kiime ve K bir cisimolsun. X X X den X e
(xy) > x+y
toplama ve K x X den X’e
(,x) = a.x
skalerle carpma fonksiyonlar1 asagidaki kosullari saglarsa 0 zaman X e K cismi iizerinde

bir vektor uzayi (lineer uzay) denir.

Vx,y,Zz€Xvea,f € K igin

Al)(x +y) +z =x +(y +2),

A)x +y =y +x,

As)Vx € Xiginx +0 = 0+ x = x olacak bigimde bir 0 € X vardr,

As ) VxeXvex #0 igin x +(—x) = (—x) +x =0 olacak bigimde bir

(—x) € X vardrr,

St)a(x +y)=ax+ ay,

S)(a+B)x = ax +Bx,

S3)a(Bx) =(apB)x,

S4)l.x =x

R tizerinde tanimli bir vektor uzayna reel vektor uzayi, C lizerinde tanimli bir
vektor uzayma kompleks vektér uzayr denir. R € C olarak diisiiniilebileceginden,
R iizerindeki bir vektor uzay1 ayni zamanda C iizerinde bir vektor uzayi olarak almabilir.

Burada X in elemanlarma noktalar ya da vektorler denir.

Tanim 2.45. X bir vektor uzayive A € X,A # @ olsun. A kiimesi toplama ve skalerle
carpma islemlerine gore kapali ise yani;

Vx,y € AveVa€K icin

I)x +y e A

Na.x €A

oluyorsa A ya, X in bir vektor alt uzay: (lineer alt uzay1) denir.

Tanm 2.46. X bir vektor uzayi olmak {izere Vx,y € X ve « € K i¢in agsagidaki kosullar

saglayan reel degerli x — ||x|| fonksiyonuna X tizerinde bir norm denir.
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(N2) JIx]l = 0 ve ||x|| = 0ancak ve ancak x = 0 dur.
(N2) llacxll = lac ][] I

(N3) lIx +yll < lIxIl + llyll

Uzerinde || || normu ile tanimli olan X vektdr uzayma normlu uzay denir ve
(X, || ) bigiminde gosterilir.

(X, |l'Il) bir normlu vektdr uzay: olmak iizere, d(x,y) = ||x — y|| ile tanimli
d: X x X — R fonksiyonu X fizerinde bir metrik tanimlar. Boylece, bir normlu vektor

uzayini norm yardimiyla elde edilmis metrikle bir metrik uzay gibi diisiinebiliriz.

Tanm 2.47. (X, || || ) normlu vektor uzay: norm tarafindan tiretilen metrige gore tam ise

Banach uzayi adin1 alir.
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BOLUM 3. REEL TERIMLI QUASI CAUCHY DiZILERIi

Bu béliimde, reel sayilar kiimesi tizerinde quasi Cauchy dizisi tanimi verilmis ve
genel Ozelliklerinden bahsedilmistir. Ayrica reel uzayda ward kompakt kiimeler ve ward
stirekli fonksiyonlar tanimlanmis, bu kiimeler ve fonksiyonlarla ilgili teoremler ve elde

edilen sonuglar incelenmistir.

3.1. Reel Sayilar Kiimesinde Quasi Cauchy Dizileri

Tamm 3.1.1. (Quasi Cauchy dizisi) Reel terimli bir (a,) dizisinin ardisik terimleri
arasindaki uzaklik sifira yaklagiyorsa yani %1_{210 (ap4+1 — @) = 0 oluyorsa (a,,) dizisine
bir quasi Cauchy dizisi denir[2, 11].
Bu tanimi1 € ve n, sembollerini kullanarak asagidaki sekilde ifade edebiliriz.

Ve > 0 igin n = n, oldugunda |a,,, — @,| < & olacak sekilde & a bagh bir n,
dogal sayis1 var ise (a,,) dizisine quasi Cauchy dizisi denir.
Yakimsak her dizi quasi Cauchy dizisidir:

(x,,) , lim x,, = [ olan herhangi bir yakinsak dizi ve Vn € N i¢in
n—-oo

Ax, = (x,41 — x,,) olsun. Bu durumda,

lim Ax, = lim (x4 —x,,) = lim (¢ — L+ 1—x,) =
n—oo n—-oo n-—-oo

= lim [Geas = D+ (= x)] =

= lim(xp —D+1lim{U—x,)=0+0=0
n—oo n—oo
bulunur.

Ancak bunun karsitinin dogru olmadigini gostermek icin asagidaki ornekler

verilebilir.

Ornek 3.1.2. (x,,) = (v/n) dizisini gdz &niine alirsak,
lim (g1 — Xp) = lim (Vn+1-+vn)=

— lim (Vn¥I-vn)(Vn+i+vn)

- n—oo \/TL+1+\/H -
. 1 .

1111—?.}0 N 0
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oldugundan (x,,) dizisinin bir quasi-Cauchy dizisi oldugu goriiliir, ancak yakmsak

degildir.

Ornek 3.1.3. (x,,) = (22=1%) dizisini géz 6niine alirsak,

n+1 n
_ _ 1 w1
fim Conss =) =l | ) =) 7 ) =

k=1

n n
= lim +Zl Zl — lim 0
nl—wo n+1 k k n1—>oon+1

oldugundan (x,,) dizisinin bir quasi-Cauchy dizisi oldugu goriiliir, ancak yakmsak
degildir [12].

Her ne kadar reel terimli her Cauchy dizisi yakinsak ve dolayisiyla yukaridaki
ispatimizdan dolay1 her Cauchy dizisinin quasi Cauchy dizisi oldugu elde edilirse de her
Cauchy dizisinin quasi cauchy dizisi oldugunun dogrudan bir ispatin1 asagida veriyoruz.

(a,,) reel terimli olan herhangi bir Cauchy dizisi olsun. Herhangi bir ¢ pozitif
sayis1 verilsin. (a,) bir Cauchy dizisi oldugundan, € > 0 i¢in n,m = n, oldugunda
|at,, — a,| < e olacak sekilde & a bagh bir n, dogal sayisi vardir. n,n+1 > n,
oldugunda |a,.; — a,| < € olacak sekilde & a bagl bir n, dogal sayis1 vardur.

Dolayisiyla (a,,) bir Cauchy dizisidir.

Teorem 3.1.4. Reel terimli quasi Cauchy dizileri kiimesi bir vektor uzayidir.
Ispat. Reel terimli quasi Cauchy dizileri kiimesinin bir vektor uzay1 oldugunu gostermek
icin quasi Cauchy dizileri kiimesinde toplama ve skalerle ¢carpma islemlerinin tanimli
oldugunu géstermemiz yeterli olacaktir.

iki quasi Cauchy dizisinin toplam1 da quasi Cauchy dizisidir. Reel terimli bir (a,,)
quasi Cauchy dizisini ve (B,,) quasi Cauchy dizisini g6z 6niine alalim. (a,,) quasi Cauchy

dizisi oldugundan lim (a4, —a,) =0 dir ve (B,) quasi Cauchy dizisi
n—->00

oldugundan%im (Bn+1 — Bn) = 0 dir. Buradan;

%i_l;l(;lo((an+1 + Bnt1) — (an + ,Bn)) = y_‘;‘(}o((“ml —an) + (Bry1 — ﬁn)) =
= %i_{?o(an+1 - an) + rlli_{l;lo(ﬁn+1 - ﬁn) =

= 0 elde edilir.
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(a,,) quasi Cauchy dizisi ve ¢ sabit bir say1 ise (ca,) dizisi de quasi Cauchy

dizisidir. Gergekten;
lim (capyq — cay) = lim c(ayq — ay) =c. lim(ay; —a,) =c.0=0
dir. O halde reel terimli quasi Cauchy dizileri kiimesi bir vektor uzayidir.

Teorem 3.1.5. Her bir (a,,) reel terimli quasi Cauchy dizisi i¢in

”(an)”A = |(11| + SuanNlan+1 - anl

ile tanimlanan || ||, fonksiyonu reel terimli quasi Cauchy dizileri kiimesi tizerinde bir

normdur [1].

3.2. Reel Sayilar Kiimesinde Ward Kompakthk

Tanim 3.2.1. Reel terimli diziler vektor uzayr s(R) olmak iizere, s(R) nin bir alt vektor
uzay1 c; (R) lizerinde tanimli, R igine olan lineer bir G fonksiyonuna dizisel yakinsaklik
metodu denir. Eger a = (a,) € ¢c;(R) i¢in G(x) =1 oluyorsa a dizisine [ ye
G —yakinsaktir denir.

olacak sekilde e dizisinin bir B = (ay,) alt dizisi bulunabiliyorsa A ya G —dizisel

kompakttir denir[13].

Tanim 3.2.2. (Ward kompakthk) Reel sayilar kiimesinin bir A alt kiimesi
verilsin.Terimleri A dan alinan her bir (a,,) dizisinin en az bir quasi Cauchy alt dizisi
bulunabiliyorsa A ya ward kompakt kiime denir [2].

Bu tanimdaki ward kompakthgmn G-dizisel kompaktliktan elde edilemedigi

goriilmektedir.

Teorem 3.2.3. Ward kompakt bir kiimenin her alt kiimesi de ward kompakttir.
Ispat. E ward kompakt bir kiime olsun. Herhangi bir A € E alalim. Terimleri A

kiimesinde olan herhangi bir (x,,) dizisini alalim. A € E oldugundan (x,) dizisinin
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terimleri E kiimesinde bulunur. E ward kompakt bir kiime oldugundan (x,,) dizisinin bir

(xn, ) quasi Cauchy alt dizisi vardir. O halde A kiimesi ward kompakttir.

Sonug¢ 3.2.4. Reel sayilar kiimesinin ward kompakt alt kiimelerinin keyfi kesigimi ward

kompakttir.

Teorem 3.2.5. Reel sayilarin ward kompakt iki alt kiimesinin birlesimi ward kompakttir.
Ispat. A ve B reel sayilarin ward kompakt iki alt kiimesi olsun. A U B nin ward kompakt
oldugunu gostermek icin terimleri A U B de olan herhangi bir (x,,) dizisi alalim. Bu (x;,)
dizisinin sonsuz ¢oklukta indislere karsilik gelen terimleri A veya B de olmak zorundadir.
A kiimesinde oldugunu kabul edelim. (x,,) dizisinin sonsuz ¢oklukta indislere karsilik

gelen terimleri i¢in olusturulan alt diziyi (xnk) ile gosterelim. A kiimesi ward kompakt
oldugundan (xnk) dizisinin bir (xnkj) quasi Cauchy alt dizisi vardir. (xnkj) , (x)

dizisinin bir alt dizisi oldugundan A U B ward kompakt bulunur.

Teorem 3.2.6. Reel sayilarin herhangi bir alt kiimesinin siirli olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul ward kompakt olmasidir [2].
ispat. R nin sinirlt bir alt kiimesi A olsun. 4 da siurhidir. A hem kapali, hem sinirhidir,

yani kompakttir, dolayisiyla dizisel kompakttir. A kiimesinden herhangi bir dizi alalim.

Bu dizinin tiim terimleri A kiimesinde bulunur. 4 dizisel kompakt oldugundan bu dizinin
yakinsak bir alt dizisi vardir. Yakinsak her dizi quasi-Cauchy dizisi oldugundan A kiimesi
ward kompakt bulunur.

Karsit olarak, A sinirsiz olsun. A nin iistten sinirsiz oldugunu kabul edelim. A
iistten siirsiz oldugundan Vn € N i¢cin a1 > 1 + a,, saglayan, terimleri A kiimesinde
bulunan bir (a,,) dizisi olusturulabilir.Buradan (a,,) dizisinin herhangi bir quasi-Cauchy

alt dizisi olmadigindan A ward kompakt degildir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

3.3. Reel Sayilar Kiimesinde Ward Siireklilik

Tanim 3.3.1 Eger a € R i¢in reel terimli &« = (a,,) dizisi a ya G —yakinsak oldugunda
f(a) dizisi de f(a) ya G —yakinsak oluyorsa f fonksiyonuna a noktasinda G —dizisel
sireklidir denir[14-16].
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Tamm 3.3.2. (Ward siireklilik) Reel sayilar kiimesinin bir A alt kiimesinden reel sayilar
kiimesi igine bir f fonksiyonu eger quasi Cauchy dizilerini quasi Cauchy dizilerine
doniisiim dizisi de quasi Cauchy dizisi oluyorsa f fonksiyonuna ward siireklidir denir [2].

Bu tanmimdaki ward siirekliligin G —dizisel siireklilikten elde edilemedigi

gorilmektedir.

Teorem 3.3.3. E € R olmak iizere E iizerinde ward siirekli her fonksiyon siireklidir [2].

Ispat. E iizerinde ward siirekli bir f fonksiyonunu ve Ilim X = X, olacak sekilde

yakinsak bir (x,) dizisini alalim. (t,) = (x4, X0, X2, Xg, - » X5, Xg, ... ) bigciminde
olusturulan (t,) dizisi de x, noktasmna yakimnsak bir dizidir. Yakinsak her dizi quasi-
Cauchy dizisi oldugundan dolay1 bu (t,,) dizisi de quasi-Cauchy dizisidir. f fonksiyonu
ward siirekli oldugundan (z,) = (f(xy), f(xo), f(x1), f (x0), ..., f(x,), f (x0), ... ) dizisi
de quasi Cauchy dizisi olur. Buradan, (f(x,)) dizisinin f(x,) a yakmsadig1 gériiliir. O
halde f fonksiyonu E tizerinde siireklidir.

Bu teoremden ward siirekli fonksiyonlarin kiimesinin siirekli fonksiyonlarin
kiimesinin bir alt kiimesi oldugu goriilmektedir.

Bu teoremin karsitinin dogru olmadigini gostermek i¢in asagidaki 6rnek

verilebilir.

Ornek 3.3.4. f(x) = x? fonksiyonunu ve (x,,) = +/n dizisini alirsak,

. . . 1
%l_r){)lo(xn_,_l —x,) = %1_&10(\/71 +1-+vn)= lim "= = 0 dir. Ancak

lim (f(xp41) — f(x)) =n+1—n=1#0 oldugundan quasi-Cauchy degildir,
n—-oo

boylece f fonksiyonunun ward siirekli olmadig1 goriiliir.Yani f fonksiyonu siireklidir

ancak ward stirekli degildir.

Teorem 3.3.5. Reel sayilar kiimesinin bir alt kiimesinden reel sayilar kiimesine ward
stirekli iki fonksiyonun toplami ward siireklidir.
Ispat. f ve g ward siirekli iki fonksiyon olsun. f + g toplam fonksiyonunun da ward

stirekli oldugunu gosterelim. Bunun i¢in herhangi bir (x,) quasi-Cauchy dizisini ve
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herhangi bir & > 0 alalim. f ward siirekli oldugundan (f(x,)) dizisi quasi-Cauchy

dizisidir yani;
lim (f (ens1) = f(xn)) = 0 dir. 1 2 Ny oldugunda |f (rper) = £ ()| < £/

olacak sekilde N; € N vardwr. Benzer sekilde g fonksiyonu ward siirekli oldugundan

(g(x)) dizisi de quasi-Cauchy dizisidir yani;
lim (g Cxns1) = g(xz)) = 0 dir. n = N, oldugunda |g(xner) — g ()| < €/,
olacak sekilde N, € N vardir. max{N;, N,} = N olsun. n > N igin;
|f Censa) = FOD| + 1g(xnea) — g(xn)l < £/5 + €/, = € oldugundan, yani;
rlli_{{}o[(f + 9)(Xns1) — (f + 9)(xp)] = lim [ (xp41) — fxn)] +

+1im [g(xn11) = g(x2)] = 0
oldugundan f + g ward siireklidir.

Teorem 3.3.6. Eger f fonksiyonu reel sayilar kiimesinin bir alt kiimesinden reel sayilar
kiimesine ward siirekli ise, ¢ € R i¢in c. f de ward siireklidir.
Ispat. ¢ = 0 i¢in 0.f = 0 oldugundan dogrulugu aciktir. ¢ # 0 alalim. f ward siirekli

olsun. c. f fonksiyonunun ward siirekli oldugunu géstermek i¢in herhangi bir (x,,) quasi
Cauchy dizisi alalim. f ward siirekli oldugundan (f (x,,)) dizisi quasi Cauchy dizisidir,
yani (f(xp41) — f(x,,)) dizisi sifira yakmsar. Herhangi bir & > 0alahm. n > N

oldugunda |f(xp4+1) — f(xp)] < golacak sekilde bir n € N vardir. Buradan;
1(cf) Genen) = (NGl = le. f(xn1) — ¢ fanl =
= lellf Cne) = FOEDI <lel i = €

|c]

bulunur. Boylece c. f fonksiyonunun ward siirekli oldugu gosterilmis olur.
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Sonu¢ 3.3.7. Reel sayilar kiimesinin bir alt kiimesinden reel sayilar kiimesine ward
stirekli fonksiyonlarin kiimesi, siirekli fonksiyonlar vektor uzaymm bir alt vektor

uzayidir.

Yardimei Teorem 3.3.8. Reel sayilar kiimesinin bir 4 alt kiimesinden reel sayilar kiimesi
i¢ine siirekli fonksiyonlarin uzay1 C[A] olmak tizere, C[A] nin bir D alt kiimesinin kapali
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul terimleri D de olan yakinsak her dizinin limitinin D de
olmasidir [17].

Teorem 3.3.9. Reel sayilar kiimesinin bir alt kiimesinden reel sayilar kiimesine ward
stirekli fonksiyonlarin kiimesi siirekli fonksiyonlar uzaymin kapali bir alt vektor uzayidir
[18].

Ispat. E € R olmak iizere E iizerinde ward siirekli fonksiyonlarin kiimesini W[E] ile

gosterelim. f € W[E] olsun. W[E] de, Ilim fi = f olacak sekilde bir (f},) dizisi vardur.

f nin ward siirekli oldugunu gostermek igin, (x,,) quasi Cauchy dizisini ve herhangi bir

€ >0 sayism alalim. Ilim fi = f oldugundan, Vx € E igin n >N oldugunda

|f () — fo ()| < €/3 olacak sekilde bir N € N vardur. fy ward siirekli oldugundan
n = Ny oldugunda |fy (xp41) — fiy (xn)| < €/3 olacak sekilde N den biiyiik bir

N, € N vardir. Buradan n > N, icin;
|f Censa) = FOe)| =

=If naa) = fu (naa) + fy Gonaa) = fn Gen) + fv O — F )| <

< |fGenen) = fuCone D+ v Genea) — fv Ged L+ 1fn Gen) — f O] <

< 5/3 + 5/3 + 5/3 = ¢ bulunur.

O halde f, ward siireklidir. Dolayisiyla W[E] < WIE] elde edilir. W[E] = W[E]

bulunmus olur.

Teorem 3.3.10. Ward siirekli iki fonksiyonun bileskesi ward stireklidir.
Ispat. f ve g ward siirekli iki fonksiyon olsun. f o g fonksiyonunun ward siirekli

oldugunu gostermek i¢in herhangi bir (x,,) quasi-Cauchy dizisini alalim. g fonksiyonu
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ward siirekli oldugundan (g (x,)) quasi-Cauchy dizisi olur. Benzer sekilde f fonksiyonu

ward siirekli oldugundan (f (g(xn))) quasi-Cauchy bulunur. O halde f o g fonksiyonu

ward sureklidir.

Uyan 3.3.11. Ward siirekli iki fonksiyonun ¢arpimi ward siirekli olmak zorunda degildir.
Ormegin, f(x) = x fonksiyonunu alalim. g(x) = f(x).f(x)= x? olsun. (x,,) =vVn

dizisini alirsak,

. . . 1 o
rlll_{glo(xnﬂ — Xn) =Al_r)rolo(\/n +1-+n)= Tlll_r)glo NseN i 0 oldugundan f(x,)

quasi-Cauchy dizisi olur, yani f fonksiyonu ward siireklidir. Ancak
(9()) = fOx).f(xn) = Vn.n = n dizisi,

lim(g(xp41) —g(x))=n+1-n=1#0 oldugundan  quasi-Cauchy
n—-oo

degildir, boylece g fonksiyonunun ward siirekli olmadig goriiliir.

f ward siirekli bir fonksiyon ise, | f| fonksiyonunun da ward siirekli oldugu

||f(xn+1)| 3 |f(xn)|| S |f(xn+1) _f(xn)l <eg

esitsizliginden elde edilebilir. f ve g ward siirekli iki fonksiyon ise, |f — gl
fonksiyonunun da ward siirekli oldugu ward stirekli iki fonksiyonunun bileskesinin ward

stirekli oldugu gerceginden elde edilir.
Sonug¢ 3.3.12. f ve g ward siirekli iki fonksiyon ise,

1 1
max{f, g} = E(f-l_g) +§|f—g|
ve
, 1 1
min{f, g} =5 +9) —5If - gl
olarak tanimlanan max{f, g} ve min{f, g} fonksiyonlar1 da ward sitireklidir.

Teorem 3.3.13. Diizgiin siirekli her fonksiyon ayni1 zamanda ward siireklidir [2].
Ispat. E € R ve f, E iizerinde diizgiin siirekli reel degerli bir fonksiyon olsun. f in E

tizerinde ward siirekli oldugunu géstermek i¢in herhangi bir (x,,) quasi Cauchy dizisini
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ve &> 0 alalim. f, E lizerinde diizgiin siirekli oldugundan x,y € E igin |x — y| < &
oldugunda |f(x) — f(y)| < € olacak sekilde bu € a bagli bir § > 0 vardir. Bu§ > 0 igin,
n > N oldugunda |Ax,| = |x,+1 — X,| < 6 olacak sekilde N = N(&) = N, (&) vardur.
Buradan n > N icin [Af(x, )| = |f (Xns1) — f(xn)| < & bulunur. Bu ise (f(x,))

dizisinin quasi Cauchy dizisi oldugunu gosterir ve bdylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.3.14. R nin ward kompakt bir alt kiimesinin ward siirekli goriintiisii ward
kompakttir.

Ispat. E € R ward kompakt bir kiime ve f, E iizerinde ward siirekli reel degerli bir
fonksiyon olsun. f(E) goriintii kiimesinin ward kompakt oldugunu gosterecegiz.
Terimleri f(E) den alinan herhangi bir (y,) dizisini alalim. Her bir n € N igin y,, =
f (x,) olacak sekilde E nin x,, elemanlar1 vardir. E kiimesi ward kompakt oldugundan
x = (x,,) dizisinin bir z = (z;,) = (xnk) quasi Cauchy alt dizisi vardir. f ward siirekli
oldugundan (t;) = f(2) = (f(zx)) = (f (xnk)) quasi Cauchy dizisi olur. Boylece (ty),

f(x) in bir quasi Cauchy alt dizisi olarak bulunmus olur. Bu ise ispati tamamlar.

Teorem 3.3.15. Reel sayilar kiimesinin bir alt kiimesi iizerinde tanimli ve reel sayilar
kiimesi i¢ine ward siirekli fonksiyonlarin diizgiin yakinsadigi fonksiyon da ward
stireklidir.

Ispat. (f,) , E € Riizerinde tanimli ward siirekli fonksiyonlarm dizisi olmak iizere (f;,)
in bir f fonksiyonuna diizgiin yakmsadigini kabul edelim. x = (x,,) , E € R iizerinde
bir quasi Cauchy dizisi ve € > 0 olsun. Bu durumda n > N oldugunda E nin her x
elemant igin |f,(x) — f(x)| < ¢/3 olacak sekilde bir N € N vardur. fy ward siirekli
oldugundan, n = N; i¢in |fy (xp01) — fv ()] < € /3 gergekleyen, N den bilyik ve € a

bagli bir N; € N vardir. Buradan n > N; i¢in
If Cenaa) = FGe) < 1f Congd) — fv (a1 + v (o) = fv (Ged | +
iy ) = fa) < /g + g+ Efa= &
elde ederiz. Bu ise f fonksiyonunun E iizerinde ward siirekli oldugunu gosterir.
Teorem 3.3.16. Reel sayilar kiimesinin bir ward kompakt alt kiimesi lizerinde taniml1 ve

reel sayilar kiimesi igine ward siirekli fonksiyon diizgiin siireklidir [2].
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Ispat. E € R ward kompakt bir kiime ve f, E iizerinde taniml1 ward siirekli bir fonksiyon

olsun. f in E iizerinde diizgiin siirekli olmadigini kabul edelim. Bu durumda Vn € N i¢in;

|xn_yn| < 1/Tl
ve

|f(xn) - f(yn)l > €o

olacak sekilde bir £, > 0 ve elemanlar1 E kiimesinde olan (x,,) , (y,,) dizileri vardir. E

ward kompakt oldugundan (x,,) dizisinin bir (xnk) quasi Cauchy alt dizisi vardir. Diger

taraftan (ynk) dizisinin bir (ynk_) quasi Cauchy alt dizisi vardir. Buradan
]

Xp, —X < |x > | + | - + | -Xx
| ng. e nkj :VTij YTij Ynkj+1 ynkj+1 nk

Jj Jj+1 Jj+1

saglandigindan ve (ynkj) quasi Cauchy oldugundan (xnkj) quasi Cauchy bulunur. Bu
durumda;

71 = Xm0 %2 = Yy, 1023 = Xy, 0 Za = Yy, 0 25 = Xy Z6 = Yny o oo alinarak
tanimlanan (z;) dizisi quasi Cauchy iken ( f (zj)) dizisi quasi Cauchy degildir. Bu ¢eliski
ispat1 tamamlar.

Sonug 3.3.17. Reel sayilar kiimesinin sinirli bir alt kiimesi lizerinde tanimli reel sayilar

kiimesi i¢ine ward siirekli her fonksiyon diizgiin siireklidir.
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BOLUM 4. METRIK UZAYLARDA QUASI CAUCHY DIiZILERIi

Bu boliimde, daha 6nce reel sayilar kiimesi iizerinde incelenmis olan quasi
Cauchy dizileri, ward kompakt kiimeler ve ward siirekli fonksiyonlar metrik uzaylarda

incelenmistir.

4.1. Metrik Uzayda Quasi Cauchy Dizileri

Tanmmm 4.1.1. (Quasi Cauchy Dizisi) Terimleri X metrik uzaymmdan alman bir
(x,,) dizisinin  ardigik  terimleri arasindaki uzaklik sifira yaklagiyorsa yani

lim d(x,44,x,,) = 0 oluyorsa (x,,) dizisine bir quasi Cauchy denir [11, 12, 19].
n—->oo

Bu tanimi1 € ve ny sembollerini kullanarak asagidaki sekilde ifade edebiliriz.

Ve > 0 igin n = n, oldugunda d(x,,,q,x,) < ¢ olacak sekilde £ a bagh bir n,
dogal sayis1 var ise (x,,) dizisine quasi Cauchy dizisi denir.

Bu tanima gore metrik uzaylarda da her Cauchy dizisinin ayn1 zamanda quasi

Cauchy dizisi oldugunu asagida gosterecegiz.

Teorem 4.1.2. (X,d) bir metrik uzay olsun. X deki her Cauchy dizisi quasi Cauchy
dizisidir.
Ispat. Terimleri X de olan herhangi bir (x,,) Cauchy dizisi alalim. (x,,) dizisinin quasi
Cauchy dizisi oldugunu gostermek i¢in herhangi bir £ > 0 alalim. (x,,) dizisi Cauchy
dizisi oldugundan dolayi n,m = n, oldugunda d(x,,, x,,) < ¢ olacak sekilde & sayisina
bagl bir n, pozitif tamsayis1 vardrr. Ozel olarak m =n + 1 yazarsak, n = n,
oldugunda d(x,41,x,) < € elde edilir. Béylece (x,) dizisinin quasi Cauchy dizisi
oldugu elde edilmis olur.

Metrik uzayda her yakmsak dizi Cauchy dizisi oldugundan her yakinsak dizinin
de quasi Cauchy dizisi oldugu yukaridaki teoremden goriilmektedir.

X normlu uzaymnda X igin ahsilmus metrik her x,y i¢in d(x,y) = ||x — y|| ile
tanimlanmaktadir. (x,) , X normlu uzayinda bir dizi olmak {izere, Ve > 0 i¢in n = n,
oldugunda ||x,,+; — x,|| < € olacak sekilde & a bagh bir n, dogal sayis1 var ise (x,,)

dizisine X de bir quasi Cauchy dizisi denir.
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Teorem 4.1.3. X normlu uzay olmak iizere X deki quasi Cauchy dizileri kiimesi bir vektor
uzayidir.

Ispat. X normlu uzaymdaki quasi Cauchy dizileri kiimesinin bir vektor uzay1 oldugunu
gostermek i¢in quasi Cauchy dizileri kiimesinde toplama ve skalerle carpma iglemlerinin
tanimli oldugunu gostecegiz.

Once iki quasi Cauchy dizisinin toplaminimn da quasi Cauchy dizisi oldugunu gosterelim.
X deki bir (x,) quasi Cauchy dizisini ve (y,) quasi Cauchy dizisini g6z Oniine

alalim.Herhangi bir € > 0 alalim.

(x,,) quasi Cauchy dizisi oldugundan lim (x,,; — x,) = 0 dir n > N; oldugunda;
n—->oo

IXn41 — xull < €/5 olacak sekilde N; € N vardir.Benzer sekilde (y,) quasi Cauchy

dizisi oldugundan lim (y,;; — ¥,) = 0 dir. n = N, oldugunda;
n—->oo
|Vnt1 — vull < 5/2 olacak sekilde N, € N vardir. max{N;, N,} = N olsun. n > N igin;

”(xn+1 + Yn+1) - (xn - Yn)” = ||(xn+1 - xn) + (Yn+1 - yn)” <

< %41 = xnll + lynss = yull < ¥/, + €/, =& bulunur.Yani

(x, + yy) dizisi quasi Cauchy bulunmus olur.

Simdi de (x,,) quasi Cauchy dizisi ve c sabit bir say1 ise (cx;,)
dizisinin de quasi Cauchy dizisi oldugunu gdsterelim. ¢ = 0 ise ispat asikardir. ¢ # 0

olsun. Gergekten; (x,) quasi Cauchy dizisi oldugundan lim (x,,; —x,) =0 dir.
n—-0co

Herhangi bir € > 0 alalm. n > N oldugunda |[x, ;1 — x, || < E olacak sekilde birn € N

vardir. Buradan;

£
”an+1 - an” = |C|“xn+1 - xn” =< |C|m =&

bulunur. Yani (cx,) dizisi quasi Cauchy bulunmus olur. O halde X deki quasi Cauchy

dizileri kiimesi bir vektor uzayidir.

Teorem 4.1.4. Terimleri normlu bir X uzayindan alinan her bir (x,,) quasi Cauchy dizi

icin

30



1Ce)lla = Il ll + supnenlln — xp4all

ile tanimlanan || |[yfonksiyonu X deki quasi Cauchy dizileri vektor uzay1 tizerinde bir
normdur.

Ispat. || ||, fonksiyonunun norm kosullarmi sagladigmni gosterelim;

N1) Norm ozelliginden || ||, fonksiyonunun pozitif degerli oldugu agiktir. O halde

|(x,)lla = 0 & x,, = 0 oldugunu gostermeliyiz.

G lla = llxall + supnenlixn — xpiall = 0 & llxq |l = 0 ve

0< ”xn - xn+1” < SuanN”xn - xn+1” =0 ”xn - xn+1” =0 (VvneN)

S x;=0ven=1licinl|lx; —x,|| =0isex, =0
n=2icin||lx, —x3|| =0ise x3 =0
ve bu sekilde devam ederek ||x,_; — x|l = 0 & x,, = 0 bulunur.

N2) ¢ € R olmak tizere;

llcCe)lla = llexq |l + suppenllc. x, — c. xp 41l = lelllxy | + lclsuppenllx, — xp41 1l =

= lel(llxll + suppenllxn = 25441 = lelllGe)lla bulunur.

Na) l|(xn) + )lla = llxg + y1ll + supnenll Cen + ¥) — (s + yns DIl <

< lxgll + lya |l + suppenUlxn = X1l + 1y = Yusall) =

= |lx1 |l + suppenllxn = Xns1ll + Nyl + suppenllyn — vl =

= |[(x)lla + 17 )Ila bulunur.

N1), N2) ve N3) gergeklendiginden || ||, fonksiyonu X deki quasi Cauchy dizileri vektor

uzay1 tizerinde bir normdur.
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4.2. Metrik Uzaylarda Ward Kompakthk

Tamm 4.2.1. (Metrik uzaylarda ward kompakthk) Terimleri X in bir E alt kiimesinden
alman her bir (x,,) dizisinin en az bir quasi Cauchy alt dizisi var ise E kiimesine ward
kompakt kiime denir [19].

Bu tanima gore X in sonlu her alt kiimesinin ward kompakt oldugu hemen
gorlilmektedir.

X deki ward kompakt bir kiimenin her alt kiimesi de ward kompakttir, dolayisiyla
X in ward kompakt alt kiimelerinin keyfi kesisimi de ward kompakt oldugu agikca
goriilmektedir. A ve B, X in ward kompakt iki alt kiimesi oldugunda A U B nin de ward
kompakt oldugu elde edilebilir.

Teorem 4.2.2. (X,d) bir metrik uzay olsun. X in total sinirli olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul X in ward kompakt olmasidir [10, 19].

Ispat. X in total smirli oldugunu kabul edelim, (x,,) dizisi de elemanlar1 X kiimesinde
olan bir dizi olsun. X, ¢ap1 1’den kiigiik sonlu sayida alt kiimesi tarafindan ortiiliir. Bu
kiimelerden birini X; ile gosterirsek; X;, n nin sonsuz sayida degeri i¢in x,, i igerir.

Xn, € X olacak sekilde n, pozitif tamsayisini segebiliriz. X, total sinirli oldugundan ¢ap1
1/2 den kiigiik olan sonlu sayida alt kiimesi tarafindan ortiiliir. Bu alt kiimelerden birini
A, ile gosterelim. A,, n nin sonsuz sayida degeri i¢in X, 1 igerir. n, > ny Ve xp, € A,
olacak sekilde n, pozitif tamsayismi segelim. A, < X; oldugundan x,, € X; olur. Bu
sekilde devam ederek herhangi bir k pozitif sayis1 i¢in, A,_;’ in, cap1 1/k dan kiigiik Ay
alt kiimesini elde edebiliriz. Burada ny < ny,_; i¢in x,, € Ay dir. Her x,,, Xy, , - Ag
kiimesinde bundugundan ve A; nm ¢ap1 1/k dan kiigiikk oldugundan (xnk), (x) in bir
quasi Cauchy alt dizisidir.

Karsit olarak, elemanlar1 X den alinan her dizinin bir quasi Cauchy alt dizisinin
var oldugunu ve X in total sinirli olmadigini kabul edelim. Bu durumda X in sonlu bir ¢ —
ag1 olmayacak sekilde bir € > 0 vardir. X in herhangi bir x; elemanmi alalim. X total
sinirli olmadigindan S, (x;) # X olur, aksi takdirde {x;}, X in sonlu bir ¢ — ag: olurdu.
Buradan x, & S.(x;) yani d(x;,x,) = € olacak sekilde x, € X vardir. O halde,

Se(x1) U S.(x,) # X dir, aksi takdirde {x;, x,} sonlu bir ¢ — agt olurdu.

x3 & S.(x;) US.(x,) olsun, yani;
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d(xqy,x3) = eved(x, x3) =& dur.
Bu sekilde devam ederek;

@ UEES.(x) (n=23,..) yani

dlx;,x,)=2¢e,(i=12,..,n—1ve n=12,...) (n#1)

olacak sekilde elemanlar1 X den alinan bir (x,,) dizisi olusturabiliriz.

Sonug olarak n # m saglayan Vn,m i¢in d(x,,x,,) = € oldugundan bu (x,,)
dizisinin hig¢ bir quasi Cauchy alt dizisi yoktur. Bu bir ¢eliskidir. O halde X total sinirlidir
[10, 19].

4.3. Metrik Uzaylarda Ward Siireklilik

Tamm 4.3.1. (Ward siireklilik) X in bir E alt kiimesinden Y igine bir f fonksiyonu eger
quasi Cauchy dizilerini quasi Cauchy dizilerine doniistiiriiyorsa, yani terimleri E de olan
her (x,,) dizisi quasi dizisi i¢in (f(x,)) doniisiim dizisi quasi Cauchy dizisi oluyorsa f

fonksiyonuna ward siireklidir denir [19].

Teorem 4.3.2. E € X olmak iizere E lizerinde tanimli ve bir Y metrik uzayma ward
stirekli her fonksiyon stireklidir

Bu teorem, ispat1 Teorem 3.3.3. iin ispatina benzerlik gdsterdiginden, ispatsiz
olarak ifade edilmistir.

Bu teoremden ward siirekli fonksiyonlarin kiimesinin siirekli fonksiyonlarn

kiimesinin bir alt kiimesi oldugu goriilmektedir.

Teorem 4.3.3. Bir X normlu uzaymin bir alt kiimesinden bir Y normlu uzayna ward
stirekli iki fonksiyonun toplami ward siireklidir.

Ispat. f ve g ward siirekli iki fonksiyon olsun. f + g toplam fonksiyonunun da ward
stirekli oldugunu gosterelim. Bunun i¢in herhangi bir (x,) quasi-Cauchy dizisini ve
herhangi bir € > 0 alalim. f ward siirekli oldugundan (f(xn)) dizisi quasi-Cauchy

dizisidir yani;

111im (f (xps1) — f(x2)) = 0 dir. n = N; oldugunda;
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IIf Ocpyr) — FGeDI < 5/2 olacak sekilde N; € N vardir. Benzer sekilde g fonksiyonu

ward siirekli oldugundan (g(x,,)) dizisi de quasi-Cauchy dizisidir yani;
lim (g (xp41) — g(x,)) = 0 dir. n > N, oldugunda;
n—-o0o

lgCene) — gDl < ‘9/2 olacak sekilde N, € N vardir. max{N;, N,} = N olsun. n >

N i¢in;

If (tns1) = FOIN + g (nsa) — gGedll < €/5 + €/, = € oldugundan, yani

lm [(f + ) Cenia) = (f + @] = lim [f (xn 1) = f ()] + 1im [9Cenr1) — g(xn)]
=0

oldugundan f + g ward siireklidir.

Teorem 4.3.4. Eger f fonksiyonu bir X normlu uzayinin bir alt kiimesinden bir Y
normlu uzaymna ward siirekli ise, ¢ € R icin c. f de ward siireklidir.
Ispat. ¢ = 0 i¢in 0.f = 0 oldugundan dogrulugu aciktr. ¢ # 0 alalim. f ward siirekli

olsun. c. f fonksiyonunun ward siirekli oldugunu gdstermek i¢in herhangi bir (x,,) quasi
Cauchy dizisi alalim. f ward siirekli oldugundan (f (x,,)) dizisi quasi Cauchy dizisidir,
yani (f(xpe1) — f(xy,)) dizisi sifira yakmsar. Herhangi bir & > 0alahm. n >N

oldugunda ||f (xp41) — f(x )l < f olacak sekilde bir n € N vardir. Buradan;
I(cf) (xner) = (€Dl = lle. f(xpea) — ¢ f )l =

= lelllf Gpen) = F N < lel = =

|cl
bulunur. Boylece c. f fonksiyonunun ward siirekli oldugu gosterilmis olur.

Sonug 4.3.5. Bir X normlu uzaymin bir alt kiimesinden bir Y normlu uzayina ward siirekli

fonksiyonlarin kiimesi, siirekli fonksiyonlar vektor uzaymnm bir alt vektdr uzayidir.

Teorem 4.3.6. Bir X normlu uzaynmn bir alt kiimesinden bir Y normlu uzaymna ward

stirekli fonksiyonlarin kiimesi siirekli fonksiyonlar uzaymin kapali bir alt vektor uzayidir.
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ispat. E € X olmak {lizere E lizerinde ward siirekli fonksiyonlarm kiimesini W[E] ile

gosterelim.f € W[E] olsun. W[E] de, Ilim fi = f olacak sekilde bir (f},)

dizisi vardir. f nin ward siirekli oldugunu gostermek igin, (x,) quasi Cauchy dizisini ve

herhangi bir & > 0 alalim.
]lim fr = f oldugundan, Vx € E i¢cin n > N oldugunda
f(x) = fLoOll < € /3 olacak sekilde bir N € N vardir. fyy ward siirekli oldugundan

n = N, oldugunda;

Il fy (pe) = fn eIl < € /3 olacak sekilde N den biiyiik bir N; € N vardir. Buradan

n = N; i¢in;
”f(xn+1) - f(xn)” =
= f Censr) = fuv Gensr) + fiv Censn) = fiv Oen) + fiu (o) — FOe)Il <

< ”f(xn+1) F fN(xn+1)” + “fN(xn+1) - fN(xn)” + ”fN(xn) - f(xn)” <

< 5/3 + 8/3 + 8/3 = ¢ bulunur.

O halde f, ward siireklidir. Dolayisiyla W[E] < WIE] elde edilir. W[E] = W[E]

bulunmus olur.

Teorem 4.3.7. Bir X normlu uzaymin bir alt kiimesinden bir Y normlu uzayina olan f
fonksiyonu ward siirekli bir fonksiyon ise, her x € X igin g(x) = [|f (x)]| ile tanimlanan
g fonksiyonu da ward stireklidir.

Ispat. f ward siirekli bir fonksiyon olsun. Herhangi bir (x,,) quasi Cauchy dizisini alalim.
Bu takdirde Ve > 0 i¢in n = ng oldugunda ||x,.,; — x,, || < & olacak sekilde & a bagli bir

n, dogal sayis1 vardir. Mutlak deger fonksiyonun 6zelligi kullanilarak

|9 (1) = g o)l < If (tnea) = fO)I] <€

bulunur. O halde g fonksiyonu ward siireklidir.
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Teorem 4.3.8. Bir X normlu uzaymnn bir alt kiimesinden bir ¥ normlu uzayma f ve g
fonksiyonlar1 ward stirekli iki fonksiyon ise, ||f — g|| fonksiyonu da ward siireklidir.

Ispat. Bu teoremin ispat1 yukaridaki teoremlerden elde edilse de biitiinliik i¢in dogrudan
ispatimi veriyoruz. f ve g ward siirekli iki fonksiyon ise f — g fonksiyonunun da ward
stirekli oldugunu biliyoruz. h = f — g diyelim. ||h|| = ||f — g || fonksiyonunun ward
stirekli oldugunu gostermek igin herhangi bir (x,,) quasi Cauchy dizisini alalm. h ward
siirekli oldugundan (h(x,,)) dizisi quasi Cauchy dir, yani (h(x,41) — h(x,)) dizisi sifira
yakinsar. Herhangi bir € > 0 alalm, n > N oldugunda ||h(x,4,) — h(x,)|| < & olacak

sekilde bir N € N vardir. Norm fonksiyonunun 6zelligi kullanilarak
1R Cens DIl = IRCeDNT < 1R (ens1) — Rl < & bulunur. O halde
I|Rll = Ilf — g || fonksiyonu ward siireklidir.

Sonug 4.3.9. Bir X normlu uzayinin bir alt kiimesinden reel sayilar uzaymna olan f ve g

fonksiyonlar1 ward siirekli iki fonksiyon ise,

max{f,g}=%(f+g)+%||f—g |

ve

1 1
min{f,g} =5+ —slf gl
olarak tanimlanan max{f, g} ve min{f, g} fonksiyonlar1 da ward siireklidir.

Teorem 4.3.10. Bir X normlu uzaymin bir alt kiimesinden bir Y normlu uzayma olan
ward siirekli iki fonksiyonun bileskesi ward siireklidir.
Bu teorem, ispat1 Teorem 3.3.10. un ispatma benzerlik gosterdiginden, ispatsiz

olarak ifade edilmistir.

Yardimcir Teorem 4.3.11. Bir X metrik uzayinin bir E alt kiimesinden bir ¥ metrik
uzayina siirekli fonksiyonlarin uzayir C[E] olmak {izere C[E] nin bir D alt kiimesinin

kapali olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul terimleri D de olan yakinsak her dizinin limitinin

D de olmasidir [7, 17].
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Teorem 4.3.12. Bir X metrik uzaynin bir alt kiimesinden bir ¥ metrik uzayma ward
stirekli fonksiyonlarin kiimesi siirekli fonksiyonlar uzaymin kapali bir alt vektor uzayidir.

ispat. E € X olmak {lizere E lizerinde ward siirekli fonksiyonlarm kiimesini W[E] ile

gosterelim.f € W[E] olsun. W[E] de,

]lim fr = f olacak sekilde bir (f},) dizisi vardir. f nin ward siirekli oldugunu gostermek

i¢in, (x,) quasi Cauchy dizisini ve herhangi bir & > 0 alalim.

]lim fi = f oldugundan, Vx € E i¢in n = N oldugunda d(f(x), f,(x)) < 8/3 olacak

sekilde bir N €N vardwr. fy ward siirekli oldugundan n > N; oldugunda
d(fy (xn+1), fv (xn)) < €/3 olacak sekilde N den biiyiik bir N; € N vardir. Buradann >

Nj; i¢in;
d(f(xn+1)'f(xn)) < d(f(xn+1):fN(xn+1)) + d(fN(xn+1),fN(xn)) +
+d(fy (), f(xn)) <8/3+E8/3+8/3=¢

bulunur. O halde f, ward siireklidir. O halde f fonksiyonu W [E] nin elemani olur. Yani

WI[E] < WIE] elde edilir. W [E] = W[E] bulunmus olur. O halde W[E] kiimesi kapalidir.

Teorem 4.3.13. Bir X metrik uzaymnimn bir ward kompakt alt kiimesi tizerinde taniml1 ve
bir Y metrik uzay1 igine ward stirekli fonksiyon diizgiin siireklidir.
Ispat. E € X ward kompakt bir kiime ve f, E den Y metrik uzay1 i¢ine ward siirekli bir

fonksiyon olsun. f in diizgiin siirekli olmadigini kabul edelim. Bu durumda Vn € N i¢in;

d(xn: yn) < 1/n
ve

dY(f(xn):f(yn)) =&

olacak sekilde bir &5 > 0 ve elemanlar1 E kiimesinde olan (x,), (y,) dizileri vardir. E

ward kompakt oldugundan (x,,) dizisinin bir (xnk) quasi Cauchy alt dizisi vardir. Diger

taraftan (ynk) dizisinin bir (ynk,) quasi Cauchy alt dizisi vardir. Buradan
J
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d (xnkj' xnkj+1) =d (xnij ynkj) td (YnijYnijrl) +d (ynkj+1' xnkj+1)

saglandigindan ve (ynk_) quasi Cauchy oldugundan (xnk.) quasi Cauchy bulunur. Bu
] J
durumda  z; =X, Z2 = Yn,, o 23 = Xny, 0 Za = Yy, 0 %5 = Xm0 Z6 = Yy oo

alinarak tanimlanan (Zj) dizisi quasi Cauchy iken (f(zj)) dizisi quasi Cauchy degildir.

Bu ¢eligki ispat1 tamamlar.

Teorem 4.3.14. X bir metrik uzay ve (f;,) , X in herhangi bir E alt kiimesi tizerinde tanimli
ward siirekli fonksiyonlarin dizisi olmak tizere, (f,,) dizisi bir f fonksiyonuna diizgiin
yakinstyorsa, f fonksiyonu E tizerinde ward siireklidir.

Ispat. x = (x,,) , E € X iizerinde bir quasi Cauchy dizisi ve £ > 0 olsun. Bu durumda

n > N oldugunda E nin her x elemant igin d(f, (x), f(x)) < €/3 olacak sekilde bir
N € N vardrr. fy ward siirekli oldugundan, n > Ny icin  d(fy (xns1), fv () < ¢/3

gercekleyen, N den biiyiik ve € a bagl bir N; € N vardir. Buradan n > N; i¢in;

d(f(xn+1)'f(xn)) < d(f(xn+1):fN(xn+1)) + d(fN(xn+1)’fN(xn)) +
+d(fy(xn), f(xn) < €/3+ E/3+E/3=¢

elde ederiz. Bu ise f fonksiyonunun E iizerinde ward siirekli oldugunu gosterir.

Lemma 4.3.15. X bir metrik uzay ve (¢, u,) , X in baglantili bir E alt kiimesinde

lim d (&,, u,) = 0 gergekleyen sirali ¢iftlerin bir dizisi olsun. Bu durumda herhangi bir
n-oo

pozitif i tamsayisi igin (&, ;) = (xj_l, xj) saglayan pozitif j tamsayisinin bulundugu bir
(x,,) quasi Cauchy dizisi vardir [11, 19].

Ispat. E baglantili oldugundan her bir k pozitif tamsayis1 i¢in z¥ = p, , Z,’l‘k = &1 VO

1 <i<ngigin d(zl-k,zik_l) < - olacak sekilde Z(’)‘,Z{‘, ...,Z,’fk sec¢ebiliriz. Simdi

1 1 2 2 k k
(51'.‘11'21' s Zny 1820 M2y 215 ooes Zy 15§30 M3) vy Sho Mis 215 w05 Zyy— 15 Skt 10 Ml 41 )
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dizisini olusturalim. Bu diziyi (x,,) ile gosterirsek herhangi bir i pozitif tamsayisi igin
&) = (xj_l,xj) olacak sekilde bir j pozitif tamsayisi elde ederiz ve boylece ispat

tamamlanmis olur.

Teorem 4.3.16. X bir metrik uzay olmak tizere, X in baglantili bir alt kiimesi {izerinden
bir Y metrik uzayina tanimli bir fonksiyonun diizgiin siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul ward siirekli olmasidir.
Ispat. E, X in baglantil bir alt kiimesi ve f , E iizerinde taniml1 bir fonksiyon olsun. f
in E iizerinde diizgiin siirekli oldugunu kabul edelim ve ward siirekli oldugunu
gosterelim. Bunun i¢in herhangi bir (x,,) quasi Cauchy dizisini ve € > 0 alalim.
f , Elzerinde diizgiin sirekli oldugundan x,y € E i¢in d(x,y) < & oldugunda
dy(f(x), f()) < & olacak sekilde bu & a bagli bir § > 0 vardir. Bu § > 0 i¢in
n > N oldugunda Ax, < § olacak sekilde N = N(&) = N, (&) vardir. Buradan
n > Nigin Af(x,) < eolur. O halde (f(x,)) quasi Cauchy dizisidir yani f fonksiyonu
ward stirekli bulunmus olur.

Simdi f in diizgiin stirekli olmadigini kabul edelim. Bu takdirde V& > 0 igin
d(x,y) <8 ve dy(f(x),f(¥)) = ¢ olacak sekilde bir € >0 ve x,y € E vardr.

Dolayisiyla VN € N i¢in d(x,, y,,) <% ve dy(f (x,), f(7,)) = € yazabiliriz. Lemma
4.3.15’den dolayz, Ill_{glo d(xnk+1, xnk) =0ve dy (f(xnk+1),f(xnk)) > ¢ olacak sekilde

(xnk) alt dizisi olusturulabilir. ( f (xnk)) quasi Cauchy olmadigindan 1spat tamamlanmis

olur.
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BOLUM 5. SONUC

Bu ¢alismada quasi Cauchy dizileri hem reel uzayda hem de metrik uzaylarda ele
alimmig ve simdiye kadar yapilmis olan arastirmalar incelenmekle birlikte daha dnceki
arastirmalarda yer almayan bazi teorem ve sonuglar da sunulmustur. Reel uzayda ward
kompakthigin sinirliliga esdeger oldugu ve metrik uzaylarda ise ward kompakthgm total
smirliliga denk oldugu ispatlar ile birlikte verilmistir. Sinirhi kiime lizerinde ve aralik
iizerinde ward siirekliligin reel fonksiyonlar i¢in diizgiin siireklilige esdeger oldugu; total
siirlt kiime iizerinde ve baglantili kiime {izerinde ward siirekliligin metrik uzaylarda

diizgiin siireklilige denk oldugu ayrmmtili olarak gosterilmis ve sonuglar1 incelenmistir.

40



[1]
[2]
3]
[4]
[5]
[6]
[7]
[8]
[9]
[10]
[11]

[12]
[13]

[14]
[15]
[16]
[17]
[18]

[19]

KAYNAKCA

H. Kizmaz, "On certain sequence spaces," Canadian Mathematical Bulletin, vol.
24, pp. 169-176, 1981.

H. Cakalli, "Forward continuity,” Journal of Computational Analysis and
Applications, vol. 13, pp. 225-230, 2011.

N. L. Braha and H. Cakalli, "A New Type Continuity For Real Functions,"
Journal of Mathematical Analysis, vol. 7, 2016.

I. Canak and M. Dik, "New types of continuities," in Abstract and Applied
Analysis, 2010.

W. A. Sutherland, Introduction to metric and topological spaces: Oxford
University Press, 20009.

E. Bulut, Topoloji Ankara: Giiven Yayinevi, 1983.

I. J. Maddox, Elements of functional analysis: CUP Archive, 1988.

Y. Soykan, Metrik uzaylar ve topolojisi Nobel Akademik Yaycilik, 2012.

S. Yiiksel, Genel topoloji Egitim Akademi Yayinlari, 2011.

P. K. Jain and K. Ahmad, Metric spaces: Alpha Science Int'l Ltd., 2004.

D. Burton and J. Coleman, "Quasi-cauchy sequences,” The American
Mathematical Monthly, vol. 117, pp. 328-333, 2010.

P. N. Natarajan, Classical summability theory: Springer, 2017.

H. Cakalli, "Sequential definitions of compactness," Applied Mathematics Letters,
vol. 21, pp. 594-598, 2008.

S. Lin and L. Liu, "G-methods, G-sequential spaces and G-continuity in
topological spaces,” Topology and its Applications, vol. 212, pp. 29-48, 2016.

J. Connor and K.-G. Grosse-Erdmann, "Sequential definitions of continuity for
real functions,” The Rocky Mountain Journal of Mathematics, pp. 93-121, 2003.
H. Cakalli, "On G-continuity,” Computers & Mathematics with Applications, vol.
61, pp. 313-318, 2011.

O. Cakar, Fonksiyonel Analize Giris I Ankara: A.U. Fen Fakiiltesi Yaymlari,
2007.

H. Cakalli, "5-quasi-Cauchy sequences,” Mathematical and Computer Modelling,
vol. 53, pp. 397-401, 2011.

H. n. Cakalli, "Statistical quasi-Cauchy sequences,” Mathematical and Computer
Modelling, vol. 54, pp. 1620-1624, 2011.

41



