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ABSTRACT

CRUM TRANSFORMATIONS OF DISCRETE STURM-LIOUVILLE
EQUATIONS
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M.Sc. in Mathematics Department
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Abdullah KABLAN
January 2019

43 pages

We consider a general weighted second-order difference equation. Two
transformations are studied which transform the given equation into another
weighted second order difference equation of the same type, these are based on the
Crum transformation. We also show how Dirichlet and non-Dirichlet boundary

conditions transform as well as how the spectra and norming constants are affected.
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Liouville boundary value problems



OZET

AYRIK STURM-LIOUVILLE DENKLEMLERININ CRUM TiPi
DONUSUMLERI
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Tez Yoneticisi: Do¢. Dr. Abdullah KABLAN
Ocak 2019

43 sayfa

Bu c¢aligmada genel agirlikli ikinci mertebeden bir fark denklemini inceleyecegiz.
Verilen denklemi bir diger ayni tiirdeki genel agirlikli ikinci mertebeden denkleme
dontistiiren iki doniisiimii ¢alisacagiz. Halihazirda bu doniisiimler Crum doniistimiine
dayandirilmistir. Normallestirici katsayilar ve spektrumlarin nasil etkilendiginin yani

sira Dirichlet ve non-Dirichlet sinir sartlarinin nasil doniistiiglinii de gosterecegiz.

Anahtar Kelimeler: Fark denklemleri, Fark denklemlerinin doniisiimleri, Sturm-

Liouville sinir deger problemleri
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Fark denklemi operatorii

Dogal sayilar kiimesi

aeN i¢in {a,a+1,...} kiimesi

a,beN i¢in {a,a+1,...,b—1} kiimesi

N , N(a) , N(a,b—1) kiimelerinden herhangi biri
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BOLUM 1
GIRIS

Bu tezin amaci Binding ve arkadaglarinin 6zellikle [1] ve [2] *deki (ayriktan
ziyade) stirekli Sturm-Liouville sinir deger problemlerinin doniisiimleri ve
faktorizasyonlar1 (¢arpanlarina ayrilmasi) tizerinedir. Burada fark denklemlerinin

dontigiimleri igin [3-5] ’teki yontem kullanilacaktir.

Bu tezde asagidaki forma sahip agirlikli ikinci mertebeden fark denklemi ele

alinacaktir:
1Y =€, Yo DY —Co 1Y s =CodY, (1)

burada c,>0 bir agirhk fonksiyonunu , b, ise bir potansiyel fonksiyonu temsil

n

etmektedir.

Oncelikle burada (1.1) ile ilgili | formal operatdriiniin iki faktorizasyonu
verilecektir. Her ne kadar bu operatoriin [2] ve [6] ’da goriilecegi lizere bircok
faktorizasyonu olsa da ileriki boliimlerde Teorem 3.1 ve Teorem 4.1 ’de verilecek
olan faktorizasyonlar bizim igin ayr1 bir 6neme sahiptir. Ciinkii bu faktorizasyonlar
sirekli Sturm-Liouville durumundaki faktorizasyonlara benzemektedir. Diger
taraftan, eger operator, Teorem 3.1 ’deki gibi SQ seklinde veya Teorem 4.1 ’deki
gibi PR seklinde faktorize edilirse, o zaman bizim ¢alismak istedigimiz Darboux-
Crum tipli doniisiim, sirasiyla Q veya R doniisiimleri ile verilir. Bu dontisiimiin
uygulanmasiyla, orijinal denklemle tamamen ayni olan dontstiiriilmiis denklem elde
edilmelidir. Bunu yapmak igin, ele alinan orijinal fark denkleminin (1.1) formunda

olmas gerekir. Ozel olarak; ¢, agirhigi, diagonal dis1 elemanlara baglhilig da belirler.

Burada belirtelim ki, daha genel denklem olan

CoYna— bn Yo tCaYoa = _a‘nﬂ’yn (12)



denklemi SQ olarak faktorize edilebilir; ancak, bu faktorizasyonun tersi olan QS

(1.2) ile aym tipte doniistiiriilmiis denklemi vermek zorunda degildir. Orijinal
denklemle tamamen ayn1 formda doniistiiriilmiis denklemi elde etmenin 6nemi ise,
en sonunda bizim (bu tezin neticesi olarak) bu doniistimleri (1.1) ’li siir deger
problemleriyle degisik sinir sartlar1 arasinda bir hiyerarsi kurmak i¢in kullanacak
olmamizdir. Diferansiyel denklem durumu i¢in [4] ’e bakilabilir. Bu tezde dncelikle
non-Dirichlet smir sartlarin1 Dirichlet sinir sartlarina doniistiiriip daha sonra tam
tersini yapacagiz. Yine bu tezin sonuglarindan biri de non-Dirichlet sinir sartlarinin,
A parametresini afin formda igeren sinir sartlarina doniistiiriilmesi ve bunun tersinin
yapilmasidir. Burada her zaman, doniistiiriilmiis sinir deger probleminin 6zdegeri ile
orijinal sinir deger probleminin 6zdegerleri arasindaki baglantinin nasil oldugunu

bilecegiz.

Teorem 3.1 ve Teorem 4.1 ’de verilen doniisiimler izospektral, yani ayni
spektruma sahiptir. Ozel olarak, hiyerarsi icinde 6zel bir noktada hangi déniisiimiin
uygulandigia bagli olarak, biz ya en kiiciik 6zdegeri kaybederiz ya da en kiigiik
6zdegerin de altinda bir 6zdeger kazaniriz. Burada belirtilmelidir ki ikinci boliim ve
liclincli boliimdeki dontistimler art arda uygulanirsa tam olarak baslangigtaki sinir
deger probleminin spektrumu elde edilir. Gergekten belirlenen sinir deger

probleminin en kiigiik 6zdegerinden daha kiiciik bir A ile birlikte (1.1) ’in z,

¢Oziimiinlin uygun bir se¢imi i¢in, Sonu¢ 4.3 ’ten, Teorem 3.1 ’de verilen
doniigiimiin uygulanmasi ve hemen ardindan Teorem 4.1 ’de verilen doniisiimiin
uygulanmasi ile elde edecegimiz sinir deger problemi, tam olarak orijinal sinir deger
problemi ile ayni fark denklemine, ayni sinir sartina ve dolayisiyla ayni spektruma

sahiptir.

Teschl’in [6] ’daki Jacobi operatorlerinin spektral ve ters spektral teorisi
lizerine olan c¢alismasinda ikinci mertebeden fark denkleminin faktorizasyonu
yapilmis ve bu c¢arpanlarin birbirinin eslenigi oldugu gosterilmistir. Fakat bu

calismada bundan daha farkli bir sistematik gosterilmistir.

Fark denklemleri, fark operatorleri ve bunlarin ¢ézlimlerinin varlig1 ve ingasi
[7] ve [8] ’de incelenmistir. Fark denklemleri bir¢ok alanda ortaya ¢iksa da, 6zellikle
yineleme hesaplarinda kullanilmaktadir. Fark denklemlerinin, devre analizinde,

dinamik sistemlerde, istatistikte birgok farkli alanda kullanimi vardir.
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Daha 6zel olarak, Atkinson’un [9] ¢alismasindan (1.1) fark denklemlerinin
asagida bahsedecegimiz li¢ fiziksel uygulamasini biliyoruz. Simdi bunlara kisaca

deginelim.

Bunlardan birincisi titresen yay problemi ile ilgilidir. Buradaki yay agirliksizdir

Ve Xy, X noktalarinda agirhgt c,,...,C olan m tane Pgs-ees Prs

m-1 P ¥m-1
parcaciklarini tagiyan bir yaydir. Yay birim miktarda gerdiriliyor. Bu durumda eger

S, » p parcaciginin t zamanindaki yer degisimi ise, o zaman yayin gerilmesinden

kaynaklanan geri ¢agirici kuvvetler c, ,(S,—S,,) ve —C,(S,,—S,) ’dir. Boylece

n+l

parcaciklar i¢in, hareketin ikinci mertebeden denklemini bulabiliriz. Bu denklemin

¢Oziminii S, =Y, cos(wt)  biciminde elde ederiz. Burada vy, ifadesi p,
parcaciginin salinimmin yiiksekligidir. Bu denklemin Yy, ifadesine gore ¢dziimii,

(1.1) formundaki fark denkleminin ¢oziimiine indirgenebilir. Degisik sinir sartlarinin
probleme empoze edilmesi ise, yayin bir veya iki ucunun sabitlenmesi veya herhangi

bir pargacigin sabitlenmesi demektir. Daha fazla detay i¢in [9] ’a bakilabilir.

Ikinci olarak, elektriksel sebeke teorisindeki birbirine denk senaryolarin varligidir.

Bu durumda c, indiiktans, 1/c, kapasidans ve s, de art arda gelen aglardaki

donen akimdir.

Ug terimli (1.1) fark denkleminin ii¢iincii uygulamas: da stokastik siireclerle ilgili
Markov zincirleridir. Markov Zinciri, Markov 6zelligini haiz bir stokastik
(degisken) siirectir. Bu oOzelligi haiz  olmak, mevcuttaki durum verildiginde,

gelecekteki durumlarin ge¢misteki durumlardan bagimsiz olmasi anlamina gelir.

Yukaridaki ii¢ uygulama, agirlik ile diyagonal dis1 elemanlar arasindaki
baglantidan dolay1 bir miktar kisitlanmis olsa bile yine de ilgi ¢ekicidir. (1.1) olarak
verilen {i¢ terimli fark denkleminin fizik uygulamalari elbette bunlarla sinirl degildir.

Burada deginilen uygulamalar kisitlamalardan soyutlanmis degildir.

Ug terimli fark denklemi ile ortogonal polinomlar arasinda agik bir
baglantinin oldugu [10] *da gosterilmistir. Her ne kadar bu ¢alismanin amaci olmasa
da, (1.1) ile verilen {i¢ terimli yineleme bagmtisint saglayan ortogonal polinomlarin
hangileri oldugu ve bu polinomlarin ne tir O6zelliklere sahip oldugu ayrica

calisilabilir.


http://www.wikizeroo.net/index.php?q=aHR0cHM6Ly90ci53aWtpcGVkaWEub3JnL3dpa2kvU3Rva2FzdGlrX3MlQzMlQkNyZSVDMyVBNw
http://www.wikizeroo.net/index.php?q=aHR0cHM6Ly90ci53aWtpcGVkaWEub3JnL3dpa2kvU3Rva2FzdGlrX3MlQzMlQkNyZSVDMyVBNw

[9] ’da Atkinson normallestirici katsayilarla {i¢ terimli yineleme bagintisini
saglayan ortogonal polinomlar arasindaki baginti verilmistir. Dolayisiyla burada
Teorem 3.1 ve Teorem 4.1 ’de verilen doniisiimler altinda normallestirici katsayilarin
nasil doniistiigiinii gostermek gerekir. Beklendigi lizere, siirekli durumdan dolay1
biliyoruz ki n- inci yeni normallestirici katsayi, orijinal normallestirici n- inci

katsaymm A, —A, ile ¢arpimidir. Veya hangi déniistimiin kullanildigina bagh

olarak yine orijinal n - inci normallestirici katsaymin 1/ 4, — 4, ile carpimudir.

Bu tez ¢alismasi asagidaki sekilde diizenlenmistir:

Birinci boliimde tezin yazilis amaci ile ilgili bilgiler verilmis ve diger disiplinlerle

olan iligkisinden kismi olarak bahsedilecektir.

Ikinci boliimde tez boyunca ihtiyag duyacagimiz tanim, teorem ve kavramlar

verilecektir.

Ucgiincii boliimde ise, u¢ noktalarda non-Dirichlet smir sartlarin sahip (1.1) fark
denklemini, yine u¢ noktalarda Dirichlet sartlarina sahip ve ayni formda olan fark
denklemine doniistiirecegiz. Boylelikle yeni sinir deger probleminin spektrumunun,
orijinal sinir degerinin spektrumuyla (en kiigiik 6zdeger hari¢) ayni oldugunu

ispatlamis olacagiz.

Dordiincii boliimde yine (1.1) formundaki fakat bu sefer u¢ noktalarda Dirichlet
sinir sartlarina sahip simir deger problemini ele alacagiz. Ve kabul edecegiz ki A,
verilen sinir deger probleminin en kiiclik 6zdegerinden daha kiiclik olmak iizere
A =17, i¢in (1.1) , kesin pozitif z, ¢6zliimiine sahiptir. Daha sonra, verilen bu sinir
deger problemini yine kendisiyle ayn1 formda olan fakat ug noktalarda non-Dirichlet
sinir sartlarina sahip siir deger problemine doniistiirecegiz. Elde edilen yeni sinir

deger probleminin spektrumunun bir fazla 6zdegere (ki buna A, diyecegiz) sahip

oldugunu gosterecegiz.

Once ikinci boliimde verilen doniisim ve hemen ardindan {iciincii boliimde
verilen doniisiim, genel olarak agirlikli ikinci mertebeden (1.1) formundaki fark

denkleminin izospektral doniisiimleridir.



Sonu¢ bolimiinde ise ikinci ve iliciincli bolimde yapilan islemlerin tersinin de
miimkiin oldugu gosterilmistir. Tersine diisiince ile, Crum doniigiimiine dayandirilan
bu doniisiimlerle normallestirici katsayilarin ve smir sartlarmin elde edilisini

verecegiz.



BOLUM 2

STURM-LIOUVILLE PROBLEMI VE FARK DENKLEMLERI

Bu boéliimde tez igin gerekli olan tanim, teorem ve kavramlar verilecektir.
Ozellikle Sturm-Liouville Problemi, Fark Denklemleri ve bazi Sturm-Liouville

denklemlerinin fark formu incelenecektir.

Ikinci mertebeden 6zeslenik lineer diferansiyel denklem,

[p()yT +a(x)y=h(x)

bigimindedir. Farz edelim ki, p ,q ve h fonksiyonlar1 verilen | araliginda siirekli

ve p(x)>0 olsun. Bununla birlikte

D:={y:y ve py', | araliginda siirekli diferansiyellenebilir}
bi¢iminde tanimlansin.

Tamm 2.1: D iizerinde tammli L lineer operatérii, X € | igin

Ly(x)=(p(x)y'(x)) +a(x)y(x)

seklinde tanimlansin. Bu durumda yukarida verilen 6zeslenik denklem kisaca

Ly =h(x)
seklinde yazilabilir. Burada
h(x)=0
denkligi var ise,
Ly=0



denklemine homojen ozeslenik diferansiyel denklem, aksi durumda Ly =h(x)

denklemine homojen olmayan ozeslenik diferansiyel denklem denir.

Tamm 2.2: Eger yeD ve Xel icin Ly(x)=h(x) ise, 0 zaman y ’ye |

araliginda Ly =h(x) denkleminin ¢oziimiidiir denir.

Teorem 2.3: (Varlik ve Teklik Teoremi) Kabul edelim ki p , g ve h
fonksiyonlar1 | araliginda siirekli ve ayrica p(x)>0 olsun. Eger ael ise, y, ve

y, verilen sabitler olmak iizere,
Ly =h(x)
y(@)=Yo » y'(a)=V,

olarak verilen baslangi¢ deger problemi bir tek ¢oziime sahiptir. Ve bu ¢ézliim tiim

| araliginda vardir.

Ispat: Oncelikle Ly=h(x) denklemini, ona esdeger olan vektdr denklemi

seklinde yazalim. Simdi Ly =h(x) denkleminin bir ¢6ziimii y Ve ayrica
z(x):=p(x)y'(x)
olsun. O halde

(X) = ——
Y00 =—5 709

olarak yazilabilir. Ayrica

esitligine ulasilir. Eger,

bi¢iminde tanimlaniyorsa, U(X) vektorii



u" = A(X)u+b(x)

vektor denkleminin ¢6ziimii olur. Burada

0 1
A(X):= p(x)
—a(x) 0
0
b(x):=
7|0
seklindedir. Bununla birlikte A(x) matrisi ve b(x) vektori |  araliginda

stireklidir. Tersine diigiiniirsek,
u'=A(x)u+b(x)

vektor denkleminin ¢ozimii

seklinde tanimlanan u(Xx) vektorii ise su durumda y de Ly=h(x) denkleminin

(skaler denklem) ¢oziimiidiir. Ve

esitligi vardir. Buradan

baslangi¢ deger problemi, | araliginin biitiiniinde bir tek u ¢dziimiine sahiptir. Bu

da | araligmin tamaminda Ly =h(x) denkleminin,



esitliklerini gercekleyen bir tek c¢oziimiiniin oldugunu gosterir. Dolayisiyla |

araliginda
Ly=(p(x)y") +a(x)y=h(x)
y(@)=Y, ¥Y'(a)=V,

olarak verilen baslangi¢c deger probleminin de bir tek ¢6ziimii vardir.

Burada
y(@)=vYo ¥Y(a)=V,
seklinde verilen sartlara baslangi¢ sartlar: denir.

Tamim 2.4: Kabul edelim ki y ve z fonksiyonlari, verilen | araligi tizerinde

diferansiyellenebilir olsun. x e | igin,

i )

ifadesine bu fonksiyonlarin Wronskian 't denir.

Teorem 2.5: (Lagrange Ozdesligi) Varsayalimki y ,z €D olsun. xe | igin

!

2(x) Ly (x) =y () Lz(x) ={z(x); y (x)}
esitligi vardir. Ayrica burada
{z(x); y(x)} = p(x)w[z(x), y(x)], xel

seklinde tammhdir. W[z(x),y(x)| ifadesi de y ve z  fonksiyonlarinmn

Wronskian’idir.



Ispat: y , zeD olsun. xel igin,

esitligi elde edilir. Bu esitlik diizenlenirse,

~2(0{(P(x)y' () +a(x)y(x)
(9P () +a(x)2(x)]
~2(0)Ly(x)-y()L2(¥
bulunur ki bu da ispatin tamamlanmas1 demektir.
Sonug 2.6: (Abel Formiilii) | aralig iizerinde
Ly =0

denkleminin ¢oziimleri y ve z olsun. ¥x el igin, C bir sabit olmak lizere

W[y(x),z2(x)]=—=

esitligi vardir.
Ispat: Kabul edelim ki | aralig: iizerinde
Ly=0

denkleminin ¢oziimleri y ve z olsun. Lagrange 6zdesligini kullanarak, VX e |

i¢cin

10



esitlikleri yazilabilir. Verilen | araliginda y ve z birer ¢oziim olduklarindan,

VX el igin,

Ve boylece, VX e | olmak lizere,

sonucuna ulasilir.

Sonu¢ 2.7: 'y, ve Y, ifadeleri

I
o

Ly

denkleminin ¢oziimleri ise ,
(i) v, vey,, Vxel igin lineer bagimsiz ancak ve ancak W |y, (X),y,(x)]=0 ,
(i) y, ve y, , ¥xel igin lineer bagimli ancak ve ancak W y, (), y,(x) |=0 dur.
Burada bir konuya deginelim. y, ,
Ly, =0, y;(a)=1 y;(a)=0
probleminin ¢6ziimii olsun. Ayni sekilde y, de
Ly, =0, y,(a)=0, y,(a)=1

probleminin ¢éziimii olsun. Bu iki ¢oziimiin de Wronskian’1 a noktasinda sifira esit
olmadigindan, (yukaridaki sonuca gore) verilen bu ¢oziimler | aralifinda lineer

bagimsizdir.

11



Teorem 2.8: y, ve y, , verilen 1 araliginda
Ly=0
denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimleri olsun. Buradan hareketle,
y=CY, +GY,

olarak ifade edilen vy ,

denkleminin genel ¢oztimiidiir.

Ispat: Kabul edelimki y, ve vy, ,verilen | araliginda
Ly=0
denkleminin lineer bagimsiz ¢éziimleri ve bununla birlikte y de
y=CY, +GY,
formunda olsun. Su halde
Ly =L[cy, +C,Y,]=c.Ly, +c,Ly, =0
olur. Bu yilizden
Ly=0
denkleminin bir ¢oziimii y ’dir. Tersine, varsayalim ki | araliginda
Ly=0
denkleminin bir ¢dziimii y olsun. X, € | olmak iizere,
Yo = ¥(%)
=y (%)

z(x)=cy, (X)+¢,Y, ()

12



olsun. ¢, ve c, sabitlerini dyle segelim ki ,
2(%,) =Y,
(%)=,
olacagini gosterelim. Burada son iki denklem,
Y (%) +C,Y, (%) =Y

Clyl’(X0)+C2y; (Xo) =Y

bicimindeki denklemlere denktir. Bu sistemin katsayilar matrisinin determinanti,

yukarida verilen sonug 15181nda,
WIY.y,](%)=0

olur. Simdi, bu sistemin tek ¢dziimii ¢, Ve ¢, olsun. Oyleyse

Z=CY, +GY,
olarak verilen z ;
Ly=0

denkleminin, X, noktasinda, y  ’nin sagladig1 gibi, ayn1 baslangi¢c kosullarimi
saglayan bir ¢ozlimiidiir. Fakat baglangi¢ probleminin ¢6ziimiiniin tekliginden y ve

Z ayni ¢oziimdiir. Buradan,

y=0CY,+GCY,
sonucu elde edilmis olur.
Simdi bu temel giris kismindan sonra asagidaki alt basliklara gecelim.

2.1. Sturm-Liouville Problemi
Sturm-Liouville diferansiyel denklemi,

(POAY')+(Ar(x)+a(x))y=0 (2.1)

13



bi¢imindedir. Burada p ve q katsayr fonksiyonlar1, verilen bir | araliginda
stireklidir ve p(x) >0 ’dir. r katsay1 fonksiyonu ise | araliginda reel degerli siirekli

bir fonksiyon ve r(x) >0 ’dir; fakat | araliginda sifira denk degildir. (2.1) denklemi
Ly =—Ar(x)y
formunda yazilabilir.

Tamm 2.9: « ,S ,y ve & degerleri, a’+3°>0 ile y*+5° >0 sartlarim

saglayan sabitler olmak iizere,

Ly =-Ar(x)y (2.2)
ay(@)-py'(a)=0 (2.3)
yy([©)+56y'(b)=0 (2.4)

bi¢imindeki probleme Sturm-Liouville Problemi denir.

Tamm 2.10: Tanim 2.9 *da verilen Sturm-Liouville Problemi, bir A =4, i¢in Y,
asikar olmayan ¢Ozliimiine sahip ise, A, degerine Sturm-Liouville Probleminin
ozdegeri ve Y, ifadesine de bu dzdegere karsilik gelen dzfonksiyon denir. Ayrica

(4, Y,) ciftine de Sturm-Liouville probleminin oz¢ifti denir.

(4, Y,) » Tanim 2.9 ’daki Sturm-Liouville probleminin 6z¢ifti ise ve ayrica k

sifir olmayan bir sabit ise 0 zaman (4,,ky,) ¢ifti de bu problemin 6zgiftidir.

A, » Tanim 2.9 ’daki Sturm-Liouville probleminin 6zdegeri olsun. Bu 6zdegere

karsilik gelen yalnizca bir tane lineer bagimsiz 6zfonksiyon var ise A, 6zdegerine

basit ozdegerdir denir.

2.2. Fark Denklemleri

Bu alt baslikta fark denklemleri ile ilgili bazi tanimlar verilmistir.

Kullanilacak olan bazi notasyonlar ise su sekildedir:

N={0,1..},

14



aeN i¢cin N(a)={a,a+1,...},
a,beN i¢in N(a,b-1)={a,a+1,...,.b—-1} .
Burada a <b—1<oo dur. Bu ii¢ kiimeden herhangi biri N ile gosterilecektir.

n,n,eN ven >n, igcin

if(k)=0 ve f‘]f(k):l
k=n,

k=n,
olmak iizere f(n) , N kiimesi {izerinde tanimli bir fonksiyon olsun.

Tamm 2.11: neN ve f(n) , N kiimesi iizerinde taniml1 bir fonksiyon olmak

uzere
Ef (nN)=f(n+1)

ise E ye ileri operatér denir. Dolayisiyla m pozitif tamsayist igin su esitlik

yazilabilir:

E"f(n)=E[E™f(n)]=f(n+m) .

Tammm 2.12: neN olmak iizere If (n)= f(n) esitligi saglamyorsa | ya birim

operator denir.
Tamm 2.13: neN olmak iizere
Af (n)=f(n+1)— f(n)
ifadesine ileri fark,
Vi(n)=f(n)—f(n-1)
ifadesine de geri fark operatdrii denir.

Tamm 2.14: neN bagimsiz degiskenini ve Y, bilinmeyenini iceren

f[n’yn’yn+1""1yn+m]:O (25)
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fonksiyonel denklemine Fark Denklemi denir. Burada f fonksiyonu n ve y, ‘e

baglidir. (2.5) denkleminin mertebesi, denklemde bulunan n degerinin en yiiksek

degisimi ile en diisiik degisiminin farkidir. Ornegin;
Ynia _3yn+3 +5yn+l =0
denklemi ti¢lincli mertebeden bir denklemdir.

2.3. Baz1 Sturm-Liouville Denklemlerinin Fark Formu

Bu altbaglikta bazi Sturm-Liouville denklemlerinin fark formundan

bahsedecegiz.

Homojen ve lineer sinir deger problemlerinin asikar olmayan ¢oziimleri
olabilir. Fark denkleminin katsayilar1 veya sinir kosullar1 bir parametreye bagh ise,
matematiksel fizigin oncii problemlerinden birisi asikar olmayan ¢oziimlerin varlig
icin parametrenin degerini veya degerlerini belirlemektedir. Parametrelerin bu 6zel
degerlerine dzdegerler ve 6zdegerlere karsilik gelen asikar olmayan ¢oziimlere ise

ozfonksiyonlar denir. Fark denkleminden olusan sinir deger problemi,
Alp(n=DAy, ,]+aq(n)y, +Ar(n)y, =0, neN( N) (2.6)
ve smir kosullari
Yo=@¥1 s Yna =By (2.7)

bi¢imindedir. Burada N(,N)=4{,..,N} ’dir. Bu probleme Sturm-Liouville
Probleminin Fark Formu denir. (2.6) fark denkleminde, A bir parametredir ve p ,
q ve r fonksiyonlar ise dogal say1 olmak kaydiyla sirastyla N(O,N) , N(, N) ve
N(, N) kiimelerinde tanimlidir. neN(O,N) i¢in p(n)>0 , neN(,N) ig¢in

r(n) >0 dir. (2.7) sinir sartlarinda « ve A bilinen sabitlerdir.
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BOLUM 3
DONUSUMLER 1

3.1. Denklemin Doniisiimii

(1.1) ’in farkli sekilde yazilmis formu olan asagidaki ikinci mertebe fark

denklemini ele alalim.

Co¥Yna— (bn - ADCn ) Yn +CaYna1="GC, (ﬁ’ - ﬂo)yn (3 1)

Burada n=0,...,m-1 ’dir. h ve H sabitler olmak tizere (1.1) ’in asagidaki siir
sartlarini saglayan en kiiglik 6zdegerini 4, ile g6sterelim[9] .

hy,+Y,=0, Hy,,+y,=0 (3.2)

n=0,...,m—1 olmak iizere asagidaki formal operatdriin bir faktorizasyonunu bulmak

istiyoruz:

b
Iyn =="Ynu +[C_n_ﬂ'0j Yo —

n

CC“ Vo1 = (A= A)Y, (3.3)

oyle ki burada 1=SQ ve hem S hem Q birinci mertebeden formal fark

operatoridiir. [11]

Teorem 3.1: ug , (1.1) ’in A=4, a karsilik gelen ¢6ziimii olsun. Simdi

asagidaki formal fark operatorlerini tanimlayalim:

u.c
Syn = yn - yn—l %
u,c,
. (3.4)
Qyn = Y1 Yn ng

n

burada S i¢in n=0,..m ve Q i¢in n=-1..,m-1 ’dir. O zaman ly, =SQy, |,

N=0,..,m-1 vyazilabilir ve bundan sonra doniistiiriilmiis operatdr olarak
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adlandiracagimiz | operatrii Tyn =QSy, , n=0,..,m-1 bicimindedir. Ki bu
durumda doniistiiriilmiis operator su sekilde olur:

C.Y.,—by +¢ .y ,=-CA¥y. , n=0,..,.m-2 (3.5)
Burada;
0
¢ =%h% 0 n=-1..m-1 (3.6)
n uo
n+l
~ u’c c .u’., b u’c
b = nn__ nltncl o o -1  n=0,.,m-1 3.7
" |:ur?+lcn+l Cnur(‘l) Cn ﬂo ur?+1 ( )
seklindedir.

Ispat: S ve Q ’nun tammindan asagidaki esitlik elde edilir:

Uy, Upa Yo Up Up 1Co
SQyn =3 (yml _u_gl ynj =You— UT? _|:yn - U,?,l ynl} UéC : (38)

n=n

(3.3) ’ten ve U,, ’in yerine yazilmasindan sonra ifade diizenlenirse;

1 C b ul.c C
S — _ | _ UO— n-1 UO +_nu0 _ ni*nd n-1
Qyn yn+l ur? |: ﬂ'O n Cn n-1 Cn n i| yn yn ur?cn yn—l Cn
b, C,.
= yn+l_(a_ﬂ0]yn + Cnl Yna (39)
=—(A-2)Y,

esitligi n=0,...,m—1 olmak iizere elde edilir. Boylece | =SQ dur. Simdi Qy, =V, ,

n=-1,...,m-1 diyelim. Bu durumda;

stn = QSQyn = _Q(ﬂ“ _ﬂo)yn = _(/1 _//lO)Yn (310)

n=0,..,m-1 esitligine ulasilir. Bu da beklenen doniistiiriilmiis denklemdir.

I ’yi bulmak i¢in QSY, ifadesini belirlememiz gerekir. Oncelikle,
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0
Syn :yn_ynluL(l)—:::nl ’ n:O,...,m—l (311)

n

dir. Boylece n=0,...,m—2 igin,

V v 7 ur(l)cn ~ ~ Ur? Cn ur?
Q(Syn) - y”+l - yn 0 . _[yn - yn—l 7; 1] 31

n+1~n+1 n>n n (3 12)
0 0 0 0 '
Y Y unCn un 1 Y un—lCn—lun 1
:yn+l_yn{ 0 + (J; +yn—1 0 o+
n+1n+1 un Uncnun
olur. Bu ifadenin her iki tarafi u’c_/u°, ile carpilirsa
0 0 0 0 0
uncn v _|: unCn _Cn—lun—l +b_n_/10:|uncn 7 +un—1cn—1 Y
0 n+1 0 0 0 n 0 yn—l
un+l un+1Cn+l Cnun Cn un+l un (3 13)

u’c

:_(i_ﬂo)yn no .

n+l

bulunur. Boylece (3.5) ’i elde ederiz.

3.2. Sinir Sartlarinin Doniisiimii

Bu boliimde (3.2) ile verilen non-Dirichlet siir sartlarmin Q doniisimii
altindaki formunu inceleyecegiz. (3.2) ’deki sinir sartlarindan hareketle y ;

n=-1,...,m i¢in tanimlidir.

Teorem 3.2: u° , (1.1) ve (3.2) ’nin en kiiciik 6zdegeri olan A, a karsilik gelen

ozfonksiyonu olmak iizere § =y, ,—yu ., /ul , n=-1..,m-1 bigiminde
tanimlanan y > § donlisiimii, y ’nin sagladigi (3.2) sinir sartlarin1 § ’nin sagladigi

asagidaki Dirichlet sartlarina doniistiirtir:

y.=0, 9,,=0 (3.14)

Ispat: § =y ,—y.u’, /u’ oldugundan asagidakiler elde edilir:

0

u
Ya=Yo—Ya U—S =-hy,-y,(-h)=0. (3.15)
-1
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Burada y ifadesi hy ,+Yy, =0 non-Dirichlet sinir sartin1 saglarken § ise § , =0

Dirichlet sinir sartini saglar. Benzer sekilde ikinci sinir sartini saglar:

0

- u
Yrr = Y = Y uo—m =-Hy, ,—-Y,.(-H)=0. (3.16)

m-1
(3.14) i dondistiiriilmiis sinir sartlari olarak adlandiralim.
Yukarida elde edilen sonuglari birlestirerek asagidaki sonucu verelim:

Sonu¢ 3.3: Teorem 3.2 ’de verilen y+> § dontsimi (1.1) , (3.2) sinir deger

probleminin 6zfonksiyonlarini (3.5) , (3.14) sinir deger probleminin 6zfonksiyonlar

yapar. (3.5) ve (3.14) dontstiriilmiis sinir deger probleminin spektrumu (1.1) ve

(3.2) ’nin spektrumu ile aynidir. Sadece A, olarak verilen en kiigiik 6zdeger harigtir.

Ispat: Teorem 3.1 ve Teorem 3.2, y+> § doniisiimiiniin (1.1) ve (3.2) ’nin

ozfonksiyonlarmi, (3.5) ve (3.14) ’iin Ozfonksiyonlarina (miimkiin olan sifir
¢ozlimiine) dontstirdiigini ispatlar. (1.1) ve (3.2) smur deger problemi

n=0,..,m-1 i¢cin n tane reel ve ayrik 6zdegere ve bunlara karsilik gelen lineer

bagimsiz u,?,...,u;“‘l ozfonksiyonlarma sahiptir. Bunun daha genel hali olan vektor

fark denklemleri igin [12] ’e bakilabilir. Ozel olarak eger A, <A, <..4,, , (1.1) ve
(3.2) *nin 6zdegerleri ve u°,...,u™" bunlara karsilik gelen dzfonksiyonlar ise o zaman
0°=0 ve 0',...,0"" ’ler de (3.5) ve (3.14) ’iin A,.., 4, , 6zdegerlerine karsilik
gelen 6zfonksiyonlaridir. Basit bir hesaplamayla gosterilebilir ki G*,...,0" " #0 dur.

Dontistiiriilmiis sinir deger probleminin araligi orijinal araliktan bir kisa oldugundan
(3.5) ve (3.14) problemi bir eksik O6zdegere sahiptir. Boylece (3.5) ve (3.14)

probleminin tiim 6zdegerleri tam olarak A,,...,4, , ’dir.
3.3. Normallestirici Katsayillarin Doniisiimii

<..<A__ . 1n ve (3.2) probleminin 6zdegerleri ve y-,...,y  ’ler de
, (LD 3.2) probleminin dzdegerleri %y Clerd

Y, =1 olacak sekilde normallestirilmis 6zfonksiyonlari olsun. Bu bélimde, Teorem

3.2 ’de verilen donlisim altinda yeni normallestirici katsaymin, orijinal

normallestirici katsaymnin 1/ (A4, —4,) kat1 oldugunu gosterecegiz.
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Lemma 3.4: Daha 6nce
Iy ==—C Yt bn Yo = CaYna = Cnﬂ’yn

olarak verilen (1.1) ’in normallestirici katsayilart p,  olsun ve su sekilde

tanimlansin:

j=0

pr=3(c) { J 5, (3.17)

Burada, esitligin ikinci kismindan da dikkat edilecegi tizere, Yy, =1 oldugu daha

once soylenmisti. Eger 7,
2= > (6T (3.18)

seklinde tanimlanirsa, 0 zaman A =4, a karsilik gelen u° &zfonksiyonu ud =1 ile

normallestirilir:

(o= Zo)pe = (A —%)i(—cj)[y—i] (- 2>, (¥
=0 Yo =0 (3.19)

0 0
u—l ny\2 n n n 2 u n n
=7,—C, U_O (yo) +C,Y.Yo — (ym—l) Crt uom + Y YmCna

0 m-1

Ispat: ¥; ve €, ,n=1..,m-1 olmak iizere (3.18) ’de yerine yazilirsa

N

m—

ul,
:z J J(yj+l) +2y yJ+1Cj_ UJS i T ’
i=

J+1 i

m-2 u07 .
( ‘ ’(y,ﬂ) +2y7y].c; —[b cjflo](y?)2+0,-1u’—§(y,-)2} (3.20)
j=0 j+l i

S , U’ o Up
(2y Vi =[0; =¢ A J(Y))*) #0023 ()" s Snez (yn Y
j=0 0 m-1

elde edilir. Boylece p, tanimi kullanilarak suna ulagilir:
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Uo=Ae)Py = 3 G = 2)S)YLY;

m-1
2 (Y= (0= Ac))y] ey lay]
=0
m-1 m-1 5
ZZ[ij?ﬂy?]_Z[bj _ﬂon(Y?) ]
j=0

j=0

n n n n
+C.1Y1Yo ~CrnaYmaYm
2

’ (3.21)
[ZCJ‘ y?+1y? - (bj - %Cj)(y?)z]

3

j=

+Cm—1yrrr]1 yrrT]l—l - [bm—l - ﬂocm—l](yrrr]\—l)z +C, yflyg

0
~ u -2 n 2 n,,n
= Tn + Cm—2 r(r)I (ym—l) + Cm—l ym ym—l

m-1

o

n n n u? n
_[bm—l - ﬂ’OCm—l](ym—l)Z +C,Y.Yo —C, u_ol (yo )2

0
Simdi,

_(bm—l - ﬂocm—l)(y:]—l)z = _Cm—ly:] yrrr:—l

(3.22)
—Chs yrrT]172 yrrrll—l —Cna (/’Ln - ﬂo )( erlfl)z

dir. Boylece,

0
~ u7 n
(ﬂ‘n _Ao)pn =17, _C'—lu_ol(yo)2
0
0

n,,n um_ n
+C,¥Y,Yo tChs U0_2 (ym—l)2 (3-23)

m-1

—Cn2 yrrr]1—2 yrrr]1—l —Cha (ﬂ’n - 2'0 )(yr?\—l)z

bulunur. (1.1) *de c, ,uS , ve c, ,yn , yerine konursa;
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jad uo n n n
(ﬂn _ﬂo)pn =1, _Cflu__ol(yo)z +C1 Y1 Yo

0

' Un
+(ym—1)2 (_leﬂo + bm—l —Chy 0_]

um—l
- yr?w—l (_Cm—lﬂn yrr:]—l + bm—lyrr;—l o Cm—lyr?w )
~Cps (A = 4) (Yo’

(3.24)

0
~ U_l ny2 n.,n
=7, —C1— (Yo)" +C1Y1 Yo
uO
uO
no\2 n n
_(ym—l) Cm—l om +ym—1ymCm—l
um—l

sonucunu Verir.

Teorem 3.5: Eger Lemma 3.4 ’te tanimlanan p, ’ler (1.1) ve (3.2) probleminin

normallestirici katsayilar1 ise ve

m-2 yn 2
pr=> ¢ | 2L (3.25)
j=0 yO

bicimindeki p, ’ler (3.5) ve (3.14) probleminin normallestirici katsayilari ise o

zaman
Pr = (4 —4) P, (3.26)
gerceklenir.
Ispat: Lemma 3.4 ve
hy ,+y,=0
HYp 1+ Yy =0

olarak verilen (3.2) sinir sartlar1 birlikte kullanilirsa su sonucu verir:
(‘4 —A)p =1, (3.27)

Simdi (3.14) ’ten ¥ , =0 olur. Bdylece;
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0

~ u
Yo = yl_u_loyo = yl_ulo :_(/1_20)

0

elde edilir. Dolayisiyla,

sonucuna ulasilir ve asagidaki denklem elde edilir:

Po =4 = 4P,
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BOLUM 4
DONUSUMLER 2

4.1. Denklemin Doniisiimii

n=0,..,m—2 olmak iizere ve y, , n=-1..,m—-1iken (3.14) kosullarini

saglamak tizere (3.5) denklemini ele alalim.

Yine 4, , (3.5) ve (3.14) "in en kiigliik dzdegerinden daha kiigiik olmak iizere
A =1, oldugu andaki (3.5) ’in ¢dziimii z, olsun. Burada tim n=-1,...m-1 igin
z,>0 olsun. Bu boliimdeki amacimiz asagidaki formda verilen |° operatdriinii

faktorize etmektir.

w b, 4Apc . "
I Yn :_yn+1+(c__ﬂo]yn_ Cl yn—lz(ﬂ“_ﬂo)yn (41)

n

n=0,...m—2 ic¢in ve P ve R birinci mertebeden formal fark operatorleri olmak

lizere,
I’ =PR
olacaktir.

Teorem 4.1:

Zn n
(4.2)
Ry, =§ ¥ 1 n=0,.,m-1
Zn—l
olsun. O zaman 1* = PR ’dir ve ayrica
RPY = (A~ 4)9

dondstiirilmiis denkleminin ¢ézimii,
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Burada n=1,...,m—2 olmak tizere

ryn = _Cn yml + 6n yn - 6n—lyn—l = énﬂ’yn

dir. Veyine n=0,....m-1 ig¢in,

esitlikleri vardir.

Ispat: P ve R ’nin tanimindan;

~ Iy < Ly,
PRyn =Yoa—Yn :

Zn
_[ G _ Zn ] Zn—1c~:n—l
yn yn—l ~
Zn—l ZnCn
- - C .z, 4 )
:yn+1_yn(_ﬂ'0_ n~ =+ nJ
CnZn n
.z ,C . C
_yn n—1~n—1 + yn_l 2—1
ZnCn Cn
=—(A-4)Y,

elde edilir. Boylece I* = PR olur.

Eger y, =RY, denilirse,

RPY, =R(PRY,) =R(%4 —A)¥, =—(1—4)Y,
bulunur ki bu da y nin dondstiiriilmiis denklemin ¢6ziimii olmasi demektir.

Simdi, doniistliriilmiis denklemi agik bir sekilde elde edelim. R ve

tanimindan,
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R

G v o L —16 -1 G o Z -1¥n-1
prn:R[yml_yn . ~n ]:ywl_yn . ~n
chn chn
G G Zn—ZCn—Z Zn
I Yo=Y ~
Znflcnfl anl (4 7)
2,6, 1z
- yn+1 yn[ . ~n + - j
chn n-1
_ 7,0 ,2
+yn71 n—2~ n-27n
Zn—lcn—lzn—l

' (4.8)

Zn—lén—l y _(Zn—lén—l + Zn Jzn—lén—l y
n+l n
z
1
z ,C , _ - L
n-2-n-2 _(ﬂ’_ﬂo)yn n—; n-1

+
<
>
iR

Il

4.2. Simir Sartlarimin Doniisiimii

Y, » n=0,..,m-1 i¢in tanimlanmis olsun. Simdi Y, ’in tanimini, asagidaki

sinir sartlarini kullanarak n=-1,...,m ’e genisletelim:

hy ,+y, =0
Yt (4.9)
Hy,,+VY,=0
burada,
o~ ~ N1
h = {_0(_0_&__0}}
Acﬁil 6Oﬁ ZO HO (410)
Fi — bm—2 . bm—l . Zm—ZC\m—Z
6m72 Cmfl Zmflémfl

ve bu islemde C , =C , olmaktadir.

Teorem 4.2: z, , daha 6nce tanimlanmis olan ¢oziim olmak {izere,

yn:yn_yn—l(znlzn_l) , n:O,...,m—l
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bi¢iminde tanimlanan §+>y donisimii ; (3.14) sartlarini saglayan § ’y1, (4.9)
non-Dirichlet sartlarin1 saglayan y ’ya doniistiiriir. Ve burada y , n=0,...m-1

olmak lzere

denkleminin ¢6ztimiidiir.

Ispat: h ve H ’nin yapisindan dolayr agiktir ki (4.9) sartlar1 y tarafindan

saglanir.

Simdi gosterecegiz ki y , genisletilmis problemin ¢éziimiidiir. Teorem 4.1 den,

esitligini sadece n=0 ve n=m-1 i¢in gostermemiz gerekir. N=0 igin (4.9) ile
birlikte (4.3) ’ten,

60y1+61(%°j=(60—6¢)90 (4.11)
elde edilir. Yine bu doniisim n=0 ig¢in,
~ - . Z
Yo=Yo =Y Z_O (4.12)
-1
esitligini verir. Boylece (3.14) i kullanarak, Y, =V, elde ederiz. Dolayisiyla,
CoY+C,y [%j = (60 - 6o/ﬁt) Yo (4.13)

bulunur. Sonrasinda, n=1 i¢in bu doniisiim kullanilarak asagidaki esitlige ulasilir:

P 4 _ (= ~ o\~
Co (Y1 Yo Z_l] +C, (%j = (bo _Coﬂ) Yo (4-14)

0

Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa,

N

)

_ (b, ¢, 3 y
B e = O W R | 4.15
¥ [60 o ZOJyo Yo (4.15)
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sonucuna ulagilir.

Yine n=0 icin (3.5), (3.14) ile birlikte,

bulunur. Simdi

elde edilir.

Ayni diisinceyle gosterebiliriz ki n=m-1 i¢in de (4.3) saglanir

ifadesi, n=0,...,m-1 i¢in

denkleminin ¢6ziimiidiir.

Teorem 4.1 ve Teorem 4.2 kullanilarak asagidaki sonuca ulasilir:

(4.16)

(4.17)

. Boylece vy

Sonu¢ 4.3: A, , (3.5) ve (3.14)’iin en kiiciik 6zdegerinden daha kiigiik olmak

lizere z, , (3.5)’in ¢dziimiidiir. Oyle ki n=-1,..,m-1 igin z, >0

burada verilen (3.5) denklemini, baslangi¢ noktasinda veya u¢ noktada

“dir. Ayrica

tanimlanmis

(4.9) non-Dirichlet smir sartlarina sahip, (4.3) ile aymi tipte olan denkleme

doniistiirebiliriz. Yine (4.3) ve (4.9) doniistiriilmiis sinir deger

spektrumu, A, (eklenmis d6zdeger) harig (3.5) ve (3.14) ’iin spektrumu il
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Ispat: Teorem 4.1 ve Teorem 4.2 ’de §+>y doniisimii (3.5) ve (3.14) ’iin
ozfonksiyonunu (4.3) ve (4.9) ’un &zfonksiyonuna doniistiiriir. Ozel olarak, eger

n=-1..,m-1 olmak iizere A <..<A , ’ler (3.5), (3.14) ’iin 6zdegerleri ise ve
0',...,0"" ’lar da bu o6zdegerlere karsilik gelen ozfonksiyonlar ise o zaman
n=-1,...,m olmak iizere z,d",...,0"" ’ler (4.3) ve (4.9) "un ozfonksiyonlaridir. Ki

bu ozfonksiyonlarin 6zdegerleri de A, 4,,..., 4, ’dir. Doniistiiriilmiis smnir deger

probleminin indeksi, orijinal sinir deger probleminin indeksinden tam olarak bir fazla
oldugundan (4.3) ve (4.9) tek bir 6zdegere sahiptir. Boylece (4.3) ve (4.9) 'un tiim

ozdegerleri A,,..., 4, , den ibarettir.

Boylece asagidaki sonucu ispatlamis olduk:

Sonug 4.4: (1.1), (3.2) ’den (3.5) ve (3.14) ’e olan ve daha sonra (4.3), (4.9) ’a
olan doniisiim, izospektral dontisimdir. Yani (1.1), (3.2) ’nin spektrumu (4.3) ve

(4.9) *un spektrumu ile aynidir.
Simdi gosterecegiz ki z, in dzel bir segimi igin (1.1), (3.2) *den (3.5), (3.14) ’e ve

daha sonra (4.3), (4.9) ’a olan doéniisiim orijinal sinir deger problemi iginde

sonuglandirilir.

Genelligi kaybetmeden spektrumun o&telenmesiyle (1.1), (3.2) ’nin en kiigiik
ozdegeri olan A, , A, =0 olacak sekilde kabul edilebilir. EKk olarak u’ (1.1), (3.2)

'nin 4, =0 6zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyonu olsun.
Teorem 4.5: Eger Z,
z, =1/u’c,

olarak tanimlanirsa, o zaman z, , A=/4,=0 i¢in (3.5) ’in ¢6ziimii olur. Burada

A =0 , (35) ve (3.14) ’in en kiiglik Ozdegerinden daha kiiciiktiir ve Z,

n=-1,...,m-1 araliginda sifira sahip degildir. Ayrica n=-1,....m-1 i¢in h=h ,

H=H ve n=0,...,m-1icin b =h, dir.
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Ispat: (3.5) ’in sol tarafi § =z ile asagidaki duruma gelir:
¢z b,z,+¢€, ,z n=0,..,m-1 (4.18)

ki burada z yerine € ve b yazilirsa bu ifade 0 olur. Aciktir ki (3.5) ’in sag tarafi
A=72,=0 igin O olur. Buradan z, , A=4,=0 i¢in (3.5)’in ¢oziimidiir. Burada
A, =0, (3.5) ve (3.14) ’iin en kiigliik 6zdegerinden daha kiigiiktiir. Denklemde z,
yerine z,, ve C, yerine €, yazilirsa n=0,...,m—1 olmak iizere ¢, =c, elde edilir.

Burada C , =c , kabul edilmistir.

Daha sonra denklemde ayni degisken degisimi Bn icin yapilirsa,

0 0 0 0
6 :( u,c, unlcn1un+1_'_unlcn1]6n

n 0 0,,0 0
U,,C,, UU.C u.c

n n=n

W (4.19)
— Cnun+l 3 un—lcn—l
Uy

elde edilir. Ancak u’ , (1.1) ve (3.2) ’nin A,=0 Ozdegerine karsilik gelen

0zfonksiyonu oldugundan,

N _Cnﬂour? +bnur(1)

n

n=0,...,m-1 (4.20)

sonucu ortaya ¢ikar. Son olarak,

~ —~ -1
i {f—‘)[@—i—?—‘)ﬂ (4.21)
Cfl CO ZO CO

elde edilir. 60 ve C, yerine yazilirsa ve C, =C , esitligi kullanilirsa,

~ -1
h :{L‘E—l[@_ﬂ_[&f—uijﬂ (4.22)
zc, |6 2, | 26 z,

esitligine ulagtlir. z , A4, =0 i¢in (3.5) ’in ¢6ziimii oldugundan, N=0 igin,
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(4.23)

O
o

Z Z
i S R e e Y
ZO 0 ZO 0

R
R

ifadesi elde edilir. Bu ifade denklemde yerine yazilirsa h su bicimde elde edilir:

h=—S1 (4.24)
C,
€ , ifadesi de yerine yazilirsa,
0
h= —;‘—g (4.25)
-1

bulunur. Ve boylece (3.2) den h=h tur.

Tam olarak ayni metodu kullanarak H = H oldugu kolayca gosterilebilir.

Boylece basta hedefledigimiz asagidaki sonuca ulasiriz.

Sonug 3.6: (1.1) ve (3.2) ’den (3.5) ve (3.14) ’e ve daha sonra (4.3), (4.9) ’a olan

doniisiim, z :=1/u’c, ile birlikte orijinal smir deger probleminin iginde ayni

sonucu Verir.
4.3. Normallestirici Katsayilarin Doniisiimii

Kabul edelim ki §, =1 normalizasyonuna sahip olalim. Buradaki sonuglar

Teorem 3.5 ’te elde edilenlerle aynidir.

Lemma 4.7: Daha 6nce oldugu gibi, p, , (3.5) ’in normallestirici katsayilari

olsun ve su sekilde tanimlansin:

_ m—2 ~ y;‘ 2 m—2 PR
=2, = | =26 (Y)) (4.26)
j=0 yo j=0
Eger 7, ,
R m-1 ~ . 2
T, = (—cj)(yj) (4.27)
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seklinde tanimlanirsa o zaman su esitlik vardir:

- ~ o~ Ly .
(ﬂ“n _;Lo)pn =1, -i_c—lz_o(y—l)2

(4.28)
~€.,9" 90 +(Yn) Cu Vn-1YnC
Ispat: C ve y degerleri yerine yazilirsa,
m-1 __1 -2.6
z (y) +2y]—lyj j-1 (yj 1) _C
j=0 j J -1
m-1 -7 _1 J a
= (y ) +2y] 1yJ j-1
j=0 J
S 500646, 226, 2,
it g Y ¢ S A ¢ S
N 2 A (4.29)
. - M
— =g
(V2 , G
m-1
= 2(291.916,4 = (90" (011 =€)
J:
nv2 Zo o« ZnoCos on oD
_(y_1)2 Z—OC_l _%(ym—l)z + Zy_lyoC_l
-1 m-1
bulunur. Ayrica p, ’in tanimini kullanarak,
B m-2
(2o =) B0 = 2 (A =2 ) (=€) ¥} ]
=0
m-2 . - . o .
= Z(;(ijj+l_(bj _%Cj)yj' +Cj—1yj—l)yj
J=
m-2 s m—
=2 [C,¥].¥{1- Z[(b — A€ )(F7) ]+ (4.30)
=0 =0
+C—1yfly8 - Cm—z ym—Z ym—l
~ enex Ly ZnoCols sen
=17, +(¥" ) Cfl_o"'—z 1)
Z—l Zm—l

X ohogh X onoon
€YYo —ChaYm2Yma

esitligi elde edilir.
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Teorem 4.8: Eger Lemma 4.7 *deki gibi verilen p, ,

bigiminde ise ve bu p, (3.5), (3.14) smir deger probleminin normallestirici

katsayis1 ise ve
_ m-1 R yn 2
Pi=2 (-C)| = (4.31)

bigiminde tanmimlanan p, de (4.3), (4.9) smir deger probleminin normallestirici

katsayist ise 0 zaman p, ile p, arasinda

pr= ﬁﬁn (4.32)
veya bir baska deyisle

(4 = 4o, = 5,
iliskisi vardir.

Ispat: Lemma 4.7 ile birlikte (3.14) sinir sartlar1 kullanilirsa;

(4 =)oy =7,

-3 (-6)(7) )
elde edilir. Dolayistyla

Yo=Y,=1 (4.34)

olur. Boylece,
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LJ (4.35)
y

bulunur. (4.31) *den p, ,

NG A
Pn :ZZ(_CJ') T:,
j=0 yO
bigiminde verilmisti. Oyleyse buradan (4.35) denklemi,

5o 1
T (- A)

A, (4.36)

ifadesini verir ve boylece ispat tamamlanmis olur.
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BOLUM 5

SONUC

Bu boliimde doniisiim isleminin baska bir yoldan nasil yapilabilecegini
aciklayacagiz. Bunu yapmak i¢in oncelikle u¢ noktalarda Dirichlet sinir sartlarina
sahip ikinci mertebeden fark denkleminin, yine ug¢ noktalarda non-Dirichlet sinir
sartlarina sahip ayni tipte ikinci mertebeden fark denklemine doniistiiriilmesi ve daha

sonra da orijinal sinir deger problemine tekrar doniistiiriilmesi ile baslayacagiz.

Simdi bir V. diisiinelim. Bu V. , (3.5) ve (3.14) ’i saglasin. Vi—V doniisimii

asagidaki sekilde tanimlansin:

~ , n=0,...m-1 (5.1)

Bu doniistim, (4.9) sartlar1 kullanilarak vV, ve V_ yi igerecek duruma genisletilebilir.
Burada z, , (3.5) 'in A=4,=0 i¢in ¢dziimi ve A, (3.5), (3.14) ’iin en kiigiik
0zdegerinden daha kiigiik ve yine n=-1,...,m-1 olmak iizere z, >0 dir. V>V
dontigtimi V. in (4.3) ve (4.9) ’u saglamasi demektir. Boylece (4.3) ve (4.9),
A=7,=0 olarak adlandirilan eklenmis O6zdeger hari¢ (3.5), (3.14) ile aym

spektruma sahiptir.

Simdi V>V donisimiinii,

ko n=-1,..m-1 (5.2)

bigiminde tanimlayalim. Burada u’ (4.3), (4.9) *un A, =0 6zdegerine karsilik gelen

0zfonksiyonudur. Bu doniisiim

cV,,—bv +c v, ,=—CAv, , n=0,..m-2 (5.3

n n+l n n

demektir. Ki burada,
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Cn — nO n 0,
un+1
0& = 0 " 0~ (5'4)
b =|: uncn _ Cn—lun—l _|_b_n_ﬂ0:| unCn
n 0 = ~,0 0
un+1cn+1 Cnun n un+1
dir ve sinir sartlar1 da su sekildedir:
v,=0,v,,=0 (5.5)

Boylece v ’ye gore olan bu smir deger probleminin spektrumu, A=A, =0 olarak

adlandirilan 6zdeger harig (4.3), (4.9) "un spektrumuyla aynidir.

Lemma5.1: u’ ifadesi,

ul=1/z_ G ,

bi¢iminde tanimlansin. Burada z, , (4, , (3.5) ve (3.14) ’iin en kiiciik 6zdegerinden
daha kiigiik olmak iizere) A=4,=0 i¢in (3.5) ’in ¢oziimidir. Oyle ki
n=-1,..,m-1 olmak iizere z, >0 dir. Bu durumda u’ , (4.3) ve (4.9) 'un 4,=0
dzdegerine karsilik gelen 6zfonksiyonudur. Burada U , fuf =0 ve u’, =-ul/ h ile

ilgili tanimlanir.

Ispat: Problemin yapisindan dolay1,

hu®, +ul =0 (5.6)
ve
|:| — ?m—z Hm—l Loy Em—z (57)
Cm—z m-1 mel m-1

esitliklerine sahibiz. Burada b C,. Ve C, , yerlerine yazilirsa,

m-1

m-2 _ “m-2 “m-2 _ _ m—3 (58)

bulunur. Ve dolayisiyla,
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(]

m-2 (5.9)

R

elde edilir. Boylece u’, , u’ ve H ifadeleri yukaridaki denklemde yerine

yazilirsa,
L+ul =0 (5.10)
esitligine ulagilir. Buda u? ’in (4.9) smir sartlarmi saglamasi demektir.

Simdi u? ’in (4.3) ’i sagladigim gosterelim. Bunun i¢in n=1,...,m—-1 olmak

uzere,

olarak tamimlanan U’ yerine yazilirsa,

® C C
=0 0,2 ,,0 _ 1
CoUnia _bnun +C U, = Il - rl + n~ (511)
chn Zn—lcn—l Zn—2Cn—2
bulunur. ¢ ve b icin var olan ifadeleri kullanarak asagidaki ifadeye ulasiriz:
S0 R0 LA 10
cu.,—bu +c u =0 , n=1...m-1 (5.12)

Burada (4.3) ’iin sag tarafinin A, =0 i¢in sifira esit oldugunu kolaylikla goriiriiz.

Simdi n=0 igin u’ ’m (4.3) ’lin ¢dziimii oldugunu ve fug =0 oldugunu

gosterelim. (4.3) ’ten A, =0 i¢in
lud =—¢,u’ +byud —¢_u’, (5.13)

ve buradan da u’, =—u /h esitligi kullanilarak

1,,0 =~ ,0 N 6_1 0

lu, =—Cyu; + (bo + ?j Uy (5.14)
oldugu goriilebilir. Simdi 1u® =0 alirsak
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G bl (5.15)

elde edilir. Boylece,

Iu =—60u1°+%<—61u3+61uf>+§;61<—61u2+61uf> (5.16)
0

0

denklemine ulagilir. n=0 ve n=1i¢in C, , b, ve n=1ve n=2 igin u; yerlerine

yazilirsa;

- z.C Z z,6, 1 1(z€E z
USZ[ 1~1+_0j_ 00 ~+_( 0~o+_1j
ZOCO Z—l Zl ZlCl Zl Zl 1 ZO (5 17)

&y _Bhon b (5.18)

C z, 7,6, 1, (5.19)

n=0 ve 4, =0 i¢in (3.5) kullanilarak;

LT/t (5.21)
C0 ZO OZO

sonucuna ulagilir. Boylece;
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g =-ZaCa 1 CaZ {_ iy 1, A +i} (522)
Z

lud =0 (5.23)
elde edilir.

Sonug olarak n=0,...,m-1 i¢in u’ , (4.3) *iin bir ¢éziimiidiir ve dolayistyla (4.3)

ve (4.9) 'un A, =0 dzdegerine karsilik gelen 6zfonksiyondur.

Teorem 5.2: Asagidaki sinir sartlarina sahip (5.3) sinir deger problemi, V, igin
verilmis olan orijinal sinir deger problemiyle (ki bu (3.5) ve (3.14) tiir) aynidir.
v,=0, v, =0 (5.24)

Burada u’ , Lemma5.1 *de tanimlandig: gibidir. Yani
ul:=1/z, G, , dir.

Ispat: Tiim gdstermemiz gereken ¢, =€, ve b, =6n oldugudur. U’ ’m yerine

yazilmastyla
¢, =G, (5.25)
elde edilir. Simdi,
04 ~ 0 N 0~
u,cC C,,u b u
bn — nAn _ n:l n-1 +A_n_ﬂo:| n*>n (526)
|:ur(1)+lcn+l Cnur? n ur(1)+1

dir. ¢, =€, ve ¢, =u’C, /u’,, oldugundan dolayt,

bn :|:Acn _Ci—l + Zn—lEn—l + Zn _ZO:|CH (527)
Cn+1 ¢

esitligi elde edilir. Burada C ifadesi yerlestirilirse,
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.z €.z, €.z /4 ~
bn :|: nen+l — n-1%n + n:l n-1 | _ﬂo:|c (528)
Cn—lzn—l ann

n—=n

bulunur. Fakat z, , A=A, =0 i¢in (3.5) olarak verilen

nyn+l_bnyn +6n_1)7n_1 =—6n/1)7n , N= O,..., m-2

denklemini sagladigindan, bu ifadenin yazilmasiyla birlikte,

z.€

n=n

b, :{bnzn }cm -, (5.29)

sonucuna ulagtlir.
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