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AKADEM IK BEYAN

Yiuksek Lisans Tezi olarak sundugum “Boole Cebirleriniat&gorisi, Stone Uzay-
larinin Kategorisi ve Onlarin Dualitesi " adl bu caligmma, akademik kurallar ve etik
degerlere uygun bulundugunu belirtir, bu tez caligmada bana ait olmayan tim bilgile-

rin kaynagini gosterdigimi beyan ederim.
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1. GIRIS

Boole cebirleri George Boole tarafindan 1850’li yillardeaalmus ve Klasik Man-
t1g1 cebirsel bir matematik yapi ile ifade etme ihtiyaandrtaya ¢ikmistir. Boole cebir-
leri, ki bunlar Boole halkalari veya Boole orguleri olarda bilinmektedir, basta ma-
tematiksel mantik olmak Uzere, matematigin, muhergisie temel bilimlerin sayisiz

alaninda kullanima sahiptir.

Boole cebirlerini bir kimenin altkimelerinden olusaankeler ile ifade etme
istegi, Marshall Harvey Stone’u 1930’larin ikinci yanda Boole cebirlerini, ginimuzde
Stone uzaylari (Johnstone 1982) olarak bilinen kompakusiarff ve sifir boyutlu to-
polojik uzaylar ile gosterimi teoremlerini vermeye itmis(Stone 1936). Modern ter-
minolojide Stone gosterim teoremleri olarak bilinen boreemler (Halmos 1967), sa-
dece Boole cebirleri ile Stone uzaylari arasindaki ilegkivermiyor, ayni zamanda Bo-
ole cebirleri arasinda tanimlanan Boole yapi koruyaruganileri (Boolean homomorp-
hisms)’ne karsi Stone uzaylari arasinda tanimli stifekksiyonlarin nasil belirlendigini
de ifade etmektedin945 ve sonrasinda Kategori Teorinin (Adamek 1990; Lane 1971)
ortaya ¢ikmasi ve gelistiriimesi neticesinde Stona@as teoremleri, Boole cebirlerinin
ve Boole yapi koruyan donusumlerinin kategorisi BA3®ne uzaylari ve surekli fonk-
siyonlar kategorisi Stone arasinda bir dual denkligi (Mati 2005) kanitlamamiza izin
verir. Diger taraftan, Boole halkalarinin ve Boole halkgykoruyan dontsimlerinin ka-
tegorisi, BRNG ile Boole cebirlerinin ve Boole yapi koruydanisumlerinin kategorisi

BA arasinda bir dual denkligi kurmamiza olanak saglakaca

Gunumuzde Stone dualitesi adi verilen bu dual denklgtdanantik (Clark D.
M. and Davey 1998; Halmos 1955; Sambin 1988), topoloji €E2004; Gehrke 2016;
Johnstone 1982; Sambin 1988), cebir (Clark D. M. and Dav&g) dilgisayar bilimleri
(Abramsky 1994; Gehrke 2009; Pratt 1995) ve otomasyondie(Behrke 2009, 2016)
olmak uzere bir ¢cok alanda uygulamalara sahiptir. Stamaitgsi genel olarak Dualite
Teorisinin (Demirci 2014; Porst 1991) temel bir araci olmasarsin, Stone dualitesini,

Boole cebirlerinin kategorisi, Stone uzaylarinin katégjar olusturarak bu iki kategori
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arasinda bir dual denklik olarak ifade eden bir Turkcerkdybulunmamaktadir. Bu te-
zin ana amagclarindan biri bu eksikligi gidermek ve Dwaliorisi icin temel bir kaynak

olusturmaktir.

Bu baglamda. Bolum, sonraki bolumlerde kullanacagimiz, tanirdén ve ce-
birsel yapilarin ozelliklerinden olugsmaktadir. Bir Beaebiri, dagiimali, timlenmis, her
bir eleman ikilisinin en buyuk ve en kugik alt sinireal her bir elemaninin tumleyeni
olan ve en buyik ve en kiigiik elemani olan bir orgu#iltrelerin ve ideallerin 6zellikle-
rinin de bu bolim igerisinde incelenmesi hedeflenmiBiir kiimenin en kiiguik elemanini
icermeyen filtreye 0z filtre denir ve bu filtreyi kapsayarske bir 6z filtre yok ise, bu

filtreye ayni zamanda maksimal filtre denir.

Bolum 3'te Boole cebirleri Stone uzayi adi verilen bazi 6zel top&luzaylar
yardimi ile karakterize edilecektir. Bir Stone uzayi korkip&lausdorff ve 0-boyutludur.
Stone uzaylarinin bu 6zellikleri 1sIginda Boole celinn asal filtrelerin kiimesi ile bir

Stone uzayidir.

Bolim 4, bizlere tim objeleri sinif olan iki eleman arasinda turrfzmalari
barindiran bunun yani sira birim ve bileske islemlerioidyan kategori ve iki kategori
arasinda her objeye karsi yalniz bir obje ve her morfizmaysi kyalniz bir morfizma ge-

tiren fonksiyon olan funktorlar ile ilgili genel bilgilerasdrneklere ayrilmigtir.

Bolum 5’te bir halka Uzerinde tanimlanan iglemler ile tum elehaa kare-es
(idempotent) ise bu halkalara Boole halkalari denir. Bdwékalari ile Boole cebirleri
arasinda bir baglanti vardir. Bu bagintilar yardimiyteo® halkalarinin kategorisi BRNG

ile Boole cebiri kategorisi BA arasinda bir izomorfizm kwacktir.

Son bolimde, diger bolimlerin 1s1g1 ve yardimiradia objeleri Boole cebirleri,
morfizmalari Boole homomorfizmalari, bileske islemi feijonlar arasindaki bileske
islemi ve birimleri birim fonksiyonlardan olusan bir Blexcebiri kategorisi BA ile objeleri

Stone uzaylari, morfizmalari stirekli fonksiyonlar, bidesslemi fonksiyonlar arasindaki
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bileske islemi ve birimleri birim fonksiyonlardan olaig Stone kategorisi arasinda bir du-

alitenin varligi gosterilecektir. Bu dualiteye Stoneatitesi denir.
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2.  KAYNAK TARAMASI

Bu bolumde orguler ve boole cebirlerinin sahip oldugukisim kavram, drnek

ve Onteoremlere yer verilecektir.

2.1. Orgliler ve Boole Cebirleri

Tanim 2.1 L bir kime ve<, L Uzerinde asgidakitic 0zelligi saglayan bir bajinti ise bu
bagintiyaL tzerinde bir kismi siralama Bantisi ve( L, <) ikilisine bir kismi sirali Kime
denir (Birkhoff 1948):

(1) Herz € Licin z < x (Yansima),

(i) Herz,y € Ligin z < y vey < x isex = y (Antisimetri),

(7i1) Herz,y,z € Licinz < y vey < zisex < z (Gegiglilik).

Tanim 2.2 (L, <) kismi sirali bir Kime veA, L’nin bir altkimesi olsun.

(1) Herxz € Aigin z < u olacak sekilde bin. € L 6gesi varsau’ya A'nin bir st siniri
denir.

(77) Herx € Aigin | < z olacak sekilde bii € L 6gesi varsa’ye A’nin bir alt siniri
denir.

(7ii) Herz € Aigin x < u olacak sekilde bii. € A dgesi varsau’ya A’nin bir en biyuk
ogesi denir.

(iv) Herz € Aligin I < z olacak sekilde bii € A dgesi varsd’ye A'nin bir en kigiik
ogesi denir.

Tanim 2.3 Tanim 2.2’denA’nin bir en biytik 6gesi (en Kguk 0gesi) varsa<’nin anti-
simetriozelliginden dolayi bwge tektir. Bir (L, <) kismi sirall kimesi verilddi zaman,
L’nin en kiciik 6gesi varsa buwge L ile, en liyuk 6gesi varsa bwgedeT ile gosterilir.

(L, <)’nin hem en kciik 6gesi hemde enilyuk 0gesi varsa( L, <)’ye sinirlidir denir.

Tanim 2.4 (L, <) kismi siral bir Kime veA, L'nin bir altkimesi olsun.

(7) A’nin tum Uist sinirlar Kimesinin en kglik 8gesi varsa buwgeyeA’nin en Kigiik tist
siniri veya supremumu denir yep(A) ile gosterilir.

(73) A'nin tum alt sinirlari Kimesinin en byuk 6gesi varsa bwgeyeA’'nin en hiyuk alt

siniri veya infimumu denir viee f (A) ile gosterilir.

4
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Tanim 2.5 (L, <) kismi sirali bir Kime olsun. Hek, y € Ligininf({z,y}) vesup({x,y})

varsa(L, <)’ye bir drgu denir.
Bir 6rgll ayni zamanda belirli bir takim esitlikleri dagan bir cebirsel yapidir:

Onerme 2.6 (L, <) bir 6rgi ise

z ANy =inf({r,y}) vex Vy = sup({z,y}) (2.1)

seklinde tanimhi A,V : L x L — L ikili islemleri asajidaki ozellikleri sajlar: Her
x,y,z € Ligin

(Y)xANrx=z,2Vr=1

(i) x Ny=yAz,zVy=yVz

(i) xAN(yNnz)=(xAy)ANz,zV(yVz)=(xVy) Vz
(w)zAN(zVy)=z,zV(rAy) ==z

Tersine birL kimesituzerinde (i-iv) kosullarini sglayanA, Vv : L x L — L ikili iglemleri

varsa
rly<s=r=csNy<<=y=zVy

ile tanimlanan< bagintisi icin (L, <) bir drgudur oylekiinf({z,y}) ve sup({z,y})
esitlik (2.1)'i salar (Birkhoff 1948).

Ispat ((4) ve (ii)) bzellikleri tanimdan kolayca goriilebilir.
(1ii) x V (y V z) = (z Vy) V z esitligini gostermek icin dncelikle

(xVy)Vz<zV(yVz) oldugunu gorelimy isleminin tanimindan yola ¢ikarak
r<zV(yVzvey<yVz<(yVz)Vez=zV(yVz2)

esitligini yazabiliriz. Tanim 2.1'e gorgz V y) V z < 2 V (y V z) olur. Benzer sekilde
zV(yVz) < (xVy)Vz ozelligi de elde edililir. Bu iki esitsizlikten Vv (y vV z) = (zVy)Vz
esitligi elde edilir.

Benzer adimlari ve tanimlari kullanarak) (y A z) = (zAy) Az esitliginin dogrulugunu
gorelim;(x Ay) Az <xA(yAz)ifadesiicinz A (yAz) <zvey >yAz> (yAz)Ax
ifadelerini yazabiliriz. Buradar A y) A z < x A (y A z) oldugu gorilebilir. Ayni sekilde
(x ANy) ANz > x A (y A z) ifadesi de elde edilecegindem (y A z) = (z A y) A z oldugu

5
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da dogrulanmis olur.

(i) x A (x V y) = « oldugunu yani baska bir ifade ilénf{z V y,z} = = oldugunu
gorelim. x <z Vy ve z < z olacagindan tanima gore {z V y, 2} kiimesinin bir
alt siniridir.z bu kiimenin bir alt siniri olsun, < x olacaktir.Bu iser in alt sinirlarin en
buyugu oldugunu gosterir yaninf{x V y,z} = z'dir. Benzer bicimdez V (z Ay) = =
oldugu da goralur.

Bir (L, <) orgusundeénf({z,y}) ve sup({z,y}) 6geleri tum tez boyunca sirasiyta\ y
ve z V y ile gosterilecektir. Sinirl bi L, <) orgistndel = sup(@) ve T = inf(0)
oldugundan bir(L, <) kismi sirali kiimesinin sinirli bir 6rgui olmadrnin her sonlu

altkimesinin hem infimumu hemde supremumunun var olmasaklifade edilebilir. (]

Tanim 2.7 Bir (L, <) orgusi asaidaki iki ozellige sahip ise dguhmhidir denir: Her
x,y,z € Ligin

Pl zV(yAz)=(xVy A(zV2),

D2)z A (yVz)=(xAy)V(zA2).

Onerme 2.8 Bir (L, <) érgusiniin dagilimli olmasi igin gerekli ve yeterli kosul (D1) veya

(D2) kosulunu sglamasidir (Birkhoff 1948).

Tanim 2.9 Bir dagihmh ve sinirli( L, <) orgusi verilsin. L Uzerinde asgidaki 0zelligi
sajlayan bir ' : L — L tekliiglemi varsa(L, <)) tg¢ludine bir Boole cebiri denir: Her

x € Ligin
rAr=1L,ava =T (2.2)

(Birkhoff 1948).
NOT: (L, <,”) dagilimli ve sinirli drgiisu verilsin, her € L i¢in z’in tumleyeni olarak

tanimlanan yalniz bir tek’ € L vardir (Birkhoff 1948).

Ornek 2.10 Her hangi bir X kiimesinin kuvvetikmesiP (X) kiimeler arasindaki kap-
sama b@ntisiC ile birlikte bir sinirh érgiidir. () ve X bu drguniin sirasiyla en ciik ve

en kiyuk ogesidir. Ayrica birA altkimesininX icindeki timleyeniniA¢ ile gosterirsek

C:P(X)—=P(X), A Ac, islemiicin(P (X), C,%) uglush bir Boole cebiridir.
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Tanim 2.11 Bir (X, 7) topolojik uzayini ele alalimX’in bir altkimesi bu uzayda hem

acik hemde kapali birtkme ise bu tmeye bir kacikikme denir.

Ornek 2.12 Bir (X, 1) topolojik uzayindakiiim kacik kmelerin KimesiniC1 (X, 7) ile
gosterirsek, kmeler arasindaki kapsama entisi ve Kmelerin timleyeni islemi ile bir-

likte bir Boole cebiri olusturur.

Bu tez boyunca, kolaylik olmasi i¢in bii., <)) Boole cebirinin siralama véisleminin

ne oldugu biliniyorsa bu Boole cebirini cogunluklale gosterecegiz.

Tanim 2.13 (L, <) bir 8rgu olsun.L’nin bos olmayan bir altkmesiF’ eger
(F1)Herz,y € Liginz € Fvex <y =ye€ F,

(F2)Herz,y e Licin,z,yc F=xAyeF

kosullarini s@hyorsa F’ye L’nin bir filtresi denir. Eger F’ filtresi L'den farkl ise F'ye
bir 6z filtre denir. Eer F 0z filtresi

(F3)Herx,y € Licin,zVy € F = x € F'veyay € F kosulunu sgliyorsaF"ye bir
asal filtre (prime filter) denir (Morandi 2005).

Tanim 2.14 (L, <) bir 6rgu olsun.L’nin bos olmayan bir altkmesi/ eger
(I1)Herz,y € Licin,y e Ivex <y =z €I,

(I2) Herz,y € Licin, x,y € I = x V y € I kosullarini s@liyorsal’ya L'nin bir ideali
denir (Morandi 2005).

Tanimlardan kolayca gorulebilecegi gifl, <) bir sinirli 6rgti ise herhangi bif filt-

resi L’nin en blyuk elemant’yi her zaman bulundurur v€T } kiimesiL’nin en kuguk
filtresidir. Benzer sekilde herhangi hirideali L'nin en kuguk elemani'yi her zaman
bulundurur ve{ L} kiimesiL'nin en kiguk idealidir. Ayrica,'nin kendiside ayni za-
manda hem bir filtre hemde bir idealdir. Filtreler ve ideabebirlerinin dualleridir. Her

a € Ligin
ta={beL:a<b} ve la={ceL:c<a}

olarak tanimlanan kiimelerin sirasiyla bir filtre ve biratelduklari kolayca gorulebilir.
Bu tezde ideallerin ve filtrelerin 6zelliklerinden faydabcagiz. Simdi bu kavramlarin

daha sonra kullanacagimiz ¢esitli 6zelliklerine idegjm.

7
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Onerme 2.15 Bir (L, <) sinirl érgiisiiniin bir F filtresi verilsin. F’nin bir 6z filtre olmasi

1 ¢ F olmasina denktir.

Ispat L ¢ FiseF # L oldugu aciktir.F' # L iken L ¢ F oldugunu gormek igin
olmayana ergi yontemi kullanalint’ # L ve | € F olsun. Herz € Licin | < z
oldugundan (F1) ozelligindem € F olur ki budal C F' kapsamasini ve dolayisiyla

F = L celigkisini verir. Bu kaniti bitirir. g

Onerme 2.16 Bir (L, <) drgiisiniin elemanlari idealler olan ve bos olmayan herhangi

bir kimeler ailesinin kesisimi yine bir idealdir.

Ispat {I; | j € J} kiimeler ailesinin her bid; elemaniZ’nin bir ideali olsun. N I
jed

kiimesinin bir ideal oldugunu gorelim. Tanimdan yoleagsak herj € J igin L € fj’dir.

Dolayisiyla, L € () I; ve () I; # @ olur.

(1) Herhangix,yjéJL i(;in],eic <yvey e .ﬂ I; olsun. Herj € Jicin,y e I; , v <y

ve I, bir ideal oldugundan: € I; olur. Buraﬁ;nx € (1 I; oldugu cikar.

(Iy) Herhangix,y € Ligin, z,y € ﬂ I; olsun. Her;'eé Jigin, z,y € I; vel; birideal

oldugundang V y € I; olur. Buradjaer{:c Vy € .ﬂJ I; oldugu cikar. O
je

Onerme 2.17 (L, <) bir drgii veF = {F, | i € F} L 6rgusinun filtrelerinden olusan ve

bos olmayan bir aile olsun. Bu durumgaF # ¢'dir.

Ispat F = {F} | i e F} kimeler ailesinin her bif, elemaniL’nin bir filtresi olsun.

() F; kimesinin bir filtre oldugunu gorelim . Filtre tanimdaolg ¢ikarsak hei € Figin

ZTEFE F; dir dolay|S|yIa'ﬂ F; bos degildir . Herhangi, y € L icin ;

(F1) Herhangiz,y € ZEFigin ,x < yvex € 'ﬂ F; olsun. Bu durumda her € F'igin,

y € F;, v < y ve F; bir filtre oldugundary GZGPI;Z olacaktir. Buradamy € ﬂFE oldugu
i€

cikar.

(Fy) Herhangix,y € Ligin, z,y€ () F; olsun. Heri € F igin, x,y € F; ve F; bir filtre
i€EF
oldugundanyg A y € F; olur. Buradanc Ay € () F; oldugu agiga ¢ikacaktir. Dolayisiyla
1EF
() F; kimesinin bir filtre oldugu gorulmus olur. O
1EF
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Onerme 2.18 Bir (L, <) 6rgiisil ve bunun herhangi bid altkimesi verilsinA’y1 kapsa-

yan bir en Kiciik ideal vardir ve bu idealél’'nin Urettigi ideal denir.

Ispat U kiimeler ailesid’yl kapsayan tuim ideallerin kiimesini gostersih.C L ve L
bir ideal oldugundard. € U/ ve dolayisiyld/ bos degildirOnerme 2.16'dan dolayi /
bir idealdir. A C (U oldugu agiktir. AyricaA’yl kapsayan her hangi bif ideali icin
(U CI oldugundarf\ U/ kimesiA'yl kapsayan en kugik ideal olur. O

Onerme 2.19 Bir (L, <) drgusi ve bunun herhangi biB altkiimesi verilsin.B’yi kap-

sayan en éciik filtre vardir ve bu filtreye3’nin Urettigi filtre denir.

Ispat V' kumeler ailesiB’yi kapsayan tiim filtrelerin kiimesini gostersi®. C L ve
L bir filtre oldugundanZ € V ve dolayisiylal’ bos degildir.Onerme 2.17'den dolayi
() V bir filtredir. B C (V' oldugu agiktir. AyricaB’yi kapsayan her hangi bif filtresi
icin()| V' C F oldugundarf) V' kiimesiB’yi kapsayan en kuguk filtre olur. O

Onerme 2.20 Bir (L, <) drguisi ve bunun herhangi bir altkiimesi verilsin.
ID(A) = {z € L|3{a,....,a,} C Aodylekiz < ay V.. Va,} kimesiA'nin Urettigi
idealdir (Gratzer 2003).

Ispat A C ID(A) oldugu agiktir.I D(A)'nin bir ideal oldugu kolayca gorulebilir .
Dolayisiyla,/ D(A)'nin A'nin Urettigi ideal oldugunu gostermek icit'y1 kapsayan her
I'idealinin I D(A)’y1 kapsadigini gormemiz yetecektit.c 1 D(A) alalim. Bu durumda
bir {a,...,a,} alt kimesi vardir dyle kix < a; V ... Va,'dir. A C [ oldugundan
ai,...,a, € I ve (12)dena; vV ... Va, € I ve (I1)denz € I bulunur. BuID(A) C I

kapsamasini kanitlar. O

Onerme 2.21 Bir (L, <) 6rgusi ve bunun herhangi bid altkimesi verilsin.
FL(A) = {x € L|3{a,...,a,} CAdylekiz > a; A ... Aa,} kimesiA'nin Urettigi
filtredir (Gratzer 2003).

Ispat A C FL(A) oldugu aciktir.F'L(A)’nin bir filtre oldugu kolayca gorulebilir .
Dolayisiyla,F'L(A)'nin A’nin Urettigi filtre oldugunu gostermek icid’y1 kapsayan her

9
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Ffiltresinin F'L(A)'y1 kapsadigini gormemiz yetecektirc F'L(A) alalim. Bu durumda
x > aj A\ ... A\ a, oOlacak sekilde bifa, ...,a,} C A vardir.A C F oldugundan
ai,...,a, € Fve (F2)dena; A ... A a, € F ve (F1)denz € F bulunur. BUuFL(A) C F

kapsamasini kanitlar. O

Onteorem 2.22 (Zorn Lemma) Kismi siralanmis bir kmedeki her zincitistten sinirli

ise bu kismi sirali amenin en az bir tane maximajesi vardir(Burris 1981).

Tanim 2.23 F, (L, <) 6rgusinun bir filtresi olsun. Ber F’yi kapsayan birG 0z filtresi

yoksaF’ye bir maksimal filtre denir.

Onteorem 2.24 (L, <) dagiimli bir 6rgi, I ve F sirasiylaL’nin bir ideali ve bir filtresi
olsun.erINF = (iseFF C Pvel N P = () olacak sekilde en az biP asal filtresi
vardir (Morandi 2005, Gatzer 2003).

Ispat F, F filtresini kapsayan vé ile arakesiti bos olan tum filtrelerin kiimesi olsun.
FNI=0@veF C F oldugundant’ € F olur. DolayisiylaF # () olur. {P, : a € J},
(F, ) icinde bir zincir olsun.(")nceaLEJJPa’nln L’nin bir filtresi oldugunu gorelim. Her
aicin P, # 0 oldugundanagJPa # () oldugu aciktir. SimdLLEJJPa’nin (F1) ve (F2)
ozelliklerini sagladigini gosterelim:

(F1) Her hangiv,y € Licin xz € aLeJJPa vez < y olsun . Bu durumdagy € Ps
olacak sekilde en az bjt € J vardir. P; bir filtre oldugundang € Ps vez < y olmasi
y € Pg olmasini gerektirirP; C agJPa oldugundany eaLeJJPa olacaktir.

(F2) Her hangic,y €Licin z,y eaLEJJPa olsun.x € Pz vey € P, olacak sekilde
B,y € Jvardir.{P, : o € J}, (F,Q) icinde bir zincir oldugundar®’; C P, veya
P, C Pgdir. P3 C P, oldugunu kabul edelim. Bu durumday < P, olur. P, bir filtre
oldugundang Ay € P, olur. P, C aLeJJPa oldugundany A y eaLeJJPa olur. P, C P
durumu icin benzer sekilde A y € aLEJJPa oldugu gorulir.

Dolay|S|yIaagJPa, L’nin bir filtresidir. Ayrica hera € Jicin P, NI =
oIduQundanéLeJJPa N I = @ olur . Bununla birlikte, her. € J icin F C P, oldugundan,
F C aLEJJPa olur. Bu aLgJJPa’nln F'nin bir elemani oldugunu kanitlar. Boylece,here J

icin P, C UJPa olduijundan,UJPa, {P, : a € J} kimesinin(F, C) i¢inde bir Ust
ae ac

10
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sinirdir. Dolayisiyla, Zorn Lemmaya goréF, C) nin bir P maksimal elemani vardir.
F'nin tanimindan,” € P ve I N P = () oldugu aciktir. Geriye sadec#, filtresinin
asal oldugunu gostermek kalir. Bunu iginv be P ikena € P veyab € P oldugunu
gosterecegiz. Bunu, olmayana ergini yontemini kultakaa v b€ P oldugunu, ancak
a ¢ Pveb ¢ P oldugunu kabul ederek kanitlayacagiz. ve F, sirasiylaP U {a}
ve P U {b} tarafindan uretilmis filtreler olsunlar. Bu durumdsC Fyve P CF, olur.
P, (F, <) nin bir maksimal elemani oldugundd#, F, ¢ F olacaktir. Aksi takdirde”
nin maksimal eleman olmasi ile gelisir. Buradan het 1,2 icin F; NI # () olur. Bu
durumdaz; € F; N I olacak sekilde:; € L'nin varhgini soyleyebiliriz.

Onerme 2.21'den dolaya, A ... Aa, < z; olacak sekildey, ..., a, € PU{a} vardir.
K = {ay,,ak,...,ax,, } Kimesii € {1,2,...,n} olmak Uzerea'dan farkl tuma; lerin
kiimesini gostersink’ = () igin p; = ag, A ag, A ... A ag,, ve K = () igin p; = T olarak
tanimlanirsap, € P olur. Ayrica,a; A ... A a, = p; A a oldugundamp; A a < z; olur.
Benzer sekilde, A b < x5 olacak sekilde bip, € P’nin var oldugu goruliurp; Aa < 1

vep, A b < x4 esitsizliklerini veL’nin dagilimli oldugunu kullanarak
TV > (prAa)V(pe Ab)=(p1Vp) A(prVa)A(paVb)A(aVd) (2.3)

yazabiliriz.a Vb e P, (p;V p2) € P oldugu igin veP bir filtre oldugundan

(p1 V p2) A (aV b) € P olacaktir. Diger taraftafp; V a) A (p2 V b) € P oldugu benzer
sekilde gorulebilirP’nin bir filtre olmasi ve dolayisiyla (F2) 6zelliginden

[(p1Vp2) A(p1Va)A(p2 VD) A(aVb)] € P olacaktir. (2.3) esitsizligi ve (F1) 6zelliginden
x1 V xo € P olacaktir. Ayrica,l bir ideal vex,,z, € I oldugundanz; V z, € I ve
boylecex;, V x, € I N P elde edilir. Ancak bu sonu¢ N P = () olmasi ile gelisir. Bu
celiski bastaki ¢ P veb ¢ P kabulumuzin yanhs oldugunu kanitlar. Bu nedente P

ya dab € P olur. Sonug olarakP bir asal filtre olur. O

Onerme 2.25 P, (L, <) sinirli érgusiiniin bir filtresi olsun P bir asal filtre ise ayni
zamanda maksimal filtredir.

Ispat P bir asal filtre olsun. Her z,y € LicinzVy € P = z € Pveyay € P
kosulunun sglandgini biliyoruz. BuradaP'yi kapsayan birdz filtre olmadgini goster-

meye calismaliyiz. Olmayana ergintemini kullanalim;P C @ olacak sekildd.’nin bir

11
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() 0z filtresi var olsun. Bu durumda € @ ancakxz ¢ P olacak sekilde en az bir tane
z € Lvardir.z' vV = T € P olmalidir. Dolayisiylaz’ € P ve P C @ oldujundan,
z € Q olur. Q bir filtre oldugundan (F2)6zelliginden dolayr:’ A z =1 € Q olur. Bu
durum iseQ filtresininin bir 0z filtre olmasi ile ¢elisir. Dolayisiyla istegimiz sonuca

ulasiriz. O

2.2. Kategoriler ve Funktor Cesitleri

Bu bolumde kategoriler ve funktorlar ile ilgili temel gileri verecegiz. Burada
verilecek tanim ve ornekler igin (Adamek 1990) kaynak a@kakullanilacaktir. Kategori
kavrami aksiyomatik sinif teorisine dayanmaktadir. Aksmatik sinif teorisinde tim nes-
nelerin birer sinif (class) oldugu kabul edilir ve sinifldr B, ... gibi bluyuk harfler ile
gosterilerek, siniflar arasinda aitlik bagintisi adilearbir € bagintisinin oldugu kabul
edilir. A € B ifadesiA sinifi B sinifina aittir veyaA, B’nin bir elemanidir diye okunur.
A € B olacak sekilde en az bir tarfe sinifi varsaA sinifina bir kiime (set) denir. Ancak
verilen bir A sinifiigcin A € B olacak sekilde her zaman bit sinifi var olmayabilir. Bu
durumdaA’ye bir has sinif (proper class) denfdrnegin tum kiimelerin sinifi bir kiime
deqildir, yani bir has siniftir. Sinif teorisi, Russellrpdoksu veya benzeri paradokslari
ortadan kaldirmak ve kiimeler teorisine alternatif dahaskali bir teori olusturmak igin
gelistirilmigtir. Sinif teorisine iliskin bu temel lgiler bu tezde kullanilacak olan kate-
gorik kavramlar icin yeterlidir. Bu nedenle, sinif teanis iliskin daha fazla bilgi burada

verilmeyecektir.

2.2.1. Kategorinin tanimi, temeldzellikleri ve kategori drnekleri

Tanim 2.26 Bir A kategorisi asgidaki bilgilerden olusan bifOb (A) , hom, id, o) dortlu-
sudur.

(1) Ob(A), elemanlariA kategorisinin objeleri (kisaca\-objeler) olarak okunan bir
siniftir.

(2) Her A, B € Ob(A) icin hom (A, B), elemanlariA objesindenB objesineA katego-
risinin morfizmalari (kisaca\-morfizmalari) olarak okunan birtkmedir.

Her A-morfizmasyf € hom (A, B), f : A — B veyaA L, Bile gosterilir. Ayrica, su

12
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kosul s@lanir:

(a)HerA, B, A", B € Ob(A)ve(A, B) # (A, B')i¢in, hom (A, B)Nhom (A’, B') = 0.
(3) Her A € Ob(A) icin A Uzerindeki birim morfizma (kisac-birim) diye okunan bir
A X A morfizmasi vardir.

(4) Her A, AN Ay ve Ay, L5 A5 morfizmalari icinf ile ¢'nin bileskesi olarak okunan
bir A, BN Az morfizmasini karsi getiren bir bileske kural vardir veagslaki iki kosul
sajlanir:

(b) bileske birlesmézelligine sahiptir. Yani, herA; AN Ay, Ay L5 Agve A, N Ay

morfizmalari i¢in

(hog) of = ho(gof) esitligi saglanir.

(c) A-birimler bileskenin birimidir. Yani, herl, B € Ob (A) ve herA - B morfizmas|

icin
idgof = foids = f esitligi saglanir.

Bir A = (Ob(A), hom,id, o) kategorisi verildigi zaman)/or(A) ile gosterecegimiz ve
A kategorisinin tum morfizmalarinin sinifi, tufiom (A, B) kiimelerinin birlesimi ola-
rak tanimlanir. Herhangi biA-morfizmasiA B icin A'ya f’nin tanim bolgesi denir
ve dom (f) ile gosterilir. B’ye f’nin deger bolgesi denir veod (f) ile gosterilir. Kate-
gori tanimindaki (a) kosulundan dolayr h&rmorfizmasinin bir ve yanlz bir tane tanim
bolgesi ve deger bolgesi vardir. Diger bir deyisler Aemorfizmasinin tanim ve deger
bolgeleri tek turli olarak belirlidir. Ayrica, kategamnimindaki (c) kosulundan dolayt,
herA € Ob(A) igin A Uizerindeki birim morfizmal 14, A tektir. Birden fazla kategori
ile ilgilenme durumunda bir karisiklik olmamasi igiiam ve o'yi bazen homa ve o
notasyonlari ile de gosterecegiz.

Simdi bazi kategori rnekleri verelim: Burada birkagdgori 0rnegi ile konumuzu genisle-

telim.

Ornek 2.27 Asajidaki iim kategorilerde bileske olarak fonksiyonlarin bilesikee birim
morfizmler olarak birim fonksiyonlar alinmistir.
(1) Tum Kimelerin kategorisBet ile gosterilen bir kategoridir. Bu kategorinin objeleri

kiimelerden ve morfizmalaruikneler arasindaki fonksiyonlardan olusur.

13
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(2) Tum topolojik uzaylarin kategoridiop ile gosterilen bir kategoridir. Bu kategorinin
objeleri topolojik uzaylardan ve morfizmalari topolojikaytar arasindaki &rekli fonksi-
yonlardan olusur.

(3) Tum gruplarin kategorisGrp ile gosterilen bir kategoridir. Bu kategorinin objeleri

gruplardan ve morfizmalari gruplar arasindaki grup homofonalarindan olusur.

Tanim 2.28 Verilen bir A = (Ob(A) , hom, id, o) kategorisi i¢in,A kategorisinin duali
(veya karsiti)A°? seklinde gsterilen bir kategoridir veA? = (Ob (A) , hom?, id, o)
seklinde tanimlanir. Burada, het, B € Ob (A) ve her A -1+ B, B —%+ C' € Mor (A)
icin

hom (B, A) = hom (A,B) vefo®?g=go f
esitlikleri ile hom® veo°? tanimlanir.

Bu tez boyunca, verilen herhangi BirmorfizmasiA AN B’ye karsi gelemA °P-morfizma-

sini bir karisiklik olmamasi i I A seklinde gosterecegiz.

Tanim 2.29 A = (Ob(A), hom,id, o) bir kategori ve A — B bir morfizma olsun.
Egergo f = ids ve f o g = idp olacak sekilde birB - A morfizmasi varsg’ye

A’dan B’ye bir A-izomorfizmasli yada kisaca bir izomorfizma denir.

A —L B bir A-izomorfizma ise buna karsi gelenrmorfizmasiB -2+ A tektir ve buna

f'nin tersi denir vef ! ile gosterilir.

Tanim 2.30 A bir kategori veA, B € Ob(A) olsun. Ber A'dan B'ye bir izomorfizma

varsaA ve B izomorftur denir veA=RB ile gosterilir.

2.2.2. Funktorlar ve funktor cesitleri

Tanim 2.31 A veB kategorileri verilsin.A’dan B’ye bir /' funktoru asgidaki ikiozelligi

saglayan, herA-objesi A’y1 bir ve yanhz bir B-objesi F'(A)’ya ve her A-morfizmasi
AL B’y1 bir ve yanliz bir taneB-morfizmasi'(A) ey F(B)’'ya esleyen bir fonksi-
yondur:

(i) F bileskeyi korur. Yani, hed 15 B, B -5 C' € Mor (A) icin

F(gof) = Flg)oF (f)dir

(¢7) F birim morfizmalari korur. Yani, heA-objesiA i¢in F(id4) = idpay'dir.

14
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Bir A kategorisinin objeleri birim morfizmalari olarak dugilebilir. Bu durumdaA’dan
B’ye bir F' funktoru bileskeyi ve birim morfizmalari koruyafor (A)'dan Mor (B)'ye
bir fonksiyondan baska birsey degildik’dan B’ye bir F' funktoru,

F:A—B yadaAi>B notasyonlari ile ifade edilir. Bi' : A — B funktoru

tanimlanirken heA-morfizmasiA - B icin
F (A N B) — F(A) 2 pB)

esitligi ile tanimlanir.

Ornek 2.32 Her hangi bir A kategorisi icin
ida (A5 B) =4t B

esitligi ile bir idy : A — A funktoru tanimlanir. Buna birim funktor denir.

Tanim 2.33 F : A — B bir funktor olsun.A, B € Ob (A) i¢in
Fap : homa(A, B) — homg(F(A), F(B))

fonksiyonuF' funktorununhoma (A, B) ve homg(F(A), F'(B)) kumelerine kisitlanisini
gostersin.

(i) Her A, B € Ob(A) icin F 45 fonksiyonu bire-bir isé” funktoruna givenilir (faithfull)
denir.

(i) Her A, B € Ob(A) icin F45 fonksiyonwrten iseF' funktoruna dolu (full) denir.

Tanim 2.34 F': A — B bir funktor olmakiizere; heB-objesiB i¢in I (A) =B olacak

sekilde en az biA-objesiA varsaF’ye izomorfizm-ygun (isomorphism-dense) denir.

Tanim 2.35 Bir F' : A — B funktoru @er givenilir, dolu ve izomorfizm-gun ise bu

funktora bir denklik denir.

Tanim 2.36 ' : A — B bir funktor olsun. Eer F', givenilir, dolu ve objelefizerinde

bire-bir vedrten iseF’ye bir izomorfizm (isomorphism) denir.
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Denk ve izomorfizm tanimlarindan kolayca gorillece@réz bir funktorun izomorfizm
olmasi onun bir denklik olmasini gerektirir. Ancak, bunenst genelde dogru degildir.
Sonug olarak, bir funktorun bir izomorfizm olmasi onun enélik oimasindan ¢ok daha

guclu bir ozelliktir.

Tanim 2.37 EQer verilenA ve B kategorileri arasinda birF' : A — B denklgi (izo-

morfizmi) varsa, bu iki kategoriye denk (izomorfik) katelgomenir.

Tanim 2.38 A ve B kategorileri verilsin. Ejer A’'nin duali A°?, B'ye denk iseA ve B

dual olarak denktir yada kisaca dual kategorilerdir.
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3. MATERYAL VE METOT

Bu bolumde Boole cebirleri ve Boole halkalarinin genegléikleri incelenerek

aralarindaki yakin iliskiler ortaya konulacaktir.

3.1. Boole Cebirlerinin Kategorisi ve Boole Halkalarinin Kategorisi

Tanim 3.39 (L, <) ve(K, <)) Boole cebirlerivef : L — K bir fonksiyon olsun. Ber
f asaydaki kosullari sgliyorsaf : (L, <,)— (K, <, )'ye bir Boole homomorfizmasi

denir:
(@f(T)=Tvef(l)=1

(i) f(a Vv b) = f(a) V f(b) ve f(a nb) = f(a) A (D)

Objeleri Boole cebirleri, morfizmalari Boole homomorfiziawa) bileske islemi fonksi-
yonlar arasindaki bileske islemi ve birimleri birim fasikonlardan olusan bir kategori

vardir. Bu kategoriyBA ile gosterecegiz.

Tanm 3.40 T = (7, +,.,0r, 1) islemine @re her elemani idempotent olan, yani her
x € Ticin z = 2?2 esitligini sajlayan birimli ve dgismeli bir halkaya bir Boole halkasi

denir (Halmos 1967).

T = (T, +,.,0r, 17) Boole halkalari ile ¢calisirken; Boole halkalarinin tikéerininden

faydalanip ve bu baglamda birkag ¢ikarimda bulunugsgalarimizi surdirecegiz.

Onerme 3.41 Verilen bir T = (T, +,.,0r, 17) Boole halkasi icinc <p y < z.y = z ile

tanimlanan<r, T" Uizerinde bir kismi siralama lgantisidir.

Ispat Herz,y,z €T icin kismi siralama bagintisi
(1) z <g z'dir:

r = 22 oldugundan: <t z oldugu aciktir.
(11) z <y yvey <r xisex = ydir:
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x <ryisex.y = x,y <r xisey.x = y 'dir. Calistigimiz birimli ve degismeli halka

oldugundan dolayt = x.y = y.x = y olacaktir.
(1ii) x <pyvey <r z isex <g z:

x <rylisex.y = xvey <r zisey.z = y olacaktir ki bu durumda
rz=(vy)z=z(y2)=zy==

olur. Bu daz < z'yi1 verir. U¢ durumdan yola ¢ikarak kismi siralama bagintisi ettiére
U

Onerme 3.42T = (T, +,.,0r, 17) Boole halkasi i¢in her elemanin toplamsal tersi ken-

disine esittir (Halmos 1967).
Ispat Herz,y € T icin
(x+y) = (@+y)l=24+vytyz+ty’=c+rytyr+ty
= x.y+y.x= Op.
Son esitliktey = 11 alinirsa

r4+x=0r=>2=—=x.

Onerme 3.43T = (T, +, ., Or, 17) bir Boole Halkasi olmakizerea, b € T igin;
a.b = —a.b'dir (Halmos 1967).

Ispat Ifademizin dogrugunu gostermek icldnerme 3.42'den ve Boole halkalarinin

idempotentlik 6zelliginden faydalanacagizp € T igin;

(a+b)? = a*+ab+ab+ b
=a+b = at+ab+ba+bd
= O = ab+ab

= —a.b = ab

oldugunu goérmis oluruz. O
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Onerme 3.44T = (T,+,.,0r, 17) Boole halkasiizerinde tanimly kismi siralama
bagintisina @re T’nin toplamsal birim elemarii; ve ¢carpimsal birim elemani; sirasiyla
en Kiciik ve en hiyiik elemanlardir.

Ispat  Tanimladgimiz kismi siralama lantisina gre; herz € T icin

i) Or.x = O ve buradardr < = olacaktir.

i1)1r.x = 17'dir. Dolayisiylaz <t 1t olur. O

Onerme 3.45T = (T,+,.,0r, L) bir Boole halkasi olmakizere(T, <r) kismi sirali
kimesinde heg, y € T igin inf {x, y} = z.y’dir (Halmos 1967).
Ispat

2

(z.y).x = 2°.y = x.y ve dPer taraftan(z.y).y = z.y*> = 2.y

olacaktir. Buradanz.y x vey igin birer alt sinirdir. a, x vey i¢in bir alt sinir olsun. Bu

durumdaa.z = a vea.y = a olur yania <t x vea <t y olur. Diger taraftan
a.(z.y) = (a.x).y = a.y = aolur.

Buradana <t z.y olur ki bu durumdanf {z,y} = z.y elde edilir. O

Onerme 3.46T = (T, +,.,0r, 11) bir Boole halkasi olmakizere(T, <r) kismi sirali
kiimesinde het,y € T ig¢in sup {z,y} = = + y + x.3y'dir (Halmos 1967).

Ispat Tanim3.40tan faydalanarak
v(r+ytay) =2 +ry+rty=c+zytry=c+0r=2x
elde edilir ve benzer sekilde(z + y + x.y) = y olur. Buradan
r<r(z+y+axyvey<t(zr+y+zy)
dir. Diger taraftan x <t b ve y <t b olacak sekilde her hangi bir € T"icin

Onerme 3.45ten

(x4+y+axy)b=zb+yb+zyb rT+y+zy

olur. Buradanise(z + y + z.y) <t b olacaktir. O
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Onerme 3.47(T, <r) sinirli bir drgudur.
Ispat IstenenOnerme 3.440nerme 3.45 v®nerme 3.46'nin bir sonucudur. O

(T, <t) sinirh drgusunde herhangiy € T igin inf {z,y} ve sup{z,y}yi sirasiyla

x Aty vex Vr y ile gosterecegiz.

Onerme 3.48T = (T, +, ., Or, 17) bir Boole halkasi olsun(T’, <r) sinirl drguisi dagil-

malidir.

Ispat Onerme 2.8'den dolay(;l", <r) sinirli 6rgusuiniin dagiimali oldugunu gostermek
icin Vrigleminin Arislemi Gizerine dagilabildigini gormemiz yeterli akktir.

Herz,y € T icin
xVr (y At 2) = (& VT y) At (T V1 2)

esitligi icin Onermeler 3.45, 3.46 ve 3.47'de yapmis oldugumuz tammalardan yarar-

lanarak gosterelim;
eV (YArz)=xz+YArz)+az.(yArz)=a+ (y.2) + .(y.2) (3.4)
ve

(xVry)Ar(zVr2)=(r+y+zy).(z+z+2.2)
= 72 +:E.z+x22+y.x+y.z+y.x.z+x22+x.y.z+x2.y.z
= r+rzt+rztyrtyztyrz+rzt+ry.z+ry.z

= r4yz+ry.z. (3.5)
(3.4) ve (3.5) esitliklerinden
V1 (y At z) = (x V1 y) At (x Vr 2)

elde etmis oluruz. O

Tanim 3.49 (T, +,.,0,1) ve(N+, ., 0, 1) Boole halkalari olmakizere, §er h asajidaki
kosullari saliyor iseh : (T,+,.,0,1)—(N+,.,0,1)" ye bir halka homomorfizmasi

denir.
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i) h(z +y) = hz) + h(y)
ii) h(a.y) = h(z).h(y)
iii) h(0) = 0

) h(1) = 1.

Objeleri Boole halkalari, morfizmalari birimleri koruyamlka homomorfizmalari olan

Boole halkalarinin kategorisini tezimiz boyunBR NG ile gosterecegiz.

3.2. Boole Cebirleri, Boole Halkalari ve Onlarin Denklgi

Onerme 3.50T = (T, +, ., Or, 17) bir Boole halkasi olsumy : T — T, Ap(z) = 1p—=z

olmakiizere,Br = (T, <, Ar) bir Boole cebiridir.

Ispat Onerme 3.48'den dolayi ifademizin dogrulugunu gostkritin herz € T igin

x At Ar(x) = O vex Vp Ap(x) = 11 oldugunu gostermemiz yeterli olacaktir.

i) Onerme 3.45'ten

2

At Ap(z) =x.(Ir —x) = —a2°=x —x =07 olacaktir.

i1) Onerme 3.46'dan
zVr Ar(z) = o+ M(z)+aM(z)=2+1r—x+2.(1r — 2)
= Ip+o—2>=1p+0p = Ig

olacaktir. 0

Onerme 3.51|T| = (T, <,) bir Boole cebiri olsun.

B) Ty =T ANy

i) T+ Yy =xVy

ile + 7 ve . islemlerini tanimlayalim. Bu durumd&,sy = (7', +z,.;r;) bir Boole

halkasidir.

Ispat Boole halkalarinin tanimi geregi tanimladigimiz islerim birimli, degismeli ve

idempotent halka 6zelliklerini sagladigini gostemizyeterli olacaktir.
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i) Herz,y € T igin z,px = x = x A x olacaktir. Dolayisiyla idempotent oldugunu
gormus oluruz.
it) Tanim geregi her € T i¢in = >1 & x =2V Ly dir. Bu cift gerektirmeden

faydalanarak
l‘+‘T| J_|T‘: xV J_‘T|: X

olur. Bu durumdal |, H7/'iIn + 7| islemine gore birimi olacaktir.

Benzer sekilde hareket edersek hex T' icin = < Tip < =2 A T|g/dir.
Dolayisiylaz.|7) Ti7 = A Tip) = 2 olur. Bu durumdar 7, Hip'in .7 islemine gore
birimi olur.

iii) Herz,y € T'icin =V y = sup{x,y} oldugunu ifade etmistik. Bu esitlikten yararla-

narak
rtHrny=zVy=yVvVr=y+mnz

oldugu goralur.

iv) Herx,y, z € T igin
T4 (YH+m ) =aV(yVze)=(@Vy)Vze=(z+my) +m2

olur.

v) Herz,y € Tigin
T Y =T NY=yYNT =y

olur.

vi) Herz,y, z € T'igin
(Y rz) = A(YAz) = (@ Ay) ANz = (T ny).n?

olacagi gorulur.

vii) Herz,y, z € T'igin
v (Y +Hrz) =2z A (yVe)=(xAy)V(zAz) = (z0y) i (211Y)

olur. (i — vii) dzelliklerinden dolayH | = (T, +r|, .| ) bir Boole halkasi olur. [
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Onerme 3.52T = (T, +, ., Or, 17) bir Boole halkasi olmakizere hew, b € T igin
a+b= ((1, AT )\T(b)) Vr ()\T(a) AT b)’dlr
Ispat a,b € Bigin

(a At Az(b) Vo (M) Arb) = [a.(lp — )] + [(1r — a).b] + [a.(1z — b)].[(1r — ).}
= a—ab+b—ab+|[(a—ab).(b—ab)
= la+b—ab—ab +[ab—a’b—ab®+ab?]
= a+b—ab—ab +[a.b—ab—ab+alb
= a+b—ab+ab+0rp
= a+b (3.6)

elde edilir. 0

Onerme 3.53 Verilen birT = (T, +, ., Or, 11) Boole halkasi iginH . = T’dir.

Ispat Verilen birT = (T, +, ., Or, 17) Boole halkasi igin ve verilen biBy = (T, <r, A1)

Boole cebiri igin
inf{z,y} =xANry=2zy ve sup{z,yt=axVry=x+y+2axy

oldugu g6z 6nuinde tutularak

i) a.p, b= a.b,

i) a+p. b=a+0b,

i) 1, = 1rve

) O = O

esitliklerini gosterirsek{z,. = T olur.
i) a.p, b =a At b = a.belde edilir.

i) Kismi siralama bagintilarinin 6zelliklerinden @aerme 3.52'den faydalanarak
a +BT b = ((l \/']1‘ b):(a /\']1‘ )\T(b)) \/'IF ()\T(a) /\'IF b)
= (a A )\T(b)) + ()\T(a) A b) + (a AT )\’]r(b))()\’]r(&) AT b)
= a—ab+b—ab+|[(a—ab).(b—ab) (3.7)
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yazabiliriz. Bununla birlikte,

a—ab+b—ab+[(a—ab).(b—ab)
= a+b—ab—ab+[ab—ab—ab+ a.b
= [a+b—ab—a.l]
Onermg3.43’ten

at+b—ab+ab

= [a+b—0T]=a+b
Esitlik (3.7) ve (3.8)deru + 5, b = a + b elde ederiz.

wWi) lpgy, = a+p, Ar(a) = (a V1 Ar(a)) = a+ Ar(a) + a.Ar(a)
= a+(Ir—a)+a(ly—a) =a+1lr—a+a—a
= 1

olur. Buradani s, = 1t oldugunu soyleyebiliriz.

iw)0r=a—ra=a—7a®=a.(ly —a) =ap(a) =aAr Ar(a) = Orip,

Onerme 3.54 Verilen bir|T'| = (T, <,’) Boole cebiri i¢inBy,, = |T'dir.

(3.8)

Ispat Verilen bir || = (T, <,') Boole cebiri i¢cinH s = (T, +z), .17 ) Boole halkasi

icindeki+ 7 ve . r islemlerinin tanimi g6z dninde tutularak,
T <mp Y& v <yicin

0) T N Y =T NY,

U) J—BH‘T‘ = J_T

oldugunu gosterirseky ., = |T'| oldugunu soyleyebiliriz.
DTNy Y =Ty =T Ay
esitligi saglanir
@) TV, Yy =2+ Y+ vy =(@Vy VEAy)=zVy
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olacaktir.

... i)' den

i) T A\ Ay (%) (@) den At gy Aty (T) = Ty Ay (2) = 2 A Ay ()

= lp=zAx (3.9)
ve
1)’ den
TV AH\T\ (:E) ( ): T \/H\T\ )\H\T\(x) =T +1] )‘H\T\(x) Hir| TT)| AH\T\ (l‘)
= T+ My (@) Hir) Lo =Tr=2Vva (3.10)

(3.9) ve (3.10) esitliklerinden ver'in tiimleyeniz’ tek oldugundan

/

)\H‘T‘(aj) =z
olur.

iv) )\H‘T‘(x Vi g, y) = ()\H‘T‘(ZL') NHp, )\H‘T‘(y))

esitligi ile ifade edilen De Morgan kuralini hatirlayal

B, - (@ Vi ) Vi, At (Vi )
De Morgar kuralndan. Vi ¥) Vi Mgy (2) Astigy Mg, (4))
= (x Vi, Yy) +r) ()\Hm (x) NHig Al (¥))
(@ Vi Y)-ir) A () Ay A ()
— (@ 411y + Trpy) +r) (&)

+r[(@ 1y + 2 my) (Y] (3.11)

Onermes3.45 ve Onerme 3.46'dan faydalanarak +r y + 2.7y = 2 V y ve

z'. iy = Ay yazabiliriz. Bu esitlikleri kullanirsak;

(@ +i11y + )+ (& )+ (@ 0y + 2m) o (@ my)]
= (zVy)+r (x' Ay + 1 [(2 Vv ?/)-\T\@/ Ay

= (zVvy) V(@ AY) (3.12)
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Esitlik (3.11) ve (3.12)den Ty, = (zVy)V (z' Ay') olur. Boylece,

Thy, = (@Vy)V@E@ Ay)=zVyV (@ Ay)
= zV[yVva)AyVy)
= zVyVz)ATq)
= zVyVa =TrVy

= Tr

sonucuna ulasinz.

U) J_BH‘T‘ - Z \/H\T\ ) Hp AH\T\('Z \/H\T\ y)

( T
De Mo?"gan:kuralmd(m ( H\T\ ) i, ()‘H\T\ (.T) /\H‘T‘ )\H‘T‘ (y))
(‘:C vH\T\ ) 7| ()\H\T\( ) /\H‘T‘ )\H‘T\ (y)>

= [l‘ +\T| Y + ZE.‘T|y].|T| [(:E/.|T|y/)] (3.13)
Onerme3.46 ve Onerme3.45'ten faydalanarak;
[+ y + 2orgy)o ()]

= @VYA@E AY)=(@A@ AY)V AR AY))

= (LrAy)V(LrAz) =Ly (3.14)

Esitlik (3.13) ve (3.14)’ten LBH‘T‘ = 17 elde edilir. O

Sonug 3.55Boole cebirleri ve Boole halkalari denk kavramlardir.

Konumuzun ekseninden sapmamak icin Boole halkalarirha ézla 6zelliklerine degin-
meden sunu ifade edebiliriz: Bir Boole cebiri her elemamnian karesi kendisine esit olan
bir Boole halkasidir yada tumleyenli dagiimali kafes igapa sahip olan kismi siral bir

kiimedir.

3.3.  Boole Cebirlerinin Topolojik Gosterimi

Bu bolimde amacimiz Boole cebirlerinin Stone uzay adiem bazi 6zel topo-
lojik uzaylar yardimiyla karakterize edilebilecegirogiérmektir. Bunun icin simdi ve-

recegimiz bazi hazirliklara ihtiyacimiz vardir.
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Tanim 3.56 (X, 7) bir topolojik uzay olsun. Her,y € X vex # yicinz € G,y € H
veG N H = () olacak bigimde&, H € 7 var ise (X, 7) topolojik uzayina Hausdorff'tur

denir.

Tanim 3.57 Bir (X, 7) topolojik uzayinin kagikiknelerden olusan bir tabani varsa bu

topolojik uzaya)-boyutlu (zero dimensional) uzay denir.

Tanim 3.58 (X, 7) bir topolojik uzay olsun. Ber X’nin her acikortusinin sonlu bir

altortusi varsa (X, 7)'ya kompakttir (tikizdir) denir. YaniX = ‘UIUi olacak sekilde
1€

secilent’'nun her{U; | i € I} altailesii¢in X = U;, U ... UU,, olacak sekildd damga

kiimesinin sonlu bi{iy, ..., i, } altkimesinin bulunmasidir.

Onteorem 3.59 (X, 7) bir topolojik uzay veS, 7'nun bir alttabani olsun.(X, 7)’nun
kompakt olmasit i¢in gerekli ve yeterli kostilnin S’nin bazi elemanlarindan olusan her

acikortudinden sonlu bir atirtt secilebilmesidir (Morandi 2005).

Tanim 3.60 Bir (X, 7) topolojik uzay! kompakt, Hausdorff Geboyutlu ise bu topolojik
uzaya Stone uzayi denir (Johnstone 1982; Morandi 2005).

Onerme 3.61Bir (L, <,') Boole cebirinde hen, b € L igin ve hera € L igin ¢(a), a
noktasini bulunduraniim asal filtrelerin kimesi olmakizere asgidaki esitlikler vardir:
(i) w(a) Np(b) = plaNb),

(i) (a) Up(b) = pla v b),

(ii}) ¢(a)® = ¢ (d).

Ispat Her a,b € Licin;

(i) P € ¢(a)Np(b) olsun. Bu durumda@ € p(a) ve P € ¢(b) olacaktir. Dolayisiyla
a € Pveb € P olur. Tanim 2.13'teru A b € P oldugunu $yleyebiliriz. Buradan
P € p(a A b)dir.

Diger taraftanP € ¢(a A b) olsun bu durumda Ab € Polur.aAb € PveaAb<a
oldugundan(/;)’den a € P olur. Benzer sekildé € P olur. BuradanP € ¢(a) ve
P € ¢(b) dolayisiylaP € ¢(a) N ¢(b) olacaktir. Bu iki duruma bakarak cift tarafli
kapsamalarin oldgu gorulur.

(i) P € p(a Vv b) icin tanim ger@i a V b € P olacaktir dger yandan Tanim 2.13'teR
asal filtre old@undam € P yadab € P olacaktir. BuradanP € ¢(a)Ugp(b) olur. Diger
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taraftan P € p(a) Up(b) igin P € ¢(a) yadaP € ¢(b) olacaktir. O zamam € P ya da
b € Pdir. Budurumdaa vV b € P olur. Son durumda® € ¢(a Vv b) den bahsedebiliriz.
Buradany(a V b) = ¢(a) U ¢(b) esitligi elde ederiz.

(iii) ¢(a)¢ = ¢ (a’) oldugunu grelim.

Her hangibirP € o(a') igin P € ¢(a)° olacaktir. Ejer P € o(a) olursaa € P olacaktir.
Ayrica, kabulimiz ger@i o' € P olur ve dolayisiylag’ A a = 1L € P olacaktir. Fakat
asal filtrelerin bir sinirl 6rguiniin en Kigilk elemanini icermedini biliyoruz (Onerme
2.15'ten). Bu celiskiden dolayR? ¢ ¢(a) veya denk olarak® € ¢(a)° olur. Diger ta-
raftan P € ¢(a)° olsun.a vV ' = T € P oldujunu biliyoruz. Bu durumdaga € P
veyaad' € P'dir ( Tanim 2.13, (F3)'ten).P € ¢(a)° oldugundanP ¢ ¢(a) olacaktir.
Dolayisiylaa’ € P olacagini 9yleyebiliriz. Son durumd®& € ¢ (a’) elde edilir. Buradan

gostermek istediimizy(a)® = ¢ (a’) esitlik gerceklesmis olacaktir. O

Onerme 3.62 L bir Boole cebiri olsunPF (L) ile L Boole cebirinin im asal filtrelerinin
kiimesini @sterelim.5(L) = {y(a)| a € L} kimeler ailesiPF (L) tzerinde birr(L)

topolojisi icin tabandir.

Ispat B(L) ailesinin taban olma kosullarini sagladigini gormeteylidir. Bunun icin su
iki kosulun saglandigini gosterecegiz:

(B UB(L) = PF(L),

(B2) Her By, By € (L) vex € By N By igin 3B3 € B(L) dylekixz € Bs C By N By'dir.
(B1) HerP € PF(L) igin P # () oldugundar: € P olacak sekilde en az bir tanec L
vardir. o(a)'nin tanimindanP € ¢(a) olur. p(a) C |JB(L) oldugundanP < |JA(L)
olur.

Bu PF (L) C |JA(L) oldugunu kanitlar. Ters kapsama asikar oldugundan

UB(L) = PF(L) olur.

(B2) By, B, € B(L) vex € By N By olsun. Bu durumda en az hir € L ve en az bir
ay € L vardir dyle ki, B; = ¢(a;) ve By = p(az)dir. p(a1) N y(as) = ¢ (a1 A as)
esitligi Onerme 3.61ij'den biliniyor. Dolayisiyla istene®; € 3(L) kimesini

Bs = p(a1) N p(asy) olarak segmek yeterlidir. O

Bu bolimde, verilen bil. Boole cebiri icinSt(L) = (PF(L),7(L)) ikilisinin bir Stone
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uzayi oldugunu gosterecegiz. Bunun icin birazdan eegemiz Yardimci dnermelere ih-

tiyacimiz olacaktir.

Onteorem 3.63 Her L Boole cebiri iginSt(L) = (PF(L), (L)) 0-boyutlu bir topolojik

uzaydir.

Ispat (L) = {¢(a)| @ € L} nin 7(L)’nin bir tabani oldugunu biliyoruz. Her € L

icin ¢(a)’nin kagik bir kime oldugunu gosterecegiza) € S(L) C 7(L) oldugundan
¢(a) agik bir kimediry(a)’nin kapali oldugunu yanp(a)'nin PF(L) icindeki timleyeni
¢(a)”nin acik bir kiime oldugunu gosterecediza)® = ¢ (a’) oldugunuOnerme 3.61

(i73)'ten biliyoruz p(a)® = ¢ (a') € B(L) C 7(L) oldugundany(a)© acik olur. O

Onteorem 3.64 Her L Boole cebiri iginSt(L) = (PF(L), (L)) bir Hausdorff topolojik

uzayidir.

Ispat P # Q olmak tizereP,Q € PF(L) alalim. Bu durumda € Q veyaQ ¢ Pdr,
Kabul edelim kiP? £ @ olsun. O zaman biz € P vardir dyle ki, a ¢ Q'dir. P € ¢(a)
ve Q € ¢(a)® olur. Ayrica,p(a),p(a)¢ € T(L) ve p(a) N ¢(a)® = ( oldugundanSt(L)

bir Hausdorff uzayi olur. O

Teorem 3.65 Her L Boole cebiriicinSt(L) = (PF (L), (L)) bir Stone uzayidir.

Ispat Onteorem 3.63 v®nteorem 3.64'U gz dniinde tutarsak, isteneni kamataiz
icin St(L)’nin bir kompakt uzay oldugunu gostermemiz yeterlidir.

B(L) = {p(a)| a € L}, 7(L)'nin bir tabani oldugundan ayni zamanda bu topoloji
icin bir alttabandir.PF(L)’'nin B(L) icinden secilen her hangi birp (a;) | i € I} agik
ortusunt alalim. YaniPF(L) = |J ¢ (a;) olsun.A = {a; | i € I} kimesinin Urettigi
ideal I D(A)’y1 gdz dnune alallml? € ID(A) oldugunu gorelim. Aksine] ¢ ID(A)
oldugunu kabul edersel; = {T }’'nin L'nin bir filtresi ve ID(A) N F' = () oldugundan
Onteorem 2.24'ten dolayi’ C P ve ID(A) N P = {) olacak sekilde en az bir tare asal

filtresi vardir.

PePF(L)=|J¢(w:) = 3k eI)(P € p(ar) = a € P)

el
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olur. Dolayisiyla,
ar € ACID(A) = a, € ID(A)NP = ID(A)N P # (dir.

ID(A)N P # 0 olmasiID(A) N P = () ile gelisir. Bu ¢eliskiT € ID(A) oldugunu
kanitlar.Onerme 2.20'den dolay! bfa, ...,a,} C A alt kimesi vardir dyle ki,

T<aV..Va,dirve

PF(L) = ¢(T)Cy¢(aV..Va,) =¢(a)U..Up(a,)

= PF(L)=¢(a;)U...Up(ay,)dir.

Sonug olarak{y (a1) , ..., ¢ (an)}, {¢ (a;) |i € I}'nin sonlu bir altortiisii olur veOnte-
orem 3.59'dan dolay$t(L) kompakt olur. O
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu bolumde su ana kadar yaptigimiz tanim ve ispatldiakarak, Boole cebir-
lerinin kategorisi ve Boole halkalarinin kategorisi anas tanimlanan funktorlarin izo-
morfizm oldugunun yanisira Boole cebirlerinin kategatesStone uzaylarinin kategorisi

arasinda, tanimlanan funktorlar yardimiyla birbiriniratleri oldugu gosterilecektir.

4.1. Boole Cebirlerinin Kategorisi ve Boole Halkalarinin Kategorisi Arasindaki

Izomorfizm

Onerme 4.66 Br : BA — BRNG olmakiizere; Br(|T| - |N|) = Hjyy —+ Hyy
esitligi ile tanimlanan fonksiyon bir funktordur.

Ispat Br : BA — BRNG funktor oldunu d@stermek icinT| SN |N| bir BA-
morfizmasi ikett | N Hjn'nin bir BRNG-morfizmasi oldgunu gstermemiz yeterli
olacaktir.|T| - |N| bir BA-morfizmasi olsun, SN H\y| fonksiyonunun bir halka
homomorfizmasi oldjunu gstermeliyiz:

i) Her a,b € Hyy igin Onerme 3.531 kullanarak

fla+r b) = f(a) +n f(b)

oldugunu girelim;

a -+ b= a Vv besitligini ele alahm;|T'| SN |N| BA-morfizmasi oldgundan dolay!

fla+im b) = flaVb) = fla) V [(b) = f(a) + f(b)dir

ii) Benzer sekilde. ;b = a A b esitligini ele alahm; |T| SN |N| BA-morfizmasi

oldugundan dolay!

flamb) = flanb) = fla) AN f(b) = f(a)nf (D)

olur.

i) | T SN |N| BA-morfizmasi oldgundan dolayi herhangi bis € 7" igin

fOmy) = fOny - ma) = fOmy Aa) = fOuy,) A fla) =0my A fla) = 0my,
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olacaktir.

i) | T SN |N| BA-morfizmasi oldgundan dolayi herhangi big € 7" i¢in

f(Lig,) = flatma) = favd) = fa)Vf(a') = fla)Vf(a) = fla)+nfla) = L,

elde edilir. Byylece,Br’nin bir funktor olduwjunu @rmis oluruz. O

Onerme 4.67 Br : BA — BRNG funktoru bir izomorfizmdir.

Ispat Br : BA — BRNG funkorunun izomorfizm oldugunu sodyleyebilmek icin,
Br’nin guvenilir, dolu ve objeler tizerinde bire-bir ve ért oldugunu gostermemiz gere-
Kir.

(a) Her hangiT| -+ |N|ve|T| - |N|icin f, g € mor(BA) olmak izere

Br(f)=Br(g) = f=Br(f)=Br(g)=g=f=y

olacaktir. Yani,Br guvenilirdir.

(b) Br’nin dolu oldugunu gostermek icin, herhan@i| , | V| € Ob(BA) ve

Br( |T)) SN Br( |N|) € mor(BRNG) i¢in Br(g) = f olacak sekilde en az bir
IT| -5 |N| € mor(BA)'nin varhgini gosterecedizBr( |T|) = Hr ve

Br(|N|) = Hy oldugundanH,;; = Hx, € mor(BRNG) olur.

|T| SN |N| € mor(BA) oldugunu gosterirsek, istenilgmrmorfizmasini

|T| AN | N| morfizmasi olarak secebilecegimiz agikfirce mor(BRNG) oldugu igin
Onerme 4.66'ya geri donersek:

i)f(a+r b) = f(a) +n f(b)

i) f(a.ryb) = f(a). v f(b)

oldugunu biliyoruz. Buradan
flavb) = fla+rb) = fla) +n f(b) = fla) v f(b)

flanb) = flarb) = f(a)n f(b) = fa) A f(b)
F(L) = L ve f(T) = T esitlikleri elde edilir. BoyleceT| -5 |N| € mor(BA)
oldugunu ifade edebiliriz.

Son bolumde3r’nin objeler Uizerinde bire-bir ve drten oldugunu gastan.
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Br’nin objeler Gizerinde orten oldugunu gostermek igin;

herT = (T,+,.,0r,1r) € Ob(BRNG) icin Br(A) = T olacak sekilde en az bir
A € Ob(BA)'nin varligini gdstermemiz gerekiOnerme 3.53'de deginmis oldugumuz
ozellige geri donersekil 5. = T oldugunu gormustuk. Bu durumd& = By segildigi
zaman,Br(A) = Br(Br) = Hp, = T esitligini elde ederiz. Son olaraKr’nin objeler
Uzerinde bire-bir oldugunu gostermek igin;

her|T|,, |T|, € Ob(BA) icin Br( |T|,) = Br(|T|,) = |T|, = |T|, oldugunu gorelim.

Bunun igin(")nerme 3.54’0 kullanirsak,
Br(|T|,) = Br(|T|,) = Hyr), = Br(|T|,) = Br(|T],) = Hz,
= |T|1 - BH\T\I = BH\T\Q y |T|2

elde ederiz. O

4.2. Stone Dualitesi

Objeleri Stone uzaylari, morfizmalari surekli fonksiyamlbileske islemi fonksi-
yonlar arasindaki bileske islemi ve birimleri birim fasikonlardan olusan bir kategori
vardir. Bu kategoriyBtone ile gosterecegiz. Stone dualitd3iA ve Stone kategorileri-
nin dual olarak denk olduklarini ifade eder. Bu bolumdeamiz bu dualiteyi formulize
etmek ve acgikga kurmakitir.

Verilen bir Boole cebiriB ve hera € Bicin p(a) = {F € PF(B) | a € F'} olmak Uizere
B(B) = {¢(a) | a € B} kumeler ailesininSt(B) = (PF(B),7(B)) Stone uzayinin

kacik alt kimelerden olusan bir tabani oldugunu heagalim.

Onteorem 4.68 Her B Boole cebiriicinC, St(B) = (PF(B), 7(B)) Stone uzayinin her

hangi bir kagik alt kimesi isep(a) = C olacak sekilde en az bir € B vardir.

Ispat Her a € Bigin ©(a)’nin St(B)’nin kagik bir altkimesi oldugunu dnceki bolumde
gormustukC' , St(B) uzayinda bir kagik alt kiime olsun;

B(B) = {¢(a) | a € B} kumesi 7(B) icin bir taban oldugunu biliyoruz. Bu du-
rumdaC = Up(a;), a; € A olacak sekildeA C B bulabiliriz. C' kompakt bir kime

oldugundan
C=p(a)U..Up(a,) =¢la V...Vay,)
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olacak sekildeiy, ...a,, € A vardir. Bu isteneni verir. O

Onteorem 4.69 Her hangi bir B Boole cebri i¢inFz(b) = ¢(b) ile tanimlanan

Fg : B — CI(St(B)) fonksiyonuB A kategorisinde bir izomorfizmdir.

Ispat  Oncelikle C1(St(B))ifadesinin bir Boole cebiri oldugunu gostermeliyiz. Bda
iki kagik kiimenin kesisimi ve birlesimin yine bir kackiime olacagi ve yine bir kagik
kiimenin timleyeninin yine bir kagik kiime oldugu amkP F'( B) ve () nin de kagik kiime
oldugu biliyoruz. Boylece”i(St(B)) kimesi kapsama bagintisi ve tumleyen iglemi ile
birlikte bir Boole cebiri olustururFs nin kurulusundan iyi tanimli v&nteorem 4.68'den
orten oldugunu sdyleyebilirit)stelik Onerme 3.61deny(a) U ¢(b) = ¢(a V b),

©(a) N @(b) = p(a A b) ile birlikte bir Boole homomorfizmasidir ve yir@nerme 3.61’
deny(a)® = ¢(a’) oldugunu biliyoruzOnteorem 3.63'ten aciktir ki bir filtre ayni anda
ve a' elemanlarini icermez ancak maximal filtreler ikisindenrbiicerir. Son olarakF’z
nin birebir oldugunu gorelim:, b € B olmak iizere: # b alalim. Bu durumda £ b veya
b £ a'dir. a £ boldugunu varsayalir@nceki bolimlerdeki filtre ve ideallerin dzellikleri
ve Tanim 2.14ten yararlanarak = 1 « filtresini veI =] bidealini ele alalima £ b
kabuliimiizden ve Tanim 2.13'ten dolayF N I = § olacaktir.Onteorem 2.24'0n 1S3
altindaF C P velIn P = () olacak sekilde en az biP asal filtresinin varligini biliyoruz.
Buradang € F C P oldugundanP € ¢(a) olur. Ayrica,b € I ve I N P = () oldugundan

P ¢ ©(b) olur. Dolayisiylap(a) # ¢(b)olur. Benzer sekilde) £ a igin, p(a) # ¢(b)
olur. O

Tanim 4.70 Verilen herhangi birf : X — Y fonksiyonu igin,
fo(B) = {z € X | f(x) € B} ile tanimlananf< : P(Y) — P(X) fonksiyonuna

f’nin terse dagjru kuvvet kmesi operairtl (backward powerset operator) denir.

Buradaf(B), genelliklef~!(B) seklinde de gosterilen @'nin f altindaki ters goruntiisu ola-

rak okunan kiimeden baska bir sey degildir.

Onteorem 4.71 (X, 7) bir Stone uzayi olmaizereGx (z) = {U € Cl(X,7) : z € U}

ile tanimlanan
Gx: (X,7) = (PF(Cl(X,7)),7(CL(X,T)))
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fonksiyonu bir homeomorfizmdir.

Ispat Gy in iyi tamimli oldugunu gormek igin dncelikl€ x () in CI(X, 7)'in bir asal
filtresi oldugunu gostermemiz gerekir. Bunun icin Tan2ni3'teki (F1), (F2) ve (F3)
kosullarinin saglandigini W& 'in bir 0z filtre oldugunu gosterecegiz.

(F1)U,V € CI(X,7) igin

UeGx(zx)veU CV =2cUCV =V e Gx(z)dir.
(F2)U,V € CI(X, ) igin
UVeGx(x)=rzelUveyeV=xclUNV=UNV e Gx(x)dir.
(F3)U,V € CI(X, ) igin
UuVeGx(zx)=reclUUV=xeclUveyarcV

= U € Gx(x) veyaV € Gx(z)dir.

X € Cl(X,7)vex € X oldugundanX € G x(z) ve dolayisiylaG x(z) # ( olur. Ayrica
0 € Cl(X,7) ancak() ¢ Gx(x) oldugundanGx(z) # CI(X, ) olur, ve dolayislaG x
bir 6z filtredir.

Simdi Gx : (X,7) — (PF(CI(X,7)),7(Cl(X,7))) fonksiyonun surekli oldugunu
gorelim; 5 (Cl(X, 7)), 7(CL(X,7))'nin bir tabani olmak tzere hdi € 5 (CI(X, 1))
icin (Gx)* (U) € 7 oldugunu gostermemiz yeterlidif.(CI(X, 7))’nin tanimindan,

U = ¢(V) olacak sekilde en az bir tané € CI(X, 7) vardir.V € 7 oldugundan

(Gx)™ (U) = V oldugunu gosterirselGGx )™ (U) € T olacagi agiktir.

z € (Gx)™ (U) = Gx(x) € U = Gx(x) € p(V)dir.

Gx(z), CI(X, 7)'in bir asal filtresi oldugundany(1")'nin tanimindan ve

Gx(z) € (V) oldugundan/ € Gx(z) ve dolayisylar € V olur. Tersine,
reV=VelGx(x)=Gx(x)ep(V)=Gx(z)eU=z¢e(Gx) (U)

oldugundan(Gx)“ (U) = V elde edilir.

(X, 1), bir Stone uzay! olmak Uizere Hausdorff ve 0 boyutlu olmdamdolay!r Tanim
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3.56 ve Tanim 3.57°'de goz dniuinde bulundurarak; herhldingt € X igin

{z} = NGx(z) yazabiliriz. Cunkd Tanim 3.56 ve 0 boyutlu olmasi géregnamen
baglantisiz olacaktir . BuradafX, 7) 0 boyutlu bir Stone uzayinin elemanlarini ayrik
kiimeler olarak yazabiliriz. Bu durumday (z) = Gx(y) esitligi icin

r eV =V eGx(x) € p(V)alahm, diger taraftay € U = U € Gx(x) € p(U)

oldugundan yukarida belirttigimiz Gizere
Gx(z)={VelCl(X,1):2 eV} =Gx(y) ={U e Cl(X,7):y e U}

tek turlt belirlenecektir, yaniz x (x) = Gx(y) isex = y olacaktir. Bu durum isé& x’in
birebir oldugunu kanitlar.

G x ayni zamanda ortendir. Bunu gorelim; her hangiBie PF(CIl (X, 1))
alahm. P, Cl (X, 7)’nin bir asal filtresidir.NP kiimesini goz onune alahnmP kiimesi
bos kiime degildir. CUnk{X, 7) bir kompakt uzay veé?, kompakt bir uzayin bir elemani
oldugundan kompakthgin tanimi geregi ve kacik bimdiolmasindan dolayi kapali alt
kiimelerden olusur? ayni zamanda sonlu arakesit 6zelligine sahip bir kimeglesidir.
Cunku P maksimal filtredir dolayisiyla Tanim 2.13 ve Tanim 2.23'tére Pve A C T
iseT" C P oldugunu soyleyebilirizI’ = A; N A; N ...N A, alalim. Bu durumda® ¢ T
olacaktir veP maksimal filtre oldugundan dolay? = T olacaktir. SimdinP’nin {z}
seklinde bir tek nokta kiimesi oldugunu gosterece@imayana ergi yontemi kullanarak,
tersinenP’nin bir tek nokta kiimesi olmadigini varsayalitki farkli z,y € NP var ol-
sunlar .(X, 7) bir Stone uzayi oldugundan dolay! ayni zamanda Hausdorffanim 3.56
yardimiile,z € U vey € X\U olacak sekilde kacik bi/ kimesi alalim. Daha fazlasini
sdylemek gerekirs&/ € P yadaX\U € P olur. EgerU € P ise almis oldugumuz/
kiimesinin tanimindap ¢ NP olacaktir. Benzer bir celiskk\U € P olunca da elde

edilir. Boylece bazr € X lericinNP = {z} olur. O halde,
AeP=zcAveAecCl(X,7)= AecGx(z)

ve dolayisiylaP C Gx(z)olur. PveGx(z), Cl(X, 7) de asal filtreler oldugundan Tanim
2.23'ten maksimal filtrelerdir. Bu nedenl®, C Gx(z) kapsamasP = G x(z) esitligini
gerektirir. BUG x’in ortenligini kanitlar.GG x birebir ve drten oldugundan

Gy : PF(Cl(X, 7)) — X ters fonksiyonu vardir. Son olarak,
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Gx : (X,7) = (PF(CI(X, 1)), 7(Cl(X,7)))donusimunin bir homeomorfizm oldugunu

soyleyebilmek igin
Gy (PF(CL(X, 7)), 7(CL(X,T))) — (X,7T)

ters fonksiyonunun surekli oldugunu gormeliyiz. Burigim,

Gx : (X,7) = (PF(Cl(X, 7)), 7(Cl(X,7))) fonksiyonun surekli oldugunu gosterdigimiz
benzer yol gosterecegiz. Yani her hangi bire 7 igin (G3') (U) € 7(Cl(X, 7))
oldugunu gosterecegiZ. € 7 igin tanimlardarV = (V') olacak sekilde en az b € X
vardir. Buradar’ € 7(C1 (X, 7)) olacagindan dolayy = (G3')™ (U) oldugunu goste-

recegiz. Gergekten
z € (GY) (U) = G (z) e U= Gyl (a) € p(V)

oldugu kolayca gortlebilirG' (), 7 igin bir asal filtre oldugundan € V olur ki bu

durumdaisgGy') " (U) € 7(Cl1 (X, 7)) olacagini goriiriiz. O

Onerme 4.72 St(A -+ B) = St(A) g St(B) esitligi ile tanimlanan
St : BA”” — Stone fonksiyonu bir funktordur. Burada, het -~ B € Mor (BA)
icin St(u) : PF(A) — PF(B) fonksiyonu

St(u)(P) = (u?)(P),VP € PF(A)
ile tanimlanir.

Ispat St fonksiyonun bileske islemini ve birim morfizmalari kouigli aciktir. Bu ne-
denle,St’nin bir funktor oldugunu gostermek icilB A%’ da alinan hetdA — B morfiz-
masil icinSt(u) : PF(A) — PF(B) fonksiyonunurStone kategorisinde bir

St(u) : St(A) — St(B) morfizmasi oldugunu gostermek yeterli olacaktir.

Oncelikle St(u) : PF(A) — PF(B)’ nin gergekten bir fonksiyon oldugunu gosterme-
liyiz. Yani herhangi birP € PF(A) icin St(u)(P) € PF(B), yaniSt(u)(P)nin B'nin

bir asal filtresi oldugunu gosterecegiz. Bunun igintteargi birP € PF(A) i¢in asagidaki

ozelliklerin gerceklendigini gostereceqiz:
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(1) Hel’bl, by € B |Q|n , b € St(U)(P) veb, < by= b € St(U)(P) :

bl,bg € B,bl < bg ve
by € St(u)(P)= (u)"(P) olsun

u?(b) € Pdir.

b1 < by, u®?(by) < u’(by) ve Tanim 2.13 yardimi il@®?(by) € P => by € (u?)* (P)
olur.

(2) Herby, by € Bigin, by, by € St(u)(P) = by A by € St(u)(P)dir:

b1, by € St(u)(P) = (uP)* (P)igin u?(by),u’(by) € P oldugunu biliyoruz.

P € PF(A) oldugundan dolayi filtrenin tanimi geregi ( Tanim 2.187%e

u’(by) A u?(by) € P'dir. Ayrica,

u?(by) A u®(by) = u’(by A by) oldugundanu (b, A by) € P olur.
Dolayisiyla,
u®(by ANby) € P = by ANby € (u®?)™(P) = St(u)(P)

elde edilir.

() Herby, by € Bigin, by V by € St(u)(P) = by € St(u)(P) veyaby, € St(u)(P):

Bu gerektirmenin dogrulugunu gostermek ighp \V by € St(u)(P) oldugunu kabul ede-
lim. Bu durumdau®?( b; V by) € P olacaktir.

Ayrica, u(by V by) = u(by) V u(by) oldugundanu(by) V u®(by) € P olur.
Boylece P bir asal filtre oldugundan (Tanim 2.13'ten:j?(b;) € P veyau®?(by) € P

olur. Dolayisiyla,
by € (u?)(P) = St(u)(P) veyab, € (u”?)”(P) = St(u)(P) olacaktir

(4) St(u)(P) # edir:

P asalfiltresiicinP € PF(A) oldugundan dolay filtrenin tanimi gereqgi

(Tanim 2.13'ten)P # @’dir. SirasiylaAnin ve B’nin en buyiuk elemanlari] 4 ve Tg
olsun. Bu durumd& 4 € P oldugunu onceki bolumlerden biliyoruz? : B — A bir
Boole cebiri homomorfizmasi oldugundaff (Tz) = T4 € P olacaktir.St(u)(P)’nin

tanimindani 5 € (u?)* (P) = St(u)(P) ve dolayisiylaSt(u)(P) # @ olur.
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(5) St(u)(P) # Bdir:

SirasltylaA’nin ve B’nin en kiiguik elemanlari_4 ve | g olsunlar. (Tanim 2.13'ten )

1 4 ¢ P oldugunu biliyoruzu° : B — A bir Boole cebiri homomorfizmasi oldugundan
u® (Lp) = La ¢ Polur.St(u)(P)nintanimindan,Lg ¢ (u?)< (P) = St(u)(P) olur.

1 5 € Boldugundan, hemeSit(u)(P) # B elde edilir.

Ikinci olarak, St(u) : St(A) — St(B) fonksiyonun siirekli oldugunu godstermeli-
yiz. St(A) = (PF(A),7(A)) ve St(B) = (PF(B), 7(B)) oldugunu, bununla bir-
likte B(A) = {¢(a)| a € A}’nin 7(A)'nin bir tabani veg(B) = {p(b)| b € B}'nin
da 7(B)’nin bir tabani oldugunu hatirlayalim. Heres(B) icin St(u)<(G) € 7(A)
oldugunu gostermemiz yeterlidir. Veerilen her hangi 6ire §(B) icin G = ¢(b) ola-
cak sekilde en az bir e B vardir.St(u) (¢(b)) = ¢(u(b)) oldugundan

St(u)™(G) = St(u)™(p(b)) = @(u™ (b)) € B(A)

olur. Boylece,5(A) C 7(A) oldugundansSt(u)* (G) € 7(A) olur. Elde edilen bu sonug,
St(u) : St(A) — St(B)'nun Stone kategorisinde bir morfizm oldugunu gosterir. [J

Onerme 4.73 St : BA”? — Stone bir givenilir funktordur.

Ispat A ~ B, A =% B € Mor(BA®) olsunlar, yaniB ‘Y AveB ' A, BA
kategorisinde morfizimlerdir. Farzedelim Ki(u;) = St(us) olsun. Amacimiziy, = uy
gostermektir. Bu amagla, hére Bicin ui”(b) = u3’(b) oldugunu gdstermeliyiz. Bunu
kanitlamak icin olmayana ergi ydntemi kullanacagizrsiree, uy” (b) # us’(b) olacak

sekilde en az bir tank € B’nin var oldugunu kabul edelim. Bu durumda,
u(b) & uZf (b) veyaus? (b) & s (b)'dir

ut?(b) & uy’(b) durumunu godz dnine alahind? =1 w{”(b) bir filtredir ve I = w3’ (b)
bir idealdir.u;?(b) £ u$?(b) oldugundant’ N I = & olur. Onteorem 2.24'teF” C P, ve
PynI = @ olacak sekilde en az bir tarigy asal filtresi vardir. Bdylece,;”(b) € F C R,
veug’(b) € I oldugundani”(b) € Py veuy’(b) ¢ P, olur. Buradanp € (ui’)* (Fp) ve
b ¢ (u’)(Py) olacagi aciktir ve bu déui?) (FRy) # (ug’) (Py) esitsizligini kanitlar.
Ancak, St(u;) = St(ug) oldugundan,St(uq)(Fy) = St(usg)(Fp)'dir ve bu esitlikten

faydalanarak,
(ui”) ™ (Po) = St(ur)(Fo) = St(uz)(Fo) = (ui”)™ (Fo)
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olur. Bu ise(u")* (Py) # (u3’)* (Fy) olmasi ile gelisirus’(b) £ wi*(b) durumu igin,

benzer bir ¢celigki elde ederiz. Bu kaniti tamamlar. O

Onerme 4.74 C1 : Stone — BA® fonksiyonu

Cl(X,7) L5 (v, 0)) = ci(x,7) Y% cuy, 9)

ile tanimlanan bir funktordur. Burada}'l( f) BA-morfizmasiCIl(f)?(G) = f<(G)
esitligi ile tanimlananCi(f)°" : C1(Y,9) — CI(X, ) BA-morfizmasrnin kargitidur.

Ispat C?'nin bileske islemini ve birim morfizmalari koruyan biodiisiim oldugu asikardir.
CI’nin morfizmalari morfizmalara donusturdugunirg@miz yeterlidir. Bunun igin her
hangi bir (X, 7) SN (Y, ) Stone-morfizmasi alirsak, he¥, G;, Gy € CI1(Y,¥) igin

(4) Cl(f)* @) = f0) =0,Ci(f)* (V) = f7(Y) = X,

(i) CUf)?(GiNGy) = fT(G1NG2) = f7(G1)N fT(Ga)
= CI(f)”(G1)NCIf)"(G2),
CUf)?(G1UGy) = fT(G1UGy) = fT(G1)U fT(Ga)

(G

= CIUN)™(G) U CI(f)* (Ga),

(¢i) CI(f)?(G°) = f7(G) = [T(G) = CUf)™ (G)

oldugundarCli(f)° : Cl(Y,9) — CI(X, ) bir BA-morfizm ve dolayisiyla

ClUX,T) ) Cl(Y,9) bir BA°”-morfizm olur. O

Onerme 4.75 St funktoru doludur.

Ispat A, BcOb(BA?) alalim veSt(A) SN St(B) Stone kategorisinde bir morfizim
olsun.St'nin bir dolu funktor oldugunu gostermek icirf, = St(u) olacak sekilde en az
bir taneA — B BA°’-morfizminin var oldugunu gosterecegiz.

Onteorem 4.69 danF(a) = ¢(a) ve F(b) = ¢(b) esitlikleri ile tanimlanan

Fy:A— Cl(St(A)) veFs : B — CI(St(B))
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fonksiyonlarininB A -kategorisinde izomorfizmler oldugunu biliyoruz.

Cl(St(B)) T Cl(St(A)) BA-morfizmini goz onuinde tutarak” : B — A

BA -morfizmini u® = F;'oCI(f)PoFy esitligi ile tanimlayalim. SimdiSt(u) = f
esitliginin saglandigini gorelim. Verilen her harwi b € B igin a = u°?(b) denirse,
a = ur(b)=F (CUf)*(Fp(b)) = Fi' (f ()
= p(a) = Fa(a) = Fa(u™ (b)) = /7 (¢(b))

ve sonug olarak,

p(a) = (p(b)) (4.15)
elde ederizistenilen esitligi gostermek igin, hé? € PF(A) igin St(u)(P) = f(P)
oldugunu kanitlayacagiz.

St(u)(P) = (u?) (P) oldugundan, heb € St(u)(P) igin a = u?(b) € Pidr.

P € PF(A) oldugundanP € ¢(a) olur. (4.15) esitligini kullanirsak,

P e [T (p(b) = f(P) € p(b) = be f(P)
olur, bu daSt(u)(P) C f(P) kapsamasini kanitlar. Simdi de ters kapsami dogrulamak
icin, b € f(P) alalim. f(P) € PF(B)veb € f(P) oldugundanf(P) € ¢(b) olur.
BuradanP € < (¢(b)) yazabiliriz.a = u°?(b) denirse, (4.15) esitliginden

Peyla) =a=u"b)e P=be (u?)" (P)=0be St(u)(P)

elde edilir ki bu daf (P) C St(u)(P) kapsamasini kanitlar. O

Onerme 4.76 St funktoru bir denkliktir,

Ispat St’nin giivenilir ve dolu oldugunu daha 6nce gosterdigingin, sadeceSt’ nin
izomorfizm-yogun oldugunu gdormemiz yeterli olacakBu amacla, hef X, r) Stone
uzay! i¢in St(A)=(X,7), yani St(A), (X, 7)’ya homeomorf olacak sekilde en az bir
taneA Boole cebirinin var oldugunu gdormeliyinteorem 4.71'den dolayiX, 7) Stone
uzayininSt(Cl(X, 7)) Stone uzayina homeomorf oldugunu biliyoruz. Dolayisigtanilan

A Boole cebiriniCl(X, 7) Boole cebiri olarak se¢cmek yeterlidir. O

Sonug 4.77BA ve Stone biri birine dual kategorilerdir (Johnstone 1982).
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5. SONUC

Bu tez calismasi buinyesinde, ilk olarak Boole cebinerBoole halkalarinin temel
ozelliklerinin 15131 altinda objeleri; Boole cebirlemorfizmalari; Boole homomorfizma-
lar1, bileske islemi ve birimleri birim fonksiyonlardaslusanBA kategorisi ile obje-
leri Boole halkalari, morfizmalari birimleri koruyan halkamomorfizmalari olan Boole
halkalarini kategorisSBRING arasinda bir funktor tanimlamis ve bu funktorun izomor-
fizm oldugu gosterilmistir. Calismamizin son kismar&tone uzayi adi verilen Hausdorff,
kompakt ve sifir boyutlu olan 6zel topolojik uzay ve Boolkbaleri arasinda filtrelerin
ozellikleri yardimiyla aralarinda bir iligki tanimlangtir. Devaminda BAnin duali olan
BA ile objeleri Stone uzayi, morfizmalar surekli fonksiyanlbileske islemi foksi-
yonlar arasindaki bileske islemi ve birimleri birim fasikonlar olan Stone uzaylarinin
kategorisiStone arasinda iki funktor tanimlanmistir. Bu tanimlanan fumldr 1siginda

BA ile Stone’nun dual oldugu gosterilmistir.
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