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OZET
MEKANSAL EKONOMETRIK MODELLER:

MEKANSAL HATA MODELI iCIN ROBUST TAHMINLEME

Vural YILDIRIM
Istatistik Anabilim Dal1
Anadolu Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Agustos 2018

Danisman: Prof. Dr. Yeliz MERT KANTAR

Bu tez ¢alismasinda, oncelikle mekansal istatistik, komsuluk matrisleri, mekansal
ekonometrik modeller ve modellerin klasik tahminleme yontemleri incelenmistir. Klasik
tahminleme yontemlerinin veri setinde aykiri degerler oldugunda, bunlardan oldukga
etkilendigi goriilmiistiir. Cok kullanilan mekansal ekonometrik modellerden biri olan,
mekansal hata modeli (SEM) igin M-tahminlemenin 1 fonksiyonlari yardimiyla
robustlagtirilan olabilirlik esitliklerine dayali bir tahminci onerilmistir. Robust
maksimum olabilirlik (RMLE) olarak ifade edilen tahmincinin performansi farkli hata
dagilimlart ile Monte Carlo simiilasyonu yardimiyla aragtirilmistir. Simiilasyon
sonuglart gostermistir ki SEM icin RMLE veri setinde aykirt degerler olmasi
durumunda Kklasik tahmincilere goére daha kiicik hata kareler ve yan degeri
saglamaktadir ve normal dagilim durumunda ise etkinlik kaybi oldukga kiigiiktiir.
Ayrica, gergek hayattan alinan bir uygulama tizerinde, aykir1 degerli ve aykiri degersiz

veri seti yardimiyla RMLE’nin iyi performansi gosterilmistir.

Anahtar kelimeler: Mekansal istatistik, Mekansal ekonometri, Mekansal hata modeli,

Tahminci, Robustlik.



ABSTRACT
SPATIAL ECONOMETRIC MODELS:

ROBUST ESTIMATION FOR SPATIAL ERROR MODEL

Vural YILDIRIM
Department of Statistics
Anadolu University, Graduate School of Sciences, August 2018

Supervisor: Prof. Dr. Yeliz MERT KANTAR

In this thesis, firstly spatial statistics, neighborhood matrices, spatial econometric
models and their classical estimation methods have been investigated. It has been seen
that classical estimation methods for spatial regression models can be influenced by the
presence of outliers in the data and thus, a robust estimator based on robustified
likelihood equations by means of y functions of M-estimation for spatial error model
(SEM), which is the one of commonly-used spatial models, is proposed. The
performance of the estimator, called as robust maximum likelihood estimator (RMLE),
is investigated via Monte Carlo simulation under the different error distributions. The
results of the simulation study show that RMLE for SEM provides small bias and mean
squared errors compared to the classical methods when there are outliers in the dataset,
and also efficiency loss of RMLE is very small in the case of normal distribution. In
addition, good performance of RMLE is demonstrated on a real-life application with

and without outliers.

Keywords: Spatial statistics, spatial econometrics, spatial error model, estimator,

robustness.



ONSOZ

Mekansal istatistik ve mekansal ekonometri 20. ylizyilin ortalarinda ortaya
cikmaya baslamis fakat 21. yiizyilda bilgisayar yazilimlarmin da destegiyle hizla
gelisme gostermistir. Klasik regresyonun varsayimlarindan biri olan gdzlemlerin
birbirinden bagimsizlifi gercek hayatta ihlal edilebilmektedir. Bu tiir durumlarda
mekansal ekonometri kullanilmalidir. Ozelikle giiniimiizdeki teknolojik gelismelerin de
katkisiyla bolgeler arasindaki iletisimin, ulasimin ve dolayisiyla etkilesimin hizla
gelismesiyle beraber bazi veriler belli bolgelerde kiimelenme gosterebilmekte ve
birbirlerinden etkilenebilmektedir.  Bu veriler ekonomik, demografik, sosyolojik,
saglikla veya egitimle ilgili, cografi, tarimsal veya ¢evresel olabilmektedir. Ornegin,
cevre bolgedeki kirliligin bir bolgedeki etkisini veya komsu bolgelerdeki ticaretin bir
bolgedeki etkisini hesaba katarak modelleme yapmak istenilebilir. Mekansal

ekonometrik modeller bu etkilerin hesaba katilmasina imkan saglamaktadir.

Literatiirde gesitli mekansal ekonometrik modeller mevcuttur. Bu tez ¢alismasinda
mekansal hata modeli i¢in veri setindeki aykir1 degerlerden etkilenmeyen robust en ¢ok
olabilirlik tahmincisi Onerilerek performans: simiilasyon ve gergek hayattan alinan bir
uygulama yardimiyla incelenmistir. Ayrica bu tez caligmasinda temel mekansal

ekonometrik kavramlar ve yontemler tanitilmis ve 6rneklerle aciklanmistir.

Bu c¢alismanin konusunun belirlenmesinde ve hazirlanma siirecinin  her
asamasinda destegini hi¢bir zaman esirgemeyen degerli danigman hocam Prof. Dr.
Yeliz MERT KANTAR’a, konularin arastirllmasinda ve tamamlanmasinda bilgilerini,
tecriibelerini ve degerli zamanlarint esirgemeyerek bana her firsatta yardimci olan
degerli hocalarim Prof. Dr. Semra GUNAY AKTAS ve Dog. Dr. Ilhan USTA’ya moral
ve motivasyonumu en st seviyede tutarak ¢alismalarimdan her zaman zevk almami

sagladiklar i¢in en i¢ten tesekkiirlerimi sunarim.
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BULUT a, doktora siirecimde desteklerini benden esirgemeyen degerli hocalarim Dog.
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ETiK ILKE VE KURALLARA UYGUNLUK BEYANNAMESI
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1. GIRIS

“Her sey, her sey ile iliskilidir, fakat yakin seyler uzak olanlardan daha fazla
iligkilidir” ifadesi Tobler’in (1970) cografyanin ilk kurali olarak bilinmektedir. Bu
iligki, verilerin analizinde mekanin dikkate alinmasi gerekliligini ortaya koymaktadir.
Ciinkii genellikle bir bolgedeki olumlu veya olumsuz bir gelisme komsu bdlgeleri de
benzer yonde etkilemektedir. Bu ger¢ek, mekansal istatistik ve mekansal ekonometrinin

gelismesinin sebebidir.

Mekansal ekonometride veriler uzayda belli bélgelerde veya noktalardaki
gozlemlerden elde edilirler ve dogal olarak her bir gézlemin bir de cografi koordinatlari
olur. Klasik regresyon modellerinde gozlemlerden elde edilen degerlerin birbirinden
bagimsiz oldugu varsayimi vardir. Mekansal ekonometri, bu varsayimin ihlal edilmesi
durumunda klasik regresyon yontemleri uygun olmayacagi icin birbiriyle cografi olarak

iligkili verilere modelleme yapmak amaciyla gelistirilmistir.
Literatiir calismasi:

Mekansal istatistik ve ekonometrik veri analizleri ilk olarak 1940’larin sonu ile
1950’lerin basinda Moran (1948), Geary (1954) ve Whittle (1954) tarafindan
baslamistir (Cialdea vd., 2014). Uc istatistikci, Moran (1948), Iyer (1949) ve Geary
(1954) mekansal bagliligin (spatial autocorrelation) matematiksel ifadelerini ilk kez
ortaya koymuslardir. Bu ii¢ istatistikci nominal verileri olasihiga dayali olarak bir
bolgedeki ayni tiptekilerin (siyah veya beyaz) oraninin mekansal komsularinin etkisiyle
degisimlerini arastirmislardir. Daha sonra onlarin ¢alismalar1 aralikli veri igin
genigletilmistir. Geary en kiigiik kareler (ordinary least squares, OLS) artiklarini

haritalandirma ve bagimsizlik 6zelliklerini gosterme lizerinde durmustur (Getis, 2008).

Mekansal otokorelasyon kavrami Seattle’daki Washington Universitesi’nde
1950’1lerin sonunda Michael F. Dacey’in prensipleriyle William L. Garrison ve Edward
Ullman’in ¢aligmalarina dayanarak dogmustur. Garrison ve Ullman, alman ekonomik
cografyacit Walter Christaller’in 1930’lardaki ¢alismalarindan ¢ok etkilenmislerdir. Bu
iki cografyaci daha sonradan mekéansal analist olacak Michael F. Dacey, Brian Berry,
William Bunge, Duane Marble, Richard Morrill, John Nystuen gibi bir¢ok 6grenci

yetistirmistir ve Ogrencilerinden birisi de Waldo Tobler’dir. Boylece “Washington



Okulu” cografik manada mekansal kavramlart temellendiren disiplin olarak

tanimlanmistir (Getis, 2008).

1960’larin ortasinda, Cliff ve Ord birlikte calisarak mekansal otokoralasyonu

literatiire kazandirmislardir (Getis, 2008).

Dacey (1968), bolgelerin sekillerinin, biiyiikliiklerinin ve smirlarinin olasi
etkilerinin farkina vararak (buna topolojik invaryans demistir) analizlerinin sonuclariyla
mekansal otokorelasyon kavraminin ortaya ¢ikarilmasina yardimei olmustur. Dacey
calismalarinda Moran, Krisna Iyer ve Geary’den bahseden ilk cografyacidir (Getis,
2008).

1968’¢ kadar mekansal otokorelasyon, “mekansal baglilik”, “mekansal iliski”,
“mekansal etkilesim”, ‘‘mekansal i¢-bagimlilik,”” terimleri ile ifade edilmistir. 1968’den
sonra, CIiff ve Ord (1968) “mekansal otokorelasyon” terimini kullanmislar ve bdylece

bu terim mekansal analizciler tarafindan da kullanilmaya baglanmistir.

Brian Berry ve Duane Marble (1968) yilinda Dacey ve Geary’nin ¢aligsmalarindan
etkilenerek  “Spatial Analysis: A Reader in Statistical Geography” kitabini

yazmiglardir.

“Mekansal Ekonometri” kavrami ise ilk kez Paelinck (1974) tarafindan
kullanilmis ve bu nedenle de Paclinck “mekansal ekonometrinin babasi” olarak
anilmistir (Le Gallo ve Chasco, 2015). Paelinck, mekansal ekonometriyi ¢ok boyutlu
ekonometrik problemlerin etkisinde tahminleme ve test problemleri olarak ele almistir.
Daha sonra Leo H. Klaassen ile 1979 yilinda “spatial econometrics” isimli kitabi

yazmiglardir (Getis, 2008).

Anselin (2010), mekansal ekonometri igin baslangig tarihini 1979 olarak almustir.
Ciinkii o yilda basta Paelinck ve Klaassen’in (1979) “Spatial econometrics” kitabi
olmak {iizere, Bartels ve Ketellapper (1979) “Exploratory and explanatory analysis of
spatial data”, Bennett (1979) “Spatial time series” kitaplariyla birlikte Hordijk’in (1979)
“the Papers of the Regional Science Association on ‘Problems in Estimating

b

Econometric Relations in Space’ ” makalesi yayinlanmistir.



Paelinck ve Klaassen (1979) “Spatial Econometrics” adli eserlerinde mekansal
ekonometrinin tanimini vermemislerdir fakat mekansal ekonometrinin formiillerini

olusturacak bes 6nemli prensibi agiklamislardir (Anselin, 2010). Bu prensipler,

Q) Mekansal birbirine bagliligin 6nemi,

(i)  Mekansal iliskiler arasindaki asimetri,

(i) Diger bolgelerdeki agiklayici faktoriin etkisi,

(iv)  Etkilesimin gerg¢eklesmeden 6nce ve sonra arasindaki farklilasma,

(v) Mekansal modellerdeki bdlgelerin (topolojinin) modellemesinin agik

olmasi.

1988 yilinda Luc Anselin, Walter Isard’in etkilemesiyle “Spatial Econometrics:
Methods and Models” kitabin1 yazmustir. Bu kitap mekansal ekonometrinin
basyapitlarindan biri olmustur. Bodylece bu kitap, teorik arastirmacilarin  ve
uygulamacilarin kavramlardaki ince farklar1 daha iyi anlayarak yazilimlarin gelismesi

tizerinde biiyiik etkisi olmustur (Anselin, 2010).

Anselin (1988b) mekansal etkileri, mekansal baglilik ve mekansal heterojenlik

olarak ikiye ayirmustir.

Ord (1975) bagimhi degisken ve hata teriminde mekansal bagimlilik olmasi
durumunda mekéansal ekonometrik modeli 6nermistir. Fakat bu model Cliff ve Ord
(1981) 1ile popiilerlik kazanmistir (Anselin, 2010). Bu modelde ikinci dereceden
komsuluk i¢in Brandsma ve Ketellapper (1979), daha yiliksek dereceli komsuluklar i¢in
Blommestein (1983, 1985) ¢alismalarda bulunmustur (Ullah ve Giles, 1998). iki farkli
mekansalliga (iki farkli komsuluk ve iki farkli mekéansallik parametresi) sahip bagiml
degisken (biparametric model) icin Brandsma ve Ketellapper (1979) calismalarda
bulunmustur. Burridge (1981), hem bagimli degisken hem de bagimsiz degiskende
mekansalligin bulundugu Durbin’in zaman serileri modelini, mekansal model olarak
uyarlamistir. Haining (1978) mekansal hareketli ortalamalar modeli iizerinde
caligmistir. Mekansal heterojenlik {izerinde Casetti (1972, 1986) calismalarda
bulunmustur (Anselin, 2010). Bagimli degiskende, bagimsiz degiskende ve hata
teriminde mekansal bagimliligin oldugu modeller {izerine Manski (1993) caligmalar

yapmistir.



Ord (1975), mekansal ekonometrik modeller i¢in en ¢ok olabilirlik tahmincisini
(MLE) gelistirirken, Anselin (1980) ara¢ degiskenler (Instrumental Variables, 1V) ve
Kelejian ve Prucha (1998, 1999) genellestirilmis momentler yontemini (GMM)
gelistirmiglerdir. Daha sonralar1 Kelejian ve Prucha (2007, 2010) hem mekansal
bagliligin hem de mekansal heterojenligin ayni1 anda olmasi durumundaki modeller igin
calismalar yapmislardir. Bu modellerin tahmincileri tizerine LeSage ve Pace’in (2009)

de calismalar1 bulunmaktadir.

Cliff ve Ord (1972) OLS artiklar1 ile Moran | testini onermislerdir. Sonralar1
Hordijk (1974) ile Bartels ve Hordijk (1977) Moran | {izerinde ¢alismaya devam
etmistir. En ¢ok olabilirlige dayali Wald, olabilirlik oran ve Lagrange carpanlar testleri
tizerinde Burridge (1980), Anselin (1988a), Bera ve Yoon (1992) ¢alismalar yapmistir
(Anselin ve Florax, 1995).

Kelejian ve Robinson (1992) Moran | ile benzer fakat modelin lineer olmasi ve

hatalarin normal dagilmasi varsayimini gerektirmeyen bir test dnermiglerdir (Ullah ve

Giles, 1998)

Anselin (1995) lokal Moran | ve lokal Geary’ C istatistigini gelistirerek “hot
spots” kavramini ¢ikarmistir. Bu istatistiklere Mekansal iliskinin yerel gostergesi (Local

Indicators of Spatial Association, LISA) adin1 vermistir.

Mekansal stokastik siiregler ile ilgili ¢alismalar ilk olarak Whittle’n (1954)
sonuglart ile baglamis sonralart Besag (1974), Besag ve Moran (1975), Ord (1975) ve
Ripley (1981)’in ¢aligmalar1 ile devam etmistir (Anselin, 2010).

Mekansal ekonometrik tekniklerin gelismesiyle birlikte bazi kitaplarda da
mekansal ekonometri béliimiine yer verilmeye baslanmistir. Ornegin Ullah ve Giles
(1998) “The Handbook of Applied Economic Statistics”, Baltagi (2001a) “A
Companion to theoretical econometrics”, Mills ve Patterson (2006) “Palgrave handbook
of econometrics”, Matyas ve Sevestre (2008) “ The Econometrics of Panel Data”
yazdiklar1 kitaplarinda mekansal ekonometri konularina yer vermislerdir(Anselin,

2010).

Mekansal ekonometrik yazilim alanindaki gelismeler 1990’larda daha c¢ok

yogunluk kazanmistir. Anselin (1992) tarafindan SpaceStat yazilim1 yayinlanana kadar



mekansal ekonometrik analizler bazi istatistiksel yazilimlarin i¢ine ya bir makroyla ya
da bir script ile eklenmesi miimkiin oluyorken, Anselin’den sonra, Kaluzny vd. (1996)
S+Spatialstats ticari iirliniinii tek bir yazilim olarak ¢ikarmiglardir. MATLAB igin
LeSage (1999), Pace (1998) mekansal toolbox gelistirmislerdir. R programinda,
mekansal ekonometrik analizler i¢cin Roger Bivand (2002) ve ekibi “spdep” paketini
olusturarak yayinlamiglardir. 2003 yilinda Luc Anselin GeoDa markas1 altinda
mekansal paket programini kurmustur. GIS yazilimlarindan ESRI ArcGIS, 2006 yilinda

yayinladig1 9.2 versiyonuna mekansal toolbox koymustur (Anselin, 2010).

Mekansal veriler ve analizlerle ilgili farkli alanlarda da ¢alismalar yapilmistir.
Mekansal analizlerin gelismesine katki saglayan cografya alanindaki ilk kitaplar Berry
ve Marble (1968), Curry (1970), Gould (1970) ve Tobler (1970) tarafindan yazilmistir.
Mekansal verilerle ilgili jeolojide Davis (1973), ekolojide Kershaw (1964),
meteorolojide Dixon ve Spackman (1970), ekonometride Fisher (1971) ve Struyk
(1970) ve yine ekonomide Granger (1969, 1974) ilk genis c¢aplh c¢alismalarda
bulunanlardir (Unwin ve Hepple, 1974, Anselin, 2010). Isard (1960), Paelinck ve
Nijkamp (1975), Hordijk ve Paelinck (1976) bolgesel bilim alaninda, mekansal etkiler
konularini islemislerdir (Anselin, 2010).

Panel mekansal ekonometrik modellerle ilgili Baltagi (2001b, 2008), Elhorst
(2001, 2003), Elhorst ve Zeilstra (2007), Kapoor vd. (2007), Fingleton (2008), Lee ve
Yu (2010) caligmalarda bulunmuslardir (Anselin, 2010).

Mekansal gizil (latent) degiskenlerde modeller konulari 6zellikle de mekansal
probit ve mekansal tobit modeller {izerinde Case (1992), McMillen (1992, 1995), Brock
ve Durlauf (1995), Pinkse ve Slade (1998), LeSage (2000), Kelejian ve Prucha (2001),
Beron vd. (2003), Fleming (2004) ve Smith ve LeSage (2004)’in ¢esitli caligmalari
bulunmaktadir (Anselin, 2010).

Akis modellerinde mekansal iliskiyi test etmede ve modellemede Chun (2008),
Fischer ve Griffith (2008), LeSage ve Pace (2008), LeSage ve Polasek (2008), ve
Griffith (2009) galismalar yapmislardir (Anselin, 2010).

Mekansal modellerde direk ve dolayli etkiler tizerine LeSage ve Pace (2009),
Elhorst (2010, 2014), Elhorst ve Vega (2013, 2017) ve Vega ve Elhorst (2015)

calismalar yapmustir.



Calismanin amaci ve kapsama:

Mekansal hata modelinin klasik tahmincileri, veri setinde aykiri deger olmamasi
durumunda iyi sonuglar vermektedir. Fakat gergek hayatta hatali kayit tutulmasi,
beklenmedik ani olaylarin gelismesi vb. sebeplerle gozlemlerde aykiri degerler
bulunabilmektedir. Bu c¢alisma kapsaminda, mekansal hata modeli (SEM) igin veri
setinde aykir1 degerler bulunmasi durumunda bunlardan etkilenmeyen veya az etkilenen
robust bir tahminci Onerilmistir. Bu tahminci, 1 fonksiyonlar1 yardimiyla
robustlagtirilan olabilirlik esitliklerine dayalidir. Robust maksimum olabilirlik (RMLE)
olarak ifade edilen tahmincinin performansi farkli hata dagilimlar1 altinda ve aykir
degerler durumunda Monte Carlo simiilasyonu yardimiyla arastirilmigtir. Simiilasyon
sonuclar1 gostermistir ki RMLE veri setinde aykir1 degerler olmasi durumunda klasik
tahmincilere gore daha kiigiik hata kareler ortalamasi (MSE) ve yan (bias) degeri
saglamaktadir ve normal dagilim durumunda ise etkinlik kaybi oldukca kiiciiktiir.
Ayrica, gercek hayattan alinan bir uygulama {izerinde, aykir1 degerli ve aykirt degersiz

veri seti yardimiyla RMLE’nin iyi performansi gosterilmistir.

Ikinci boliimde, mekansal ekonometri konusu anlatilmis ve cesitli Ornekler
yardimiyla incelenmistir. Bu bolimde mekansal etkiler, mekansal komsuluklar ve
agirlik matrisleri ile bunlarin varsayimlart incelenerek mekansal ekonometrik modeller
tanitilmig ve mekansal bagimlilik parametresinin varsayimlar1 ispatlanmistir. Daha

sonra mekansal ekonometrik testler ve direk ve dolayh etkiler agiklanmstir.

Ugiincii bolimde mekansal hata modeli icin klasik tahminleme yontemleri

anlatilmistir.

Dordiincii boliimde, Huggins (1993), Sinha ve Rao (2009) ve Schmid ve Miinnich
(2014) tarafindan Onerilen yontem, SEM’e adapte edilmis ve aykiri degerlere karsi

robust bir tahminci elde edilmistir.

Besinci boliimde onerilen tahmincinin klasik yontemlere kars1 performansi yan ve
MSE kriterlerine gore Monte Carlo simiilasyonu yardimiyla karsilastirilmis ve tablolar

halinde verilmistir.

Altinc1 boliimde, gergek hayattan alinan bir uygulama tizerinde, aykir1 degerli ve

aykir1 degersiz veri seti yardimiyla robust tahmincinin performansi arastirilmistir.



Sonu¢ ve Oneriler boliimiinde ise calismanin degerlendirmesi, bulgular1 ve

Onerileri siralanmustir.



2. MEKANSAL EKONOMETRI

Mekansal ekonometri ¢alismalarinda, gézlemler uzayda belli bolgelerde dlgiiliirler
ve birbirlerinden etkilenirler. Anselin (1988b) bu etkileri ikiye ayirmistir. Mekansal
etkilerin incelenebilmesi, komsuluklarin tanimlanmasiyla baslayan bir siirectir. Bu
nedenle literatiirde ¢esitli komsuluk tiirleri tamimlanmustir. Fakat mekansal ekonometrik
modellerde standartlastirilmis komsuluklarla galisildigindan bu komsuluklar, agirlik
matrisine dontistirilmistiir. Mekansal bagimliligin bulundugu degiskene bagli olarak
farkli modeller tanimlanmistir. Bu ¢alisma kapsaminda mekansal bagimliligin hata
terimi lizerinde olmasi1 durumu daha detayli incelenecektir. Mekansal bagimlilik testleri
degiskenlerin bagimlilig ile ilgili bilgi edinmeyi saglamaktadir. Bu konular sirasiyla alt

basliklarda anlatilacaktir.

2.1. Mekansal Etkiler

Mekansal ekonometri, mekansal etkilerin dikkate alindig1 modelleri ve modellerin
tahminlerini kapsayan bir alandir. Anselin (1988b) bu etkileri mekansal bagimlilik
(spatial autocorrelation) ve mekansal heterojenlik olacak sekilde iki baslikta
incelemistir. Bu iki ozellik bir arada mekansal etkiler olarak adlandirilmaktadir (Can,
1990).

Mekansal bagimhilik: Bir bolgenin cografi konumu itibariyle komsu bdlgelerden

etkilenmesidir.

Mekansal heterojenlik: Alan iizerinde iliskilerdeki degiskenligi ifade etmektedir
(Lesage, 1999).

Zaman serilerinde sadece tek yonlii bir iliski varken (ge¢mis-gelecek), mekansal
ekonometride tiim bolgelerin birbirini etkilemesinden dolayr ¢ok yonlii bir iligki vardir

ve bu noktada zaman serilerinden ayrilmaktadir (Whittle, 1954).

2.1.1. Mekansal heterojenlik

Mekansal heterojenlik iki sekilde ortaya ¢ikmaktadir:

e Hatalarda sabit olmayan (degisen) varyans (spatial heteroscedasticity)

e Katsayilarda degiskenlik (spatial regimes)
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[Ik durum igin robust standart hatalar kullanmak alternatif bir ¢dziim olabilir. ikinci
durum i¢in ise cografi agirliklandirilmis regresyon (geographical weighted regression —
GWR) veya degisen katsayr modeli (varying coefficient model — VCM) kullanilabilir.
Fakat her iki durum ortaya ¢iktiginda ise uygun model gelistiren ¢aligsmalarin sayisi
oldukca azdir. OLS’nin varsayimlarindan birisi de hatalarin varyansiin sabit olmasi

olduguna gore mekansal heterojenlik durumunda bu varsayim ihlal edilmis olacaktir.
Anselin’e (1988b) gore mekansal heterojenligin iki sebebi vardir:

e Model uygun sekilde kurulamamastir.

e Modelde eksik degiskenler vardir.

2.1.2. Mekéansal bagimhhk

Mekansal bagimlilik, en genel tanimiyla gézlemlerin, uzayda bulunduklari komsu
noktalardan veya komsu bolgelerden etkilenmesidir. Bu durum genellikle cografi
bolgelerde gozlenen verilerde goriilmektedir. Tobbler’in tanimlamis oldugu cografyanin
ilk kurali olan her sey birbiriyle iliskilidir ama yakin olanlar daha ¢ok iliskilidir sozii

tam da bu durumu agiklamaktadir.

Mekéansal etkilesim (bagimlilik) bir degiskenin uzay boyunca kendisiyle olan
iligkisidir. Birbirine yakin komsularin arasindaki bagimlilik pozitif, negatif veya notr

(sifir) olabilir. Sekil 2.1’de her hangi bir z degiskeni i¢in bu 3 durum gosterilmistir,

e j
‘. * . ey
; T ; . ¥ ; _'\
N . :“ LR
z z z
Mekdnsal bagimhilik yok (nétr) Pozitif bagimlhihik var Negatif Bagimlhilik var

Sekil 2.1. Mekansal bagimlilik grafikleri

Ornegin bir bolgedeki ev fiyatlari, komsu bdlgelerdeki ev fiyatlarindan etkilendigi
icin mekansal bagimliligin ortaya ¢ikmasi dogaldir. Yani ev fiyati yiiksek olan bdlgenin



komsulugundaki evlerin fiyatlar1 da diger bolgelere gore yiiksek olmaktadir. Ev
fiyatlarin1 etkileyen diger faktorlerden birisi de ticaret merkezleri, okul, hastane vb.
merkezlere olan yakinliklaridir. Mekansal modelde bagimli degisken ev fiyatlari,
bagimsiz degisken de ticaret merkezlerine olan uzaklik olarak alinabilir. Ger¢ek hayatta
ticaret merkezlerinin bulundugu bolgelerin de birbirinden etkilendikleri goriilmektedir
yani bir bolge ticaret merkezi ise komsu bolgelerdeki ticaret merkezleri de diger
bolgelere gore daha fazla gelisme gostermektedir. Dolayisiyla bir mekéansal etkilesim
s6z konusudur. Ayrica ev fiyatlarini agiklayan diger degiskenler ise binanin yasi, oda
sayist, daire sayist vb. dir. Bunlar modelde bagimsiz (agiklayici) degisken olarak yer
almaz ise hata teriminde ifade edileceklerdir. Binalarin kat sayist ise komsu
bolgelerdeki kat sayilarina benzerlik gostermektedir dolayisiyla hata teriminde de bir
mekansal korelasyon goriilmesi olasidir. Burada ev fiyatlar1 6rneginin sadece konuyu
aciklamakta kullanildigi ve gergek hayatta ise daha detayli bagimsiz degiskenlerle

detayl1 hesaplamalarin yapilmasi gerektigi unutulmamalidir.

Verilen oOrnek iizerinden mekansal bagimlilik ¢esitleri asagidaki sekilde

tanimlanabilir:

e Bagimli degiskende mekansal bagimhilik: Bir bolgedeki ev fiyatlari, komsu
bolgedeki ev fiyatlarindan etkilendigi i¢cin bagimli degiskende mekansal
bagimlilik vardir.

e Bagimsiz degiskende mekansal bagimlilik: Ticaret merkezleri komsu bolgedeki
ticaret merkezlerinden etkilendiginden bagimsiz degiskende mekansal
bagimlilik vardir.

e Hata teriminde mekansal bagimlilik: Cesitli nedenlerle toplanamayan verilerden
dolayr ve bu verilerin bazilariin (kat sayisi gibi) mekansal iliskiye sahip

olmasindan dolay1 hata teriminde mekansal bagimlilik vardir.

Mekansal bagimliligi Lesage (Lesage ve Pace, 2009) kendi tasarladigi 6zel bir
ornekle agiklamistir. Lesage bir diizlemi Sekil 2.2. verildigi gibi yedi bolgeye ayirmis
ve en ortadaki bolgeye de Merkezi Is Alam (Central Business District, CBD) adm
vermistir. Bu bolgeler birbirine komsu olacak sekilde ve CBD’den gecgen tek bir
otoyolla birbirlerine baglanmislardir. Bu yol harici herhangi ikinci bir yol yoktur.

Bolgelerden iicii, CBD’ nin batisinda ti¢li de dogusunda yer almaktadir.
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CBD
Otoyol
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CBD
Dogu Bati

Sekil 2.2. Lesage 7 bolge haritasi

Mekansal iliskiyi agiklayabilmek i¢in bagimli degisken olarak seyahat siiresi
kullanilmis ve bu siire giinliik ortalama olarak dakika bazinda alinmistir. Bagimsiz
degiskenler ise niifus yogunlugu (her birim kareye diisen kisi sayisi) ve bolgelerin

CBD’ye olan mil olarak uzakliklaridir.

Seyahat stresi Yogunluk Uzaklik

\ R1 Kent dist bolge
42 10 30 /Rz Uzak banliyo \
37 20 20 V6
R3 Yakin banliyo
30 30 10
y= 26 x= 50 0 kA oo
| R5 Yakin banliyé |
30 30 10 v
R6 Uzak banliyo
37 2020 R7 Kent dist bolge
42 10 30 d g

Uzak bolgelerin (R1, R7) seyahat siiresi yakin bolgelere (R3, R5) gore daha fazla
oldugu ornekten goriilmekledir. Ayrica uzakliklara gore bdolgelerin seyahat siireleri
birbirine esittir (R1, R7 gibi). Buradan da goriilecegi iizere bagimsizlik bu veri seti i¢in
ihlal edilmis olmaktadir. Burada CBD i¢in uzaklik 0 mil olmasina ragmen seyahat
stiresi 26 dakika alinmistir. Bu siire bolgenin kendi i¢indeki ortalama seyahat siiresidir.
Bir bolgeye ulagsmak i¢in baska bolgelerden gecilmektedir, gecilen bolgenin kendi trafik
yogunluklar1 da seyahat siirelerine dahil edilmistir. Buradaki veriler giinliik ortalama
verilerdir ve simiilasyon ile hesaplanmiglardir. Bu nedenle yogun saatlere gore siirede

farklilik goriilebilir.
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Mekéansal Golgelendirme (Choropleth) haritalar

Golgelendirme (Choropleth) haritalar1, verileri araliklara gore renk tonlarinda
ifade ederler. Araliklar standart sapma, dogal kirilimlar ve ¢eyreklikler gibi yontemlerle
belirlenir (Giinay, 2008).

Lesage’in 6rnegi icin golgelendirme haritalar1 Sekil 2.3-2.5°de verilmistir.

‘ R1 | R2 ‘ R3 ‘R4(CBD) R5 ‘ R6 | R7 |

Sekil 2.3. Ulasim zamani golgelendirme haritast

Bagimli degisken ulasim zamani i¢in golgelendirme haritasinda goriildiigii iizere
dogudaki ve batidaki ayni uzakliktaki bolgelerin CBD’ye ulasim siireleri ayni
oldugundan renkleri de aynmi ¢ikmistir ve merkeze dogru simetrik bir sekilde azalma
goriilmektedir. Ulasim siireleri merkeze dogru benzer yapilarda oldugu ve

komsularindan etkilendigi, yani mekansal etkinin varlig1 haritadan goriilebilmektedir.

Bagimsiz degiskenler i¢in golgelendirme haritas1 Sekil 2.4°de verilmistir.

50
45
40

30
25
20
15
10

‘ R1 | R2 ‘ R3 ‘R4(CBD)‘ R5 ‘ R6 ‘ R7

Sekil 2.4. Yogunluk (listeki) ve uzaklik (alttaki) golgelendirme haritalar
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Haritalardan gortildiigi lizere renkler arasinda diizenli 6riintii vardir ve dolayisiyla
da bolgeler arasinda iliski vardir. Bu durumda da bagimsiz degiskenler arasinda

mekansal etkilesimin oldugu sdylenebilir.

OLS artiklar1 i¢in Golgelendirme harita ise Sekil 2.5’de verilmektedir.

0.6
04
0.2

0.0
0.2

-0.4
‘ R1 ‘ R2 ‘ R3 ‘R4(CBD)‘ R5 ‘ R6 ‘ R7 ‘

Sekil 2.5. OLS artiklar: golgelendirme haritas:

Haritada renklerin diizenli gecisi dikkate alindiginda bolgeler arasinda artiklar

bakimindan mekansal iligkinin varligi goriilebilir.

Bireysel Emeklilik Sistemi (BES) drnegi

Mekansal etkileri gercek¢i bir 6rnek iizerinde gdstermek i¢in Tiirkiye’de 2013
yilinda Bireysel Emeklilik Sistemi’ne (BES) katilanlarin oranlar1 ve bu oram etkileyen
bazi bagimsiz degiskenler il bazinda alinarak incelenmistir. Burada bagimli degisken
olarak BES’e katilanlarin il niifusuna orani alinmigtir. Bagimsiz degisken olarak ise
Insani Gelisme Endeksi (IGE), isgiicii, issizlik, sehirlilik, bankalarda kisi basina diisen
mevduat orani, ilkokul mezunlarmin oram1 ve okuma yazma bilmeyenlerin oranlar

alinmistir.

Degiskenler farkli kurumlar tarafindan yaymnlanmaktadir. Bireysel Emeklilik
Sistemi’ne (BES) ait rakamlar Emeklilik Gozetim Merkezi tarafindan diizenli olarak
tutulmaktadir. insani Gelisme Endeksi’ni (IGE) Tiirkiye Ekonomi Politikalar1 Arastirma
Vakfi (TEPAV) Birlesmis Milletler Kalkinma Programi’m1 baz alarak oOl¢gmiis ve
yaymlamistir. Insani Gelisme Endeksi (IGE) 0 ile 1 arasinda deger almaktadir.
Bankalarda kisi basina diisen mevduat orani verisi Tiirkiye Bankalar Birligi’nden

alinmustir. Diger degiskenler ise TUIK tarafindan aciklanmaktadir.
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BES katihmc1 orani 6rnegi icin mekansal golgelendirme haritalari

Ik olarak BES katilimci orani orneginde mekansal bagimliligin var olup
olmadigint goérmek icin golgelendirme haritalart olusturulmus ve Sekil 2.6’da

verilmistir.

BES Katihmci Orani

(b)

(©)

Sekil 2.6. (a) BES katilimci oram, (b) IGE, (c) OLS artiklart i¢in golgelendirme haritalar:
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Haritalar olusturulurken veriler 4 gruba ayrilmis ve farkli renklerle

tanimlanmiglardir.

Golgelendirme haritalari, bagimli degisken BES katilimci orani, bagimsiz
degiskenlerden IGE, ve OLS artiklar1 baz alinarak olusturulmustur. Bu haritalarda
dikkat edilmesi gereken husus benzer renk tonlarinin kiimelenmis olup olmadigidir.
Belirli bolgelerde kiimelenme varsa bu durum global mekansal bir korelasyon varligina

isarettir.

Haritalar genel olarak incelendiginde, benzer veriler belli bolgelerde yan yana

gruplandigindan global mekéansal bir korelasyon varligindan s6z edilebilir.

BES katilimc1 orani dikkate alindiginda bolgelerde mekansal bir dokunun oldugu
goriilmektedir. Ornegin dogu ve giineydogu Anadolu bdlgesi aym renge dolayisiyla
ayni grup veriye sahipken orta Anadolu’nun biiyiik kismi ve Karadeniz bolgesi de kendi
icinde aym grup veriye sahiptir. Ayrica harita incelendiginde BES katiliminin I¢
Anadolu’nun batisi, Marmara, Ege ve Bati Akdeniz bolgesindeki bazi sehirlerde daha
gelismis oldugu goriilmektedir. Dogu ve Gilineydogu Anadolu Bolgesi’nde ise BES
katilimi oldukga diigiik orandadir. BES katilim oraninin en yiiksek oldugu il 0,102 ile
Mugla olurken, en diisiik oldugu il 0,008 ile Mus olmustur.

IGE haritas1 incelendiginde, BES katilimci orani haritasiyla  ortiistiigi
goriilmektedir. Endeks degeri Trakya, Ege, orta kuzey bat1 Anadolu ve dogu Karadeniz
bolgelerindeki birgok sehirde en yiiksek grupta yer almaktadir. IGE degeri en yiiksek
0,7743623 ile Eskisehir’de olurken, en diisiik 0,5443289 ile Agri olmustur.

OLS artiklar1 haritasinda ise durum farklidir. Orta Anadolu’nun biiyiik kism1 ayn1
renk kiimesi i¢indeyken Anadolu’nun kiyr kesimleri ile dogu-glineydogu bdlgesinin

biiyiik kismi da kendi iginde ayni renk kiimesi igerisindedir.
BES katihmci orami drnegi icin normallik ve degisen varyans testleri

Mekansal bagimlilik, hatalarda normal dagilima sahip olmama ve degisen
varyansa sebep olabilmektedir. Bu nedenle BES katilimc1 6rnegi i¢in normallik testi ve

degisen varyans testine bakmak gerekir.
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OLS artiklar1 i¢in yapilan normallik ve degisen varyans test sonuglar1 asagidaki
Tablo 2.1. de verilmistir.

Tablo 2.1. BES érnegi i¢in OLS artiklarmmin normallik ve degisen varyans testleri

Test Test istatistigi degeri p olasihk degeri
Jarque-Bera (Normallik testi) 39,7929 2,286e-09
Breusch-Pagan (Degisen Varyans testi) 18,3428 0,01052

Tablo 2.1 incelendiginde, %5 anlamlilik diizeyinde Jarque-Bera testine gore
hatalarin normal dagilima sahip olmadigi, Breusch-Pagan testi sonuglarina gore de

degisen varyans oldugu goriilmektedir.

2.2. Mekansal Komsuluklar

Mekansal iliskiyi analiz etmede, bolgeler arasindaki iligkileri ifade etmek igin
komsuluk matrisleri kullanilir. Mekansal komsuluklar sinira dayali, uzakliga dayali ve

hem sinira hem de uzakliga dayali olacak sekilde olusturulmaktadir.

Sinira dayali komsuluklarda her iki bolge de birbirinin komsusu olacagindan
komsuluk matrisi simetriktir fakat uzakliga dayali komsuluk matrisi her zaman simetrik

olmayabilir.

n bolge oldugunda C komsuluk matrisi nxn boyutludur ve simira dayal
komsuluklarda 0 ve 1 degerini alirken, uzaklifa dayali komsuluklarda tanimlanan

uzakligin birim cinsiden degerini alir.

2.2.1. Siira dayalh komsuluklar

Anselin (1988Db), sinir komsulugunu satrang oyununa benzeterek farkli komsuluk
tanimlar1 gelistirmistir. Bunlar kale (rook) , fil (bishop) ve vezir (queen) komsulugudur.
Bu komsuluk tiiri ortak simrlara dayandigir icin komsuluk matrisleri simetrik

olmaktadir. Bu komsuluklar Sekil 2.7°de gosterilmistir.
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Kale (Rook) Fil (Bishop) Vezir (Queen)

Sekil 2.7. Sinir komsuluk tiirleri

Sekil 2.7°de gorildiigi lizere eger iki bolge birbirleriyle kale veya fil komsuluga

sahipse ayn1 zamanda vezir komsuluga da sahip olmaktadir.

i ve j bolgeleri gostermek lizere, n toplam bolge sayisi oldugunda, nxn boyutlu C
komguluk matrisi elemanlar1 ¢;; olmak lizere, en ¢ok kullanilan sinira dayali komguluk

matrislerinden alt basliklarda kisaca bahsedilecektir.

2.2.1.1. Kale (Rook) komsuluk matrisi

Kale komsuluguna gore, i ve j bolgeleri ortak bir kenar1 paylasiyorlarsa

komsulardir, yani

o= {1, i ve j ortak bir kenari paylastyorsa
ij —

0, diger durumlar (2.1)

seklinde tanimlanir.

2.2.1.2. Fil (Bishop) komsuluk matrisi

Fil komsuluguna gore ise, bolgeler ortak bir kdseyi paylasiyorlarsa komsulardir,

yani

o = {1, i ve j ortak bir koseyi paylasiyorsa
ij =

0, diger durumlar (2.2)

seklinde tanimlanir.
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2.2.1.3. Vezir (Queen) komsuluk matrisi

Vezir komsulugunda ise bolgeler ortak bir kenar1 veya koseyi paylasirlar, yani

1, (ive]jortak bir kdseyi veya kenari: paylastyorsa
Cij = { (2.3)

0, diger durumlar

seklinde tanimlanir.

Lesage’in seyahat siiresi 6rnegi i¢in Queen komsuluk matrisi

0100000
/1010000\
0101000 |
C=|0010100i
0001010
k0000101)
0000010

seklindedir. Bu matris su sekilde yorumlanabilir, 1. Satira bakildiginda R1 bolgesi
sadece R2 ile komsu oldugundan sadece R2 de 1 degerini almigtir ve diger elemanlari
sifirdir. Benzer sekilde 2. satira bakildiginda R2 bolgesinin komsular1 da R1 ve R3
oldugu icin sadece bu bolgelerde 1 degerini almistir. Benzer yorumlar diger satirlar i¢in

yapilabilir.

2.2.1.4. Paylasilan stnir uzunlugu komsuluk matrisi

Gergek uygulamalarda bolgelerin  birbiriyle sinir  uzunluklarn  farklilik
gosterebilmektedir. Bazi durumlarda veriler bolgelerin  birbiri arasindaki siir

uzunluklariyla orantili sekilde etkilesime sahip olabilir.

Eger paylasilan sinir uzunlugunun oraninin etkisi oldugu bir komsuluk matrisi
kullanilmak istenirse, bu komsuluk kullanilabilir. ¢;;, C komsuluk matrisinin elemanlari

olmak tizere,

seklinde tanimlanir. Burada I;; i ve j bolgeleri arasinda ortak siir uzunlugu ve I; i.

bdlgenin toplam sinir uzunlugudur.
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2.2.2. Uzakhga dayahh komsuluklar

Bu boliimdeki komsuluk matrisleri i. ve j. bolgeler arasindaki merkezi bir d;;

uzakligina dayanmaktadir. Bolgeler arasindaki uzaklik arttik¢a aralarinda mekansal
etkilesim de azalmaktadir. Bu nedenle de azalan fonksiyonlar yardimiyla ifade

edilmektedirler.

2.2.2.1. Knn-en yakin komsuluk

Her bir mekansal i. bdlgenin j. bdlgeye merkezi uzakligi i # j olmak iizere
dij1) < dij) < - < djjn-1) seklinde siralansin, daha sonra k = 1,2, ...,n — 1 olmak
tizere i’ye en yakin Ny (i) = {j(1),j(2),...,j(k)} seklinde k birimlik set olusturulsun.
Buradan hareketle verilen her bir k igin k-en yakin komsuluk matrisi asagidaki gibi

olusturulur. Béylece ¢;; agagidaki gibi deger alir:

" {1, j € N (D) 25)

|0, diger durumlar

k-en yakin komsuluk matrisi simetrik matris olmayabilir. Matrisin simetrik olmasi igin

asagidaki form kullanilabilir:

¢ = {1, j € N.(i) veya i € Ni(j) 2.6)

0, diger durumlar

Bu agirhk matrisinin hesaplanmasinda k’nin se¢imi Onemlidir. Uygulamalarda

genellikle 4 alinmaktadir.

Her bir bdlgenin k tane komsusu olacagi i¢in komsuluk matrisinde nk tane sifir

olmayan elaman olacaktir. Boylece komsuluk matrisinin sifir olmayan elemanlarinin

orant Z—I: = S olacaktir (Pace ve Barry, 1997).

Bu komsguluk tiirtinde her bir bdlgenin komsusu k olacagindan komsuluk

matrisinin satir toplamlar1 hep ayn1 ve k olacaktir.
Tiirkiye il bazinda sinir komsuluk icin haritalar

Tiirkiye haritasi iizerinde Kn,—en yakin komsuluk (k = 4 i¢in) ve Queen komsuluk

grafikleri R programinda elde edilmis ve Sekil 2.8’de verilmistir.
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Sekil 2.8. Tiirkiye il bazinda (@) k,,=4 ve (b) Queen i¢in komsuluklar: gosteren haritalar
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Sekil 2.8 incelendiginde Tiirkiye’de simir komsusu sayist 4’den fazla olan iller
mevcuttur. Ornegin Eskisehir ky,=4 icin Konya ile komsu degilken Queen baz
alindiginda komsu olmuslardir. Sivas ve Kayseri arasinda da benzer bir durum séz

konusudur. kn;=4 i¢in bu iki il komsu degilken Queen i¢in komsu olmuslardir.

Sekil 2.8 incelendiginde Queen komsulugun simetrik oldugu goriiliirken k=4
komsulugun simetrik olmadigi goriilmektedir. Bu duruma Eskisehir-Konya ve Sivas-

Kayseri illeri i¢in knn=4 ve Queen komsuluklari 6rnektir.

Sekil 2.8 incelendiginde Igdir ilinin iki sinir komsusu varken bu durum Queen
komsuluk igin 2 olarak goriilirken k,n=4 komsuluk i¢in 4 komsulugu oldugu
goriilmektedir. Ciinkii k,n=4 komsuluk uzaklik baz alinarak olusturulur ve en yakin 4 ili
komsu olarak alir. Bu nedenle kn, komsuluklarda ayni zamanda sinir olarak komsu

olmak gerekmez.

2.2.2.2. Radyal (esik) uzaklik komsuluk

Bolgelerin birbirine uzakligi maksimum bir d* uzakligi baz alinarak mekansal etki
aragtirtlmak istenirse bu durumda radyal uzaklik komsulugu kullanilabilir. Bu
komsulukta, iki bolgenin ayn1 zamanda siir komsusu olma sart1 yoktur. Radyal uzaklik
komsulugunda, iki bolgenin komsu olabilmesi i¢in tanimlanan Kritik bir d* uzakligina
esit veya daha kiigiik olmasi gereklidir. Radyal uzaklik komsulugu asagidaki gibi

tanimlanir:

Cij = 0, diger durumlar (2.7)

2.2.2.3. Gii¢ uzaklik komsuluk

Uzaklikla mekansal etkilesim arasinda azalan bir etki oldugu durumlarda azalan
bir gii¢ fonksiyonu yardimiyla olusturulan komsuluk matrisi kullanilabilir. Gii¢ uzakligi

asagidaki gibidir:

= 1,2, ... gibi mekansal etkilesimin azalma hizina gore farkli pozitif degerler alabilir.
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2.2.2.4. Ustel uzakhik komsuluk

Giig uzaklik komsuluguna alternatif bir komsuluk tiiridiir, yani

cij = exp(—« d;5) (2.9)
veya
d::
cij = exp(—% (2.10)

seklinde tanimlanir. Burada « pozitif degerler almalidir.

2.2.2.5. Cift— gii¢ uzaklik komsulugu

Belli bir d uzakligi i¢in daha esnek olan bir yontem de ¢ift-giic uzaklik
komsuluktur. d maksimum yaricap (radius) olmak tlizere komsuluk matrisi asagidaki

sekilde hesaplanabilir:

k
di\"

0, dy>d

burada ¢;;, C komsuluk matrisinin elemanlar1 olmak iizere, k genellikle 2, 3 ve 4 gibi

tam say1 degerleri alir. ¢;; agirhiklart d’ye kadar sifira dogru gider d’den sonra sifir olur.

2.2.2.6. Farkli uzaklik olgiileri

Bazen uzaklik o6lgiisii olarak uzakligin kendisi degil de farkli bir fonksiyonu
kullanilmak istenilmektedir. Literatiirde gesitli uzaklik fonksiyonlar1 vardir. Bunlardan

bazilar1 bu baslikta verilecektir.
x: boylam koordinati
y: enlem koordinati

olmak tizere (x;,y;) i. bolgenin enlem ve boylam koordinatlari, (x;,y;) j. bdlgenin
enlem ve boylam koordinatlar: ise i. ve j. bolge arasindaki d;; farkli uzakhk olgiileri

kullanilarak asagida verilen ¢esitli uzakliklar hesaplanabilir.
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Minkowski Uzaklik:

& = (=5 + = w1 (2.12)
Oklid Uzaklik:
e
Manhattan Uzaklik:
dfy = xi = x| + i = ] (2.14)
Biiyiik Halka (Great Circle) Uzaklik:
dift = r x arccos™*{cos|x; — x;| X cosy; X cosy; + siny; X siny;| (2.15)

burada r diinyanin yarigapidir. Arc uzakligi mil cinsinden r = 3959 veya kilometre
cinsinden r = 6371 dir (Goetschalckx, 2011).

2.2.3. Smir ve uzaklik bilesimli komsuluk matrisi

Genellestirilmis komsuluk olarak adlandirilan bu komsulukta farkli tanimlanmais
cesitli komsuluk tiirleri vardir. Fakat en bilineni Cliff ve Ord komsulugudur. CILiff ve
Ord (1973, 1981) ikili komsuluk matrisini gelistirerek, iki mekénsal bolge arasinda
potansiyel etkilesimin genel bir 6l¢iislinii basit bir sekilde ortaya koyarak iki mekansal
bolge arasindaki uzaklik (ters uzaklik veya negatif iistel uzaklik) ile ortak sinir

uzunlugunun bir kombinasyonu asagidaki sekilde dnermislerdir (Anselin, 1988b),
cij = di*lf (2.16)

burada, c¢;;, C komsuluk matrisinin elemanlari olmak tizere, d;; i. Ve j. bolge merkezleri
arasindaki uzaklik, [;; i. ve j. bolgenin ortak smir uzunlugunun i. bdlgenin tiim
siirlarina orani, a ve b ise parametrelerdir. Bu komsuluk tiirii asimetriktir ve iki bolge
arasindaki uzaklik arttiginda etkilesimi azaltirken sinir uzunlugu arttiginda etkilesimi

artmaktadir.
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2.2.4. Yiiksek dereceli komsuluklar (high order neighbors)

Mekansal ekonometride komsuluklarin bir derecesi vardir ve birinci derece
komsuluk, ikinci derece komsuluk, ti¢iincii derece komsuluk vb. sekilde ifade edilirler.
Asagida birinci, ikinci ve lgiincii derece komsuluklar Lesage’in ornegi yardimiyla

madde madde aciklanmastir.

e Birinci derece komsuluk her bdlgenin kendi komsulugudur. Lesage’in
tasarladigi 7 bolgeli harita baz alindiginda R1’in birinci derece komsusu R2 idi
(stmir komsuluk icin). Benzer sekilde R2 bolgesinin komsusu da R1 ve R3
seklindedir (bakiniz Sekil 2.9).

R4
R1 R2 —> R3 RS R6 R7
CBD

Sekil 2.9. Lesagein 7 bolgeli haritasinda R2'nin birinci derece komsulart

e ikinci derece komsuluk, bir bolgenin komsusunun komsusu olarak tanimlanir.
Burada ince bir ayrint1 vardir, bir bolgenin komsusunun komsularindan biri yine
kendisi olabilecegi icin her bdlge kendisinin ikinci dereceden komsusu olabilir.
Sinira dayali komsuluk matrisleri simetrik oldugundan bu durum sinira dayali
komgsuluklarda her zaman gecerlidir. Lesage’in tasarladigr 7 bolgeli harita baz
alindiginda R1’in komsusu R2 idi, R2’nin komsular1 ise R1 ve R3’diir.
Dolayisiyla R1’1n ikinci dereceden komsulart R1 ve R3 olmaktadir. Goriildigi

tizere R1 kendisinin ikinci dereceden komsusu olmustur (bakiniz Sekil 2.10).

R4
RI——>R2__| R3 R5 R6 R7

(K N, CBD

Sekil 2.10. Lesage’in 7 bolgeli haritasinda R1'in ikinci derece komsular
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olarak tanimlanir. Lesage’in tasarladigi 7 bolgeli harita baz alindiginda R1’in
ikinci dereceden komsular1 R1 ve R3 idi. R1’in komsusu R2, R3’iin komsular1
ise R2 ve R4’diir. Dolayisiyla R1’in ii¢lincii dereceden komsulugu R2 ve R4

olmaktadir.

Derece sayilart artik¢a bu tanim paralel yonde genisletilir. Tim bolgeler icin derece

sayilar1 komsuluklart var oldugu siirece artirilabilir.

2.3. Mekansal Agirhk Matrisleri

Mekansal ekonometrik modellerin tahminleme siiregleri standartlastirilmis agirlik
matrisleri tizerine kurulmustur (Kelejian ve Prucha, 1999). Bu nedenle analiz
yapabilmek i¢in komsuluk matrislerinin standartlastirilmasi1 gerekmektedir. Komsuluk
matrisinin standartlastirilmis hali, agirlik matrisi olarak ifade edilir. Bu agirliklar
etkilesimin (interaction) veya yayilmanin (spillover) bir Olgiisiinii gosterir (Zeren,
2010). Matris elemanlar1 w;; i. bolgenin (veya konumun) j. bolge ile (konumunla)

arasindaki etkilesimi gosterir.

Literatiirde gesitli standartlagtirma yontemleri mevcuttur. Bunlardan bazilari alt

basliklarda verilmistir.

2.3.1. Satir standartlastirma

En yaygin kullanilan satndartlastirma yontemidir. Bu standartlagtirma yontemi
agirlik matrisinin satir toplamlarmi 1 yapacak sekilde satir komsu elemanlarinin

ortalamasina dayanir.
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n
Wy = ZWU =1, i=12..,n (2.17)
j=1

Yani komsuluk matrislerini agirlik matrislerine ¢evirirken asagidaki sekilde bir

standartlastirma yapilmaktadir:

Cij
Zn C",
j=1 5]

Bu durum smira dayali ve uzakliga dayali komsuluklar igin asagidaki gibi
goriilebilir:

Komsuluk matrisleri i¢in: i. bolgenin komsu sayis1 n; olmak iizere eger i. bolge

ile j bolge komsu ise,
wi; = 1/n;

olur, komsu degilse

olur.

Uzakhk matrisleri igin: i. bolge ile j bolge arasindaki uzaklik d;; olmak iizere

eger i. bolge ile j bolge komsu ise,

oy
YooY (1/dy)

olur.

2.3.2. Siitun standartlastirma

Agirlik matrist W siitiin @ toplamlarin1 1 yapacak sekilde yapilan

standartlastirilmalardir.

n
i=1
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2.3.3. Ozdeger standartlastirma

Komsuluk matrisinin her bir elemaninin komsuluk matrisinin 6zdegerine

bolinmesidir.
W = C/vmax (2.20)

Burada v,,,4, komsuluk matrisinin en biiyiik 6zdegeridir.

2.3.4. Satir toplam matrisi yardimiyla standartlastirma
Komsuluk matrisinin satir toplamlart kdsegen D matrisi olarak tanimlansin

D = diag(sum(C )) Agirlik matrisi ise
W = D—1/ZCD—1/2
ile elde edilir.

Ornek: Lesage’in 7 bolgeli ornegi icin Queen komsuluk matrisi igin satir

standartlastirilmis agirlik matrisi asagidaki gibidir:

0 0 0
20 0 0
1/2 0 0
01/20
1/2 0 1/2
01/2 0
00 1

1

0 1 0
1/2 0 1/
01/20

W|00/2
0 0 o
0 0 o 2
0 0 o

K

Agirlik matrisleri incelendiginde R1 bolgesinin komsusu sadece R2 oldugu i¢in

O NOOoO OO O

\.
/'

agirligi da 1 olmus dolayisiyla sadece R2 den etkilenmektedir. R2 bolgesi ise 1/2 orani
ile R1 ve R3 bolgelerinden etkilenmektedir. Bagimli degisken i¢in yazilirsa,

010 0 0 00 Y1
/1/201/20 0 0 0\/3/2\
01/201/20 0 0 || Vs |
Wy=| 0 01/201/20 0 ||
0 0 901/201/20 || s
k00001/201/2/y6
0090010/ VW
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Y2
(1 +y3)/2
(V2 +Y4)/2
=| (y3+ys5)/2
s +¥6)/2 |
s + y7)/2 /
Ye

goruldiigi tlizere satir standartlastirma aslinda komsu bolgelerin agirliklandirilmis

ortalamalarinin bir ifadesidir. Daha sonra, Wy bazi ekonometrik modellerde bagimsiz

degisken olarak diistiniilecektir.

2.4. Komsuluk ve Agirhik Matrisleri Varsayimlari

nxn boyutlu C komsuluk ve W agirlik matrisleri pozitif ve sabitlerden
olusmustur.

Her bolge kendisinin komsusu olmadigi i¢in C ve W’nin kdsegen elemanlar
stfirdir (¢;; = 0, w;; = 0).

Higbir bolge diger bolgelerin sayisindan biiyiik komsuluga sahip olamaz. Yani
eger n bolge varsa, bir bélgenin maksimum n — 1 komsusu olur. Bu durum sinir

komsuluklar i¢in asagidaki gibi gosterilebilir,

miaxz cij<n—1 (2.21)
J
rnjaxz cj<n—1 (2.22)

i

C Komsuluk matrisleri satir ve siitun toplamlart n — oo giderken mutlak
degerce diizgiin sinirlandirilmalidir. Yani W agirlik matrisinden 6nce olusturulan
komsuluk matrisinin satir ve siitun toplamlar1 sonsuza gitmemeli veya drneklem

bliytikliigli n’den daha kii¢iik olmalidir (sinir komsuluk i¢in).

max ) ey < @ < oo (2.23)

7
m}axZ|cU-| <a< o (2.24)
L
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Eger bir matris satir ve siitun toplamlar1 bakimindan mutlak degerce diizgiin
sinirlandirilmigsa o  matrisin - elamanlari1 da mutlak degerce diizgiin

sinirlandirilmistir,
lcij| S a < oo (2.25)

e W agirlik matrisi negatif olmadigi i¢in agirliklar 0-1 arasinda olacaktir.
w;e[0,1],i =1,2,..,n,j=12,..,n (2.26)

Bunu agiklamak igin iki bolgeli bir model disiiniiliirse, agirlik matrisi 2x2
boyutlu olacaktir. Bir bolge kendisiyle komsu olamayacagi icin kdsegen
elemanlar1 0 olacak kdsegen harici ise sadece kendileriyle komsu olduklart i¢in
1 degerini alacaktir. Boylece agirlik matrisleri minimum O maksimum 1 degerini
almaktadirlar.

e Komsuluk matrisleri uzakliga veya komsuluk iligkilerine gore olusturuldugu icin
rassal degillerdir bu nedenle agirlik matrisleri de rassal olmamaktadir.

e Satir standartlastirilmig bir agirlik matrisinde wy;, j. bolgenin i. bolge tizerindeki
etkisini ifade ederken siitun normallestirmede ise tam tersi gegerlidir. Satir
normallestirme her bir bolge diger bolgelerden ne kadar etkilendigini
gosterirken, siitun standartlagtirma her bir bolgenin diger bolgeler tizerindeki
etkisini ifade etmektedir.

e Satir standartlastirilmis agirhik matrisiyle bir degiskenin ¢arpimi agirlikhh
ortalama manasina gelmektedir. Ornegin Wy igin j. bdlgedeki bagimli
degiskenin almis oldugu degerlerin i. bolge i¢in agirlikli ortalamasidir.

e W matrisinde ele alinan komsuluk kavrami yalnizca iligkinin varligi veya
yoklugu iizerine kuruludur. iliskinin yonii ise dikkate alinmamaktadir (Corrado
ve Fingleton 2012’den aktaran Tuzcu, 2016, s. 405).

e Simetrik agirlik matrislerinin karakteristik kokleri reel iken, asimetrik agirlik
matrislerinin karakteristik kokleri karmasik olabilir. (Elhorst, 2014)

e Elhorst (2014)’a gore asimetrik agirlik matrislerinde iki durum ortaya gikar.
Komsuluk matrisi olarak uzakligin tersi kullanilirsa ve agirlik matrisi satir

standartlastirilmigsa asagidaki iki durum daha 1yi anlasilabilir,
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o I. bolgenin j. bolge iizerindeki etkisiyle j. bolgenin i. bolge tizerindeki
etkisi ayn1 degildir.

o Uzak ve yakin bolgeler kendi komsuluklarindan bagimsiz olarak ayni
etkiye sahip olabilirler.

e Elhorst (2014), komsuluk matrisleri i¢in asagidaki iki durumun saglanmasi
gerektigini sdylemistir.

a. Komsuluk matrislerinin satir ve siitun toplamlarinin mutlak degerce
diizgiin sinirlandirilmis olmasi (Kelejian ve Prucha, 1998, 1999).

b. Komsuluk matrislerinin satir ve siitun toplamlarinin &rneklem

biiytikliigiine orani, n — oo iken 1’e esit veya daha biiyiik olamaz.

Her iki kosul da mekansal bagimliligin derecesinin limitidir ve uzaklik
sonsuza gittikge bolgeler arasindaki korelasyonun sifira gittigini ifade eder. Bu
iki kosulu saglayan ornekler asagidaki gibi acgiklanabilir, p kadar bdlgenin
oldugu bir agirlik matrisi diisiiniilsiin ve q da bir bdlgenin kendisi hari¢ komsu
oldugu bolgeleri ifade etsin. Bu durumda bir bolge kendisinin komsusu
olamayacagi i¢in maksimum n — 1 boélgeyle komsu olacagindan a kosulu

saglanir. Sinir komsuluklarda a kosulu her zaman saglanir. Dolayisiyla b kosulu
da saglanmis oldu ¢ilinkii n belirli oldugundan nT_l < 1 olmaktadir. (Elhorst,

2014).

Uzakliga dayali komsulukta ise durum farklidir. Her biri d birim uzakliga
sahip birbirine sag ve sol taraftan sinir sonsuz bolge olsun. Bu durumda birinci
dereceden bolgeler d, ikinci dereceden bolgeler 2d vs. uzakliga sahip olurlar.

..R1 < R2 < R3 2 R4 2 R5 ...
Komsuluk matrisleri de uzakligin tersi d{jl seklinde olusturulursun. Satir
toplamlari ise,
Ya+Ya+ a* Yaa+ st Vaa+ =AM a+ ot Vaa+ )
seklinde sonlu olmayan bir seri olur ve a kosulu saglanmamis olur. Bu nedenle

mekansal ¢aligmalarda bir d* kesme noktas: kullanilarak eger d;; > d* ise

2 g+ 20+ 3at)

c;j = 0 ve w;; = 0 kabul edilir. Fakat n — oo iken — 0 gider

ve b kosulu saglanmis olur. Bdylece uygulamalarda d* kesme noktasi
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kullanilmasinin gerekliligi b kosulu bakimindan ortadan kalkabilir ama a kosulu

saglanmamis olur (Elhorst, 2014).

Tam tersi durumda tiim bolgelerin birbiriyle komsu oldugu varsayildiginda
her birinin agirhgr esit oldugunda ortaya ¢ikar. Yani i #j igin komsuluk

matrisinin her bir elemani ¢;; = 1 oldugundan komsuluk matrisinin satir ve
stitun toplami n —1 olur ve n — oo iken nT_l — 1 olur. Diger bir ifadeyle
komsuluk matrisinin kdsegen olmayan elamanlar birbirine esit olacagindan satir
standartlagtirma yapildiginda agirlik matrisi elamanlari i # j igin w;; = ﬁ olur

ve tutarliligin sebebi ihmal edilebilir. Boylece ne a kosulu saglanabilir ne de b
kosulu saglanabilir (Elhorst, 2014).

2.5. Mekansal Ekonometrik Modeller

Klasik dogrusal regresyon modelinin OLS tahmincileri, hata teriminin sabit
varyansh ve iliskisiz olmast durumunda en kiigliik varyansli ve yansiz olma (BLUE)
ozelligine sahiptir. Dolayisiyla regresyon modelindeki degiskenlerde ve hata teriminde
her hangi bir mekansal bagimlilik olmadiginda lineer model i¢in OLS tahmincisi

kullanmak en uygundur. Klasik regresyon modeli
y=XB+e¢ (2.27)

seklindedir. Burada y nx1 bagimli degisken vektorii, X nxk boyutlu bagimsiz degisken
matrisi, 8 kx1 parametre vektorii ve & nx1 boyutlu hata terimidir. Burada OLS
varsayimi olarak &~N(0,02) dagilmaktadir ve ¢&;’ler birbirlerinden bagimsizdir.

Boylece,
E(SiSj) = E(SL)E(SJ) =0
olur.

Klasik regresyon modelinin varsayimlarindan biri olan gozlemlerin birbirinden
bagimsizligl, mekansal bagliliktan dolay: ihlal edilmesi durumunda klasik yontemlerle
calisilmasi uygun olmamaktadir. Bu bagimliligin kaynagi, bagimli degisken ve/veya

bagimsiz degisken ve/veya hata teriminin belirli bir bolgedeki (konumdaki, noktadaki,
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mekandaki) degerinin yakinindaki bolgelerdeki degerlerinden etkilenmesi durumudur.
Bu tiir durumlarda, bagimli degisken, bagimsiz degisken ve hata terimi arasindaki
mekansal bagimliligr dikkate alan mekansal ekonometrik modellerle calisilmasi daha

uygun olacaktir.

Mekansal regresyon modelleri, bolgelerin  birbirleri {izerindeki etkilerini
barindiran modellerdir. Bu etkiler de modelde mekansallik parametreleriyle ifade

edilirler.

Mekansal bagimlilik en basit haliyle ii¢ sekilde ortaya ¢ikar, bagimli degiskende,
bagimsiz degisken/degiskenlerde ve hata teriminde olacak sekildedir. Bu durumlar Sekil
2.11, Sekil 2.12, Sekil 2.13’de gosterilmistir.

Ic etkilesim etkisi (Endogenous interaction effect, pWy): Ornegin, A bdlgesinin

bagimli degiskeni y, ile B bdlgesinin bagimli degiskeni yp arasindaki mekansal

iligkidir. Bu durum Sekil 2.11°de gosterilmistir.

Uy Upg

Sekil 2.11. Bagimli degisken degerleri arasindaki mekdnsal iliskiler

Dus etkilesim etkisi (Exogenous interaction effects, WX8): Ornegin, A bdlgesinin

bagimsiz degiskeni x, ile B bolgesinin bagimli degiskeni yp arasindaki mekansal iligki

veya tam tersi iliskidir. Bu durum Sekil 2.12°de gosterilmistir.
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XA XB

Uy Up

Sekil 2.12. Bagimli degisken ve bagimsiz degisken arasindaki mekansal iliskiler

Hata ferimleri arasinda etkilesim etkisi (Interaction effect among error terms

AWu): A bolgesinin hata terimi uy ile B bolgesinin hata terimi ug arasindaki mekansal

iliskidir. Bu durum Sekil 2.13’de gosterilmistir.

XA XB

Uy <> Up

Sekil 2.13. Hata terimi degerleri arasindaki mekdnsal iliskiler

Mekansal etkilesimler tek bir degiskende veya hata teriminde olabilecegi gibi iki
degiskende veya bir degisken ve hata teriminde de olabilir veya hem bagimli degisken
hem bagimsiz degisken hem de hata teriminde de olabilir. Ayrica bu 3 etkilesimin tiimii
ayni anda cikabilecegi gibi farkli kombinasyonlar1 seklinde de olabilir. Bu nedenle
mekansal etkilesimin tiiriine gore farkli mekansal ekonometrik modeller s6z konudur.
Olabilecek tim etkilesim tiirlerini ve buna bagli olarak ortaya ¢ikan mekansal modelleri

gosteren sema Sekil 2.14°de verilmistir.
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GNS
Y = WYty = KB+ WX m

SAC
Y= pWY +m, + X+
o= W g

3=0 SDOM

u =W +E

pe=0

¥ o pWY o+ an,, + X+ WXB 4k

SDEM
Y ooon, + XA+ WXB 0
we i Wa g

Sekil 2.14. Mekdnsal Ekonometrik Modeller (Elhorst, 2014)

. Y =, # Xfi b
u = i¥u+x
{if 8=-piff then =p)

Sekil 2.14’de GNS mekansal genel yuva modeli, SAC mekansal ardisik bagimli
birlesik model, SDM mekansal Durbin modeli, SDEM mekansal Durbin hata modeli,
SAR mekansal ardisik bagimli model, SLX mekansal X gecikmeli model, SEM

mekansal hata modeli ve OLS Kklasik lineer regresyon modelidir.

Sekil 2.14°deki her bir model ayr1 ayri baslik halinde alt boliimlerde verilecektir.

Bu grafikten goriildiigii iizere mekansal modeller parametrelere bagli olarak birbirleriyle

iligkilidir.

Mekansal etkilesimleri gosteren 6zet bilgiler Tablo 2.2°de verilmistir.

Tablo 2.2. Mekdnsal etkilesimler

Model Mekansal Etkilesim Etkisi Toplam Mekénsal
(Spatial Interaction Effects) Etkilesim Etkisi Sayis1 Parametreler

OoLS - 0 -
SAR Wy 1 p
SEM Wu 1 A
SLX wX k 0
SAC Wy, Wu 2 p, A
SDM Wy, WX k+1 p, 0
SDEM WX, Wu k+1 0,1
GNS Wy, WX, Wu k+2 p, 0,1
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2.5.1. Genel yuva mekansal model (general nesting spatial model, GNS)

Manski (1993) {i¢ farkli mekansal etkilesimden s6z etmistir:

Q) I¢ etkilesim (endogenous interaction) etkisi, bagiml1 degiskenin diger
bolgelerdeki bagimli degiskenlerden etkilenmesi (Wy);

(i) Dis etkilesim (exogenous interaction), bagimli degiskenin diger
bolgelerdeki bagimsiz degiskenlerden etkilenmesi (W X);

(iii) Mliskili etkiler (correlated effects), gozlemlenemeyen etkilerin diger

bolgelerle benzer olmasi (Wuw).

Bu nedenle, bu model Manski Model olarak da anilmaktadir. Bu model Manski’nin
(1993) acikladig: tiim mekansal etkilesimleri igeren bir modeldir ve formu asagidaki

sekildedir:

y=pWy+ X +WX0 +u (2.28)
u=AWu+c¢. (2.29)

burada W, nxn boyutlu pozitif agirlik matrisidir ve bolgeler arasindaki bagimliligin
yapisini gosterir. Wy bagimli degiskenler arasindaki igsel (endogenous) etkilesimi ifade
ederken, WX ise bagimsiz degiskenler arasindaki digsal (exogenous) etkilesimi ifade
etmektedir. Wu ise farkli gozlemlerin hata terimleri arasindaki etkilesimi ifade eder.
p, A, 0 ise sirasiyla y, u ve X’deki mekansal iliski katsayilaridir. Ayn1 zamanda bu
parametreler mekansal korelasyon veya mekansal bagimlilik parametreleri olarak da
isimlendirilir. Burada p mekansal ardigik bagimlilik katsayisidir (spatial autoregressive
coefficient). Goriildiigii tizere, modelde mekansal etkilesim hem bagimli degiskende
hem bagimsiz degiskende hem de hata terimindedir. Mekansalligin oldugu degiskene
bagli olarak mekansallik katsayilari [0,1) araliginda deger alir. Bumodel p = 0,0 =0

ve 1 = 0 olmasi durumunda klasik dogrusal regresyon modeline doniisiir.
GNS farkli bir sekilde yazilirsa,

y—pWy =X +WX0 +u
(I,— pW)y =XB +WX60 +u
y=(U,— pW) X (XB +WX0 +u)

y=(,— pW) X (XB + WX6 + (I, — AW) L) (2.30)
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elde edilir.

2.5.2. Mekéansal ardisik bagimh birlesik model (spatial autoregressive combined

model, SAC)

GNS’de 6 = 0 olmas1 durumunda olusan modeldir ve formu asagidaki sekilde

verilmektedir.

y=pWy+Xp +u, (2.31)
u=AWu+e¢. (2.32)

Goriildigii tizere bu modelde mekansal etki bagimli degisken ve hata

terimindedir.

Literatiirde SAC, ayn1 zamanda Cliff-Ord tipi model olarak da bilinir (Drukker
vd., 2011). Cliff ve Ord (1975, 1981) tarafindan onerilmistir (Anselin, 2010). Kelejian

ve Prucha’nin bu model iizerinde ¢esitli calismalar: vardir.
SAC farkli bir sekilde yeniden yazilirsa,
y=Un— pW)(XB +w)
y=Un— pW)T' X + (I — AW)7te) (2.33)

elde edilir.

2.5.3. Mekansal Durbin model (spatial Durbin model, SDM)

GNS’de A = 0 olmasi durumunda olusan modeldir ve formu asagidaki sekilde

verilmektedir.
y=pWy+ XL +WX0 +¢ (2.34)

Gortildiigii lizere bu modelde mekénsal etki, bagimli ve bagimsiz degisken

tizerindedir. Burridge (1981) tarafindan onerilmistir (Anselin, 2010).
SDM farkl1 bir sekilde yeniden yazilirsa,

y=(,— pW) Y (XL + WX0 + ¢) (2.35)
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elde edilir.

2.5.4. Mekansal Durbin hata modeli (spatial Durbin error model, SDEM)

GNS’de p = 0 olmasi durumunda olusan modeldir ve formu asagidaki sekilde

verilmektedir.

y=XB+WX0+u (2.36)
u=AWu+e (2.37)

Goriildigi tizere bu modelde mekansal etkilesim bagimsiz degisken ve hata terimi

tizerindedir.
Farkli bir sekilde yeniden yazilirsa,
y=XB+WX0+ (I, — AW) e (2.38)

elde edilir.

2.5.5. Mekansal ardisik bagimh model (spatial autoregressive model, SAR)
GNS’de 6 =0 ve 1 =0 veya SAC’de 1 =0 veya SDM’de 6 =0 oOlmasi

durumunda olusan modeldir ve formu asagidaki sekilde verilmektedir.
y=pWy+ XL +¢ (2.39)

burada, Wy bagimsiz degisken, p mekansal autoregressive parametresidir ve bagimli
degiskenler arasindaki iligskinin derecesini gosterir. Literatiirde LAG model olarak da

isimlendirilir.

Gortildiigii lizere mekansal etki sadece bagimli degisken lizerindedir. Bu modelde,
bagimli degisken yalnizca bagimsiz degiskenle agiklanmaz ayni zamanda komsu
bolgelerdeki bagimli degiskenlere de ihtiya¢ duyar. Bu nedenle de yeni bir degisken

olarak modele eklenir.

Eger agirhk matrisi sinir komsulugu olarak aliirsa (Wy); i. bdlgenin

komsularinin agirlikli ortalamasi olacaktir.
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SAR farkli bir sekilde yeniden yazilirsa,
y=U,— pW) ' (XB + &) (2.40)

elde edilir. Burada |p| <1 i¢in Leontief a¢ilimi yapilirsa (bu agilim bagimsiz

degiskenin ve hata teriminin tiim bolgelerdeki degerini gdstermektedir),
y =, +pW + p?W? + - )XB + (I, + pW + p*W? + - )¢ (2.41)
seklinde olur.

Bu ag¢ilim, iki etkinin tanimlanmasina izin vermektedir,

Multiplier effect: bagimsiz degiskenlere etki

Spatial diffusion effect: hata terimlerine etki

Bu ag¢ilim ile bagimli degiskenin i. bolgedeki degerinin, yalnizca komsularindaki
bagimsiz degiskenlere degil ayni zamanda komsu olmayan diger bolgelerdeki bagimsiz

degiskenlere de bagliligini gostermektedir.

(I, + pW + p?W? + --) dikkate alindiginda Multiplier effect uzaklik artikca

azalmaktadir.

Bu acilim ile hata terimi dikkate alindiginda i. bolgedeki degisim yalnizca kendi
bolgesindeki bagimli degiskeni etkilemiyor ayni zamanda diger bolgeleri de etkiliyor.

Bu yayilma (diffusion) etkisidir ve uzaklikla ters orantilidur.

Tiim bu etkiler Anselin (2003) tarafindan tanimlanan global etkidir.

2.5.6. Mekansal X gecikmeli model (spatial lag of X model, SLX)
GNS’de 1 =0 ve p=0 veya SDM’de p =0 veya SDEM’de 1 =0 oOlmasi

durumunda olusan modeldir ve formu asagidaki sekilde verilmektedir:
y=XB+WX0+¢ (2.42)

Goriildiigi tizere mekansal etki sadece bagimsiz degisken tizerindedir.
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2.5.7. Mekansal hata modeli (spatial error model, SEM)
GNS’de p=0 ve 8 =0 veya SDEM’de 6 =0 veya SAC’de p =0 oOlmasi

durumunda olusan model mekéansal hata modeli (SEM) dir. Uygulamada en ¢ok
karsilagilan modellerden biridir. Bu modelde, mekansal bagimlilik veya otokorelasyon

hata terimindedir ve mekansal bagimlilik farkli yapilarda olabilmektedir.
y=Xf+u (2.43)
Hata teriminde olan mekansal otokorelasyonun yapisi asagidaki gibi olabilir:

Otoregresif model-AR model (Autoregresive model veya Autocorrelated Model):

u=AMWu-+e (2.44)

Hareketli ortalama modeli-MA model (Spatial Moving Average model)): CIiff ve

Ord (1981) tarafindan asagidaki sekilde tanimlanmistir:

u=E&We+e¢ (2.45)

E(uu’) = a?(l, — W), — §W")
=o0?%[l,+ EW+W") + E2WW?]

Mekdnsal ARMA modeli:

u=AMWu+&We+c¢ (2.46)

Hata bilesimli model (Error Components Model): Kelejian and Robinson (1993)

tarafindan asagidaki sekilde tanimlanmistir:
u=We+v (2.47)
burada € ve v sabit varyansli (homoscedastic) ve bagimsizdir.

E(uu') = 0,21, + 0. 2WW'
= Uvz(ln to ww’)

burada 62 = 0,2 > 0 ve ¢ = 0,.%/0,? dir.

Goriildiigii tizere mekansal etkilesim sadece hata terimi iizerindedir. Bu nedenle
de klasik regresyonun varsayimlarindan birisi olan hatalarin bagimsiz ve tiirdes

dagilmasi (iid) varsayimi ihlal edilmis olmaktadir.
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Eger bu model uygun model ise bazi kiigiik digsal ve agiklanamayan mekéansal
etkilesimlerin siirecte varligi sdéz konudur. Ornedin cografi degiskenlerle yanls
tanimlamalar, diisiik 6neme sahip komsuluk karakteristiklerinin atilmasi, artan uzaklikla

azalan etkilerin sonuglar1 vb. (Osland, 2010).

En yaygm kullanilan ve bu calismada da kullanilan hata terimi formu AR

(Autoregresive) modelidir. Boylece, SEM AR ig¢in farkli bir sekilde yeniden yazilirsa,
y=XB+ (I, — AW) 1e (2.48)

elde edilir.

2.6. Mekansal Parametre Uzay1 Varsayimlari

Mekansal modellerin ¢6ziimii i¢in mekansal model parametreleri (p, 8,1) bazi
varsayimlara dayanmaktadir. Bu varsayimlar tiim mekéansal parametreler (p, 6, 1) i¢in

genellestirilebileceginden burada hepsi A ile ifade edilecektir.

Mekansal modellerde en énemli problem, (I — AW)™! i¢in ¢6ziim olmamasidir.
Bu nedenle varsaymlar (I — pW)~1 veya (I — AW)~! icin tekil olmas1 ve olmamasi ile
ilgilidir. Buradan hareketle de mekansal parametreler (p, 6, 1) i¢in tanimli oldugu aralik

belirlenecektir

e Opyle bir W agirlik matrisi vardir ki |[A] < 1 oldugunda (I — AW)~1* in ¢dziimii
vardir yani | birim matrisi n boyutlu olmak iizere (I — AW)~?! tekil olmayan

matristir.

e W agirlik matrisi satir-standartlastirilmis ve A = 1 olmus ise (I — AW) tekil

olmaktadir.

Ispat: Bu durumu Kelejian ve Piras (2017) su sekilde ispatlamislardur,
(en = (1,1, ...,1);,, oldugu varsayilsin ve 1 = 1 olmak iizere
(I—-W)e, =e,—We, =e, —e, =0 olmaktadir. Bu nedenle mekansal

katsayilarin parametre uzayi hi¢bir zaman 1°1 igermez.
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A = 0i¢in (I — AW) tekil olmayan bir matristir.
Ispat: | —0=1

Ord (1981), W agirlik matrisinin 6zdegerleri v olmak {izere Ae(v,},., Umsyx)
oldugunu gostermistir. Agirhik matrisi satir-standartlastiritlmis olsun ve tiim
Ozdegerleri reel olsun. v,,,, V€ Upin Sirastyla agirlik matrisinin en biiyiik ve en
kiiglik ozdegerleri olsun. Tim 06zdegerleri reel oldugundan v, >0 ve
Umin < 0 varsayimi altinda (I — AW) asagidaki aralikta tekil olmayan bir

matristir.
vt <A <upls (2.49)

Ispat: Bu durumu Kelejian ve Piras (2017) su sekilde ispatlamislardar,

W agirlik matrisini tiggen yapan dyle bir Q matrisi olsun ki,

U, e Uij
D ] (2.50)
0 ee U,

QWQ™' =D, =

sekline getirebilsin. Bu islem determinanta uygulanirsa,

I —2W| =1QQ~'( — AW)| (2.51)
=1QU - AW)Q ™|
= | — AD, | (2.52)

=(1-2vy)..(1 —Avy)
seklinde ifade edilebilir. Eger A # 0 olursa,
I —AW|=(1—-2vy) ...(1 — Avy,) (2.53)

olur ve boylelikle A € {v;?,...,v;1} icin (I — AW) tekil olmayan bir matristir.
Eger 6zdegerlerden herhangi biri (v;) negatif ise vy < v, 1 ve eger v; pozitif

ise vt = vk, olur. Béylece,
V" & Wnins Ut (2.54)
olur ve asagidaki kosulda (I — AW) tekil olmaz,
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A € (Vpin, Umax (2.55)
yani,

A > v, 056 A < vk, (2.56)

Al <vpmise > vt (2.57)
oldugundan v,}, < A < v;;%, kosulu saglanmis olur.

Eger A koklerin birinden tersine esit degilse vyt vy, ..., vyt veya 471 koklere
esit degilse vy, vy, ..., vy Yani 171 < v, veya 171 > v, ise (I — AW) tekil
degildir.

e W agirhk matrisi satir-standartlastirildiginda ve |A| < 1 oldugunda (I — AW)™1

tekil degildir.

Ispat:

Bunun ispati i¢in Gershgorin teoreminden yararlanilacaktir.

Gershgorin teoremi:

Elemanlari a;; olan bir A matrisi olsun ve A matrisinin satir toplami R;, siitun

toplami da C; ile gosterilsin,

Ri= > ayl (2.58)

(= Z |ai;] (2.59)

Gershgorin teoremi matris elamani ile her bir 6zdegerinin farkinin mutlak
degerce ilgili satir veya siitun toplamindan kiigiik oldugunu ifade eder. A

matrisinin 6zdegerleri u olmak iizere,

|,u - al-iI < Ri ,i = 1,2, v, n (260)
lu—aj|<G.j=12..,n (2.61)
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dir. Bu durum, mekansal model i¢in agirlik matrisine uyarlanirsa ve w;; = 0

oldugunu dikkate alinirsa,

r= mlaXZ|Wij| = ml?:lXRi (2.62)

J

¢ = ma iil = C;
,-XZ|WJ| max G (2.63)

l

W agirhk matrisinin  6zdegerleri v; olsun.  Gershgorin teoremi dikkate

alindiginda,

lv; —wii| < R; (2.64)

oldugundan v; asagidaki kosulu saglamalidir,

v, <r,i=12,..,n (2.66)
lv,|<c,i=12,..,n (2.67)
lv;| < min{r,c} =m (2.68)

Eger W satir-standartlagtirilmigsa her zaman r = 1 olacagindan m=r =1
olacaktir ve boylece |v;| < 1 olur.
|I — AW | 6zdegerler yardimiyla yazilirsa,
[I—AW|=(1—-Avy)..(1—Av,) #0
olur. Burada |A] <1 igin |Ay;] < |A| <1 olacagindan (I —AW)~! tekil

olmayan bir matris olacaktir.

Eger agirllk matrisi satir-standartlastirilmamissa (I — AW) baz1 [1] < 1
degerlerinde tekil bir matris olmaktadir. Bu durumda tekil olmay: ortadan
kaldirmak i¢in yeni parametre uzay: su sekilde tanimlanir,

m = min(r, ¢) olmak iizere tim |A| < 1/m igin (I — AW) tekil olmayan bir

matristir.

Ispat:
Eger A =0 ise (I — AW) tekil olmayan bir matristir. Eger 4 # 0 olursa |I —
AW| = 0 olmasi demek,
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1

“r—wl= 2.69

‘A ] 0 (2.69)
veya

1
|W—ZI| ~0 (2.70)

olmas1 demektir. Boylece eger burada % agirlik matrisinin kokiine esitse

(I — AW) tekil bir matris olur. Yani tekil olmayan bir matris olmasi i¢in
1
s {vy, .., Un} (2.71)
olmalidir. Bu durumda da
|v;] £ min(r,c) =m (2.72)

oldugu dikkate alinirsa, asagidaki kosul saglandiginda (I — AW) tekil olmaz,
1
|i| < min(r,c) =m (2.73)

veya

1

min(r,c) m

141 < (2.74)

W agirhk matrisi satir-standartlagtirilmamigsa (I — AW) matrisinin  tekil
olmayan bir matris olmasi igin alternatif bir yontemde A* =mAd ve W™ =

m~1Wseklinde almaktir.

Ispat:

m daha Once belirlenmisti,
r*= mlax2|wl?"j| =r/m (2.75)
J

¢t = maxZ|wf‘j
J -
l

=c/m (2.76)
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Bu durumda da

m* = min(r*,c*) (2.77)
/T C
= min (a,%)
1
= —min(r, ¢)
m
1
=—m
m
=1

olur. Boylece |1*| <%= 1 igcin (I —A*'W?™) tekil olmayacaktir ve ayrica

(I — 2*W*)~1 ¢oziilebilir olacaktir.
NOT: Burada m, n’ye bagl oldugu igin, 1* ve W*’da n’ye baghdir.

Elhorst (2014) agirlik matrisi ve mekansal katsayilarin varsayimlarini su sekilde
Ozetlemistir, Ord (1981) C komsuluk matrisi i¢in mekansallik parametresinin
A6(1/Vmin, 1/Vmax) araliginda oldugunu ve eger W agirlik matrisi satir
standartlastirtlmis ise Ae(1/Vmin, 1) oldugunu belirtmistir. Daha sonralari
Kelejian ve Robinson (1995) ve Kelejian’in sonraki ¢alismalari satir
standartlagtirllmig agirhik matrisi igin mekansallik parametresinin araliginin
A€(—1,1) oldugunu belirtmislerdir. Yani satir standartlagtiritlmis W agirlik
matrisinin maksimum 06zdegeri vp,,, = 1, minimum 6zdegeri ise v, = —1

olmaktadir. Iki bolgeli bir 6rneklem alindiginda komsuluk matrisi C =
0 1 . . _[0 1 < _ _
[ 1 0] ve agirlik matrisi W = [ 1 O] olacagindan vy, = —1 Ve vy =1
olur.

LeSage ve Pace (2009) agirlik matrisinin simetrik olmamasi durumunda
karakteristik koklerinin karmasik sayr olabilecegini asagidaki sekilde

gostermislerdir.

v agirlik matrisinin (W) 6zdegerleri olmak {izere,
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=1

1=3

= W] = l—[(z _Av) = [l—[(z _ Avi)] (1= ) = Avy) 2.78)

seklinde yazilsin. Burada karmasik 6zdegerlerin v; ve v, oldugu diisiiniilsiin.
Eger

1-2v))A—-4v,) =0
ise (I — AW) tekil olur ve varyans-kovaryans matrisi de tekil olur. (I — AW)

tekil olmasi asagidaki sekilde olur,

vy =1+jcC (2.79)
vy, =71 —jC (2.80)

burada r v;ve v, nin gergek kismi, jc ise kompleks (karmasik) kismidir.

j% = —1. ¢ # 0 varsayildiginda (0 olursa 6zdeger reel sayiya doniisiir),

1-Avp)(A—-4vy,) =0
1-2r—Ac)(1—Ar+4jc) =0
1—2Ar + 22r?2 — j22%¢2 =0
1-2r+22(r?4+¢?») =0

T2 +cH22-2r1+1=0

elde edilir. Burada ax? + bx + ¢ = 0 quadratik formiil igin diskiriminant islemi

yapilirsa d = b% — 4ac, d < 0 bulunur.

d=02r)>—4(r?+c?
=4(@?—1r?—c?)

= —4c?

Burada c? her zaman pozitif olacag i¢in (¢ # 0 varsayilmist1) diskriminant d
negatif ¢ikar ve quadratik esitlik iki kompleks koke gider. Bunun anlami da A4
karmagik iki kokle sifira esitlenemeyen esitlikten dolayr sonu¢ vermez. Bir
baska durum da kompleks Ozdegerler (I —AW) matrisinin tekil olup

olmamasini etkilemez, sadece reel 6zdegerler etkiler.
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2.7. Moran | Testleri

Mekansal bagimliligin var olup olmadigini ortaya koymak amaciyla kullanilan en
yaygin testlerden birisi Moran | testidir. Moran | test istatistigi degeri -1 ile 1 arasinda
deger alarak mekansal bagliligin derecesini de gostermektedir. Bagimlilig1 arastirilan
degisken ile onun mekansal gecikmesinin arasindaki iligkinin bir dlgiitiidiir. Yani x ile
Wx veya y ile Wy arasinda oldugu gibi u ile Wu arasindaki mekéansal baglilig:
hesaplamak icin kullanilabilir. Moran 1, Global ve Lokal olmak iizere ikiye

ayrilmaktadir.

2.7.1. Global Moran I testi

Moran’in [ testi (Moran, 1950) siirekli veriler i¢in genel mekansal ardisik
bagimlilig: test eder. Her bolgedeki gézlemin ortalamadan sapmalarinin ¢apraz olarak
test edilmesi mantigina dayanmaktadir. Moran | testi bagimli degisken, bagimsiz
degisken ve hata terimi icin yapilabilir. Bagimsiz degisken i¢in Moran | formiilii
asagida verilmistir:

n X Xjwij(o—8) (x;—%)
So Zi(x;—%)?

I= , (2.81)

burada x; i. konumdaki degiskenin degeri, x; j. konumdaki degiskenin degeri (i,j =
1,..,n), n toplam 6rneklem sayis1 ve w;; agirhk matrisinin elemanlar1 olmak {izere,
So = X Xjw;; seklinde olup agirlik matrisinin standartlastirilmasindan dolay1 S = n

olur.

Wagner vd. (2004), Moran [ istatistigini bagimli degisken i¢in asagidaki gibi

kovaryans/varyans orani seklinde asagidaki gibi tanimlamiglardir.

[ = kovaryans  X; X;wii(y; — Wy —y)/n

= — (2.82)
varyans iy —y)?*/n
Ayrica, Moran | matris formunda asagidaki gibi de yazilabilir:
_ Wz (2.83)
z'z

Formiilde, z =y — y, z = x — X, z = u — u seklinde olabilir.
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Moran [ testinde i ve j bolgeleri komsu ise ilk Once ortalamadan sapmalari
hesaplanir daha sonra da bu sapmalar ¢arpilir. Bu durum tiim komsulugu olan bolgeler
icin yapilir. Eger komsuluk degerleri ortalamadan yiiksekse sonug pozitif ¢ikar. Benzer
sekilde iki komsuluk ortalamadan diisiikse yine pozitif sonu¢ ortaya ¢ikar. Fakat iki
bolgeden biri ortalamadan yiiksek digeri ortalamadan kii¢iik ¢ikarsa bu durumda sonug
negatif ¢ikar. Yani 0zet olarak her bir bolge cifti benzer diizeyde yiiksek veya diisiik
sonuglar verirse Moran [ istatistigi de pozitif sonuca dogru gider. Beklenen degerden
biiyiik sonuglar i¢in pozitif ardisik bagimlilik kiigiik sonuglar i¢in ise negatif ardisik

bagimlilik vardir denilir.

Aslinda bu test istatistigi tek bir degiskenin veya hata teriminin komsuluklardaki
gecikmesi ile korelasyonudur yani y ile Wy, x ile Wx ve u ile Wu arasindaki
korelasyondur. Eger iki bolge komsu ise I'nin hesabinda etkisi olur komsu degil ise
agirlik matrisinin ilgili elamani sifir olacagindan dolayi | istatistigi tistiinde etkisi olmaz.
Moran [ aslinda agirlik matrisleri yardimiyla hesaplanan sapmalarin karelerinin

toplamidir.
Moran | varyansi 3 farkli sekilde hesaplanir,

o Normallik varsayumi altinda: degisken veya hata teriminin rassal olarak

normal dagilimdan geldigi varsayilir

® Rassallik varsayimi_altinda: degisken veya hata teriminin dagiliminin

onemi olmadigi, gbzlem degerleri tekrarl rassal olarak elde edilir.

e Monte Carlo: Monte Carlo simiilasyonu kullanilarak elde edilir.

Normallik varsayimi ve H, hipotezi (mekéansal baglilik yoktur) altinda Moran [

beklenen degeri Cliff ve Ord (1972) tarafindan asagidaki sekilde bulunmustur:

1

seklindedir ve n — oo iken E(I) — 0 gider.

e Eger [>E(l) ise mekansal bolgeler benzer yapilara sahiptir.
(dusiik/disiik (low/low) veya yiiksek/yiiksek (high/high) gibi). Yani

pozitif otokorelasyon vardir.
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e Eger I < E(I) ise mekansal bolgeler komsulariyla farkli yapilara sahiptir
(dusiik/yiiksek (low/high) veya yiiksek/diistik (high/low) gibi).

12 ‘nin beklenen degeri,

n%S; —nS, + 352
Sf(n? — 1)

E(I?) = (2.85)

seklindedir, burada

So = z Z wij (2.86)

i
1
S1= Ez Z(Wij +w;)? (2.87)

i+j
Sy = E(Wio + wop)? (2.88)
i
Wio = Z Wij (2.89)
j
Woi = Z L)) (2.90)

seklindedir ve normallik varsayimi ve H, hipotezi altinda Moran I varyansi,

Var(l) = E(1%) — [E(D]?

SEmr-1)  (n—1?

seklindedir.

Rassallik varsayimi altinda Moran | beklenen degeri,

1

seklindedir. Rassallik varsayimi altinda Moran I varyansi

n{(n? — 3n + 3)S; — nS, + 352} — S;{n(n — 1)S; — 2nS, + 652}
(n—1D(n-2)(n—3)S§

E(I?) = (2.93)
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Var(Il)
_ n{(n? = 3n+3)S; — 1S, + 353} — S3{n(n — 1)S; — 2nS, + 652}

nm-1(n-2)(n—- 3)53
1
C(n-1)?

seklinde elde edilir. Burada,

SO = ZZWU

i j

1 2
51 = EZ Z(Wij + W)

i+j

Sy = Z(Wio + wp;)?
i

n g -0t my

T -0y m

3

seklindedir. Moran I asimptotik olarak normal dagilir:

I+

n—1_ne,1)

JVar(l)

(2.94)

(2.95)

(2.96)

(2.97)

(2.98)

(2.99)

(2.100)

(2.101)

Moran [ i¢in anlamlilik testi standart normal dagilima gore yapilir ve Moran [ i¢in

sifir hipotezi mekansal bagliligin olmadig: seklinde kurulur.

Hy: I =0
Hi:1+0

Moran [ standartlagtirilmis test istatistigi

I—EW)
7 =

JVar(l)
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BES 6rnegi icin Moran |

BES 0Ornegi i¢in Moran | test istatistigi hesaplanmis ve Tablo 2.3 deki sonuclar

elde edilmistir.

Tablo 2.3. BES 6rnegi i¢in BES katilimci orant, IGE ve artiklarin Moran | istatistikleri

Degisken Moran | degeri p-olasilik degeri
Bagimli degisken (BES) 0,6145 2,2e-16
IGE 0,6913 2,2e-16
Artiklar 0,0990 0,01819

Moran | i¢in H, hipotezi mekansal baglilik yoktur seklinde kurulmaktadir. Bu veri
seti i¢in tiim p degerleri 0,05’den kiigiik ¢iktigindan H, hipotezi reddedilmistir. Yani
BES katilim orani, IGE ve hata terimi i¢in mekansal baglilik vardir. p=0,01 anlamlilik
diizeyinde ise artiklarda mekansal bagimlilik yoktur denilebilir. Bu durum

Golgelendirme haritalarini destekler niteliktedir.

2.7.2. Lokal Moran I; testi (local indicators of spatial association, LISA)

Global Moran | testi sadece global mekansal bagliligin olup olmadigini
gosterirken mekansal baglilik varsa hangi bolgeler arasinda daha fazla hangi bolgeler
arasinda daha az oldugu bilgisini vermemektedir. Lokal Moran [; testi ise birbirine
benzer veya benzer olmayan verilerin kiimelendigi bolgeleri belirlemede kullanilan bir
istatistiktir. Aslinda LISA, global Moran I istatistiginin sonucunun bolgelere boliinmiis

sonuclaridir.

Eyyuboglu (2015), global (kiiresel) Moran I 6zeliklerin tiimiinde kiimelenme veya
yayllma olup olmadigini analiz ederken, bu kiimelenme veya yayilmanin konumunu
belirtmez. Mekansal iligkinin yerel gostergesi (Local Indicators of Spatial Association,
LISA) analizi bu kiimelenme veya yayilmanin konumunu her bir 6zellik i¢in yapilan

hesaplamay1 gosterdigini belirtmistir.

Anselin (1995), LISA’nin kullanim amacini iki maddede agiklamistir:
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1. LISA, her bir gézlem icin dyle bir gostergedir ki o gdzlemin etrafindaki
benzer degerlerin kiimelenmesini gosterir.
2. Her bir gézlem i¢in tiim LISA toplamlari, global mekansal baglilik

gostergesine denktir.

Lokal Moran I; test istatistigi formiilii asagida verilmektedir:

(x; — %) (x- - JZ)
= E}%—%;— (2.104)
J
veya

I; = z Z Wiz (2.105)

J

.— )2 )
burada s? = Z(x‘n 2 ve zi = (xls 2 seklindedir. Bu istatistik arastirilmak istenen her i

bolgesi icin hesaplanmalidir. Yiiksek bir [; degeri bolgenin etrafinda benzer yonde
yiiksek ya da diisiik kiimelenmenin oldugunu, diisiik I; degeri ise bolgeler arasinda

birbirine benzemeyen kiimelenmenin oldugunu gosterir.
Genel olarak LISA sonucu 5 sekilde ortaya ¢ikar (Oliveau ve Guilmoto-2005),

e Bir bolge komgulariyla benzer yiiksek degere sahip ise yiiksek-yiiksek
(H-H) mekansal kiimelenme vardir.

e Bir bolge kendisi yiiksek degere sahip iken komsulari diisiik degere sahip
ise yliksek-diisiik (H-L) mekansal aykir1 degerler vardir.

e Bir bolge kendisi diisiik degere sahip iken komsulart yiiksek degere sahip
ise diisiik-yiiksek (L—H) mekansal aykirit degerler vardr.

e Bir bolge komsulariyla benzer diisiik degere sahip ise diistik-diisiik (L—L)
mekansal kiimelenme vardir.

e Anlamli bir mekansal baglilik yoktur.

Lokal Moran I’nin beklenen degeri,

EM)=—nT1 (2.106)
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seklindedir. Burada w; = ¥, ; w;; seklindedir

Lokal Moran I’nin varyansi,

Var(l;) =

seklindedir. Burada,

2

Lokal Moran I’nin test istatistigi ise,

seklindedir.

I; — E(I;)

JVar(ly)

z(I;) =

Wi(2) (n—by) 2Wi(kh) (2b, —n) W
n—1 m—-1(n-2) (n-1)2
my
bz ES m—%
zi
m4, == 7
i
z}
mz = ;
i
WL(Z) = Z lej
j=1,i#j
2Wikn) = Z Z WixWin
k#i h#i

(2.107)

(2.108)

(2.109)

(2.110)

(2.111)

(2.112)

(2.113)

Anselin (1995) bazi durumlarda lokal gostergeler, global gostergenin aksi

yoniinde olabilir ve bu durumda lokal gostergelerin onemlilik arz edebilecegini

belirtmistir. Anselin (1995) mekansal kiimelenmeleri “hot spots” olarak isimlendirmis

ve bu bolgeleri LISA test istatisti§inin onemli ¢iktig1 yerler olarak belirtmistir. Eger

lokal degerler ortalama degerden ¢ok farkliysa bu bolge kaldirag (leverage) noktasi ya

da aykiri deger olabilir. Bu durum Moran | sacilim grafiklerinde gorsel olarak

gortilebilir. Yani noktalar “hot spots” mu yoksa aykir1 deger mi goriilebilir.

BES 6rnegi icin LISA haritalar:

BES 6rnegi igin Lokal Moran | haritalar1 Sekil 2.15-2.17°de verilmistir.

53



BES Katilimei Orani LISA Haritasi

insignificant
lowe-lowy
lowe-high
high-low
high-high
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u
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(]
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I I
0 200 400 km

Sekil 2.15. BES katilimct orani LISA haritasi

BES katilimc1 orant igin harita incelendiginde bati1 bolgeleri komsuluk iliskisi
yiiksek-yliksek olurken dogu ve giineydogu bdlgelerin de diisiik-yiiksek olmustur.

Beyaz bolgeler ise anlamsiz test sonuglarini géstermektedir.

IGE LISA Haritasi

insignificant
low-low
lowe-high
high-low
high-high

O
|
]
O
]

I I
0 200 400 km

Sekil 2.16. /GE LISA haritast
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IGE i¢in harita incelendiginde dogu Marmara ve orta-kuzeybat: Anadolu’nun bazi
illerinde komsuluk iliskisi yiiksek-yliksek olurken dogu ve gilineydogu bolgelerin de
diisiik-yiiksek olmustur.

OLS Artiklar LISA Haritasi

N, -

insignificant
lowe-lowy
lowe-high
high-low
high-high

{3

N

EOOomO

[ I I
0 200 400 km

Sekil 2.17. OLS artiklart igcin LISA haritast

BES o6rnegi artiklart igin Moran | degeri sifira yakin ¢ikmisti yani global bir

kiimelenmenin olmadigini sdylityordu LISA haritasi da bunu desteklemektedir.

Sekillerden goriildiigii tizere, lokal Moran | haritalari, mekéansal kiimelenmeleri ve

mekansal aykir1 degerleri tespit etmede etkin bir yontemdir.

2.7.3. Moran sacilim (scatter) grafikleri

Anselin (1995) tarafindan 6nerilen Moran sacilim grafigi mekansal bagimliligi
goOsteren, grafigin yatay ekseninde verinin kendisi, dikey ekseninde de agirliklandirilmis
veri baz alinarak olusturulan bir grafiktir. Yani x ile Wx, y ile Wy ve u ile Wu gibi.
Boylelikle ilgilenilen degisken ile onun komsulugu arasinda mekansal iliski varsa

grafikte rahatlikla gortilecektir.

Egrinin egimi, agirliklandirilmis veri ile verinin kendisinin arasinda kurulan
regresyon modelinin beta egim katsayisina denktir. Baska bir ifadeyle regresyon egim

katsayist Moran | istatistigine denktir. Bu grafiklerde aykir1 degerler veya kaldirag
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(leverage) noktalar da goriilebilir. Grafik yiiksek-yiiksek, yiiksek-diisiik, diisiik-yiiksek
ve distik-diisiik olacak sekilde 4 pargaya boliinmiistiir. Australian Urban Research
Infrastructure Network (AURINY) tarafindan herhangi bir degisken icin olusturulmus

ornek bir Moran sagilim grafigi Sekil 2.18’de verilmistir.

Moran Scatter Plot
Moran's | = 0.42867

Scaled Lagged Vanable

Low with Low
- |

l————————————
T T

-2.00 + : T
-4.00 -3.00 -2.00 -1.00 0.00 1.00 2.00

Scaled Variable

Sekil 2.18. Moran sagilim grafigi

Sekil 2.18’de x-ekseninde degiskenin kendi verileri (scaled variable), y-ekseninde
ise degiskenin agirlik matrisiyle c¢arpilmis verileri (scaled lagged variable) yer
almaktadir. Yani herhangi bir z degiskeni baz alindiginda x-ekseninde z degerleri y-

ekseninde Wz degerleri yer almaktadir.

Grafik 4 bolgeye ayrilmistir, yiiksek-yiiksek (HH) 1. bolge, diisiik-yiiksek (LH)
I1.bolge, diistik-diisiik (LL) III. bolge, yiiksek-diisiik (HL) IV. bolge seklindedir.

Moran sacilim grafiginde her bir bolge icin asagidaki yorumlamalarda

bulunulabilir;

! https://docs.aurin.org.au/portal-help/analysing-your-data/chart-tools/moraniscattervisualisation-
workflow/ (Erisim Tarihi: 01.08.2018)
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I.  Bolgede noktalar: hem z hem de Wz ortalamanin tizerindedir yani hem normal
veriler hem de komsuluklardaki veriler ortalamanin tstiinde deger almislardir
(yiiksek-yiiksek, H-H).

Il.  Bolgede noktalar: z’ler ortalamanin altinda deger alirken, Wz’ler ortalamanin
iistiinde deger almistir, yani normal veriler ortalamanin altinda deger alirken
komsulardaki veriler ortalamanin iistiinde deger almistir (diistik-yiiksek, L-H).

[1l.  Bolgede noktalar: hem z hem de Wz’ler ortalamanin altindadir yani hem normal
verilerin hem de komsuluklardaki verilerin ortalamanin altinda deger almislardir
(disik-distk, L-L).

IV.  Bolgede noktalar: z’ler ortalamanin {istiinde deger alirken, Wz’ler ortalamanin

altinda deger almislardir (yiiksek- diisiik, H-L).

Grafik incelendiginde 1. ve III. bolgelerdeki noktalarin sayist II. ve IV.
bolgelerdeki noktalarin sayisina gore fazla ise pozitif mekansal bagimliliktan az ise
negatif mekansal bagimliliktan s6z edilebilir. Eger 4 bolgeye de esit dagilmigsa
mekansal baglilik yoktur.

BES 6rnegi icin Moran sa¢ihim grafikleri

Bagimli degisken BES katilimci orani i¢in Moran sagilim grafigi Sekil 2.19°da

verilmistir.

004 005 006 007

BES Katilime! Orani (Spatial Lag)
0.03

0.02

0.01

T a T T T
0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

BES Katihmci Orani

Sekil 2.19. BES katilimci orant Moran sagilim grafigi
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Moran sagilim grafigi incelendiginde verilerin ¢ogu, I. ve Ill. bolgede diizgiin
yayildiklart goriilmektedir. Bu da mekansal iliskinin varligim1 géstermektedir. Ayrica
verilerin dagilim yoniinden dolay1 pozitif bir bagliliktan s6z edilebilir ki zaten BES i¢in

daha 6nce hesaplanan Moran | degeri de pozitif ¢ikmisti.

IGE i¢in Moran sacilim grafigi Sekil 2.20’de verilmistir.

IGE (Spatial Lag)

04

0.55 0.60 0.65 0.70 0.75

IGE

Sekil 2.20. /GE Moran sagilim grafigi

IGE igin Moran sacilim grafigi incelendiginde verilerin bir dogru yoniinde diizgiin
yayildiklar1 goriilmektedir. Bu da mekansal iliskinin varligin1 gostermektedir. Noktalar |
nolu boélgede kiimelenmis sekilde oldugundan yiiksek-yiiksek iliskinin varligindan s6z
edilebilir. Ayrica verilerin dagilim yoniinden dolay1 pozitif bir baglilik vardir ve zaten

Moran | degeri de daha dnce pozitif ¢ikmisti.

OLS artiklar1 i¢in Moran sacilim grafigi olusturulmus ve Sekil 2.21°de verilmistir.
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Sekil 2.21. OLS artiklarinin Moran sagilim grafigi

Artiklar icin Moran dagilim grafigi incelendiginde verilerin dagiliminda herhangi
bir yon olmadigi gibi bir dogrusallik da yoktur. Bu da mekansal bagliligin yani Moran |

istatistiginin zayif ¢ikmasinin gostergesidir.

2.7.4. Correlogram grafikleri

Zaman serisi kokenli olan Correlogram grafikleri mekansal bagimliligin uzakliga
gore nasil degistigini gorsel olarak gostermektedirler. Cografyacilar ¢aligma alaninda
farkli yerlerde defalarca Olglim yapmislar ve uzakliga bagl olarak correlogram
grafigindeki ¢ubuklarin uzunluklarinin degismekte oldugunu goérmiislerdir. Boylelikle
gecikmeli (lag) degiskenler igin Correlogram grafiklerini yiiksek dereceli komsuluklari
baz alarak olusturulabilmislerdir (Arbia, 1989).

Lesage’in seyahat siiresi 0rnegi i¢in 3. derece komsuluga kadar Correlogram

grafigi olusturulmus ve Sekil 2.22°de verilmistir.
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Sekil 2.22. Lesage seyahat siiresi Correlogram grafigi

Grafikte goriilduigii izere 2. derece komsuluktan itibaren Moran | negatif ¢ikmaya
baslamaktadir. Bu veri seti icin 3. derece komsuluga kadar mekéansal etkilesim varligini

korumaktadir.

BES ornegi icin Correlogram grafikleri

Mekénsal baghligin ve komsulugun derecelerinin yiiksekligi bu grafikler
yardimiyla goriilebilmektedir. BES ornegi i¢in Correlogram grafikleri Sekil 2.23-
2.25°de verilmistir.

Moran's |
00

|
f——

04
]

lags

Sekil 2.23. BES katilumct orant Correlogram grafigi
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BES katilimc1 oran1 Correlogram grafigi incelendiginde birinci dereceden
komsulukta Moran | degeri 0,6 civari iken ikinci dereceden komsulukta 0,4’e

yaklasmustir. 6. ve 7. derece komsulukta ise negatif olmustur.

0.8
!

0.6
e
——

04

Moran's |
0.2
|

0o
!

lags

Sekil 2.24. IGE Correlogram grafigi

IGE Correlogram grafigi incelendiginde birinci dereceden komsulukta Moran |
degeri 0,6 iken ikinci dereceden komsulukta 0,5’e yaklasmistir. 5.dereceden komsulukta
ise mekansal baglilik ortadan kalkmustir. 7. derece komsulukta ise -0,3 degerine yakin

bir mekansal bagliliktan s6z edilebilir.

0.2
|

0.1

Moran's |

—

00
I
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lags

Sekil 2.25. OLS artiklari Correlogram grafigi
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OLS artiklarmin Correlogram grafigi incelendiginde 1. ve 2. derece komsulukta
diisiik olmakla beraber Moran | pozitif ¢ikarken 3. derece komsulukta ise mekansal
baglilik ortadan kalkmistir. Daha sonraki komsuluklarda ise negatif yonde devam

etmistir.

2.8. Lagrange Carpan Testi

Moran [ testi yalnizca degiskenler veya artiklarda mekansal bagimliligin olup
olmadigimi gostermektedir. Fakat mekansal bagimliligin olmasi durumunda hangi
modelin kullanilmasi gerektigi hakkinda bir bilgi vermemektedir. Bu tarz bilgi veren

testlerden en yaygin kullanilan1 Lagrange ¢arpan (LM) testidir.

SAR (LAG model) igin LM testi Hy: p = 0 hipotezi altinda asagidaki gibidir:

LMyag = LM, = (w'Wy/a*)/ {(Wxﬁ) MWXE L eww +wa)l. 119)

SEM igin LM testi Hy: A = 0 hipotezi altinda asagidaki gibidir:

!

2
uWu
LMgyror = LMy = < = ) Jtr(W'W + W?). (2.115)

Her iki model i¢in LM testinde, 2 = (u'u)/n, uw OLS artiklar, M = I — X(X'X)™1X

ve f3 ise OLS katsay1 tahmincileridir.
LM, 4 Ve LMg,..,, test istatistikleri )((21) dagilimina sahiptirler.

Bazen hem gecikme modeli hem de hata modeli i¢gin LM ayn1 veya yakin sonuglar
verebilir. Bu tiir durumlarda bu testlerin robust olanlari kullanilarak hangi modelin daha

uygun olacagina karar verilir.

SAR i¢in robust LM testi,

u'Wy u'Wu 2
T A (2.116)
p nfop—T

seklindedir. Burada
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6% =wW'uw)/n

- WXB)MWX
g = 1+ WX HWXD)

T =tr(W?+W'W)
M=1-XX'X)"1Xx
seklindedir.
SEM i¢in robust LM testi,
[EW _ 1, gy ]
T —T?*(nj,p)7"

RLM, = (2.117)

seklindedir. RLM,, ve RLM) test istatistikleri )((21) dagilimina sahiptirler.

Robust testlerde de sonu¢ anlamli ¢ikarsa degeri en kiigiik olan modele gore
islemlere devam edilir. Sekil 2.26’de model se¢imi ve LM testi asamalari i¢in bir sema

verilmistir.

SAC (SARMA) modeli i¢cin LM testi OLS artiklarina dayali olarak Anselin
(1988a) tarafindan Hy: p = A = 0 altinda asagidaki sekilde onerilmistir:

- N
d, (dy—d
LMgarma = T + ( D — ,;) (2.118)

burada

- u'Wu
A= (u'u)/n

- uWy
7 (wu)/n

T =tr[(W' + W)W]

wxp) Mwxg
D=( 322 'B+T
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seklindedir ve £ ve 62 OLS tahminleridir.
LMgarm4 test istatistigi )((22) dagilimina sahiptir.

Mekansal ekonometrik modeller literatiirde farkli isimlerle ifade edilmektedir.
SEM, error model olarak, SAR, LAG olarak ve SAC ise SARMA olarak da ifade
edilmektedir. Literatiirde genellikle LM testinde, error, LAG ve SARMA kisaltmalari
kullanilmaktadir. GeoDa paket programinda da bu sekilde yer almaktadir.

GeoDa paket programinin LM testi destegi bulunmaktadir. R’da ise spdep
kiitiiphanesinde Im.LMtests komutuyla SEM, SAR ve SARMA igin yer almaktadir.

LM testi ile karar verme siireci Sekil 2.26’da verilmistir.

OLS igin artiklar1 elde et

{

LMsar
LMsem

LMSARMA
testlerini vap

Anlamli
Hig biri SARMA SAR ve SEM SAR SEM
OLS ile SARMA RLMsar RLMsey SAR kullan SEM kullan
devam et kullan testlerini yap

Y 1

SAR

SEM

Sekil 2.26. Lagrange ¢arpan testi karar diyagrami
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Sekil 2.26’da SARMA SAC’1 ifade etmektedir. Bu test sonucunda p olasilik

degeri en kiiciik ¢cikan daha anlamlidir.
BES ornegi icin Lagrange testi

Mekansal bagimliliginin ve otokorelasyonun muhtemel oldugu Moran I, Local
Moran I, OLS artiklar1 grafikleri ve degisen varyans testleri ile gdsterdikten sonra hangi

modelin uygulanacagina karar vermek gerekir. Bunun i¢in de LM testi yapilir.

BES 6rnegi veri seti i¢in LM testi sonuglar1 Tablo 2.4.’de verilmistir.

Tablo 2.4. LM test sonuclar

Test Istatistik Degeri p Olasilik Degeri
LMerror (SEM) 1,7950 0,18032
RLMerror (SEM) 0,0601 0,80633
LMlag (SAR) 5,5908 0,01806
RLMlag (SAR) 3,8559 0,04957
SARMA (SAC) 5,6509 0,05928

LM test sonuglarina bakildiginda SEM i¢in p=0,18032>0,05 ve SAC igin
p=0,05928>0,05 oldugundan bu veri setine uygun model degillerdir. SAR i¢in ise
p=0,01806<0,05 oldugundan bu veri setine SAR uygun oldugu karar1 verilir. Robust

LM sonuglarinda da bu durum degismemistir.

2.9. Direk ve Dolayh (Spillover) Etkiler

Mekansal ekonometrik modeller, mekansal veya cografi bolgelerde olgiilen
degiskenler arasindaki mekansal bagimlilig1 dikkate alan ve bu bagimlilig1 aciklamak,
modellemek i¢in gelistirilmislerdir. Modellerde, bagimli ve bagimsiz degiskenler
arasindaki iligkiler mekansal modeller ile belirlenmeye g¢alisiimaktadir. Bir bolgedeki
bagimsiz degiskendeki degisim kendi bdlgesini etkiledigi gibi (direk etki) diger
bolgeleri de etkileme (dolayli etki) potansiyeline sahiptir. Behrens ve Thisse (2007)
belirttigi ilizere, mekansal regresyon modellerinin yetenegi bu karsilikli etkilesimleri

yakalayarak iyi bir sekilde agiklamasidir (Lesage ve Pace, 2009).
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Vandenbulcke-Plasschaert (2011) direk ve dolayli etkileri asagidaki sekilde

aciklamistir:

Direk Etki: Bir bolgedeki bagimsiz degiskendeki degisimin, kendi bolgesindeki
etkisi olarak ifade edilir ve iki sekilde ortaya cikar.

I.  Bir bolgedeki bagimsiz degiskendeki degisimin direk kendini etkilemesi
(komsuluklar hesaba katilmiyor)

ii. Bir bolgedeki bagimsiz degiskendeki degisimin komsu bolgeleri de
etkilemesi ve komsudaki degisimin yine kendisini etkilemesi (feedback

loop)

Dolayli (Spillover) Etki: Bir bolgedeki bagimsiz degiskendeki degisimin

komsularina etkisidir. Bu konu i¢in Sarrias (2017) kirlilik 6rnegini vermistir. Bir
bolgede meydana gelen hava veya su kirliligi komsu bdlgeleri de etkileyecektir ve

onlarda da kirlilige sebep olacaktir.

Dolayl etkiler lokal spillover ve global spillover olmak tizere ikiye ayrilir. Elhorst

(2014) bu etkileri asagidaki sekilde tanimlamigtir:

Lokal spillover: Bir bolgede meydana gelen degisim sadece komsu

bolgeleri etkiler ve komsusunun komsusuna gegmeden etkisini yitirir.

Global spillover: Bir bolgede meydana gelen degisim komsularini etkiler

daha sonra komsularmin komsularini etkiler ve daha da yiiksek dereceli
komgsularini etkileyerek yine kendisine geri doner. Bu nedenle de global

spillover oldugunda hesaplama yapmak ¢ok daha zordur.

Teorik olarak  Lesage ve Pace (2009) direk ve dolayli etkileri, modelin
beklenen degerinin bagimsiz degiskenlere gore kismi tirevleri ile tanimlamiglar ve

S(W) ile gostermislerdir. Yani,

OE()  OE()
0x1, 0xp,

S.(W) = [ (2.119)

seklindedir. burada r = 1,2, ..., k olmak iizere bagimsiz degiskenlerin sayisidir.
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[OE () OE(y)]
| a3?17‘ ax:nr |
0E (yn) 0E (yn)
0xyy  0xpy

(2.120)

Eger n bolgeli 6rneklemde k kadar bagimsiz degisken varsa k tane farkli nxn direk

ve/veya dolayl etki matrisi elde edilir. Lesage bu matrisleri S,.(W) ile ifade etmistir.

Lesage (Lesage ve Pace, 2009), S, (W) matrisinin kosegen elamanlarini (S,-(W);;)

direk etki olarak ifade ederken kosegen olmayan elemanlarini (S.(W);;) dolayl

(spillover) etki olarak ifade etmistir.

Her bir model i¢in direk ve dolayl: etkiler asagida verilmistir.

OLS/SEM

OLS ve SEM’in bagimli degisken i¢in beklenen degeri ayni oldugu i¢in bagimsiz

degiskene gore kismi tiirevleri,

E(y) = Xp
0FE
Sy (W)OLS/SEM = %
= Br

Burada S, (W)ors/sem = Br oldugundan sadece direk etki s6z konusudur.

GNS/SDM

EG) = Uy = pW) ™ (XB + WXO)
k
) = ) (= pW)7' (B + WO,

olmak {izere bagimsiz degiskene gore kismi tiirevi,

0E(y)
dx,

S(W) GNS/SDM =

= (In - pW)_l(ﬁr + Wer)

67

(2.121)
(2.122)

(2.123)

(2.124)

(2.125)
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SAR/SAC

E(y) =, — pW)'XB (2.128)

0FE
Sr(W)sar/sac = 6921) (2.129)
= (I, — pW)71B, (2.130)

SLX/SDEM

E(y) = XB + WX6 (2.131)

0E
Sr(W)sLx/spem = 6921) (2.132)
=16 + W6, (2.133)

Burada agirlik matrisi kdsegen elamanlart 0 oldugu i¢in 6, direk etki gostermez

iken B, direk etki gosterir. Benzer sekilde kosegen olmayan elemanlar dikkate

alindiginda [, dolayli (spillover) etki gostermezken, 6, dolayli (spillover) etkiyi

gosterir.

Yukaridaki tiirevleri Elhorst (2014) asagidaki sekilde tablo halinde vermisdir.

Tablo 2.5. Direk etkiler ve dolayli (spillover) etkiler

Model Direk Etki Dolayh (Spillover) Etki
OLS/SEM Br
L, — pW)™ 1B, L, — pW)™ 1B,
SAR/SAC (In— pW)™'B (I = pW)™'B

Kosegen elemanlari

SLX/SDEM B,

(In - pW)_l(Br + Wer)

Kosegen elemanlari

SDM/GNS

Kosegen Dis1 elemanlart

6,

(In - pW)_l(:Br + Wer)

Kosegen Dis1 elemanlart
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Elhorst (2014) Tablo 2.5’den asagida verilen {i¢ sonucu elde etmistir:

1. Bir bolgedeki bagimsiz degiskendeki degisim yalnizca kendi bdlgesinden degil

diger bolgelerden de kaynaklaniyor olabilir. Kendi bolgesinden kaynaklanan
etkiye direk etki, diger bolgelerden kaynaklanan etkiye ise dolayl etki
denmektedir. Yani her kismi tiirevin kdsegen elemanlar direk etkiyi gésterirken
kosegen olmayan elemanlar1 dolayli etkiyi gostermektedirler. Bununla beraber
modelde mekansal bagimlilik yoksa yani p = 0 ve 8 = 0 ise matrisin kdsegen
olmayan elamanlart da sifir olacagindan dolayli (spillover) etki ortaya
cikmayacaktir.

SAR, SAC, SDM ve GNS i¢in direk ve dolayl (spillover) etkiler bir bolgeden
digerine farklilik gosterirler, ¢iinkli agirlik matrisinin elemanlar1 farkl
oldugundan (I,, — pW)~! matrisinin kdsegen ve kosegen olmayan elamanlar
da birbirinden farklidir (p # 0 ve 8 # 0 i¢in).

SDM ve GNS igin eger 6, # 0 olursa lokal etki, p # 0 olursa global etki s6z
konusudur. 6, # 0 oldugunda lokal etki olmasi agirlik matrisinin kdsegen
olmayan elemanlarinin bazilar sifirdan farkli olacagindan bagimli degiskenin,
komsu bolgelerdeki bagimsiz degiskenlerden etkilenecegini gosterir. Global etki
olmas1 ise p # 0 olacagindan (I, — pW)~! matrisinin elemanlarinm sifirdan
farkli olmasindan dolay1 yalnizca komsularin degil komsularin komsularinin da
etkisi s6z konusu olacaktir. Eger hem p # 0 ve 6, # 0 olursa lokal ve global

etki birbirinden ayrilamaz.
Bunlarin haricinde S,.(W) dikkate alindiginda asagidaki sonuglar da ¢ikarilabilir,

OLS dolayl (spillover) etkiye sahip degildir. Clinkii OLS’nin varsayimlarindan
birisi de her bir bolgenin digerlerinden bagimsizligidir. Dolayl etkiler i.
bolgedeki bagimsiz degiskendeki degisimin diger bolgelere etkisi olarak ifade
edilmektedir. Matematiksel olarak gosterilir ise i # j i¢in (9y;)/(0xj ) =0
oldugundan OLS de dolayl etki yoktur.

SEM igin dolayli etkiler yoktur ¢linkii mekansal bagimlilik hata terimindedir.
Oysaki dolayli etkiler bagimli ve bagimsiz degiskenlerdeki mekansal bagimliligi
dikkate almaktadir.
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e SLX ve SDEM’de direk etki B, iken dolayli etki 6, dir. Bu nedenle direk ve
dolayli etkiyi bulmak icin ekstra bir hesaplama yapmaya gerek yoktur.

e Mekansal modellerde kismi tiirevler OLS’deki gibi £, olmayacaktir. Eger SAR
baz alinirsa ve OLS ile kiyaslanirsa mekansal baglilik bagimli degiskende
oldugundan tiirevler farkli ¢ikacaktir. Ornegin, gelir seviyesi bagimli degisken
olarak alindiginda bir bolgedeki farklilik komsu bolgelerin gelir seviyesine

baglidir.

SAR ve SAC dikkate alindiginda direk ve dolayl etkiler daha karmasiktir. Ciinkii
(I, — pW)~1 ile garpim s6z konusudur. Bu nedenle direk etki icin diisiiniirsek bu
carpim f3, icin bir veya daha fazla olabilir. Bu durum Leontief ag¢ilimi ile daha iyi
anlasilir. Bu agilim agirlik matrisinin her bir derecesi i¢in gozlemlerdeki etkiyi ifade
eder. Agirlik matrisi derecesi sifir olursa kendisi, birinci derece olursa komsusu, ikinci
derece olursa komsusunun komsusu seklinde artarak devam etmektedir. Bu a¢ilim
marjinal ve toplam direk/dolayli etkilerin hesabinda farkli dereceli komsuluklar i¢in
kullanilir. Bagimsiz degiskenlerdeki degisimin etkileri yakin komsuluklarda uzak

komsuluklara gore daha fazladir. Bu durum Leontief ag¢ilimu ile rahatlikla gortilebilir.

Mekansal etkiyi daha iyi anlamak igin (I, — pW)~! ifadesine asagidaki gibi

Leontief acilimi yapilirsa,
(In,— pW)™ L =1, + pW + p?W?2 + p3W3 + - (2.134)
SAR ve SAC i¢in etkiler ise,
SW) = (I, + pW + p2W?2 + p3W3 + - ). 5, (2.135)

olur. Sag taraftaki ilk ifade I birim matrisin kosegen harici elemanlar1 0 oldugundan
bagimsiz degiskendeki degisimin direk etkisini gosterir. Buna karsin ikinci ifade pW un
kosegen elemanlart agirlik matrisinin varsayimlarindan dolayr 0 oldugundan bagimsiz
degisken X’deki degisimin dolayli (spillover) etkisini gosterir. Geri kalan ikinci ve daha
yiiksek dereceli ifadeler de direk ve dolayl (spillover) etkileri gosterirler. Derece artikga
direk etkilerin degeri de biiyiir. Ornegin ikinci derece komsuluk séz konusu oldugunda
bir bolge komsunu etkileyecek ve komsusundan da tekrar kendi etkilenecektir (1 - 2 -
1). Benzer durum diger dereceler i¢inde gegerlidir, 1 - 2 - 3 = 2 = 1 vb. Boylece

etkilerin bolgeler arasinda ge¢isi miimkiin olabilmektedir.
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Bu etkilerin biiytlikliigiinii etkileyen unsurlar1 Lesage (Lesage ve Pace, 2009) dort

grupta toplamistir,

1. Bolgelerin mekansal pozisyonlari

2. Bolgelerin birbirleriyle baglilik dereceleri (W matrisiyle ifade edilir)
3. Mekansal bagliligin giiciinii 6lgen p nun biiyiikligii
4

. B ve 0 parametreleri

Direk ve dolayli etkileri daha iyi anlamak i¢in Elhorst (2010), 3 bélgeli SDM
Ornegini vermistir. Bu 6rnege gore, 3 bolge olsun ve li¢ii de birbiriyle dogrusal sekilde

asagidaki gibi komsu olsun:

Ul U2 U3

Sekil 2.27. Elhorst 3 bélgeli haritast

Sekil 2.27’ye gore agirlik matrisi,

0O 1 O
W = Wyq 0 Wy3 (2136)
0O 1 O
seklindedir. Burada w;, = w3, = 1’dir. Ciinkii 1. ve 3. bolge sadece bir komsuluga

Sahlptll’ Woq + Wo3 = 1 (W21 ve Wy3 farkli Olablhr)

1—wyp® p p*Wa3
PW21 1 PW23 (2.137)

pPwar  p 1 —wyp?

(In - pW)—l = 1 _pz

OE(y) OE(y) OE()] _
0x1, 0xy, 0x3,

(1- W23.02).3r + (wy10)0, pB, + 6. (W23P2).3r + (pwy3)0,
(W21)B, + wy,0, B, + pb, (Wp3p)B, + w30, (2.138)
(W21P2)ﬁr + (wy10)0, pB,. + 6, (1- W21P2)Br + (wy3p)0,
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SDM’ye gore almman kismi tiirevlerden Elhorst (2010) asagidaki sonuglari

¢ikarmistir,

1. (2.138) matrisinin kosegen elamanlari direk etkiyi, kosegen olmayan elemanlari
dolayl1 etkiyi gosterir.

2. Direk ve dolayl etkiler her bolgede farkli olacaktir. (2.137) ve (2.138)
matrisleri incelendiginde p # 0 igin (I, — pW)™! matrisinin kdsegen
elemanlar1 farkli olacagindan direk etkiler farkli olacaktir. Yine (2.137) ve
(2.138) matrisi incelendiginde p #0 ve 6, #0 i¢cin kdsegen olmayan
elamanlar1 farkli olacagindan ayrica W matrisinin de kosegen olmayan
elamanlar farkli olacagindan dolayl etkiler de farkli olacaktir.

3. 6, # 0 oldugunda dolayl etkiler ortaya ¢ikar ve lokal etki olur, p # 0 olursa da
yine dolayl etki ortaya ¢ikar ama global etki olur. (2.138) dikkate alindiginda,

eger agirlik matrisinin elamanlart sifirdan farkli olursa w;; # 0, bagimsiz

degiskenin (x;) ) de bagimli degisken Yy; tstiindeki etkisi farkli olur.

Sarrias (2017) dolayl etki iizerinden lokal ve global etkileri asagidaki sekilde

gostermistir:

OE(y;) _ 1
0xq, 1-

2 (W210%Br + W2106;) (2.139)

burada x;;’in y5 tizerindeki dolayl etkisi asagidaki global ve lokal etkiye baghdir:

Global Etki:
W21P2ﬁr
—ar o (2.140)
1—p?
Lokal Etki:
(7]
Tl (2.141)
1-p

burada w,; = 0 olursa ne global ne de lokal etki ortaya cikar. Eger p yiikselirse lokal ve

global etki artar.

Sarrias (2017) etkiler i¢in asagidaki 3 yorumu ¢ikarmistir:
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e Her bir bolgedeki her bir degiskendeki degisiklik n? potansiyel marjinal etkiye
sahiptir.
e Eger modelde k degisken olursa k X n? potansiyel dl¢ii (measures) olur.

e n Ve k kiigiik olsa bile bu sonuglari tamamen raporlamak zor olabilir.

Sarrias (2017) yukarndaki ii¢ durum igin Ozet Olgiilere ihtiyag duyuldugunu
belirtmistir. Ozet olgiilerle ilgili LeSage ve Pace (Lesage ve Pace, 2009) etkilerin
bolgeden bolgeye farklilik gostermesini dikkate alarak genel bir 6l¢iit gelistirmislerdir.
Bu olgiitii ortalama direk etki (Average Direct Impact, ADI), bir gozleme etki eden
ortalama toplam etki (Average Total Impact to an Observation, ATIT), bir gézlemden
gelen ortalama toplam etki (Average Total Impact from an Observation, ATIF) olarak

tice ayirarak ADI, ATIT ve ATIF i¢in hesaplama yontemi 6nermislerdir.
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3.  MEKANSAL HATA MODELI iCiN TAHMIN YONTEMLERI

Klasik lineer regresyon modelinin varsayimlar1 saglandiginda, OLS tahmincileri
en iyi lineer yansiz tahmin ediciler (BLUE) olmaktadir. Ancak degiskenler (bagimli,
bagimsiz ve hata degiskeni) arasinda bagimsizligin ihlal edilmesi durumunda, OLS
uygun yontem olmamaktir. Eger bu ihlal mekansal bagimlilik veya komsuluk
etkilesiminden dolay1 ise bu durumda uygun modeller, mekansal ekonometrik
modellerdir. Bu modeller tahmin edilirken mekansal bagimlilik parametrelerini dikkate
alan kendine 06zgli hesaplama teknikleri barindiran tahminleme yontemleri kullanir.
Literatiirde, mekansal ekonometrik modeller igin ¢esitli tahminleme yontemleri
gelistirilmistir. Bu yontemler tanitilmadan ©once OLS’nin mekansal ekonometrik
modeller i¢in uygun yontem olmadigmin gosterilmesi bir sonraki boliimiinde ele

alinacaktir.

Cesitli mekansal etkilesimleri dikkate alan farkli mekéansal ekonometrik
tahminciler gelistirilmistir. Bunlardan en yaygin kullanilanlar1 en ¢ok olabilirlik
tahmincisi (maximum likelihood estimator, MLE), genellestirilmis momentler yontemi
(generalized method of moments, GMM), Mekénsal iki asamali en kiiciik kareler

(Spatial two stage least squares, STSLS) yontemi seklindedir.

Biiyiik 6rneklemlerde en ¢ok olabilirlik (ML) tahminlerinin hesaplanmasi olduk¢a
zordur. Ayrica ML metodu igin hatalarin normal dagildig1 varsayimi vardir ve bu durum
her zaman saglanamayabilir. Bu tiir durumlarda alternatif tahminleme yontemleri

kullanilmalidir.

Ayrica, klasik ML ve GMM ise veri setinde aykir1 deger olmasi durumunda aykirt
degerlerden etkilenmektedirler. Bu ¢alismada, SEM igin robustlastirilan olabilirlik
denklemlerine dayali olarak Hugging (1993) ve Sinha ve Rao (2009) tarafindan robust

tahminciler elde edilmistir.

3.1. SEM i¢in OLS Tahmincileri ve Bu Tahmincilerin Sirlari

Mekansal ekonometrik modeller bolgelerin  birbiri  ile  komsulugundan
kaynaklanan etkilesiminden dolayr goriilen mekansal bagimlilik ve buna iliskin
parametrelerden dolayr klasik ekonometrik modellerden ayrilir. Bu nedenle de klasik

tahminciler kullanilmamas1 gerekir.
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SEM igin klasik OLS tahmincisi yansiz ve tutarli ama etkin degildir. Bu durum

asagida ayr1 ayri ispatlanacaktir.
SEM i¢in bagimli degiskenin beklenen degeri,

E(y) =E[XB + (I, — w)~'e]
= E[XB] + E[(I, — Aw)~'¢]

burada e~N(0,02I) oldugundan

= XB (3.1)
olur.
SEM i¢in bagimli degiskenin varyansi,
V() =VEXB + (I — w)~e)
= V(I —w)~'e)
=o%(l,— AW) (1, — Aaw")1
burada

W= Up —2AW) (U — W) ™1 3.2)
olarak tanimlanirsa varyans,
V(y) = oy 3.3)
olur.
Hatalarin varyans-kovaryans matrisi,
E(uu') = oI, — W) (1, — Aaw")~1 (3.4)

seklindedir ve buradan goriilecegi lizere her bir hata terimi ¢ifti i¢in kovaryanslar sifir
degildir ve yakinligin derecesine gore azalandir. Ayrica E(uu') kosegen terimleri de
sabit olmadigindan hata terimleri arasinda degisen varyans vardir. Bu durum &’nun

heteroscedastic olup olmamasina bagl degildir, mekansal korelasyondan gelmektedir.

SEM i¢in OLS tahmincileri incelenirse, katsay1 tahmincisi
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Bors = (X'X)7X'y
E(.[?OLS) =E{X'X)"' X'y}
E(B) = E{B + (X'X)71X"u}
=p

oldugundan OLS yansizdir. Varyansi ise,
v(B)= E{IB-EPNB-EP)])
= E{[p- 116 -5’}

= E{[X'X]" X" wu'X[X'X]™1}
= o2[X'X]1X'Q,X[X'X] !

seklindedir. Burada varyans matrisi kosegen olmadigindan yani degisen varyans
oldugundan dolayr OLS etkin degildir (Anselin, 1988b), ancak tutarlidir (Gujarati,
1995).

SEM i¢in OLS tahmincisinin tutarlilig1 asagida gosterilmistir,

burada,

terimi q sonludur. Ikinci terim ise,
n
1 p
;Z(xiui) - E(qu) =0
i=1

olur. Sonug olarak SEM i¢in OLS tutarhdir.
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Eger cov(x;u;) =0 ise OLS yansiz ve tutarh ancak etkin degildir. Eger A
biliniyor olsaydi genellestirilmis en kiiciik kareler (generalized least squares, GLS) etkin
tahminci olurdu. Bu yiizden SEM de A’nin 6nsel tahmini yapilirsa €, bilineceginden
GLS, BLUE tahminleme olacaktir (Baltagi, 2008).

3.2.  En Cok Olabilirlik Tahmincisi (Maximum Likelihood Estimator, MLE)

SAR ve SEM i¢in MLE’yi gelistirmek i¢in Cliff ve Ord (1973), Ord (1975),
Hepple (1976), Hordjik ve Paelink (1976), Haining (1978), Brandsma ve Ketelapper
(1979), Anselin (1980), Doreian (1982), Cook ve Pocock (1983), Blommestain (1985)
calismalarda bulunmuslardir (Anselin, 1988b).

SEM i¢in MLE hatalarm normal dagilima sahip oldugu (e~N(0,02I) ve
u~N(0,02%Q,)) varsayimma dayanmaktadir. Bu varsayim altinda y~N (XS, 0%Q;) ve

y — XB~N(0,52Q;) dagilirlar ve olabilirlik fonksiyonu asagidaki sekildedir,
1
L = (2m)™"/?det(2)""/? exp (— SO —XBYZ 'y - Xﬁ)) (35)

Burada

2 = 62((Iy, — W)U, — AW"))

(3.6)
seklindedir ve V(u) = o2 = X olur.
Olabilirlik fonksiyonu W agirlik matrisinin simetrik olmasi ve olmamasi
durumuna gore ayr1 ayr1 incelenecektir.
Eger W agwrlik matrisi simetrik degilse,
=1
0 = (U, = W)U, — W) (3.7
A= (I, — AW) (3.8)
B=,— W)U, —AW") = (- AW' — AW + 22WW") (3.9)
C=Z=22ww -w-w’ (3.10)

olarak tanimlanirsa,
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Y =0%0; =0%(4A) 1 =o?B?

olur ve Log-olabilirlik fonksiyonu asagidaki sekilde yazilabilir:

1 1
logL = — - log(2m) — log(det(s20)) = 5 (v = XB) (6*0) ™ (v = XB)

1

= —Llogm) - Slog(a?) + logll, — AW|
= —5log(2n) — - log(a ogll, 25

Burada islemlerde basitlik saglamasi bakimindan y — X8 = u olarak kullanilirsa,

logL = —glog(ZE) — glog(az) + log|l, — AW| —#u’Bu

olur.

(3.12)

7 v = XBI'[L, — AW'[L, — AW ]y — XB]

(3.12)

ML tahmincileri elde etmede kullanilacak bazi tiirev ve beklenen deger 6zellikleri

asagida verilmistir.

Ozellik 1:
d(A—B0)'C(A— BO
( ) ) = —2B'C(A — B6)
20
Ozellik 2a:
aQ_l —— —la_QQ—l
00 00
Ozellik 2b:
0 512997 e
20 20
Ozellik 2c¢:
aQ_l/Z = _lQ—la_QQ—l/Z
00 2 00
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Ozellik 3a:

0 B . aQ
— (det(Q) = tr (Q 1%) det(Q) (3.17)
Ozellik 3b:
_,0Q
9 tr (0™ ) det(@ ,9Q (3.18)
55 (l0g det(@) = ——3 80— =tr (e55)
Ozellik 4:
E[€'Qe] = tr{QV ()} + E[€]'QE[€] (3.19)

logL fonksiyonunun parametrelere gore kismi tiirevleri asagidaki sekildedir:

Ologl _ 0 (1) c2m) = Mog(0?) + logll, — AW| — — XB)B(y — X
3p —%<—§ og( n)—zog(0)+ ogll, — |_272(y_ B) By — B))

= — = (-2)X'B(y - XB)

B parametresinin skor fonksiyonu (sg) asagidaki gibidir:

dlogL 1 _.
Sp = 3B = ;X Bu (3.20)

Buradan g tahmincisi hesaplanirsa,

1
—X'Bu=0
o
X'Bly—-XB)=0
X'By = X'BXp
olur ve By
ﬁMLE = [X,BX]_lxlBy (321)

seklinde olur.

logL fonksiyonunun o2 igin kismi tiirevi,
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c’ilo_gL = i(—Elog(zm — Elog(crz) + logll,, — Aw| — iu’Bu)
dg?  0do?\ 2 2 n 202
n 1(-1) ,
T202 2ot P

seklinde olur ve a2 skor fonksiyonu (s,2),

n 1

562 + mu’Bu (3.22)

Sg2 = —

seklinde olur. Burada o tahmincisi hesaplanirsa,

n

_Ti'z-l_ 2(0_2)2 u’Bu =0

n 1

207 ~ 2(o7y2 V BH

olur ve o, ¢
1
gy = ;u’Bu (3.23)

seklinde olur.
logL fonksiyonunun A igin kismi tiirevi,

alogL—a<nl (2 ) (6%) + log|l,, — AW ! ’B)

—a(nl 21) = Llog(e?) + loglly — AW| = ——w'[l = AW’ — AW + 2WW'
= (= log(2m) ~ Jlog(@®) + logliy = AW| = /[l = AW’ = AW + 2WW'Tu)

= tr((I, — W) 1 (-w)) - Tizu’(ZAWW’ —-W-WwHu

daha 6nce C = 2AWW' — W — W' olarak tanimlanmisti, burda yerine yazilirsa A igin

skor fonksiyonu,
= -1 v 3.24
S/l——tT'(A W)—T‘Zu Cu ( : )

sekline olur. B parametresinin ikinci dereceden kismi tiirevleri hesaplanirsa, f igin,

o _alogL_i lX’B( _Xp)
BB = 3pag ~apl\az” OV
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1
= ——X'BX
o

seklinde olur. Beklenen degeri ise,

1 !
E(Hgg) =E (—;X BX)

1
= ——X'BX

g

2

seklinde olur. 62 i¢in kismi tiirevi hesaplanirsa,

seklinde olur. Beklenen degeri ise,

H _OlogL 0 <1X’B)
o’ = 39298 _ do?\g2" "V
G

1 !
E(Hy2p) = E (—WX Bu) =0

seklinde olur. A i¢in kismi tiirevi hesaplanirsa,

ve beklenen deger,

olur.

o2 parametresinin ikinci dereceden kismi tiirevleri hesaplanirsa, o2 icin,

g

2

g

2

dlogL

9 /1
Has = 5705 = ﬁ(?x Bu)

1 !
=;X Cu

1 !
E(Hyp) =E (;X Cu) =0

n 1

_ OlogL 0 (
" 002002 90?2
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u’Bu)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)



n 1
= 2(02)2 - (02)3 u Bu

(3.31)

ve beklenen degeri ise,

E(H,2,2) = E (2(:2)2 - (;)3 u’Bu)

n

B 1
- 2(a2)2 - (62)3

E(u'Bu)

n

_ 3 1
_2(02)2 (02)3

(tr(BX) +0)

n 1
= CORCOE
a " 1
_ 2(62)2  (0?)2

n n
3 20002 (g2)2

tr(BB~10?)

tr(I)

n

= - m (3.32)

seklinde olur. A i¢in kismi tiirevi hesaplanirsa,

dlogL. 0 n

ot o 1

0Ado? 0A\ 202  2(02)?
1

- 2(02)2

u’Bu)
u'Cu (3.33)
ve beklenen deger,

E(Hy,2) =E u’Cu)

S

L racw
2(2)2 ucu

= m(tT(CZ) +0)

2( 2)2 tr(CB~10?)

1
= FtT(CB_l) (334)
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olur. B i¢in kismi tiirevi hesaplanirsa,

dlogL d ( n 1

Hee: = 35007 = 5~ 207 76 PY)

1
= 27" (—2X'B(y — XB))

seklinde olur. Beklenen degeri ise,
1 !
E(Hgy2) = E (—WX Bu) =0 (3.36)

dir.
A parametresinin ikinci dereceden kismi tiirevleri hesaplanirsa, A igin,

_OdlogL 0
A T9200 T 9a

1
(=t (Gt — 2w w) = —'cu)
1
= —tr(—(I,, — Aw)" 1 (-=W){U,, — AW)"w) — 2T‘Zu’ZWW’u
1
= —tr(A"'wA™w) — ﬁu’WW’u (3.37)
seklinde olur. Beklenen degeri ise,
1
E(Hy) =E (—tr(A‘1WA"1W) — ﬁu'WW’u)
1
= —tr(A"'wA™w) — ﬁE(u’WW’u)
1
= —tr(A"'wA~w) — o (tr(WW'x) +0)

1 _
= —tr(A7WATW) - — tr(Ww'? )

= —tr(A"'WA™IW) — tr(WW'A"14°1)
= —2tr(A"'WA~IW) (3.38)

dir. 62 i¢in kismi tiirevi hesaplanirsa,
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H c')logL d
A~ 95201 902
1

:2(02)2

( e (L, — AW)~1W) — (17 uCu)

u'Cu (3.39)
ve beklenen degeri,

E(H,2)) =E u’Cu)

(e

1
2( 2)ZE(u Cu)

1
= m(tr(CE) +0)

2( 12)2 tr(CB~10?)

1 —
= o tr(CB™) (3.40)

dir. f icin kismi tlirevi hesaplanirsa,

_OdlogL 0
Fr="9par ~ B

1
( tr (U = W) W) == u Cu)
= — ﬁ (=2x'Cc(y — XB))
1
— _Zx'Cu (3.41)
o
seklinde olur. Beklenen degeri ise,
1
E(Hp) =E (;X’Cu) =0 (3.42)

dir. Boylece logL fonksiyonunun, skor vektorii, Hessian matrisi ve Hessian’in beklenen

degeri elde edilmis olur. Skor vektorii asagida verilmistir:

L Xx'Bu 1

|
{ 202 2(0-2)2 u,Bu ' (343)

_ ) — Lo
tr(A=*W) S U Cu
Hessian matrisi asagida verilmistir:
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—072X'BX —0~*X'Bu o7%X'Cu
H=|-0"*X'Bu 20‘4 — o0~ %/'Bu %a“‘u’Cu . (3.44)

o72X'Cu %0‘4u’Cu —tr(A"\WA W) — o 2u'WW'u

Hessian’in beklenen degeri asagida verilmistir:

—072X'BX 0 0
__n 1 -1
E(H) = 0 2(02)2 202 tT'(CB ) . (3.45)
0 #tr(CB_l) —2tr(A'WA~IW)

Eger W agwrlik matrisi simetrik ise,

O =, —AW)™2 (3.46)
A= (I, — W)
B=(I,—AW)?= A2 (3.47)
0B
C = i —2(I, — AW)W = —24W (3.48)
olarak tanimlanirsa,
X =0%0, =0%4"%2=0¢%B? (3.49)

olur ve Log-olabilirlik fonksiyonu agagidaki sekilde yazilabilir:

n
logL = —Elog(ZH) - glog(az) + log|l, — AW|
(3.50)

1
— 53 [y = XBI' [l — AW]*[y — XB]

burada islemlerde basitlik saglamasi bakimindan y — Xf = u olarak kullanilirsa

olabilirlik fonksiyonu,
logL = —Elog(Zn) — Elog(az) + log|A| — iu’AZu (3.51)
2 2 202

seklinde olur.

S ve a? skor fonksiyonlar1 asagidaki sekildedir:
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sg = 0 X' A%u (3.52)
_ n 1

Sgz2 = — 55

I A2
202 + mu A“u (3.53)

Olabilirlik fonksiyonun A i¢in kismi tiirevi asagidaki sekilde hesaplanir:

dlogL 0 ( n

2 _n 2 _ _ e )
FY Y Zlog(Zn) 210g(a)+log|1n AW | ZGZuAu

_a( ® 10g(21) — Mlog(a?) + logll, — AW| — ——w'[I AW]2>
=57 > log(2m) — S log(o ogll, 2qu u
1
= tr((l, — AW)~1(-w)) — Fu'(2[1 — AW](-W))u
A i¢in skor fonksiyonu asagidaki sekildedir:

s; = —tr(A™W) + o %u'AWu (3.54)

Olabilirlik fonksiyonun f parametresinin ikinci dereceden kismi tiirevleri

hesaplanirsa, f igin,
Ly 2 3.55
seklinde olur. Beklenen degeri,

1
E(Hgp) =E (—ﬁx AZX)

1
= ——X'A%’X (3.56)
o2
dir. 2 igin kismi tiirevi hesaplanirsa,
Hyzp = — . X'A? 3.57
o’ ~ (02)2 u (3.57)
seklinde olur. Beklenen degeri ise,
1 ) o
E(H,2p) = E (— (Uz)zx A u) =0 (3.58)

dir. ’ya gore 2.tiirev alinirsa,
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H _OdlogL 0 (1X’A2 )
= 9208 ~ 9A ¢

0-2
1 !
= gx (2[1 = W] (=W))u
2
= — _ZX'AWu (3.59)
o
seklinde bulunur. Beklenen degeri ise,
2 v 3.60
E(Hyp) =E (—;X AWu) =0 (3.60)
dir.

Olabilirlik fonksiyonun o2 parametresinin ikinci dereceden kismi tiirevleri

hesaplanirsa, o2 igin,

n 1 A
Hj2,2 = 2(2)?2 — (0_2)3u Au (3.61)
seklinde olur. Beklenen degeri ise,
n 1 ,
E(Hy252) = E (2(02)2 ek Azu)
n 1 ) o
= COTCOE E(u'A*u)
n 1
= 2(0_2)2 — (0_2)3 (tT(AZZ) + O)
n —_—
= 2(0_2)2 — (0_2)3 tr(AzB 10-2)
n
= 2002 (g2)2 tr(l)
n
= - m (3.62)

seklinde olur. A i¢in kismi tiirevi hesaplanirsa,

_alogL_a( n

Y R A2
19* = 57902~ 9\ 202 T 2502 %4 u)

— mu'(z[l — AW](=W))u
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= ( 1)2u AWu (3.63)

seklinde olur. Beklenen degeri ise,

E(Hjg2) = E (— u’AWu)

1
(02)?

= ( 2)ZE(u’AWu)

1
= ( 2)ZE(u’AWu)

= —W (tT(AWE) + O)

- ﬁ (tr(AWA™%62%) + 0)

=L rwa (364)
o

seklinde olur. f i¢in kismi tlirevi asagidaki gibi elde edilmistir.

1
Hpo = = 7527 X A*u (3.65)
Beklenen degeri ise,
1 ) 2
E(Hgy2) =E (— XA u) =0 (3.66)

seklinde olur.

Olabilirlik fonksiyonun A parametresinin ikinci dereceden tiirevleri hesaplanirsa,
A i¢in,

dlogL
Hy = = — (—tr(A™ “2y'4
YY) al( tr(A~*W) + o~ “u’'AWu)

= —tr (= (L, — W)L (=W)(L,, — AW)"IW) + 020 (—W) W
= —tr(A" WA W) — o 2u'W?u (3.67)

olur ve beklenen degeri ise asagidaki gibidir:
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1
E(Hy) = ( tr(A~twA~tw) — —u '"W2u >
1
= —tT‘(A_1WA_1W) — ;E(’UIWZU)
1
= —tr(A"'wA™w) — = (tr(W?2x) +0)

1
= —tr(A"'wA~lw) — ;tr(WzA‘zaz)

= —tr(A"'WA™W) — tr(W2A7%)

= =2tr(A"\wA~tw) (3.68)
o2 icin kismi tiirevi,
alogL Y
H,z; = Py ey 2( tr(A™*W) + o~ %u'AWu)
1
= — 02 u'AWu (3.69)
seklindedir ve beklenen degeri ise,
1
E(H,2)) = E (— 052 u AWu)
1 !
= ( OF ——Eu'AWu)
1
= —W (tT(AWZ) + 0)
= @ 2)2 ——tr(AWA2%0?)
1
= — ;tr(WA‘l) (3.70)

seklinde olur. f i¢in kismi tlirevi hesaplanirsa,
dlogL 5
Bl:aﬁalzﬁ( tr(A™W) + o7 2u'AWu)
=0 2(=2X"AW (y — XB))
= —0722X'AWu (3.71)

seklinde olur. Beklenen degeri ise,
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E(Hg;) = E(—022X'AWu) = 0 (3.72)

olur. Boylece, skor vektorii, Hessian matrisi ve Hessian’in beklenen degeri elde edilmis

olur. Skor vektorii asagida verilmistir:

o7 ?X'A*u
n 1 '
s=| Tt eA | 673

—tr(A™W) + o7 %u'AWu

Hessian matrisi asagida verilmistir:

—07?X'A%X —074X'A%u —0 722X AWu
H=| —07%*X'A%u 30‘4 — o7 % A%u —o~ ' AWu _ (3.74)
—0722X'AWu —o~*u' AWu —tr(A"WA™IW) — o %u'W?u

Hessian’1n beklenen degeri asagida verilmistir:

—072X'A2X 0 0
n 1 -1
E(H) = 0  2(0%)? —ztrWaA™) | (3.75)
0 —%tr(WA_l) —2tr(A"TWATIW)

B tahmincisini elde etmek i¢in skor fonksiyonu sifira esitlenirse,

1, .,
S[g = FX Au=20
X'A2(y—Xp)=0
X'A*y = X'A*XP
olur ve boylece B tahmincisi agsagidaki sekilde olur:
ﬁMLE = [X,AZX]_:lX,AZy (376)
Varyans tahmincisini elde etmek i¢in skor fonksiyonu sifira esitlenirse,

n 1

I'A2,, —
F+2(0'2)2uA u=20

2 = —
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olur ve varyans tahmincisi agsagidaki sekilde olur:

o2 = —u' A%y (3.77)

3.3. MLE Hesaplama Yontemleri

MLE hesaplamalar1 n biiylidiik¢e zorlagsmaktadir. Bu zorluklar matris islemlerinde
ozellikle de log|l, — AW| hesaplanmasinda ortaya ¢ikmaktadir. Bu nedenle gesitli
alternatif yontemler gelistirilmistir (Fischer ve Nijkamp, 2014).

3.3.1. Concentrated log-likelihood

Bu yontemde amag, log-olabilirlik fonksiyonunu sadece mekansal parametre A’ya
bagli olarak maksimize etmektir. Bunun icin de diger parametrelerin tahmincileri
kullanilarak bilinmeyen olarak sadece A birakilir. Bu silire¢, asagida sirasiyla

agiklanmustir.
Oncelikle, degiskenlere Cochrane-Orcutt doniisiimii yapilir. Bdylece,

y')=y—- Wy (3.78)
X*() =X - WX (3.79)

seklinde yeni degiskenler tanimlanmis olur. Bu durumda log-olabilirlik fonksiyonu,

n n
logL = —Elog(Zn) — Elog(az) + log|l, — AW|

) (3.80)
952 D) = X" DBI'[y* (D) — X*(Dp]
seklinde olur. Burada,
SSE =[y*(1) = X*(DBI'[y" (D) — X" (DB] (3.81)
olarak tanimlanirsa log-olabilirlik fonksiyonu,
logL = — 2 1og(2m) — Hlog(o?) + logll, — AW| — —— SSE (3.82)
oglL = —>log(2m) — - log(o ogll, 552 :

seklinde yazilir. SSE acilirsa,
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SSE = [y*() — X" (DBI'[y* (D) — X*(D)F]
=y" W'Y D =y WX WP — B PYD + (X" (WY (X*(DB)
=y D'y ) =2'X*" D)y (D) + X (D)X (DB
olur, burada B parametresi i¢in tahmincisi,
8 = [X'BX]"'X'By

=X 'X DX D)y (D) (3.83)
seklinde kullanilirsa SSE,
SSE =y*(D)'y* (D) = 2y D' X* DX ) X* D] X*(D)'y* (D)
+Yy DX DX Q)X D] X DX DX D)X D] X (D) y* ()
=y D'y (D) =2y "D'X* DX D)X D] XDy (D)
+y X DX DX D] X ) 'y* (D)
=y D'y D) -y WX DX Q)X D] X*(A)'y* (D)

olarak ifade edilebilir, burada X*(4) matrisi i¢in QR ayrisimi kullanilirsa,
X*(1) = QR (3.84)

seklinde ifade edilebilir. Burada Q ortogonal matristir (Q'Q = I) ve R ise iiggen

matristir.

SSE i¢in QR ayrisimi kullanilirsa,

SSE =y"(A)'y* (D) — y"(D'QRI(QRY (@RI (QR)'y* (1)
=y" D'y’ -y (W'QRIR'Q'QRIT'R'Q'y* (1)
=y D'y -y (W'QRIR'RIT'R'Q'y* (D)
=y"(D'y*(A) —y" (' QRR'RT'R'Q'y* (D)
=y Dy ) -y 'Ry (1)

seklinde olur.

o2 tahmincisi SSE ile ifade edilirse,

2 =—u'Bu
n

1
=~ =X DBy (D) — X" (DB]

o
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= SSE/n (3.85)

seklinde olur.

log L SSE ile ifade edilirse,
n n 1
logl = —Elog(Zn) — Elog(SSE/n) + log|l,, — AW| — 2T‘ZSSE (3.86)

seklinde olur. Bu denklem concentrated veya profile log-olabilirlik fonksiyonu olarak
isimlendirilir. Bu denklem tek bir degiskene bagli hale geldigi igin optimizasyonu
kolaylasacaktir (Pace, 2014).

Buradan A parametresi tahmin edildikten sonra Cochrane-Orcutt doniisiimiinde
kullanilarak genellestirilmis en kii¢iik kareler (generalized ordinary least squares, GLS)

ile § parametreleri tahmin edilebilir. ilk olarak Cochrane-Orcutt doniisiimii asagidaki

sekilde yapilmalidir,
y'(A)=y-wy (3.87)
X(1)=x-wx (3.88)
Buradan da GLS tahmincisi,
Pars = [X*D'X* DI X* D'y D) (3.89)

seklinde elde edilir.

Mekansal ve klasik regresyon modelinin olabilirlik fonksiyonunun farki
log|l,, — AW |’dan gelmektedir ve bunun hesaplanmasina yonelik olarak da gelistirilen
cesitli yontemler mevcuttur. log|l,, — AW| hesaplamalari i¢in bazi yaklagimlar asagida

verilmistir.

3.3.2. Log-determinant hesaplamalari

Log-olabilirlik denkleminde en 6nemli problemlerden biri de log|l,, — AW|
hesaplanmasidir. Bu nedenle ¢esitli log-determinant hesaplama ydntemleri
gelistirilmistir. Bu hesaplamalarindan bazilari, 6zdeger yontemi, sparse matris ayrigim
yontemleri (Cholesky, Chebyshev, vb.), Monte Carlo yaklasimlari ve momentlerin

kullanilmasi vb. seklindedir.
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R programindaki spdep mekansal kiitiiphanesi log|l, — AW| hesaplamalarinda,
eigen, Matrix, Matrix_J, spam, spam_update, Chebyshev, MC, LU, LU_prepermutate,

moments, SE _classic, SE_whichMin, SE _interp yontemlerini kullanmaktadir.

log|l, — AW| hesaplanmalarindan 6zdeger yontemi ve Cholesky ayrisim

yontemi agagida agiklanmustir.

Ozdeger yontemi: Ozdegerler bir matrisi 6zetleyen en 6nemli unsurlardan biridir.

Ord (1975) tarafindan oOnerilen bu yontemde, W agirlik matrisinin 6zdegerleriyle log
jacaobiyan ayrigtirtlmigtir. W agirhk matrisinin 6zdeger vektoériic nx1 boyutlu v =

(v4, ..., V) olmak tizere,
n
log|l, — AW | = z log(I,, — Av;) (3.90)
i=1
olarak ifade edilir.

Sparse matris yontemi: Mekansal modelin tahminlenmesinde bir bolgenin diger

bolgelerle arasindaki iliski kullamlmaktadir. Eger n bdlge varsa n? potansiyel iliski var
demektir. Boylece n biiyiidiikkge determinanti hesaplamak zahmetli olacaktir. Bu
binlerce gézlem igeren biiyiik veri setleri durumunda biiyiik problem teskil edecek ve
standart mekansal istatistiksel yontemler bir¢ok gercek¢i uygulama igin pratikligini

yitirecektir (Pace ve Barry, 1997).

Sparsity hizli hesaplama yapmasi agisindan 6nemlidir ¢linkii sadece sifir olmayan
matris elemanlartyla islem yapmaktadir. Sparse Matris ile normal matris islemleriyle

yapilan sonuglarin hemen hemen aynisi elde edilir (Pace, 2014).

Sparse metotlari, Pace ve Barry (1997) direk ve iteratif olarak iki gruba
ayrrmuslardir. Istatistikgilerin, non-lineer problemlerin optimizasyonunda genel olarak
iteratif metotlar1 kullandiklarini belirtmislerdir. Pace ve Barry (1997) sparse matrislerin
¢oziime hizli gittigini belirterek minimizasyon (maksimizasyon) problemlerinde global
¢ozlimiin varligindan emin olmak i¢in algoritmanin pozitif (negatif) tanimli matrislere
ithtiya¢c duydugunu sodylemislerdir. Pace ve Barry (1997) biiyiik veri setlerinde etkin
tahminleme yapmak igin bir yaklagim onermislerdir. Bu yaklasima gore direk sparse

matris algoritmas: olarak Cholesky veya LU ayrisimlart kullanilarak mekansallik
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parametresi Ae(v,,},., Umky) aralifinda Log-determinant hesaplanabilir. Burada, vy,

Ve Unin Sirastyla agirlik matrisinin en biiyilik ve en kiigiik 6zdegerleridir (LeSage, 2004).

Cholesky ayrisim yéntemi: Simetrik ve pozitif tanimli W agirlik matrisi U iist

Cholesky zi¢gen matrisine doniistiiriilebilir. U matrisinin kdsegen elemanlari pivot olarak
isimlendirilir ve hepsi kesin pozitiftir. Pivotlarin log toplami, tiggen matrisin log-
determinantina esittir. Clink{i Cholesky licgen bir matrisin karekokiidiir. Baska ifadeyle

bir matrisin log-determinanti, onun U matrisinin log-determinantinin iki katidir.

I,—AW = U'U (3.92)
n

log|l, — AW | = Z log(U;;) (3.92)
i=1

Simetrik olmayan matrislerde LU ayrigimi kullanilir (Pace, 2014).

3.3.3. Fisher scoring algoritmasi

ML tahmincisi bir tane global maksimum ve coklu yerel maksimumlara sahip
olabilmektedir bu nedenle de Fisher scoring algoritmast kullanilmalidir (Pratesi ve
Salvati, 2008).

Daha oOnce mekansal hata modeli i¢in olabilirlik fonksiyonu su sekilde

tanimlanmaisti,
1
L = (2m)7*det() /% exp (—5 —XB)27(y - Xﬁ))
Log-olabilirlik fonksiyonu ise,

n 1 1
logL = —Elog(Zn) - Elogl):l —E(y - XB)'Z 'y —XB)

seklinde tanimlanmuisti.

Daha 6nce Hessian matrisinin beklenen degeri (3.45) nolu formiilde
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_2 Vi
[-o X'BX 0 0 1

0 " L e
E(H) = 2(02)? 202"
1
0 —_tr(CB™Y) —2tr(A"'WA~W)
202

seklinde bulunmustu. Fisher bilgi matrisi FI = —E(H) seklinde elde edilir. Bu matrise
gore B tahmincisi By = [X'BX] 1X'By seklinde ilgili yerlerine yazilarak asagidaki

Srisher Skor vektorii ve FI Fisher bilgi matrisi elde edilir:

n
—+———u'Bu |
202  2(g2)2
SFisher = l g (o )1 l (3.93)
[_tT(A_1W) - Fulcu
n 1
5(n2)2 ——tr(CB™) |
2)2 2
i =| 12(0 : o | (3.94)
) tr(CB™1Y) 2tr(A‘1WA‘1W)J
o2 (i+1) o2 ® 20 40 1 a0 @ o
[/1] = [,1] + [FI(U A )] S[ﬁ (cf A )] (3.95)

Fisher scoring algoritma siirecine (a2°,1°) baslangic degerlerinin secilmesiyle
baslanir ve (3.95) formiilii hesaplanir. Bu siire¢ 02 ve A katsayilarinda yakinsama

saglanana kadar devam ettirilir. Daha sonra GLS ile ;. bulunur.

3.4. Genellestirilmis Momentler Yontemi (Generalized Method of Moments,

GMM)

Kelejian ve Prucha (1999) tarafindan SEM igin gelistirilmigtir. GMM, moment
kosullarin1 kullanarak parametreleri tahmin eder. Kelejian ve Prucha’nin GMM
tahmincisi hata terimi £’nun ilk iic momentine dayanmaktadir. Bu teknigin bir avantaji
da biiylik Orneklemlerle calisma kolayligi saglamasidir. Oysaki ML tekniginde
determinant veya 6zdegerler hesaplanirken biiyiik érneklemlerle ¢alismanin zor oldugu

gorilmiistiir.
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Kelejian ve Prucha (1999) GMM’in varsayimlarini asagidaki gibi belirtmislerdir:

1.

SEM’deki € hata terimleri bagimsiz ve tiirdes dagilima sahip olmali

ayrica ortalamalar1 0 varyanslar1 o2 seklinde a < 02 < oo olmalidur.

2. Hata teriminin dordiincli momenti var olmalidir.
3. Agirlik matrisinin kdsegen elemanlar1 O olmalidir.
4. || <1 olmalidur.

5. |Al < 1igin I — AW matrisi tekil olmamalidr.

Boylelikle SEM igin E(w) =0 ve E(uu’) =QQ) =o?( - AW )1 —-2aw')™?

olmaktadir.
SEM’de,
u=AWu+¢ (3.96)
u—AMWu=c¢ (3.97)
seklindeydi. Esitligin her iki tarafi da W ile ¢arpilirsa,
Wu — AW?u = We (3.98)
olur. Agirliklandirilmis artiklar:
n
j=1
n
T = z wi u; (3.100)
j=1
seklinde tanimlanip karesel olarak ac¢ilip toplanip n’e bdliiniirse,
n n n n
n‘lzuiz +Azn‘12vi2 - ZAn‘lzuivi = n‘lzeiz (3.101)
i=1 i=1 i=1 i=1
n n n n
n1 Z v? + A?n7t Z 12 —2An7t Z v, =n"t Z v? (3.102)
i=1 i=1 i=1 i=1

elde edilir. Yukaridaki her iki esitlik ¢arpilarak asagidaki esitlik bulunur.
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n n n n
n~1 Z w;v; + A%nt Z T — A (n_l Z wT; +nt Z vf) =n"1

i=1 i=1 i=1 i=1

Z &V; (3.103)

Boylece Kelejian ve Prucha (1999) yukaridaki esitlikler yardimi ile agagidaki moment

kosullarin1 6nermislerdir.

Burada & = We seklindedir ve herhangi bir A matrisi igin
E(e'Ag) = E[tr(e'Ag)] = tr(A)Var(e) + 0 = o%tr(A4)

formiilii ile yukaridaki 3 esitligin sag tarafi bulunur.

olarak tanimlanirsa yukaridaki tic moment kosulu su sekilde yazilabilir,

nE[(u—An)' (u—Au)] —0%2 =0
nE[(@—-A0)' (@ —A0)] —*nter(W'W) =0
n~E[(i — AW)' (Au — Au)] =0

Denklem sistemi asagidaki gibi yazilir:

L[4, /12'0_2] —¥n=0

2 J— -1 — | — 1 !
[ ~E(u't) —E(n'w) 1 ~E@u'w)
2 =J— _1 == 1 ! 1 —_ | —
I‘n=|l ~EU'n) —E@'n) —tr(W Wy, = ~E(u'n)
et +n'n) rE@m'a 0 J Ry,
nE(uu+u u) nE(u u) nE(uu)

(3.104)

(3.105)

(3.106)

(3.107)

(3.108)
(3.109)

(3.110)
(3.111)
(3.112)

(3.113)

(3.114)

Bu denklem sisteminde u’nun tahmincisi @ alinarak 6rneklem momentleri ile (3.114)

denklemi asagidaki sekle doniistiiriiliir,
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2 N _1 o (A ,A)_
— (@) — @) 1 i'a
G.=| 2G4 Ll 1t w'w L@ (3.115)
n= n(u u) n(u u) nr( ) 9n = n(u u) :
1 N +a,a _1 a = 0 1 PPN
n(uu u'u) n(u u) _n(uu)
GplA, A%, 02 — gn = v (4, 02). (3.116)

Boylece asagidaki nonlineer denklem sisteminin ¢oziimii GMM tahmincileri

sonucunu verecektir:
(Anisn Bhrsn) = argmin{v, (A, 6%) v, (1, 62): Ae[—a, a, 62€[0, b]} (3.117)

Nonlinear en kiigiik kareler yontemi ile bu sistemden tutarli tahminciler elde
edilebilir (Kelejian ve Prucha 1999). Lee (2007)’ye gére GMM tahmincileri tutarli ve

asimptotik normaldir ve ayrica hesaplanmalari kolaydir.
SEM i¢in GMM asagidaki adimlarla hesaplanir:

1. Mekansal olmayan regresyon modeli ile artiklar elde edilir (OLS gibi).

2. Kelejian ve Prucha (1999) tarafindan A ve 62 igin tamimlanmis olan GMM
tahmincileri elde edilir.

3. Tahmin edilen A kullanilarak y*(1) =y — AWy ve X*(1) = X — AWX seklinde
Cochrane-Orcutt doniisiimii yapilir.

4. X yerine tahmincisi A kullanilacagindan uyarlanabilir genellestirilmis en kiigiik
kareler (Feasible Generalized Least Squares — FGLS) tahmincisi yardimiyla
SEM bagimsiz degisken katsayilart frg.s ile tahmin edilir, BrgLs =
[X*D'X* D] X*(D'y* (D

en son elde edilen BrsLs, B7nin GMM tahmincisi olarak alinir.
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4. SEM ICIN ROBUST EN COK OLABILIRLIiK TAHMINCISI (RMLE)
Onceki béliimlerde, SEM icin ML tahminleme siiregleri tanitilmistir. Bu boliimde
ise SEM igin robust maksimum likelihood tahmincisi (RMLE) tanitilacaktir. RMLE
stirecinde olabilirlik fonksiyonu robust hale getirilerek aykir1 degerlerin etkisine karsi
direnglilik kazandirilmistir. ilk olarak Huggins (1993) tarafindan onerilen yontemde
olabilirlik fonksiyonunda artiklar yerine artiklarin m-tahmincilerde kullanilan 6zel bir
fonksiyonu kullanilmistir. Daha sonralar1 Sinha ve Rao (2009) m-tahmincileri olabilirlik
fonksiyonunda degil de skor fonksiyonlarinda kullanmiglardir ve Huggins’in yontemini
Proposal | kendi yontemlerini de Proposal Il olarak adlandirmislardir. Schmid ve
Miinnich (2014) Proposal II yontemini Small Area Modeli’ne uyarlamislardir. Bu
calismada Proposal II yontemi SEM’e adapte edilmis ve robust tahminler elde

edilmistir.

Huggins (1993), Sinha ve Rao (2009), Schmid ve Miinnich (2014) ve Salvati
(2004)’nin kullandig1 yaklasim SEM’e uyarlanarak asagidaki robust MLE elde

edilmistir.

Bu c¢aligmada RMLE, agirlik matrisinin (W) simetrik oldugu varsayimi altinda

gelistirilmistir.

Daha once B = (I,, — AW)(I,, — AW") ve A = (I,, — AW) seklinde tanimlanmusti.

Eger W matrisi simetrik ise

(I = W) (I = AW") = (I, = AW)?
B = A?
= (I, — W)~
07 = Uy — AW)?

olur ve boylece,
0, = B =42 (4.1)

seklinde olur. SEM i¢in olabilirlik fonksiyonu asagidaki sekilde daha 6nce verilmistir:

n 1 1
logl = —=log(2m) — S log|2| — 5 (y — XB) Iy —XB)
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n 1
logL = —Elog(Znaz) + log|l,, — AW | — ﬁ(y —XB)' Y (y — XB)

Eger W matrisi simetrik ise yukaridaki ifade asagidaki sekilde yazilabilir:
n 1
logL = —10g(2m0®) +10gll, = AW| = 3 (v = XB) (ly = WPy = XB)  (4.2)
logL fonksiyonunun 8 parametresine gore tiirevi asagidadir:

dlogL 1 ,
55 = 352 C2X)( ~ W)~ X)

1
= — XUy = AW)*(y = XB) (4.3)

burada standartlastirma yapmak icin,  ¢’min yansiz tahmincisi ve A’da A’nin yansiz

tahmincisi olmak tizere
r=6(I,—iw) ™ (44)
seklinde tanimlanirsa artiklar asagidaki sekilde standartlastirilabilir,
r=Tr""(y —XB) (4.5)

I'T~1 = I oldugundan (4.3) denklemine eklenirse,
1 ! 2 -1
;X (L = AW)“IT(y — XB)
elde edilir.
1, ). aon-11 .
—X (I, — AW)26(1, — AW) 3 (I, — AW)(y — XB)
burada 671(1, — AW)(y — XB) = r oldugundan,
1, - o a1
=X (I, — AaW)?6(L, —AW) “r (4.6)

olur. Burada r yerine m-tahminlemede kullanilan ve aykiri1 degerlerin etkisini azaltan bir

Y fonksiyonu kullanilirsa S igin skor fonksiyonu asagidaki sekilde elde edilir,
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Sg = U%X’(In — W)(I, — iW)_llp(r) =0 (4.7)

[ parametresinin ikinci dereceden kismi tlirevleri hesaplanirsa, £ igin,

2L (¢ .
Hop = 3595 = @<;X’(1n — AW)2(L, — AW) 11/1(r)>

-1 5(1/1(7‘)) ﬂ
or adp

P o I, — AW
= —X'(l - AW)2(L, — AW) W (r) % (—X)

6 -
= —3X'(n = IW)(L, — AW)

1, a1 A
==X (U - W) (L, — W) ®(r)(I, — W)X (4.8)
seklinde olur. Fisher bilgi matrisi eleman ise,
1 A =1 A
Flgg = —E [—;X (L, — W)*(I, — AW) ") (I, — AW)X]
=07 2X'(I, — W)E(¥(r)) U, — W)X (4.9)
seklinde olur. o2 i¢in kismi tiirev hesaplanirsa,

2L a (6 -
Hotn = 5725 = ﬁ(?’( o= 203 = A7) W))

=2 (%X’(In — AW)E(I, — W) () (4.10)
seklinde olur. Fisher bilgi matrisi eleman ise,
Flyep = —E [—2 %X’(In — AW)2(I, — /TW)_lzp(r)]
=2 %X’(In — AW, — W) E[Y(r)] =0 (4.11)

dir. A4 i¢in kismi tiirev hesaplanirsa,

92L d (6 N
H — — XI _ [17 2 _ Mr
870008 oA <az (I = AW)? (I, — W) ‘W))
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=2 %X’(In — AW (=W) (L, — AW) () (4.12)
seklinde olur. Fisher bilgi matrisi eleman ise,
Flyep = —E |2 %X’([n — AW (=W (I, — /iw)'lzp(r)]
=2 GﬁzX’(In — MW, — W) E[Y()] =0 (4.13)

dir.

logL fonksiyonunun o2 igin tiirevi,

dlogL  n 2m
do2  22mo>

1
550 = XB) Uy = AW)2(y = XP)

seklindedir, burada standartlastirma yapilirsa,

n 2w
22mo?

+ (v = XB) (In — AW) 2 (I = AW) 7 6(1,, — AW)?

6(ln = AW) "2 (1, — W) (y - XB)

n G2

=g tor (- W)U — W2 (1, — Aw) e (4.14)

olur. Burada r igin ¥(r) donlisimii yapilirsa Log-olabilirlik fonksiyonunun ¢oziimii
1¢in,

~2 _ . _
—% + %w(r)’(ln — W) U, — AW)R(L, — AW) () = 0

olmali,

~2

E %‘41/}(7‘)'(171 — W) Uy — AW (L, — AW) ()

1> 1,6 - oiken,

1 . . B o
=5z trl(n = AW) ™ (I — AW)* (I, — AW) War(yp(r)+0 = oK

103



olur ve burada
var(w() = B @] = | 0Ifeadr = K (4.15)
seklindedir ve boylece a2 igin skor fonksiyonu asagidaki gibidir,
62 , A -1 ) acon—1
Sy2 = ——+ sz(r) (I, = W) (I, — AW)2(I, — AW) “y(r) =0 (4.16)

02 parametresinin ikinci dereceden kismi tiirevleri hesaplanirsa, f igin,

92L a< nK

Hg, = 35307 ~ 35\ 207 T 2)21p(r) (I — AW) " (I, — AW)2 (I, — AW)” 111(r)>

=0

seklinde olur. 62 i¢in kismi tiirev hesaplanirsa,

Hoas e °L 0 nK 62
0*0* = 362902 002 202 2(o

2)21/)(r) (L, —iw) (1 — AW (I, — W) 1/)(7‘))

nkK G2
204 (02)3 b

(T),(In - ’iW)_l(In - AW)Z(In - ’iW)_lw(r) (4.17)

elde edilir. Fisher bilgi matrisi elemant ise,

Fl 2> =—E ﬂ—6—Zzp(r)'(1 — W) Uy = AW (L, — AW) ()
oo 204 (02)3 n n n
_ nk nk
T 207 (002
K
_ 2"04 (4.18)

seklinde olur. 4 icin tiirev asagidaki sekildedir:

92L a( nK

62
Hip? = 5355 =57\ ~302 e 2)21/)(r) (In — AW) ™" (L — AW)2 (I, — AW) " ()

/\

2( 2)21/)(1‘) (I, — Aw) (2(1 — W) (=W)) (1, — Aw) 1/)(r) (4.19)

Fisher bilgi matrisi eleman ise,
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Flyy2 = (@) (I, — AW) " (U, = DWW (I, — AW) ™ (@)

[(2)2

K a
=t (Wt —iw)™) (4.20)
seklinde elde edilir.

logL fonksiyonunun A i¢in kismi tiirevi asagidaki gibidir,

dlogL

57 = tr((n = W) (= W))— — = XBY (201 = W) (=W)) (¥ — XB)

= —tr((I, — AW)~'W) + ; vy —=XB) (U, — W)W (y — Xp)
= —tr((I, — AW)™W) + % (v —XB) (I, — iW)%(In - iw)"1

(L, — WY)W (L, — Aw) ™" % (I, — AW)(y — XB)
= —tr (I, — AW)~1W)

1 -1 A b 1 (4.21)
+ 3T (L, —AwW) 6, — W)Wé(l, — W) 'r

burada r igin ¥ (r) doniisiimii yapilirsa Log-olabilirlik fonksiyonunun ¢6ziimii igin,

= —tr((l, — AW)~W) + j—jz/;(r)’(ln — W) Uy = AW (L, — AW) () = 0
olmal

~2

B |50 Un = W)™y = W)W (1 — W) ()

1> 1,6 - oiken,

= (I, — AW) ™I, — W)W (I, — AW) " Var(p(r)) + 0

= tr|w (1, - w) |k
ve burada
Var( () = E[p*()] = f Zt/)z(r)f(r)dr =K (4.22)
seklindedir ve boylece A i¢in skor fonksiyonu asagidaki gibidir,
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~2
s, = —Ktr((L, — AW)~1W) + %w(r)'(ln — W) Uy = AW (I, — AW) ()

A parametresinin ikinci dereceden kismi tiirevleri hesaplanirsa, £ igin,

0%L
- —_ | — _ -1
52 , o 1 (4.23)
+ ;zp(r) (I, —AwW) (I, = WOW(L, — AW) (1)
=0
seklinde olur. A i¢in kismi tiirev hesaplanirsa,
0%L d 1
Hl/'l = m = a —Ktr((ln — /1W) W)
6-\2 7 IS -1 a -1
+—3 %@ (I, — W) (I, = W)W (L, — AW) (1)
= —Ktr((I, — 2W)™w {1, — AW)~tw)
(4.24)

62 AN aon—1
— %) (I = W) "Ww (L, - Aw) @)
seklinde olur. Fisher bilgi matrisi eleman: ise,
FI; = —E |—-Ktr((I, — AW)"'W (I, — AW)~ W)

~2
~ Ty (1= ) W (1~ Aw) )

= Ktr((I, = AW)"*W (1, — AW)" W) + tr((I,, — AW)TWW (I, — AW) DK
= 2Ktr((I, — AW) WU, — 2W)~w) (4.25)

olarak elde edilir. 2 i¢in kismi tiirev hesaplanirsa,

0.2

_ L _ 0 Ktr((I, — AW)™w)
1= 35201 do? Tn

A2
+ %lp(r)'(ln — W) Uy — AW)W (I, — iw)‘ll/;(r))
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62

=~ o0 (- AW Uy = YW (I, — AW) () (4.26)

seklinde ve ilgili Fisher elemani asagidaki gibi elde edilir:

A2

Flz, = —E |- (;Wuj(r)'(ln — W) Uy — W (L, — AW) ()
= %tr(W(In — )™ (4.27)

Boylece tiim parametrelere iliskin s skor, H Hessian ve Fisher bilgi matrisi

bulunmus ve asagida verilmistir:

s =
& r
I[ 2 Xy = WY (1 = W) () 1|
| M ey (1= W) Uy = WY1y = W)™ | e
—ﬁ+§w(r)(n— ) U= W)2(L, — AW) ()
s 52 , n ] A -1

—Ktr((I, — AW)™'W) + Plp(r) (L = AW) (I, = W)W (I, — AW) 9(r)

072X (I, — W)E(¥Y (), — W)X 0 0

[ nK K 1 ]

FI = | 0 257 ;tr(W(ln — W)™ | (4.29)
[ 0 %tr(W(ln - W)™ 2Ktr((I, — W)W (I, — AW)*W)J

Burada ¢oziime ulagmak i¢in asagida adimlar1 verilen scoring algoritmasi kullanilirsa,

Bl = B+ [FlLig s} (4.30)

(i+1) _ [aj](i) N [Fl(az(i),/l(i))]_l s [0_2(1')’/1(1')] (4.31)

2
o
%]

Esitliklerinin ¢6ziimii su algoritma ile elde edilir,

I. Bir y fonksiyonu secilir
ii. B, A ve a2 igin yansiz bir tahmini segilir
iii. B! asagidaki sekilde hesaplanir,
D = g 4 [F](B(l))] s[gl)

iv. B+ kullanilarak artiklar hesaplanir
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5210+
V. [ ] asagidaki sekilde hesaplanir,

%]

vie  [BHr =B <107*ve

1) [G;](D N [FI(GZ(i),A(i))]_l s [020'),,10')]

7]

(i+1)

;27 _
- /1] < 10~* saglanana kadar iii-iv

adimlarina devam edilir.

vii.  Bulunan son tahminler BryLg, 62 rmiss ArpLg dIr.

Burada RMLE’nin robust olmasini belirleyen en 6nemli konu 3 fonksiyonunun

secimidir. Literatiirde ¢esitli 1 fonskiyonlart bulunmaktadir (Yildirim, 2012).

M-Tahmincilerde kullanilan bazi 1 fonksiyonlar1 Tablo 4.1 de verilmistir.

Tablo 4.1. M-tahmincilerde kullanilan bazi y(.) fonksiyonlar

Fonksiyon Ad1 Y() Sabit Degeri
r

Cauch 2 = 2,385

auchy 148 (g) c
2
Welsch rexp <— (Z) ) c = 2,985
i 2
Insha r (1 + (E) ) c = 4,685
. T
Logistic ctanh (E) c=1,205

Bu fonksiyonlarin performanslart benzetim (simiilasyon) boliimiinde ayr1 ayri ele

alinacaktir.
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5.  SIMULASYON CALISMASI

Bu boéliimde, SEM’in klasik (MLE ve GMM) ve Onerilen robust tahmincisinin
(RMLE) performansi simiilasyon c¢aligsmalar1 yardimiyla karsilastirilacaktir. Bu amag
icin SEM’e uygun olarak, farkli hata dagilimlar diisiintilerek veri tiiretilmis ve
tahmincilerin sonuglar1 hata kareler ortalamasi (MSE) ve yan (bias) olgiitlerine gore

karsilastirilmistir.

Komsuluklar R programinda spdep paketinde cell2nb fonksiyonu yardimiyla

gueen komsuluk olarak olusturulmustur.

Veri iretirken bagimsiz degisken diizgiin dagilimdan tretilmis (X~U(0, 4)),
SEM parametreleri, sabit ve egim parametreleri i¢in S = (1,1), otokorelasyon
parametresi i¢in A = 0,8, 0,6, 0,4 ve Orneklem biytkligi n = 25,49, 100 olarak

alinmustir.

Hatalar i¢in ise literatiire paralel olarak asagidaki farkli dagilimlar kullanilmastir.
Ayrica, karma (mixture) dagilimlar ve en biiyiik (en kii¢iik) gézlem modifikasyonu veri

setinde aykir1 deger olusturmak i¢in diigiiniilmiistiir.

e Standart normal dagilim N (0, 1)

e Student t dagilimi t(4)

e Karma Normal dagilim [0,90 x N(0,1) + 0,10 x N(0,10)]
e Karma Normal dagilim [0,80 x N(0,1) + 0,20 x N(0,10)]
e Karma Normal dagilim [0,90 x N(0,1) + 0,10 x N(0,20)]
e Aykiri deger durumu (en biiyilik gozlem 5 ile ¢arpildi)

e Aykiri deger durumu (en kiigiik gézlem 5 ile ¢arpildi)

[Ik olarak normal dagilim durumunda A’nin  RMLE’nin performansinin
degerlendirebilmesi igin sonuglar1 Tablo 5.1’de verilmistir. Hata dagilimi normal
oldugunda, MLE’nin MSE kriterine gore en iyi tahminci oldugu tablodan
goziikmektedir. Bu durum beklenen sonugtur. Bununla birlikte, RMLE (Insha)’nin
sonuclart MLE’ye olduk¢a yakindir. RMLE (Insha)’nin yan degeri ise tiim orneklem
biiyiikliiklerinde hem MLE’den hem de GMM’den daha kiigiiktiir.
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Tablo 5.1. Normal dagilim i¢in A parametresinin yanlilik ve MSE sonuglar

n=25
A 0,8 0,6 0,4
Tahminci Yan MSE Yan MSE Yan MSE
MLE 0,25988  0,14372 0,25455  0,15738 0,23452  0,15828
GMM 0,24938  0,16492 0,25955  0,18878 0,24814  0,20050

RMLE_Cauchy 0,25603  0,14846 0,25380 0,16608 0,22894  0,16763
RMLE_Welsch  0,25632  0,14846 0,25388  0,16677 0,22937  0,16985
RMLE_Insha 0,24582  0,14373 0,24496  0,16276 0,22903  0,16957
RMLE_Logistic 0,25619  0,14846 0,25408  0,16617 0,22909  0,16726

n=49
A 0,8 0,6 0,4
Tahminci Yan MSE Yan MSE Yan MSE
MLE 0,11781 0,03808 0,13015 0,05717 0,13715 0,07384
GMM 0,10671  0,04195 0,12973  0,06281 0,14709  0,08605

RMLE_Cauchy 0,11640  0,04087 0,13040  0,06090 0,13883  0,07907
RMLE_Welsch  0,11648  0,04111 0,13063  0,06123 0,13896  0,07938
RMLE_Insha 0,10838  0,03887 0,12300 0,05856 0,13370  0,07712
RMLE_Logistic 0,11644  0,04082 0,13026  0,06073 0,13874  0,07901

n=100
A 0,8 0,6 0,4
Tahminci Yan MSE Yan MSE Yan MSE
MLE 0,05686  0,01128 0,06088  0,02030 0,05574  0,02511
GMM 0,04805  0,01163 0,05920  0,02163 0,05829  0,02695

RMLE_Cauchy 0,05368  0,01237 0,06155  0,02252 0,05656  0,02751
RMLE_Welsch  0,05393  0,01243 0,06152  0,02256 0,05652  0,02754
RMLE_Insha 0,04942  0,01138 0,05694  0,02102 0,05321  0,02584
RMLE_Logistic 0,05356  0,01233 0,06153  0,02249 0,05655  0,02750

Tablo 5.2°de ise Student t dagilimi durumunda A’nin MSE ve yan sonuglari
verilmistir. Tiim tahminciler benzer yan sonuglar1 verirken, A1 = 0,6, 0,8 degerleri igin
MLE en kiigiik MSE vermis, RMLE (Cauchy) ve RMLE (Logistic) ise A = 0,4 i¢in en
kiigiik MSE degeri vermistir.
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Tablo 5.2. Student t(4) dagilim i¢in A parametresinin yanlilik ve MSE sonuglar

n=25
A 0,8 0,6 0,4
Tahminci Yan MSE Yan MSE Yan MSE
MLE 0,25277  0,13483 0,25795  0,15103 0,24229  0,16555
GMM 0,23975 0,14904 0,26016  0,18284 0,26391 0,21925
RMLE_Cauchy 0,26944  0,14366 0,25874  0,15124 0,23907 0,15431
RMLE_Welsch  0,27313 0,14816 0,26050  0,15983 0,24592 0,16893
RMLE_Insha 0,26722 0,14419 0,26179  0,15725 0,24316 0,16346
RMLE_Logistic 0,26963  0,14316 0,26004  0,14968 0,23767  0,15121
n=49
A 0,8 0,6 0,4
Tahminci Yan MSE Yan MSE Yan MSE
MLE 0,13457 0,04391 0,12152  0,05439 0,14549 0,07782
GMM 0,12488  0,04640 0,12077  0,05828 0,15475  0,08692
RMLE_Cauchy 0,15246  0,04988 0,13831  0,05594 0,15070  0,07568
RMLE_Welsch  0,15292  0,05164 0,13761  0,05977 0,15082  0,08334
RMLE_Insha 0,15270 0,05077 0,13823  0,05768 0,15508 0,08076
RMLE_Logistic 0,15366 0,04982 0,13936  0,05526 0,15147 0,07345
n=100
A 0,8 0,6 0,4
Tahminci Yan MSE Yan MSE Yan MSE
MLE 0,05470  0,01072 0,06217  0,02043 0,05438  0,02707
GMM 0,04632 0,01076 0,06144  0,02144 0,05535 0,03135
RMLE_Cauchy 0,07345 0,01413 0,08383  0,02311 0,07226 0,02700
RMLE_Welsch  0,07151 0,01457 0,08110  0,02452 0,07157 0,02953
RMLE_Insha 0,07534  0,01460 0,08427  0,02388 0,07440  0,02780
RMLE_Logistic 0,07565  0,01425 0,08616  0,02299 0,07335  0,02638

RMLE’nin asil iyi performansi aykiri degerlerin olmasi durumunda olmalidir. Bu
yiizden, karma Normal dagilim durumunda performansi arastirilacaktir. Tablo 5.3.-5.5°
den, A icin RMLE'nin dikkate alinan tim 6rnek ve karma hata dagilimlari i¢in genel

olarak en iyi performansa sahip oldugu goriilmektedir. Ozellikle, RMLE Cauchy ve

RMLE Logistic, MSE agisindan digerlerinden daha iyi performans géstermektedir.
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Tablo 5.3. Karma Normal (0,90*N(0, 1)+0,10*N(0, 10)) dagilim i¢in ). parametresinin yanlilik ve MSE

sonuglart
n=25
A 0,8 0,6 0,4
Tahminci Yan MSE Yan MSE Yan MSE
MLE 0,24222  0,12323 0,17712  0,10478 0,20081  0,12265
GMM 0,22407  0,13780 0,16842  0,11759 0,21632  0,14773

RMLE_Cauchy 0,22333  0,10252 0,13024 0,07926 0,14406  0,10031
RMLE_Welsch  0,24147  0,12170 0,13180  0,09630 0,15626  0,13840
RMLE_Insha 0,23394  0,11671 0,12814  0,09045 0,16838  0,13187
RMLE_Logistic 0,22270  0,09848 0,13757  0,07288 0,14642  0,08389

n=49
A 0,8 0,6 0,4
Tahminci Yan MSE Yan MSE Yan MSE
MLE 0,10812  0,03668 0,11015 0,04521 0,10539  0,05318
GMM 0,12438  0,03875 0,10367  0,05410 0,11190  0,06642

RMLE_Cauchy 0,09541  0,02409 0,06795  0,02814 0,05110  0,03671
RMLE_Welsch  0,09691  0,02914 0,06303  0,03926 0,03423  0,06295
RMLE_Insha 0,09564  0,02764 0,07238  0,03625 0,05338  0,05444
RMLE_Logistic 0,10311  0,02337 0,08153  0,02404 0,06642  0,02608

n=100
A 0,8 0,6 0,4
Tahminci Yan MSE Yan MSE Yan MSE
MLE 0,06163 0,01308 0,06629  0,02127 0,06828 0,02718
GMM 0,05105 0,01354 0,06186  0,02438 0,07035 0,03121

RMLE_Cauchy 0,02599  0,00572 0,03563  0,01040 0,03926  0,01591
RMLE_Welsch  0,01806  0,00779 0,01957  0,01947 0,01910  0,03748
RMLE_Insha 0,02816  0,00735 0,03480 0,01585 0,03510  0,02951
RMLE_Logistic 0,04306  0,00557 0,05199  0,00860 0,05286  0,01055

Tablo 5.3 incelendiginde RMLE_ Cauchy ve RMLE Logistic, MSE agisindan

digerlerinden daha iyi performans gosterdigi goriilmuistiir.
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Tablo 5.4. Karma Normal (0,80*N(0, 1)+0,20*N(0, 10)) dagilim i¢in ). parametresinin yanlilik ve MSE

sonuglart
n=25
A 0,8 0,6 0,4
Tahminci Yan MSE Yan MSE Yan MSE
MLE 0,25767 0,13768 0,24217  0,14420 0,21441 0,13856
GMM 0,24132 0,15158 0,23979  0,16316 0,23350 0,17364
RMLE_Cauchy  0,14089 0,05586 0,16939  0,07115 0,13591 0,06205
RMLE_Welsch  0,17411  0,09645 0,20953  0,13381 0,15164  0,11384
RMLE_Insha 0,19837  0,10708 0,23859  0,11889 0,19408  0,10982
RMLE_Logistic 0,14132 0,05290 0,19922  0,07074 0,15312 0,05416
n=49
A 0,8 0,6 0,4
Tahminci Yan MSE Yan MSE Yan MSE
MLE 0,12412 0,03698 0,14954  0,06077 0,13742 0,07354
GMM 0,10864  0,03939 0,14383  0,06754 0,14667  0,08448
RMLE_Cauchy 0,05004  0,01247 0,07395  0,02463 0,06276  0,02673
RMLE_Welsch  0,05771 0,01732 0,08571  0,04802 0,03879 0,06590
RMLE_Insha 0,05268 0,01546 0,08553  0,04193 0,07307 0,05166
RMLE_Logistic 0,05075 0,00987 0,07022  0,01882 0,09163 0,02128
n=100
A 0,8 0,6 0,4
Tahminci Yan MSE Yan MSE Yan MSE
MLE 0,06956 0,01323 0,08460 0,02293 0,06871 0,02780
GMM 0,05860 0,01349 0,08091 0,02431 0,06949 0,03427
RMLE_Cauchy 0,02123 0,00402 0,03110 0,00711 0,04358 0,00989
RMLE_Welsch  0,02074  0,00719 0,03019  0,01801 0,00929  0,03770
RMLE_Insha 0,02300  0,00615 0,03172  0,01528 0,04628  0,02260
RMLE_Logistic 0,02386  0,00314 0,03086  0,00531 0,06762  0,00974

Tablo 5.4 incelendiginde RMLE_ Cauchy ve RMLE Logistic, MSE agisindan

digerlerinden daha iyi performans gosterdigi gézlemlenmistir.
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Tablo 5.5. Karma Normal (0,90*N(0, 1)+0,10*N(0, 20)) dagilim i¢in ). parametresinin yanliik ve MSE

sonuglart
n=25
A 0,8 0,6 0,4
Tahminci Yan MSE Yan MSE Yan MSE
MLE 0,21833 0,11729 0,22365 0,12791 0,22652 0,13688
GMM 0,19183 0,13225 0,22715  0,14609 0,24504 0,16540
RMLE_Cauchy  0,14548 0,05548 0,14983  0,07085 0,13114 0,07499
RMLE_Welsch  0,15901  0,06922 0,17325  0,09970 0,14646  0,11207
RMLE _Insha 0,16423 0,07053 0,17077  0,09011 0,15404 0,10695
RMLE_Logistic 0,14980  0,05284 0,15141  0,05886 0,12841  0,05521
n=49
A 0,8 0,6 0,4
Tahminci Yan MSE Yan MSE Yan MSE
MLE 0,13186  0,04859 0,15236  0,06404 0,15780  0,07575
GMM 0,11602  0,05339 0,15395  0,07382 0,17386  0,09219
RMLE_Cauchy 0,04702  0,01322 0,05654  0,02415 0,04595  0,03627
RMLE_Welsch  0,04847 0,01614 0,05707  0,03363 0,04109 0,05648
RMLE_Insha 0,05269 0,01686 0,05948 0,03164 0,05175 0,04889
RMLE_Logistic 0,06136 0,01208 0,07229  0,01736 0,06233 0,02126
n=100
A 0,8 0,6 0,4
Tahminci Yan MSE Yan MSE Yan MSE
MLE 0,09049 0,01953 0,10787  0,03118 0,11032 0,03781
GMM 0,07450 0,01889 0,10238  0,03486 0,11700 0,04268
RMLE_Cauchy 0,01595 0,00383 0,02670  0,00856 0,02144 0,01938
RMLE_Welsch  0,01142  0,00528 0,01739  0,01624 0,01197  0,03429
RMLE_Insha 0,01427  0,00487 0,02523  0,01286 0,02419  0,02708
RMLE_Logistic 0,03407  0,00395 0,04116  0,00755 0,03943  0,00988

RMLE’nin performanst karma Normal dagilim durumunda Tablo 5.3.-5.5° den
goriildiigii lizere iyi ¢itkmisti. Tablo 5.6°da ise veri setinde en biiyiik ve en kiiciik deger
5 ile carpilarak yan ve MSE degerleri tablo halinde verilmistir.
A icin RMLE’nin en kii¢iik veya en biiylik gbzlemin 5 ile carpilmasi durumlarinda

klasik tahmincilere gore daha iyi performans sergiledigi goriilmektedir.
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Tablo 5.6. Aykuri deger durumu igin ). parametresinin yaniiik ve MSE sonuglart

En biiyiik gozlem 5 ile ¢carpildi n=100

A 0,8 0,6 0,4
Tahminci Yan MSE Yan MSE Yan MSE
MLE 0,28288  0,08861 0,245746 0,078662 0,17968  0,05335
GMM 0,27032 0,08154 0,237301 0,075222 0,16900 0,04908
RMLE_Cauchy  0,06684 0,02650 0,075346 0,039817 0,06118 0,03787
RMLE_Welsch  0,04379 0,02741 0,049789 0,046977 0,03018 0,04975
RMLE_Insha 0,10471  0,02873 0,110477 0,038339 0,08571  0,03401
RMLE_Logistic 0,05788  0,02457 0,058962 0,041044 0,04480  0,04210
En kiiciik gozlem 5 ile ¢carpildi n=100

A 0,8 0,6 0,4
Tahminci Yan MSE Yan MSE Yan MSE
MLE 0,28723 0,09307 0,24984  0,07938 0,17453 0,05613
GMM 0,27601  0,08777 0,24746  0,07869 0,16993  0,05325
RMLE_Cauchy 0,03405  0,02374 0,05654  0,03702 0,06932  0,04523
RMLE_Welsch  0,01106  0,02543 0,02147  0,04378 0,05197  0,05204
RMLE_Insha 0,07785 0,02488 0,10383  0,03260 0,09222 0,03886
RMLE_Logistic 0,02249 0,02255 0,03615  0,04013 0,05888 0,04813

Otokorelasyon katsayis1 icin MSE ve Yyan sonucglarina gore

degerlendirilmistir ve RMLE’nin MLE ve GMM’e gore robust oldugu goriilmiistiir.

Simdi RMLE’nin egim katsayisi i¢in performansi simiilasyon ile degerlendirilecektir.

Normal dagilim i¢in beklenti MLE nin iyi sonu¢ vermesidir. Tablo 5.7°de egim
parametresi i¢in sonuglardan MLE’nin iyi performansi goériinmekle beraber, RMLE

(Insha)’nin MLE den sonra 1yi performansi gézlenmektedir.

Normal dagilim igin veri setinde aykirt deger olmadigindan, m-tahminciler
artiklar1 ¢ok fazla degistirmezler bu nedenle de MLE’ye yakin sonuglar verirler. Tablo

5.7 incelendiginde bu durum agikca goriilmektedir.

Tablo 5.7°den goriildiigli lizere m-tahmincilerin performansi birbirine yakin

cikmustir.
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Tablo 5.7. Normal dagilim i¢in SEM'in egim katsayisimin yanliltk ve MSE sonuglar

n=25
I 0,8 0,6 0,4
Tahminci Yan MSE Yan MSE Yan MSE
MLE 0,00342  0,05629 -0,01353  0,05537 -0,00358  0,05535
GMM 0,00315 0,05778 -0,01354  0,05646 -0,00308  0,05535
RMLE_Cauchy  0,00213 0,06099 -0,01473  0,05692 -0,00558  0,05787
RMLE_Welsch  0,00131 0,06122 -0,01470  0,05686 -0,00516  0,05809
RMLE_Insha 0,00265  0,05875 -0,01386  0,05590 -0,00484  0,05624
RMLE_Logistic 0,00240  0,06101 -0,01466  0,05693 -0,00574  0,05771

n=49
B 08 0,6 0,4
Tahminci Yan MSE Yan MSE Yan MSE
MLE -0,00838  0,02469 0,00606  0,02645 0,00451 0,02983
GMM -0,00852  0,02502 0,00605  0,02652 0,00416  0,02998
RMLE_Cauchy -0,00788  0,02665 0,00478  0,02783 0,00493  0,03075
RMLE_Welsch -0,00782  0,02655 0,00493  0,02776 0,00482  0,03069
RMLE_Insha -0,00771  0,02543 0,00559  0,02679 0,00452 0,02993
RMLE_Logistic -0,00790 0,02665 0,00471  0,02780 0,00489 0,03074

n=100
B 0,8 0,6 0,4
Tahminci Yan MSE Yan MSE Yan MSE
MLE 0,00157  0,01286 -0,00280 0,01312 0,00426  0,01355
GMM 0,00170 0,01287 -0,00269 0,01314 0,00433 0,01357
RMLE_Cauchy 0,00118 0,01384 -0,00318 0,01388 0,00475 0,01389
RMLE_Welsch  0,00131 0,01379 -0,00324  0,01380 0,00497 0,01384
RMLE_Insha 0,00129  0,01344 -0,00295 0,01326 0,00481  0,01356
RMLE_Logistic 0,00121  0,01384 -0,00313  0,01389 0,00462  0,01390

Student t (4) dagilimi altinda SEM'in egimini i¢in Tablo 5.8’deki sonuglardan

RMLE’nin MSE agisindan iyi oldugu goriilmektedir.
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Tablo 5.8. Student t(4) dagilim i¢in SEM'in egim katsayisunn yanlilik ve MSE sonug¢lar

n=25
I 0,8 0,6 0,4
Tahminci Yan MSE Yan MSE Yan MSE
MLE 0,00522  0,09610 -0,00660 0,10241 -0,00799  0,10556
GMM 0,00338 0,09909 -0,00669 0,10319 -0,00847  0,10541
RMLE_Cauchy  0,00385 0,08460 -0,00906  0,08697 -0,00286  0,09069
RMLE_Welsch  0,00309 0,08581 -0,01025 0,08886 -0,00231  0,09327
RMLE_Insha 0,00223  0,08830 -0,01086 0,09164 -0,00413  0,09485
RMLE_Logistic 0,00445  0,08483 -0,00849  0,08705 -0,00344  0,09048

n=49
B 08 0,6 0,4
Tahminci Yan MSE Yan MSE Yan MSE
MLE -0,00018  0,04484 -0,00582  0,05087 0,01425 0,05609
GMM 0,00008  0,04521 -0,00543  0,05095 0,01441  0,05628
RMLE_Cauchy -0,00250 0,03839 -0,00382  0,03837 0,00808  0,04434
RMLE_Welsch  -0,00291  0,03872 -0,00351  0,03830 0,00655  0,04465
RMLE_Insha -0,00167  0,04001 -0,00347  0,04074 0,00955 0,04724
RMLE_Logistic -0,00248 0,03847 -0,00409 0,03891 0,00869 0,04440

n=100
B 0,8 0,6 0,4
Tahminci Yan MSE Yan MSE Yan MSE
MLE -0,00108  0,02264 0,00538  0,02626 0,00075  0,02391
GMM -0,00090  0,02267 0,00538  0,02626 0,00111 0,02410
RMLE_Cauchy -0,00154 0,01774 0,00109  0,02034 0,00039 0,01885
RMLE_Welsch -0,00155 0,01783 -0,00013  0,02051 -0,00019  0,01897
RMLE_Insha -0,00077  0,01864 0,00073  0,02168 -0,00072  0,02039
RMLE_Logistic -0,00150 0,01788 0,00189  0,02044 0,00067  0,01891

Karma dagilimlar durumunda egim katsayilarinin performansi: Tablo 5.9-5.11°de

verilmistir. Tablo incelendiginde RMLE’nin MSE ve Yan agisindan en iyi performansa

sahip oldugu gorilmektedir.
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Tablo 5.9. Karma Normal (0,90*N(0, 1)+0,10*N(0, 10)) dagilim i¢in SEM'in egim katsayisinin yanlilik

ve MSE sonuglari

n=25
B 0,8 0,6 0,4
Tahminci Yan MSE Yan MSE Yan MSE
MLE -0,00565  0,27402 0,07461  0,41256 0,02567 0,42196
GMM -0,00687  0,28251 0,07198  0,41100 0,02650 0,42399
RMLE_Cauchy  0,00408 0,07495 0,00707  0,05233 0,01204 0,08143
RMLE_Welsch  0,00561  0,07542 0,00298  0,05359 0,00710  0,08150
RMLE_Insha 0,00452  0,07940 0,00266  0,05748 0,00881  0,08606
RMLE_Logistic 0,00128  0,08085 0,01571  0,06136 0,01392  0,09090

n=49
I 08 0,6 0,4
Tahminci Yan MSE Yan MSE Yan MSE
MLE 0,02526  0,18505 -0,03901  0,21420 -0,01199  0,22889
GMM 0,02571  0,18722 -0,03988  0,21644 -0,01133  0,22953
RMLE_Cauchy 0,01435  0,03504 -0,01506  0,03780 0,00203  0,03892
RMLE_Welsch  0,01192 0,03607 -0,01226  0,03720 0,00188 0,04019
RMLE_Insha 0,01371 0,03583 -0,01261  0,03651 -0,00161  0,04345
RMLE_Logistic 0,01576 0,03914 -0,02039  0,04064 -0,00090  0,04297

n=100
B 0,8 0,6 0,4
Tahminci Yan MSE Yan MSE Yan MSE
MLE -0,02176  0,12641 -0,00450 0,13233 -0,00874  0,14270
GMM -0,02242  0,12697 -0,00436  0,13240 -0,00838  0,14304
RMLE_Cauchy -0,00389 0,01874 -0,00135 0,01732 0,00274 0,01827
RMLE_Welsch -0,00313  0,01893 -0,00068 0,01821 0,00361  0,01827
RMLE_Insha -0,00230  0,01787 0,00094  0,01834 0,00299  0,01870
RMLE_Logistic -0,00555  0,02057 -0,00126  0,02005 0,00163  0,02200

Tablo 5.9 incelendiginde RMLE’nin MSE ve Yan agisindan en iyi performansa

sahip oldugu goriilmektedir.
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Tablo 5.10. Karma Normal (0,80*N(0, 1)+0,20*N(0, 10)) dagilim icin SEM'in egim katsayisimin yaniilik

ve MSE sonuclar

n=25
B 0,8 0,6 0,4
Tahminci Yan MSE Yan MSE Yan MSE
MLE -0,00220  0,82555 0,12544  0,87682 -0,02626  0,96465
GMM -0,00423  0,85310 0,11965 0,89608 -0,02705  0,98598
RMLE_Cauchy -0,00843  0,06603 0,00016  0,12194 0,02976 0,10407
RMLE_Welsch -0,01351  0,06916 -0,04610 0,13321 0,02486  0,12319
RMLE _Insha -0,01751  0,17724 0,02332  0,34155 -0,00455  0,19143
RMLE_Logistic -0,01111  0,12743 0,04328  0,19588 0,02365  0,15406

n=49
I 08 0,6 0,4
Tahminci Yan MSE Yan MSE Yan MSE
MLE 0,07098  0,51687 -0,00326  0,45664 0,01284  0,48396
GMM 0,07081  0,51232 -0,00240 0,46014 0,01273  0,48565
RMLE_Cauchy 0,00251  0,04012 0,00318  0,04790 0,00777  0,05160
RMLE_Welsch -0,00133  0,03644 0,00164  0,04972 0,00521 0,05589
RMLE_Insha -0,00432  0,04284 0,00048 0,06184 0,00792 0,06425
RMLE_Logistic 0,00527 0,06824 0,00195 0,06678 0,00803 0,07056

n=100
B 0,8 0,6 0,4
Tahminci Yan MSE Yan MSE Yan MSE
MLE -0,08440  0,24856 0,02864  0,25686 0,01097 0,28343
GMM -0,08361  0,24840 0,02967  0,25767 0,01085 0,28457
RMLE_Cauchy 0,00493 0,02241 -0,00331 0,02428 -0,00058  0,02332
RMLE_Welsch  0,00914  0,02690 -0,00673  0,02069 0,00129  0,02528
RMLE_Insha 0,00096  0,02763 -0,00819  0,03001 0,00148  0,02551
RMLE_Logistic -0,00835  0,03015 0,00132  0,03817 -0,00003  0,03534

Tablo 5.10 incelendiginde RMLE’nin MSE ve Yan agisindan en iyi performansa

sahip oldugu goriilmektedir.
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Tablo 5.11. Karma Normal (0,90*N(0, 1)+0,10*N(0, 20)) dagilim igcin SEM'in egim katsayisimin yaniiik

ve MSE sonuclar

n=25
B 0,8 0,6 0,4
Tahminci Yan MSE Yan MSE Yan MSE
MLE -0,08017  1,13305 -0,04807 0,70125 0,09329 0,87567
GMM -0,07290  1,16528 -0,04527  0,70859 0,10361 0,92299
RMLE_Cauchy  0,00731 0,08060 0,04085 0,13320 0,02882 0,07532
RMLE_Welsch  0,00103  0,07584 0,03910  0,10016 0,03987  0,08687
RMLE_Insha 0,00177  0,09467 0,02458  0,09515 0,03233  0,08468
RMLE_Logistic -0,00512  0,08738 0,02087  0,07690 0,03478  0,07687

n=49
I 08 0,6 0,4
Tahminci Yan MSE Yan MSE Yan MSE
MLE 0,07792  0,45949 -0,19620 0,63441 -0,10202  0,58935
GMM 0,07360  0,45973 -0,19262  0,64694 -0,10200  0,59354
RMLE_Cauchy 0,03040  0,03204 -0,00038 0,02786 -0,01577  0,03241
RMLE_Welsch  0,02319 0,02922 0,00414  0,02858 0,00266 0,07907
RMLE_Insha 0,01369 0,02886 0,00622  0,02749 0,00143 0,09391
RMLE_Logistic 0,03485 0,04065 -0,01258 0,03066 -0,02193  0,03826

n=100
B 0,8 0,6 0,4
Tahminci Yan MSE Yan MSE Yan MSE
MLE -0,01232  0,36801 0,10496  0,43920 -0,00274  0,41402
GMM -0,00995 0,36811 0,10456  0,43908 -0,00319  0,41542
RMLE_Cauchy -0,00759  0,01428 -0,00639 0,01506 -0,00317  0,01876
RMLE_Welsch -0,00862  0,01393 -0,00339  0,01666 -0,00202  0,01944
RMLE_Insha -0,00983  0,02561 -0,00525 0,01588 0,00587  0,07275
RMLE_Logistic -0,01185 0,02284 0,00521  0,02745 -0,00351  0,02193

Veri setinde aykir1 deger olmasi i¢in en biiyiik ve en kiigiik deger 5 ile ¢arpilmis
yan ve MSE sonuglart Tablo 5.12’de verilmistir. Tablo incelendiginde RMLE’nin MSE
acisindan en 1iyi performansa sahip oldugu goriilmektedir. Sonu¢ olarak, egim
parametresi i¢in RMLE’nin aykir1 degerlere karsi robust oldugu simiilasyon g¢aligmasi

yardimiyla gosterilmistir.
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Tablo 5.12. Aykirt deger durumu i¢in SEM'in egim katsayisinin yanliltk ve MSE sonuglar

En biiyiik gozlem 5 ile ¢carpildi n=100

B 0,8 0,6 0,4
Tahminci Yan MSE Yan MSE Yan MSE
MLE -0,00150  0,05119 -0,01005 0,03692 -0,00882  0,02606
GMM -0,00165  0,05103 -0,00881 0,03673 -0,00899  0,02637
RMLE_Cauchy -0,02042  0,01673 -0,00156 0,01411 0,00634  0,01095
RMLE_Welsch  -0,02334  0,02321 -0,00353  0,01289 0,01090  0,01067

RMLE_Insha -0,01887  0,01616 -0,00088 0,01433 0,00492  0,01093
RMLE_Logistic -0,02145  0,01559 -0,00283  0,01415 0,00746  0,01102

En kiiciik gozlem 5 ile ¢carpildi n=100

B 0,8 0,6 0,4
Tahminci Yan MSE Yan MSE Yan MSE
MLE 0,00743  0,03869 -0,00322  0,04074 -0,03921  0,03445
GMM 0,00725  0,03872 -0,00281  0,04068 -0,03882  0,03456

RMLE_Cauchy 0,00333  0,01569 -0,00520 0,01541 -0,01267  0,01481
RMLE_Welsch  0,00359  0,01776 -0,00330 0,01817 -0,00949  0,01386
RMLE_Insha 0,00246  0,01406 -0,00654  0,01513 -0,01675  0,01435
RMLE_Logistic 0,00267  0,01665 -0,00326  0,01543 -0,01130  0,01474

121



6. UYGULAMA

Mekansal ekonometrik modelleri ve SEM i¢in RMLE’yi gergek¢i bir Ornek
lizerinde gostermek icin Tiirkiye Istatistik Kurumu (TUIK) tarafindan yaymlanan
Toplam Yas Bagimlilik Orani ve Yasam Endeksi istatistikleri kullanilmistir. Bu veriler
kapsaminda bagimli degisken olarak “Toplam Yas Bagimlilik Orani”, bagimsiz
degisken olarak ta “Yasam Endeksi” alinmis ve mekansal bagimlilik testleri yapilarak
veri seti kontrol edilmis daha sonra SEM i¢in klasik MLE ve bu ¢alismada Onerilen
RMLE’nin performanst temiz ve Kkirletilen verilerde gdosterilmigtir. Kullanilan

degiskenlerin agiklamalari sirasiyla asagida verilmistir.

Toplam Yas Bagumhhik Orani (Toplam Bagimli Yas Orany): “15-64” yas

grubundaki her 100 kisi icin “0-14” ve “65 ve daha yukar1” yas gruplarindaki kisilerin

oranidir.

Yasam_Endeksi: Tiirkiye Istatistik Kurumu tarafindan ilk defa yayimlanan illerde

“Yasam Endeksi” bireylerin ve hanehalklarinin yasamini objektif ve siibjektif
gostergeler kullanarak yasam boyutlar1 ayriminda il diizeyinde 6l¢gmeye, karsilastirmaya

ve zaman iginde izlemeye ydnelik bir endeks ¢alismasidir. (TUIK).

[llerde yasam endeksi; konut, calisma hayati, gelir ve servet, saglk, egitim, cevre,
giivenlik, sivil katilim, altyap1 hizmetlerine erisim, sosyal yasam ve yagam memnuniyeti
olmak iizere yasamin 11 boyutunu kapsamakta ve 41 gosterge ile temsil edilen bu
boyutlar tek bir bilesik endeks yapisi i¢cinde sunmaktadir. Endeks 0 ile 1 arasinda deger
almakta ve 1’e yaklastik¢a daha iyi bir yasam diizeyini ifade etmektedir (TUIK).

Bu uygulama i¢in tiim analizler simetrik yapisi sebebiyle Queen sinir komsulugu

baz alinarak yapilmistir.
Mekansal Golgelendirme haritalan

Ik olarak mekéansal bagimliligin var olup olmadigini gorsel olarak gdrmek icin
Golgelendirme haritalar1 olusturulmustur. Bu haritalar, Toplam Yas Bagimlilik Orant,

Yasam Endeksi ve OLS artiklari i¢in sirasiyla Sekil 6.1’de verilmistir.
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Sekil 6.1. (a) toplam yas bagimhilik orani, (b) yasam endeksi, (¢) OLS artiklart igin golgelendirme

haritalar

Veriler bu haritalarda 4 gruba ayrilmis ve farkli renklerle tanimlanmiglardir.
Haritalar incelendiginde bolgeler aras1t mekansal bir dokunun oldugu goriilmektedir. Bu

durum da mekansal korelasyonun varligina isarettir.

Bagimli degisken toplam yas bagimlilik oran1 golgelendirme haritasi
incelendiginde bat1 Anadolu ve orta Anadolu kendi iglerinde ayni renk grubuna sahip
oldugundan mekansal bagimlilik rahatlikla goriilebilmektedir. Dogu Anadolu ve
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giineydogu Anadolu ise kendi aralarinda renk benzerligi goziikkmektedir. Toplam yas
bagimlilik oran1 bati Anadolu’da en diisiik degere sahipken, Dogu ve Giineydogunun

bazi illerinde en yiiksek degere sahiptir.

Bagimsiz degisken yasam endeksi mekansal haritasi incelendiginde giiney
Marmara, orta Anadolu’nun batis1 ve Trakya ayni renk grubuna sahip iken Karadeniz,
Akdeniz ve Orta Anadolu’nun batist ayni renk grubuna sahiptir. Dogu Anadolu ve
Giineydogu Anadolu ise kendi aralarinda yakin tonda gegislere sahiptir. Yasam endeksi
degerleri en yiiksek Bat1 Anadolu’da ¢ikarken en diisiik Glineydogu ve Dogu Anadolu
da ¢ikmustir.

OLS artiklarinin mekéansal haritas1 incelendiginde orta Anadolu, Karadeniz,
Anadolu’'nun dogu ve gilineydogusunun biiyiikk kismi ayni renk grubuna sahip iken

Anadolu’nun batis1 ve giineyi ise kendi i¢lerinde ayni renk grubuna sahiptir.
LISA haritalar:

Bolgesel kiimelenmeleri gostermek i¢in LISA haritalari olusturulmus ve Sekil 6.2,

6.3, 6.4°de verilmistir,

Toplam Yas Bagimlilik Orani LISA Haritasi

Q O insignificant

B jow-low

N B jow-high
O high-low

0 200 400 km B high-high

Sekil 6.2. Toplam yas bagimlilik orani LISA haritasi
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Harita incelendiginde bati bolgeleri komsuluk iligkisi diistik-diisiik ve diistik-
yiiksek olurken dogu ve giineydogu bolgelerin de yiiksek-yiiksek olmustur. Beyaz olan

bolgeler istatistiksel olarak anlamsiz bolgelerdir.

Yasam Endeksi LISA Haritasi

insignificant
low-lows
lowe-high
high-low
high-high

EO0OmO

0 200 400 km

Sekil 6.3. Yasam endeksi LISA haritasi

Harita incelendiginde orta-bat1 bolgeleri komsuluk iligkisi yiiksek-yiliksek ve
yiiksek diisiik olurken dogu ve glineydogu bolgelerin de diisiik-yiiksek olmustur.

OLS Artiklar1 LISA Haritasi

insignificant
low-low
low-high
high-low
high-high

m}
u
]
o
]

1 1
0 200 400 km

Sekil 6.4. OLS artiklar:t LISA haritasi
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OLS artiklar1 LISA haritas1 incelendiginde komsuluk iliskisi dogu ve giineydogu
bolgelerinde yliksek-yiiksek olmustur. Trakya’da ise diislik-yiiksek olmustur. Diistik-

diisiik ve yliksek diistik kiimelenme goriilmemistir.
Moran sa¢ilim grafikleri

Mekansal otokorelasyonu gorsel olarak gosteren farkli bir grafik de Moran sagilim

grafikleridir. Bagimli degisken i¢in Moran sagilim grafigi Sekil 6.5’de verilmistir.

Toplam Y as Bagimlilik Orani (Spatial Lag)

T T T T T
40 50 60 70 80

Toplam Yas Bagimlilk Qrani

Sekil 6.5. Toplam yas bagimlilik orani Moran sa¢ilim grafigi

Moran dagilma grafigi incelendiginde verilerin bir dogru yoniinde diizgiin
yayildiklar1 goriilmektedir. Bu da mekansal iligkinin varligim1 gdstermektedir. Ayrica
verilerin dagilim yoniinden dolay1 pozitif bir bagliliktan s6z edilebilir ki zaten Moran [
degeri de pozitif ¢ikmaktadir. III nolu bolgede kiimelenme ¢ok oldugundan diistik-
diistik iliskisinin varligindan s6z edilebilir. II ve IV nolu bolgelerde diger bolgelere gore

daha az nokta yer almigtir.

Bagimsiz degisken i¢in Moran dagilim grafigi Sekil 6.6’da verilmistir.
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Yagam Endeksi (Spatial Lag)
040 045 050 055 060 085

0235

0.3 04 05 0.6

Yasam Endeksi

Sekil 6.6. Yasam endeksi Moran sagilim grafigi

Moran sagilim grafigi incelendiginde verilerin bir dogru yoniinde diizgiin
yayildiklar1 goriilmektedir. Bu da mekéansal iliskinin varligim1 gostermektedir. Ayrica
verilerin dagilim yoniinden dolay1 pozitif bir bagliliktan s6z edilebilir ki zaten Moran I
degeri de pozitif ¢ikmaktadir. I nolu bolgede kiimelenme ¢ok oldugundan yiiksek-
yiiksek iliskiden s6z edilebilir.

Artiklar i¢in Moran I dagilim grafigi olusturulmus ve Sekil 6.7°de verilmistir.

204 79

564>

_____________________________________

OLS Artiklan (Spatial Lag)

62 4

4
a
0

OLS Artiklan

Sekil 6.7. OLS artiklart Moran sagilim grafigi
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Artiklar icin Moran dagilim grafigi incelendiginde verilerin III nolu bdlgeden I
nolu bolgeye dogru dagildigi goriilmektedir. Fakat noktalar hemen hemen tiim bolgelere
esit dagilmaktadir zaten Moran I istatistigi de bu durumu destekleyecek sekilde diistik
¢ikmaktadir.

Correlogram

Moran I ve komsuluk arasindaki iligskiyi gostermenin farkli bir yolu da
correlogram grafikleridir. Komsulugun derecesine bagli olarak Moran I istatistigindeki

degisim bu grafikler yardimiyla goriilebilir.

Bagimli degisken i¢in Correlogram grafigi Sekil 6.8’de verilistir.

08

Moran's |
02 04 06
! 1 1 !
——
——
-

0.0

0.4 0.2
| |
]

Sekil 6.8. Toplam yas bagimlilik orani Correlogram Qrafigi

Bagimli degisken i¢in Correlogram grafigi incelendiginde komsulugun derecesine
bagli olarak diizgiin bir azalis vardir. 5.derece komsulukta Moran I degeri sifira
yaklagmis daha sonra negatif yonde devam etmistir. Moran I degeri birinci derece
komsulukta 0,7-0,8 arasinda iken ikinci derece komsulukta 0,4-0,5 arasinda yer almistir.

7.derece komsulukta ise -0,2 ile -0,4 arasinda yer almistir.

Bagimsiz degisken i¢in Correlogram grafigi Sekil 6.9’da verilistir.
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Sekil 6.9. Yasam endeksi Correlogram grafigi

Bagimsiz degisken i¢in Correlogram grafigi incelendiginde komsulugun
derecesine bagli olarak diizgiin bir azalig vardir. 5.derece komsulukta Moran I degeri
sifira yaklasmis daha sonra negatif yonde devam etmistir. Moran I degeri birinci derece
komsulukta 0,7 civarinda iken ikinci derece komsulukta 0,5-0,6 arasinda yer almistir.
Mekansal baglilik 5.derece komsulukta sifir degerini almis daha sonra 6. ve 7. derece

komsulukta negatif deger almistir.

Artiklar i¢in Correlogram grafigi Sekil 6.10°da verilmistir.

0.2

Moran's |
0.0 0.1
|
——
—
li

0.1

T T T T
4 5 ] 7

- T
R

Sekil 6.10. OLS artiklar: Correlogram Qrafigi
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Artiklar ig¢in Correlogram grafigi incelendiginde sadece 1. derece komsulukta
kayda deger mekansal bagliliktan s6z edilebilir. Diger komsuluklarda Moran I degerleri
cok diisiik ¢ikmistir. Bu nedenle de mekansal bagimlilik 1. derece komsulukta sz

konudur.
Normallik ve degisen varyans testleri

Normallik ve degisen varyans testi i¢in oncelikle klasik OLS regresyon ile
modelleme yapilmis, varsayimlarin saglanip saglanmadig test edilmistir. Eger OLS’ nin
varsayimlari, mekansal bagimliliktan dolay1 saglanmiyor ise bunun yansimasi hatalarin
normal olmamasi veya hatalarda degisen varyans olmasi seklinde ortaya cikabilir.
Yapilan normallik testi (Jarque-Bera), degisen varyans testi (Breusch-Pagan, Koenker-
Basset) hatalarin normal olmadigimi ve degisen varyans varsayiminin ihlalini

gostermektedir. (Bakiniz Tablo 6.1)

Tablo 6.1. Normallik ve degisen-varyans testleri sonuclar

Test Degeri p olasilik degeri
Jarque-Bera 7,3202 0,02573
Breusch-Pagan 8,2596 0,00405
Koenker-Basset 4,7576 0,02917

Tablo 6.1 incelendiginde, %35 anlamlilik diizeyinde, Jarque-Bera testine gore
hatalarin normal dagilima sahip olmadigi goriilmektedir. Breusch-Pagan ve Koenker-

Basset testi sonuglarina gore ise degisen varyans vardir.
Moran | testi

Verilerde ve dolayisi ile artiklarda mekansal otokorelasyon olup olmadigina karar
verebilmek i¢in kullanilan en yaygin test Moran | testidir. Bu veri setinde bagimli
degisken, bagimsiz degisken ve OLS artiklari igin Moran | test istatistigi degerleri Tablo

6.2°de verilmistir.
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Tablo 6.2. Moran I testi sonuglart

Degisken istatistik degeri p olasihk degeri
Bagimli degisken 0,775263 2,2e-16
Bagimsiz degisken 0, 735172 2,2e-16
Hata terimi 0,189065 0,00134

Moran I i¢in H, hipotezi mekansal baglilik yoktur seklinde kurulmaktadir. Bu veri
seti icin p degerleri 0,05’den kiiciikk ¢iktigindan tiim degiskenler i¢in H, hipotezi
reddedilmistir yani mekansal otokorelasyon vardir. Bagimli degisken ve bagimsiz
degiskenin Moran | degerleri sirastyla 0,775 ve 0,735 ¢ikmis bu da giiclii bir mekansal

bagliligin varligin1 géstermektedir. Hatalarin Moran | degeri ise 0,189 ¢ikmistir.
Lagrange testi

Mekansal bagimlilik oldugu goriildiikten sonra hangi modelin uygulanacagina
karar vermek gerekir. Bunun icin de LM testi yapilir. Bu veri seti icin LM testi

sonuglar1 Tablo 6.3’de verilmistir.

Tablo 6.3. Lagrange testi sonuglart

Modeller Istatistik degeri p olasihk degeri
LMo 6,5464 0,01051
RLMgem 3,9781 0,0461
LMsar 25,142 5,326e-07
RLMsar 22,574 2,022e-06
LMgac (SARMA) 29,12 4,75e-07

Sonuglara bakildiginda tiim modellerde p degerleri 0,05’den kiiciik ¢iktigindan
hepsi bu veri setine uygundur. Fakat Lagrange testi ile p degeri 0,05’den kiiciik ¢ikan
modellerden hangisinin veri setine en iyl uyumu sagladigi hususunda bir karar

verilememektedir.
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Log-olabilirlik, AIC ve R? degerleri

Hangi modelin daha iyi olduguna karar vermek i¢in log-olabilirlik, AIC degerleri

kiyaslanir. Ilgili degerler Tablo 6.4°de verilmistir.

Tablo 6.4. Log-olabilirlik, AIC ve R? degerleri

Tahminci Log- olabilirlik AIC R?
OLS -252,094 510,189 0,634511
MLEgewm -242,585 493,170 0,760945
MLEsar -236,923 481,845 0,773353
MLEsgac -236,530 483,046 *2

Tablo incelendiginde SEM, OLS ile kiyasla bu veri seti i¢in daha uygun bir
modeldir. Hata modelinde log olabilirlik degeri OLS’ye gore yiikselirken AIC degeri
diismiistiir. Ayrica belirlilik katsayisin1 0,13 artirmistir. SEM ve SAR arasinda SAR

tercih edilmelidir.
Tahminleme

Bu tezde SEM i¢in RMLE nin performansini gozlemlemek i¢in asagidaki sekilde

aykir1 deger olusturulmustur ve veri setine atilmistir:
Ymax =Y + 4'Sy

burada y toplam yas bagimlilik orani, y aritmetik ortalamasi Ve s, standart sapmasidir.
Tahminlemeler hem temiz veri hem de aykir1 degerli veri i¢in yapilmistir. Mekansal
otokorelasyon, sabit terim ve egim parametrelerinin sonuglart bu iki durum igin

karsilastirilmistir.

Aykir1 deger olan ve olmayan (gercek) veri i¢in elde edilen tahmin sonuglari

Tablo 6.5’de verilmistir.

2 R? degerleri GeoDa programi yardimiyla olusturulmustur. GeoDa’nin SAC igin hesaplama destegi
olmadigindan bu deger hesaplanamamustir.
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Tablo 6.5. Parametrelerin tahminleri

A parametresi tahmini

Tahminci Gergek veride Aykir1 deger olan veride Fark

GMM 0,3599 0,3144 0,0455
MLE 0,7879 0,7497 0,0382
RMLE Cauchy 0,8112 0,7959 0,0153
RMLE Insha 0,8222 0,8097 0,0125
RMLE Logistic 0,8124 0,7965 0,0159
RMLE Welsch 0,7924 0,7762 0,0162

Bo parametresi tahmini

Tahminci Gercek veride Aykiri deger olan veride Fark

GMM 79,5089 81,7006 -2,1917
MLE 61,5191 63,9982 -2,4791
RMLE Cauchy 58,8524 57,6985 1,1538
RMLE Insha 61,1523 58,7603 2,0920
RMLE Logistic 58,5245 57,7382 0,7863
RMLE Welsch 59,4702 58,7425 0,7277
OoLS 87,0865 88,0179 -0,9314

B4 parametresi tahmini

Tahminci Gergek veride Aykir1 deger olan veride Fark

GMM -55,2220 -59,1080 3,8860
MLE -22,9596 -26,8859 3,9264
RMLE Cauchy -21,6545 -19,9214 -1,7332
RMLE Insha -24,3970 -20,9846 -3,4124
RMLE Logistic -22,4656 -21,3519 -1,1138
RMLE Welsch -21,2882 -20,0088 -1,2794
OLS -69,2232 -70,8086 1,5855

Tablo 6.5 incelendiginde mekansal otokorelasyon katsayist A4 icin MLE sonuglari
aykirt deger durumundan oldukca etkilenip 0,0382’lik bir degisim olustururken
RMLE’de maksimum 0,0162’lik degisim olmustur. A i¢in RMLE aykir1 degerlerden

daha az etkilendigi gozlenmistir.

Egim katsayis1 f; i¢in de benzer sonuglar vardir. MLE ve GMM aykiri

degerlerden daha ¢ok etkilenmistir.
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7.  SONUC ve ONERILER

Bu tez c¢alismasinda yapilanlar ve eclde edilenler asagida maddeler halinde

sunulmaktadir:

1. Mekansal istatistik, mekansal istatistigin temel kavramlar1 ve mekansal
ekonometrinin temel tanimlar1 verilmistir

2. Komsuluk matrisleri ve agirlik matrisleri tanitilmastir.

3. Mekansal ekonometrik modeller ve bu modellerin se¢iminde kullanilan testler
ve kriterler verilmistir.

4. Mekansal hata modeli (SEM) ayrintili ¢alisilmis ve SEM’in klasik tahminleme
yontemlerinin (MLE ve GMM) aykirt degerlerden etkilendigi yani robust
olmadig1 goriilmiistiir.

5. Bu calismada, SEM’in likelihood esitlikleri 3 fonksiyonu yardimiyla
robustlastirilarak aykirt degerlere karsi direngli olabilecek robust maksimum
likelihood tahmincisi (RMLE) elde edilmistir.

6. RMLE’nin performansi bir simiilasyon ¢alismasi ile degerlendirilmis ve elde
edilen sonuclar tablolar halinde sunulmustur.

7. RMLE, veri setinde aykir1 degerler olmas1 durumunda klasik tahmincilere gore
daha kiiciik hata kareler ve yan degeri gosterdigi simiilasyon sonuclarinda
gozlemlenmistir.

8. Simiilasyon sonuglarinda, RMLE’nin normal hata dagilim: durumunda etkinlik
kaybinin kiiciik oldugu goriilmiistiir.

9. SEM’e uygun gergek hayattan aliman bir uygulama verisine yapay bir aykiri
deger konulmus, RMLE’nin bundan nasil etkilendigi arastirilmistir. Elde edilen
sonuglar RMLE nin klasik yontemlere gore daha robust oldugunu gdstermistir.

10. Gelecekte, bu tez galismasinda ele alinan RMLE diger mekansal ekonometrik
modellerine (SAR, SAC vb.) ve farkli hata yapilarina sahip SEM (MA vb.) i¢in

genisletilmeye ¢aligilacaktir.
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