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Matematik Anabilim Dalı

Bilim Dalı Kodu: 403.03.01
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ÖZET

CESÀRO TOPLANABİLİR

İKİ KATLI İNTEGRALLER İÇİN

TAUBER TİPİ KOŞULLAR

KAMBAK, Çağla

Yüksek Lisans Tezi, Uygulamalı Matematik Anabilim Dalı

Tez Danışmanı : Prof. Dr. İbrahim ÇANAK

Aralık 2018, 31 sayfa

Bu çalışma esas olarak üç bölümden oluşmaktadır.

Birinci bölümde, kısaca toplanabilme metotları ve Tauber teorisinin tarihsel

gelişim sürecinden bahsedilerek, tek katlı ve iki katlı integrallerde Cesàro toplana-

bilme alanında yapılan çalışmalar özetlenecektir. Aynı zamanda tezde yapılacak

çalışmalar hakkında bilgi verilecektir.

İkinci bölümde, ilk olarak tek katlı integrallerin Cesàro toplanabilirliği

hakkında temel bilgiler verilecektir. Ardından iki katlı integrallerin Cesàro

toplanabilirliği için bazı temel tanım ve ifadeler verilerek (C, 1, 1) toplanabilme

metodu için Tauber tipi koşullar ispatlanacaktır.

Üçüncü bölümde, iki değişkenli fonksiyonlar için Cesàro toplanabilme

kavramı tanıtılacak ve daha sonra bu kavram kullanılarak Tauber tipi koşullar

ispatlanacaktır.

Anahtar Sözcükler: İki katlı integraller, Cesàro toplanabilme metodu, (C, 1, 1),

(C, 1, 0) ve (C, 0, 1) toplanabilme, Tauber tipi teoremler, yavaş azalan fonksiyon-

lar, yavaş artan fonksiyonlar, yavaş salınımlı fonksiyonlar.





ix

ABSTRACT

TAUBERIAN CONDITIONS FOR CESÀRO

SUMMABLE DOUBLE INTEGRALS

KAMBAK, Çağla

MSc in Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. İbrahim ÇANAK

December 2018, 31 pages

This thesis essentially consists of three chapters.

In the first chapter, briefly, summability methods and the historical

developments of Tauberian theory will be mentioned and studies on the subject

of Cesàro summability for single and double integrals will be summarized. Also,

there will be given information about the studies which will be done in the thesis.

In the second chapter, firstly there will be given some basic information

about the Cesàro summability of single integrals. And then, for the Cesàro

summability of double integrals, some definitions and notations will be given

and Tauberian conditions will be proved for (C, 1, 1) summability methods.

In the third chapter, the concept of Cesàro summability for two variable

functions will be presented and moreover Tauberian conditions will be proved by

using this concept.

Key Words: Double integrals, Cesàro mean method of summability, (C, 1, 1),

(C, 1, 0) ve (C, 0, 1) summability, Tauberian type theorems, slowly decreasing

function, slowly increasing function, slowly oscillating function. generator sequ-

ences.
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SİMGELER DİZİNİ

Simge Açıklama

s(t) tek değişkenli fonksiyon∫ ∞
0

genelleştirilmiş integral

σ(t) tek katlı integralin Cesàro ortalaması

sup üst sınırlarının en küçüğü

inf alt sınırlarının en büyüğü

lim sup s(t) s(t) fonksiyonunun üst limiti

lim inf s(t) s(t) fonksiyonunun alt limiti

λn λn nin tam kısmı

∂ kısmi türev

N doğal sayılar kümesi

R reel sayılar kümesi

f(x, y) iki değişkenli fonksiyon∫ ∞
0

∫ ∞
0

iki katlı genelleştirilmiş integral

σ(u, v) iki katlı integralin Cesàro ortalaması

(C, 1, 1) (1, 1) anlamında Cesàro metodu

(C, 1, 0) (1, 0) anlamında Cesàro metodu

(C, 0, 1) (0, 1) anlamında Cesàro metodu
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1 GİRİŞ

Toplanabilme teorisi, genelleştirilmiş anlamda yakınsak dizilerin dav-

ranışları hakkında bilgi sağlayarak, günümüze kadar ulaşmış ve bunun yanı

sıra toplanabilme metotları üzerine birçok çalışma yapılmıştır. Toplanabilme

metotları, ıraksak bazı sonsuz serileri toplamak ya da yakınsak serilerin yakınsama

hızını arttırmak için tanımlanmışlardır. Bu kapsamda birçok toplanabilme me-

todu tanımlanmış ve aralarındaki ilişkiler incelenmiştir. Bu toplanabilme metot-

larına örnek olarak, Abel, Cesàro, Nörlund, Hölder ve ağırlıklı ortalama metodu

verilebilir.

Yakınsak olan her dizi regüler bir toplanabilme metoduyla yakınsadığı

değere toplanabilirdir. Ancak regüler metot tarafından toplanabildiği değere

yakınsak olmak zorunda değildir. Bu ters durumun gerçekleşmesi için uygun

bazı koşullara ihtiyaç duyulur. Klasik Tauber teorisi, bir toplanabilme metodu

tarafından toplanan dizinin yakınsaklığının elde edilmesi için gerekli olan bu

koşulları bulmak üzerine kurulmuştur. İlk olarak bu tipteki koşullar (1897) yılında

Alfred Tauber tarafından verilmiştir. Bundan dolayı yakınsaklık için gereken

koşullara Tauber tipi koşul ve bu tip koşulları kapsayan teoremlere de Tauber tipi

teoremler denilmiştir. A. Tauber’in başlattığı çalışmalar ile birlikte toplanabilme

teorisi gelişerek çeşitli toplanabilme metotlarıyla günümüze kadar gelmiştir. Bu

alandaki çalışmalar son yıllara kadar tek katlı integraller üzerine olsa da son

yıllarda tek katlı integrallerden faydalanarak iki katlı integraller üzerine de

yapılmıştır.

Bu tez kapsamında tek katlı ve iki katlı integraller için Cesàro toplanabilme

metodu ele alınacak ve iki katlı Cesàro toplanabilir integraller için Tauber tipi

teoremler verilecektir.

Cesàro toplanabilme metodu bu süreç esnasında tanıtılmış olan klasik topla-

nabilme metotlarındandır. Cesàro toplanabilme metodu için yapılan çalışmaların

amacı verilen Tauber tipi koşulların zayıflatılmasıdır. Bu doğrultuda, tek katlı

integrallerde Cesàro toplanabilme metodu için bu alana katkı sağlayan başlıca

isimler; Landau (1910), Móricz (1994), Schmidt (1925) ve Çanak ve Totur (2011)

olmuştur. Daha sonra Móricz (2000) ve Çanak ve Totur (2015) gibi başlıca isimler

tek katlı integraller için verilen Tauber tipi koşulları ve Tauber tipi teoremleri



2

genişleterek iki katlı integraller için vermişlerdir.

Bu tezin amacı, iki katlı integraller için Cesàro toplanabilme metodunun

özelliklerini tanıtmak ve daha önce tek katlı integraller için verilmiş bazı Tauber

tipi teoremlerin, iki katlı integraller için benzerlerini ispatlamaktır.
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2 CESÀRO TOPLANABİLME METODU İÇİN

TANIM VE TEOREMLER

2.1 R+ Üzerinde İntegrallerin (C,1) Toplanabilirliği

Bu bölümde ilk olarak, tez boyunca kullanılacak Cesàro toplanabilme

metodu için tek katlı integrallerdeki temel tanım ve özellikler verilecektir.

Ardından, toplanabilme teorisindeki bazı metot ve kavramlardan bahsedilecek

ve bu metot ve kavramları içeren bazı Tauber tipi teoremlere yer verilecektir.

2.1.1 Tek Katlı İntegrallerde Cesàro Toplanabilme Metodu İçin

Temel Tanımlar

Tanım 2.1 (Móricz ve Németh, 2000) Kompleks değerli f : R+ → C fonksiyonu

0 < t < ∞ için her sonlu (0, t) aralığında Lebesgue anlamında integrallenebilir

olsun. Bu durumda, kısaca f ∈ L1
loc(R+) yazılabilir. Her t > 0 için

s(t) =

∫ t

0

f(x)dx (1)

şeklinde ifade edilir.

t > 0 için

σ(t) =
1

t

∫ t

0

s(u)du

şeklinde tanımlansın. Eğer

lim
t→∞

σ(t) = A (2)

ise o halde ∫ ∞
0

f(x)dx (3)

integraline A sonlu sayısına (C, 1) toplanabilirdir denir.

Eğer limit

lim
t→∞

s(t) = A (4)
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mevcut ise yani,

∫ ∞
0

f(x)dx genelleştirilmiş integrali A sonlu sayısına yakınsar

ise o halde (2) de limit vardır. Bu durumun tersi genellikle doğru değildir.

Eğer f fonksiyonu R+ üzerinde sabit işaretli ise o halde (2) ve (4) limitleri

birbirine denktir. Bu sonuç Fubini teoreminden kolayca elde edilir:

σ(t) =
1

t

∫ t

0

du

∫ u

0

f(x)dx =

∫ t

0

(
1− x

t

)
f(x)dx.

Ayrıca, (3) integralinin (C, 1) toplanabilirliği, x0 > 0 sabit olmak üzere,

herhangi bir sonlu (0, x0) aralığında f(x) fonksiyonunun aldığı değere bağlı

değildir.

Tanım 2.2 (Móricz ve Németh, 2000) R+ üzerinde tanımlı reel değerli bir s(t)

fonksiyonu

lim
λ→1+0

lim inf
t→∞

min
t≤x≤λt

[s(x)− s(t)] ≥ 0 (5)

koşulunu sağlıyorsa s(t) fonksiyonuna yavaş azalan denir.

Móricz s(t) reel değerli fonksiyonu için (5) koşulunun

lim
λ→1−0

lim inf
t→∞

min
λt≤x≤t

[s(t)− s(x)] ≥ 0

koşuluna denk olduğunu ispatlamıştır.

Hardy (1956) sonlu bir değere (C, 1) toplanabilir bir integralin yavaş azalan

olması durumunda aynı değere yakınsadığını ispatlamıştır.

(5) koşuluna denk olarak, her ε > 0 için öyle bir t0 ≥ 0 ve bir λ > 1 vardır

ki t0 < t < x < λt olmak üzere

s(x)− s(t) ≥ −ε

şeklinde yazılabilir.

Özel olarak, bir H > 0 sabiti ve bir x0 ≥ 0 vardır öyle ki hemen hemen her

x > x0 için,

xf(x) ≥ −H (6)

koşulu sağlanırsa (5) koşulu sağlanır.

Gerçekten herhangi x0 < t < x <∞ için

s(x)− s(t) =

∫ x

t

f(u)du ≥ −H
∫ x

t

du

u

= −H log
x

t
≥ −H log λ
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elde edilir.

lim inf
t→∞

min
t≤x≤λt

[s(x)− s(t)] ≥ −H log λ, λ > 1

sonuçlandırılır.

λ→ 1 + 0 alarak (5) eşitsizliği elde edilir.

Móricz (2000) sonlu bir değere (C, 1) toplanabilir bir fonksiyonun yavaş

azalan ise fonksiyonun aynı yere yakınsadığını ispatlamıştır.

Sonuç olarak reel değerli bir fonksiyonun yavaş azalanlığı Cesàro toplana-

bilme metodu için bir Tauber tipi koşuldur.

Tanım 2.3 (Móricz ve Németh, 2000) R+ üzerinde tanımlı reel değerli bir s(t)

fonksiyonu

lim
λ→1+0

lim sup
t→∞

max
t≤x≤λt

[s(x)− s(t)] ≤ 0 (7)

koşulunu sağlıyorsa s(t) fonksiyonuna yavaş artan denir.

s(t) reel değerli fonksiyonu için (7) koşulu

lim
λ→1−0

lim sup
t→∞

max
λt≤x≤ t

[s(t)− s(x)] ≤ 0

koşuluna denktir.

(7) koşulu denk olarak, her ε > 0 için öyle bir t0 ≥ 0 ve bir λ > 1 vardır ki

t0 < t < x ≤ λt olmak üzere

s(x)− s(t) ≤ ε

şeklinde yazılabilir.

Özel olarak (5)⇒ (6) gerektirmesine benzer şekilde H > 0 sabiti ve x0 ≥ 0

vardır öyle ki hemen hemen her x > x0 için

xf(x) ≤ H (8)

koşulu yazılabilir.

Tanım 2.4 (Móricz ve Németh, 2000) R+ üzerinde tanımlı kompleks değerli s(t)

fonksiyonu

lim
λ→1+0

lim sup
t→∞

max
t≤x≤λt

|s(x)− s(t)| = 0 (9)

koşulunu sağlıyorsa s(t) fonksiyonuna yavaş salınımlı denir.
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s(t) kompleks değerli fonksiyonu için (9) koşulu

lim
λ→1−0

lim sup
t→∞

max
λt≤x≤ t

|s(t)− s(x)| = 0

koşuluna denktir.

(9) koşulu denk olarak, her ε > 0 için öyle bir t0 ≥ 0 ve bir λ > 1 vardır ki

t0 < t < x ≤ λt olmak üzere

|s(x)− s(t)| ≤ ε

şeklinde yazılabilir.

Özel olarak, bir H > 0 sabiti ve bir x0 ≥ 0 vardır öyle ki hemen hemen her

x > x0 için,

|xf(x)| ≤ H (10)

koşulu sağlanır ise (9) koşulu sağlanır.

2.1.2 Cesàro Toplanabilir Tek Katlı İntegraller İçin Tauber Tipi

Koşullar

Tezin bu kısmında, tek katlı integraller için Cesàro metodu ile toplanabilir-

likten yakınsaklığa geçişi sağlayan bazı Tauber tipi koşullardan bahsedilecektir.

Aşağıda verilecek teoremlerin ispatlarında önemli rol oynayan lemma ve bazı

sonuçlar verilmiştir.

Lemma 2.1 (Móricz ve Németh, 2000) Eğer (3) integrali A sonlu sayısına (C, 1)

toplanabilir ise o halde λ 6= 1 olmak üzere her 0 < λ <∞ için

lim
t→∞

1

λt− t

∫ λt

t

s(x)dx = A (11)

eşitliği elde edilir.

İspat. λ > 1 olsun. Tanımdan,

1

λt− t

∫ λt

t

s(x)dx =
1

λt

(
1 +

1

λ− 1

)∫ λt

0

s(x)dx− 1

(λ− 1)t

∫ t

0

s(x)dx

= σ(λt)− 1

λ− 1
[σ(λt)− σ(t)].



7

(2) limitinden (11) kolayca elde edilir.

0 < λ < 1 olsun. O zaman

1

t− λt

∫ t

λt

s(x)dx =
1

(1− λ)t

∫ t

0

s(x)dx+
1

λt

(
1− 1

1− λ

)∫ λt

0

s(x)dx

=
1

1− λ
[σ(t)− σ(λt)] + σ(λt)

tekrar (2) limitinden (11) elde edilir.

Aşağıda bazı teoremler ve sonuçlar verilmiştir. İlk olarak f fonksiyonun reel

değerli olduğu durum göz önüne alınarak aşağıdaki tek taraflı Tauber tipi koşullar

verilecektir.

Teorem 2.1 (Móricz ve Németh, 2000) f ∈ L1
loc(R+) reel değerli fonksiyonu

olmak üzere (3) integrali A sonlu sayısına (C, 1) toplanabilir olsun. O halde (4)

koşulunun sağlanması için gerek ve yeter koşul,

sup
λ>1

lim inf
t→∞

1

λt− t

∫ λt

t

[s(x)− s(t)]dx ≥ 0 (12)

ve

sup
0<λ<1

lim inf
t→∞

1

t− λt

∫ t

λt

[s(t)− s(x)]dx ≥ 0 (13)

şartlarının sağlanmasıdır.

Ek olarak, aşağıdaki eşitsizlikler sırasıyla (12) ve (13) eşitsizliklerinden daha

güçlü eşitsizliklerdir.

Her λ > 1 için

lim
t→∞

1

λt− t

∫ λt

t

[s(x)− s(t)]dx = 0 (14)

ve her 0 < λ < 1 için

lim
t→∞

1

t− λt

∫ t

λt

[s(t)− s(x)]dx = 0. (15)

İspat.(Gerek Koşul). (4) koşulunun sağlandığını kabul edelim. Lemma 2.1 den,

lim
t→∞

1

λt− t

∫ λt

t
[s(x)− s(t)]dx = lim

t→∞

1

λt− t

∫ λt

t
s(x)dx− lim

t→∞
s(t)

= A−A = 0

elde edilir. Bu λ > 1 için (14) ve 0 < λ < 1 için (15) koşulunu ispatlar.

(Yeter Koşul). (2), (12) ve (13) koşullarının sağlandığını kabul edelim. (4) eşitliğinin
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sağlandığını ispatlamalıyız. Keyfi bir ε > 0 verilsin. (12) eşitsizliğinden öyle bir λ1 > 1

vardır ki

lim inf
t→∞

1

λ1t− t

∫ λ1t

t
[s(x)− s(t)]dx ≥ −ε (16)

dir ve (13) eşitsizliğinden öyle bir 0 < λ2 < 1 vardır ki

lim inf
t→∞

1

t− λ2t

∫ t

λ2t
[s(t)− s(x)]dx ≥ −ε. (17)

dir. (2) ve Lemma 2.1’den, her λ > 1 için

lim inf
t→∞

1

λt− t

∫ λt

t
[s(x)− s(t)]dx = A− lim sup

t→∞
s(t),

her 0 < λ < 1 için

lim inf
t→∞

1

t− λt

∫ t

λt
[s(t)− s(x)]dx = lim inf

t→∞
s(t)−A

elde edilir. Böylece

A− ε ≤ lim inf
t→∞

s(t) ≤ lim sup
t→∞

s(t) ≤ A+ ε.

olduğu elde edilir. ε > 0 keyfi küçük olduğundan, (4) elde edilir.

Sonuç 2.1 (Móricz ve Németh, 2000) (12) ve (13) koşullarının simetrik eşleri aşağıda

verilmiştir:

inf
λ>1

lim sup
t→∞

1

λt− t

∫ λt

t
[s(x)− s(t)]dx ≤ 0 (18)

ve

inf
0<λ<1

lim sup
t→∞

1

t− λt

∫ t

λt
[s(t)− s(x)]dx ≤ 0. (19)

Yani, Teorem 2.1’de (12) ve (13) koşulları yerine sırasıyla (18) ve (19) koşulları alınabilir.

Sonuç 2.2 (Móricz ve Németh, 2000) f ∈ L1
loc(R+) reel değerli fonksiyonu için∫∞

0 f(x)dx integrali A sonlu sayısına (C, 1) toplanabilir ve s(t) integral fonksiyonu

yavaş azalan ise s(t) fonksiyonu A sonlu sayısına yakınsar.

Sonuç 2.3 (Móricz ve Németh, 2000) f ∈ L1
loc(R+) reel değerli fonksiyonu için∫∞

0 f(x)dx integrali A sonlu sayısına (C, 1) toplanabilir olsun. (6) koşulu sağlanırsa,

t→∞ iken s(t) fonksiyonu A sonlu sayısına yakınsar.

Teorem 2.1 kompleks değerli fonksiyonlar için aşağıdaki gibi genişletilebilir.
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Teorem 2.2 (Móricz ve Németh, 2000) f ∈ L1
loc(R+) kompleks değerli fonksiyonu

olmak üzere (3) integrali A sonlu sayısına (C, 1) toplanabilir olsun. O halde (4)

eşitliğinin sağlanması için gerek ve yeter koşul,

inf
0<λ<∞
λ 6=1

lim sup
t→∞

∣∣∣∣ 1

λt− t

∫ λt

t
[s(x)− s(t)]dx

∣∣∣∣ = 0

şartının sağlanmasıdır.

İspat. Bu teoremin ispatı Teorem 2.1 in ispatına benzer şekilde elde edilebilir.

Sonuç 2.4 (Móricz ve Németh, 2000) f ∈ L1
loc(R+) kompleks değerli fonksiyon olmak

üzere

∫ ∞
0

f(x)dx integrali A sonlu sayısına (C, 1) toplanabilir olsun. Eğer (9) koşulu

sağlanırsa, o halde t→∞ iken s(t) fonksiyonu A sonlu sayısına yakınsar.

2.2 R2
+ Üzerinde İki Katlı İntegrallerin (C, 1, 1) Toplana-

bilirliği

Tezin bu bölümünde, Cesàro toplanabilme metodunda iki katlı integraller için

yeni tanımlamalar yapılmıştır ve bazı Tauber tipi koşullar iki katlı integraller için

tanıtılmıştır.

2.2.1 İki Katlı İntegrallerde Cesàro Toplanabilme Metodu İçin Temel

Tanımlar

Tanım 2.5 (Móricz, 2000) Kompleks değerli f : R+ → C fonksiyonu 0 < u, v < ∞

için R2
+ = [0,∞)× [0,∞) aralığı üzerinde Lebesgue anlamında integrallenebilir olsun.

Bu durumda, kısaca f ∈ L1
loc(R2

+) yazılabilir. Her t > 0 için

s(u, v) =

∫ u

0

∫ v

0
f(x, y)dxdy (20)

şeklinde ifade edilebilir.

σ(u, v) = σ11 =
1

uv

∫ u

0

∫ v

0
s(w, z)dwdz u, v > 0

şeklinde tanımlansın. Eğer

lim
u,v→∞

σ(u, v) = A (21)



10

ise o halde ∫ ∞
0

∫ ∞
0

f(x, y)dxdy (22)

integraline A sonlu sayısına (C, 1, 1) (Cesàro) toplanabilir denir.

Eğer

lim
u,v→∞

s(u, v) = A (23)

limiti mevcut diğer bir ifadeyle,

∫ ∞
0

∫ ∞
0

f(x, y)dxdy iki katlı genelleştirilmiş integrali

A sonlu sayısına yakınsar ve eğer s(u, v) fonksiyonu R2
+ de sınırlı ise o halde (21) limiti

mevcuttur. s(u, v), R2
+ üzerinde sınırlı olsa bile bu gerektirmenin tersi genellikle doğru

değildir.

f(x, y) fonksiyonu R2
+ üzerinde sabit işaretli olsun. O halde (21) limitinin mevcut

olması için gerek ve yeter koşul R2
+ üzerinde s(u, v)’nin sınırlılığına denk gelen (23)

limitinin varlığıdır. Bu sonuç Fubini teoremi ile hemen elde edilir:

σ(u, v) =
1

uv

∫ u

0

∫ v

0
dwdz

∫ w

0

∫ z

0
f(x, y)dxdy

=

∫ u

0

∫ v

0

(
1− x

u

)(
1− y

v

)
f(x, y)dxdy.

(22) integralinin (C, 1, 1) toplanabilirliği, u0, v0 > 0 sabit olmak üzere herhangi (0, u0)×

(0, v0) sonlu dikdörtgeni üzerindeki f(x, y) fonksiyonunun aldığı değere bağlı değildir.

Bu tezde, iki katlı integraller için yakınsaklık kavramı ile P -yakınsak (Pringsheim

yakınsak)lığı anlayacağız.

Tanım 2.6 (Móricz, 2000) R2
+ üzerinde tanımlı reel değerli s(u, v) fonksiyonu

lim
λ→1+0

lim inf
u,v→∞

min
u≤x≤λu

[s(x, v)− s(u, v)] ≥ 0 (24)

koşulunu sağlıyorsa s(u, v) fonksiyonuna birinci değişkene göre yavaş azalan denir

yada denk olarak

her ε > 0 için öyle bir u0 ≥ 0 ve λ > 1 vardır ki u0 < u < x ≤ λu ve u0 < v iken

s(x, v)− s(u, v) ≥ −ε,

şeklinde yazılabilir.

Benzer şekilde R2
+ üzerinde tanımlı reel değerli s(u, v) fonksiyonu

lim
λ→1+0

lim inf
u,v→∞

min
v≤y≤λv

[s(u, y)− s(u, v)] ≥ 0 (25)
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koşulunu sağlıyorsa s(u, v) fonksiyonuna ikinci değişkene göre yavaş azalan denir.

Özel olarak, öyle bir H > 0 sabiti ve x0 ≥ 0 vardır ki x, v > x0 olmak üzere

hemen hemen her (x, v) ∈ R2
+ için

x

∫ v

0
f(x, z)dz ≥ −H, (26)

(24) koşulunun sağlanması için yeter Landau tip koşuldur.

Benzer şekilde öyle bir H > 0 sabiti ve u, y > x0 olmak üzere hemen hemen her

(u, y) ∈ R2
+ için

y

∫ u

0
f(w, y)dw ≥ −H, (27)

(25) koşulunun sağlanması için yeter Landau tip koşuldur.

Tanım 2.7 (Móricz, 2000) R2
+ üzerinde tanımlı reel değerli s(u, v) fonksiyonu

lim
λ→1+0

lim sup
u,v→∞

max
u≤x≤λu

[s(x, v)− s(u, v)] ≤ 0 (28)

koşulunu sağlıyorsa s(u, v) fonksiyonuna birinci değişkene göre yavaş artan denir

yada denk olarak

her ε > 0 için öyle bir u0 ≥ 0 ve λ > 1 vardır ki u0 < u < x ≤ λu ve u0 < v iken

s(x, v)− s(u, v) ≤ −ε,

şeklinde yazılabilir.

Benzer şekilde R2
+ üzerinde tanımlı reel değerli s(u, v) fonksiyonu

lim
λ→1+0

lim sup
u,v→∞

max
v≤y≤λv

[s(u, y)− s(u, v)] ≤ 0 (29)

koşulunu sağlıyorsa s(u, v) fonksiyonuna ikinci değişkene göre yavaş artan denir.

Özel olarak, öyle bir H > 0 sabiti ve x0 ≥ 0 vardır ki x, v > x0 olmak üzere

hemen hemen her (x, v) ∈ R2
+ için

x

∫ v

0
f(x, z)dz ≤ H,

(28) koşulunun sağlanması için yeter Landau tip koşuldur.

Benzer şekilde, öyle bir H > 0 sabiti ve u, y > x0 vardır ki hemen hemen her

(u, y) ∈ R2
+ için

y

∫ u

0
f(w, y)dw ≤ H,

(29) koşulunun sağlanması için yeter Landau tip koşuldur.
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Tanım 2.8 (Móricz, 2000) R2
+ üzerinde tanımlı kompleks değerli s(u, v) fonksiyonu

lim
λ→1+0

lim sup
u,v→∞

max
u≤x≤λu

|s(x, v)− s(u, v)| = 0 (30)

koşulunu sağlıyorsa s(u, v) fonksiyonuna birinci değişkene göre yavaş salınımlı denir

yada denk olarak

her ε > 0 için öyle bir u0 ≥ 0 ve λ > 1 vardır ki u0 < u < x ≤ λu ve u0 < v iken

|s(x, v)− s(u, v)| ≤ ε

şeklinde yazılabilir.

Benzer şekilde R2
+ üzerinde tanımlı kompleks değerli s(u, v) fonksiyonu

lim
λ→1+0

lim sup
u,v→∞

max
v≤y≤λv

|s(u, y)− s(u, v)| = 0 (31)

koşulunu sağlıyorsa s(u, v) fonksiyonuna ikinci değişkene göre yavaş salınımlı denir.

Özel olarak, öyle bir H > 0 sabiti ve x0 ≥ 0 vardır ki x, v > x0 olmak üzere

hemen hemen her (x, v) ∈ R2
+ için∣∣∣∣x ∫ v

0
f(x, z)dz

∣∣∣∣ ≤ H, (32)

(30) koşulunun sağlanması için yeter Landau tip koşuldur.

Benzer şekilde öyle bir H > 0 sabiti ve x0 ≥ 0 vardır ki u, y > x0 olmak üzere

hemen hemen her (u, y) ∈ R2
+ için∣∣∣∣y ∫ u

0
f(w, y)dw

∣∣∣∣ ≤ H, (33)

(31) koşulunun sağlanması için yeter Landau tip koşuldur.

2.2.2 Cesàro Toplanabilir İki Katlı İntegraller İçin Tauber Tipi

Koşullar

Bu kısımda ilk olarak iki katlı integraller için Cesàro toplanabilme metodu ile

yakınsaklık arasında gerek ve yeter koşullar verilecektir.

Aşağıda verilecek olan Lemma, Tauber tipi teoremin ispatında önemli rol

oynamaktadır.

Lemma 2.2 (Móricz, 2000) (22) integrali A sonlu sayısına (C, 1, 1) toplanabilir olsun.

O halde her λ > 1 için

lim
u,v→∞

1

(λu− u)(λv − v)

∫ λu

u

∫ λv

v
s(x, y)dxdy = A (34)
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ve benzer şekilde her 0 < λ < 1 için

lim
u,v→∞

1

(u− λu)(v − λv)

∫ u

λu

∫ v

λv
s(x, y)dxdy = A (35)

olur.

İspat. λ > 1 alalım. Tanımdan,

1

(λu− u)(λv − v)

∫ λu

u

∫ λv

v
s(x, y)dxdy

=
1

(λ− 1)2uv

{∫ λu

0

∫ λv

0
−
∫ λu

0

∫ v

0
−
∫ u

0

∫ λv

0
+

∫ u

0

∫ v

0

}
s(x, y)dxdy

=

(
1 +

1

λ− 1

)2 1

λuλv

∫ λu

0

∫ λv

0
s(x, y)dxdy − 1

λ− 1

(
1 +

1

λ− 1

)
1

λuv

∫ λu

0

∫ v

0
s(x, y)dxdy

− 1

λ− 1

(
1 +

1

λ− 1

)
1

uλv

∫ u

0

∫ λv

0
s(x, y)dxdy +

1

(λ− 1)2
1

uv

∫ u

0

∫ v

0
s(x, y)dxdy

=

(
1 +

1

λ− 1

)2

σ(λu, λv)− 1

λ− 1

(
1 +

1

λ− 1

)
σ(λu, v)

− 1

λ− 1

(
1 +

1

λ− 1

)
σ(u, λv) +

1

(λ− 1)2
σ(u, v)

= σ(λu, λv) +
1

λ− 1
[σ(λu, λv)− σ(λu, v)]

+
1

λ− 1
[σ(λu, λv)− σ(u, λv)]

+
1

(λ− 1)2
[σ(λu, λv)− σ(λu, v)− σ(u, λv + σ(u, v))]

eşitliği elde edilir. (21) eşitliğinden λ > 1 için∣∣∣∣ 1

λ− 1
[σ(λu, λv)− σ(λu, v)]

∣∣∣∣ ≤ 1

λ− 1
|σ(λu, λv)− σ(λu, v)| → 0 (u, v)→∞

eşitsizliğine ulaşılır. Aynı durumun eşitliğin 3. ve 4. terimleri içinde geçerli olmasından

ve (21) eşitliğinden dolayı, eşitliğin her iki tarafın u, v →∞ iken limiti alınır ise

lim
u,v→∞

1

(λu− u)(λv − v)

∫ λu

u

∫ λv

v
s(x, y)dxdy = A

gösterilmek istenen elde edilir. Diğer bir taraftan, 0 < λ < 1 için ispat benzer şekildedir.

Lemma 2.2, (C, 1, 1) ortalamalarının sonlu bir değere yakınsak olmasının, hare-

ketli Cesàro ortalamalarının da aynı değere yakınsak olması gerektirdiğini gösterir.

İlk olarak, f fonksiyonunun reel değerler aldığı durumu göz önünde bulunduralım.

Teorem 2.3’de, (C, 1, 1) toplanabilirliğinden elde edilen yakınsaklık için gerek ve yeter

tek taraflı Tauber tipi koşullar verilecektir.

Teorem 2.3 (Móricz, 2000) f ∈ L1
loc(R2

+) reel değerli bir fonksiyon olmak üzere

(22) integrali A sonlu sayısına (C, 1, 1) toplanabilir olsun. O halde (23) koşulunun
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sağlanması için gerek ve yeter koşul,

sup
λ>1

lim inf
u,v→∞

1

(λu− u)(λv − v)

∫ λu

u

∫ λv

v
[s(x, y)− s(u, v)]dxdy ≥ 0 (36)

ve

sup
0<λ<1

lim inf
u,v→∞

1

(u− λu)(v − λv)

∫ u

λu

∫ v

λv
[s(u, v)− s(x, y)]dxdy ≥ 0 (37)

koşullarının sağlanmasıdır.

Benzer şekilde, (36) ve (37) koşulları sağlanırsa sırasıyla her λ > 1 için

lim
u,v→∞

1

(λu− u)(λv − v)

∫ λu

u

∫ λv

v
[s(u, v)− s(x, y)]dxdy = 0 (38)

ve her 0 < λ < 1 için

lim
u,v→∞

1

(u− λu)(v − λv)

∫ u

λu

∫ v

λv
[s(x, y)− s(u, v)]dxdy = 0 (39)

daha güçlü koşulları elde edilir.

İspat.(Gerek Koşul). (21) ve (23) koşullarının sağlandığını kabul edelim. Lemma

2.2’den,

lim
u,v→∞

1

(λu− u)(λv − v)

∫ λu

u

∫ λv

v
[s(x, y)− s(u, v)]dxdy

= lim
u,v→∞

1

(λu− u)(λv − v)

∫ λu

u

∫ λv

v
s(x, y)dxdy

− lim
u,v→∞

s(u, v)

= A−A = 0

elde edilir. Bu, λ > 1 için (38) ve 0 < λ < 1 için (39) koşulunu ispatlar.

(Yeter Koşul). (21), (36) ve (37) koşullarının sağlandığını kabul edelim. Aynı zamanda

(23) koşulunun sağlandığı ispatlanmalıdır. ε > 0 olsun. O halde (36) eşitliğinden öyle

λ1 > 1 vardır ki

lim inf
u,v→∞

1

(λ1u− u)(λ1v − v)

∫ λ1u

u

∫ λ1v

v
[s(u, v)− s(x, y)]dxdy ≥ −ε (40)

ve (37) eşitliğinden öyle 0 < λ2 < 1 vardır ki

lim inf
u,v→∞

1

(u− λ2u)(v − λ2v)

∫ u

λ2u

∫ v

λ2v
[s(u, v)− s(x, y)]dxdy ≥ −ε (41)

elde edilir. (21) ve Lemma 2.2’den, her λ > 1 için,

lim inf
u,v→∞

1

(λu− u)(λv − v)

∫ λu

u

∫ λv

v
[s(x, y)− s(u, v)]dxdy = A− lim sup

u,v→∞
s(u, v);
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her 0 < λ < 1 için

lim inf
u,v→∞

1

(u− λu)(v − λv)

∫ u

λu

∫ v

λv
[s(u, v)− s(x, y)]dxdy = lim inf

u,v→∞
s(u, v)−A

elde edilir. Böylece

A− ε ≤ lim inf
u,v→∞

s(u, v) ≤ lim sup
u,v→∞

s(u, v) ≤ A+ ε.

elde edilir. ε > 0 keyfi küçük olduğundan dolayı (23) eşitliği sağlanır.

Sonuç 2.5 (Móricz, 2000) (36) ve (37) koşullarının simetrik eşleri aşağıda verilmiştir:

inf
λ>1

lim sup
u,v→∞

1

(λu− u)(λv − v)

∫ λu

u

∫ λv

v
[s(x, y)− s(u, v)]dxdy ≤ 0 (42)

ve

inf
0<λ<1

lim sup
u,v→∞

1

(u− λu)(v − λv)

∫ u

λu

∫ v

λv
[s(u, v)− s(x, y)]dxdy ≤ 0. (43)

Yani, Teorem 2.3’de (36) ve (37) koşulları yerine sırasıyla (42) ve (43) koşulları

yazılabilir.

Sonuç 2.6 (Móricz, 2000) f ∈ L1
loc(R2

+) reel değerli bir fonksiyon olmak üzere (22)

integrali A sonlu sayısına (C, 1, 1) toplanabilir ve s(u, v) fonksiyonu herbir değişken için

yavaş azalan ise o halde (23) elde edilir.

İspat. Özel olarak (24) koşulu sağlansın. Eğer (26) koşulu varsa (24) koşulu da vardır.

İlk olarak s(u, v)’nin tanımından,

s(x, v)− s(u, v) =

∫ x

0

∫ v

0
f(a, b)dadb−

∫ u

0

∫ v

0
f(a, b)dadb

=

∫ x

u

∫ v

0
f(a, b)dadb

s(x, v)− s(u, v) ≥ −
∫ x

u

H

a
da = −H ln

x

u
(44)

elde edilir. (24) koşulunu elde etmek için (44) eşitliğinde u ≤ x ≤ λu iken her iki tarafın

minimumu alınırsa,

min
u≤x≤λu

[s(x, v)− s(u, v)] ≥ min
u≤x≤λu

−H ln(
x

u
) = −H lnλ

elde edilir. Son eşitlikte u, v →∞ iken her iki tarafın alt limiti alınırsa

lim inf
u,v→∞

min
u≤x≤λu

[s(x, v)− s(u, v)] ≥ −H lnλ
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elde edilir. Sağ taraftaki terim u, v den bağımsız olduğundan dolayı aynı kalır. Elde

edilen son eşitlikte λ→ 1 + 0 iken her iki tarafın limitine geçilirse

lim
λ→1+0

lim inf
u,v→∞

min
u≤x≤λu

[s(x, v)− s(u, v)] ≥ 0

elde edilir. Yani (24) koşulu sağlanır. İspatın benzeri (27) ⇒ (25) gerektirmesi içinde

yapılır. ut

İkinci olarak, f fonksiyonunun kompleks değerli kabul edildiği genel durumu

göz önünde bulunduralım. Teorem 2.4’de, (C, 1, 1) toplanabilirliğinden elde edilen

yakınsaklık için gerek ve yeter çift taraflı Tauber tipi koşullar verilecektir.

Teorem 2.4 (Móricz, 2000) f ∈ L1
loc(R2

+) kompleks değerli bir fonksiyon olmak üzere

(22) integrali A sonlu sayısına (C, 1, 1) toplanabilir olsun. O halde (23) koşulunun

sağlanması için gerek ve yeter koşul:

(Her λ > 1 için (38) koşulunu ve 0 < λ < 1 için (39) koşulunu elde ettiğimiz durumda):

inf
0<λ<∞
λ 6=1

lim sup
u,v→∞

∣∣∣∣ 1

(λu− u)(λv − v)

∫ λu

u

∫ λv

v
[s(x, y)− s(u, v)]dxdy

∣∣∣∣ = 0 (45)

İspat. Bu Teoremin ispatı Teorem 2.3 ile benzer şekilde verilebilir.

Sonuç 2.7 (Móricz, 2000) f ∈ L1
loc(R2

+) kompleks değerli bir fonksiyon olmak üzere

(22) integrali A sonlu sayısına (C, 1, 1) toplanabilir olsun. Eğer (30) koşulu sağlanırsa,

o halde u, v →∞ iken s(u, v) fonksiyonu A sonlu sayısına yakınsar.

2.2.3 R2
+ Üzerinde İki Katlı İntegrallerin (C, 1, 0) Toplanabilirliği

Tanım 2.9 (Móricz, 2000) f ∈ L1
loc(R2

+) kompleks değerli fonksiyonu olsun.

σ10(u, v) =
1

u

∫ u

0
s(w, v)dw =

∫ u

0

∫ v

0

(
1− x

u

)
f(x, y)dxdy u, v > 0

şeklinde tanımlayalım. Eğer

lim
u,v→∞

σ10(u, v) = A

ise (21) integraline A sonlu sayısına (C, 1, 0) toplanabilir denir.

(C, 1, 1) toplanabilirliğe benzer şekilde, R2
+ üzerinde iki katlı integrallerin (C, 1, 0)

toplanabilirliği teorisi geliştirilebilir. Benzerlikten dolayı ispatlar olmadan, kabaca bazı
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teorem ve sonuçları verelim.

İlk olarak, reel durum göz önünde bulunduralım. Teorem 2.5’de (C, 1, 0) toplana-

bilirliğinden elde edilen yakınsaklık için gerek ve yeter tek taraflı Tauber tipi koşullar

verilecektir.

Teorem 2.5 (Móricz, 2000) f ∈ L1
loc(R2

+) reel değerli bir fonksiyon olmak üzere

(22) integrali A sonlu sayısına (C, 1, 0) toplanabilir olsun. O halde (23) koşulunun

sağlanması için gerek ve yeter koşul

sup
λ>1

lim inf
u,v→∞

1

λu− u

∫ λu

u
[s(x, v)− s(u, v)]dx ≥ 0 (46)

ve

sup
0<λ<1

lim inf
u,v→∞

1

u− λu

∫ u

λu
[s(u, v)− s(x, v)]dx ≥ 0 (47)

koşullarının sağlanmasıdır.

Eğer (46) ve (47) koşulları sağlanırsa daha güçlü olarak, sırasıyla her λ > 1 için

lim
u,v→∞

1

λu− u

∫ λu

u
[s(x, v)− s(u, v)]dx = 0

ve her 0 < λ < 1 için

lim
u,v→∞

1

u− λu

∫ u

λu
[s(u, v)− s(x, v)]dx = 0

koşulları elde edilir.

Sonuç 2.8 (Móricz, 2000) f ∈ L1
loc(R2

+) reel değerli bir fonksiyon olmak üzere (22)

integrali A sonlu sayısına (C, 1, 0) toplanabilir ve s(u, v) fonksiyonu u ya göre yavaş

azalan ise o halde (23) eşitliği elde edilir.

Sonuç 2.9 (Móricz, 2000) f ∈ L1
loc(R2

+) reel değerli bir fonksiyon olmak üzere (22)

integrali A sonlu sayısına (C, 1, 0) toplanabilir ve (26) koşulu sağlanır ise o halde (23)

eşitliği elde edilir.

İkinci olarak, kompleks durumu göz önüne alalım. Teorem 2.6’da, (22) integralinin

(C, 1, 0) toplanabilirliğinden yakınsaklığın elde edilmesi için gerek ve yeter çift taraflı

Tauber tipi koşullar verilecektir.
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Teorem 2.6 (Móricz, 2000) f ∈ L1
loc(R2

+) kompleks değerli bir fonksiyon olmak üzere

(22) integrali A sonlu sayısına (C, 1, 0) toplanabilir olsun. O halde (23) koşulunun

sağlanması için gerek ve yeter koşul: (Her λ > 1 için (46) ve her 0 < λ < 1 için

(47) nin sağlandığı durumda)

inf
0<λ<∞
λ 6=1

lim sup
u,v→∞

∣∣∣∣ 1

λu− u

∫ λu

u
[s(x, v)− s(u, v)]dx

∣∣∣∣ = 0.

Sonuç 2.10 (Móricz, 2000) f ∈ L1
loc(R2

+) kompleks değerli bir fonksiyon olmak üzere

(22) integrali A sonlu sayısına (C, 1, 0) toplanabilir ve (30) koşulu sağlanır ise o halde

(23) eşitliği elde edilir.

Sonuç 2.11 (Móricz, 2000) f ∈ L1
loc(R2

+) kompleks değerli bir fonksiyon olmak üzere

(22) integrali A sonlu sayısına (C, 1, 0) toplanabilir ve (32) koşulu sağlanır ise o halde

(23) eşitliği elde edilir.

Teorem 2.5 ve Teorem 2.6’nın ispatları Lemma 2.2’nin kısmi eşi olan aşağıdaki yardımcı

teoreme dayanır.

Lemma 2.3 (Móricz, 2000) (22) integrali A sonlu sayısına (C, 1, 0) toplanabilir ise o

halde λ 6= 1 ve her 0 < λ <∞ için

lim
u,v→∞

1

λu− u

∫ λu

u
s(x, v)dx = A

elde edilir.

Uyarı 2.1. (Móricz, 2000) (C, 1, 0) toplanabilirliğine benzer şekilde, (22) integralinin

(C, 0, 1) toplanabilirliği,

σ01(u, v) =
1

v

∫ v

0
s(u, z)dz =

∫ u

0

∫ v

0

(
1− y

v

)
f(x, y)dxdy, u, v > 0

ile tanımlanmak üzere;

lim
u,v→∞

σ01(u, v) = A

şeklinde ifade edilir.

Teorem 2.5, Teorem 2.6 ve Sonuç 2.7 - Sonuç 2.11’in herbiri (22) integralinin

(C, 1, 0) toplanabilirliği yerine (C, 0, 1) toplanabilirliği göz önüne alınarak tekrar ifade

edilebilir.
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3 İKİ DEĞİŞKENLİ FONKSİYONLAR İÇİN

CESÀRO TOPLANABİLİRLİK

Bu bölümde ilk olarak, R2
+ üzerinde tanımlı sürekli F (T, S) fonksiyonu için α >

−1 ve β > −1 olmak üzere (C,α, β) toplanabilirliğinden bahsedilecektir. Daha sonra bu

fonksiyon üzerine bazı koşullar koyarak (C,α, β) toplanabilme metodu için bazı Tauber

tipi teoremler verilecektir.

3.1 (C, α) Toplanabilirlik

f(t), [0,∞) aralığında sürekli bir fonksiyon olsun. Her α > −1 için eğer

lim
T→∞

∫ T

0

(
1− t

T

)α
f(t)dt = L

ise ∫ ∞
0

f(t)dt

genelleştirilmiş integraline L sonlu sayısına (C,α) integrallenebilirdir denir.

−1 < α < β olmak üzere (C,α) integrallenebilme (C, β) integrallenebilmeyi

gerektirir. Bu gerektirme toplanabilme teorisinde klasik bir sonuçtur. Bu gerektirmenin

tersi

∫ ∞
0

f(t)dt genelleştirilmiş integralinin (C, β) integrallenebilirliği üzerine bazı

uygun koşullar eklenerek doğru olabilir. Genelleştirilmiş integralin (C,α) integralle-

nebilirliğinden, genelleştirilmiş integralin yakınsaklığını elde etmek için gerekli Tauber

koşullarını belirten herhangi bir teoreme Tauber tipi teorem denir.

3.2 (C, α, β) Toplanabilirlik

Tanım 3.1 (Totur ve Çanak, 2018) f(T, S) , R2
+ = [0,∞) × [0,∞) üzerinde tanımlı

sürekli bir fonksiyon olsun.

F (T, S) =

∫ T

0

∫ S

0
f(t, s)dtds (48)

ile sürekli bir fonksiyonun iki katlı integralini; α > −1 ve β > −1 olmak üzere

σα,β(T, S) =

∫ T

0

∫ S

0

(
1− t

T

)α (
1− s

S

)β
f(t, s)dtds
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ile sürekli fonksiyonun (C,α, β) ortalamasını gösterelim. Eğer

lim
T,S→∞

σα,β(T, S) (49)

limiti sonlu bir L sayısı ise o halde∫ ∞
0

∫ ∞
0

f(t, s)dtds (50)

genelleştirilmiş integraline L sonlu sayısına (C,α, β) integrallenebilir denir.

(C, 0, 0) integrallenebilirlik (50) genelleştirilmiş integralinin adi yakınsaklığıdır.

Burada α > −1 ve β > −1 olmak üzere (50) integralinin (C,α, β) integrallenebi-

lirliği her h ≥ 0 ve k ≥ 0 için (50) integralinin (C,α + h, β + k) integrallenebilirliğini

gerektirir. Bu sonuca benzer olarak eğer (50) integrali, L sonlu sayısına yakınsak ise o

halde her h ≥ 0 ve k ≥ 0 için (50) integrali, L’ye (C, h, k) integrallenebilirdir. Fakat bu

gerektirmenin tersi bazı koşullar altında doğru olabilir.

Aşağıdaki teorem α > −1 ve β > −1 olmak üzere (50) integralinin h ≥ 0 ve k ≥ 0

için (C,α, β) integrallenebilmenin (C,α+ h, β + k) integrallenebilmesini gerektirdiğini

göstermektedir.

Teorem 3.1 (Totur ve Çanak, 2018) α > −1 ve β > −1 olmak üzere (50)

integrali L sonlu sayısına (C,α, β) integrallenebilir ve F (T, S) fonksiyonunun (C,α, β)

integrallenebilirliği sınırlı ise o halde her h ≥ 0 ve k ≥ 0 için L sonlu sayısına

(C,α+ h, β + k) integrallenebilirdir.

İspat. B ile Beta fonksiyonu gösterilmek üzere,

B(x, y) =

∫ 1

0
tx−1(1− t)y−1dt x > 0, y > 0

şeklinde tanımlansın.

ϕ(t, s;T, S) =
1

B(α+ 1, h)

1

B(β + 1, k)

1

T

(
t

T

)α(
1− t

T

)h−1 1

S

( s
S

)β (
1− s

S

)k−1
(51)

olmak üzere ∫ T

0

∫ S

0
ϕ(t, s;T, S)σα,β(T, S)dtds (52)

integralini göz önünde bulunduralım.

u =
t

T
, v =

s

S
alarak ve Beta fonksiyonunun tanımından∫ T

0

∫ S

0
ϕ(t, s;T, S)dtds = 1 (53)
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elde edilir. Şimdi

lim
T,S→∞

∫ T

0

∫ S

0
ϕ(t, s;T, S)σα,β(T, S)dtds = L (54)

eşitliği ispatlanmalıdır. Hipotezden

lim
T,S→∞

σα,β(T, S) = L (55)

olduğundan dolayı verilen her ε > 0 için öyle bir Tε değeri vardır ki

|σα,β(T, S)− L| < ε, T ≥ Tε, S ≥ Sε (56)

yazılır. (53) eşitliği ile∫ T

0

∫ S

0
ϕ(t, s;T, S)σα,β(T, S)dtds−L =

∫ T

0

∫ S

0
ϕ(t, s;T, S)[σα,β(T, S)−L]dtds (57)

eşitliği elde edilir. (54) eşitliğini ispatlamak için yeterince büyük T ve S için∣∣∣∣∫ T

0

∫ S

0
ϕ(t, s;T, S)σα,β(T, S)dtds− L

∣∣∣∣ < 4ε (58)

olduğunu göstermek yeterlidir.

σα,β(T, S) fonksiyonu R2
+ de sınırlıdır. Yani her sabit K için

|σα,β(T, S)− L| < K 0 ≤ T, S ≤ ∞

(53) eşitliği ve (56) koşulunu kullanarak, (57) eşitliği ile∣∣∣∣∫ T

0

∫ S

0
ϕ(t, s;T, S)[σα,β(T, S)dtds− L]dtds

∣∣∣∣
≤

∫ Tε

0

∫ Sε

0
ϕ(t, s;T, S)|σα,β(T, S)dtds− L|dtds

+

∫ Tε

0

∫ S

Sε

ϕ(t, s;T, S)|σα,β(T, S)dtds− L|dtds

+

∫ T

Tε

∫ Sε

0
ϕ(t, s;T, S)|σα,β(T, S)dtds− L|dtds

+ ε

∫ T

Tε

∫ S

Sε

ϕ(t, s;T, S)dtds

≤ K

∫ Tε

0

∫ Sε

0
ϕ(t, s;T, S)dtds+K

∫ Tε

0

∫ S

Sε

ϕ(t, s;T, S)dtds

+ K

∫ T

Tε

∫ Sε

0
ϕ(t, s;T, S)dtds+ ε

∫ T

Tε

∫ S

Sε

ϕ(t, s;T, S)dtds

= K

∫ Tε

0

∫ Sε

0
ϕ(t, s;T, S)dtds+K

∫ Tε

0

∫ S

Sε

ϕ(t, s;T, S)dtds

+ K

∫ T

Tε

∫ Sε

0
ϕ(t, s;T, S)dtds+ ε
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u =
t

T
, v =

s

S
alınırsa, herhangi Tε ve Sε sabiti için T, S →∞ iken

∫ Tε

0

∫ Sε

0
ϕ(t, s;T, S)dtds =

1

B(α+ 1, h)

∫ Tε

0

1

T

(
t

T

)α(
1− t

T

)h−1
dt

× 1

B(β + 1, k)

∫ Sε

0

1

S

( s
S

)β (
1− s

S

)k−1
ds

=
1

B(α+ 1, h)

∫ Tε/T

0
uα(1− u)h−1du

× 1

B(β + 1, k)

∫ Sε/S

0
vβ(1− v)k−1dv

integrali sıfıra yakınsar. Böylece bazı T̂ 1
ε ve Ŝ1

ε vardır öyle ki

K

∫ Tε

0

∫ Sε

0
ϕ(t, s;T, S)dtds < ε, T ≥ T̂ 1

ε , S ≥ Ŝ1
ε .

u =
t

T
, v =

s

S
alınırsa, herhangi Tε ve Sε sabiti için T, S →∞ iken

∫ Tε

0

∫ S

Sε

ϕ(t, s;T, S)dtds =
1

B(α+ 1, h)

∫ Tε

0

1

T

(
t

T

)α(
1− t

T

)h−1
dt

× 1

B(β + 1, k)

∫ S

Sε

1

S

( s
S

)β (
1− s

S

)k−1
ds

=
1

B(α+ 1, h)

∫ TεT

0
uα(1− u)h−1du

× 1

B(β + 1, k)

∫ 1

SεS
vβ(1− v)k−1dv

integralinin sıfıra yakınsadığını elde ederiz. (S → ∞ iken
1

B(β + 1, k)

∫ 1

Sε/S
vβ(1 −

v)k−1dv ifadesinin 1 yakınsadığını not edelim.) Böylece bazı T̂ 2
ε ve Ŝ2

ε vardır öyle ki

K

∫ Tε

0

∫ S

Sε

ϕ(t, s;T, S)dtds < ε, T ≥ T̂ 2
ε , S ≥ Ŝ2

ε .

Benzer şekilde herhangi Tε ve Sε sabiti için T, S →∞ iken∫ T

Tε

∫ Sε

0
ϕ(t, s;T, S)dtds

integrali 0 a yakınsar. (S → ∞ iken
1

B(α+ 1, h)

∫ 1

Tε/T
uα(1 − u)h−1du ifadesinin 1 e

yakınsadığını not edelim.) Böylece bazı T̂ 3
ε ve Ŝ3

ε vardır öyle ki

K

∫ T

Tε

∫ Sε

0
ϕ(t, s;T, S)dtds < ε, T ≥ T̂ 3

ε , S ≥ Ŝ3
ε .

Böylece T ≥ max(T̂ε, T̂
1
ε , T̂

2
ε , T̂

3
ε ) , S ≥ max(Ŝε, Ŝ

1
ε , Ŝ

2
ε , Ŝ

3
ε ) için (58) eşitsizliği

elde edilir ve bu, (54) eşitliğini ispatlar.

I(u, v;T, S) =

∫ T

u

∫ S

v
ϕ(t, s;T, S)

(
1− u

t

)α (
1− v

s

)β
dtds
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olmak üzere∫ T

0

∫ S

0
ϕ(t, s;T, S)σα,β(t, s)dtds

=

∫ T

0

∫ S

0
ϕ(t, s;T, S)

(∫ t

0

∫ s

0

(
1− u

t

)α (
1− v

s

)β
f(u, v)dudv

)
dtds

=

∫ T

0

∫ S

0
f(u, v)

(∫ T

u

∫ S

v
ϕ(t, s;T, S)

(
1− u

t

)α (
1− v

s

)β
dtds

)
dudv

=

∫ T

0

∫ S

0
f(u, v)I(u, v;T, S)dudv

elde edilir. Burada I(u, v;T, S) ifadesi

I1(u, T ) =
1

B(α+ 1, h)

(
1

T

)α+1 ∫ T

u

(
1− t

T

)h−1
(t− u)αdt

ve

I2(v, S) =
1

B(β + 1, k)

(
1

S

)β+1 ∫ S

v

(
1− s

S

)k−1
(s− v)βds

olmak üzere

I(u, v;T, S) =

∫ T

u

∫ S

v
ϕ(t, s;T, S)

(
1− u

t

)α (
1− v

s

)β
dtds

=

(
1

B(α+ 1, h)

∫ T

u

1

T

(
t

T

)α(
1− t

T

)h−1 (
1− u

t

)α
dt

)

×
(

1

B(β + 1, k)

∫ S

v

1

S

( s
S

)β (
1− s

S

)k−1 (
1− v

s

)β
ds

)
=

(
1

B(α+ 1, h)

(
1

T

)α+1 ∫ T

u

(
1− t

T

)h−1
(t− u)αdt

)

×

(
1

B(β + 1, k)

(
1

S

)β+1 ∫ S

v

(
1− s

S

)k−1
(s− v)βds

)
= I1(u, T )I2(v, S)

şeklinde yazılır. I1(u, T ) denkleminde t = T − (T − u)x yerine yazarak

I1(u, T ) =
1

B(α+ 1, h)

(
1

T

)α+1 ∫ T

0

(
1−

(
T − (T − u)x

T

))h−1
(T − (T − u)x− u)αdt

=
1

B(α+ 1, h)

(
1

T

)α+1 ∫ T

0

(
1−

(
1− x+

ux

T

))h−1
(T − Tx+ ux− u)αdt

=
1

B(α+ 1, h)

(
1

T

)α+1 ∫ T

0
xh−1

(
1− u

T

)h−1
(T − u)α(1− x)αdt

=
1

B(α+ 1, h)

1

Tα+1

∫ T

0
xh−1

(
1− u

T

)h−1 (
1− u

T

)α+1
Tα+1(1− x)αdt

=
(

1− u

T

)α+h 1

B(α+ 1, h)

∫ 1

0
xh−1(1− x)αdx

=
(

1− u

T

)α+h
elde edilir ve benzer şekilde

I2(v, S) =
(

1− v

S

)β+k
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elde edilir. Bu∫ T

0

∫ S

0
ϕ(t, s;T, S)σα,β(t, s)dtds =

∫ T

0

∫ S

0

(
1− u

T

)α+h (
1− v

S

)β+k
f(u, v)dudv

= σα+h,β+k(T, S)

olduğunu gösterir. Bu, Teorem 3.1’in ispatını tamamlar. ut

3.2.1 α = 1, β = 0 yada α = 0, β = 1 Durumu

(C, 1, 1) integrallenebilmeye benzer şekilde (C, 1, 0) veya (C, 0, 1) integrallenebi-

lirliğin teorisi ispatlanabilir. Çünkü bu teori, tek değişkenli fonksiyonların integrallene-

bilirliği teorisine benzerdir. Şimdi bazı tanımları ve ispatları olmaksızın bazı teoremleri

verelim.

Tanım 3.2 (Totur ve Çanak, 2018) f(T, S), R2
+ üzerinde sürekli bir fonksiyon ve

F (T, S), (48)’deki gibi tanımlansın. (48)’in (C, 1, 0) ve (C, 0, 1) ortalamaları sırasıyla

σ1,0(T, S) =

∫ T

0

∫ S

0

(
1− t

T

)
f(t, s)dtds (59)

ve

σ0,1(T, S) =

∫ T

0

∫ S

0

(
1− s

S

)
f(t, s)dtds (60)

ile tanımlanır. Eğer

lim
T,S→∞

σ1,0(T, S) (61)

ve

lim
T,S→∞

σ0,1(T, S) (62)

var ve sonlu ise (50) integrali R2
+ üzerinde sırasıyla (C, 1, 0) ve (C, 0, 1) integrallenebilir

denir.

(C, 1, 0) ve (C, 0, 1) toplanabilme metotları regülerdir. Yani, (50) integrali L sonlu

sayısına yakınsak ise o halde (50) integrali, L’ye hem (C, 1, 0) hem de (C, 0, 1)

integrallenebilirdir.

Teorem 3.2 (Totur ve Çanak, 2018) (50) integrali L sonlu sayısına (C, 1, 0) integral-

lenebilir ve

T

∫ S

0
f(T, s)ds = O(1)

koşulu sağlanıyor ise o halde (50) integrali aynı L değerine yakınsar.
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Teorem 3.3 (Totur ve Çanak, 2018) (50) integrali L sonlu sayısına (C, 0, 1) integral-

lenebilir ve

S

∫ T

0
f(t, S)dt = O(1)

koşulu sağlanıyor ise o halde (50) integrali aynı L değerine yakınsar.

3.2.2 α = 1, β = 1 Durumu

Tanım 3.3 (Totur ve Çanak, 2018) f(T, S), R2
+ üzerinde sürekli bir fonksiyon olsun.

Eğer

lim
T,S→∞

∫ T

0

∫ S

0

(
1− t

T

)(
1− s

S

)
f(t, s)dtds (63)

limiti var ve sonlu ise (50) integraline R2
+ üzerinde (C, 1, 1) integrallenebilir denir.

Teorem 3.1’in sonucu olarak sıradaki sonuç elde edilir.

Sonuç 3.1 (Totur ve Çanak, 2018) (50) integrali L sonlu sayısına yakınsak ise o halde

(50) integrali aynı L değerine (C, 1, 1) integrallenebilirdir.

İspat. Teorem 3.1’de α = β = 0 ve h = k = 1 alınarak elde edildiği açıktır. ut

Sonuç 3.1’in tersinin genellikle doğru olmadığı aşağıdaki örnekler ile gösterilebilir.

Örnek 3.1 (Totur ve Çanak, 2018)

∫ ∞
0

∫ ∞
0

cos t cos sdtds integralini alalım.

Bu integral yakınsak değildir, fakat sıfıra (C, 1, 1) toplanabilirdir:

(63) limitinden T, S →∞ iken∫ T

0

∫ S

0

(
1− t

T

)(
1− s

S

)
cos t cos sdtds

=

∫ T

0

(
1− t

T

)
cos tdt

∫ S

0

(
1− s

S

)
cos sds

=

∫ T

0
cos tdt− 1

T

∫ T

0
t cos tdt

×
∫ S

0
cos sds− 1

S

∫ S

0
s cos sds

= sinT − 1

T
[T sinT − (− cosT + 1)]

× sinS − 1

S
[S sinS − (− cosS + 1)]

=
(1− cosT )(1− cosS)

TS
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ifadesinin sıfıra yakınsadığı elde edilir.

Örnek 3.2 (Totur ve Çanak, 2018)

∫ ∞
0

∫ ∞
0

sin t sin sdtds integralini alalım.

Bu integral yakınsak değildir, fakat bire (C, 1, 1) toplanabilirdir:

(63) limitinden T, S →∞ iken∫ T

0

∫ S

0

(
1− t

T

)(
1− s

S

)
sin t sin sdtds

=

∫ T

0

(
1− t

T

)
sin tdt

∫ S

0

(
1− s

S

)
sin sds

=

∫ T

0
sin tdt− 1

T

∫ T

0
t sin tdt

×
∫ S

0
sin sds− 1

S

∫ S

0
s sin sds

= − cosT + 1− 1

T
[−T cosT + sinT ]

× − cosS + 1− 1

S
[−S cosS + sinS]

=
(T − sinT )(S − sinS)

TS

ifadesinin bire yakınsadığı elde edilir.

Teorem 3.4 (Totur ve Çanak, 2018) (50) integrali L sonlu sayısına (C, 1, 1) integral-

lenebilir ve

T

∫ S

0
f(T, s)ds = O(1) (64)

ve

S

∫ T

0
f(t, S)dt = O(1) (65)

koşulları sağlanıyor ise (50) integrali aynı L değerine yakınsar.

İspat. (50) integrali L sonlu sayısına (C, 1, 1) integrallenebilir olsun yani,

G(T, S) =

∫ T

0

∫ S

0

(
1− t

T

)(
1− s

S

)
f(t, s)dtds→ L, T, S →∞ (66)

G(T, S) yi;

G1(T, S) =

∫ T

0

∫ S

0

(
1− t

T

)
f(t, s)dtds (67)

olmak üzere

G(T, S) =

∫ T

0

(
1− s

S

) ∂

∂t
G1(T, s)dt (68)
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şeklinde tekrar yazılır.

(66), (67) ve (68) eşitliğinden
∂

∂S
G1(T, S)’nin L sonlu sayısına (C, 0, 1) integral-

lenebilir olduğu elde edilir.

(66) eşitliğinden

H1(T, S) =
1

S

∫ S

0
s
∂

∂S
G1(T, s)dt (69)

olmak üzere

G(T, S) = G1(T, S)−H1(T, S) (70)

elde edilir.

T, S →∞ iken H1(T, S)→ 0 olduğu gösterilmelidir.

(68) eşitliğinden,

∂

∂S
G(T, S) =

1

S2

∫ S

0
s
∂

∂S
G1(T, s)ds =

H1(T, S)

T
(71)

elde edilir. Aynı zamanda S = ev yer değiştirmesi ve R(T, v) = H1(T, e
v) eşitliğini

kullanarak,

∫ S2

S1

∂

∂S
G(T, S)dS = G(T, S2)−G(T, S1)

=

∫ S2

S1

H1(T, S)

S
dS

=

∫ logS2

logS1

H1(T, e
v)dv

=

∫ logS2

logS1

R(T, v)dv

elde edilir. Şimdi lim
v→∞

R(T, v) = 0 olduğu gösterilmelidir. Basit bir hesaplama ile

∂

∂v
R(T, v) = ev

∂

∂v
H1(T, e

v) = S
∂

∂S
H1(T, S) (72)

elde edilir.

(69) eşitliğinden,

SH1(T, S) =

∫ S

0
s
∂

∂s
G1(T, s)ds (73)

elde edilir. (73) eşitliğinin her iki tarafının T ’ye göre diferansiyeli alınırsa,

H1(T, S) + S
∂

∂S
H1(T, S) = S

∂

∂S
G1(T, S) (74)

elde edilir.

(65) eşitliğinin her iki tarafının (C, 1, 0) ortalaması alınarak; (72) eşitliğinden

S
∂

∂S
H1(T, S) = O(1) (75)
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olduğunu gerektiren

S
∂

∂S
G1(T, S) = O(1) (76)

eşitliği elde edilir.

Teorem 3.2’nin adımları ile T, S → ∞ iken H1(T, S) → 0 olduğu kolayca elde

edilir. (66) ve (70) eşitliklerinden T, S →∞ iken G1(T, S)→ L olduğu elde edilir.

T, S → ∞ iken G1(T, S) → L ve (64) koşulundan dolayı Teorem 3.2’den

lim
T,S→∞

F (T, S) = L elde edilir. ut
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Totur, Ü. and Çanak, İ., 2012, Alternative proofs of some classical type Tauberian
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Totur, Ü. and Çanak, İ., 2017, Tauberian conditions for the (C,α) integrability

of functions, Positivity, 21:73–83pp.
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35100, Bornova, İzmir
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