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OZET

CESARO TOPLANABILIR
IKI KATLI INTEGRALLER ICIN
TAUBER TIPI KOSULLAR

KAMBAK, Cagla

Yiiksek Lisans Tezi, Uygulamali Matematik Anabilim Dali
Tez Damgmani : Prof. Dr. Ibrahim CANAK
Aralik 2018, 31 sayfa

Bu calisma esas olarak ii¢ boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, kisaca toplanabilme metotlar: ve Tauber teorisinin tarihsel
geligim stirecinden bahsedilerek, tek kath ve iki kath integrallerde Cesaro toplana-
bilme alaninda yapilan calismalar 6zetlenecektir. Aym zamanda tezde yapilacak
calismalar hakkinda bilgi verilecektir.

Ikinci boliimde, ilk olarak tek katl integrallerin Cesaro toplanabilirligi
hakkinda temel bilgiler verilecektir. Ardindan iki kath integrallerin Cesaro
toplanabilirligi i¢in baz1 temel tanim ve ifadeler verilerek (C,1,1) toplanabilme
metodu i¢in Tauber tipi kogullar ispatlanacaktir.

Uciineii boliimde, iki degiskenli fonksiyonlar icin Cesaro toplanabilme
kavrami tanmitilacak ve daha sonra bu kavram kullanilarak Tauber tipi kogullar

ispatlanacaktir.

Anahtar Sézciikler: Iki kath integraller, Cesaro toplanabilme metodu, (C,1,1),
(C,1,0) ve (C,0,1) toplanabilme, Tauber tipi teoremler, yavag azalan fonksiyon-

lar, yavag artan fonksiyonlar, yavas salinimli fonksiyonlar.
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ABSTRACT

TAUBERIAN CONDITIONS FOR CESARO
SUMMABLE DOUBLE INTEGRALS

KAMBAK, Cagla

MSc in Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Ibrahim CANAK
December 2018, 31 pages

This thesis essentially consists of three chapters.

In the first chapter, briefly, summability methods and the historical
developments of Tauberian theory will be mentioned and studies on the subject
of Cesaro summability for single and double integrals will be summarized. Also,
there will be given information about the studies which will be done in the thesis.

In the second chapter, firstly there will be given some basic information
about the Cesaro summability of single integrals. And then, for the Cesaro
summability of double integrals, some definitions and notations will be given
and Tauberian conditions will be proved for (C, 1, 1) summability methods.

In the third chapter, the concept of Cesaro summability for two variable
functions will be presented and moreover Tauberian conditions will be proved by

using this concept.

Key Words: Double integrals, Cesaro mean method of summability, (C,1,1),
(C,1,0) ve (C,0,1) summability, Tauberian type theorems, slowly decreasing
function, slowly increasing function, slowly oscillating function. generator sequ-

ences.
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1 GIRIS

Toplanabilme teorisi, genellesgtirilmis anlamda yakinsak dizilerin dav-
raniglart hakkinda bilgi saglayarak, giiniimiize kadar ulagmig ve bunun yam
sira toplanabilme metotlar1 tizerine bircok caligma yapilmigtir. Toplanabilme
metotlari, iraksak bazi sonsuz serileri toplamak ya da yakinsak serilerin yakinsama
hizin1 arttirmak icin tamimlanmiglardir. Bu kapsamda bircok toplanabilme me-
todu tanimlanmig ve aralarindaki iligkiler incelenmistir. Bu toplanabilme metot-
larina 6rnek olarak, Abel, Cesaro, Norlund, Holder ve agirlikli ortalama metodu
verilebilir.

Yakinsak olan her dizi regiiler bir toplanabilme metoduyla yakinsadig
degere toplanabilirdir. Ancak regiiler metot tarafindan toplanabildigi degere
yakinsak olmak zorunda degildir. Bu ters durumun gergeklesmesi i¢in uygun
baz1 kogullara ihtiya¢ duyulur. Klasik Tauber teorisi, bir toplanabilme metodu
tarafindan toplanan dizinin yakinsakliginin elde edilmesi icin gerekli olan bu
kosullar1 bulmak tizerine kurulmustur. Tlk olarak bu tipteki kogullar (1897) yilinda
Alfred Tauber tarafindan verilmistir. Bundan dolay1 yakinsaklik icin gereken
kosullara Tauber tipi kogul ve bu tip kogullar1 kapsayan teoremlere de Tauber tipi
teoremler denilmistir. A. Tauber’in baglattigi calismalar ile birlikte toplanabilme
teorisi geliserek cesitli toplanabilme metotlariyla giiniimiize kadar gelmistir. Bu
alandaki caligmalar son yillara kadar tek katl integraller tizerine olsa da son
yillarda tek kath integrallerden faydalanarak iki kath integraller ftizerine de
yapilmigtir.

Bu tez kapsaminda tek kath ve iki katli integraller i¢in Cesaro toplanabilme
metodu ele alinacak ve iki katli Cesaro toplanabilir integraller icin Tauber tipi
teoremler verilecektir.

Cesaro toplanabilme metodu bu siire¢ esnasinda tanitilmig olan klasik topla-
nabilme metotlarindandir. Cesaro toplanabilme metodu i¢in yapilan galigmalarin
amac1 verilen Tauber tipi kosullarin zayiflatilmasidir. Bu dogrultuda, tek kath
integrallerde Cesaro toplanabilme metodu igin bu alana katki saglayan baslica
isimler; Landau (1910), Méricz (1994), Schmidt (1925) ve Canak ve Totur (2011)
olmugtur. Daha sonra Mdéricz (2000) ve Canak ve Totur (2015) gibi baglica isimler

tek kath integraller icin verilen Tauber tipi kogullar1 ve Tauber tipi teoremleri



genisleterek iki katl integraller i¢in vermislerdir.
Bu tezin amaci, iki kath integraller i¢in Cesaro toplanabilme metodunun
ozelliklerini tanitmak ve daha once tek katl integraller i¢in verilmis bazi Tauber

tipi teoremlerin, iki kath integraller i¢cin benzerlerini ispatlamaktir.



2 CESARO TOPLANABILME METODU ICIN
TANIM VE TEOREMLER

2.1 Ry Uzerinde integrallerin (C,1) Toplanabilirligi

Bu bolimde ilk olarak, tez boyunca kullanilacak Cesaro toplanabilme
metodu i¢in tek kathh integrallerdeki temel tamim ve oOzellikler verilecektir.
Ardindan, toplanabilme teorisindeki bazi metot ve kavramlardan bahsedilecek

ve bu metot ve kavramlar: iceren bazi Tauber tipi teoremlere yer verilecektir.

2.1.1 Tek Kath integrallerde Cesaro Toplanabilme Metodu igin

Temel Tanimlar

Tanim 2.1 (Mdricz ve Németh, 2000) Kompleks degerli f : R, — C fonksiyonu
0 <t < oo igin her sonlu (0,t) araliginda Lebesgue anlaminda integrallenebilir

olsun. Bu durumda, ksaca f € L},.(Ry) yazlabilir. Her t > 0 i¢in

- /0 () 1)

seklinde ifade edilir.

t>0 i¢in
1 t
o(t) = —/ s(u)du
t Jo
seklinde tanimlansin. Eger
lim o(t) = A (2)

t—o00

1se o halde

/ fa 3)

integraline A sonlu saysina (C, 1) toplanabilirdir denir.

Eger limit
lim s(t) = A (4)

t—o00



mevcut ise yani, / f(x)dx genellestirilmis integrali A sonlu sayisina yakinsar
ise 0 halde (2) de limit vardir. Bu durumun tersi genellikle dogru degildir.
Eger f fonksiyonu R, {izerinde sabit igaretli ise o halde (2) ve (4) limitleri

birbirine denktir. Bu sonu¢ Fubini teoreminden kolayca elde edilir:
/ du/ f(x)dx —/ <1 - —) f(z)dx.

Ayrica, (3) integralinin (C,1) toplanabilirligi, 2o > 0 sabit olmak iizere,
herhangi bir sonlu (0,z() aralhigmmda f(x) fonksiyonunun aldigi degere bagh
degildir.

Tanim 2.2 (Mdricz ve Németh, 2000) R, dizerinde tanwml reel degerli bir s(t)
fonksiyonu

. : B v
Agﬂollggftglgnm[s(@ s(t)] >0 (5)

kosulunu saghyorsa s(t) fonksiyonuna yavas azalan denir.

Moricz s(t) reel degerli fonksiyonu igin (5) kogulunun

lim liminf min [s(t) — s(z)] >0
A—=1-0 t—o0 At<w<t

kosuluna denk oldugunu ispatlamigtir.

Hardy (1956) sonlu bir degere (C, 1) toplanabilir bir integralin yavas azalan
olmasi durumunda ayni degere yakinsadigim ispatlamistir.

(5) koguluna denk olarak, her € > 0 igin dyle bir 5 > 0 ve bir A > 1 vardir

ki tg <t < x < At olmak tizere
s(x) — s(t) > —e

seklinde yazilabilir.
Ozel olarak, bir H > 0 sabiti ve bir zy > 0 vardir 6yle ki hemen hemen her
x > xp icin,
vf(r) = —H (6)
kogulu saglanirsa (5) kogulu saglanir.

Gergekten herhangi xg <t < x < o0 igin

=/ff<u>du > —H/ du

= —Hlog; > —Hlog A



elde edilir.
liminf min [s(z) —s(t)] > —HlogA, A>1

t—oo t<z<At
sonuclandirilir.
A — 1+ 0 alarak (5) esitsizligi elde edilir.
Moéricz (2000) sonlu bir degere (C,1) toplanabilir bir fonksiyonun yavag
azalan ise fonksiyonun ayni yere yakinsadigini ispatlamigtir.
Sonug olarak reel degerli bir fonksiyonun yavag azalanligi Cesaro toplana-

bilme metodu i¢in bir Tauber tipi koguldur.

Tanim 2.3 (Modricz ve Németh, 2000) R, tizerinde tanimly reel degerli bir s(t)
fonksiyonu

A y <
A i e (G s(LIEF0 (7)

kosulunu saghyorsa s(t) fonksiyonuna yavas artan denir.

s(t) reel degerli fonksiyonu i¢in (7) kogulu

lim i - <
D, e e I5(0) = s(w)] < 0

koguluna denktir.
(7) kosulu denk olarak, her € > 0 igin dyle bir to > 0 ve bir A > 1 vardir ki
to <t < x < At olmak tizere
s(z) —s(t) <e
seklinde yazilabilir.

Ozel olarak (5) = (6) gerektirmesine benzer sekilde H > 0 sabiti ve 2o > 0

vardir oyle ki hemen hemen her x > zq icin
vf(x) <H (8)

kosulu yazilabilir.

Tanim 2.4 (Mdricz ve Németh, 2000) R, tizerinde taniml kompleks degerli s(t)
fonksiyonu

JJim limsup max |s(z) —s(t)| =0 (9)

kosulunu saghyorsa s(t) fonksiyonuna yavas salinamly denir.



s(t) kompleks degerli fonksiyonu i¢in (9) kosulu

lim li - =
A T e, 1o(0) = s =0

koguluna denktir.
(9) kogulu denk olarak, her € > 0 i¢in dyle bir 5 > 0 ve bir A > 1 vardir ki

to <t < x < At olmak tizere
|s(z) —s(t)] <€

seklinde yazilabilir.
Ozel olarak, bir H > 0 sabiti ve bir zy > 0 vardir 6yle ki hemen hemen her
T > g i¢in,

|z f(z)] < H (10)

kogulu saglanir ise (9) kosulu saglanir.

2.1.2 Cesaro Toplanabilir Tek Kath integraller Icin Tauber Tipi
Kosullar

Tezin bu kisminda, tek kath integraller i¢cin Cesaro metodu ile toplanabilir-
likten yakinsakliga gegisi saglayan bazi Tauber tipi kogullardan bahsedilecektir.
Asgagida verilecek teoremlerin ispatlarinda 6nemli rol oynayan lemma ve bazi

sonuclar verilmigtir.

Lemma 2.1 (Modricz ve Németh, 2000) Eger (3) integrali A sonlu sayisina (C, 1)

toplanabilir ise o halde X\ # 1 olmak tzere her 0 < A < 0o i¢in

L : s(x)der = A (11)

lim
t—o00 )\t — 1 ¢

esitligi elde edilir.

ispat. A > 1 olsun. Tanimdan,

1 At 1 1 At 1 t
. dr = — (14—— dr — —— d
—i ) SWd /\t( +)\—1)/0 s(@)de (A—1)t/03(x)x

— o) — Ail[g(ms) — (b)),




(2) limitinden (11) kolayca elde edilir.

0 < A <1 olsun. O zaman

1 t 1 At
_— der = z)d — (1= — d
PV )\ts(x) x t/o T + < 1_/\)/0 s(z)dx

= [ (t) — a(At)] + o(At)

tekrar (2) limitinden (11) elde edilir.
Asagida bazi teoremler ve sonuclar verilmistir. Ilk olarak f fonksiyonun reel
degerli oldugu durum goz ontine alinarak asagidaki tek tarafli Tauber tipi kogullar

verilecektir.

Teorem 2.1 (Mdricz ve Németh, 2000) f € Li,.(Ry) reel degerli fonksiyonu
olmak tizere (3) integrali A sonlu sayisina (C,1) toplanabilir olsun. O halde (4)

kosulunun saglanmast i¢in gerek ve yeter kosul,

1 At
s)\li[f li{gcigf 53 /t [s(x) — s(t)]dz >0 (12)
ve
1 t
sup lim inf /st—s:c dx >0 13
sup Timint —— | [s(0) = s(a)lds > (13)

sartlarimin saglanmasidar.

Ek olarak, agagidaki esitsizlikler sirasiyla (12) ve (13) esitsizliklerinden daha
glicli egitsizliklerdir.

Her A > 1 i¢in

Y’
lim ﬁ [ sta) — stoar = 0 (14)
ve her 0 < A < 1 i¢in
1 t
tl;m vl A [S(t) — s(x)]dx = 0. (15)

Ispat.(Gerek Kosul). (4) kogulunun saglandigim kabul edelim. Lemma 2.1 den,

At 1 At

dm g ), @) —slde = lim T [ s(@)de = lim s(f)
= A—-—A=0

elde edilir. Bu A > 1 igin (14) ve 0 < A < 1 i¢in (15) kogulunu ispatlar.
(Yeter Kosul). (2), (12) ve (13) kosullarmin saglandigini kabul edelim. (4) esitliginin



saglandigini ispatlamaliyiz. Keyfi bir € > 0 verilsin. (12) esitsizliginden &yle bir A\ > 1
vardir ki

1
lim inf
el W

A1t
/t Is(2) — s(B)]da > —e (16)

dir ve (13) esitsizliginden 6yle bir 0 < Ay < 1 vardir ki

1 t
imi — > —e.
htHl inf n )\21',' /)\Qt[S(t) s(a:)]dx € (17)

dir. (2) ve Lemma 2.1’den, her A > 1 igin

1
lim inf

At
t—o0 AN — 1 /t [s(z) — s(t)]de = A — limsup s(t),

t—o00

her 0 < A < 1 i¢in

lim inf ! / [s(t) — s(x)]dx = liminf s(t) — A

t—oo t— M\t A t—00

elde edilir. Boylece

A — e <liminf s(t) <limsups(t) < A+e.

t—o0 t—00

oldugu elde edilir. € > 0 keyfi kiigiik oldugundan, (4) elde edilir.

Sonug 2.1 (Modricz ve Németh, 2000) (12) ve (13) kosullarinin simetrik esleri asagida

verilmaistir:

inf lim su
A>1 Hoop A —1

At
/t (s(2) — s(t)]dz < 0 (18)

ve

inf limsu
0<A<1 tﬁoop t— At

/ [s(t) — s(z)]dz < 0. (19)

At

Yani, Teorem 2.1’de (12) ve (13) kogullar1 yerine sirasiyla (18) ve (19) kosullar: alimabilir.

Sonug 2.2 (Mdricz ve Németh, 2000) f € L} (Ry) reel dejerli fonksiyonu igin

I° f(@)dx integrali A sonlu sayisina (C,1) toplanabilir ve s(t) integral fonksiyonu

yavas azalan ise s(t) fonksiyonu A sonlu sayisina yakinsar.

Sonug 2.3 (Mdricz ve Németh, 2000) f € L} (Ry) reel dejerli fonksiyonu igin
Jo° f(@)dx integrali A sonlu sayisina (C,1) toplanabilir olsun. (6) kosulu saglanirsa,

t — oo iken s(t) fonksiyonu A sonlu sayisina yakinsar.

Teorem 2.1 kompleks degerli fonksiyonlar icin asagidaki gibi genisletilebilir.



Teorem 2.2 (Méricz ve Németh, 2000) f € L} (Ry) kompleks degerli fonksiyonu

loc

olmak dzere (3) integrali A sonlu saysina (C,1) toplanabilir olsun. O halde (4)

esitliginin saglanmast icin gerek ve yeter kosul,

At
inf Tim sup |~ /t (s(2) — s(8)]dz| = 0

0<)\);\£<loo t—00 )\t —1

sartinin saglanmasidar.
ispat. Bu teoremin ispat1 Teorem 2.1 in ispatina benzer sekilde elde edilebilir.

Sonug 2.4 (Mdricz ve Németh, 2000) f € L}, .(Ry) kompleks degerli fonksiyon olmak
tlzere / f(x)dx integrali A sonlu sayisina (C, 1) toplanabilir olsun. Eger (9) kosulu
0

saglamirsa, o halde t — oo iken s(t) fonksiyonu A sonlu sayisina yakinsar.

2.2 R? Uzerinde 1ki Kathh Integrallerin (C,1,1) Toplana-

bilirligi

Tezin bu boéliimiinde, Cesaro toplanabilme metodunda iki katl integraller icin
yeni tanimlamalar yapilmigtir ve bazi Tauber tipi kosullar iki kath integraller icin

tanitilmigtar.

2.2.1 Iki Kath integrallerde Cesaro Toplanabilme Metodu igin Temel

Tanimlar

Tamim 2.5 (Mdricz, 2000) Kompleks degerli f : Ry — C fonksiyonu 0 < u,v < 00
icin R% = [0,00) x [0,00) aralg tizerinde Lebesque anlaminda integrallenebilir olsun.

Bu durumda, kisaca f € L}, (R%) yazlabilir. Her t >0 igin

stwo) = [ [ fawdedy (20)
0 0
seklinde ifade edilebilir.
1 u v
o(u,v) =011 = / / s(w, z)dwdz  u,v >0
uv Jo 0
seklinde tamimlansin. Eger

lim o(u,v)=A4 (21)

U,V—00
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ise o halde

/OOO /OOO f(z,y)dzdy (22)

integraline A sonlu saysina (C,1,1) (Cesdaro) toplanabilir denir.

Eger
lim s(u,v)=A (23)

U,V—00
o0 oo
limiti mevcut diger bir ifadeyle, / / f(z,y)dxdy iki kath genellegtirilmis integrali
o Jo
A sonlu sayisina yakimsar ve eger s(u, v) fonksiyonu R de sinirh ise o halde (21) limiti
mevcuttur. s(u,v), R2 {izerinde siurh olsa bile bu gerektirmenin tersi genellikle dogru
degildir.
f(z,y) fonksiyonu R? iizerinde sabit igaretli olsun. O halde (21) limitinin mevcut
olmasi icin gerek ve yeter kosul R? {izerinde s(u,v)nin smrhhgma denk gelen (23)

limitinin varligidir. Bu sonu¢ Fubini teoremi ile hemen elde edilir:

o(u,v) = L}/Ou/ovdwdz/ow/ozf(aj,y)d$dy
- /Ou /OU (1 — %) (1 _ %) £(z,y)dzdy.

(22) integralinin (C, 1, 1) toplanabilirligi, ug, vo > 0 sabit olmak {izere herhangi (0, ug) x
(0,vp) sonlu dikdortgeni tizerindeki f(x,y) fonksiyonunun aldigi degere bagh degildir.
Bu tezde, iki katli integraller igin yakinsaklik kavrami ile P-yakinsak (Pringsheim

yakinsak)hgr anlayacagiz.

Tanim 2.6 (Mdricz, 2000) R? iizerinde tanvml reel degerli s(u,v) fonksiyonu

1. 1. . f . _ > 24
o, i e ) sl 0] 20 -

kosulunu saglyorsa s(u,v) fonksiyonuna birinci degiskene gore yavas azalan denir

yada denk olarak

her € > 0 igin oyle bir ug > 0 ve A > 1 vardir ki ug < u < x < A u ve ug < v iken
s(z,0) — s(u,v) > —,

seklinde yazilabilir.

Benzer sekilde Ri tizerinde tanimli reel degerli s(u,v) fonksiyonu

lim liminf mi - >0 25
yJm lim inf Ugyuggv[S(u,y) s(u,v)] > (25)
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kogulunu sagliyorsa s(u,v) fonksiyonuna ikinci degiskene gore yavas azalan denir.
Ozel olarak, oyle bir H > 0 sabiti ve g > 0 vardir ki z,v > x¢ olmak ftizere

hemen hemen her (z,v) € R% igin

x/ov f(z,2)dz > —H, (26)

(24) kogulunun saglanmasi i¢in yeter Landau tip koguldur.
Benzer sekilde oyle bir H > 0 sabiti ve u,y > ¢ olmak {izere hemen hemen her
(u,y) € R? igin
u
v [ fwg)do -8, (21)
0

(25) kogulunun saglanmasi i¢in yeter Landau tip kosuldur.

Tamm 2.7 (Mdricz, 2000) R?. tzerinde tanamly reel degerli s(u,v) fonksiyonu

lim i — < 2
o ﬁlitolguggu[smv) s(u,v)] <0 (28)

kosulunu saglyorsa s(u,v) fonksiyonuna birinci degiskene gore yavas artan denir

yada denk olarak

her € > 0 igin Oyle bir ug > 0 ve A > 1 vardir ki ug < u < z < Au ve ug < v iken
S(.%’,U) - S(ua U) < —¢,

seklinde yazilabilir.

Benzer sekilde R? iizerinde tanimh reel degerli s(u,v) fonksiyonu

lim i - < 2
Jm ;f?i&fg,?iv[s(%y) s(u,v)] <0 (29)

kogulunu sagliyorsa s(u,v) fonksiyonuna ikinci degiskene gore yavag artan denir.
Ozel olarak, Oyle bir H > 0 sabiti ve zg > 0 vardir ki z,v > x¢ olmak iizere

hemen hemen her (z,v) € R% igin

x/ovf(x,z)dz <H,

(28) kogulunun saglanmasi igin yeter Landau tip koguldur.
Benzer sekilde, 6yle bir H > 0 sabiti ve u,y > z¢ vardir ki hemen hemen her
(u,y) € R? igin
u
v [ fwgdo <,
0

(29) kogulunun saglanmasi i¢in yeter Landau tip kosuldur.
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Tanim 2.8 (Mdricz, 2000) R iizerinde tanwml kompleks degerli s(u,v) fonksiyonu

lim li ) — s(u,v)| =0 30
Jm ﬁljggugfgub(x v) = s(u,v)| (30)

kosulunu sagliyorsa s(u,v) fonksiyonuna birinci degiskene gore yavas salinimle denir

yada denk olarak

her € > 0 i¢in 6yle bir ug > 0 ve A > 1 vardir ki up < u < x < Au ve ug < v iken
‘S(I‘,’U) - 8(“77))’ <e

seklinde yazilabilir.

Benzer sekilde Ri tizerinde tanimli kompleks degerli s(u,v) fonksiyonu

lim limsup max [s(u,y) — s(u,v)| =0 (31)

A=140 4 v—00 VSy<Av
kogulunu sagliyorsa s(u, v) fonksiyonuna ikinci degigkene gore yavag salinimli denir.
Ozel olarak, oyle bir H > 0 sabiti ve zg > 0 vardir ki z,v > x¢ olmak iizere

hemen hemen her (z,v) € R% icin

< H, (32)

z /0 " fla, 2)dz

(30) kogulunun saglanmasi igin yeter Landau tip kosuldur.
Benzer sekilde 6yle bir H > 0 sabiti ve zg > 0 vardir ki u,y > xg olmak iizere

hemen hemen her (u,y) € R% i¢in

o[ waie] < ()

(31) kogulunun saglanmasi igin yeter Landau tip kosuldur.

2.2.2 Cesaro Toplanabilir ki Kath integraller igin Tauber Tipi
Kosullar

Bu kisimda ilk olarak iki katli integraller icin Cesaro toplanabilme metodu ile
yakinsaklik arasinda gerek ve yeter kosullar verilecektir.
Asgagida verilecek olan Lemma, Tauber tipi teoremin ispatinda Onemli rol

oynamaktadir.

Lemma 2.2 (Mdricz, 2000) (22) integrali A sonlu sayisina (C, 1, 1) toplanabilir olsun.
O halde her A > 1 igin

1 Au o pAv
lim / / s(x,y)dedy = A (34)

uv—o00 (Au — u)(Av — v)
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ve benzer sekilde her 0 < \ < 1 i¢in

1 u v
li =A
B Wy v T vy A /A (@, y)dudy (35)

olur.

Ispat. A > 1 alahm. Tammdan,

1 Au Av
dxd
()\u—u)(/\v—v)/u /v s(,y)drdy
1 Au Av Au v u Av u v
_ _ — dxd
oot b L Ll /O}W iy
Au Av 1 Au
= 1 _— —_— _—
< + _1> )\u)\v/ / s(z,y)dzdy o 1( + )/\uv/ / s(z,y)dzdy
71 / /)\v )dxd + ! / / )dxd
A—1 A—1) uww sz, y)dudy A—1)2uw sz, y)dudy

_ (HAi) (Ot Av) — A_1(1+Ai1) (O, v)

1 1 1
1 <1 + >\—1> o(u, \v) + mo(u, v)
= o(du, \v) + 3 i 1 [o(Au, Av) — o(Au, v)]
+ | [0(Au, Av) — o (u, Av)]
I 0 _1 72 [o(Au, \v) — o(Au,v) — o(u, \v + o(u,v))]

esitligi elde edilir. (21) esitliginden A > 1 igin

1
A—1

[o(Au, Av) — o(Au,v)]| < 3 i 1 lo(Au, Av) —o(Au,v)] =0 (u,v) — 00

esitsizligine ulagilir. Ayni durumun esitligin 3. ve 4. terimleri iginde gegerli olmasindan

ve (21) esitliginden dolayz, esitligin her iki tarafin u, v — oo iken limiti alinir ise

) 1 Au pAv
U,Einoo (A —u)( Ao —v) /u /v s, y)dady = A

gosterilmek istenen elde edilir. Diger bir taraftan, 0 < A < 1 i¢in ispat benzer sekildedir.

Lemma 2.2, (C,1,1) ortalamalarimin sonlu bir degere yakinsak olmasinin, hare-
ketli Cesaro ortalamalarinin da ayni degere yakinsak olmasi gerektirdigini gosterir.

Ik olarak, f fonksiyonunun reel degerler aldig1 durumu géz 6niinde bulunduralim.
Teorem 2.3’de, (C,1,1) toplanabilirliginden elde edilen yakimsaklik i¢in gerek ve yeter

tek tarafli Tauber tipi kogullar verilecektir.

Teorem 2.3 (Mdricz, 2000) f € L}, (R%) reel degerli bir fonksiyon olmak izere

(22) integrali A sonlu saypsina (C,1,1) toplanabilir olsun. O halde (23) kosulunun
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saglanmasi icin gerek ve yeter kosul,

o 1 Au v
Sup lim inf O =) 0w =) /u /v [s(z,y) — s(u,v)]dzdy > 0 (36)

ve

sup liminf / / (u,v) — s(z,y)|dxdy >0 37
0</\121 U, 00 (u—)\u Y =) Jaw S »y)ldady (37)

kosullarinin saglanmasidar.

Benzer sekilde, (36) ve (37) kosullar1 saglanirsa sirasiyla her A > 1 igin

Au Av
B =) )\v ~) / / (u,0) = sla,y)ldedy =0 (38)

ve her 0 < A < 1 i¢in

: 1 u v y
lim /}\u /}\v[s(x, y) — s(u,v)]dzdy =0 (39)

uv—oo (u — Au)(v — Av)

daha giiclii kogullar: elde edilir.

Ispat.(Gerek Kosul). (21) ve (23) kosullarmm saglandigim kabul edelim. Lemma
2.2den,

Au Av
Jim e [ [ ) = st ey

Au v
= Ydxd
uv—>oo()\u—u )(Av — ) / / sz, y)dzdy

— lim s(u,v)
U,V—00

=A-A=0

elde edilir. Bu, A > 1 icin (38) ve 0 < A < 1 igin (39) kosulunu ispatlar.
(Yeter Kogul). (21), (36) ve (37) kogullarimin saglandigim kabul edelim. Ayni zamanda
(23) kogulunun saglandigi ispatlanmalidir. € > 0 olsun. O halde (36) esitliginden Gyle

A1 > 1 vardir ki

Auw A1
lim inf Oyu— u)l(/\lv —) / / [s(u,v) — s(x,y)]dedy > —¢ (40)

U,V—00

ve (37) esitliginden Oyle 0 < A2 < 1 vardir ki

lim inf / / (u,v) (z dxdy > —e 41
imint e [ )ldady > (41)

elde edilir. (21) ve Lemma 2.2’den, her A > 1 igin,

o 1 Au v ]
lim inf p—T  vE— /u /U [s(z,y) — s(u,v)]dxdy = A — limsup s(u, v);

uU,V—00 ( U, V—>00
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her 0 < A < 1 i¢in

lim inf / / s(u,v) — s(z,y)|drdy = liminf s(u,v) — A
Au J Av

uv—o0 (u — )\u (v—Av) U,V—00

elde edilir. Boylece
A — e <liminf s(u,v) < limsup s(u,v) < A+e.
u,v—00 U,V—00

elde edilir. € > 0 keyfi kiigiik oldugundan dolay1 (23) esitligi saglanir.

Sonug 2.5 (Mdricz, 2000) (36) ve (37) kosullarinan simetrik esleri asagida verilmistir:

Au /\v
1r>1€ 1;1)3_5}1;1)) O a0 )\v ) / / (z,y) — s(u,v)]dzdy <0 (42)
ve
f L dxdy < 0. 43
05;<1353§;£<u_m e // s(u,v) = s(@,y)ldedy (43)

Yani, Teorem 2.3’de (36) ve (37) kosullari yerine sirasiyla (42) ve (43) kosullar

yazilabilir.

Sonug 2.6 (Mdricz, 2000) f € L},.(R2) reel degerli bir fonksiyon olmak iizere (22)

loc
integrali A sonlu saynsina (C, 1, 1) toplanabilir ve s(u,v) fonksiyonu herbir degisken igin

yavas azalan ise o halde (23) elde edilir.

Ispat. Ozel olarak (24) kogulu saglansm. Eger (26) kosulu varsa (24) kogulu da vardr.

Ik olarak s(u,v)nin tammndan,

s(z,v) — s(u,v) = /Ox /OU f(a,b)dadb — /Ou /Ov f(a,b)dadb
= /: /OU f(a,b)dadb

*H
s(z,v) — s(u,v) > —/ Zda=-Hln> (44)
uw G u

elde edilir. (24) kogulunu elde etmek igin (44) esitliginde u < x < Au iken her iki tarafin

minimumu alinirsa,

x
ugnxugn/\u[s(% v) — s(u,v)] > L in Hln(u) Hln\

elde edilir. Son egitlikte u, v — oo iken her iki tarafin alt limiti alinirsa

liminf min [s(z,v) — s(u,v)] > —HIn\
u, =00 u<zr<Au
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elde edilir. Sag taraftaki terim u,v den bagimsiz oldugundan dolay1 ayni kalir. Elde

edilen son esitlikte A — 1 4 0 iken her iki tarafin limitine gegilirse

lim liminf min [s(z,v) — s(u,v)] >0
A—=140 u,v—00 u<x<Au

elde edilir. Yani (24) kosulu saglanir. Ispatin benzeri (27) = (25) gerektirmesi icinde

yapilir. O

Ikinci olarak, f fonksiyonunun kompleks degerli kabul edildigi genel durumu
goz oOntinde bulunduralim. Teorem 2.4’de, (C,1,1) toplanabilirliginden elde edilen

yakinsaklik icin gerek ve yeter cift tarafli Tauber tipi kosullar verilecektir.

Teorem 2.4 (Mdricz, 2000) f € L}, (R%) kompleks dejerli bir fonksiyon olmak tzere
(22) integrali A sonlu saysina (C,1,1) toplanabilir olsun. O halde (23) kosulunun
saglanmast icin gerek ve yeter kosul:

(Her X > 1 i¢in (38) kosulunu ve 0 < A < 1 i¢in (39) kosulunu elde ettigimiz durumda):

Au v
inf lim sup O =) )\v - / / (z,y) — s(u,v)|dzdy| =0 (45)

O<)\<oo U,V —+00
ispat. Bu Teoremin ispat1 Teorem 2.3 ile benzer sekilde verilebilir.

Sonug 2.7 (Méricz, 2000) f € L} (R 3_) kompleks degerli bir fonksiyon olmak 1izere
(22) integrali A sonlu sayisina (C,1,1) toplanabilir olsun. Eger (30) kosulu saglanirsa,

o0 halde u,v — oo iken s(u,v) fonksiyonu A sonlu sayisina yakinsar.

2.2.3 R2 Uzerinde Iki Kath Integrallerin (C,1,0) Toplanabilirligi

Tanim 2.9 (Mdricz, 2000) f € L}, (R2) kompleks dejerli fonksiyonu olsun.

o1o(u,v) = 1/0us(w,v)dw = /Ou /Ov (1 - %) flz,y)dzdy u,v >0

U
seklinde tamimlayalim. Eger

lim op(u,v) =A
U,V—00

ise (21) integraline A sonlu sayisina (C,1,0) toplanabilir denir.

(C,1,1) toplanabilirlige benzer sekilde, R? iizerinde iki kath integrallerin (C,1,0)

toplanabilirligi teorisi gelistirilebilir. Benzerlikten dolay: ispatlar olmadan, kabaca bazi
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teorem ve sonugclar1 verelim.
Ik olarak, reel durum g6z 6ntinde bulunduralim. Teorem 2.5'de (C, 1,0) toplana-
bilirliginden elde edilen yakinsaklik igin gerek ve yeter tek tarafli Tauber tipi kogullar

verilecektir.

Teorem 2.5 (Mdricz, 2000) f € L} (R%) reel degerli bir fonksiyon olmak iizere
(22) integrali A sonlu saysina (C,1,0) toplanabilir olsun. O halde (23) kosulunun

saglanmast icin gerek ve yeter kosul

Au
/ [5(2, ) — s(u, v)]dz > 0 (46)

. 1
sup lim inf
A1 WV—=00 AU — U

ve

sup liminf
0<A<1 WV =00 U — AU

/u[s(u, v) — s(z,v)]dx >0 (47)

Au

kosullariman saglanmasidar.

Eger (46) ve (47) kosullar1 saglanirsa daha giiglii olarak, sirasiyla her A > 1 i¢in

. 1
lim
U,V—00 \U — U

Au
/ [s(z,v) — s(u,v)]dz =0

ve her 0 < A < 1 igin

lim ! /u[s(u,v) — s(z,v)]dz =0

uv—=00 U — AU Jy,

kosullar1 elde edilir.

Sonug 2.8 (Mdricz, 2000) f € L}, .(R2) reel degerli bir fonksiyon olmak iizere (22)
integrali A sonlu saysina (C,1,0) toplanabilir ve s(u,v) fonksiyonu u ya gére yavas

azalan ise o halde (23) esitligi elde edilir.

Sonug 2.9 (Méricz, 2000) f € L}, .(R2) reel degerli bir fonksiyon olmak iizere (22)
integrali A sonlu sayisina (C,1,0) toplanabilir ve (26) kosulu saglanur ise o halde (23)
esitligi elde edilir.

Ikinci olarak, kompleks durumu g6z Oniine alalim. Teorem 2.6’da, (22) integralinin
(C,1,0) toplanabilirliginden yakinsakligin elde edilmesi icin gerek ve yeter ¢ift tarafl

Tauber tipi kosullar verilecektir.
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Teorem 2.6 (Mdricz, 2000) f € L}OC(Ri) kompleks degerli bir fonksiyon olmak tizere
(22) integrali A sonlu saysina (C,1,0) toplanabilir olsun. O halde (23) kosulunun
saglanmasu i¢in gerek ve yeter kosul: (Her X > 1 i¢in (46) ve her 0 < A < 1 igin

(47) nin saglandigr durumda,)

inf limsup
0<)\;§1°° U, V—00

‘ 1

u—mu

Au
/ [s(z,v) — s(u,v)]dz| = 0.

Sonug 2.10 (Méricz, 2000) f € L},.(R2) kompleks degerli bir fonksiyon olmak tizere

(22) integrali A sonlu sayisina (C,1,0) toplanabilir ve (30) kosulu saglanur ise o halde
(23) egitligi elde edilir.

Sonug 2.11 (Mdricz, 2000) f € L},.(R2) kompleks degerli bir fonksiyon olmak tzere

(22) integrali A sonlu sayisina (C,1,0) toplanabilir ve (32) kosulu saglanar ise o halde
(23) egitligi elde edilir.

Teorem 2.5 ve Teorem 2.6’nin ispatlari Lemma 2.2’nin kismi esi olan agagidaki yardimci

teoreme dayanir.

Lemma 2.3 (Modricz, 2000) (22) integrali A sonlu sayisina (C,1,0) toplanabilir ise o
halde A # 1 ve her 0 < X < 0o i¢in

1
lim
U,V—00 \U — U

Au
/ s(z,v)de =A

elde edilir.

Uyar1 2.1. (Moricz, 2000) (C,1,0) toplanabilirligine benzer sekilde, (22) integralinin
(C,0,1) toplanabilirligi,

1 v u v
oo1(u,v) = v/ s(u, z)dz = / / (1 — %) f(z,y)dzdy,u,v >0
0 o Jo

ile tanimlanmak tuzere;

lim 001(u,v) =A
U,V—00

seklinde ifade edilir.

Teorem 2.5, Teorem 2.6 ve Sonug 2.7 - Sonu¢ 2.11’in herbiri (22) integralinin
(C,1,0) toplanabilirligi yerine (C,0, 1) toplanabilirligi gz 6niine almarak tekrar ifade
edilebilir.
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3 IKI DEGISKENLI FONKSIYONLAR ICIN
CESARO TOPLANABILIRLIK

Bu béliimde ilk olarak, R? iizerinde taniml siirekli F(7T, S) fonksiyonu igin @ >
—1ve 8 > —1 olmak tizere (C, o, B) toplanabilirliginden bahsedilecektir. Daha sonra bu
fonksiyon iizerine baz1 kogullar koyarak (C, «, 3) toplanabilme metodu i¢in baz1 Tauber

tipi teoremler verilecektir.

3.1 (C,a) Toplanabilirlik

f(t), [0,00) araliginda siirekli bir fonksiyon olsun. Her o > —1 i¢in eger

T t (o4
lifh <1 al > Ft)dt = L
0

T—o00 T

/0 T

genellestirilmis integraline L sonlu sayisina (C, «) integrallenebilirdir denir.

ise

—1 < a < [ olmak iizere (C,«a) integrallenebilme (C, ) integrallenebilmeyi
gerektirir. Bu gerektirme toplanabilme teorisinde klasik bir sonuc¢tur. Bu gerektirmenin
tersi / - f(t)dt genellestirilmis integralinin (C, ) integrallenebilirligi {izerine bazi
uygun (i{ogullar eklenerek dogru olabilir. Genellegtirilmis integralin (C,«) integralle-
nebilirliginden, genellestirilmis integralin yakinsakligini elde etmek igin gerekli Tauber

kogullarini belirten herhangi bir teoreme Tauber tipi teorem denir.

3.2 (C,a,p) Toplanabilirlik

Tamm 3.1 (Totur ve Canak, 2018) f(T,S) , R2 = [0,00) x [0,00) dizerinde taniml

strekli bir fonksiyon olsun.

T S
P(T,8) = /0 /O F(t, 5)dtds (48)

ile stirekli bir fonksiyonun iki katly integralini; o > —1 ve 8 > —1 olmak tzere

as(T,S) = /OT /OS (1 - ;)a (1 - %)ﬂ F(t, s)dtds
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ile stirekli fonksiyonun (C,«a, ) ortalamasini gosterelim. Eger

lim o43(T,S) (49)

T,S—00

limiti sonlu bir L sayist ise o halde

/0 ” /0 T bt s)dtds (50)

genellegtirilmis integraline L sonlu sayisina (C, «, 5) integrallenebilir denir.

(C,0,0) integrallenebilirlik (50) genellestirilmis integralinin adi yakinsakligidir.

Burada o > —1 ve § > —1 olmak iizere (50) integralinin (C, c, 3) integrallenebi-
lirligi her h > 0 ve k > 0 i¢in (50) integralinin (C,a + h, 8 + k) integrallenebilirligini
gerektirir. Bu sonuca benzer olarak eger (50) integrali, L sonlu sayisia yakinsak ise o
halde her h > 0 ve k > 0 igin (50) integrali, L’ye (C, h, k) integrallenebilirdir. Fakat bu
gerektirmenin tersi bazi kogullar altinda dogru olabilir.

Asgagidaki teorem a > —1 ve f > —1 olmak tizere (50) integralinin h > 0 ve k > 0
i¢in (C, o, ) integrallenebilmenin (C, « + h, 5 + k) integrallenebilmesini gerektirdigini

gostermektedir.

Teorem 3.1 (Totur ve Canak, 2018) o > —1 wve [ > —1 olmak dzere (50)
integrali L sonlu saysina (C, «, B) integrallenebilir ve F(T,S) fonksiyonunun (C, a, ()
integrallenebilirligi sinwrly ise o halde her h > 0 ve k > 0 i¢in L sonlu sayisina

(C,a+ h, B + k) integrallenebilirdir.

ispat. B ile Beta fonksiyonu gosterilmek tizere,
1
B(z,y) = / " 11—t tdt x>0,y>0
0
seklinde tanimlansin.

a h—1 —_
ot s T,5) = B(ail,h)B(ﬁil,k); G) <1;> () (-9 e

olmak tizere

T rS
| [ ettes 7.8)005(r. S)atas (52)
0o Jo
integralini géz 6nilinde bulunduralim.
t
U=, v= % alarak ve Beta fonksiyonunun tanimindan

T rS
/ / o(t,s;T,S)dtds =1 (53)
o Jo
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elde edilir. Simdi

T S
lim / / ot 5T, S)o 5(T, S)dtds — L (54)
0

T,S—)OO 0

esitligi ispatlanmalidir. Hipotezden
lim o0,4(T,5) = (55)

T,5—00

oldugundan dolay1 verilen her € > 0 icin 6yle bir T, degeri vardir ki

loag(T,S)— Ll <€, T>T,S>S5. (56)
yazilir. (53) esitligi ile
/ / (t,8;T,8)00,8(T,S)dtds — L / / (t,8T,85)[00s(T,S)— Lldtds (57)

esitligi elde edilir. (54) esitligini ispatlamak igin yeterince biiyiik T' ve S igin

o(t,s;T,8)0q5(T,S)dtds — L‘ < 4e (58)

oldugunu gostermek yeterlidir.

0a,8(T, S) fonksiyonu R?i- de smirlidir. Yani her sabit K icin
loap(T,S)— LI <K 0<T,S<o0
(53) esitligi ve (56) kosulunu kullanarak, (57) esitligi ile

go(t, 5;T,8)[005(T, S)dtds — L]dtds

IN

/ / (t,8T,8)|0aps(T,S)dtds — L|dtds
Te pS

+ / / o(t,s;T,8)|0q (T, S)dtds — L|dtds
0 Se

T pSe
+ / o(t,s;T,8)|0qs(T, S)dtds — L|dtds

T. Jo
T rS
+ / / o(t,s; T, 5)dtds
S,

T€ €

T. Se Te S

/ / go(t,s;T,S)dtds—i—K/ / o(t,s; T, S)dtds

o Jo 0o Js.
T S T /S

+ K/ / go(t,s;T,S)dtds—i—e/ / o(t,s; T, S)dtds
Te 0 € €
T. 8. T. S

= K/ / go(t,s;T,S’)dtds—l—K/ / o(t,s;T,S)dtds
o Jo 0 Js.

T rSe
+ K/ o(t,s;T,S)dtds + €

IA
=
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t
u = T v = % alimirsa, herhangi T, ve S, sabiti icin T,S — oo iken

Te Se 1 T€1 t [0} t h—1
t,s;T,S)dtds = ———— — | = 1—— dt
[ [ om0
1 S 1 /s5\B s\ k-1
- - — (= 12
8 B(ﬂ+1,k)/0 S(S) ( s) ds

1 Te/T h—1
- - (1 — )14
B(a+1,h)/0 ut(1—u)*du

1 Se/S 3 b1
X B(ﬁJrl,k)/O v (1 —v)" tdv

integrali sifira yakinsar. Boylece bazi Tel ve 5'61 vardir oyle ki

Te  [Se . .
K/ / o(t,s;T,S)dtds <e, T>T'S>S5!
0 0

t
T v = % alimirsa, herhangi T, ve S¢ sabiti icin T',.S — oo iken

Te S 1 Te 1 t (o4 t h—1
1 51 /5\8 s\ k-1

[ (2 (1-2) 4

* BB+ Lk /S S (s) ( s) °

1 T h—1
= B(a+1h)/0 gk

1 /1 3 k-1
x A VP (1 —v)
B(5+1vk) SeS ( )

u =

1 1
integralinin sifira yakinsadigini elde ederiz. (S — oo iken ————~ / A1 —
( B(B+1,k) Js.s (

v)k_ldv ifadesinin 1 yakinsadigini not edelim.) Bdylece baz Tz ve g? vardir Oyle ki
Te pS ~ N
K/ / o(t,s;T,S)dtds < e, T >T28> 852
0 e

Benzer gekilde herhangi T, ve S¢ sabiti i¢in T, S — oo iken

T Se
/ / o(t,s; T, 5)dtds
e JO

1 1
integrali 0 a yakinsar. (S — oo iken m /Te/T w®(1 — w)"du ifadesinin 1 e

yakimsadigini not edelim.) Boylece bazi Tf’ ve 5’3 vardir oyle ki

T pSe . N
K/ / o(t,s;T,S)dtds < e, T>T38>52
e J0

Boylece T > max (1., T}, T2,73) , S > max(S., S}, 52, 53) icin (58) esitsizligi

elde edilir ve bu, (54) esitligini ispatlar.

I(u,v;T,S) :/T/Sgo(t,s;T,S) (1 — %)a (1— E)é)difds

S



olmak tlizere
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T rS
/ / o(t,s;T,8)0q8(t, s)dtds
0

0

/(JT/OSSOtSTS(// 1-2) 1—)Bf(u,v)dudv>dtds
//f (// 78 (1= 1) (1) ) e
//f(u,v)[(u,v;T,S)dudv

0 0

elde edilir. Burada I(u,v;T,S) ifadesi

ve

olmak tlizere

L(u,T) = M <;>a+1 /UT <1 - ;)hl (t — u)*dt

I(u,v;T,S) = /T/Sgo(t,s;T,S)O—?>a<1—2)ﬁdtds

st [ (-8) " )

o e -1 W (B (R
a+1 T h—1

~ (aatin(2) [ (-4) 0 wra)

X (B(ﬁqltl,k) <;>5+1 /US (1— §>k 1(S—U)'8d8>

= L(u,T)Is(v,S)

seklinde yazilir. I1(u,T) denkleminde ¢t = T — (T — u)x yerine yazarak

Il(u,T) =

s (3) L (- () w -
s () [ (e ) e
s (7)) [ -8 T e

Bla L P o /OT A () T )T

w\ o+h 1 1 h—1
N R “1(1 - g)°
( T) B(a—i—l,h)/o v (1 -a)de

u a+h
=
(-7

elde edilir ve benzer gekilde

I, 8) = (1~ %)M
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elde edilir. Bu

T S T S u a-+h v ﬁ+k
/0/Ocp(t,s,T,S)Jaﬁ(t,s)dtds = /0 /0 (1_f) (1—§) f(u,v)dudv

= Oathptk(T,S)

oldugunu gosterir. Bu, Teorem 3.1’in ispatini tamamlar. O

3.21 a=1, f=0yada a=0, =1 Durumu

(C,1,1) integrallenebilmeye benzer sekilde (C,1,0) veya (C,0,1) integrallenebi-
lirligin teorisi ispatlanabilir. Clinkii bu teori, tek degiskenli fonksiyonlarin integrallene-
bilirligi teorisine benzerdir. Simdi baz1 tanimlar: ve ispatlar: olmaksizin bazi teoremleri

verelim.

Tanim 3.2 (Totur ve Canak, 2018) f(T,S), R% dizerinde siirekli bir fonksiyon ve
F(T,S), (48) deki gibi tanimlansin. (48)’in (C,1,0) ve (C,0,1) ortalamalar: siraswyla

o10(T, 5) = /O ' /0 ’ <1 4 ;) F(t, 5)dtds (59)

501 (T, 8) = /O ' /0 ’ (1 - %) F(t, s)dtds (60)

ve

ile tanwmlanar. Eger

lim g1 O(T S) (61)
T,S—00
ve
li T 2
i 00.1(T, 5) (62)

var ve sonlu ise (50) integrali Ri tzerinde siraswyla (C,1,0) ve (C,0,1) integrallenebilir

denir.

(C,1,0) ve (C,0,1) toplanabilme metotlar1 regiilerdir. Yani, (50) integrali L sonlu
sayisina yakinsak ise o halde (50) integrali, L’ye hem (C,1,0) hem de (C,0,1)

integrallenebilirdir.

Teorem 3.2 (Totur ve Canak, 2018) (50) integrali L sonlu sayisina (C,1,0) integral-

/fTs o)

kosulu saglanwyor ise o halde (50) integrali ayni L degerine yakinsar.

lenebilir ve
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Teorem 3.3 (Totur ve Canak, 2018) (50) integrali L sonlu sayisina (C,0,1) integral-

lenebilir ve
T
s/ F(£,.8)dt = 0(1)
0

kosulu saglanwyor ise o halde (50) integrali ayni L degerine yakinsar.

3.2.2 a=1, =1 Durumu

Tamm 3.3 (Totur ve Canak, 2018) f(T,S), R2 dizerinde siirekli bir fonksiyon olsun.

i /OT /OS (1 - ;) (1 - %) £(t, s)dtds (63)

limiti var ve sonlu ise (50) integraline R?. izerinde (C,1,1) integrallenebilir demnir.

Eger

Teorem 3.1’in sonucu olarak siradaki sonug elde edilir.

Sonug 3.1 (Totur ve Canak, 2018) (50) integrali L sonlu sayisina yakinsak ise o halde
(50) integrali ayni L degerine (C,1,1) integrallenebilirdir.

Ispat. Teorem 3.1'"de @ = 8 = 0 ve h = k = 1 almarak elde edildigi aciktir. ad

Sonug 3.1’in tersinin genellikle dogru olmadig: agagidaki 6rnekler ile gosterilebilir.

(0.9) oo
Ornek 3.1 (Totur ve Canak, 2018) / / cost cos sdtds integralini alalvm.
o Jo
Bu integral yakinsak degildir, fakat sifira (C,1,1) toplanabilirdir:
(63) limitinden T, S — oo iken

T S
t
/0 /0 (1 — T> (1 — %) cost cos sdtds
T S
= /0 <1 — ;) cos tdt/o <1 — %) cos sds
T 1 /(T
= / costdt—/ tcostdt
0 T Jo

S 1 S
/ cos sds — — / s cos sds
0 S Jo

1
= sinT — T[TsinT— (—cosT +1)]

X

1
X sinS — g[SsinS— (—cosS +1)]

(1 —cosT)(1—cosS)
TS
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ifadesinin sifira yakinsadige elde edilir.

Ornek 3.2 (Totur ve Canak, 2018) / / sint sin sdtds integralini alalvm.
o Jo

Bu integral yakinsak degildir, fakat bire (C,1,1) toplanabilirdir:

(63) limitinden T, S — oo iken

T S
t
/0 /0 <1 - T> (1 — %) sin ¢ sin sdtds

T S
= /0 <1 — ;) sin tdt/o (1 — %) sin sds

T 1 (T
= / sintdt — / tsin tdt

0 T Jo

S 1 S
/ sin sds — / ssin sds
0 S Jo
1

= —cosT+1- T[—TcosT—i—sinT]

X

1
x —cosS+1— g[—SCOSS—i—SiDS]

(T' —sinT)(S —sin S5)
TS

ifadesinin bire yakinsadigr elde edilir.

Teorem 3.4 (Totur ve Canak, 2018) (50) integrali L sonlu sayisina (C,1,1) integral-

lenebilir ve
S
T/ f(T,s)ds = O(1)
0
ve

T
s/o £(t,S)dt = O(1)

kosullary saglanwyor ise (50) integrali ayny L degerine yakinsar.

Ispat. (50) integrali L sonlu sayisina (C, 1,1) integrallenebilir olsun yani,

G(T,S):/OT/OS <1—;> (1—%)f(t,s)dtds—>L, T,5 — o0

G(T, S) yi; .
Gl(T,S):/O /0 (1-%) F(t,5)dtds

G(T, ) = /OT (1-3) ;Gl(T, 5)dt

olmak tzere

(64)

(65)

(67)

(68)
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seklinde tekrar yazilir.
(66), (67) ve (68) esitliginden ;;Gl(T, S)’'nin L sonlu sayisina (C, 0, 1) integral-
lenebilir oldugu elde edilir.

(66) esitliginden

) =L 7 s 2 e sy (69)
1 ) - S 0 95 1 )
olmak tizere

elde edilir.
T,S — oo iken Hi(T,S) — 0 oldugu gosterilmelidir.
(68) esitliginden,

1 (9 H(T
iG(T,S’ == 0 Gi(T,s)ds = 1(T’S)

as ) =52/ “3s (71)

elde edilir. Ayni zamanda S = e” yer degistirmesi ve R(T,v) = Hi(T,e") esitligini

kullanarak,

Sa
iG(T7 S)YdS = G(T,52) —G(T,S1)
s, 0S

Sa

L [,
s S
log Sa

= / Hy(T,e")dv
log S1
log S2

= / R(T,v)dv
log S1

elde edilir. Simdi li_)m R(T,v) = 0 oldugu gosterilmelidir. Basit bir hesaplama ile
0 v 0 o o9
%R(T,v) =e ale(T,e )= Sﬁﬂl(T, S) (72)
elde edilir.
(69) esitliginden,
59
SH\(T, S) = / 55 G (T, 5)ds (73)
0

elde edilir. (73) esitliginin her iki tarafinin 7’ye gore diferansiyeli alinirsa,

B B
H(T,8) + S5 Hi(T.S) = S55G1(T.5) (74)

elde edilir.
(65) esitliginin her iki tarafinin (C, 1,0) ortalamasi alinarak; (72) esitliginden

B
S5gHI(T.S) = O(1) (75)
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oldugunu gerektiren

)
S5gC(T,8) = O(1) (76)

esitligi elde edilir.
Teorem 3.2'nin adimlarn ile 7,8 — oo iken Hi(T,S) — 0 oldugu kolayca elde
edilir. (66) ve (70) esitliklerinden 7', S — oo iken G1(7T',S) — L oldugu elde edilir.
T,S — oo iken G1(T,S) — L ve (64) kosulundan dolayr Teorem 3.2’den
lim F(T,S)= L elde edilir. O

T,S—o00
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