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OZET
UYUMLU KESIRLI BIR DALGA DENKLEMIi UZERINE
Bu tezde, uyumlu kesirli kismi tiirevle ifade edilen bir dalga denklemine, genellestirilmis
Fourier metodu uygulanarak elde edilen, uyumlu kesirli sinir deger probleminin 6zdeger ve

ozfonksiyon 6zellikleri incelenmistir.
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ABSTRACT
ON A CONFORMABLE WAVE EQUATION

This work is devoted to examine the spectral properties of a conformable boundary
value problem which is obtained from a conformable wave equation by applying the generalized
Fourier method.
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1. GiRis

Degiskenlere ayirma yontemi, siiperpozisyon prensibi ile birlikte ele alindiginda lineer

kismi diferansiyel denklem iceren baslangic deger problemlerini ¢6zmek i¢in oldukea yaygin bir

bicimde kullanilir. Bu ydntem, genellikle u(x, y)baglmh degiskenini, Xve Y, X ve Yy
degiskenlerinin fonksiyonlar1 olmak tzere, u(x, y) =X (X)Y (y) biciminde ifade ederek ise

baslar. Cogu durumda, kismi diferansiyel denklem X ve Y fonksiyonlarinin iki adi diferansiyel
denklemine doniisiir. Benzer uygulama ti¢ veya daha fazla bagimsiz degisken iceren denklemler
icin de kullanilabilir. Bir kismi diferansiyel denklemin iki veya daha fazla adi diferansiyel
denkleme ayrilmasi sorusu asikar bir soru olmamakla birlikte, bu yontem yine de genis bir
baslangic deger problemi sinifinin ¢6ziimlerinin bulunmasi agisindan olduk¢a kullanish bir
yontemdir. Degiskenlere ayirma yontemi bazen Fourier yontemi (veya 6zfonksiyon acilimi
yontemi) olarak da anilir. Dolayisiyla, yukarida anlatilan yontem 6zdegerler, 6zfonksiyonlar ve
diklik gibi, lineer problemlerle calismak adina olduk¢a genel ve 6énemli konularla ilgilenmenin
yolunu agar.

Kesirli analiz, tam say1 olmayan mertebeden tiirev ve integral hesabi anlamina gelir.
Keyfi mertebeli tiirev ve integrasyon kavrami ilk kez 1695 yilinda Leibniz ve L’Hospital
tarafindan ortaya atilmistir.

Kesirli tlireve iliskin farkli tanimlar olmasina karsin, bu tiirevlerden en ¢ok kullanilanlari
Caputo ve Riemann-Liouville kesirli tiirevleridir. Bu kesirli tiirevler de dahil literatiirdeki tim
kesirli tiirev tanimlarinin, klasik tiirev tamimiyla tek ortak yonii, hem Kesirli tiirevin hem de
klasik tiirevin lineerlik 6zelligini sagliyor olmasidir.

Lineerlik harici 6zelliklerle ilgili olarak, kesirli tiirev ve klasik tiirev arasinda herhangi
bir uyuma rastlanmamaktadir. Ornegin, herhangi bir sabit sayinin Riemann-Liouville kesirli
tirevi, klasik anlamdaki tiireve benzer sekilde, sifir olmamaktadir. Benzer bicimde, iki
fonksiyonun ¢arpiminin ve boliimiiniin klasik anlamdaki tiirevi ile bunlarin kesirli tiirevleri de
herhangi bir uyum sergilemez. Yine, biitiin kesirli tiirev tanimlari, klasik tiirevin sagladig: zincir
kuralini saglamaz.

Yakin zamanda, uyumlu Kkesirli tiirev olarak isimlendirilen ve Kklasik tiirev tanimina
dayandirilarak verilen yeni bir kesirli tiirev tanimi ortaya atilmistir [1].

Tezde, bu uyumlu Kkesirli tliirev tanimi yardimiyla ifade edilen

o*u  o* o“u
o0 %= 2 (0%

homojen olmayan telin titresimi denklemi

u(0,t)=0, u(lt)=0, t>0

j—q(x)u 0<x<l,t>0
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sinir ve

au(x,0)

u(x,0)= X),

baslangi¢c kosullar1 ile birlikte ele alinmistir. Burada denklemdeki p(x) fonksiyonunun

0°p(x)
ox”

siirekli fonksiyonlar oldugunu ve denklemin 0 <& <1 mertebeli bir kismi diferansiyel denklem

oldugunu belirtmekte yarar vardir.
Ele alinan bu dalga denklemine, genellestirilmis Fourier metodu uygulanarak elde

=¢,(x), 0<x<I

p(x)>06zelligini sagladigin, , q(x) ve p(x)>0 fonksiyonlarin [0,1] arahginda

edilen, uyumlu kesirli Sturm-Liouville sinir deger probleminin 6zdeger ve 06zfonksiyon
ozellikleri incelenmistir.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliim olan bu “Giris” boéliimiinden sonra,
onceki ¢alismalara deginilen “Kaynak Arastirmalar1” isimli ikinci béliimde, ele alinan konu ve
denklemlerle ilgili var olan literatiiriin 6zeti verilmistir. Uciincii boliim olan “Materyal ve
Yontem” isimli bolim, sonraki bolimde kullanillacak olan bazi temel kavramlarin
hatirlatilmasina ayrilmistir. Bagligi “Bulgular ve Tartisma” olan dordiincii boliim tezin orijinal
kismidir. Bu béliimde, ikinci boliimde bahsi gecen calismalardan farkl olarak uyumlu kesirli
tiirev tanimi1 yardimiyla ifade edilen homojen olmayan telin titresimi denklemi ele alinmistir. Bu
denklemle olusturulan sinir deger problemine genellestirilmis Fourier metodu uygulanarak elde
edilen, uyumlu kesirli Sturm-Liouville sinir deger probleminin 6zdeger ve 06zfonksiyon
ozellikleri incelenmistir. Burada elde edilen sonuglar 2018 yilinda Siileyman Demirel Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti Dergisinde (Cilt 22, Say1 3, pp. 1110-1113) yayimlanmis ve 2019 yilinda
International Conference on Applied Analysis and Mathematical Modelling, Istanbul, 10-13 Mart
2019 konferansinda sozlii bildiri olarak sunulmustur. Besinci boliimde ise sonug¢ ve Onerilere

yer verilmistir.
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2. KAYNAK ARASTIRMALARI

Giiniimiizde, kesirli analiz konusu oldukg¢a popiiler bir konu haline gelmis olup, konuyla
ilgili ¢esitli bakis agilarina sahip olabilmek adina [2-9] ¢alismalarina bakilabilir.

Uyumlu kesirli tiirev, klasik tiirevin dogal ozelliklerini saglayarak, bilinen anlamdaki
tiirev tanimini genisletmeyi ve bu tiirev tanimi kullanilarak elde edilen uyumlu kesirli
diferansiyel denklemler yardimiyla diferensiyel denklemler teorisine yeni acilimlar
kazandirmayi amacglar.

Bu yeni acilimlara 6rnek olarak [10-18] c¢alismalar1 gosterilebilir. [10] da degisken
katsayili uyumlu Kesirli lineer diferansiyel denklemler icin Wronksiyen kavrami verilmis ve
degisken katsayili kesirli diferansiyel denklemler icin Abel formiili ispatlanmistir. [11] de
uyumlu Kkesirli 1s1 denkleminin ¢6ziimii verilmistir. [12] de ardisik lineer uyumlu diferansiyel
denklemler icin varhik ve teklik teoremleri ispatlanmistir. [13] de kesirli Fourier serileri ve
degiskenlere ayirma yontemi kullanilarak uyumlu kesirli kismi diferansiyel denklemlerin
¢ozlimleri arastirilmistir. [14] de uyumlu Kesirli tiirev i¢in zincir kurali, uyumlu kismi
integrasyon, Gronwall esitsizligi, uyumlu {iistel fonksiyon ve uyumlu Laplace donlistimii gibi
kavramlar ele alinmistir.

[15] de ikinci mertebeden lineer uyumlu Kesirli diferansiyel denklemler icin mertebe
diisiirme ve sabitlerin degisimi yontemi, sabit katsayili ve Cauchy-Euler tipli uyumlu kesirli
diferansiyel denklemlerin genel c¢6ziimlerinin bigimleri verildikten sonra, uyumlu kesirli
ozeslenik problemler ele alinmis ve bu problemlerin 6zellikleri incelenmistir. [16] da oransal
tiirevli uyumlu kesirli diferansiyel denklemler ele alinmis ve bu denklemlerin o6zellikleri
incelenmistir. [17] ve [18] de ise, sirasiyla, zaman skalasinda tanimli Dirac denklemler sistemi
ve Sturm-Liouville problemleri ele alinmis ve bu problemlerin bazi spektral o6zellikleri

incelenmistir.



Nurcan Erbey, Yiiksek Lisans Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2019

3. MATERYAL ve YONTEM

Bu boéliimde, tezin “Bulgular ve Tartisma” kismindaki orijinal sonuclarin elde edilmesi
icin gereken temel tanim ve teoremler verilmistir. Bu ama¢ dogrultusunda, 3.1 numaral alt
bolimdeki kavramlar [19] numarali kaynaktan, 3.2 numarali alt bolimdeki kavramlar [1]
numarali kaynaktan, 3.3.1 numaral alt bélimdeki kavramlar [11] numarali kaynaktan, 3.3.2

numarali alt béliimdeki kavramlar ise [13] numarali kaynaktan yararlanilarak verilmistir.
3.1. Giris

3.1.1 Degiskenlere Ayirma Metodu

Bu boéliimde, baslangi¢c deger problemlerini ¢6zmek icin oldukca yaygin bir bicimde
kullanilan degiskenlere ayirma yodnteminden bahsedilecektir. Bu yontemin uygulanabildigi
problemler sinifi, matematiksel fizik, uygulamali matematik ve miihendislik bilimlerindeki
birgok problemi kapsar.

Simdi, degiskenlerine ayirma yontemi tanitilacak ve bu yontemin ikinci dereceden iki
bagimsiz degiskenli kismi diferansiyel denklem iceren problemlere uygulanabilirligi icin
kosullar incelenecektir.

Asagidaki ikinci mertebeden kismi diferansiyel denklem ele alinsin:
au,. +b*ux*y* +c*uy*y* +d’u, +e*uy* +fu=0. (3.1.1.1)

Burada a ,b’,c’,d",e",f" fonksiyonlari X ve y* degiskenlerinin fonksiyonlaridir.

M:&O olmak tizere
o(x"y")
x=x(x\y"), y=y(x.y’)

dontiistimiiyle (3.1.1.1) denklemi her zaman
a(x, y)u, +c(x,y)u, +d(x,y)u, +e(x,y)u, +f(x,y)u=0 (3.1.1.2)
kanonik biciminde ifade edilebilir. Bu denklem, a = —c iken hiperbolik, a=0 veya ¢ =0 iken

parabolik, a = c iken eliptik olur.

(3.1.1.2) denkleminin ayrilabilir bir ¢éziimiiniin

u(x,y)=X(x)Y(y)=0 (3.1.1.3)
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biciminde oldugu kabul edilsin, burada X ve Y, sirasiyla sadece X ve sadece Y degiskeninin

fonksiyonlaridir ve iki kez siirekli diferansiyellenebilir fonksiyonlardir. (3.1.1.3) ifadesi,
(3.1.1.2) denkleminde yerine yazilirsa,
aX"y +cXY"+dX¥Y +eXY'+ fXY =0 (3.1.1.4)

denklemi elde edilir, burada X ve Y harfleri tizerindeki kesme isaretleri fonksiyonlarin uygun

degiskenlere gore olan tiirevlerini gostermektedir.

(3.1.1.4) denklemini p(x, y) fonksiyonuna boéltince

a, (X) XY +b (V) XY"+a,(X) XY +b, (y) XY+ a,(x)+b, (y) | XY =0 (3.1.1.5)
denklemi elde edilecek bigimde bir p(x, y) fonksiyonu oldugu varsayilsin. (3.1.1.5) denklemi
XY ile bolinerek

X” X! YI! Y!

—+a,—+8 |=—|b—+b,—+D 3.1.1.6
RN I ATy -

elde edilir. (3.1.1.6) denkleminin sol tarafi sadece X ve sag tarafi da sadece Yy degiskenine

baghdir. Dolayisiyla, (3.1.1.6) denklemi X e gore diferansiyellenirse

i X—”+a £+ =0 (3.1.1.7)
x| X TR X o
denklemi elde edilir. (3.1.1.7) denkleminin integrali alinarak

—+a,—+a,=41 3.1.1.8
SRR RV ( )
bulunur, burada A bir ayirma sabitidir. (3.1.1.6) ve (3.1.1.8) ifadelerinden

YN Yl

—+b,—+b,=-1 3.1.1.9
by v Ry th ( )
elde edilir. (3.1.1.8) ve (3.1.1.9) ifadeleri
aX"+aX'+(@,-1)X =0 (3.1.1.10)
ve
bY"+b,Y'+(b,+4)Y)=0 (3.1.1.11)

bicimlerinde yazilabilir. Eger X (X) ve Y (Yy) fonksiyonlan sirasiyla (3.1.1.10) ve (3.1.1.11) adi
diferansiyel denklemlerinin ¢éziimleri ise (3.1.1.3) ifadesi ile verilen U(X,Y) fonksiyonu da

(3.1.1.2) denkleminin ¢6ziimii olur.

Eger (3.1.1.1) denklemindeki katsayilar sabit olursa, (3.1.1.1) denklemini kanonik forma
indirgemeye gerek kalmaz. Gergekten A, B, C, D, E ve F sifirdan farkli sabitler olmak iizere
Au,, +Bu, +Cu, +Du +Eu +Fu=0 (3.1.1.12)
ikinci mertebeden kismi diferansiyel denklemi ele alinsin ve Uu(Xx,y)=X(x)Y(y)=0
fonksiyonunun bu denklemin ayrilabilir bir ¢6ziimi oldugu kabul edilsin.

u(x,y) = X(x)Y(y) #Qifadesi (3.1.1.12) denkleminde yerine yazilirsa,
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X" BX'Y CY" DX EY'" F
t————t——t——t——+—=0, A%0 (3.1.1.13)
X AXY AY AX AY A

bulunur. (3.1.1.13) iin X degiskenine gore tiirevi alinarak

X" B(X\Y D(X"
+—| — | —+— =0
)25 vl

elde edilir. Dolayisiyla,

Xﬂ !
X D Y’
— 7 o =

B(x'y B Y
)
yazilabilir. Bu esitligin de ayrilabilir oldugu ve bu durumda esitligin her iki tarafinin bir A

sabitine esit olmasi gerektigi soylenebilir. Buna gore,

Y'+AY =0 (3.1.1.14)

(X_j +(2_/1JE(£J _0 (3.1.1.15)
X B Al X

elde edilir. (3.1.1.15) denklemi X degiskenine gore integre edilerek,

X" (D B( X'
x J{E_;LJK(Yj__ﬂ (3.1.1.16)

bulunur, burada £ daha sonra belirlenecek bir sabittir. (3.1.1.14) denklemi asil denklem olan

(3.1.1.13) de yerine yazilarak

X + 2—/1 EX'+ /IZ—E/HE EX=0 (3.1.1.17)
X B A C C/A
bulunur. (3.1.1.16) ve (3.1.1.17) denklemleri karsilastirilarak
p-(w-ErL)C
C CJ/A

elde edilir. Eger X(X) ve Y(y) fonksiyonlar: sirasiyla (3.1.1.17) ve (3.1.1.14) adi diferansiyel

denklemlerinin ¢6ziimleri ise U (X, y) fonksiyonu da (3.1.1.12) denkleminin ¢6ziimii olur.

3.1.2 Titresen Tel Denklemi

T sabit gerilim katsayisini ve o yogunlugu gostermek iizere, X ekseninde O ve |

noktalari arasinda konumlanmis, uclari bagh bir telin titresimi denklemi g6z éniine alinsin:

u, —c’u, =0, 0o<x<I, t>0 (3.1.2.1)
u(x,0)= f(x), o<x<I (3.1.2.2)
u, (x,0)=g(x), 0<x<lI (3.1.2.3)
u(0,t)=0, t>0 (3.1.2.4)
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u(l,t)=0, t>0 (3.1.2.5)
Burada c=T / p dirve f ve g fonksiyonlar sirasiyla baslangi¢c anindaki yer degistirmeyi ve
baslangic anindaki hizi gostermektedir. Degiskenlerine ayirma yontemi yardimiyla bu
denklemin ¢6ziimiiniin

u(x,t)=X(x)T(t)=0 (3.1.2.6)
biciminde oldugu kabul edilsin. (3.1.2.6) ifadesi (3.1.2.1) de yerine yaziirsa XT"=¢’X"T
ifadesi ve bu ifade yardimiyla da XT # 0 olmak lizere
X" 17"

X T

esitligi elde edilir. (3.1.2.7) nin sol tarafi t degiskeni ve sag tarafi da X degiskeninden bagimsiz

(3.1.2.7)

oldugu i¢in, A bir ayirma sabitini gostermek lizere,

RS S
X T
yazilabilir. Dolayisiyla
X"—=AX =0 (3.1.2.8)
ve
T"-A¢’T =0 (3.1.2.9)

olmak tizere iki tane adi diferansiyel denklem elde edilir.

Degiskenlere ayirma yontemi sinir kosullarina uygulanarak (3.1.2.4) ve (3.1.2.6) dan
u(0,t) = X (0)T (t)=0
yazilabilir. t degiskeninin tim degerleri i¢in T (t) #0 olmasi istendiginden yukaridaki son

ifadeden
X (O) =0
ve benzer bicimde (3.1.2.4) ve (3.1.2.5) den
X(l)=0 (3.1.2.10)
bulunur.

X (X) ¢O6zUmiini elde etmek icin
X"-AX =0, X (0)=0, X(l1)=0 (3.1.2.11)
0zdeger problemi ¢6ziilmelidir. Bunun igin, bu problemin sifirdan farkli ¢6ztimlerini verecek
bicimdeki A degerleri aranmaldir. Simdi sirayla A nin muhtemel ti¢ durumu incelensin: 4 >0,
A1=0, 1<0.

Durum 1. 4 >0. Bu durumda, A ve B keyfi sabitler olmak tizere, denklemin genel ¢6ziimii

X (X) = Ae V™ 4 Be'H bicimindedir. Bu ifadenin sinir kosullarini saglamasi icin

A+B=0, Ae YV + Be'" =0 (3.1.2.12)
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denklem sisteminin ¢oziimii arastirilmahdir. (3.1.2.12) sisteminin determinanti sifirdan
farklhidir. Sonug olarak, A ve B nin her ikisi birden sifirdir ve X (X) genel ¢ozlimi 0zdes
olarak sifira esittir. Bu durumda asikar ¢oziim elde edildigi icin A >0 durumu (3.1.3.11) 6z
deger probleminin sifirdan farkl bir ¢6ziimiiniin elde edilebilecegi bir durum degildir.

Durum 2. A =0. Bu durumda, denklemin genel ¢oziimi X (X)= A+ Bx bicimindedir. Bu
¢6ziime siir kosullar1 uygulanarak A=0 ve A+ Bl =0 elde edilir. Dolayisiyla A=B =0 olur

ve bir 6nceki durumda oldugu gibi asikar ¢dziim elde edilir.

Durum 3. 4 <0.Bu durumda denklemin genel ¢6ziimii

X (x)= Acosv/—Ax+ Bsinv-1x

bicimindedir. X (0) =0 kosulundan, A=0 ve X (I) =0 kosulundan

BsinyV/-A1=0

bulunur. B =0 durumunda ¢6ziim asikar olacagindan B = 0 alinir ve dolayisiyla sin</—4l =0
elde edilir. Bu esitlik N =1,2,3,--- i¢in ~/—Al =nz veya

2, =(nzt)’

oldugunda saglanir. Anin bu sonsuz sayidaki ayrik degerleri icin problemin sifirdan farkl

¢oziiml bulunabilir. 4 nin bu degerine, (3.1.3.11) 6zdeger probleminin 6zdegerleri ve bu

ozdegerlere karsilik gelen sin(nﬁf)x, n=12,3,--- fonksiyonlarina ise (3.1.3.11) 6zdeger

probleminin 6zfonksiyonlar1 ad1 verilir. Dolayisiyla (3.1.2.11) problemin ¢oziimleri
X, (x)=B,sin(nz/)

biciminde olur. A = A i¢in, (3.1.2.9) un genel ¢6ztiimii

T,(t)=C, cos(%)t +D, sin (%}t

biciminde elde edilir, burada C, ve D, keyfi sabitlerdir. Bu durumlar a, =B C_ vea, = B,D,

olmak Uizere

u, (x,t)=X,(X)T,(t)= (an cos%ubn sin %t}sin(?j

fonksiyonlari (3.1.2.1) denklemini ve (3.1.2.5) sinir kosullar: saglar. (3.1.2.1) denklemi lineer ve

homojen oldugundan, stiperpozisyon prensibinden,

u,(x,t)= Z(an cos%t +b, sin %t)sin (_n;;xj (3.1.2.13)

n=1

sonsuz serisi de, yakinsak olmasi ve X ve t ye gore iki kez siirekli diferansiyellenebilir olmasi

durumunda, denklemin bir ¢6ziimii olur. Serinin her bir terimi (3.1.2.4) ve (3.1.2.5) simir
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kosullarin sagladigindan, serinin kendisi de bu sinir kosullarin1 saglar. Problemin ¢6ztimiine
ulagmak i¢in saglanmasi gereken iki baslangi¢ kosulu vardir. Bu kosullar yardimiyla a, ve b,

katsayilar1 belirlenecektir.

Bunun i¢in 6ncelikle, (3.1.2.13) serisi t ye gore diferansiyellenerek

. nzc Nz X
u =) —| —a, S|n—t+b cos—t sin
t nz; | ( 1 14 j ( 1 j

elde edilir. Daha sonra, (3.1.2.2) ve (3.1.2.3) baslangi¢ kosullar1 uygulanarak

u(x,0)=f(x)=ia”5in(%j

n=1
= nzc ) . ( NzX
ut(x,O)zg(x):an(Ljsm(Lj
= ¢ 4
bulunur. Bu esitlikler, f(X) ve g(X) in Fourier siniis serileriyle ifade edilebilmeleri

durumunda saglanir. Bu durumda a, ve b, katsayilari

=_j sm(mxjdx b, _ 2 g(x )sin(n’;Xde (3.1.2.14)

nzcs,

ile verilir. Dolayisiyla titresen tel denkleminin ¢6ziimii, a, ve b, katsayilari (3.1.2.14) ifadeleri

ile belirlenmek iizere, (3.1.2.14) serileri yardimiyla ifade edilir.
3.1.3 Ozdeger Problemi
Bir o6nceki boliimde, degiskenlere ayirma yontemi yardimiyla, kismi diferansiyel

denklemlerin ¢oztimleri belirlendi. Bu boliimde, degiskenlere ayirma yontemi ve ilgili 6zdeger

problemleri genellestirilecektir. Bu genellestirme genellikle Sturm- Liouville teorisi olarak

bilinir.
Ayrilabilir simir kosullar altinda, ikinci mertebeden bir homojen kismi diferansiyel
denklem
dzy 3
X +a —+ X)+4|=0 3.1.3.1

bi(;imlndekl bir adi diferansiyel denkleme doniistiiriilebilir. Bu denklem 6nceki boéliimde
(3.1.2.10) ve (3.1.2.11) numaral adi diferansiyel denklemlerle aynm bicime sahiptir. (3.1.3.1)

denkleminde

ex 2 X _3(%) S(x) = P(x)
puai(t)dt}' q(x) ) (x) 2 (%) (3.1.3.2)

ifadeleri goz 6niine alinirsa,

d dy
dx(de (q+1s)y=0 (3.1.3.3)
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biciminde ifade edilen ve Sturm-Liouville denklemi olarak bilinen denklem elde edilir.

d dy
L=—| p—
dx(pdx}rq

Sturm- Liouville operatdri olmak tizere (3.1.3.3) denklemi

L[y]+As(x)y=0

biciminde yazilabilir. Burada A, Xdegiskeninden bagimsiz bir parametre vep, g, ve S
fonksiyonlar1 X degiskeninin reel degerli fonksiyonlaridir. Coéziimlerin varligin1 garantilemek

icin kapali sonlu bir [a, b] araliginda  ves fonksiyonlarinin siirekli ve P fonksiyonun siirekli

diferansiyellenebilir oldugu kabul edilir.

Eger p(X) ve S(X) fonksiyonlar1 kapali [a, b] araliginda pozitif fonksiyonlarsa, Sturm-
Liouville denklemi bu [a, b] araliginda regitilerdir denir. Dolayisiyla verilmis bir A degeri i¢in

regliler Sturm-Liouville denkleminin [a, b] araliginda iki tane lineer bagimsiz ¢6ziimii vardir.

L[y]+4s(x)y=0, a<x<b,

Sturm-Liouville denklemi a,, a,, b,, b, hepsi ayni1 anda sifir olmayan keyfi reel sayilar olmak
uzere

ay(a)+a,y'(a)=0, b,y(b)+b,y’(b)=0 (3.1.3.4)

ayrik sinir kosullari ile birlikte ele alindiginda bir regiiler Sturm-Liouville sistemi olusturur.
Sturm-Liouville sisteminin sifirdan farkli ¢éziimlerinin oldugu A degerlerine 6zdegerler, bu

0zdegerlere karsilik gelen coziimlere ise 6zfonksiyonlar denir. Regiiler bir Sturm-Liouville

probleminde L operatoriiniin tanim kiimesi D(L) ile gosterilir. D(L) kiimesi [a,b]

araliginda tanimh kompleks degerli tiim Yy fonksiyonlarindan olusur. Bu Yy fonksiyonlari
y"el? ([a, b]) ozelligini ve (3.1.3.4) sinir kosullarim saglar.

Ornek 3.1.3.1 Asagidaki regiiler Sturm-Liouville problemi ele alinsin:
y'+4y=0, 0<x<rx

y(0)=0,  y'(#)=0
A<0oldugunda, A nin bir 6zdeger olmadig1 gosterilebilir. A >0iken Sturm-Liouville

denkleminin ¢6zimii

y(x)= Acosv/Ax +Bsinv/Ax
bicimindedir. y(O) =0 kosulundan A =0 bulunur. y'(7z) =0 kosulu ise

B\/Zcos\/zﬂ =0

olmasini gerektirir. 4 #0 oldugundan ve B =0 asikar ¢6ziim vereceginden COS\/Z%’ZO,

2n-1

B #0elde edilir. Bu esitlik, n=1,2,3,--- iken \/72 5

oldugunda saglanir. Dolayisiyla

10
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verilen problemin o6zdegerleri A, :(2n—1)2/4 biciminde, bu o6zdegerlere karsilik gelen

ozfonksiyonlar ise

sin(znz_l)x, n=123..

bicimindedir.

Ornek 3.1.3.2 x*y"+xy’+ Au=0, 1< x<e Euler denklemi, y(1)=0, y(e)=0 smir kosullar

ile birlikte ele alinsin. (3.1.3.2) doniistimii kullanilarak Euler denklemi

i(xﬂ}rliy =0

dx\ dx) x

Sturm-Liouville denklemi biciminde yazilabilir. Euler denkleminin ¢éziimii

y(x)=cxV e x

ifadesi ile verilebilir. x®=ge®"* = cos(alnx)+isin(alnx) oldugu goéz oniine ahmrsa,
yukaridaki ifade

y= Acos(\/ZIn x)+ Bsin(«/ZIn x)

halini alir, burada A ve B Kkatsayilar1 ¢, ve C,sayilar ile iligkili sabitlerdir. y(l) =0 kosulu
A =0 olmasini ve y(e) =0 kosulu sin J2 =0, B#0olmasin gerektirir. Buradan 6zdegerler,

n=12,3, - olmak iizere A, =Nz’ biciminde, bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar ise
yine N=1,2,3,--- olmak tizere sin (n7r In X) biciminde bulunur.

Uygulamada kendine yer edinen baska bir problem tiirii periyodik Sturm-Liouville
sistemleri olarak bilinir. p(a)= p(b) olmak iizere

P+ ae+ 500y =0 asxsb

Sturm-Liouville denklemi y(a) = y(b), y'(a) = y’(b) periyodik siir kosullar ile birlikte ele

alindiginda olusan sistem periyodik Sturm-Liouville sistemi olarak adlandirilir.

Ornek 3.1.3.3 Asagidaki periyodik Sturm-Liouville sistemi ele alinsin:

y'+ 1y =0, —-T<X<rxw

y(=z)=y(z).  Y(-=)=y(7)

burada p(X) =1 oldugundan p(—ﬁ) = p(;r) esitliginin saglandigini not etmekte fayda vardir.
A >0 iken Sturm-Liouville denkleminin ¢dziimiiniin y(x) = Acos~/Ax+Bsin/Ax

oldugu goriilebilir. Bu ¢6ziime periyodik sinir kosullari uygulanarak (ZSin \/ZX) B=0 ve
(2\/1 sin \/ZX) A =0 elde edilir. Buradan, asikar olmayan bir ¢6ziim elde etmek icin A= 0 ve

B#0 olmak izere Sin(\/z)ﬂzo olmas1 gerektigi sonucuna varilir. Sonu¢ olarak,

11
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n=123, - olmak iizere A, =n* bulunur. sin Jir=0 esitligi keyfi A ve B sayilari igin

saglandigindan ayni n’ 6zdegerine karsilik iki lineer bagimsiz cosnx ve sinnx 6zfonksiyonlari
karsilik gelir.
A <0 iken Sturm-Liouville denkleminin periyodik sinir kosullarini saglamadig: goriiliir.

Buna ragmen, A =0 6z degerine karsilik gelen 6zfonksiyon 1 dir. Dolayisiyla, periyodik Sturm-

Liouville sisteminin 6zdegerleri O ve {nz} , bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar ise n

bir pozitif tam say1 olmak iizere 1, {COS nx} , {Sin nx} dir.

3.1.4 Ozdeger ve Ozfonksiyon Ozellikleri

Onceki béliimde, regiiler Sturm-Liouville sistemleri ile ilgili verilen Ornek 3.1.3.1 ve
Ornek 3.1.3.2 de, A 6zdegerine karsilik gelen yalniz bir lineer bagimsiz ézfonksiyon oldugu
gosterilmistir. Bu 6zdegere “katlilik derecesi bir olan 6zdeger” (veya basit 6zdeger) denir. Bir
ozdegere karsilik k tane lineer bagimsiz 6zfonksiyon bulunabiliyorsa bu 6zdegerin katlhilik

derecesi k dir denir. Ornek 3.1.3.3 teki periyodik Sturm-Liouville sisteminde ayni n?
ozdegerine karsilik cosnx ve sinnx ozfonksiyonlar: karsilik geldigi icin bu 6zdegerin katlhilik
derecesi 2 dir. Onceki 6rneklerde, 6zfonksiyonlarn n=1,2,3,--- igcin cosnx ve sinnx

biciminde olduklar1 gdsterilmistir. Trigonometrik 06zdeslikler kullanilarak, m=n igin

J' cosmxcosnxdx =0, tiim m,n tamsayilan icin I cosmxsinnxdx =0 ve yine m=n icin

- -

'[ sinmxsinnxdx =0 esitliklerinin saglandig1 gosterilebilir. Béylece bu fonksiyonlarin [—7[, 7z]
araliginda birbirleri ile ortogonal olduklar1 séylenebilir. Ortogonallik bagintis1 genel olarak,
Sturm-Liouville sistemlerinde gecerli olan bir bagintidir.

¢(X) ve y/(x), | araliginda reel degerli integrallenebilen fonksiyonlar olsun. Bu

durumda ¢ ve y fonksiyonlarimin | araliginda bir p(x) >0 agirhik fonksiyonuna gore
ortogonal olmalari i¢in gerek ve yeter kosul
<¢,t//>=j¢(x)t//(x)p(x)dx=0 (3.1.4.1)

|

bagintisinin saglanmasidir. | araligi sonsuz boyutlu veya bir veya iki ugtan agik veya kapali
sonlu boyutlu bir aralik olabilir.

(3.1.4.1) de ¢ = alinirsa ¢ fonksiyonunun normu

=] [ om0

olarak tanimlanir.

Teorem 3.1.4.1 Sturm-Liouville sistemindeki p, q ve S katsayilar [a,b] araliginda siirekli

fonksiyonlar olsun. /lj ve A, 0zdegerlerine karsilik gelen ¢, ve ¢ 6zfonksiyonlarinin siirekli

12
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diferansiyellenebilir fonksiyonlar olduklar1 kabul edilsin. O halde, ¢j ve @, fonksiyonlari [a,b]
araliginda s (X) agirlik fonksiyonuna gore ortogonaldir.

Teorem 3.1.4.2 Herhangi Y,z € D(L) fonksiyonlari igin

d ! ’
yL[z]-2L[y]=—{ p(v2'-2)]
Lagrange 6zdesligi saglanir.
Teorem 3.1.4.3 L Sturm-Liouville operatérii ozesleniktir. Baska bir deyisle, herhangi

y,Z€ D(L) fonksiyonlar1 icin

(L[y].2)={y.L[2])
esitligi saglanir, burada <-, > L ([a, b]) uzayinda asagidaki gibi tanimlanan i¢ ¢arpimdir:

b

<f,g>:jf(x)mdx

a

Teorem 3.1.4.4 S(X)>O olmak tlizere, regiiler Sturm-Liouville sisteminin tiim 6zdegerleri
reeldir.

Teorem 3.1.4.5 Eger ¢1(X) ve ¢, (X), L[y]+/lsy =0 denkleminin [a,b] araligindaki
herhangi iki ¢6zlimiiyse, p(X)W (X;¢l,¢2) = sabit esitligi saglanir, burada W harfi ¢1(X) ve

o, (X) fonksiyonlarinin Wronskiyenini ifade etmektedir.

3.2 UYUMLU KESIiRLi TUREV

3.2.1 Uyumlu Kesirli Tiirev Tanim ve Ozellikleri

f :[O,oo) — [ bir fonksiyon ve t >0 olsun. f fonksiyonunun t noktasindaki tiirevi

daf . f(t+e)-f(t dt"

E: Img ( ) ( ) biciminde tanimlidir. Bu tanima gore, . =nt""
&> g

gorilebilir. Burada, akla su soru gelebilir: 0 <a <1 olmak iizere, yukarida verilen tiirev

tanimina benzer bicimde tamimlanabilecek a —inc1 mertebeden bir kesirli tiirev var midir?

oldugu kolayca

Benzer tiirev tanimi, N €[] olmak lizere a € (n, n +1] icin de yapilabilir mi?

T, ile o —1nc1 mertebeden kesirli tiirev olarak isimlendirilen operatér belirtilsin. & =1
iken, T, operatorii asagidaki 6zellikleri saglar.

i) Tim a,bel ve T, in tamm kiimesinden alinan her f,g fonksiyonu igin
T,(af +bg)=aT,(f)+bT,(g) dir.
i) Tim pel igin T,(t)= pt*” dir.

13
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i) T,(fg)= fT,(9)+9T,(f) dir.
T(f)-fT,
iv) Tl(i]: g (f) - :(9) dir.
g g
v) Tim sabit f (t) = A fonksiyonlar1igin T, (/1) =0 dir.

Asagidaki tanim, « € (0,1] olmak lUzere, o —1inc1 mertebeden kesirli tiirevin en basit, en

dogal ve en etkili tanimidir. Burada, bu tanimin, herhangi bir « sayis1 i¢in
genellestirilebilecegini belirtmekte yarar vardir. Fakat yine de o e(O,l] durumu en 6nemli

durumdur ve kesirli tiirevin tanimi bu durum i¢in yapildiktan sonra, diger durumlari elde etmek
kolaydir.
Tanim 3.2.1.1 f :[O, oo) —[1  fonksiyonu verilsin. Tim t>0 ve «ae (0,1] icin f

fonksiyonunun ¢ -1nc1 mertebeden “uyumlu kesirli tiirevi”

T (1)(0) =i f(t+gtl‘“)—f(t)

@ £—0 E

ile tanimhdir. Eger bazi a>0 sayllann icin f fonksiyonu (O,a) araliginda o -

diferansiyellenebilirse ve lim @ (t) mevcutsa f fonksiyonunun O noktasindaki o —inc

t—0"

mertebeden tiirevi (@ (0)=lim f (@ (t) bicimindedir.

t—0"

Bazen, f in a —inca mertebeden uyumlu kesirli tirevi T, ( f )(t) yi belirtmek icin
f(@ (t) gosterimi de kullanilabilir. Eger f in a —inc1 mertebeden tiirevi mevcutsa, kisaca f

a —tiirevlenebilirdir denir. Burada ayrica T, (tp) = pt" ™ oldugunu belirlemekte yarar vardir.

Yukaridaki tanimin bir sonucu olarak, asagidaki faydali teorem verilebilir.

Teorem 3.2.1.1: o (0,1] olmak iizere, f :[0,00) — ] fonksiyonu bir t, >Onoktasinda o —
diferansiyellenebilinirse, o halde f fonksiyonu t, noktasinda sireKklidir.
T, uyumlu kesirli tiirevinin sagladig1 6zellikler asagidaki teoremle verilmistir.

Teorem 3.2.1.2: o € (0,1] ve f, g fonksiyonlar bir t > O noktasinda « — diferansiyellenebilir
fonksiyonlar olsun. Bu durumda

1) Her a,bel icin T, (af +bg)=aT, (f)+bT,(g) dir.

2) Her pellicinT, (tp) = pt"* dir.

3) Tiim sabit f (t) = A fonksiyonlartigin T, (/1) =0 saglanir.

4) T,(fg)=1T,(9)+9T,(g) drr.

T (iJ:gTa(f)—fTa(g)

5) a
g 9°

saglanir.

14
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df
6) Eger f fonksiyonu diferansiyellenebilinirse T, ( f )(t) =t E(t) olur.

Asagida belirli bazi fonksiyonlarin uyumlu kesirli tiirevleri verilmistir:
1) Her peligin T, (tp) = pt"* dir.
2) T, (1) =0 dir.
3) Hercell iginT, (e“) =cx"e™ dir.
4) Her bell i¢in T, (sinbx) = bx"* cosbx dir.
5) Herbel i¢in T, (COS bX)

6) T, (itj =1dr.

—bx*™* sin bx dir.

o

Bunlara ek olarak, asagidaki esitlikler de verilebilir:

i) T sinit“]:coslt“

a a
ii) T, coslt“]=—sinlt“
a a

a

1 1
iii) T e“tajzeat“

Uyumlu Kesirli tiirevin en énemli durumu ¢ nin (0,1] araliginda oldugu durum olmasina

ragmen, ae(n,n+1] iken uyumlu Kesirli tiirevin nasil tanimlanmasi gerektigi asagida
belirtilmistir.

Tanim 3.2.1.2: « e(n,n+1] olmak iizere f, t>0 noktasinda n—nci mertebeden
diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda, f in « —inca mertebeden uyumlu kesir

tlirevi asagidaki gibidir:

- f ([aT-) (t + gtf‘ﬂ*a ) —f ([aT-) (t)
T, (£)(t)=lim .

&0 &

Burada, |_a—| « sayisinin tam degerini belirtir.

Uyar: 3.2.1.1: Tanim 3.2.1.2 nin 1518inda, o e(n,n+1] ve f, t>0 noktasinda (n +1)—inci

[a}a
mertebeden diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak tizere T“ ( f )(t) = t( )fM (t) oldugu

kolayca gosterilebilir. Kesirli tiirev icin yukarida verilen tanimlar, « —diferansiyellenebilir
fonksiyonlarin analizini yapmay1 gerektirmese de, klasik analizin Rolle Teoremi ve Ortalama
Deger Teoremi gibi 6nemli teoremlerinin uyumlu kesir tiirev i¢in yapilan genellestirmelerinin
verilmesine engel de degildir.

Teorem 3.2.1.3: (Uyumlu Kesirli Tiirevlenebilir Fonksiyonlar i¢in Rolle Teoremi)

15



Nurcan Erbey, Yiiksek Lisans Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2019

a>0 olsunve f: [a, b] —[J fonksiyonunun asagidaki kosullari sagladig1 varsayilsin:

i) f,[a,b] de siireKlidir.
ii) Baz1 a € (0,1) lericin f fonksiyonu « —diferansiyellenebilirdir.
iii) f(a)=f(b) dur.

Bu durumda f(*) (C) =0 olacak bigimde bir ¢ € (a, b) sayisi1 vardir.

Teorem 3.2.1.4: (Uyumlu Kesirli Tiirevlenebilir Fonksiyonlar icin Ortalama Deger Teoremi)

a>0 olsunve f: [a, b] —[J fonksiyonu asagidaki kosullar1 saglasin:

i) f,[a,b] de siireKlidir.

ii) Baz1 o € (0,1) lericin f « —diferansiyellenebilirdir.

Bu durumda f (C) = M olacak bigimde bir ¢ e (a, b) sayis1 vardir.
- ba _ - aa
a a

3.2.2 Uyumlu Kesirli integral

p+a

ae (0,00) olsun ve o #—p olmak iizere keyfi pel! icin J, (tp ) = fonksiyonu
P+a
n K+a
tammlansin. Eger f (t)= Z:bk'[k ise J,(f) ifadesi J, (f)= Zn:kaa (tk ) = zn:bk — ile ve
k=0 k=0 o K+a

n n k+a
f (t) = Zbktk ise, serinin diizgiin yakinsak olmasi durumunda J, ( f ) = Zbk L ile

k=0 k=0 K+ (24
tanimlidir. J, nin tanim kiimesinde lineer oldugu agiktir. Ayrica, eger o =1lise, o halde J,
klasik integral ile ortiisiir.

3
2n+—
n 2

Bu tamima gore, o =% iken, J, (sint)= i (-1)

k=0 (Zn +:23)(2n +1)!

icin cost ve €' ifadeleri de benzer bicimde hesaplanabilir. Bu érnekler, a > 0 olmak iizere, bir
f fonksiyonunun « —Kkesirli integralini asagidaki gibi tanimlamamiza olanak saglar.

olur. Herhangi o € (0,1)

l-a

t
f
Tamim 3.2.2.1: « € (0,1) olmak iizere I ( f)(t) =1} (I‘Hf ) = J.Lx)dx ile tammMhdr.

a
Burada integral klasik Riemann genellestirilmis integralidir.

Teorem 3.2.2.1: t>a ve f, |, nin tamimh oldugu bélgede siirekli bir fonksiyon olmak tizere

TaIS(f)(t): f(t) dir.
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3.3 Uyumlu Kesirli Kismi Diferansiyel Denklemler

3.3.1 Uyumlu Kesirli Is1 Denklemi

Kesirli diferansiyel denklemler, gercek hayatta karsilasilan olaylar1 modellemek icin
kullanilan faydali araglardir. Bu, Kklasik diferansiyel denklemlerde iyi bilinen sonuglari,
denklemdeki diferansiyel ifadesi kesirli tiirevle degistirmek suretiyle elde edilen diferansiyel

denklemleri incelemek i¢cin motivasyon saglar. Bu bahsedilen klasik denklemlerden birisi de 1s1

denklemidir:
ou(xt) ou(xt)
ot o

Is1 denkleminin birgok kesirli bigimi vardir. Bu bigimlerden biri, 0 < & <1 olmak iizere

ou(xt) b d’u(xt) ou(xt) y d’u(xt)

iken, digerleri 1< o < 2 iken ve O < o <1 iken

ot? ox’ ot” ox’
ou(xt) ou(xt) y
= olarak siralanabilir.
ot ox”
Bu bolumde, 0 < & <1 olmak tizere
0% o“u(x,t) odu(xt
o ulxt) _dulxt) G311)
ot” ot” OX
diferansiyel denklemi
u(0,t)=0, t>0 (3.3.1.2)
u(1,t)=0, t>0 (3.3.1.3)
ou(x,0
ax0)_ (3314
ot
u(x,0)=f(x) 0<x<1 (3.3.1.5)
kosullari ile birlikte ele alinmistir, burada, denklemdeki kesirli tiirev, uyumlu kesirli tiirevdir.
Sabit katsayili
A° 9% ¢ 2y —o (3.3.1.6)
dx” dx“*

uyumlu kesirli lineer diferansiyel denklemi ele alinirsa, bu denklemin karakteristik denklemi
r’ ¥ u* =0 ve bu karakteristik denklemin kokleri ise r =¥ veya r = Fiu olarak bulunur.

e
a

Birinci durumda denklemin iki bagimsiz ¢oziimii y =€ ¢ olarak elde edilir. Ikinci durumda bu

¢Ozlimler
y,=sinft® ve y,=cosZt” (3.3.1.7)
o (04

olarak elde edilirler.

Genel olarak 2« — mertebeli sabit katsayili uyumlu kesirli lineer diferansiyel denklemler
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d“ .d“y+ad“y
dx* dx“ dx”*

+by =g(x)

— ifadesi D ile isaretlenirse yukaridaki denklem
X

biciminde yazilir,

D” (D“y)+aD“y+by =g(x)
biciminde yazilabilir. Homojen denklemin ¢oéziimii i¢in r’+ar+b=0 denklemi gbz Oniine
alinsin. Uyumlu Kesirli tlirevin 6zellikleri kullanilarak, bu denklem i¢in de klasik diferansiyel
denklemlere benzer sonuclar elde edilebilir.

Simdi (3.3.1.1) ifadesi incelenmeye baslansin ve bunun icin degiskenlerine ayirma

metodu kullanilsin.

u (X,t) =P (X) Q (X) ifadesi diferansiyel denklemde yerine yazilarak
d* d“Q(t) dZP(X)
— .~ =Vp(x)= — 7
dta dta (X) Q( ) dXZ
ve buradan da
d° dQ(t) d°P(x)
dt*  dt*  __ dx’
Q(t) P(x)

elde edilir, burada A herhangi bir keyfi sabittir. Yukaridaki denklemden iki ayr1 diferansiyel

denklem yazilabilir:

“ deQ(t d’pP
- Q1) -1Q=0 ve EX)
dt”  dt” dx

Burada ikinci denklem i¢cin A min A =0 A =-x* A= x° durumlari ele ahnirsa (3.3.1.2) ve

~AP=0.

(3.3.1.3) kosullar1 yardimiyla
U=nr ve P,(x)=C,sinnzx (3.3.1.8)

n

n . N
elde edilir. (3.3.1.6) ve (3.3.1.7) den Q(t)zblcos—”t“ +b, sin—2-t* bulunur. (3.3.1.4)
a a
n
kosulundan b, =0 olur ve dolayisiyla Q(t):blcos—”t“ halini alir. Sonuc¢ olarak, (3.3.1.8)
a

esitligi kullanilarak

u(x,t)= ian sin nzxcos -t
n=1 a

elde edilir. (3.3.1.5) kosulundan a, in f (X) in N — inci Fourier katsayisi oldugu sdylenebilir.
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3.3.2 Uyumlu Kesirli Dalga Denklemi

O<x<L,t>0ve 0<a <1 olmakiizere

20 2
66“)(—(22“) = —k% (3.3.2.1)
denklemi
u(0,t)=0 (3.3.2.2)
u(L,t)=0 (3.3.2.3)
u(x,0)=0 (3.3.24)

0
Eu(x,o) = f(x) (3.3.2.5)

kosullar1 ile birlikte ele alinsin. u(X,t): P(X)Q(t) ifadesi (3.3.2.1) denkleminde yerine

yazilirsa

P g 1)=kp (0 L2

elde edilir. Dolayisiyla bazi A lar i¢in

T

dt?
yazilabilir. Buradan
d**P(x)
dXZa
ve
d*Q(t)

dt?
bulunur. (3.3.2.2) ve (3.3.2.3) kosullar (3.3.2.6) denklemini ele almay1 gerektirir. A icin ii¢

-AP(x)=0 (3.3.2.6)

+%Q(t) _0 (33.2.7)

durum so6z konusudur:

d**P(x)

dXZa

T (C)zO ozelliginden P(X):C bulunur. (3.3.2.2) ve (3.3.2.3) kosullarindan ¢ = 0 bulunur,

a

1.1=0. Bu durumda (3.3.2.6) denklemi =0 olarak yazilir. Ve uyumlu tiirevin

dolayisiyla 4 =0 iken denklemin asikar olmayan ¢6ziimii yoktur.

2a
X
2.2>0 iken (3.3.2.6) denklemi d—zg)zlp(x) olarak yazilir. Uyumlu tiirevin
X

Ll Ll N
T, [e“ J: e* ozelliginden P(X) =ce “ elde edilir. (3.3.2.2) ve (3.3.2.3) kosullarindan ¢ =0

bulunur, dolayisiyla A > 0 iken denklemin asikar olmayan ¢6ziimii yoktur.
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2a
X
3. 1<0 iken (3.3.2.6) denklemi d—Z£)+,u2P(X):0 halini alir. Uyumlu tiirevin
X

T, (COS t—j =—-sin t— ve T, (Sin t—] = Cost— ozelikleri kullanilarak
a a a a

a a

P(x)=c, COS,uX—+C2 sin u—
(24 (24

a

. X
elde edilir. (3.3.2.2) kosulundanc, =0 bulunur. Bu durumda P(X) =C, SIn yg—olur. (3.3.2.3)
a

a

. X
kosulundan sin 4— =0 ve buradan y = nﬂ%, n=1,2,3, ... bulunur. Dolayisiyla
a

a

P, (x)=c,sin nﬂ')li—a (3.3.2.8)

n

olur. Burada (3.3.2.7) denklemi goz dniine alinirsa

nmx nﬂa

Q(t)= aie”E +ae =0
elde edilir. (3.3.2.4) kosulu a, = —a, olmasim gerektirir ve boylece

) nNzo
t)=2a sinn t 3.3.2.9
Q(t)=2a, N ( )
bulunur. (3.3.2.8) ve (3.3.2.9) den
n;za
sin nzr—smh 3.3.2.10
ZA\ ok ( )

n
yazilabilir. (3.3.2.5) kosulundan, AWLOC katsayllarin f fonksiyonun kesirli Fourier

Lk

katsayilar1 oldugu sonucuna varilir ve bdylece f Z:A1

(24

|n I’]7Z')C— elde edilir. « -

p a
Fourier siniis serileri kullamlarak A, e :Z—ajf(x)sin[nx—j ax ve buradan da

L“ \/E pa ! a l-a

X
2a | dx
— f - bulunur. Dolayisiyla,
aV/104 p X

L*Jk

A =

sin n;z—smh t elde edilir.
Z A, ﬁ
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4. BULGULAR ve TARTISMA

Bu boliimde tezde ele alinan problem ve bu problem icin elde edilen orijinal sonuglara

yer verilmistir.

4.1 Homojen Olmayan Uyumlu Kesirli Dalga Denklemi

0<x<1 t>0 olmak iizere, homojen olmayan telin titresim denklemi ele alinsin:

oy 0” o°u
= - 4.1.1

o095 = | w0 52 -t (411
5 o“p(x) . ;
urada, O<a <1 dir ve p(X)>0, o ,q(X),p(X)>0f0nk51yonlar1 [O,I] araliginda
stirekli fonksiyonlardir.

(4.1.1) denklemi
u(0,t)=0, wu(lt)=0, t>0 (4.1.2)
sinir ve

ou(x,0)

u(x,0)=g,(x), T=¢l(x), 0<x<lI (4.1.3)

baslangi¢ kosullar1 ile birlikte dikkate alinsin ve X fonksiyonu sadece X degiskeninin, T

fonksiyonu sadece t degiskeninin fonksiyonlari olmak tizere (4.1.1) denkleminin sifirdan farkh

¢Ozimu
u(xt)=X(x)T(t)=0 (4.1.4)
biciminde aransin. (4.1.4) ifadesi (4.1.1) de yerine yazilarak
d“ d“X(x)) ~ d*T(t)
7007 a7 (0 1= i LY
veya
d- d“X(x))
s e a0k |

(4.1.5)

P (X)X () TT() de

elde edilir. (4.1.5) in sol tarafl sadece X degiskenine ve sag tarafi sadece t degiskenine bagh
oldugundan bu oran bir sabite esittir. Bu sabit —4 alinirsa
d?T (t)

" +AT (t)=0
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d0{

dxa(p(x)ddXTfX)]_[q(x)_zp(x)}x(x):o (416)
denklemleri elde edilir.

(4.1.2) deki birinci sinir kosulu

u(0,t)= X (0)T (t)=0

biciminde degiskenlerine ayrilirsa, keyfi t degerleri igin T (t) # 0 olacagindan

X (0)=0 (4.1.7)
elde edilir. Benzer sekilde, (4.1.2) deki ikinci sinir kosulu i¢in
X (|)=0 (4.1.8)

elde edilir.

Bundan sonraki boliimlerde 0 < x <I araliginda taniml

;xo;(p(x)%j_[q(x)‘lp(x)}x(X)=0 (4.1.6)
X(0)=0 (4.1.7)
X(1)=0 (4.1.8)

uyumlu Sturm-Liouville probleminin gesitli 6zellikleri incelenecektir.

4.2 Operatér Ozellikleri

(4.1.6) denklemi L, = C(ij ~ (p (;j — j—q operatorii yardimiyla L, [X]+/1p(x) X =0
X

biciminde yazilabilir. Burada A, X degiskeninden bagimsiz bir parametre, p,Jve p
fonksiyonlariise X degiskeninin reel degerli fonksiyonlaridir.
L, operatériiniin tamm kimesi D(L,) ile gosterilsin. Yani D(L,), [O,I] araliginda

ikinci mertebeden o« —siirekli tiirevlenebilir ve (4.1.7), (4.1.8) kosullarim1 saglayan

fonksiyonlardan olusmus bir kiime olsun.

Teorem 4.2.1: Her X, X, € D(La) icin

dx“ dx“ dx“

Lagrange 6zdesligi saglanir.

d“ d“X d“X
X,L, [X,]-X,L,[X,]= {p(x)[xl 2-X, 1]} (4.2.1)

Ispat: L” operatériiniin tamimindan

d” d*X d” d*X
XlLa[XZ]_XZLa[Xl]:Xl_{p(x) zj_leXZ_XZ X [p(x) 1j+qX1X2

dx”
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d” d*X d” d*X d” d*X d*X
— X 2 |_x 1| X 2 _x 1
1 dx® (p(x) dx“ J 2 dx* (p(X) dx? j an |:p(X)( 1 an 2 an jj|

elde edilir. Boylece teoremin ifadesinde belirtilen

4 d°X d*X
XL X)Xl [ X == {p(x)(xl X x, dxalﬂ

esitliginin saglandig1 goriiliir ve boylece ispat biter.

Teorem 4.2.2: L operatorii 6zesleniktir. Baska bir deyisle, keyfi X,, X, € D ( La) icin
(L [X,]. %) =X, L [X,]) (4.2.2)
saglanir. Burada, L* [O,I] deki i¢ carpim,
|
(f.9)=] £ ()9 (X},
0

ile tanimhidir.

Ispat: Keyfi X, X, € D(La) fonksiyonlari ele alinsin.

<|_a[xl],x2>—<x1,|_a[x2]>=|£|_a[x X) ] X, ( dxjx )L, [ X, (x) Jd,x

oldugundan, uyumlu kesirli integraller icin kismi integrasyon formulu kullanilarak
' dX,
(D130}t )= 2 00 S22 a0, 0, 0.
0

g x1<x>[;’72(p<x>d“§Téfx)J—q<x>xz<x> 0.

_ p<x>{daxl<x) X, (x)- 4% ()]

dx“ dx“

elde edilir. D(La) kiimesi [O,I] araliginda ikinci mertebeden « -siirekli tiirevlenebilir ve

o

X (O) =0, X (I ) = 0 kosullarini saglayan fonksiyonlardan olugsmus bir kiime oldugundan,

d”X,(x) d*X,(x)

(L [X] X ) =(X,, L [X,]) = p(x)[?xz(x)—?xl(x)}

esitliginin sag tarafinin sifira esit oldugu goriiliir ve bdylece ispat biter.

0
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4.3 Ozdeger ve Ozfonksiyon Ozellikleri

Tanim 4.3.1: (4.1.6)-(4.1.8) Sturm-Liouville problemi icin sifirdan farkli bir X(X) ¢O6zimi
bulunabilecek bicimdeki A sayisina bu problemin bir 6zdegeri denir. Bu durumda X(X)

fonksiyonu (4.1.6)-(4.1.8) Sturm-Liouville probleminin A 06zdegerine Kkarsiik gelen bir
ozfonksiyonu olur.

Tanim 4.3.2: Asagidaki esitligin saglanmasi durumunda f ve § fonksiyonlarina p(x)>0

agirlik fonksiyonuna géren « —ortogonal fonksiyonlar denir:

jp (x)d,x=0

Teorem 4.3.1: (4.1.6)-(4.1.8) smur deger probleminin farkli 6zdegerlere karsilik gelen

ozfonksiyonlari p(X) > 0 agirlik fonksiyonuna gore « —ortogonaldir.

Ispat: A, #4,, (4.1.6)-(4.1.8) siur deger probleminin iki farkh 6zdegeri, X, ve X,

fonksiyonlari ise sirasiyla bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar olsun. Bu durumda

L, [ X, (X)]=40(x) X, (X) (4.3.1)

L, [ X, (X)]=2p(x) X, (X) (4.3.2)

esitlikleri saglanir. (4.3.1) esitligi XZ(X), (4.3.2) esitligi Xl(x) ile carpilir ve elde edilen

esitlikler taraf tarafa ¢ikarilirsa

X, (X)L [ X ()] =X, (X)L [ X, (X) ] = (4 = 4,) p(X) X, (%) X, (x) (4.3.3)

bulunur. (4.3.3) esitliginde her iki tarafin integrali alinarak, (4.2.2) esitligi g6z Onilinde

bulundurulursa,
w—mjp(x)xl(x)x2<x>dax=g(x2<x>La[x1<x>]—x1<x>La[x2<x>])dax
= p(X)(X, ()L, [ X, (x)]- X, ()L, [ X, (9)]), =0

elde edilir. 4, # 22 oldugundan

j p(Xx X,(x)d,x=0
bulunur. Boylece ispat biter.

Teorem 4.3.2: (4.1.6)-(4.1.8) sinir deger probleminin tiim 6zdegerleri reeldir.
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Ispat: A, (4.1.6)-(4.1.8) simr deger probleminin bir 6zdegeri ve X (X) bu 6zdegere karsilik

gelen 6z fonksiyon olsun. O halde X (X) #0 dir ve L, [X (X)] zip(x) X (X) saglanir. Bu

durumda,

o
=(L[X ()] X ()= (X (x),L[X ()]) =(A4=2) [ p(x)]X ()] d, x
0
Bulunur. [0, I] de p(X) >0 oldugundan ve X (X) # 0 saglandigindan, integral altindaki ifade

pozitiftir. Bu 4 = A olmasini gerektirir. Dolayisiyla, 6zdegerler reel olur ve bdylece ispat biter.
Teorem 4.3.3: (4.1.6)-(4.1.8) sinir deger probleminin her bir 6z degerine yalnizca bir lineer

bagimsiz 6z fonksiyon karsilik gelir.
Ispat: X,(x)ve X,(x), L, [X (X)] = Ap(x) X (X) denkleminin iki lineer bagimsiz ¢éziimi

olsun. Bu durumda,
d o
dx“
d o
dx“

saglanir. ilk esitlik

} Ap(X)=q(x)) X, (x)=0
X , ikinci esitlik X ( ) carpilip, elde edilen esitlikler taraf tarafa

¢ikarilirsa,

T e e O

bulunur. Bu esitlik, 0 dan X e integre edilirse,

d“X,(x) dX,(x) d“X,(0) d“X,(0)

(9] 19 L2020 |- () 00 20 L

elde edilir. X,(x) ve X,(x) fonksiyonlar1 x =0 noktasindaki simr kosulunu sagladigindan

Xl(O) =0 ve X, (0) =0 olur ve buradan da W, (0; X, Xz) =0 esitliginin her x e [0, I] icin
saglandig1 sonucu ¢ikar. Bu son ifade Xl(x) ve X, (X) fonksiyonlarinin lineer bagimlilig i¢in

yeterli bir kosuldur. Buradan, bir 4 6z degerine yalmzca bir lineer bagimsiz 6z fonksiyon
karsilik geldigi sonucu ¢ikar. Boylece ispat biter.
Ornek 4.3.1 (4.1.6) denkleminde p=1, =0 ve p =1 alinirsa denklem

d® X (x
3 M( )+/1x (x)=0 (4.3.4)
X
halini alir. Bu 6rnekte, (4.4.1) denklemi
X(0)=0 (4.3.5)
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X (1)=0

(4.3.6)

sinir kosullariyla birlikte ele alinacak ve (4.3.4)-(4.3.6) siir deger probleminin 6zdeger ve

ozfonksiyonlar1 bulunacaktir. Bunun i¢in A4 nin ii¢ durumu ele alinacaktir: A=0, A >0 ve 41<0

)

iii)

d> X (x
A=0 iken (4.3.4) denklemi #:0 halini alir. Uyumlu Kesirli tiirevin

dXZzz

T,(c)=0 ozelliginden X (x)=c bulunur. (4.3.5), (4.3.6) kosullarindan ¢=0 elde

edilir. Dolayisiyla 4 =0 iken (4.3.4)-(4.3.6) sinir deger probleminin asikar olmayan
¢6zUmi yoktur.

d**X (x)
T i 2a + /IX (X) = 0
A>0 iken (4.3.4) denklemi dx biciminde yazilabilir. Uyumlu

) e e
kesirli tiirevin T, [e“ J: e« ozelligi yardimiyla X(x) ¢6zimi X (x)=ce "

biciminde bulunur. (4.3.5), (4.3.6) kosullarindan yine ¢=0 bulunur. Dolayisiyla,
A>0 iken de (4.3.4)-(4.3.6) sinir deger probleminin asikar olmayan ¢éziimiiniin
olmadig1 séylenebilir.

d® X (x
X (x)=0
A<0 iken (4.3.4) denklemi dx biciminde yazilabilir. Uyumlu

kesirli tiirevin T, [COSt—j =-sin ' ve T, (Sin t—J = Cost— ozellikleri kullanilarak
a a a a

X (x)=c,cos u—+c,sin y—
o

X (x) ¢ozimi @ bigiminde bulunur. (4.3.5) kosulundan

X(x):czsinyx— T
¢, =0 olur ve dolayisiyla @ elde edilir. (4.3.6) kosulu sin y;=o

a

olmasini gerektirir. Buradan, = n;r)l(—a (n=1,2,---) bulunur. Bu durumda (4.3.4)-

Xn(x)zcnsinnﬁx—a
(4.3.6) smir deger probleminin 6zfonksiyonlari I olarak elde

edilir.
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5. SONUCLAR ve ONERILER
5.1 Sonuglar

Bu tezde, uyumlu kesirli kismi tiirevle ifade edilen bir dalga denklemine, genellestirilmis
Fourier metodu uygulanarak elde edilen, uyumlu kesirli sinir deger probleminin 6zdeger ve
ozfonksiyon 6zellikleri incelenmistir. Tezin “Bulgular ve Tartisma” kisminda verilen sonuglar
2018 yilinda Siileyman Demirel Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Dergisinde (Cilt 22, Say1 3,
pp- 1110-1113) yayimlanmis ve 2019 yilinda International Conference on Applied Analysis and
Mathematical Modelling, Istanbul 10-13 Mart 2019 Kkonferansinda sozlii bildiri olarak
sunulmustur. Bu tez calismasindan elde edilen 6zgilin sonuclar, alaninda ¢alisan matematikgiler

icin yardimc1 kaynak rolii oynayacak niteliktedir.
5.2 Oneriler

Degisik uyumlu kesirli kismi diferansiyel denklemlerle olusturulan simir deger

problemlerinin spektral 6zellikleri incelenerek literatiire katki saglanabilir.
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