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dordiincii  boliimiinde ise Grobner tabani uygulamalarindan bahsedilmis ve

orneklerine yer verilmistir.

Bu tezin amaci, Grobner tabanini incelemek ve bazi uygulamalari hakkinda

calismalar yapmaktir.
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In this thesis, Grobner base is examined and some applications are given. In the first part of
the thesis, the history of the Grobner base is mentioned, in the second part the polynomial
rings and necessary theorems for understanding the Grobner base are mentioned and in the
third part the Grobner base theorems and examples are given. Finally, in the fourth part,
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

< Kiigtiktiir

> Biiytiktiir

< Kiiciik veya Esittir

= Biiyiik veya Esittir

C Alt Kiime

c Alt Kiimesi veya Esit

2 Kapsar veya Esit

U Birlesim

N Kesisim

€ Elemanidir

& Eleman1 Degildir

N Dogal Sayilar Kiimesi

R Reel Sayilar Kiimesi

R™ n —boyutlu Euclidean Uzay
deg (f) f polinomunun derecesi

lt(f) f polinomunun bas terimi
le(f) f polinomunun bas katsayisi
In(f) f polinomunun en biiyiik kuvvet garpimi
lex(<iex) lexicographical terim siralamasi

deglex(<gegiex) degree lexicographical terim siralamasi

degrevlex(<gegreviex) degree reverse lexicographical terim siralamasi

Vi



1.GIRIS

Grobner tabanlart polinom halkalar1 teorisinde kullanilan ¢ok Onemli bir
aractir. Grobner tabanlar teorik olarak 1964 yilinda Hironaka, daha 6nce de 1899
yilinda Gordan tarafindan kullanilmisti. 1965 yilinda Buchberger Grobner
tabanlarminin  hesaplanmasin1  saglayan bir algoritma buldu. Buchberger
algoritmasinin polinom sistemleri acgisindan énemi lineer cebirdeki Gauss yok etme
yontemiyle karsilagtirilabilir. Bu algoritmanin polinom denklemlerinin koklerinin
bulunmasi, bir polinomun verilen bagka polinomlar cinsinden ifade edilmesi gibi pek
¢ok uygulamasi vardir. Grobner tabanlari, yaygin olarak hesaplama zorlugu olarak
kabul edilen problemleri ¢6zmek i¢in kullanilabilir. Grobner tabani kullanilarak,
ornegin karmasik sayilara gore bir polinom denklemleri kiimesinin ¢dziilebilirligine
karar vermek mumkiindiir ki aslinda dikkat cekici olan, tamsayilar iizerinde bir
polinom denklemleri kiimesinin ¢oziilebilirligine karar vermek icin bir algoritmanin
olamayacagimin 1970 de gosterilmis olmasidir (Hilbertin 10. Problemi). Grobner
tabaninin kurulmasindaki zorluk i¢in bir bagka gosterge, bu sorunun en az 65 y1l acik
kalmasidir. Gordan'in 1899 tarihli ¢alismasinda, Grobner tabanlarinin ilk kez ortiilii
olarak tamitildigi, ancak bunlarin hesaplanmast i¢in herhangi bir algoritma
verilmedigine dikkat ¢ekildi.

Grobner taban hesaplamasi, polinom denklem sistemlerinin ¢éziimlenmesi ve
yanstma veya rasyonel doniisiimler altinda cebirsel c¢esitlerin  goriintiisel
hesaplanmas1 i¢in kullanilan temel pratik araclardan biridir. Bir Grobner tabani,
matematik, dogal ve teknik bilimlerdeki bir¢ok temel problem igin basit algoritmik
coziimlere izin veren belirli Ozelliklere sahip c¢ok degiskenli dogrusal olmayan
polinomlar kiimesidir. Bu tiir problemlerin ornekleri sunlardir: cebirsel denklem
sistemlerinin ¢6ziimi, polinomlarin diger polinomlar agisindan temsili, dogrusal
olmayan kriptosistemlerin analizi ve yapimi, kapali form toplama ve 0zel
fonksiyonlar igeren ifadelerin entegrasyonu, lineer kapali form ¢oziimii sinir deger
problemleri (diferansiyel denklemler). Ornegin cebirsel teoremlerin otomatik kaniti
ve kesfi, grafik renklendirmelerinin olusturulmasi ve Sudoku oyunlarinin ¢oziimii
gibi ¢ok uzak bir sekilde ortaya ¢ikan problemler, Grobner taban hesaplamalarina

indirgenebilir. Son zamanlarda Grobner taban metodolojisi ile ¢oziilen dogal ve



teknik bilimlerdeki problemlerin bazi 6rnekleri; petrol platformlarinin akilli kontrolii,
yazilimin tersine mithendisligi, tiirler arasinda genetik iliski bulunmasi ve ters robot
kinematiginin ¢6ziilmesi seklindedir. Bu tezin amaci, Grébner tabani konusunu

incelemek ve bazi uygulamalar1 hakkinda ¢alismalar yapmaktir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu kisimda cebirde 6nemli bir yer tutan polinomlar kavrami incelenecektir.

Aksi sdylenmedikce “R” bir degismeli halka olarak diistintilecektir.

Tamm 2.1: x bir bilinmeyen ve ay, a;, a,, ..., a, € R olmak iizere,

p(x) =apg+a;x+ -+ apx"
seklindeki bir ifadeye R iizerinde bir polinom denir. R {izerindeki tiim polinomlarin
kiimesi R[x] ile gosterilir.

p(x) =ay+a;x+ -+ a,x™ € R[x] olsun. Burada i =0,1,...,n igin a;
lere polinomun katsayilart ve a,’ a da polinomun sabit terimi denir. Eger a,, # 0 ise
a,’ye bas katsayi, n ye de p(x) polinomunun derecesi denir ve der p(x) veya
d°p(x) ile gosterilir. Eger R birimli bir halka ve a,, = 1 ise p(x) polinomuna monik
polinom denir. R nin herhangi bir elemani da polinom olarak diisiiniilebilir. Bu
polinomlara sabit polinomlar denir. R[x] de sabit polinomun derecesi sifirdir. Biitiin
katsayilar1 sifir olan polinoma sifir polinom denir. Sifir polinomun derecesi

—oo olarak kabul edilir.

Ornek 2.2: p(x) = 2 + 3x? — 4x5 € Z[x] polinomunun bas katsayis1 4 ve
der p(x) = 5 dir. Ayrica, q(x) = 1 + 2x + 2x3 € Z3[x] polinomunun bas katsayisi

2 ve der q(x) = 3 tiir.

Tanmim 2.3: p(x) = ay +a;x + -+ a,x™ ve q(x) = by + byx + -+ by, x™ R[x]
de iki polinom olsunlar.i > nig¢ina; =0vei > migin b; = 0 olmak {lizere;

p(x) = q(x) & Viicin a; = b; olmasidir.
Tanim 2.4: p(x) =ay+a;x+ - +a,x™ ve qx) =by+bix+ -+ b,x™m"E
R[x] olsun. V i i¢in ¢; = a; + b; olmak iizere; p(x) + q(x) = ¢y + c1x + -+ + cpxt

olarak tanimlanir. Bu iki polinomun ¢arpimi da;

dk = akbo + ak_lbl + -+ aobk

olmak tizere;



p(x)q(x) =do+dix+-+ dkxk 4+t d5x5
olarak tanimlanir.

Ornek 25: p(x) =2—x?+x3 ve q(x) =x%—4x3 € Z[x] polinomlar1 igin
p(x) + q(x) toplamimi ve p(x). q(x) carpimini bulunuz.
C0:a0+b0:2+0:2

c1=a,+b;=0+0=0
c,=a,+b,=(-1)+1=0
cg=a3+b;=1+(—4)=-3
olup,

p(x) +q(x) =2—3x°
olarak bulunur.
Simdi de p(x). q(x) ¢arpimi bulunmaya ¢alisilsin:
do = agby =2.0=0

d1 = a1b0 + a0b1 = 00 + 20 = 0
dz = azbo + a1b1 = (_1)0 + OO + 21 = 2
d3 = a3b0 + a2b1 + a1b2 + a0b3 = 10 + (_1) 0 + 01 + 2 (_4’) = _8

d4 = a4b0 + a3b1 + a2b2 + a1b3 + a0b4, = 00 + 10 + (_1) 1 + 0 (_4) + 20

ds = asbg + asby + azb, + a,b; + a1by + agbs
=00+00+114+(-1)4+00+2.0=5
d¢ = agbg + asby + ayb, + azbs + a,b, + a1 bs + agbg

=00+00+01+1.(-4)+(-1).0+0.0+2.0=-4

ve
d;=dg=+=0
olup,
p()q(x) =dy +dyx + -+ dgx®
=0+ 0x + 2x%2 + (—8)x3 + (—Dx* + 5x° + (—4)x®

= 2x% — 8x3 — x* + 5x° — 4x°® dur.



Teorem 2.6: R bir halka ise R[x] de bir halkadir (Yesilot ve Ozavsar 2012).

Ispat: Tanim 2.4 de tammlanan toplama ve carpma islemlerine gore R[x] in bir
halka yapisina sahip oldugu kolaylikla gosterilebilir. Burada R[x] toplama igslemine
gore etkisiz eleman1 Op polinomudur. Toplama islemine gore bir polinomun tersi
katsayilarin R halkasindaki toplama islemine gore tersleri alinarak elde edilen
polinomdur. Diger halka aksiyomlart R nin bir halka olusu ve R[x] de tanimlanan

toplama carpma iglemleri kullanilarak gosterilebilir.

Teorem 2.7:

(i) R degismeli bir halka ise R[x] de degismeli bir halkadir.
(i) R birimli bir halka ise R[x] de birimli bir halkadir.
(ili) R bir tamlik bolgesi ise R[x] de bir tamlik bolgesidir

(Yesilot ve Ozavsar 2012).

Ispat:
(i) R degismeli bir halka olsun. Teorem 2.6’ dan R[x] de bir halkadir.
p(x) =ay+ayx+--+a,x"ve q(x) = by + byx + -+ b,, R[x] den alman iki

polinom olsun. Ayrica, p(x)q(x) = ¢y + c1x + -+ + ¢ x* ve
q(x)p(x) =dy + dyx + -+ d,x* olsun. Burada her i = 0,1,2 ... igin,
Ci = aobl- + albi_l + -+ al-bo = bl-ao + bi_lal + -+ boai = di

elde edilir. Boylece p(x)q(x) = q(x)p(x) olacaktir. Bu durumda, R[x] degismeli
bir halkadir.

(if) R birimli bir halka olsun. Teorem 2.6 dan R[x] de bir halkadir. R nin
birimi 1, ayn1 zamanda R[x] de bir sabit polinomdur. Ayrica her p(x) € R[x] igin

1z.p(x) = p(x). 1z = p(x) olur. Béylece R[x] birimli halkadir.



(iii) R bir tamlik bolgesi olsun. Teorem 2.6 dan ve yukaridaki (i) ve (ii) den
R[x] degismeli ve birimli bir halkadir. Simdi R[x] in sifir bdlen igcermedigi
gosterilecektir.

p(x) = ag +a;x + -+ ax™
q(x) = by + byx + «+- + by x™

R[x] de sifirdan farkli iki polinom olsun. Su halde a; # 0, b;j # 0,k = 1 igin
aiix =0 ve bj,, = 0olmak iizere a; ve b; katsayilar1 vardir. p(x)q(x) = ¢y +
c1X + -+ ¢xt polinomu igin ¢;yj = agbiyj + aybiyj_q + -+ ajb; + -+ a;4 by
olur. a; # 0,b; # 0 ve R bir tamlik bdlgesi oldugundan c;,; = a;b; # 0 olur. Su

halde R[x] sifir bolensiz olup bir tamlik bolgesidir.

Teorem 2.8: p(x), q(x) €R[x] olsun.

(i)  der[p(x) +q(x)] < max{der p(x),der(q(x)}

(i) der[p(x)q(x)] < der p(x) + der q(x)

(ilf) R sifir bolensiz ise der[p(x)q(x)] = der p(x) + der q(x)

(iv)  p(x) veya q(x) polinomlarmndan birinin bag katsayist R nin sifir béleni

degilse der[p(x)q(x)] = der p(x) + der q(x) dir

(Yesilot ve Ozavsar 2012).

Tanim 2.9: f(x) = ay + a;x + -+ a,x™ € R[x] ve r € R olsun.
fry=ay+ayr+--+a,r" €R ye f polinomunun R deki degeri denir. Eger

r € Rigin, f(r) = 0 ise r ye f polinomunun kokii veya sifirt denir.

Teorem 2.10: R bir degismeli halkave f,g € R[x] olsun. g # 0 ve g(x)
polinomunun bas katsayisi terslenebilsin. Bu takdirde; f(x) = q(x)g(x) + r(x) ve
der r(x) < der g(x) olacak sekilde tek tiirlii olarak belirli

3 q,r € R[x] polinomlari bulunabilir (Yesilot ve Ozavsar 2012).



Sonug 2.11: F bir cisim ise V f,g € F[x], g # 0 polinomuna bdlme algoritmasi
uygulanabilir (Callialp 2009).

Sonug 2.12: f € R[x] vea € Rolsun. f(x) = (x —a)q(x) + f(a) olacak sekilde
bir ve yalniz bir q(x) € R[x] vardir (Callialp 2009).

Ispat: f(x) ve (x — a) polinomlarina bélme algoritmasi uygulansin.
f(x) = (x —a)q(x) + r(x) olacak sekilde 3 g, € R[x] bulunabilir ve
derr < der (x—a) =1, yani r(x) = r € R sabittir. Yukaridaki esitlikte

x = a alinirsa; f(a) = r(a) = r bulunur ve q(x) teklikle belirlidir,

Onerme 2.13: F bir cisim ve f € F[x], der f =1 olsun. (f) esas ideali igin
F[x]/(f) bolim halkasinin tam temsilciler sistemi olarak, der r < der f olan

r € F[x] polinomlar: alinabilir (Callialp 2009).

Ispat: V g € F[x] polinomu igin f ile kalanli bolerek;
gx)=fx)gx) +r(x),derr <derf
olacak sekilde, 3 ¢, € F[x] bulunabilir. Su halde g = r(mod(f)) dir. Yani her
mod(f) denklik sinifinda der r < der f, olmak iizere 3 r € F[x] vardir. Ayrica,
r #F 1y, derr, < der f,derr, < der f ise r,r, € F[x] polinomlart ayni denklik
sinifinda olmazlar. Gergekten,
r = ry(mod(f)) © 1, — 13 € (f)
on—r=fg,3g € F[x]

demektir. der (r; —r,) < max(der ry,der r,) < der f oldugundan, yukaridaki
denklik saglanir. Sonug olarak; F[x]/(f) boliim halkasi i¢in,

{r e Flx]:derr <derf}
kiimesi her siniftan bir ve yalniz bir eleman alinarak elde edilmistir, yani bir tam

temsilciler sistemidir.



Tammm 2.14: R bir halka x;,x,,..,x, ler birer bilinmeyen olmak {izere;
R[xq, %3, ..., Xn] = R[x1, X3, .., Xn_1][Xn]seklinde  tanimlanir. Tlimevarim ile
R[x4,%5, ..., x,] in bir halka yapisina sahip oldugu gosterilebilir. R[xq, X5, ..., Xy ]

halkasia n degiskenli bir polinomlar halkas1 denir.

Tanmm 2.15: f € k[x1, x5, ...,x,] i¢in f =0 denkleminin ¢oziimlerinin kiimesi
V(F) = {(ay, ag, ., an) € k™" f(ay, ag) o an = 0)} S k™ seklindedir. V()

kiimesine f tarafindan tanimlanan varyete denir.

Tamm 2.16: f1, f5, ..., fs € k[x1, X3, ..., X, ] polinomlari verilsin.
fi=0,f,=0,..,f; =0 sisteminin tim ¢oziimleri V( fy, f5, ..., fs) varyete kiimesi
olarak tanimlanir ve

V(fi, for or f5) ={aq,ay, ..., a,} € k™| fi(as,ay, ...,a,) =0,i = 1,2, ...,s}
seklindedir. Burada;
V(fi, f2r - fs) = Ni=1 V(f;) seklindedir.
Ormegin; V(x? + y? — 4,x — 4y?) € R? varyete kiimesi x? + y? = 4 cemberi ile
x = 4y? paraboliiniin x — y kordinat diizlemindeki kesisimidir.
Bununla beraber genel olarak;
S={fIf € klxy,x3, ..., x,1} € k[x1, X3, ..., X] IS

V(S) ={(ay,ay, ..,a,) €K™V f € Sigin f(ay,ay, ...,a,) = 0}

kiimesi tanimlanir.



Teorem 2.16 (Hilbert Taban Teoremi):

k bir cisim ve k[xq,x5,...,x,] k cismi uzerine n degiskenli bir polinom
halkasi olsun.

i) I, k[xy,x, ..., x,] halkasinin herhangi bir ideali ise I = (fi, f2, ..., fs)

olacak sekilde fi, f5, ..., fs € k[x4,x3, ..., x,] polinomlar1 vardir.

ii) Eger |, €, S ;S - C1I, C... k[xq,x,,...,x,] halkasinin ideallerin
artan bir zinciri ise Iy = Iy;1 = Iy4, = -+ olacak sekilde bir N € N
vardir

(Adams and Loustaunau 1994).

Tanmm: R bir halka/, R halkasinin herhangi bir ideali olsun. R’nin
I=(a,, a,, ..., ag) olacak sekilde ay,as,,...,as elemanlar1 varsa Iidealine sonlu

uretilmis ideal denir.



3. MATERYAL VE METOD

3.1 Tek Degiskenli Polinomlar Icin indirgeme

Tanmm 3.1.1: 0 # f € k[x] i¢in f polinomundaki x degiskeninin en biiyiik kuvvetine

f polinomunun derecesi denir ve deg(f) ile gosterilir.

Tanim 3.1.2: 0+ f €k[x]icin f polinomundaki en biiyiik dereceli

terime f polinomunun bag terimi denir ve [t(f) ile gosterilir.

Tanmm 3.1.3: 0 # f € k[x]i¢in f polinomundaki bas terimin kat sayisina
f polinomunun bag katsayis1 denir ve lc(f) ile gosterilir.

ap, aq, ---, A, € k ve a,, # 0 olmak iizere
f=apx"+an_1x" 1+ -+ a;x + a, ise

deg(f) = n,lt(f) = ax™ lc(f) = ayolur.

Tanm 3.1.4: f = a,x" + a,_1x™ 1 + - + a;x + ag ve
g = bpx™ + by x™ 1+ -+ byx + by,

n =deg(f) = m =deg (g) olmak iizere iki polinom ise f nin g ile boliinmesinde

ilk adim Z—"x”_m. g carpimini f polinomundan ¢ikarmaktir.
m

le(f) <
1t0) oldugu

Verilen gosterim kullanilarak bu carpimda g polinomunun carpaninin

goriilebilir.

Boylece h = f — % . g nin ilk kalan oldugu goriiliir.

Bu isleme f polinomunun g polinomu tarafindan h polinomuna indirgenmesi denir

ve f % hile gosterilir.

Teorem 3.1.5: k degismeli bir cisim ve 0 # g, f € k[x] olsun.
f=q.g+rver=0 ya da deg(r) < deg(g) olacak sekilde tek tiirli belirli
q,v € k[x] vardir (Adams and Loustaunau 1994).
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Algoritma 3.1.6: Tek Degiskenli Polinomlar icin Bélme Algoritmasi

Giris: g # 0 olmak iizere f,g € k[x] alinsin.

Cikis: 3q,r €kl[x]f=q.g+7r,r=0veyadeg(r) < deg(g)
Baslangic:q == 0;7 = f

Dongii: v # 0 ve deg (g) < deg(r) oldugu siirece asagidaki islemler yapilir.

lt(r) _ lt(r)

1= 4T ) T g Y

Algoritma r polinomu r = 0 veya g polinomunun derecesinden kesinlikle daha

kiigiik bir dereceye sahip oluncaya kadar dongiideki adimlar tekrarlanir.

3.2 Terim Siralamalar1 Ve Indirgemeler

“

Tammm 3.2.1: T" iizerinde asagidaki iki kosulu saglayan “ <” tam siralamasina

terim siralamasi denir.
(i) XB #1olanherXf € T" igin1 < XP dr.
(i) X% < XPBiseher XV € T™icin X*. XV < XB. X" dir.

Tamm 3.2.2: x; > x, > x3 > -+ > x,, olmak {lizere T™ {izerinde

a = (a1, @, ..., ), B = (B1, B2, .., Bn) € N" igin;

a ve ( icinde soldan itibaren farkl ilk

a B
X0 <X = {ai ve [5; koordinatlarinin a; < ; saglamasidir.

bi¢ciminde tanimlanan terim siralamasina lexicographical siralama olarak adlandirilir

ve lex(<ey) ile gosterilir.

Tamm 3.2.3: x; > x, > x3 > -+ > x,, olmak iizere T" iizerinde,

a = (ay, @, -, @y), B = (B1, B2, -, Br) € N" igin;
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( zn:ai<i,8i ya da

i=1 i=1

X< Xf o L L
z a; = Bi ise olmak iizere
i=1 i=1

\lex siralamasina gore X* < X# olmalidir.

bi¢iminde tanimlanan terim siralamasi degree lexicographical siralama olarak

adlandirilir ve deglex(<deglex) ile gosterilir.

Tamim 3.2.4: x; > x, > x3 > -+ > x,, olmak tizere T" iizerinde

a = (ay,ay, ..., ), B = (B1, B2, -, Br) € N igin;

n n
a; < B; yada
i=1 i=1

X< XF o n "
Z a; = Z pi ise a ve [ icinde sagdan itibaren
i=1 i=1

\farkli ilk a; ve B; kordinatlari i¢in @; > B; saglanmaldir.

biciminde tanimlanan terim siralamasi degree reverse lexicographical siralama olarak

adlandirlir ve de grevlex(<degrevlex) ile gosterilir.

3.3 Polinomlarin indirgenmesi ve Bolme Algoritmasi

k bir cisim ve k[xi,x5,...,x,] k cismi lizerine ndegiskenli bir polinom
halkasi olsun.

k[x1, x3, ..., x,] lizerinde bir terim siralamas secilsin.
O+a; €k, X%“eT" (i=12,..,1r),X">X%>...X%pef+0 olmak iizere;
f € k[xq, x5, ..., x,] polinomu,

f=a; X"+ a,X% + -+ a, X% olarak yazilir.
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Tamim 3.3.1: Yukaridaki f polinomu ifadesinde;

f polinomunun en biiyiik kuvvet ¢arpimi, Ip(f) = X*
f poliomunun bas katsayisi, lc(f) = a4

f polinomunun bas terimi, (t(f) = a; X% olarak tanimlanir.

Not: f, g € k[xq, x5, ..., X,] i¢in;
Ip(0) =1c(0) =1t(0) =0

Ip(f.9) = p(f).lp(g)
le(f.g) = le(f)-le(9)
le(f.g) = le(f). le(9)

seklindedir. Aym1 zamanda terim siralamasi degistirilirse, Ip(f), lc(f), t(f)
degisebilir.

Ornek 3.3.2: x > y > z olmak iizere f = 2x%yz + 3xy> — 2x3 olsun.
Lex siralamasina gore Ip(f) = x3,lc(f) = —2,1t(f) = —2x3 diir.

Deglex siralamasina gore Ip(f) = x%yz, lc(f) = 2,1t(f) = 2x?yz dir.

Degrevlex siralamasina gore Ip(f) = xy3,lc(f) = 3, 1t(f) = 3xy? diir.

Tanmm 3.3.3: g # 0 olmak iizere; verilen f, g, h € k[xy, x5, ..., x,] i¢in Ip(g),f

polinomunun sifirdan farkli bir X terimini boliiyorsa ve h = f —lt(%. g ise f

polinomu modiilo g ye gore bir adimda h polinomuna indirgenir denir ve f Shile

gosterilir.

Tamm 3.3.4: f, h € k[xq, x5, ..., x,] Ve 1 < i < s igin f; # 0 olmak iizere;
k[xy, x5, ..., x,] halkasindaki polinomlarin bir kiimesi F = {f3, f5, ..., f} olsun.
Eger;

i fi fi fip_ fi
H‘—%hl—‘%hz—‘%...‘#%ht_l—‘ih
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olacak sekilde, hy,h,, ..., hs_q1 € k[x4, X5, ..., x,] polinomlarin bir dizisi ve

iy,15, ..., € {1,2,...,s} indislerin bir dizisi varsa f polinomu modiilo F ye gore

- - - - - F . . oge
h polinomuna indirgenir denir ve f =, h ile gosterilir.

Tanmm 3.35:F = {f, f5, ..., fs}, k[x1, %2, ...,xn] deki sifirdan farkli polinomlarin
bir kiimesi ve r € k[xq, x5, ..., x,] bir polinom olsun.

r =0 veya rpolinomunda ortaya ¢ikan higbir terim i = 1,2,...,s olmak tiizere
Ip(f;)’ lerin herhangi biri tarafindan boliinmiiyorsa r polinomuna F kiimesine gore

indirgenmistir denir. Diger bir deyisle r modiilo F ye gore indirgenemezdir denir.

F
Tamim 3.3.6: f -, r (f modiilo F ye gore indirgenmis ) ise ve r polinomu da F
kiimesine gore indirgenmisse r polinomuna F kiimesine gore f polinomu i¢in kalan

denir.

Algoritma 3.3.7: Cok Degiskenli Polinomlar icin Bolme Algoritmasi

Giris: 1 <i < s i¢in f; # 0 olmak tizere f, f5, ..., fs € k[x41, X3, ..., X,,] alinsin.
Cikis: f =u fy +uyfy, + -+ ugfs +7rve

max(lp(u,). p(fy), ..., lp(ug). Ip(f,), Ip(r)) = Ip(f) olacak sekilde {fy,fo, ..., fs}
kiimesine gore indirgenmis bir r polinomu ve uy,uy,..,us; polinomlart
istenmektedir.

Baslangic: u;:=0,u, :==0,...,us:==0,r:=0,h == f

Dongii: h # 0 oldugu siirece:

Ip(f:)|lp(h) olacak sekilde i varsa o zaman Ip(f;)|lp(h) olacak sekildeki en kiigiik i

indisi segilir ve

1t(h) 1t(h)
Up =+ e = h= e

Ip(f)|lp(h) olacak sekilde i yoksa asagidaki islemler yapilir.
r=r+1t(h), h = h —It(h)

. fi islemleri yapilir.

Teorem 3.3.8: F = {f1, f>, ..., fs} € k[x1, %3, ..., x,] stfirdan farkli polinomlarmn bir
kiimesi ve f € k[x4, X5, ...,Xy] verilsin. Algoritma 3.3.7 den dolay1 r polinomu F

kiimesine gore indirgenmis olacak sekilde 3 u; uy, ..., us, 7 € k[xy, x5, ..., x5,] vardir
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ve f =ufy + upfy + -+ ugfs + r dir. Bu durumda;

Ip(f) = max (max(lp(ui). lp(fi)) , lp(r)) olur
(Adams and Laustaunau 1994).

3.4 Grobner Tabam Ile ilgili Tamimlar ve Teoremler

Tamm 3.4.1: I, k[x4, X3, ..., X,,] halkasinin bir ideali ve G = {g4, g2, ..., ¢} sifirdan
farkli polinomlarinin bir kiimesi olmak {izere G < I olsun. f # 0 saglayan her f € I
icin Ip(g;), lp(f) yi bolecek sekilde i € {1,2, ..., t} varsa G kiimesine | ideali i¢in bir
Grobner Tabani denir.

Diger bir deyisle G, I ideali i¢in bir Grobner tabani ise I idealinde G kiimesine gore

indirgenmis sifirdan farkli polinom yoktur.

Tamim 3.4.2: Herhangi bir S € k[xq, x5, ..., X, ] i¢in Lt(S) = ({i{t(s)|s € S}) ideali

tanimlanir. Bu ideale S kiimesinin bas terim ideali denir.

Teorem 3.4.3: I, k[xq, x5, ..., x,] halkasinin sifirdan farkli bir ideali olsun. Sifirdan
farkli polinomlarin bir kiimesi olan G = {g4, g5, ..., g:} € I i¢in asagidaki durumlar
denktir.

(1) G, I ideali igin bir Grébner tabamdir.

G
(ii)  f €I olmasi igin gerekli ve yeterli kosul f =, 0 olmasidir.
(iii)  f €I olmas igin gerekli ve yeterli kosul

Ip(f) = max,<i<c(lp(hy) . Ip(g;)) olmak iizere f = ¥.f_; h;. g; olmasidr.

(iv)  Lt(G) = Lt(I) (Adams and Loustaunau 1994).
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Ispat: (i)=(ii):
G, I ideali igin bir Grobner tabani ve f € k[xq, X5, ..., Xp] olsun.
Teorem 3.3.8 den f E>+ r olacak sekilde G kiimesine gore indirgenmis bir
r € k[xq, X3, ..., X, ] eleman1 vardir.
Boylece f — r € I olur. Dolayisiyla f € I ver # 0 ise r € I olur.
(i) den Ip(g;)|lp(r) olacak sekilde i € {1,2,...,n} vardir. Bu r polinomunun G

kiimesine gore indirgenmis olmast ile geligir. Boylece r = 0 olmalidir.

Yani f g+ 0 dir.
(in)=(iii):

G
fele f-,0 olsun.

felofi, 00— f =¥ h.g, p(f) = max,cic.(Ip(h). Ip(gy))

Teorem 3.3.8
(iii)=(iv):
x € Lt(G) = Vg; € G ve 3a; € kiginx = ¥, a;.1t(g;)
—3g; €1ve3a; € kiginx = Yt ia;.lt(g) = x € Lt(D)
Lt(G) < Lt(I) olur.

Diger taraftan f € I i¢in Ip(f) ve Lt(I) nin iiretegleri oldugundan her f € I igin
It(f) € Lt(G) oldugunu gostermek yeterlidir.

Varsayimimizdaki gibi f = Y!_, h;.g; olarak yazilan her f polinomu igin
It(f) = X, lt(hy).lt(gy) dir. Buradan It(f) € Lt(G) olur. Béylece Lt(I) S Lt(G)
dir. Lt(G) = Lt(I) bulunur.

(iv)=(i):
f €I igin lt(f) € Lt(G) dir. Buradan lt(f) = X, hi. 1t(g), hi € K[X1, Xz, oo, Xy ]

olur. Toplam ifadesi agilirsa toplamdaki her bir terimin en az bir Ip(g;) tarafindan
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bolindiugi gorilir. Boylece esitligin sol tarafindaki tek terim olan lt(f) en az bir
Ip(g;) tarafindan boliiniir. Buradan Grébner tabani tanimina gelinmis olur.

Sonug olarak G kiimesi I idealinin bir Grobner tabani olur.

Sonug¢ 3.4.4: G = {91, 92, .-, 9+ } kimesi I ideali i¢in bir Grobner tabani ise
I =(g1, 92, -, g:) dir (Adams and Loustaunau 1994).

Ispat: G 1 oldugu aciktir. Her bir i ={1,2,..,t} icin g; €I oldugundan
(91'92' ---;gt> C I ‘dur.

G
f € Iolsun. Teorem 3.4.3 den f -, 0 dir. Buradan f € (g4, g, ---, g¢) olur. Boylece

I €91, 92 -, 9ge) dir.
Dolayisiyla I = (g4, g2, ---, g¢) bulunur.

Lemma 3.4.5: f € k[xq, X3, ..., X,] Ve | ideali sifirdan farkli terimlerin bir S kiimesi
tarafindan iiretilmis olsun. f € I olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul f polinomunda
ortaya ¢ikan her X terimi i¢in Y | X olacak sekilde bir Y € S var olmasidir. Ayrica
I = (S,) olacak sekilde S kiimesinin sonlu bir S, alt kiimesi vardir

(Adams and Loustaunau 1994).

Ispat: =: I =(S)olsun.

fel=f=Y_hX,i=12,..,ticinh; € k[x1, x5, ..., x,],X; € S dir.

Toplam ifadesi acilirsa toplam ifadesindeki her terimin S kiimesindeki en az bir X;
terimi tarafindan boéliinebildigi goriliir. Bu durumda ayni zamanda esitligin sol
tarafindaki polinomun her terimi en az bir X; € S tarafindan boliinmek zorunda kalir.
& : f polinomunda ortaya ¢ikan her bir X terimi i¢in Y | X olacak sekilde bir Y € S
terimi var olsun.

Y|X=>3Z€kl[x,xy ., ], X = Y.Z@X €[ = (S)olur. Buradan f €]

bulunur.
Son durumu kanitlamak ig¢in, Hilbert Taban Teoremi’nden/ sonlu bir iiretec

kiimesine sahiptir. Lemma’nin birinci kismindan iirete¢ kiimesinin elemant olan her
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bir terim S kiimesinin bir eleman tarafindan boliiniir. Bolenlerin sonlu kiimesi S,

olmak tizere I = (S,) olur.

Sonu¢ 3.4.6: k[xq,x,,...,x,] halkasinin sifirdan farkli her ideali bir Grébner

tabanina sahiptir (Adams and Loustaunau 1994).

Ispat: Lemma 3.4.5 den bas terim ideali Lt(I) sonlu bir iirete¢ kiimesine sahiptir.
91,92, -, gs € I olmak tizere bu kiimenin {lt(g,),lt(g,),...,lt(g:)} oldugunu
varsayalim. G = {g1, g2, ..., g¢} ise Lt(G)=Lt(l) dir. Teorem 3.4.3 den G kiimesi

I ideali i¢in bir Grobner tabanidir.

Onerme 3.4.7: G = {91, 92, ..., 9} S k[x1, X5, ..., x,] kiimesinin bir Grobner tabani
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (G) ideali i¢in bir Grobner tabani olmasidir (Adams
and Loustaunau 1994).

Teorem 3.4.8:G ={g1,92 -, 9} klx1, X5, ..., x,] halkasindaki sifirdan farkl
polinomlarin bir kiimesi olsun.

G’ nin bir Grobner tabani olmasi igin gerekli ve yeterli kosul Vf € k[xq, x5, ..., X, ]
icin f polinomunun G kiimesine boliimiinden kalanin tek olmasidir (Adams and
Loustaunau 1994).

Tanim 3.4.9: 0 # f, g € k[x1, x5, ..., x,] ve L = lem(lp(fy), lp(f3)) olsun.

L L . . . .
S(f,g9) = m.f — @.g polinomuna f ve g nin S-Polinomu denir.

Teorem 3.4.10 (Buchberger): G = {g1,92, -, 9:} klx1, %2, ..., x,] halkasindaki
sifirdan farkli polinomlarin bir kiimesi ve I = (g1, g2, -, 9t)» Klx1, X2, ..., X]” NN

sifirdan farkli bir ideali olsun.

G
G kiimesi I ideali igin bir Grobner tabamdir. < Vi # jicin S(g;, g;) =+ 0 dir
(Adams and Loustaunau 1994).
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Algoritma 3.4.11: Grébner Tabanlar i¢in Buchberger Algoritmasi
Giris: F = {f1, fo, -, fs} S klx1, %2, .., %], fi =0 (1 < i < s5) alinsin,

Cikis: G = {g1, 92, -» 9t} {f1) f2, -, f) i¢iN bir Grobner tabani istenmektedir.

Baslangic: G == F, K = {{fl,f]}| fi#fifufi € G}
Dongii: K: # @ oldugu siirece asagidaki islemler yapilir.
Herhangi bir {f, g} € K seilir.

K=K —{{f g}

S(f,9) E>+ h burada h polinomu G ye gore indirgenmistir.
h # 0 ise agagidaki islemler yapilir.

K:==KU {{u,h}}| Y u € G icin

G:=GU{h}

(Adams and Loustaunau 1994).

Teorem 3.4.12: Vi=12,..,sicin f; # 0 igin olmak tlzere F = {fi,fs, ..., [}
verilsin. Buchberger Algoritmasi [ = (fy, f5, ..., fs), ideali i¢in bir Grobner tabani

verir (Adams and Loustaunau 1994).

3.5 Eleminasyon

Onceki boliimde Grobner tabaninin  sozliiksel terim siralamasina  gore
hesaplanmasinin avantajin1 gordiik. Bu bolimde bu fikrin genis kapsamli bir
genellemesini sunuyoruz.

Degiskenleri {x4, ..., x,} Ve {y1, ..., Vin } olan iki kiime diisiinelim.

x degiskenlerinin kuvvet carpimlarinin ve y degiskenlerinin kuvvet carpimlarinin
ayri ayrt <y, <, terim siralamasina gore siralandigini varsayalim. x ve y
degiskenlerindeki kuvvet carpimi iizerinde < isaretine gore asagidaki gibi terim

siralamasi tanimlariz.
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Tammm 3.5.1: x degiskenindeki kuvvet ¢arpimi X;,X, icin ve y degiskenindeki
kuvvet carpimui Y3, Y, i¢in;

X1 <x X

XY, <X, ¥, & yada
Xl == XZ ve Yl <y YZ

tanimlanir. Bu terim siralamasi y degiskenlerinden biliyiikk x degiskenleri ile

eliminasyon siralama olarak adlandirilir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1 Temel Grobner Tabam Uygulamalar:

I =(f1, ..., fs), k[xq,...,x,] nin bir ideali olsun. Bu bolimde asagidaki gérevlerin
nasil etkili bir sekilde yerine getirilecegi gosterilecektir. Burada etkili bir getiriden

kasit bilgisayarda programlanabilen bir algoritmanin verilmesidir.

(1) f € k[xq, ..., x,] verilsin. f nin I da olup olmadigimin belirlenmesi ( ideal
aitlik problemi) ve eger oyleyse f = v;f; + -+ vgf; olacak sekilde
V1, .., Us € k[Xq, ..., X, ] lerin bulunmasi.

(i)  k[xq,..,x,] de I ve J gibi iki idealin esit olup olmadiginin belirlenmesi.

(ill)  k[xq, ..., x,]/I’nin her bir elemani igin yankiime temsilcisinin bulunmasi.

(iv)  k[xq, .., x,]/1 k-vektor uzaymin tabaninin bulunmasi.

(V) k[x1, ..., x,]/I da ki islemlerin belirlenmesi.

Vi klxq, ..., x,]/I da eger var ise terslerin bulunmasi.
1 n g

Simdi bu problemlerden bazilarimin nasil ¢oziilebilecegi hakkinda bilgiler
verilecektir. (i) problemi ile baslanilsin. F = (f}, ..., f;) ve G = (g4, ..., g;) Sabit bir
terim siralamasina gore
I ={fi, ..., f5) idealinin birer Grobner tabani olsunlar. Daha 6nce verilen Teorem
3.4.3 ten,

G
fele f5,0

oldugu biliniyor. Boylece ideal aitlik problemi cevaplanmis olur. Diger taraftan,

f € I yabdlme algoritmasi uygulanilirsa,

f:ulgl‘l‘""l‘utgt (411)

21



olacak sekilde uy, ..., u; elde edilir. Ayrica Buchberger algoritmasi, f; lerin g; leri
ortaya c¢ikaran lineer kombinasyonlarini elde edebilmek igin uygulanabilir. Bu
sekilde gortilebilir:

Grobner tabani hesaplamasi i¢in Buchberger algoritmasi (Algoritma 3.4.11)
sirasinda eger bir S-polinomunun mevcut taban {h,, ..., h;} ile boliimiinden kalan sifir
olmayan g polinomu ise bu g polinomu tabana eklenir. Yani, baz1 v,u € {1,2, ..., 1}

ve Bolme Algoritmasinda hesaplanan bazi w; polinomlart igin,

l
g =5(ho ) - Z wih,
i=1

dir. Bu yontem asagidaki 6rnekte gosterilmistir. Boylece Buchberger Algoritmasinin

ciktist olarak sadece {g, ..., g;} Grobner tabanini degil ayn1 zamanda,

g1 fi
G2l = m|f2 (4.1.2)
It fs

olacak sekilde polinom girdili bir t x s tipinde M matrisi elde edilir. Dolayisiyla,
(4.1.1) denklemi f vyi, orijinal polinomlar fi, ..., f; nin bir lineer kombinasyonu

olarak verecek sekilde doniistiirebilir:

f=vfit+t+usfs

Ornek 4.1.1 Bu 6rnekte k = Q olarak alinsm. f; = x?y —y +x, f5, = xy?> —x Ve
I ={fi, f2) olsun. x < y olmak {izere deglex terim siralamas1 kullanilsin. Buchberger
algoritmas takip edilecek fakat iirete¢ kiimesinde yeni polinomlara yol acan lineer

kombinasyonlar elde tutulacaktir.
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BASLANGIC: G = {f,, 5}, G = {{f., f-}}.

1. While Dongiisii:
G = (Z)

S(fufd) =vh—xf, = —y* +xy + x*
(G’ye gore indirgenmis)

fz=—y*+xy+x*

fa=y. Py —y+x) —x(xy* —x)

fs =yhH —xf

G = {{fu s}, (fa f53}

G = {f1, f2 f3}

2. While Dongiisii:
G = {{fu f3}}

S(fufa) =yfi—-x*fs=x’y +x* —y? +xy
Bt —y2 42y — o2
L xy — 2x*
(G’ye gore indirgenmis)
fao=x* 4+ xy — 2x?
fa=Ofitx*f) —xfi— fs
=’y —0fi + (—x° + 0)f
G = {{f fo}, Ufu fu}, (fo fi), U, fi3)
G = {f1,f2 f3 fa}
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3. While Dongiisii:
G = {{fu. fi} U i} (. £}

S f) =fomxfs = x%y +x* —x B x% +y— 2x
(G’ye gore indirgenmis)
fs=x>+y—2x
fs=(fa—xfs) = fi= Gy — Dfi + (—x2 + 1y
G = {{fu. £} U fi) U fud U0 fs) U 53 U 3 U £53)
G = {fy, fo fo for f5}

Kalan ~ S-polinomlarmin  tamami  Sifira  indirgenir ve  dolayisiyla
G :={f1 fo f3 fa fs}, | ic¢in bir Grobner tabanidir. lt(f;) polinomu lt(f3) ile
boliinebildiginden ve lt(f,) polinomu lt(fs) ile bolinebildiginden {f;, f3, fs} de I
icin bir Grobner tabandir. Aslinda {f3, f3,fs}, x <y olmak {zere deglex terim
siralamasma gore [ igin bir indirgenmis Grobner tabandir. Dahasi, yukaridaki
hesaplamada f; ve f5 e yol agan f; ve f, nin lineer kombinasyonlari elde tutulmus ve

bu da asagidaki sonucu vermistir:

fi 1 0
f2l=] v —X fl] (4.1.3)
fs xy—1 —x?+1 f2

Simdi,

f=x*y —2x°+2x%y? — 2x3y — 2x* — 2y3 + 4xy? — 3x%y + 2x3 — y + 2x.

polinomu ele alinsin. f € I oldugu gosterilecektir:

2
f’ii — 2x° 4 2x%y? — 2x3y — 2x* — 2y3 + 4xy? — 2x%y + x3 —y + 2x

—2 Z‘f
Ml 2x2y? — 2x3y — 2x* — 2y3 + 4xy? — 3x3 —y + 2x

2y,
y—f§—2x3y—2x4—2y3+4xyz—3x3+2yz—2xy—y+2x
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-2y,
VT axt - 2y3 +4xy? —3x3 + 4y? —6xy —y + 2x

-2 'f
“8 293 + 4xy? — 3x3 + 4y? — dxy — 4x% — y + 2x

2y.f:
y—§2xy2 —2x%y — 3x3 + 4y? —4xy — 4x* — y + 2x

—2x,
Lf3>—x3+4yz—4xy—4x2—y+2x

_1'f
—3 4y? — 4xy — 4x?
_4'f3

—> 0.

Dolayisiyla,
f=x*fi—2x*fs + 2yfi — 2yfs — 2xfs + 2yfs — 2xf3 — f5 — 4f3
=?+29)fi+ Qy—2x—4)f; + (—2x? — 2y — 2x — 1)fs.

oldugu goriiliir. Denklem (4.1.3) kullanilirsa,
f=&+20)fi + 2y —2x - DWfi —xf2)

+(-2x2 =2y —2x—D((xy — 1Df; +(—=x*+1f)
f = (—2x3y — 2xy? — 2x%y + 2y? — 3xy + 3x? + 2x + 1)f;

+ (2x* + 2x%y + 2x3 = 2xy + x* = 2y + 2x — 1) f,

Simdi (iii) deki problem ele alinsin.

Tanim 4.1.2: Daha once verilen Teorem 3.4.3 ve 3.4.8 e gore; G = {g1,92, -, 9t}
kiimesi I ideali i¢in bir Grobner taban olsun. Dolayisiyla, V f € k[xq, x5, ..., X, ] i¢in

f polinomunun G kiimesine boliimiinden kalan tek olup bu eleman r olarak ele

G . o . ..
alinsim. f — . r ile gosterilebir. Bu r eleman1 f nin G ye gore normal formu olarak

adlandirilir ve Ng (f) ile gosterilir.
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Onerme 4.1.3: f, g € k[xy, X5, ..., X,] olsun. Bu durumda, f = g(mod I) ancak ve
ancak N;(f) = Ng;(g) dir. Dolaysiyla {N;(f)| f € k[x4, ..., X, ]} kiimesi

k[xq, ..., x,]/I i¢in yankiime temsilcilerinin bir kiimesidir. Dahas1

Ng:k[xq, ..., x] = k[x4, ..., X, ] dOniistimii k-lineerdir

(Adams and Laustaunau 1994).

Ispat: Bolme algoritmasindan, f = q + Ng(f) olacak sekilde q € I vardir. Béylece
f —Ng(f) €1 dir. Bunedenle f + I = N;(f) + I k[x4, ..., x,,]/I nin bir elemanidir.
Ayrica herhangi bir c¢,c, €k ve herhangi bir f,f, € k[xq,...,x,] i¢in,
cifi + cafa = (@Ng(f1) + 2N (f2)) €1 ve c1Ng(f1) + c2Ne(fz) G ye gore
indirgenmistir. Bu nedenle N;( cifi + c2f5) = ¢ Ng(f1) + ¢, N (fz) dir ve bu
yizden Ng: k[xq, ..., x| = k[xq, ..., x,] dOnlisiimii k-lineerdir.

Simdi f = g(mod I) ancak ve ancak f = q + g olacak sekilde g € I vardur.
Boylece N;(f) = Ng(q) + N;(g) dir. Ama q € I oldugundan N;(g) = 0 dir, bu
yizden N;(f) = Ng(g) dir. Tersine, eger N;(f) = N;(g) ise

f—g=(-N:(f))— (g9 —Ns(9)) €1 ve dolayisiyla f = g(mod I) dir.

Ornek 4.1.4: Ornek 4.1.1 e yeniden ele alinsin.

f:
X33 —y +2x

olarak bulunmustu. —y + 2x indirgenmis oldugundan, N;(x3) = —y + 2x elde
edilir. Ayrica,
fi .
x%y +y 5 2y — x dir.
2y — x indirgenmis oldugundan, N; (x?y + y) = 2y — x olur. Dahasu,
Ng(x3) # N;(x?y + y) oldugundan, x3 # x?y + y (mod I) dur.

Asagidaki dnerme (iv) deki problemin yani k[x4, ..., X, ]/I vektor uzaymin tabaninin

bulunmasi igin gerekli bilgiyi vermektedir.
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Onerme 4.1.5: k[x1, ..., xn]/1 K-vektor uzayr ig¢in bir taban, her i = 1,2, ..., t igin
Ip(g;) nin X i bolmedigi biitiin X € T™ kuvvet ¢arpimlarinin yan kiimelerinden

olusur (Adams and Loustaunau 1994).

Ispat: K[xq, ...,x,]/1 da  herhangi bir f € k[xy,..,x,]icinf +1=N;(f)+1
oldugu gorildi. Ng;(f), G ye gore indirgenmis oldugundan, indirgemenin
tanimindan, her i = 1,2, ..., t i¢in Ip(g;) nin X i bolmedigi X € T™ nin biitiin kuvvet
carpimlarinin bir k-lineer kombinasyonudur. Son olarak bu kuvvet ¢arpimlarinin yan

kiimeleri normal formun tekliginden lineer bagimsizdir.

4.2 U¢ Renk Problemi

Bu kisimda graf teorisinde iyi bilinen bir problemi ¢6zmek i¢in Grébner taban
tekniginin nasil kullanilacagi gosterilecektir: Verilen bir grafin 3-renk boyanip
boyanamayacagi belirlenecektir (Ayni teknik herhangi bir renklendirme i¢in de
calisir).

[k énce problem tam olarak belirlensin. Herhangi iki kose arasinda en fazla bir
kenar olan n koseli G grafi verilsin. Koseler sadece 3 renk kullanilarak
renklendirilecek ve bir kenarla bagl iki kose ayni renkle renklendirilmeyecek. Eger
G bu sekilde renklendirilebilir ise G 3-renklendirilebilir olarak adlandirilir. Bu
problem doniisimler i¢in 3-renk problemi ile aymi disiiniilebilir: koseler
renklendirilecek bolgeleri temsil eder ve iki kdse, eger karsilik gelen iki bolge bitisik

ise bir kenar ile baglantilidir.

27

Ik olarak, & = e™3 € C birimin kiip kokii olsun (6r: €3 = 1). 3 renk birimin 3
farkl1 kiip kokii olan 1,&,&2 ile temsil edilsin. Simdi, x4, ..., x,, ler G grafinin farkh
koselerini temsil eden degiskenler olsun. Her bir kose 3 renk olan 1, &, &2 den birine

atanacaktir. Bu asagidaki n denklemle temsil edilebilir.

x}-1=0,1<i<n (4.2.1)
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Ayrica x; ve x; koOse noktalar1 bir kenar ile birbirine bagliysa farkli renk
olmalan gerekir. x7 = x* oldugundan (x; — x;)(x? + x;%; + x7) = 0 elde edilir. Bu

nedenle, x; ve x; nin farkli renk olmas igin gerek ve yeter sart
x? +xx +xf =0 (4.2.2)

olmasidir. I, (4.2.1) denklemindeki polinomlar tarafindan iiretilen ve denklem (4.2.2)
deki polinomlar tarafindan bir kenarla baglanan her birx;,x; kose gifti icin
C[xq, ..., x,] nin bir ideali olsun. C™ nin kapsadig1 V(I) varyete kiimesi géz 6niinde
bulundurulacaktir. Asagidaki teorem bu kisimda ele alinan problemin ¢6zimiini

vermektedir.

Teorem 4.2.1: G grafinin 3 renklendirilebilir olabilmesi igin gerek ve yeter sart
V(1) nin bos kiimeden farkli olmasidir (Adams and Loustaunau 1994).

V(I) varyete kiimesinin bostan farkli olup olmadiginin tespiti i¢cin Grobner
tabam kullanilabilir. Ik olarak I icin bir G indirgenmis Grébner tabani hesaplanir.

Eger 1 € G ise V(I) = @ aksi halde V(I) # ¢ dir.
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Ornek 4.2.2: Sekil 4.2.3 deki G grafi ele alinsin.

Xg

X6
Sekil 4.2.3. Renklendirilecek Graf

G ye karsilik gelen polinomlar;

i=1,..8iginx} —1ve
(i, /) € {(1,2),(1,5),(1,6),(2,3),(24),(2,8), (3,4), (3,8), (4.5), (4,7), (5,6), (57),
(6,7), (7,8)} sifleri igin de x7 + x;x; + x7 dir.
Yukaridaki polinomlara karsilik gelen I ideali i¢in G grobner taban1 hesaplanacaktir..
X1 > x5, > -+ > xg olmak iizere lex terim siralamasi1 kullanilsin. Bu durumda,
G ={x; —x7,%; + X7 + Xg,X3 — X7,X4 — Xg, X5 + X7 + Xg, Xg — xs,x§ + x7Xxg
+ x2,x5 — 1}

elde edilir.

1 ¢ G oldugu igin V(I) # @ dir. Dolayisiyla, Teorem 4.2.1 e gore G grafi 3-
renklendirilebilirdir. G ile temsil edilen denklem sisteminin ¢6ziilmesi kolay oldugu
icin G Grobner tabani belirgin bir renklendirme i¢in kullanilabilir. Kullanilacak 3

rengin mavi, kirmizi ve yesil oldugu kabul edilsin. ilk olarak, xg igin bir renk
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secilmelidir. Bu renk kirmiz1 olsun. Ciinkii G deki tek degiskenli tek polinom x5 — 1
dir. x2 4+ x;xg + x5 polinomu G nin eleman: oldugundan x, igin farkli bir renk
secilmelidir. Bu renk mavi olsun. Bu durumda, x; —x;,%x3—x;€G
polinomlarindan dolay1 x; Ve x; mavi ayrica x, — Xg, X — Xg € G polinomlarindan
dolay1 da x, ve xg kirmizi olmalidir. Son olarak, x, ve x5, x;, Ve xg € atanan
renklerden farkli bir renk olmak {izere ayni renge sahiptir. x, + x; + xg Ve xg +

X7 + xg polinomlar1 G nin elamani oldugundan x, ve x5 yesildir.

Sekil 4.2.4 Renklendirilmis Graf

30



4.3 Tamsay1 Programlama

Tamsayr programlama problemi su sekilde tanimlanabilir: a;; € Z,b; € Z

vecg ER,i=1,..,nj=1,..,molsun.

c(0y,05, ., Op) = ;-”=1 cjoj

maliyet fonksiyonunu minimize eden

104 + a0, + ..+ A0y
101 + 00, + ...+ Ayp0Opy
ap107 + aupop, + .+ OOy

(4.3.1)
by
b, (4.32)
b,

sisteminin N™ de bir (a4, 05, ..., ;) ¢6ziimii bulunmak istenilmektedir.

Bu problem siklikla fen ve mithendislik uygulamalarinda ortaya ¢ikmaktadir.

Bu problemin ¢oziimiinde izlenilecek strateji su sekildedir:

(i) Tamsay1 programlama probleminin polinomlarla ilgili problemlere

doniistliriilmesi;

(i)  Polinom problemini ¢6zmek i¢in simdiye kadar gelistirilen Grobner

tabani tekniklerinin kullanilmasi;

(ili)  Polinom probleminin ¢6ziimiiniin tamsayr programlama probleminin

¢Ozlimiine ¢evrilmesi.

Bu kisimda a;; lerin ve b; lerin negatif tamsayr olmadigi 6zel durum ele

alinacaktir. Ayrica ilk olarak maliyet fonksiyonu sartin1 dikkate almadan (denklem

4.3.1) (4.3.2) sisteminin ¢oziimiine odaklanilacaktir.

(4.3.2) sistemindeki her lineer denklem igin x4, x5, ..., x,, degiskenleri ve her bir

bilinmeyen o; igin yy, ¥, ..., ¥ degiskenleri tanimlansin. Bu durumda (4.3.2) deki

denklemleri =1, ..., n i¢in,
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Aj1 01+ +AimOm — xbi

i i
seklinde temsil edilebilir. Bu durumda (4.3.2) sistemi kuvvet carpimlarinin tek bir
denklemi olarak,

A1101+ - +A1mOm Ap101++Aymom _ b1 by bn
X4 e Xp =X17XT e Xy

seklinde ya da denk olarak,
(xfrixfen | xfm) 7 (afimggom | glmm) = xPiyba  yDn (4.3.3)

seklinde yazilabilir. Denklem (4.3.3) iin sol tarafindaki kuvvet ¢arpimi

)
klyi, oo, Vvml = klxg, .., x,]

alj (ij xan]-

Vi - X 5 e Xy

m

polinom doniisiimii altinda yf 1y20 2 ..yom kuvvet carpiminin goriintiisii olarak

diisiiniilebilir. Bu durumda asagidaki lemma yazilabilir.

Lemma 4.3.1: Yukarida tanimlanan notasyon sabit olmak sartiyla biitiin a;; lerin ve
b; lerin negatif olmadig1 kabul edilsin. Bu durumda, (4.3.2) denklem sisteminin bir
(01,09, ..., 0) € N™ ¢ozliimiiniin olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart x1 b2 xﬁ" in
@ altinda k[yl, ...,ym] de bir kuvvet carpiminin goriintiisii olmasidir. Dahasi, eger
XY L = Oy Lyom) ise (04,0, ...,0m) € N™, (43.2) denklem

sisteminin bir gézﬁmﬁdﬁr (Adams and Loustaunau 1994).

Simdi polinom doniisiimler hakkinda bazi bilgiler verilerek tekrar bu sistemin
¢cozlimiine geri donilecektir. k[yq, ..., Vm] Ve k[xq,...,x,] birer polinom halkasi

olmak iizere,
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b k[ye, s Yl = k[xq, o) X0

doniisiimii bir halka homomorfizmidir. Bu doniisiim 1 < i < m Ve f; € k[x4, ..., X, ]

olmak lzere

i f; (4.3.4)

ile tek tirli belirlidir. Yani, eger, h € k[y;, ..., Vin] polinomu ¢, € k,
v = (vy, ., V) € N™ olmak iizere h =Y, ¢,y .. yam olarak alimrsa ve sadece

sonlu sayida c, ler sifirdan farkli ise,

d(h) = Z ot e [ = h(fay s fi) € kX1, o xn]  (43.5)

v

elde edilir.

Teorem 4.3.2: K =<y; — f1, ', Ym — fm > k[V1, o) Y X1, -, Xy ] Dir ideal ve G
de x degiskeni y degiskeninden biiyiik olmak iizere bir eleminasyon siralamasina

gore K i¢in bir indirgenmis Grobner taban olsun. Bu durumda, f € k[xq, ..., X,]

G
polinomunun ¢ nin goriintii kiimesinde olmas i¢in gerek ve yeter sart f —, h olacak
sekilde h € k[y;, ..., m] olmasidir. Bu durumda, f = ¢(h) = h(fy,...,fn) dir
(Adams and Loustaunau 1994).

Teorem 4.3.2 bir polinomun ¢ nin goriintii kiimesinde olup olmadiginin
belirlenmesi ic¢in algoritmik bir metod sunmaktadir. Ancak Lemma 4.3.1 de
xf 1x52 ...x,li” kuvvet ¢arpiminin polinomdan ziyade baska bir kuvvet carpimin
goriintiisii olmas: istenmektedir. Fakat, ¢ doniisiimii y; degiskenlerini k[xy, ..., xp]
de kuvvet ¢arpimlarina gotiirdiigiinden asagidaki lemma elde edilir.

Lemma 4.3.3: Yukarida tanimlanan notasyon sabit olmak sartiyla biitiin a;; lerin ve

b; lerin negatif olmadig1 kabul edilsin. Eger xf 1x§ 2. xZ" ¢ nin goriintii kiimesinde
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ise bu kuvvet carpmmi bir y; 'y, ?..ys" € k[yy, ..., ¥m] kuvvet carpiminin

goriintiistidiir (Adams and Loustaunau 1994).

Ispat: K = (y; — xf”x?zi x| j =1,...,m)olsun. G, x degiskenleri y
degiskenlerinden daha biiyiik olmak tizere bir eleminasyon siralamasina gére K i¢in

bir Grobner tabani olsun. Bu durumda Teorem 4.3.2 ye gore;

xflxgz X, Eim(g) & x1 x2 x —>+ h,h € k[y1, e, Vil
dir. Dahast, eger h € k[yl, ., Vm] iken

G
bn s, hise x1 x2 o xpm = ¢(h) dir.

xf 1x2 e

Ik olarak, K y1 iireten polinomlarin tamami iki kuvvet ¢arpiminin farki
seklindedir. Bu nedenle, G yi hesaplayan Buchberger Algoritmasi boyunca sadece iki
kuvvet carpiminin farki olan polinomlar iiretilecektir. Aslinda, her ikisi de iki kuvvet
carpiminin farki olan iki polinomun S-polinomu da yine iki kuvvet ¢arpiminin farki
seklindedir ve iki kuvvet ¢arpiminin farki seklinde olan bir polinomun ayni formdaki
baska bir polinomla tek adim indirgemesi yine iki kuvvet carpiminin farki seklinde
olan bir polinom {retir. Dolayisiyla, G deki polinomlarin tamami iki kuvvet
carpiminin farki seklindedir. Simdi, eger xf 1xé’ 2. .xﬁ“, ¢ nin goriintii kiimesinde ise,
bu kuvvet garpimi bir h € k[yy, ..., ] polinomuna indirgenir. Ancak, bir kuvvet
carpiminin, iki kuvvet ¢arpiminin farki olan bir polinomla tek adim indirgemesi yine

bir kuvvet ¢arpimu iiretir. Bu nedenle h bir kuvvet ¢arpimidir ve istenen elde edilmis

olur.

Lemma 4.3.3 in ispati, (4.3.2) Sisteminin bir ¢oziiminiin olup olmadiginin

belirlenmesi ve ¢oziimiin bulunmasi igin bir yontem sunmaktadir:

(1) x degiskeninin y degiskeninden daha biiyiik oldugu bir eleminasyon

. aij asj Anj, .
srralamasma gore, K = (y; —x, 'x,” ..x,"|j =1

10X, ,..,m) icin bir G

Grdbner tabani hesaplanir.

(i) xf 1x§2 xZ" kuvvet ¢arpiminin G ile béliimiinden kalan h bulunur.
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(iii)  Eger h & k[yy,..., V] ise (4.3.2) Sistemi negatif olmayan tamsay1

m

¢oziimiine sahip degildir. Eger h =y, y,? ..yom ise (01,02, ., Opm)

(4.3.2) Sisteminin bir ¢éziimiidiir.

Ornek 4.3.3: Asagida verilen denklem sistemi ele alinsin.

AR (4.36)

40/, + o0, + O3 = 5

Her bir denklem i¢in bir tane olmak {izere x;,x, olarak adlandirilan iki x
degiskeni vardir. Ayrica her bilinmeyen i¢in bir tane olmak {izere y;,y,, V3 ve y,
olarak adlandirilan dort tane y degiskeni vardir. Buna karsilik gelen polinom

doniistimii,

Q[y1,¥2,¥3, Y4l f’ Q[x1, x;]
Y1+ xixg
Y2 B XX,
Y3 P X1X

Vo P Xq

dir ve boylece,

K = (y1 —x{x3,¥2 — x{X2,¥3 — X1X2, ¥4 — %1) € Qy1,¥2, Y3, Yar X1, X5 |
dir. K igin Grobner tabani x; > x, >y, >y, > y; >y, olmak iizere lex
siralamasina gore
fi=X1=Ya fo=%Ya— Y3 [3=%Y3 =Y, fa =Y2—YsVar fs = V1Va— V3
olan G = {f1, f>, f3, f4, f5} kiimesidir. Bu durmda,

(ufa)
x10x5 =5 y3y3

ve h =7vy3y? kuvvet carpimi G ye gore indirgenmistir. h nin Kuvvetleri olan
(0,0,5,5) (4.3.6) Sisteminin bir ¢éziimiidiir.
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4.4. Sudoku Oyununda Grobner Tabani

Son yillarda “say1 yerlestirme” olarak adlandirilan bazi oyunlar ¢ok popiiler
hale geldi. Bu oyunlarda hedef, baska sayilar tarafindan verilen bazi bilgilerden yola
cikarak tahtaya eksik verileri, sayilar1 veya pargalart koymaktir.

Bu kisimda bahsedilen bulmacalarin bazilar1 analiz edilerek bunlar polinom

denklemlerin esdeger cebirsel sistemlerine indirgenecektir.

4.4.1. Sudokuyu Tanimlama ve Modelleme

Japon dilinde, sayilarin tek olmasi anlamindaki “suuji wa dokishin ni kagiru”
sozciiklerinin kisaltmas1 olan sudoku, ge¢miste sadece Japonya ile smirliyken
giiniimiizde tiim diinya iilkelerine ulagmus, ilgi ¢ekmis bir zeka oyundur.

Sudoku Japonya’da 1984 yilinda bir bulmaca dergisinde yaymlanmistir.
Derginin ait oldugu sirketin kurucusu Maki Kaji’dir. Kesfedilmesindeki kaynak
Latin karesidir. ‘Say1 Yerlestirme’ adinin kdkeni New York’tan gelmesine ragmen,
Sudoku; 1986’da Japonya’da ve 2005°te de tiim diinyada popiiler hale gelen bir
bilmece olmustur.

Sudokunun bildigimiz sekline gelmesinde ise emekli mimar Howard Garn etkili
olmustur. Garn’in bulmacalar1 1979 yilinda bir dergide yayinlanmistir. 1997 yilinda
sudoku, bulmaca kitabindan bilgisayar ortamina taginmis ve sudoku hazirlanmasi
icin program gelistirilmistir.

Bu bulmaca da; 3x3 boyutunda 9 bélgeye boliinmiis 9x9'luk bir panoyu 1 ile 9
arasindaki rakamlarla doldurmamiz gerekir. Kartta verilen bazi numaralardan,
herhangi bir satir, siitun veya 3x3 bolgesinde iki say1 tekrarlanmayacak sekilde
yazilir. Uygun ve hatasiz bir Sudoku'nun tek bir ¢6zlimii vardir.

Sudoku, graf renklendirme problemi olarak da ifade edilebilir:

e Graf, her bir hiicre i¢in bir tane olacak sekilde 81 kdseye sahiptir.

e Her bir say1 i¢in bir tane olmak tizere 9 renge ihtiyac vardir.

e Kenarlar Sudoku'nun bitigiklik iligkileri ile tanimlanir: farkli sayilar istenilen

yerde (satirlar, stitunlar ve bolgeler dikkate alinarak) farkli renklere ihtiyag

vardir.
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9 4 7
7 9
8
4 5 8
3 2
9 7 6
4
3 5
2 6 8

Sekil 4.4.1.1: Tipik bir Sudoku

Elde edilen G grafi, 20. dereceden diizgiin bir graftir. Dolayisiyla, G nin
kenarlarinin sayisi % = 810 a esittir.

Renklendirme problemi, liretegleri F(xj), j=1,..81ve
G(x;,x),1 <i<j<8lolan Q[xy, ..xg ] in (her bir késeye bir degisken) I ideali
tarafindan tanimlanan bir polinom sistemiyle de ¢oziilebilir.

e 1den 9 akadar olan renkler dikkate alisin. Her bir x; kdsesi igin

F (Xj) = [1;-1(x; — i) polinomu ele alimsin.
e Eger iki kose bitisik ise F(x;) — F(xj) = (xi _ xj)G(xi,x]-) —0 dur.

Dolayisiyla, farkli renklerle ilgili sart G(xi, xj) polinomu eklenerek verilir.

Sudoku'daki hiicreler Sekil 2 deki gibi numaralandirilsin.
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10 11 12 13 14 15 16 17 18

19 20 21 22 23 24 25 26 27

28 29 30 31 32 33 34 35 36

37 38 39 40 41 42 43 44 45

46 47 48 49 50 51 52 53 54

95 56 57 58 59 60 61 62 63

64 65 66 67 68 69 70 71 12

73 74 75 76 17 78 79 80 81

Sekil 4.4.1.2: Hiicre numaralandirmas.

Buna ek olarak, Sudoku'nun tiim baslangi¢ bilgileri igerilmek zorundadir. Ornegin,
Sekil 1 deki Sudoku ¢oziilmek isteniyorsa, I idealine asagidaki polinomlar eklenmek
zorundadir:

X, —9, X —4,%X9—7,%X15—7, X16 — 9, X190 — 8,
Xy8 —4,%X30 — 5, x31 — 8, x37 — 3,
X45 — 2, X51 — 9, X532 — 7, X56 — 6,X63 — 4,
Xee — 3, Xg7 — 5, X753 — 2, X764 — 6,Xg9 — 8.

Verilen bir Sudoku'nun ¢oéziimleriyle ilgili tiim bilgiler I nin sifirlariin kiimesi

olan V(1) tarafindan igerilmektedir.
V) = Vo) = {(s1, ..., Sg1) € Q¥| her f € I'igin f(sy,...,55;) =0}

Not 4.4.1.1: Baslangig verilerine karsilik gelen polinomlar ekledikten sonra, F(x;)

polinomlarmin fazlalik oldugunu goérmek kolaydir, boylece bunlar silinebilir.
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Denklem sistemi, grafin her bir kenari igin bir tane olacak sekilde 810 tane denkleme
sahiptir.

Asagidakiler temel sonuglardir:

Onerme 4.4.1.2: Bir Sudokunun ¢6ziimiiniin olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart
I # Q[x4, ... Xg1]
gerek ve yeter sart I nin herhangi bir terim siralamasma goére herhangi bir

indirgenmis Grobner tabanimin {1} olmamasidir (Vargas et al. 2006).

Onerme 4.4.1.3: Eger 6zel dizayn edilmis bir Sudoku ile baslanilirsa, I nin herhangi
bir terim siralamasina gore herhangi bir indirgenmis Grébner tabani, a; ler 1'den 9'a
kadar olan sayilar olmak tizere G = {x; —a; | i = 1,..,81} formundadir. Burada a;

sayilari ¢oziimii tanimlar (Vargas et al. 2006).

Ornek 4.4.1.4: Sekil 4.4.1.3 teki problem ele alinsn.

9 8
5 2 8 6
3 7 1 9
7 3 3)
2 4
5 1 6
8 2 7 3
4 3 9 1
7 2

Sekil 4.4.1.3: Hiicre numaralandirmas.
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Yukarida bahsedilen teorik bilgiler dogrultusunda Sudoku problemini ¢6zmek

igin gerekli algoritmanin Syntaxi Singular paket program i¢in asagidaki gibidir:

<"sudoku";

intmat A[9][9] =
9,0,0,0,0,0,0,0,8, 5,0,0,2,0,8,0,6,0,
0,0,3,7,1,0,0,0,9,
0,0,0,0,7,3,0,5,0, 2,0,0,0,0,0,0,0,4,
0,5,0,1,6,0,0,0,0,
8,0,0,0,2,7,3,0,0, 0,4,0,3,0,9,0,0,1,
7,0,0,0,0,0,0,0,2;

def G = sudoku(A); vdim(G);

/lused time: 1.65 sec

I->1

Bu Sudoku tek bir ¢ozliime sahiptir ve G indirgenmis Grobner tabaninda

kodlanmustir.

912|653 |47 |18
S| 7112|984 |63
4 18 |3 7|1]6]|5]2]|09
119 8})4 |7 |32 )|5)|6
2 6| 7198|511 |3]4
3| 5411|6219 ]|8]|7
8| 1|96 2 |7})13|4]|5
614|213 |5 |9]|8]|7]1
713|518 |4|1]16|9]2

Sekil 4.4.1.4: Sekil 4.4.1.3 i¢in ¢O6ziim

40



KAYNAKLAR

Adams, W. W. and Loustaunau P. 1994. An Introduction to Grobner Bases. The
American Mathematical Society, Providence, RI, USA.

Arnold, E. and Lucas, S and Taalman, L. 2009. Grobner Bases Representations of
Sudoku. Department of Matematics and Statistics, James Medison University,
Harrisonburg.

Balkanay, E. and Agargiin, G. and Aygor, N. 2000. Soyut Cebir Cilt 1. Yildiz Teknik
Universitesi Vakfi Yayinlari, Istanbul.

Calliap, F. 2009. Orneklerle Soyut Cebir. Birsen Yaymevi, Istanbul.

Falcon, R. M. and Morales J. M. 2007. Grobner bases and the number of Latin
squares related to autopisms of order < 7. Spain,
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0747717107001009
(15.04.2018).

Ozenir, Y. 2011. Grobner Tabanlari. Yiiksek Lisans Tezi, Trakya Universitesi Fen
Bilimleri Enstitiisti, Edirne.

Vargas, J.G. and Hermoso I.H. 2006. Sudokus and Grobner Bases: not only a
Divertimento, 9th International Workshop, CASC 2006, September 11-15,
Chisindu, Moldova.

Yesilot, G. and Ozavsar M. 2012. Soyut Cebir C6ziimlii Problemleri. Nobel
Yaynlari, Ankara.

41


https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0747717107001009
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0747717107001009

OZGECMIS

Kisisel Bilgiler

Ad1 Soyadi

Sevde OZEN

Dogum Yeri ve Tarihi

Bakirkdy /14.07.1992

Egitim Durumu

Lisans Ogrenimi

Yildiz Teknik Universitesi

Yiiksek Lisans Ogrenimi

Bildigi Yabanci Diller

Ingilizce

Bilimsel Faaliyetler

Is Deneyimi

Stajlar Dede Korkut Anadolu Lisesi (Bahgelievler /Ist)
Projeler TUBITAK 4006 Bilim Senligi
Calistig1 Kurumlar Milli Egitim Bakanliginda Matematik Ogretmeni

Arif Nihat Asya Anadolu Lisesi (Van/Ercis)
Sehit Abdiilkadir Bah¢e MTAL (Van/Ercis)
Sevim Kiirlim Anadolu Lisesi (Van/ Ercis)

Tletisim

E-posta Adresi

sevde_kaya 07@hotmail.com

Mezuniyet Tarihi

Lisans-2014

42




