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OZET

DEGiISMELi HALKALARDA BULANIK SEZGISEL 2- YUTAN iDEALLER
Sanem YAVUZ

Matematik Anabilim Dali

Yiiksek Lisans Tezi
Tez Danismani: Prof. Dr. Bayram Ali ERSOY

Bulanik kiimeler teorisinin bir genislemesi olan bulanik sezgisel kiimeler ilk defa
Atanassov tarafindan agiklanmistir. Bulanik sezgisel kiimeler birgok arastirma alaninda
kullanilabilmektedir.  Ornegin; kimya alaninda, optimizasyon problemlerinin
¢0ziiminde, yer ¢ekimi alaninda, astronomi, sosyoloji ve biyoloji alanlarinda, karar
verme silrecinde ve tibbi teshis de kullanilmaktadir. Bu tezde, bulanik sezgisel kiimeler
ve 2- yutan idealler yardimiyla bulanik sezgisel 2- yutan idealler, bulanik sezgisel 2-
yutan asalimsi idealler ve bulanik sezgisel 2- yutan yariasalimsi idealler tanimlanarak,
drnekler ve teoremlerle aciklanmistir. Birinci bélimde literatiir 6zeti verilmistir. ikinci
bélimde konuya hazirlik olmasi amaciyla bazi temel tanimlara yer verilmistir. Uclincii
bolimde bulanik sezgisel 2- yutan idealler ifade edilmis ve orneklerle agiklanmistir.
Dordiinci bolimde bulanik sezgisel 2- yutan asalimsi ideallere yer verilmistir. Besinci
bolimde bulanik sezgisel 2- yutan yariasalimsi idealler agiklanmistir. Son olarak bu
ideallerin 6zellikleri karsilastirimis ve bazi sonuglara ulasiimistir.

Anahtar Kelimeler: Bulanik sezgisel kiime, 2- yutan ideal, bulanik sezgisel 2- yutan
ideal, bulanik sezgisel 2- yutan asalimsi ideal, bulanik sezgisel 2- yutan yariasalimsi
ideal.

YILDIZ TEKNiK UNIVERSITESiI FEN BiLIMLERI ENSTITUSU



ABSTRACT

INTUITIONISTIC FUZZY 2- ABSORBING IDEALS OF COMMUTATIVE RINGS

Sanem YAVUZ

Department of Mathematics

MSc. Thesis

Adviser: Prof. Dr. Bayram Ali ERSOY

Intuitionistic fuzzy sets which are expansion of the theory of fuzzy sets are explained
for the first time by Atanassov. Intuitionistic fuzzy sets are used various research fields
such as chemistry, solution of optimization problems, gravitational field, astronomy,
sociology, biology, process of decion making and medical diagnosis. In this thesis,
intutionistic fuzzy 2- absorbing ideals are defined and examples, theorems are
explained with the help of 2- absorbing ideals and intuitionistic fuzzy sets. In the first
chapter, summary of literature is given. In the second chapter, some definitions are
given for the purpose of preparation of main subject. In the third chapter, intuitionistic
fuzzy 2- absorbing ideals are characterized and their examples are explained. In the
fourth and fifth chapter, intuitionistic fuzzy 2- absorbing primary ideals and
intuitionistic fuzzy 2- absorbing semiprimary ideals are described. As a result of this,
these ideals are compared and some results are given.

Keywords: Intuitionistic fuzzy set, 2- absorbing ideal, intuitionistic fuzzy 2- absorbing
ideal, intuitionistic fuzzy 2- absorbing primary ideal, intuitionistic fuzzy 2- absorbing
semiprimary ideal.
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Bulanik kiime kavrami ilk kez Zadeh [1] tarafindan tanimlanmistir. Daha sonra,
Rossenfeld [2] cebirsel yapilar Gizerine bulanik kiimeleri uygulamistir. Liu [3] ise halka
Uzerinde bulanik ideal kavramini aciklamis ve bu konu {zerinde cesitli calismalar
yapmistir. Mukarjee ve Sen [4] bulanik asal idealleri tanimlamislar ve bulanik ideallerin

ozellikleri tizerine calismalar yapmislardir.

Bulanik sezgisel kiime kavramina geldigimizde ise, ilk kez Atanassov [5] Zadeh'’in
tanimladigi  bulanik kiime kavramini gelistirerek bulanik sezgisel kimeleri
olusturmustur. Hur vd. [6] bulanik sezgisel alt halka kavramini gelistirmislerdir.
Marashdeh ve Salleh [7] bulanik kimeleri temel alarak bulanik sezgisel halkalari
¢ahismislardir. Bunun yaninda, Sharma [8] bulanik sezgisel alt halkalar arasindaki

gecisleri agiklamistir.

2- yutan ideallere bakarsak, ilk defa Badavi [9] 2- yutan idealleri tanimlamistir ve bu
calismasi asal ideallerin bir genellemesi olmustur. Ek olarak, Badavi vd. [10], [11] de
verilen ¢alismalarda degismeli halkalarda n- yutan idealleri ve 2- yutan asalimsi
idealleri incelemislerdir. GlUnimiuzde ise 2- yutan idealler lzerine calismalar hizla
artmaktadir ve [12], [13], [14] de verilen ¢alismalar gibi pek ¢ok yazar bu konuyu
kapsamli olarak calismaktadir. ilaveten, Darani [15] L- bulanik 2- yutan idealleri
tanimlamistir. Darani ve Hashempoor [16] yari halkalarda L- bulanik 2- yutan idealleri

incelemislerdir.



Asal ve asalimsi idealler ise degismeli halkalar teorisinde ¢ok 6nemli bir alana sahiptir.
Asal ideallerin bir genellestirilmesi olarak 2- yutan idealler [9] da ve asalimsi ideallerin
genellestirilmesi olarak 2- yutan asalimsi idealler [11] de tanimlanmistir. Ayni zamanda,

[4], [17] deki calismalarda bulanik asal idealler ve bulanik asalimsi idealler ¢alisiimistir.

1.2 Tezin Amaci

Bu tezin esas amaci, 2- yutan ideallerin cebirsel yapisini bulanik sezgisel kiimeler
Uzerinde uygulayarak olusturmak ve aralarindaki iliskileri, cebirsel ozellikleri
incelemektir. Buradan hareketle 6ncelikle bulanik sezgisel 2- yutan idealler kavrami
olusturulmus ve temel ozellikleri ¢alisilarak oérneklerle desteklenmistir. Benzer sekilde
bulanik sezgisel 2- yutan asalimsi ve yariasalimsi idealler de tanimlanmistir. Ayni
zamanda bulanik sezgisel zayif tam 2- yutan (ve asalimsi) idealler de olusturulmus,
cebirsel ozellikleri calisiimistir. Dahasi, literatlirde yeni tanimlanan tim bu ideallerin
halka homomorfizmasi altinda goriintl ve ters gorinti 6zellikleri arastirilmistir. Sonug

olarak, tanimlanan bu ideallerin aralarindaki iliskiler incelenmistir.

1.3 Hipotez

Bu ¢alismada, degismeli halkalar ve bulanik sezgisel kimelerden yararlanilarak bulanik
sezgisel 2- yutan ideal, bulanik sezgisel 2- yutan asalimsi ideal ve bulanik sezgisel 2-
yutan yariasalimsi ideal kavramlari olusturulmus ve cebirsel 6zellikleri ispatlanmistir.
idealler arasindaki gecis 6zellikleri bulunmustur. Ayni zamanda, halka homomorfizmasi
altinda gorintli ve ters gorintilerinin de ideal 6zelliklerini korudugu belirlenmistir.
Boylece, klasik cebirdeki ideallerden yararlanilarak bulanik sezgisel 2- yutan idealler

incelenmistir.



BOLUM 2

TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolimde calismamiza yardimci olabilmesi icin bazi temel tanim ve teoremler
verilecektir. ilk olarak, klasik cebirde ki grup, halka, ideal kavramlari tanitilip daha sonra

halka homomorfizmasi ve 6zellikleri incelenecektir.

2.1 Grup, Halka ve ideal Yapilari

Tanim 2.1 G bostan farkl bir kime olsun. *, G’de bir ikili islem olsun. (G,*) yapisi
asagidaki sartlari saghyor ise, (G,*) yapisina grup denir [19].

(G1) Va,beG icin a*xb e G'dir. (Kapalilik 6zelligi)

(G2) Va,b,ceG icin a*(b=*c)=(axb)=*c’dir. (Birlesme &zelligi)

(G3) Vae G igin a*e=ex*a=a olacak sekilde 3e € G vardir. (Birim eleman 6zelligi)

(G4) VaeGicin a*a'=a'*a=e olacak sekiide 3a'eG vardrr. (Ters eleman
ozelligi)

Burada (G,*) bir grup ve H kiimesi G ’nin bostan farkli bir alt kimesi olsun. Eger H
kiimesi G 'deki isleme gore grup oluyorsa, H’ye G 'nin alt grubu denir [19].

Tanim 2.2 (G,*) bir grup olsun. Eger Va,beG igin a*xb=Db=a o6zelligi saglaniyorsa,
gruba degismeli (abel) grup denir [19].

Ornek 2.1 (Z,+), (R-0,-) ve (Q-0,") birer gruptur [19].



Tanim 2.3 R = kiimesi Gzerinde (+) ve (-) iki ikili islem olsun. Asagidaki sartlari

saglayan (R,+,-) cebirsel yapisina halka denir [19].

(R1) (R,+) degismeli gruptur.

(R2) Va,b,ceR igin (a-b)-c=a-(b-c)dir. (Birlesme 6zelligi)

(R3) Va,b,ceR igin

a-(b+c)=(a-b)+(a-c) ve (a+b)-c=(a-c)+(b-c) (Dagima ézelligi).

R bir halka ve S bostan farkh R 'nin bir alt kiimesi olsun. R ’deki islemlere gore S alt
kiimesi de bir halka ise S’ye R ’nin bir alt halkasi denir [19].

Ornek 2.2 (Z,+,") birimli ve degismeli bir halkadir [19].

Tanim 2.4 R bir halka olmak Gzere Va,beR icin a-b=Db-a ise R halkasina degismeli

halka denir [19].

Tanim 2.5 R bir halka olmak lzere VaeR igin a-e=e-a=a olacak sekilde 3eeR

varise R halkasi birim elemanli halkadir ve burada e birim elemandir [19].
Tanim 2.6 R bir halka ve R 'nin bostan farkl bir alt kimesi | olsun.

1) Va,beligcina—bel ve

2) Vael ve VreR icinrael (veya arel)

ise 1’ya R ’nin sol (ya da sag) ideali denir. I, R ’nin hem sol hem de sag ideali olursa

kisaca I’ya R ’nin bir ideali denir [19].

Ornek 2.3 Elemanlari tam sayilardan olusan 2x2 tipindeki matrisler halkasinin bir

o a b
ideali, I:{ }la,b,CeZ} dir [19].
0 c

Tanim 2.7 R degismeli bir halka ve | R 'nin bir ideali olsun. |’nin radikali asagidaki

sekilde tanimlanir [19].

\/I_:{aeR|a”eI,3n eZ*} (2.1)



Tanim 2.8 R ’nin kendinden farkh bir ideali | olsun. R’nin A ve B idealleri igin

ABc | iken Ac | veya Bc |l oluyorsa, | idealine R 'nin asal ideali denir [19].

Teorem 2.1 R degismeli bir halka olmak tzere R 'nin bir | idealinin asal ideal olmasi

icin gerek ve yeter kosul a,b €R igin abel iken acl yada bel olmasidir [19].
Tanim 2.9 |, R halkasinin bir ideali ve R olsun. Ya,beR icin abel ve agl
olmasi 3n e Z"icin b" el olmasini gerektiriyorsa, | idealine asalimsi ideal denir [20].
Tanim 2.10 (R,+,-) ve (S,+,-) iki halka ve f:R —S bir fonksiyon olsun. Va,beR
icin,

i) fa+b)="f(a)+ f(b)

ve

i) f(a-b) =f(a)- f(b)

ise, f’ye R’den S’ye bir halka homomorfizmasi denir [19].

R halkasindan S halkasina bir f homomorfizmasi icin,

i) Eger f bire- bir ise monomorfizma olarak adlandirilir.

ii) Eger f Orten ise epimorfizma olarak adlandirilir.

iii) Eger T bire- bir ve orten ise izomorfizma olarak adlandirilir ve R ile S de izomorf

halkalar olur ve R =Sile gosterilir.

iv) Eger f:R — R birizomorfizma ise, f otomorfizma olarak adlandirilir.

Burada R halkasindan S halkasina f bir izomorfizma ise, f* de S halkasindan R

halkasina bir izomorfizmadir [19].

Tanim 2.11 f, R halkasindan S halkasina bir homomorfizma olsun. 0., S halkasinin

toplamsal birimini géstermek Uzere,

Cek f ={aeR|f(a)=0,} (2.2)

kiimesine f ’nin cekirdegi denir [19].



2.2 Bulanik Kiimelerin Yapisi, Bulanik Halkalar ve idealler

Bu bolimde bulanik kiimelerin yapisi incelenerek, bazi temel o6zellikleri verilmistir.

Daha sonra, bulanik halka ve bulanik ideal kavramlari verilecektir.

Tanim 2.12 X herhangi bir kiime olsun. p:X —[0,1] fonksiyonuna X kimesinin
bulanik alt kiimesi denir. X kimesinin bitin bulanik alt kiimelerinin olusturdugu

kiimeye de X’in bulanik kuvvet kiimesi denir ve [0,1]x olarak ifade edilir [21].

Tanim 2.13 pe[O,l]X olsun. {pu(x):xeX} seklinde tanimlanan kiimeye p’nin

goriintt kimesi denir ve n(X) yada Im(u) seklinde ifade edilir [21].

Tanim 2.14 ue[O,l]x olsun. {x|xeX, u(x)>0} kiimesine de p’niin destekleyicisi

denir ve u* seklinde gosterilir [21].
Tanim 2.15 Y = X ve a€[0,1] olsun. a, e[O,l]x asagidaki sekilde tanimlanir:

a, xeVY
aY(X): 0 xeY

Ozel olarak, eger Y ={y} ise a, kiimesi a,,, seklinde gosterilir ve [0,1]- nokta (ya da
[0,1]- singleton) olarak ifade edilir.

Eger a=1 olursa,

1 xeVY
0, xeX/lY

1Y (X) :{
fonksiyonuna karakteristik fonksiyon denir [21].

Tanim 2.16 1,V e[O,l]X olsun. VX € X icin;

i) u(x) <v(x) ise, v bulanik alt kimesi p bulanik alt kimesini kapsar denir ve pcv

seklinde ifade edilir.

ii) u,vbulanik alt kimelerinin birlesimi (1w Vv)(X) = nw(X) v v(x) olarak ifade edilir.

i) W, v bulanik alt kimelerinin kesisimi (LN Vv)(X) = n(X) A v(x) olarak ifade edilir [21].



Tanim 2.17 pe[O,l]X ve ae[0,1] olmak iizere, p’niin seviye alt kiimesi asagidaki

sekilde ifade edilir [21].
TR :{X|X€X, p(X)Za}
Tanim 2.18 X,Y birer kiime ve ue[O,l]X, ve[O,l]Y olsun. f: X —Y bir dénisim

olmak Uzere f(u)e[O,l]Y ve f’l(v)e[O,l]x bulanik alt kiimeleri asagidaki sekilde

tanimlanir:

n(x):xeX f(x)=y}, fi(y)=J

VyeY igin f(u)(Y)={v{ 0, fl(y)=0

ifadesi f altinda p’niin gériintiistina ifade eder.
v xe X igin fH(v)(X) = v(f(X))

ifadesi de f altinda v ’nin ters gériintusind ifade eder [21].

Bu kisimda G birim elemani e olan ve ¢arpimsal ikili isleme sahip bir gruptur. Burada

sirasiyla bulanik alt grup tanimi yapilarak temel teoremleri verilecektir.

Tanim 2.19 VX € G icin Vu,v €[0,1]° olmak izere,
(1oV)(X) =v{u(y) AV(2) y,2€G,yz =x]

ifadesi p ile v nokta ¢arpimini verir.

R(X) =p(x )

ifadesi de pn bulanik alt kiimesinin tersini ifade eder [21].

Tanim 2.20 G bir grup ve G’nin bulanik alt kiimesi pn olsun. Eger p asagidaki sartlari

saglarise, 1 ye G’nin bulanik alt grubu denir.
i) VX, yeG igin p(xy) = pu(x) Ap(y),
i) VxeG icin p(x™) >u(x).

Burada, G’nin batin bulanik alt gruplarinin kiimesi L(G) ile gosterilir. peL(G)

olmak Uzere, p, asagidaki sekilde tanimlanir [21].



o ={xeG:u(x) =)} (2.3)
Teorem 2.2 11 €[0,1]° olsun. p’niin, G’nin bulanik alt grubu olmasi igin gerek ve yeter
kosul w,’nin, G’nin alt grubu olmasidir [21].

Teorem 2.3 GveH grup, neL(G) ve f de G’den H ’ye epimorfizma olsun. Buradan,
f(u) e L(H) elde edilir [21].

Teorem 2.4 GveHgrup, veL(H) ve f de G’den H’ye homomorfizma olsun.

Buradan, f*(v) € L(G) elde edilir [21].

Bundan sonra R degismeli bir halka olarak alinacaktir. ilk olarak degismeli halkanin
bulanik alt kiimeleri Gizerinde bazi islemler tanimlanacak daha sonra bulanik alt halka

ve bulanik ideal kavramlari tanitilarak temel 6zellikleri incelenecektir.

Tanim 2.21 p ve v R halkasinin bulanik alt kimeleri olsun. VX € R igin,

i) pile v'nin toplami: (n+v)(X) =v{u(y)Av(@)]y,zeR,y+z=x}

i) pile v'nin farki: (u—=v)(X) =v{u(y) Av(@)|y,zeR,y-z=x}

iii) p ile v’nin nokta carpimi: (o v)(X) =v{u(y) Av(2)|y,z€R,yz = x}

iv) w’nin negatifi: (—p)(X) = pu(—x)

olarak tanimlanir. Burada halka degismeli oldugundan, pov=vopu dir [21].

Tanim 2.22 p, R halkasinin bulanik alt kiimesi olsun. Eger asagidaki ozellikler

saglanirsa, i’ye R ’nin bulanik alt halkasi denir.

i) VX yeR igin p(x-y) = pu(x) Ap(y) ve

i) VX, yeR igin p(xy) = pu(x) Ap(y) .

Burada R ’nin tiim bulanik alt halkalarinin kiimesi L(R) seklinde gosterilir [21].

Tanim 2.23 p, R halkasinin bulanik alt kiimesi olsun. Eger asagidaki ozellikler

saglanirsa, p’ye R ’nin bulanik ideali denir.

i) VX yeR igin p(x-y) = pu(x) Ap(y) ve



i) VX, y eR igin p(xy) = pu(x) v u(y).
Burada R ’nin tum bulanik ideallerinin kimesi LI(R) seklinde gosterilir. Halka

degismeli oldugundan (ii) kosulunu saglamasi icin gerek ve yeter kosul, p(xy)>u(x)

olmasidir.
Eger ne LI(R) ise, p, = {X eR|u(x) = u(O)} dir [21].

Teorem 2.5 p, R halkasinin bulanik alt kiimesi olsun. p’nin, R ’nin bulanik ideali

olmasi icin gerek ve yeter kosul p,’nin, R ’nin ideali olmasidir [21].

Teorem 2.6 R veShalka ve f:R —S epimorfizma olsun. Burada S halkasinin bulanik
idealleri ile R halkasinin ¢cek f Gzerinde sabit olan bulanik idealleri arasinda bire- bir
bir esleme vardir [21].

Teorem 2.7 v, R ’nin bulanik alt halkasi ve v’nin bulanik ideali p olsun. R ve S halka

ve f :R —S homomorfizma olsun. Bu durumda; f(u), f(v)’nin bulanik idealidir [21].

Teorem 2.8 RveShalka ve f:R —S homomorfizma olsun. v, S’nin bulanik alt
halkasi ve v’nin bulanik ideali p olsun. Bu durumda; f'(n), f™(v)’nin bulanik

idealidir [21].

Tanim 2.24 p,v,y € LI(R) olsun. y sabit olmamak lzere, povcy iken pcy yada
v v oluyorsa, y idealine R ’nin bulanik asal ideali denir. Burada y e LI(R), ycpu

ve v, C 1, olmak uzere R ’nin butln bulanik asal y ideallerinin kimesi P, ile gosterilir
[1].

Teorem 2.9 p,v,y € LI(R) olsun. y sabit olmamak lzere, y’nin bulanik asal ideal
olmasi igin gerek ve yeter kosul puv <y iken pcy yada vy olmasidir [1].

Tanim 2.25 y € LI(R) olsun.y bulanik idealinin radikali asagidaki sekilde tanimlanir ve
\/; olarak gosterilir.

m{u:uePy}, P #J
1., P =09

(2.4)

o

[1].



2.3 Bulanik Sezgisel Kiimelerin Yapisi ve Bulanik Sezgisel idealler

Bu bolimde, R birimli ve degismeli halka olarak ve L:[O,l] latis olarak alinacaktir. ilk

olarak, bulanik sezgisel kiime kavrami tanitilarak temel 6zellikleri incelenmistir. Daha
sonra, bulanik sezgisel nokta kavrami verilerek bulanik sezgisel idealler tanitilmis ve

temel teoremleri ele alinmistir.

Tanim 2.26 X herhangi bir kiime olmak lizere, X’in bulanik sezgisel kimesi agsagidaki

sekilde tanimlanir:

A={X,n(x), v(x)|x e X}. (2.5)

Burada, pn:X —[0,1] fonksiyonunaV x e X igin Uyelik derecesi denir. v:X —[0,1]
fonksiyonuna da VX e X icin liyelik olmamama derecesi denir. Burada VX € X icgin

0 <p(x)+v(x) <1 esitligi saglanmahdir [22].

Tanim 2.27 o,B<[0,1] ve a+B<1 olsun. X bulanik sezgisel noktasi, R ’nin

(a.B)

bulanik sezgisel alt kiimesi olarak asagidaki sekilde tanimlanir:

_[(o,B), x=yise
Xap () = { (0,1, x=yise

Eger u(x)>a ve v(X) <P olursa, x bulanik sezgisel noktasi <u,v> bulanik sezgisel

(a.B)

klmesine ait olur ve X, e<u,v> olarak gosterilir. ¥V X,y e€R i¢cin bulanik sezgisel

noktalarin asagidaki 6zellikleri elde edilir:
I) X(t,s) +y(q,ﬁ) = (X+y)(t,\q,s\,ﬁ)
ii) Xits)Yop = (Xy)(tm,svg)

iii) <X(t,s)><y(a,g)> = <X(t,s)y(a,ﬁ)> [22].

Tanim 2.28 X kimesinin bulanik sezgisel kiimesi | olsun. t,seL ve t+s<1 igin

I’'nin (t,S) seviye alt kiimesi:
1) = {x e X |, (X) 2 t ve v,(X) <s}

olarak tanimlanir [22].
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Tanim 2.29 R halka olsun. ¥,y €R igin A={x,u(x),v(x)|Vx eR} bulanik sezgisel

kiimesi asagidaki sartlari saglar ise R ’nin bulanik sezgisel idealidir.
i) p(X=y) 2 p(x) Auly),

i) p(xy) = pu(x) v p(y),

iii) v(x—y) <v(x) v v(y),

iv) v(xy) < v(x) Av(y) [22].

Tanim 2.30 R ’nin bulanik sezgisel ideali I:<;,L,,v,> olsun. I’nin radikali asagidaki

sekilde tanimlanir:

JI=v_ 1(x")

[17].

Teorem 2.10 R ’nin bulanik sezgisel idealleri I,J olsun.
NIREN Y]

[23].

Teorem 2.11 f:R — S o6rten halka homomorfizmasi ve R 'nin bulanik sezgisel ideali |
cek f Uzerinde sabit ve S’nin bulanik sezgisel ideali J olsun. Buradan asagidaki

durumlar elde edilir:

i) JT(D) =F(),
i) Q) =F () [23].

Tanim 2.31 R’nin bulanik sezgisel ideali 1=(p,,v,) olsun. R’nin A=(p,,v,) ve
B=(ug,vg) bulanik sezgisel idealleri icin eger ABcl iken Acl ya da Bcl

oluyorsa, | idealine bulanik sezgisel asal ideal denir [15].

Tanim 2.32 R ’nin bulanik ideali | = <u,,v,> olsun. Va,beR ve neZ" olmak tzere,

11



w,(ab) =y, (a) w,(ab) < p, (b")
ve ya da ve
v,(ab) =v,(a) v,(@b) = v, (b")

ise, | idealine bulanik sezgisel asalimsi ideal denir [24].

Tanim 2.33 Va,beR ve neZ" i¢cin R ’nin bulanik ideali | olmak lzere,

b, (ab) <, (a") b, (ab) <, (b")
ve ya da ve
v,(@b)>v,(@") v,(@b)>v, (b")

ise, | idealine bulanik sezgisel yariasalimsi ideal denir [24].

Tanim 2.34 R ’nin ideali | olsun. Her neZ" ve R ’nin J ideali icin J" = | oldugunda

Jc | oluyorsa, | idealine yari asal ideal denir [20].

Tanm 235 VX,yeR i¢cin R’nin bulanik sezgisel ideali | olmak uzere
I(xy) = mak {1(x),1(y)} oluyorsa, | idealine bulanik sezgisel zayif tam asal ideal denir
[15].

Tanim 2.36 R 'nin 6z ideali | olsun. Va,b,ceR icin

abcel iken abel yada acel yada bcel

oluyorsa, | idealine 2- yutan ideal denir. R ’nin sifir ideali 2- yutan ideal olursa,

R halkasina 2- yutan halka denir [9].

Tanim 2.37 R ’nin 6z ideali | olsun. Va,b,ceR icin

abcel iken abel yada acel yada bc e/l

oluyorsa, | idealine 2- yutan asalimsi ideal denir [11].

12



BOLUM 3

DEGiISMELi HALKALARDA BULANIK SEZGISEL 2- YUTAN iDEALLER

Bu bolimde, degismeli halkalarda bulanik sezgisel 2- yutan idealler tanimlanacaktir. Bu
ideallerin bazi 6zellikleri incelenerek halka homomorfizmasi altinda gorinti ve ters
goruntulerinin ozellikleri arastirilacaktir. Daha sonra bulanik sezgisel kuvvetli 2- yutan
idealler tanimlanacak ve benzer sekilde ozellikleri calisilacaktir. Son olarak, bulanik

sezgisel zayif tam 2- yutan idealler ile bulanik sezgisel K-2-yutan idealler incelenecektir.

3.1 Bulanik Sezgisel 2- Yutan idealler

Tanim 3.1 Rhalkasinin | =(u,,v,) bulanik sezgisel ideali olsun. Xitsy V€ Yup

herhangi bulanik sezgisel noktalar olmak Gzere eger

Xts) Yeup) € | iken X € | yada Yup € | (3.1)

ise | = <u,,v,> idealine R halkasinin bulanik sezgisel tam asal ideali denir.

Tanim 3.2 R halkasinin I:<u,,v,> bulanik sezgisel ideali olsun. X, Y4 Zen

herhangi bulanik sezgisel noktalar olmak lzere eger

XamYenZen €1 iken X, Yen €l vada Y yZer €1 yada X, ,Zer €1 (3.2)

ise | = <;,L,,v,> idealine R halkasinin bulanik sezgisel 2- yutan ideali denir.

Teorem 3.1 R halkasinin her bulanik sezgisel asal ideali, bulanik sezgisel 2- yutan

idealidir.

ispat (Tanim 3.2) den kolaylikla elde edilir.
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Ornek 3.1 R =Z, ve Z,’da | bulank sezgisel alt kime olarak agagidaki sekilde
tanimlansin.

0,3 0,3
M(X) — 11 Xe { } ve V(X) — 01 Xe { }
0, aksitakdirde 1, aksitakdirde

Burada | ideali, hem bulanik sezgisel asal idealdir hem de bulanik sezgisel 2- yutan

idealdir.

Ornek 3.2 R =Z, ve Z,’da | bulanik sezgisel alt kiime olarak agagidaki sekilde
tanimlansin.

1/3, 0,3 0, 0,3
1(x) = <03 x<{03
0, aksitakdirde 1/3, aksitakdirde

Zg'da 325 ve 5ys bulanik sezgisel noktalari igin 325 Bus € n fakat 315 Z U ve 5us Z L.
Sonug olarak, (1, v) Zg’ nin bulanik sezgisel asal ideali degildir. Diger yandan, (p,v)
Zg'nin bulanik sezgisel 2- yutan idealidir.

Teorem 3.2 R halkasinin farkli | ve Jbulanik sezgisel asal ideallerinin kesisimi bulanik

sezgisel 2- yutan idealdir.
ispat R halkasinin iki farkli bulanik sezgisel asal idealleri | ve Jolsun. X, , Ya-
Z..r, herhangi birer bulanik sezgisel noktalar olmak tzere, XY .Zer €1MJ fakat

XamZen €N ve X, Y ea &1MJ olsun.

1.Durum: X, VYeq &l Ve XgpZen €1. | bulanik sezgisel asal ideal oldugundan

Z.1) €| elde edilir. Sonug olarak, X, Z.¢ €1 olur bu durum bir celigkidir.

(e.f)
2.Durum: X, VYea €1 Ve XopZer €J. Buradan, X, YenZen €1NI ve z,¢ €l ile

Yia) € J elde edilir. Sonug olarak, YeaZes € INJ.

3.Durum: X, ,\Yea € Ve XapZern €1. Benzer sekilde, Y 4Zes €lMJ oldugu

gosterilebilir.
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4.Durum: X, V.4 &J V€ XgpZer) £€J. Benzer sekilde, (1. Durum)'da oldugu gibi
celiski elde edilebilir.
Sonug olarak, | Jideali R halkasinin bulanik sezgisel 2- yutan idealdir.

Sonu¢ 3.1 R halkasinin her farkli bulanik sezgisel asal ideallerinin kesisimi,

R halkasinin bulanik sezgisel 2- yutan idealidir.

Ispat (Teorem 3.2) den elde edilir.

Teorem 3.3 R halkasinin bulanik sezgisel 2- yutan ideali I =(p,,v,) olsun. Vt,seL ve
19 % Ricin 19, R halkasinin 2- yutan idealidir.

ispat a,b,ceR ve abcel™ olsun. Buradan p,(abc)>t ve v, (abc)<s bulunur.
Dahasi b, Cs =(@bC), €1. | bulanik sezgisel 2- yutan ideal oldugundan
AuoPes €1 va da bco €l va da a Cu€l. VXER icin eger X, el ise
1, (X) >t ve v,(x)<s olur. Buradan xep, ve X € v, bulunur éyle ki x 1", Sonug
olarak, ab e 19 yada bce 1" yada ace 1", |9 2-yutan idealdir.

Teorem 3.4 f:R —>S orten halka homomorfizmasi olsun. Eger |, R halkasinin

bulanik sezgisel 2- yutan ideali ve ¢ek f Uzerinde sabit ise f(I), S halkasinin bulanik

sezgisel 2- yutan idealidir.

ispat X ), Y Zem Shalkasinin bulanik sezgisel noktalari ve X YnZem €F(1)
olsun. f orten halka homomorfizmasi oldugundan, a,b,ceR vardir oyle ki

f(a)=x,f(b) =y,f(c) =z. Buradan

X YenZwm (Xy2Z) = (r asat) <f(u,)(xyz)
(kv Ivm)>f(v,)(xyz)
= (f(u)(F@F (0)f (c)), f(v,)(F(@)f (b)f(c))
= (f(u,)(f (abc)), f (v, )(f (abc))
— (1, (abc), v, (abo))

{r/\S/\tgu,(abc)} ve {kvlvm Zv,(abc)}

abc, ey, abc, ev,
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(n,,v,), gcek f Uzerinde sabit oldugundan abc, ep, ve abc, v, elde edilir. |

bulanik sezgisel 2- yutan ideal oldugundan asagidaki durumlar elde edilir.

ab, ep, bc, e, a,C el
ve ya da ve ya da ve
ab ev, bc, €V, ac, €V,

i) Eger a,b, e, ve a,b, e, ise,

ras<y,(ab) =f(u,)(f(ab)) = f(u,)(f(@)f (0)) =T (u,)(xy)

ve

kvIlzv,(ab)=f(v,)(f(ab)) =f(v,)(F(@)f (b)) =F(v,)(xy).

buradan Xy, ef(w,) ve X,y, ef(v,) . Sonug olarak, X, Y., €f(l).
ii) Eger b.c, e, ve b,c, €V, ise ispati benzer sekilde yapilir.

i) Eger a,c, ey, ve a,C,, €V, ise ispati benzer sekilde yapilir.

Sonug olarak, f(I), S halkasinin bulanik sezgisel 2- yutan idealidir.

Teorem 3.5 f:R —S halka homomorfizmasi olsun. Eger |, S halkasinin bulanik
sezgisel 2- yutan idealiise f (1), R halkasinin bulanik sezgisel 2- yutan idealidir.

Ispat R halkasinin bulanik sezgisel noktalari X(apyr Yicdyr Zer) Olsun ve

X any Y Zen ef (1) olsun. Buradan

@@ncne) <f(w)(xyz)

(bvdvf)>f*(v,)(xyz)

= (1, (F(xy2)), v, (f (xy2)))
= (1, (FOF (T (2)), vi (FOOT ()T (2)))

elde edilir. f(x)=r, f(y)=s, f(z)=t olsun. Bu sekilde, (aAncae)<p,(rst) ve
(bvdvf)>v,(rst) elde edilir. Dahasi, rs.t, ep, ve 1,S,t; €v, elde edilir. | bulanik

sezgisel 2- yutan ideal oldugundan asagidaki durumlar bilinir.
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:Sc € 1 Lt ey Sl ey
ve ya da ve ya da ve

Sy €V, Lt ev, Syt ev,
i) Eger r,S, e, ve 1S, v, ise,

anc<p(rs) =, (FOF(Y)) =1, (FOy)) =7 (1, (xy))

ve

bvd>v,(rs) =v,(F)f () = v, (F(xy)) = (v, (xy))

elde edilir ve buradan da x)y,ef™(y,) ve Xx,y,ef™(v,) olusur. Sonug olarak,
Xany Yo €F (D).

ii) Benzer sekilde, X, ,Z.¢, €f7(1).

iii) Benzer sekilde, y(cvd)z(evf)ef*l(l). Sonug olarak, f'(l), R halkasinin bulanik
sezgisel 2- yutan idealidir.

Tanim 3.3 R halkasinin bulanik sezgisel ideali | olsun. Eger, J,K,Lidealleri R

halkasinin bulanik sezgisel idealleri olmak Gzere,

JKLc | iken JKcl yada JLcl yada KL (3.3)

ise | idealine R halkasinin bulanik sezgisel kuvvetli 2- yutan ideali denir.

Teorem 3.6 R halkasinin her bulanik sezgisel asal ideali, bulanik sezgisel kuvvetli 2-

yutan idealidir.

ispat R halkasinin bulanik sezgisel asal ideali | ve R nin J, K, L bulanik sezgisel idealleri
icin JKL | olsun. Bulanik sezgisel asal idealerin tanimi geregi JK | yada JLc | ya
da KL c | elde edilir. Sonug olarak, | bulanik sezgisel kuvvetli 2- yutan ideal olarak

bulunur.

Teorem 3.7 R halkasinin her bulanik sezgisel kuvvetli 2- yutan ideali, bulanik sezgisel

2- yutan idealidir.
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ispat | ideali R halkasinin bulanik sezgisel kuvvetli 2- yutan ideali olsun.

XamYeanZen €1 bulanik sezgisel noktalar olsun. Buradan,

<X(a,b) > <y(c,d) > <Z(e,f)> = <X(a,b)y(c,d)z(e,f)> cl

elde edilir. | bulanik sezgisel kuvvetli 2- yutan ideal oldugundan,

<X(a,b)y(c,d)> = <X(a,b) > <y(c,d)> cl

ya da

<X(a,b)z(e,f)> = <X(a,b) > <Z(e,f>> cl

ya da

<y(0,d)z(e,f)> = <y(c,d)><z(e’f)> cl.

Buradan, X, ,Yen €l Y2 da Y gZer €1 va da X, ,Zer €1 olur. Sonug olarak, |

ideali R halkasinin bulanik sezgisel 2- yutan idealidir.

3.2 Bulanik Sezgisel Zayif Tam 2- Yutan idealler

Tanim 3.4 R halkasinin bulanik sezgisel ideali | = <u,,v,> olsun. VX,y eR igin
I(xy) = mak {1(x),1(y)} yani
K, (xy) = mak{lfh (X), 1, (Y)} ve v, (xy) =min {VI (X), v, (y)}

ise, | idealine bulanik sezgisel zayif tam asal ideal denir.

Tanim 3.5 R halkasinin sabit olmayan bulanik sezgisel ideali |= <p,,v,> olsun.
VX, Y €R igin

I(xy) =1(0,1) iken I(x)=1(0,1) yada I(y)=1(0,1)

ise, | idealine bulanik sezgisel K-asal ideal denir.

Tanim 3.6 R halkasinin bulanik sezgisel ideali | olsun. Va,b,ceR icin

I(abc) < I(ab) ya da I(abc) < I(ac) ya da I(abc) < I(bc) (3.4)

18



sarti saglaniyor ise ya da,

p(abc) < p(ab) p(abc) < p(ac) p(abc) < p(be)
ve ya da ve ya da ve
v(abc) > v(ab) v(abc) > v(ac) v(abc) > v(bc)

ise, | idealine R halkasinin bulanik sezgisel zayif tam 2- yutan ideali denir.

Sonug 3.2 R halkasinin sabit olmayan bulanik sezgisel ideali | olsun. Va,b,ceR igin
| idealinin R halkasinin bulanik sezgisel zayif tam 2- yutan ideali olmasi icin gerek ve

yeter kosul I(abc)=mak {I(ab), I(bc), I(ac)} olmasidir yani
p(abc)=mak {p(ab), p(bc), p(ac)} ve v(abc)=min{v(ab), v(bc), v(ac);.

Ispat (Tanim 3.6) ve bulanik sezgisel ideallerin tanimindan elde edilir.

Tanim 3.7 R halkasinin bulanik sezgisel ideali | olsun. Va,b,ceR igin I(abc)=(0,1)
iken I(ab) =(0,1) yada I(ac)=(0,1) yada I(bc) =(0,1) oluyorsa yani
p(abc) = n(0)

I(abc) =(0,1) = ve iken
v(abc) =v(1)

u(ab) = n(0) u(ac) = n(0) u(bc) = n(0)
ve veya ve veya ve (3.5)
v(ab) =v(1) v(ac) =v(1) v(bc) =v(2)

ise, | idealine R halkasinin bulanik sezgisel K- 2- yutan ideali denir.

Sonug 3.3 Her bulanik sezgisel zayif tam 2- yutan ideal, bulanik sezgisel K- 2- yutan

idealdir.
Ispat (Sonug 3.2 ve Tanim 3.7) den kolaylikla elde edilir.

Fakat her bulanik sezgisel K- 2- yutan ideal, bulanik sezgisel zayif tam 2- yutan ideal

degildir.

Ornek 3.3 R =Z olsun. Z’nin bulanik sezgisel ideali asagidaki gibi tanimlansin.
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10), x=0
I(x)={(1/3,2/3), xe8Z—-{0}!,
(1/4,214), xecz-8Z

Buradan, | ideali Z 'nin bulanik sezgisel K- 2- yutan idealidir fakat
u(40)=1/3>1/4=mak {M(ZO), u(4), u(ZO)}

oldugundan | bulanik sezgisel zayif tam 2- yutan ideal degildir.

Teorem 3.8 R halkasinin her bulanik sezgisel zayif tam asal ideali, bulanik sezgisel zayif

tam 2- yutan idealidir.

Ispat R halkasinin bulanik sezgisel zayif tam asal ideali | olsun. V' X,y,z € R igin

w, (Xyz) =, (x) w, (Xyz) =, (y) w, (xyz) =, (2)
ve ya da ve ya da ve
Vi (xyz) =V, (X) A7 (xyz) =V, (y) A7 (xyz) =V, (Z)

1, (Xyz) =, (X) ve v,(Xyz) =v,(X) olsun.

K, (Xyz) = p, (Xy) = u,(X) ve v,(Xxyz) <v,(Xy) <v,(X) bulunur. Buradan,

1, (xyz) = p, (xy) ve v,(xyz) =v,(xy) olur.
Benzer sekilde,

w, (xyz) =, (yz) ve v,(xyz) =v,(yz)

ya da

H (Xyz) = p,(X2) ve v,(Xyz) =v,(x2)

bulunur. Sonug olarak, her bulanik sezgisel zayif tam asal ideal, bulanik sezgisel zayif

tam 2- yutan idealdir.

Teorem 3.9 R halkasinin her bulanik sezgisel K- asal ideali, bulanik sezgisel K- 2- yutan

idealidir.
ispat (Teorem 3.8) in ispatina benzer sekildedir.

Teorem 3.10 R halkasinin bulanik sezgisel ideali | olsun. Asagidaki durumlar denktir.
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i) I, R halkasinin bulanik sezgisel zayif tam 2- yutan idealidir.
i) Vt,seL icin I’'nin 19 seviye alt kiimesi, R halkasinin 2- yutan idealidir.

ispat (i—ii) R halkasinin bulanik sezgisel zayif tam 2- yutan ideali | olsun.

VX,y,zeR ve Vt,seL igin xyze 1",

(xyz) = mak {(xy), 1(x2), u(yz)} = t ve v(xyz) = min {v(xy), v(x2), v(y2)} <.

Sonug olarak,

p(xy) = t n(xz) = t n(yz) > t
ve ya da ve ya da ve
v(xy) <s v(xz) <s v(yz) <s

Buradan, xy € 1" ya da xz e 1" ya da yz e I bulunur. I*?, R halkasinin 2- yutan

idealidir.

(ii—i) VtseLl icin R halkasinin 2- yutan ideali 1“® olsun. Kabul edelim ki,
VX,Y,z2eR igin n(xyz) =t ve v(Xyz) =s olsun. Buradan Xyzep, ve Xyzev, olur.
(1., v,) 2- yutan oldugundan, Xyepu, ve Xyev, ya da XZep, ve XzZev, ya da

yz e n, ve yz e v, olur. Bundan dolayi,

p(xy) = t n(xz) = t n(yz) > t
ve ya da ve ya da ve
v(xy) <s v(xz) <s v(yz) <s
Yani,

H(xyz) =t <mak {u(xy), n(x2), u(yz)} ve

v(xyz) =5 2min {(xy), n(x2), n(y2)}

Ayni zamanda, R halkasinin bulanik sezgisel ideali | oldugundan,
H(xyz) = mak {p(xy), n(x2), 1(yz)} ve

v(xyz) <min {u(xy), u(x2), 1(y2)} .

Buradan,
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(xyz) =mak {1(xy), n(x2), 1(y2)} ve

v(xyz) =min {u(xy), n(x2), 1(y2)}
olur. Sonug olarak, |, R halkasinin bulanik sezgisel zayif tam 2- yutan idealidir.

Teorem 3.11 f:R—>S oérten halka homomorfizmasi olsun. Eger I=(p,v), R
halkasinin bulanik sezgisel zayif tam 2- yutan ideali ve ¢ek f Uzerinde sabitise f(l), S

halkasinin bulanik sezgisel zayif tam 2- yutan idealidir.
ispat Va,b,ceS icin f(u)(abc)>f(u)(ab) olsun. f &rten halka homomorfizmasi
oldugundan, VX,y,zeR igin f(x)=a,f(y) =Db,f(z) =c. Bundan dolayi,

f(w)(@bc) = F(W)(F O (V)F (2)) = F (W)(F (xyz)) > T (1)(ab)
=TT (Y)) = (W(F (xy)).

u, cek f tzerinde sabit oldugundan f(u)(f(xyz))=u(xyz) ve f(u)(f(xy))=n(xy)
olur. Yani, f(u)(abc) = u(xyz) > u(xy) =f(u)(@b).1, R halkasinin bulanik sezgisel zayif

tam 2- yutan ideali oldugundan,

n(xyz) = () (F (x)f (y)f (2)) = (w)(@bc) < u(xz) = (w)(f(x2))

=f(u)(ac)

ya da

r(xyz) = F()(F ()f (y)f (2)) = (w)(abc) < p(yz) = ()(f(yz))
=f(u)(be).

Benzer sekilde, WVa,b,ceS igin f(v)(abc)<f(v)(@) olsun. f orten halka
homomorfizmasi oldugundan, VX,y,zeR icin f(x)=a,f(y)=Db,f(z)=c olsun.

Bundan dolayi,

f(v)(abe) = (vV)F(X)F (Y)f(2)) = (v)(F(xyz)) <f(v)(ab)
=TT (Y) =F((F(xy)).

v, ¢ek f (zerinde sabit oldugundan f(v)(f(xyz))=v(xyz) ve f(v)(f(xy))=v(xy).
Yani, f(v)(abc) =v(xyz) <v(xy)="f(v)(@).l, R halkasinin bulanik sezgisel zayif tam

2- yutan ideali oldugundan,
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v(xyz) =T (vV)(F () (Y)T (2)) =T (v)(abc) = v(xz) = (v)(F(x2))

=f(v)(ac)

ya da

v(xyz) =f(v)(f)f (y)f (2)) =f(v)(abc) = v(yz) = (v)(f(yz))
=f(v)(bc).

Sonug olarak, f(I), S halkasinin bulanik sezgisel zayif tam 2- yutan idealidir.

Teorem 3.12 f:R —S halka homomorfizmasi olsun. Eger I:<u,v>, S halkasinin

bulanik sezgisel zayif tam 2- yutan ideali ise (1), R halkasinin bulanik sezgisel zayif

tam 2- yutan idealidir.

ispat VX,y,ZeR igin f(u)(xyz) > f " (u)(xy) olsun. Buradan,

7 ()(xyz) = u(f (xyz)) = w(f () () (2)) > T (1) (xy)
=u(f(xy)) = u(f T (y).

I, S halkasinin bulanik sezgisel zayif tam 2- yutan ideali oldugundan,

u(f O)F (VT (2)) =T (W) (xyz) < u(f (x)f (2) = u(f (x2))
=T (n)(x2)

ya da

u(f T (V)F (2)) =7 () (xyz) < p(f ()T (2)) = u(f (y2))
= (W(y2).

Benzer sekilde, VX,Yy,zeR igin f*(v)(xyz) <f'(v)(Xy) olsun. Buradan,

7 (v)(xyz) = v(f (xy2)) = v(f ()F (Y) (2)) < T (v)(xy)
= v(f(xy)) = v(F(x)f(y)).

I, S halkasinin bulanik sezgisel zayif tam 2- yutan ideali oldugundan,

v(f)F (W (2) =T (v)(xy2) 2 v(f (0 (2)) = v(f (x2))
=17 (v)(x2)

ya da

23



v(fF (W (2) =T (v)(xy2) 2 v(f (y)f (2)) = v(F (y2))
=17 (v)(y2).

Sonug olarak, f (1), R halkasinin bulanik sezgisel zayif tam 2- yutan idealidir.

Teorem 3.13 f:R—>S oérten halka homomorfizmasi olsun. Eger I=(p,v), R

halkasinin bulanik sezgisel K- 2- yutan ideali ve ¢ek f uzerinde sabit ise f(I), S

halkasinin bulanik sezgisel K- 2- yutan idealidir.
Ispat (Teorem 3.11) in ispatina benzer sekildedir.
Teorem 3.14 f:R —S halka homomorfizmasi olsun. Eger |= <u,v> , S halkasinin

bulanik sezgisel K- 2- yutan ideali ise (1), R halkasinin bulanik sezgisel K- 2- yutan

idealidir.
Ispat (Teorem 3.12) nin ispatina benzer sekildedir.

Sonug 3.4 Asagida verilen tablo bulanik sezgisel 2- yutan idealler ile ilgili bu bélimde

yapilan ¢alismalari 6zetlemektedir.

Cizelge 3. 1 Bulanik sezgisel 2- yutan idealler

Bulanik sezgisel giiclii 2- yutan idealler
/! A

Bulanik sezgisel asal idealler — Bulanik sezgisel 2- yutan idealler

\ \

Bulanik sezgisel zayif tam asal idealler — Bulanik sezgisel zayif tam 2- yutan idealler

2
Bulanik sezgisel K- 2- yutan idealler
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BOLUM 4

DEGISMELi HALKALARDA BULANIK SEZGISEL 2- YUTAN ASALIMSI
IDEALLER

Bu kisimda, bulanik sezgisel 2- yutan asalimsi idealler tanimlanacak ve temel 6zellikleri
calisilacaktir. Dahasi, bulanik sezgisel kuvvetli 2- yutan asalimsi idealler ile bulanik
sezgisel zayif tam 2- yutan asalimsi idealler ve bulanik sezgisel K- 2- yutan asalimsi
idealler incelenecek ve orneklerle 6zellikleri calisilacaktir. Tum bu ideallerin halka
homomorfizmasi altinda goriinti ve ters gorintileri incelenecektir. Bolim sonunda,
idealler arasindaki iliskileri gosteren bir cizelge sunularak tim ozellikler tek bir cati

altinda toplanacaktir.

4.1 Bulanik Sezgisel 2- Yutan Asalimsi idealler
Tanim 4.1 R halkasinin I:<u,,v,> bulanik sezgisel ideali olsun. XY Zen
herhangi bulanik sezgisel noktalar olmak tzere (VX,y,z€R vea,b,c,d,e,f L) eger

XanYenZen €1 iken X, Yeq €1 vada YeaZer € \/I_ yada X, Zer € \/I_ (4.1)

ise | = <u,,v,> idealine R halkasinin bulanik sezgisel 2- yutan asalimsi ideali denir.

Teorem 4.1 R halkasinin her bulanik sezgisel asalimsi ideali, bulanik sezgisel 2- yutan

asalimsi idealidir.
ispat (Tanim 4.1) den kolaylikla elde edilir.

Teorem 4.2 R halkasinin her bulanik sezgisel 2- yutan ideali, bulanik sezgisel 2- yutan
asalimsi idealidir.
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ispat (Tanim 3.2 ve Tanim 4.1) den elde edilir. Fakat her bulanik sezgisel 2- yutan

asalimsiideal, bulanik sezgisel 2- yutan ideal degildir.

Ornek 4.1 R halkasinin 1=(p,,v,) bulanik sezgisel ideali olsun ve asagidaki sekilde

tanimlansin.

X €50Z

e 0, xe50Z
MY =00, aksi takdirde

X) =
ve vix) {1, aksi takdirde

Buradan | idealinin bulanik sezgisel 2- yutan asalimsi ideal oldugu gorilir. Fakat

55,2, ep,olup 55 ¢u, ve 52 ¢n, oldugundan | ideali bulanik sezgisel 2- yutan

ideal degildir.
Yardimci Teorem 4.1 R halkasinin | = <u,,v,> bulanik sezgisel 2- yutan asalimsi ideali

olsun. Vt,seL ve 1 =R icin I 2-yutan asalimsi idealdir.

ispat  Kabul edelim ki Va,b,ceR oyle ki abcel™ olsun. Buradan

15015 Cris = (aDC); €1 olur. | bulanik sezgisel 2- yutan asalimsi ideal oldugundan
(@), €l va da (bC) el ya da (ac) i) e/l. Sonug olarak, (ab)e1“® ya da

(ac) e VI yada (bc) e VI® olur ve 19 2- yutan asalimsi ideal olarak bulunur.

Onerme 4.1 Eger R halkasinin bulanik sezgisel 2- yutan asalimsi ideali | ise, \/T ideali

de R halkasinin bulanik sezgisel 2- yutan idealidir.
ispat Kabul edelim ki Xapy Yedy Zery bulanik sezgisel noktalar olsun ve

XamYenZen €V ve XegnYen g1 olsun. XamYenZen eI oldugundan,

ancae=X,y.z,(xyz) < \/ﬂ(xyz)
ve

bvdvf=xy,z(Xyz) > \/;(xyz)
bulunur. Bulanik sezgisel ideallerin radikal 6zelliginden,
\/ﬁ(xyz) =V, u(X"y"z")y>anrcAe ve Jv(xyz) = A VIXTY'Z") <bvdv T,

Burada k e Z" vardir dyle ki,
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ancae<p(x*y*z") = u((xyz)*) ve bvdvf > v(x*y*z*) = v((xyz)").

(x,y.z.)" ep ve (x,y,z)" ev elde edilir. Eger Yk e Z* igin X,y, &+fu ve X,y, v
ise, (X,Y.) =x“y*eu ve (x,y)“=x{ys ev olur. | ideali bulanik sezgisel 2- yutan
asalimsi ideal oldugundan,

(x,z,) € \/ﬁ (y.z,) e \/E

ve yada ve .
(Xp2¢) € W (Yazs) € W
Sonug olarak, X Ze el ya da Y4Zen e/l olur ki buradan da /I idealinin
bulanik sezgisel 2- yutan ideal oldugu bulunur.
Tanim 4.2 R halkasinin bulanik sezgisel 2- yutan asalimsi ideali | olsun. Burada

y:xﬁ bulanik sezgisel 2- yutan idealdir. Bu durumda | idealine R halkasinin bulanik

sezgisel 7y-2-yutan asalimsiideali denir.

Teorem 4.3 |,1,,1,,...,1, idealleri R halkasinin bulanik sezgisel y- 2- yutan asalimsi

n

n
idealleri olsun. | = ﬂ I, de R halkasinin bulanik sezgisel y - 2- yutan asalimsi idealidir.
i=1

ispat Kabul edelim ki X, VYcaZen €l Ve XopYeq €l olsun. 3In>j>1 icin
XanYen €l ve VN2 j=licin X, Y. aZer €1; elde edilir. 1, bulanik sezgisel - 2-
yutan asalimsi ideal oldugundan asagidaki durumlar elde edilir.

YenZe E\/EZY:Q\/IZ Q i :JT

ya da

n n
X @by (e E\/E=Y=D\/r= Q i :ﬁ_
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n
Sonug olarak, | =ﬂli bulanik sezgisel y- 2- yutan asalimsi ideal olur. Fakat, asagidaki
i=1

ornekte 1,1, idealleri R halkasinin bulanik sezgisel 2- yutan asalimsi idealleri iken

I, M1, ifadesi R halkasinin bulanik sezgisel 2- yutan asalimsi ideali olmayabilir.

Ornek 4.2 R=Z olsun. I1:<pll,v|1> ve I2:<p,2,v,2> Z halkasinin bulanik sezgisel

idealleri olsun ve asagidaki sekilde tanimlansin.

1 xe8Z 0, xe8Z
M|1 (X) = . . V|l (X) = . .
0, aksi takdirde 1, aksi takdirde

ve

1, Xel5Z 0, Xe75Z
H, (X) = . . Vi, (X) — d . .
0, aksi takdirde 1, aksi takdirde
Burada I, 1, idealleri bulanik sezgisel 2- yutan asalimsi ideallerdir fakat I, (11, bulanik

sezgisel 2- yutan asalimsi ideal degildir. Clinkd,

1 xe600Z
0, aksi takdirde

0, Xxe600Z

(b, My, )(X) ={ 1, aksi takdirde

(V|1 ﬂV|2 )(X) = {

olup, 2538, ey, My, iken 253 ep, My, ve 38 ew, My, ve 258 ¢, Ny, .

Tanim geregi,

\/T 1, xe30Z ve A 0, xe30Z
= A% v, =
Ml =00, aksi takdirde W |1, aksi takdirde

bulunur. 2538 e, Ny, iken 253, ¢ fu, N, ve 38 & Ju, Ny, ve
258, ¢, /u,l ﬂH|2 elde edilir. Sonug olarak, 1,11, bulanik sezgisel 2- yutan asalimsi

ideal degildir.

Teorem 4.4 R halkasinin bulanik sezgisel ideali | olsun. Eger \/T bulanik sezgisel asal

ideal ise | bulanik sezgisel 2- yutan asalimsi idealdir.
ispat Kabul edelim ki Vx,y,zeRvea,b,cdefel icn X,,YeqZen<!l ve

XamYea €1 0lsun. X,y YenZern €1 ve R degismeli halka oldugundan,
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XanyYenienesn = (X(a,b)z(e,f))(y(c,d)z(e,f)) elc \/l_ bulunur.

J1 bulanik sezgisel asal ideal oldugundan, (X(ayb)z(evf))e«/l_ ya da (y(cyd)z(evf))e«/l_
olur. Sonug olarak, | ideali R halkasinin bulanik sezgisel 2- yutan asalimsi idealidir.
Teorem 4.5 R halkasinin bulanik sezgisel 2- yutan asalimsi idealleri {Ii|ie I} olsun.

= U I, bulanik sezgisel ideali R halkasinin bulanik sezgisel 2- yutan asalimsi idealidir.

iel
ispat R halkasinin bulanik sezgisel noktalart X, ;.\ Yca)Zes ©lSUN. X0 YeanZen €
iken X, Yeq &1 olsun. Ijel dyle ki X, YaZen €15 ve Viel icin X, Y4 €1}
J ]

. bulanik sezgisel 2- yutan asalimsi ideal oldugundan, (y(cyd)z(e’f))e\/li. ya da

(XanZeesy) €4/1; elde edilir. Buradan,

Veazen) €l U = UL =41

iel iel

ya da

(X@tyZeen) e\/EQU\/E: Ut =1
iel iel

Sonug olarak, | = U I, ideali R halkasinin bulanik sezgisel 2- yutan asalimsi idealidir.

iel
Teorem 4.6 f:R —>S orten halka homomorfizmasi olsun. Eger |, R halkasinin

bulanik sezgisel 2- yutan asalimsi ideali ve ¢ek f Uzerinde sabit ise f(I), S halkasinin
bulanik sezgisel 2- yutan asalimsi idealidir.
Ispat Q1)1 Diay: Ciemy S halkasinin bulanik sezgisel noktalari olsunlar. Kabul edelim ki
;19D Citmy EF(I) olsun. f drten halka homomorfizmasi oldugundan, X,y,z € R dyle
ki f(x)=a,f(y)=Db,f(z) =c.Bundan dolayi,
A 19P.a)Cim (@DC) = As At <f(u)(abc)

=F (AT (Y (2)) = (W)(F(xy2)) = u(xyz)
elde edilir giinkt p, cek f Gzerinde sabittir. X,y,z, € bulunur. | bulanik sezgisel 2-

yutan asalimsi ideal oldugundan,
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XY, epn yada Xz, e/u yada y.z, e\/ﬁ.
Bundan dolay,
ras<p(xy) =f()(F(xy)) =f(W)(F () (y)) =f(u)(@b) ve ab, ef(n)

ya da

AT JL(X2) = v in(X"2") = v, F(W)(F (X)F(2"))
=V, f(w@"e") = () (ac)

ve a,c, e/f(u).
Benzer sekilde, eger y.z, € \/u ise b.c, € \/f(1) oldugu goérilir.
Benzer sekilde,

A 19D Cim (@DC) =k vd v n>f(v)(abc)
=f(FC)F (V) (2) =T (v)(F(xy2)) = v(xyz)

ginkli v, ¢ek f Uzerinde sabittir. X,Y,z, €v bulunur. | bulanik sezgisel 2- yutan

asalimsi ideal oldugundan,

XYy €V yada Xz, edv yada y,z, edv.

Bundan dolayi,

kvd=v(xy)=f(v)([f(xy)) =f(v)Fx)f(y)) =f(v)@b) ve a,b, ef(v)

ya da

kvn>+v(xz) = A V(X"Z") = A T (V) (X" (ZM))
=, F(V)@"c") = {/f(v)(ac)

ve a,C, €4/f(V).
Benzer sekilde, eger y,z, eV ise b,c, € {f(v) oldugu gorilir.

Sonug olarak, f(1), S halkasinin bulanik sezgisel 2- yutan asalimsi idealidir.
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Teorem 4.7 f:R —S halka homomorfizmasi olsun. Eger |, S halkasinin bulanik
sezgisel 2- yutan asalimsi ideali ise (1), R halkasinin bulanik sezgisel 2- yutan

asalimsi idealidir.

ispat R halkasinin bulanik sezgisel noktalari X, ¥4 Zq, Olsun. Kabul edelim ki

-1
XioYesnZen €F (1) . Buradan,

rFAS AT ()(xyz) = u(f (xyz)) = u(f () (V) (2)) -

f(x)=a,f(y)=b,f(z) =c olsun. Buradan da rasat<p(abc) ve ab.c, ep bulunur.

I bulanik sezgisel 2- yutan asalimsi ideal oldugundan,

ab, ep yada ac, e\/g yada b, e\/ﬁ.

Eger a,b, e ise,

rAs < p(ab) = u(f (X)F (y)) = u(f (xy)) =~ ()(xy) ve Xy, ef*(n) bulunur.
Eger

a,c, €/u ise, AneZ" igin

FAt<p@"e") = p(f (0" (2)") < v 1 ()"F(2)") = YR (FOF 2))

= (f (x2)) =T (J) @) = F () (x2)
ve X,z, €/f (1) bulunur.

Benzer sekilde, y.z, €\/f (1) bulunabilir.

Benzer sekilde,

kvdvI=ft(v)(xyz) = v(f(xyz)) = v(fF (X)f (Y)f (2)) .

f(x)=a,f(y)=b,f(z) =c olsun. Buradan da kvdvI=v(abc) ve a,b,c, €v bulunur.
| bulanik sezgisel 2- yutan asalimsi ideal oldugundan,

ab, ev yada a.c e+v yada b4C, ev.
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Eger a,b, e v ise, kv d>v(ab) =v(F)F(y)) = v(F(xy)) =F (vV)(xy) ve Xy, €f (V)

olur.
Eger a,c, eV ise,IAneZ"

kv12v(@'e") = v (X)"F@)") = A v (X)"F(2)")
=WV (2)) =V (F(x2) =T (Jv)(x2) = /T (V) (x2)

ve X,z, €/f*(v) bulunur. Benzer sekilde, y,z, €/f *(v) bulunabilir.

Sonug olarak, f’l(l), R halkasinin bulanik sezgisel 2- yutan asalimsi idealidir.

Tanim 4.3 R halkasinin bulanik sezgisel ideali | olsun. R halkasinin herhangi J,K,L

bulanik sezgisel idealleri icin | ideali sabit degil ise ve

JKL | iken JK 1 yada KL/l yada JLcA/I (4.2)

ise | idealine R halkasinin bulanik sezgisel kuvvetli 2- yutan asalimsi ideali denir.

Teorem 4.8 R halkasinin her bulanik sezgisel asal ideali, bulanik sezgisel kuvvetli 2-

yutan asalimsi idealidir.

Ispat R halkasinin bulanik sezgisel asal ideali | ve Rnin J,K,L bulanik sezgisel

idealleri icin JKL — | olsun. Bulanik sezgisel asal ideallerin tanimindan JKc | ya da

KLg\/T ya da JLg«/I_ elde edilir. Sonug olarak, | ideali R halkasinin bulanik

sezgisel kuvvetli 2- yutan asalimsi idealidir.

Teorem 4.9 Her bulanik sezgisel kuvvetli 2- yutan asalimsi ideal, bulanik sezgisel 2-

yutan asalimsi idealdir.

ispat R halkasinin bulanik sezgisel kuvvetli 2- yutan asalimsi ideali | olsun.

XamYeanZen €1 bulanik sezgisel noktalar olsun. Buradan,

<X(a,b) > <y(c,d) > <Z(e,f)> = <X(a,b)y(c,d)z(e,f)> cl.

| bulanik sezgisel kuvvetli 2- yutan asalimsi ideal oldugundan,

<X(a,b)y(c,d)> = <X(a,b) > <y(c,d)> cl
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ya da

<X(a,b)z(e,f)> = <X(a,b) > <Z(e,f>> =]

ya da

(YeonZen) = Yea ) (Zen) =V
Sonug olarak,

(X Yeee ) €1

yada

(XanZer )€1

yada

(y(c,d)z(e,f) ) eVi

olur. Boylece | ideali R halkasinin bulanik sezgisel 2- yutan asalimsi idealidir.

4.2 Bulanik Sezgisel Zayif Tam 2- Yutan Asalimsi idealler

Tanim 4.4 R halkasinin bulanik sezgisel ideali | olsun. Va,b,ceR igin asagidaki

sartlar saglanir ise | idealine bulanik sezgisel zayif tam 2- yutan asalimsi ideal denir.

n(abc) < p(ab) u(abe) < /u(ac) u(abe) < /u(bc)
ve ya da ve yada ve (4.3)
v(ahc) > v(ab) v(abc) > /v (ac) v(abc) = /v (bc)

Teorem 4.10 Her bulanik sezgisel zayif tam 2- yutan ideal, bulanik sezgisel zayif tam 2-

yutan asalimsi idealdir.
Ispat (Tanim 3.6 ve Tanim 4.4) den kolaylikla elde edilir.
Fakat bu teoremin tersi dogru degildir. Asagidaki 6rnek bu durumu gostermektedir.

Ornek 4.3 R =Z olsun. Z’nin bulanik sezgisel ideali asagidaki sekilde tanimlansin.

1, xel12Z 0, xel12Z
(%) = . . v, (X) = . Lo
0, aksi takdirde 1, aksi takdirde
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VX,¥,zeR igin p,(Xyz) >p,(xy) ve v,(xyz) <v,(xy) olsun. Burada p,(xyz)=1 ve
i, (xy)=0 olur. Benzer sekilde, v,(xyz)=0 ve v,(Xy)=1. Buradan Xyze€l2Z ve

Xy ¢ 127 bulunur. 12Z asalimsi ideal oldugundan, z € 6Z alinir. Tanim geregi,
1 Xeb6Z 0, XebZ
X) = X) = .
\/E( ) {0, aksi takdirde \/q( ) {L aksi takdirde

\/E(XZ)Zl ve \/W(XZ)zo, ve \/E(yz):l ve \/q(yz):o. Sonugta,
\/E(xz)zu,(xyz) ve \/W(XZ)Svl(XyZ). Dahasi, \/E(yz)zu,(xyz) ve
\/q(yz)gv,(xyz). Burada, | bulanik sezgisel zayif tam 2- yutan asalimsi idealdir.
Fakat 1,(2.2.3)=1>0=p,(2.2) ve 1,(2.2.3)=1>0=p,(2.3) oldugundan | bulanik
sezgisel zayIf tam 2- yutan ideal degildir.

Onerme 4.2 Her bulanik sezgisel asalimsi ideal bulanik sezgisel zayif tam 2- yutan

asalimsi idealdir.

Ispat R halkasinin bulanik sezgisel asalimsi ideali | olsun. Kabul edelim ki VX,y,zeR

icin n(xyz) > u(xy) ve v(xyz) <v(xy) olsun. u,v bulanik sezgisel asalimsi idealler

olduklarindan, \/E(Z)ZM(XyZ) ve \/;(Z)Sv(xyz). \/E,\/\_/ bulanik sezgisel idealler

olduklarindan dolaysi,

(@) = Ju(2) = u(xyz) Jr(y2) = Ju(2) = n(xyz)
ve ya da ve
v (xz) <V (2) < v(xyz) W (yz) <\Vv(2) < v(xyz)

Sonug olarak, | ideali bulanik sezgisel zayif tam 2- yutan asalimsi idealdir.

Yardimci Teorem 4.2 R halkasinin bulanik sezgisel ideali | olsun. |’nin bulanik sezgisel

(t,8) »

zayIf tam 2- yutan asalimsi ideal olmasi icin gerek ve yeter kosul 1"’ ’nin, R halkasinin

2- yutan asalimsi ideali olmasidir.
ispat Kabul edelim ki VX,y,zeR icin xyzel®™ ve xyegl" olsun. Burada

yz e V1™ yada xzevI* oldugu gosterilecektir. Eger xyz e 1 ise, p,(xyz) >t ve
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v,(Xyz) <s olur. p,(Xyz)>t>p,(xy) ve v,(Xyz)<s<v,(xy) olduklan bilinir. u,v

bulanik sezgisel zayif tam 2- yutan asalimsi idealler olduklarindan,

Jr(x2) = p(xyz) > t Jr(y2) = p(xyz) > t
ve yada ve
v (xz) < v(xyz) <s Ny (yz) < v(xyz) <s

Sonug olarak, yZe\/I“T) ya da XZE\/I“T) bulunur ve 1, R halkasinin 2- yutan
asalimsi idealidir.

Tersine, 1“%, R halkasinin 2- yutan asalimsi ideali olsun. Eger w, (xyz) > p, (xy) ve
v, (xyz) <v,(xy) ise, Ik e[0,n(0)],te[Lv(D)] byle ki p,(xyz) =k ve v,(xyz) =t olur.
k=p,(xyz) > p,(Xy) oldugundan, xyzep, ve Xye¢p, elde edilir. Benzer sekilde,
t=v,(Xyz) <v,(xy) oldugundan, xyzev, ve xye¢v, elde edilir. p,,v, 2- yutan
asalimsi idealler olduklarindan,

XZ € \[My YZ €\l
ve ya da ve

XZE\/Z yz.e\/q

Sonug olarak,

Ju(xz) > k = p(xyz) Ju(yz) >k = p(xyz)

ve yada ve

JV(Xz) <t=v(xyz) Jv(yz) <t=v(xyz)

Buradan da | bulanik sezgisel zayif tam 2- yutan asalimsi idealdir.

Teorem 4.11 Eger |, R halkasinin bulanik sezgisel zayif tam 2- yutan asalimsi ideali ise,
\/T ideali de R halkasinin bulanik sezgisel zayif tam 2- yutan idealidir.

ispat Eger |, R halkasinin bulanik sezgisel zayif tam 2- yutan asalimsi ideali ise, |®)
(t.s)
R halkasinin 2- yutan asalimsi idealidir. /1" =\/T oldugu ve R halkasinin 2- yutan

(t.s)
ideali oldugu bilinir. Tanim geregi, x/l_t 2- yutan idealdir ancak ve ancak \/T,

R halkasinin bulanik sezgisel zayif tam 2- yutan idealidir.
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Tanim 4.5 R halkasinin bulanik sezgisel ideali | olsun. Va,b,c eR icin

p(abc) = n(0) u(ab) = n(0)
I(abc) =(0,1) = ve iken ve ya da
v(abc) =v(1) v(ab) =v(1)
Ju(ac) = p(0) Ju(be) = p(0)
ve ya da ve (4.4)
Vv (ac) = v(1) Vv (be) = v(1)

ise, | ideali R halkasinin bulanik sezgisel K- 2- yutan asalimsi idealidir.

Teorem 4.12 Her bulanik sezgisel zayif tam 2- yutan asalimsi ideal, bulanik sezgisel K-

2- yutan asalimsi idealdir.

ispat | :<u,,v,>, R halkasinin bulanik sezgisel zayif tam 2- yutan asalimsi ideali olsun.

VX,Y,Z<€R icin

{n(xyz) = n(0) ise, n(0) = p(xy) = p(xyz) = n(0)
ve

v(xyz) =v(1) ise, v(1) < v(xy) < v(xyz) =v(1) }
ya da

{1(0) = 1 (0) = Ju(x2) = n(xyz) = (0)

ve

V(D) =V (@) <V (x2) < v(xyz) = v(1)}

ya da

{1(0) = J1(0) = \u(y2) = p(xyz) = (0)

ve

v =W (D) <V (y2) < v(xyz) =vD) }

K, v bulanik sezgisel zayif tam 2- yutan asalimsi idealler olduklarindan,
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n(xy) = p(0) J(xz) = n(0) Ji(yz) =p(0)

ve yada ve yada ve

v(xy) =v(2) v (x2) = v() v(yz) =v()

elde edilir. Sonug olarak, | bulanik sezgisel K- 2- yutan asalimsi idealdir. Fakat bu

teoremin tersi dogru degildir. Asagidaki 6rnek bu durumu géstermektedir.

Ornek 4.4 R =Z olsun. Z’nin | bulanik sezgisel ideali asagidaki sekilde tanimlansin.

11 X:O 0' X:0
W (X)=41/2, xe150Z-0 v,(X)=41/2, xel50Z-0 -
1/3, xeZ-150Z 213, xeZ-150Z

Burada, | bulanik sezgisel K- 2- yutan asalimsi idealdir. Fakat,

1, (253.2)=1/2> V{},Ll (25.3),1,(25.2), 1, (3.2)} =1/3

ya da

1, (25.3.2)=1/2> \/{\/;,t_, (25.3), i, (25.2), /iy (3.2)} ~1/3

oldugundan | bulanik sezgisel zayif tam 2- yutan asalimsi ideal degildir.

Sonug 4.1 Her bulanik sezgisel zayif tam asal ideal, bulanik sezgisel zayif tam 2- yutan

asalimsi idealdir.

Ispat Her bulanik sezgisel zayif tam asal ideal, bulanik sezgisel zayif tam 2- yutan
idealdir. Her bulanik sezgisel zayif tam 2- yutan ideal de bulanik sezgisel zayif tam 2-

yutan asalimsi idealdir.

Teorem 4.13 Her bulanik sezgisel K- 2- yutan ideal, bulanik sezgisel K- 2- yutan asalimsi

idealdir.
Ispat (Tanim 3.7 ve Tanim 4.5) den kolaylikla elde edilir.
Fakat teoremin tersi dogru degildir.

Ornek 4.5 Z’nin | bulanik sezgisel ideali asagidaki sekilde tanimlansin.

1 xe50Z 0, xe50Z
by (X) = . . v, (X) = . N
0, aksi takdirde 1, aksi takdirde
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Burada, | bulanik sezgisel K- 2- yutan asalimsi idealdir. Fakat,
1, (5.5.2)=1=p,(0) #,(5.5) =0

ve

1, (5.5.2)=1=p,(0) = n,(5.2)=0

oldugundan | bulanik sezgisel K- 2- yutan ideal degildir.

Teorem 4.14 f:R —S o6rten halka homomorfizmasi olsun. Eger |, R halkasinin

bulanik sezgisel zayif tam 2- yutan asalimsi ideali ve ¢ek f Uzerinde sabit ise f(l), S

halkasinin bulanik sezgisel zayif tam 2- yutan asalimsi idealidir.

Ispat Kabul edelim ki Va,b,ceS icin f(u)(abc)>f(u)(@b) olsun. f orten halka
homomorfizmasi oldugundan, VX,y,zeR icin f(x)=a,f(y)=Db,f(z)=c. Bundan

dolayi,

f(w)(abe) = (W)(FCAF(Y)f (2)) = ()(F (xyz)) > f (u)(ab)
=TT (Y)) = F(W)(F (xy)).

u, cek f tzerinde sabit oldugundan f(u)(f(xyz))=u(xyz) ve f(u)(f(xy))=n(xy)
olur. Yani, f(u)(abc) = u(xyz) > u(xy) =f(u)(@b) .1, R halkasinin bulanik sezgisel zayif

tam 2- yutan asalimsi ideali oldugundan,

u(xyz) = f(W(F ()F (¥)f (2)) = F (w)(@be) < Ju(xz) = f (J)(F (x2))
= f(Ji)(ac) = f (1) (ac)

ya da

u(xyz) = F()(F OOF () (2)) = (w)(abe) < Ju(y2) = F (J)(F (y2))

= (Ju)(be) = fF () (be).
Benzer sekilde, WVa,b,ceS icin f(v)(abc)<f(v)(@) olsun. f orten halka
homomorfizmasi oldugundan, VX,y,zeR icin f(x)=a,f(y)=Db,f(z)=c. Bundan

dolayi,

f(v)(abe) = (v)(F(X)f () (2)) = (v)(F (xyz)) <f(v)(ab)
=F(WFCT(Y) =F((F(xy)).
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v, ¢ek f Uzerinde sabit oldugundan f(v)(f(xyz))=v(xyz) ve f(v)(f(xy))=v(xy).
Yani, f(v)(abc) =v(xyz) <v(xy)="f(v)(@).l, R halkasinin bulanik sezgisel zayif tam

2- yutan asalimsi ideali oldugundan,

v(xyz) = F(V)(F OO (Y)F (2)) = (v)(abe) = Vv (x2) = F(VV)(F (x2))
= f(J/v)(ac) = \ff(v) (ac)

ya da

v(xyz) = F(V)(FOOF (Y)F (2)) = (v)(abe) = Vv (y2) = F(VV)(F (y2))
= f(J/v)(bc) = f (v) (be).

Sonug olarak, f(l), S halkasinin bulanik sezgisel zayif tam 2- yutan asalimsi idealidir.

Teorem 4.15 f:R —S halka homomorfizmasi olsun. Eger |, S halkasinin bulanik
sezgisel zayif tam 2- yutan asalimsi ideali ise f (1), R halkasinin bulanik sezgisel zayif

tam 2- yutan asalimsi idealidir.

ispat Kabul edelim ki VX,y,zeR igin f™(u)(xyz) > f *(u)(xy) olsun. Buradan,

7 ()(xyz) = u(f (xyz)) = u(f ()F ()T (2)) > T () (xy)
=u(f(xy)) = u(f T (y)).

I, S halkasinin bulanik sezgisel zayif tam 2- yutan asalimsi ideali oldugundan,

u(E COF(VF (@) = (W 0y2) < Ju(f 0F (2)) = Ju(F (x2))
=f (1 (x2) =7 () (x2)

ya da

w(FOF(V)F(2)) = F () (xyz) < Ju(F ()T (2)) = Ju(f(yz))
— £ (R (y2) = F () (v2).

Benzer sekilde, ¥ X,y,z€R icin f'(v)(xyz) <f*(v)(xy) olsun. Buradan,

7 (v)(xyz) = v(f (xy2)) = v(f (F (V) (2)) < T (v)(xy)
= v(f(xy)) = v(F(x)f(y)).

I, S halkasinin bulanik sezgisel zayif tam 2- yutan asalimsi ideali oldugundan,
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vF)F (Y)F () = F 2 (v)(xy2) 2 WV (F(0)F (2) = WV (F(x2))
— £ WV (x2) = F (V) (x2)

ya da

VECOT(VF (@) =F (V(xy2) 2 WV (F()F (2) = Vv (F(y2))
= (v (y2)) ={F (V) (y2).

Sonug olarak, f’l(l), R halkasinin bulanik sezgisel zayif tam 2- yutan asalimsi idealidir.

Teorem 4.16 f:R —S o6rten halka homomorfizmasi olsun. Eger |, R halkasinin

bulanik sezgisel K- 2- yutan asalimsi ideali ve ¢ek f Uzerinde sabit ise f(lI), S

halkasinin bulanik sezgisel K- 2- yutan asalimsi idealidir.
Ispat (Teorem 4.14) {in ispatina benzer sekildedir.

Teorem 4.17 f:R —S halka homomorfizmasi olsun. Eger |, S halkasinin bulanik
sezgisel K- 2- yutan asalimsi ideali ise f'(1), R halkasinin bulanik sezgisel K- 2- yutan

asalimsi idealidir.
ispat (Teorem 4.15) in ispatina benzer sekildedir.
Sonug 4.2 Asagidaki tabloda bulanik sezgisel 2- yutan asalimsi idealler ile ilgili bu

bolimde yapilan calismalar 6zetlenmektedir.

Cizelge 4. 2 Bulanik sezgisel 2- yutan asalimsi idealler

Bulanik sezgisel K- 2- yutan idealler — Bulanik sezgisel K- 2- yutan asalimsi idealler
1 1
Bulanik sezgisel zayif tam asal idealler — Bulanik sezgisel zayif tam 2- yutan idealler — Bulanik sezgisel zayif tam 2- yutan asalimst idealler
1 1 1
Bulanik sezgisel asal idealler — Bulanik sezgisel 2- yutan idealler — Bulanik sezgisel 2- yutan asalimsi idealler
N\ /
N Bulanik sezgisel asalimst idealler /

Bulanik sezgisel kuvvetli 2- yutan asalimsi idealler
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BOLUM 5

DEGISMELI HALKALARDA BULANIK SEZGISEL 2- YUTAN YARIASALIMSI
IDEALLER
Bu bolimde, ilk olarak bulanik sezgisel ideallerin kartezyen carpimi verilmistir. Daha

sonra da bulanik sezgisel 2- yutan yariasalimsi idealler tanimlanarak temel o6zellikleri

calisilmistir.

5.1 Bulanik Sezgisel 2- Yutan Yariasalimsi idealler

Tanim 5.1 R halkasinin bulanik sezgisel idealleri I=(p,,v,) ve J=(u,,v;) olsun.

V X,y €R igin | ve J’nin kartezyen garpimi (IxJ)(X,y) = 1(x) AJ(y) olur dyle ki,

(1 X1y (X, Y) = 1y (X) Ay (Y)
ve : (5.1)

(v, xv)(X,y) = v, (X) v v,(y)

R halkasinin bulanik sezgisel noktalari X, ., Y olmak tzere eger (X, )1 Y.q) € 1%J
ise, X €1 ve Y4 €J olur. Buradan,
anc<p(X) Ap,(y)

ve (5.2)
bvd>v,(X)vv,(y)

bulunur. I ve J, R halkasinin bulanik sezgisel idealleri oldugundan IxJ de RxR ’nin

bulanik sezgisel idealidir.
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Yardimci Teorem 5.1 | ve J, R halkasinin bulanik sezgisel idealleri olsun.
JIxI =J1x7. (5.3)

Ispat

\/W(x,y):vnzl{(li)(x“,y”)}

=Vt (1) A"} = Vot (1) AV (30T

=100 ANI(Y) = WTx)(xxy).
Yardimc Teorem 5.2 R, ,R, halka ve R halkasinin sabit olmayan bulanik sezgisel
ideali | olmak lzere, R=R, xR, olsun. Eger | bulanik sezgisel asal ideal ise, R,
halkasinin bulanik sezgisel asal ideali |, olmak tzere ya | = lekRz yada R, halkasinin

bulanik sezgisel asal ideali 1, olmak Gzere 1=, xI, dir.

ispat R halkasinin bulanik sezgisel asal ideali | olsun. Sirasiyla R,,R, halkalarinin
bulanik sezgisel idealleri oo ve B vardir 6yle ki | =ax. R halkasinin bulanik sezgisel
noktalar X, Y 16N KXaprYea) = Kap L)@ Yen) €l=axp. | bulanik

sezgisel asal ideal oldugundan, (X, 1) eaxp ya da (1,Y,q)€axp olur. Sonug
olarak, B=kRz ve a bulanik sezgisel asal ideal ya da oc=)»R1 ve B bulanik sezgisel asal

ideal olarak bulunur.

Teorem 5.1 R,R, birimli degismeli halkalar olmak lzere R=R;xR, olsun. R

halkasinin sabit olmayan bulanik sezgisel ideali | olsun. Burada asagidaki durumlar

denktir:
i) I, R halkasinin bulanik sezgisel yariasalimsi idealidir.
ii) R, halkasinin bulanik sezgisel yariasalimsiideali I, ve R, halkasinin bulanik sezgisel

yariasalimsiideali 1, olmak Uzere, ya I =1, xA; yada | =Ag xI, dir.

Ispat (i — ii) Kabul edelim ki R halkasinin bulanik sezgisel yariasalimsi ideali | olsun.

R, halkasinin bulanik sezgisel ideali I, ve R, halkasinin bulanik sezgisel ideali I, olmak

uzere I=1 x1,. \/I_:\/Ex\/E bulanik sezgisel asal ideal oldugundan, ya \/Eszl
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buradan I, =i, ve \/E bulanik sezgisel asal ideal ya da \/E:XRZ buradan 1, =%,

ve /I, bulanik sezgisel asal idealdir. Sonug olarak, R, halkasinin bulanik sezgisel
yariasalimsi ideali 1, ve R, halkasinin bulanik sezgisel yariasalimsi ideali |, olmak

tzere,ya I=1,xA, yada I=%g xI, olur.

(ii—>i) Eger R, halkasinin bulanik sezgisel yariasalimsi ideali |, ise

Ji= ,/lekRz :\/EXXRZ , R halkasinin bulanik sezgisel asal ideali oldugundan ispat

aciktir.

Teorem 5.2 R halkasinin bulanik sezgisel ideali | olsun. Eger | bulanik sezgisel 2-

yutan ideal ise IxA; ve Az x1, RxR’nin bulanik sezgisel 2- yutan idealidir.
Ispat R halkasinin bulanik sezgisel noktalart X .\, Y g1 Zin.jys @myr Py 1 Cary ©lMak
zere (X 4ey» 8gem)- Vet g1 Bomy)-(Znjy 1 Cary) € X A5 Olsun. Buradan,

(X(dye)y(fyg)z(hyj),a(kym)b(p’n)c(lyr)) € I x\y olur. Bu yuzden, (X(dye)y(f]g)z(h'j)) el ve

(AmBPpmCan) €A bulunur. | bulanik sezgisel 2- yutan ideal oldugundan,
XaoYeg) €1 Yada (XgeZn) €1 vada (Y 420,;) €1 elde edilir. Sonug olarak,

Xy @em) Vit gy Do) € X5
ya da

X6y @em))Znpyr Cany) € 1 Ag
ya da

Yirgy Piom)Zniyr Cany) € 1A

elde edilir ve IxAy, RxR’nin bulanik sezgisel 2- yutan idealidir. Benzer sekilde,

Ag x1’nin RxR ’nin bulanik sezgisel 2- yutan ideali oldugu bulunabilir.

Tanim 5.2 R halkasinin sabit olmayan bulanik sezgisel ideali | olsun. Eger \/T, R

halkasinin bulanik sezgisel 2- yutan ideali ise, | bulanik sezgisel 2- yutan yariasalimsi

idealidir.
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Teorem 5.3 R, ve R, birimli degismeli halkalar olsun. Eger I, R, halkasinin (ya da R,
halkasinin) bulanik sezgisel 2- yutan yariasalimsi ideali ise, IX}‘RZ (ya da lexI)

R, xR, nin bulanik sezgisel 2- yutan yariasalimsi idealidir.

Ispat Kabul edelim ki | bulanik sezgisel 2- yutan yariasalimsi ideal olsun. \/T bulanik
sezgisel 2- yutan ideal oldugundan, mzxﬁkaZ , R xR, nin bulanik sezgisel 2-
yutan idealidir. Sonugta; IxKRZ, R, xR, nin bulanik sezgisel 2- yutan yariasalimsi
idealidir. Benzer sekilde; lexI, R, xR, nin bulanik sezgisel 2- yutan yariasalimsi

idealidir.

Onerme 5.1 R halkasinin sabit olmayan bulanik sezgisel ideali | olsun. Asagidaki

durumlar denktir:

i) I bulanik sezgisel 2- yutan yariasalimsi idealdir.

ii) R halkasinin  bulanik  sezgisel noktalari X\, Y aq:Zes ©Olmak Uzere eger
XanYenZen €1 i5e XY € J yada X, pZer) € J yada Y qZer) € J1 dir.
Ornek 5.1

1) Her bulanik sezgisel asal ideal, bulanik sezgisel 2- yutan yariasalimsi idealdir.

2) Her bulanik sezgisel asalimsi ideal, bulanik sezgisel 2- yutan yariasalimsi idealdir.

3) Her bulanik sezgisel yariasalimsi ideal, bulanik sezgisel 2- yutan yariasalimsi idealdir.

Sonug 5.1 Eger | bulanik sezgisel 2- yutan asalimsi ideal ise, | bulanik sezgisel 2- yutan

yariasalimsi idealdir.
ispat (Tanim 4.1 ve Onerme 5.1) den kolaylikla elde edilir.
Fakat asagidaki 6rnekte bu durumun tersinin dogru olmadigi gésterilmistir.

Ornek 5.2 R=7Z olsun ve Z’nin bulanik sezgisel ideali I=<u,,v,> olup asagidaki

sekilde tanimlansin.

1 xe240Z 0, xe240Z
Ky (X) = . . Ve v, (X) = . .
0, aksi takdirde 1, aksi takdirde
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I=(u,,v,) bulanik sezgisel 2- yutan yariasalimsi idealdir. Fakat, 10,38, e, iken
103, ¢p, ve 108, 2./, ve 38, 2./, oldugundan 1=(u,,v,) bulanik sezgisel 2-
yutan asalimsi ideal degildir.

Teorem 5.4 R degismeli halka olsun. Asagidaki durumlar saglanir:

i) R halkasinin bulanik sezgisel yari asal ideali | olsun. | ‘nin bulanik sezgisel 2- yutan
asalimsi ideal olmasi icin gerek ve yeter kosul |’nin bulanik sezgisel 2- yutan

yariasalimsi ideal olmasidir.

ii) R halkasinin yari asal ideali | olsun. |’nin 2- yutan asalimsi ideal olmasi igin gerek

ve yeter kosul |’nin 2- yutan yariasalimsi ideal olmasidir.

ispat i) R halkasinin bulanik sezgisel yari asal ideali | olsun. R halkasinin bulanik

sezgisel noktalar X, ,YcaZesn OlMak uzere eger | bulanik sezgisel 2- yutan
yariasalimsi ideal ve X, ,\YicanZern €1 1€ XanYca e/l ya da XamZe e/l ya da
y(cyd)z(eyf)e\/l_ olur. | bulanik sezgisel yari asal ideal oldugundan, JI=1 olur.

Buradan, XY edl=1 vya da XamZe el ya da YenZen el elde edilir.

Sonug olarak, | bulanik sezgisel 2- yutan asalimsi idealdir. Diger taraftan,| bulanik
sezgisel 2- yutan asalimsi ideal oldugunda, |’nin bulanik sezgisel 2- yutan yariasalimsi

ideal oldugu aciktir.

i) ispati, (i) sikkina benzer sekildedir.

Teorem 5.5 R halkasinin bulanik sezgisel ideali | olsun. Eger Vt,se Licin | bulanik
sezgisel 2- yutan yariasalimsi ideal ise, [®) 2- yutan yariasalimsi idealdir.

ispat Eger | bulanik sezgisel 2- yutan yariasalimsi ideal ise, \/T bulanik sezgisel 2-

(t.s)
yutan idealdir. Teorem geregi, \/|_ =1 2- yutan idealdir. Sonuc olarak, 1) 2-

yutan yariasalimsi idealdir.

Teorem 5.6 R halkasinin bulanik sezgisel &, - yariasalimsi ideali |, ve bulanik sezgisel

€, - yariasalimsi ideali |, olsun. Asagidaki durumlar saglanir:

i) 1,1,, R halkasinin bulanik sezgisel 2- yutan yariasalimsi idealidir.
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ii) I, N1,, R halkasinin bulanik sezgisel 2- yutan yariasalimsi idealidir.

ispat \/Ezﬁl ve \/E:EJZ bulanik sezgisel asal idealler olugundan, /LI, =4/I, N1,
olur. \/Em\/E bulanik sezgisel 2- yutan idealdir. Sonug olarak, I, "1, ve Il, , R

halkasinin bulanik sezgisel 2- yutan yariasalimsi idealleridir.

Teorem 5.7 f:R —>S orten halka homomorfizmasi olsun. Eger |, R halkasinin

bulanik sezgisel 2- yutan yariasalimsi ideali ve ¢ek f Uzerinde sabit ise f(l), S

halkasinin bulanik sezgisel 2- yutan yariasalimsi idealidir.

Ispat Kabul edelim ki I, R halkasinin bulanik sezgisel 2- yutan yariasalimsi ideali ve
cek f Uzerinde sabit olsun. Buradan \/T, R halkasinin bulanik sezgisel 2- yutan ideali
olur ve ayni zamanda cek f (zerinde sabittir. f(«/T) :\/W olup, S halkasinin bulanik
sezgisel 2- yutan ideali oldugundan f(1), S halkasinin bulanik sezgisel 2- yutan

yariasalimsi idealidir.

Teorem 5.8 f:R —>S halka homomorfizmasi olsun. Eger |, S halkasinin bulanik
sezgisel 2- yutan yariasalimsi ideali ise f (1), R halkasinin bulanik sezgisel 2- yutan

yariasalimsi idealidir.

ispat Kabul edelim ki I, S halkasinin bulanik sezgisel 2- yutan yariasalimsi ideali olsun.

Burada /f7*(I)’nin R halkasinin bulanik sezgisel 2- yutan ideali oldugu

gosterilmelidir. /f (1) =f*l(«/l_) ve /I bulanik sezgisel 2- yutan ideal oldugundan,
\/T'nm ters gorintist de R halkasinin bulanik sezgisel 2- yutan ideali olur. Sonucta,

Jf' (1), R halkasinin bulanik sezgisel 2- yutan idealidir. Sonug olarak, f™*(I), R

halkasinin bulanik sezgisel 2- yutan yariasalimsi idealidir.

Tanim 5.3 R halkasinin bulanik sezgisel 2- yutan yariasalimsi ideali | olsun. Burada,
y:\ﬁ bulanik sezgisel 2- yutan idealdir. Sonuc olarak, | bulanik sezgisel idealine R

halkasinin bulanik sezgisel y - 2- yutan yariasalimsi ideali denir.
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Teorem 5.9 R halkasinin bulanik sezgisel vy - 2- yutan yariasalimsi idealleri 1,1,,...,1

n

n

olsun. I:ﬂli, R halkasinin bulanik sezgisel y - 2- yutan yariasalimsi idealidir.
i=1

ispat Kabul edelim ki i € | igin 1., R halkasinin bulanik sezgisel vy - 2- yutan yariasalimsi

ideali olsun. Buradan, fﬂli =ﬂ\/f:y = /I bulanik sezgisel 2- yutan idealdir. Sonug
i=1

i=1

n
olarak, I:ﬂli, R halkasinin bulanik sezgisel y- 2- yutan yariasalimsi ideali olarak
i=1

bulunur.
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BOLUM 6

SONUC VE ONERILER

Bu calismada, klasik cebirdeki temel tanim ve teoremlerin yani sira bulanik kiimeler ve
bulanik sezgisel kiimelerdeki temel tanim ve teoremler verilmistir. Bulanik sezgisel
kiimelerden yararlanilarak bulanik sezgisel 2- yutan idealler ve bulanik sezgisel 2- yutan
asalimsi ve yariasalimsi ideallerin yapilari kurulmustur. Yeni olusturulan bu ideallerin

karsilastiriimasi saglanmistir.

Bu baglamda, bulanik sezgisel kiimeler yardimiyla olusan yeni yapilarda da klasik
cebirde var olan 6zelliklerin korundugu sonucuna ulasiimistir. Halka homomorfizmasi
altinda bulunan idealler incelendiginde, ideal yapilarini koruduklari saptanmistir.

Yapilan ¢alismalar konuya ilgi duyan arastirmacilara 6rnek teskil edecek niteliktedir.
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