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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi
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: Bir ¢izgenin kenar kiimesi.

: Bir v kosesinin derecesi.

: Kbse sayis1 n olan tam ¢izge.

: Kose sayis1 n olan dongii cizge.
: Iki parcali tam ¢izge.

: Kesisme sabiti.

: Bir ¢izgenin kalinlig1.
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OZET

DUZLEMSEL CiZGELER

Ozdemir A. A. Aydin Adnan Menderes Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii,

Matematik Programi, Yiiksek Lisans Tezi, Aydin, 2023.

Amag: Bu tez c¢alismasi diizlemsel ¢izgeler ve onlarin kompakt ylizeyler iizerindeki

cizgelere genellestirilmisi olan ¢izgeleri incelemek amaci ile yapilmistir.

Materyal ve Yontem: Diizlemsel ¢izgeler, kenarlar1 birbirini kesmeden bir diizlem iizerine
cizilebilen ¢izgelerdir. Cizgelerin diizlemselligi Kuratowski Teoremi ile karakterize edilir.
Diizlemsel olmayan c¢izgeler ise cinsi 0’dan biiyiikk olan ylizeyler iizerine kenarlari
kesismeden c¢izilebilirler. Burada ylizeyin cinsi Euler-Poincare Formiilii yardimiyla

belirlenir.

Bulgular: Bu caligmada agirlikli olarak, koselerinin dereceleri ve yiizlerini sinirlayan

kenarlarin sayisi ayn1 olan gizgeler incelenmistir. BOyle bir ¢izgeye g- platonik ¢izge denir.

Sonu¢: Cinsi 0 ve 1’den biiyiik olan g-platonik c¢izgelerin sonlu oldugu, 1-platonik
cizgelerin ise sonsuz oldugu bilinmektedir. Bu ¢aligmada tor yiizeyleri iizerine ii¢ farkl: tipte
sonsuz 1-platonik ¢izge yerlestirilebilecegi gosterilmistir. Ayrica her g = 1 i¢in cinsi g ve

tic farkli ylizey iizerinde bulunan bes g-platonik ¢izge ailesi tanitilmistir.

Anahtar kelimeler: Bir Cizgenin Cinsi, Cizge, Diizlemsel Cizge, Platonik Cizge.



ABSTRACT

PLANAR GRAPHS

Ozdemir A. A. Aydin Adnan Menderes University, Graduate School of Natural and
Applied Sciences, Mathematics Program, Master Thesis, Aydin, 2023.

Objective: This research was carried out in order to investigate the planar graphs and their

generalizations to those on compact surfaces.

Material and Methods: Planar graphs are graphs that can be drawn on a plane without any
edge crossings. Planarity of graphs are characterized by Kuratowski’s teorem. Nonplanar
graphs can be drawn on surfaces of genus greater than 0 with no edge crossings. Here the

genus of the surfaces is determined by the Euler-Poincare formula.

Results: In this thesis, mainly the graphs with the same vertex degree and the faces valency

have been investigated. Such a graph is called g-platonic.

Conclusion: It is known that the number of g-platonic graphs of genus 0 and greater than 1
is finite, and that of genus 1 is infinite. In this thesis, it has been shown that three different
types of 1-platonic graphs can be embedded on tori. Also, for every g = 1, five g-platonic

grahp family, which are contained by three different surfaces, have been introduced.

Key Words: Genus of a Graph. Graph, Planar Graph, Platonic Graph.



1. GIRIS

Diizlemsel ¢izgeler, kenarlar1 birbirini kesmemek kaydiyla diizlem iizerine

cizilebilen ¢izgelerdir.

Sekil 1.1. Bir diizlemsel ¢izge.

Ornegin, Sekil 1.1 ile verilen ve 8 kosesi ile 12 kenar1 bulunan ¢izge, Sekil 1.2 de
goriildiigii gibi bir diizlem iizerine kenarlar1 kesismeyecek bigcimde cizilebilir. Boyle bir

cizgeye diizlem ¢izgesi denir.

Sekil 1.2. Bir diizlem ¢izgesi

Herhangi bir diizlem ¢izgesi diizlemi her biri bir diske homeomorf olan bodlgelere
ayirir ve bu bdlgelerin her birine ¢izgenin bir yiizii denir. Cizgenin, kdse, kenar ve

ylizlerinin sayisi sirasiyla v, e ve f olmak iizere, Euler formiilii olarak bilinen,



v+f—e=2

esitligi gegerlidir. Diizlemsel ¢izgelerle ilgili problemlerin bir¢ogunun ¢éziimiinde

Euler formuli kullanilir.

K. tam ¢izgesi ve Kjj iki par¢ali tam ¢izgesi diizlemsel degildir. Bu ¢izgelerden
herhangi birine homeomorf bir alt ¢izgesi olan ¢izgeler diizlemsel degildir, diger ¢izgeler ise
diizlemseldir. Verilen bir ¢izgenin diizlemsel olup olmadigr Kuratowski Teoremi olarak

bilinen bu kriter yardimiyla saptanir.

Diizlemsel ¢izgeler giinliik hayatta karsilasilan bazi problemlerin ¢oziimiinde de
model olarak kullanilmaktadir. Ornegin, devre kartlari {izerine yerlestirilen kablolar
yalitilmazlar ve bu sebeple bunlarinin birbirine temas etmemesi gerekmektedir. Dolayisiyla
devre elemanlar1 koseler, kablolar da kenarlar olarak ecle alinirsa, her devre karti bir
diizlemsel ¢izge ile temsil edilebilir. Bu kartlarin tasarim siirecinde, kullanilacak olan devre
elemanlar1 ve bunlar arasindaki baglantiy1 saglayan kablolarin sayilari i¢in bazi iist sinirlar
mevcuttur. Bu st smnirlar belirlenirken diizlemsel c¢izgelerle ilgili bazi1 formiil ve

esitsizliklerden yararlanilmaktadir.

Benzer sekilde, li¢ tesisat probleminin ¢oziimiiniin mevcut olmadigi, probleme

karsilik gelen Kj 5 iki pargali tam ¢izgesini diizlemsel olmadig: gercegi dikkate alinarak
gosterilmistir.

Diizlemsel olmayan ¢izgeler ise bir tor yiizeyi veya cinsi 1’den biiyiik olan bir yiizey
lizerine kenarlar1 birbirini kesmeyecek sekilde gizilebilir. Ornegin diizlemsel olmadig
bilinen K;, iki parcali tam c¢izgesinin bir tor yiizeyi lizerine ¢izimi asagidaki sekilde

gosterilmektedir.

Sekil 1.3. Tor ylizeyi lizerinde K; 5 ¢izgesi



Diizlemsel ¢izgeler gibi, diizlemsel olmayan ¢izgeler de kendileri ile ayni1 cinse sahip
olan yiizeyler iizerine yerlestirildiklerinde, bu yiizeyleri yiiz ad1 verilen ve her biri bir diske
homeomorf olan bolgelere ayirirlar. Ancak bu durumda Euler formiilii yerine Euler-Poincare

formiilii olarak bilinen

v+f—e=2-2g

formiilii gegerlidir. Burada g, ¢izgenin ve dolayisiyla ¢izgeyi tlizerinde bulunduran
ylizeyin cinsidir.

52 ={(xy.2)lx* +y* +z* =1}

birim kiire olmak tizere, I(x,y,z) = {i,l"’:) olarak tanimlanan ve streografik
izdiisiim olarak adlandirilan
M:5*—{(0,01)} = R*

fonksiyonu yardimu ile kiire tizerindeki bir ¢izge diizlem iizerine, diizlem tizerindeki

bir ¢izge de
n R - 5s*—{(001)}

fonksiyonu yardimu ile kiire iizerine yerlestirilebilir. Burada I1~* fonksiyonu

_ 2u 2v ut vt —1
N Huv)=— > 3 > i 3
wt+r-+lut+v-+1u +rv-+1
olarak tanimlanir. Kiirenin cinsinin 0 oldugu dikkate alinirsa, Euler-Poincare
formiiliiniin,
g=0

durumunda Euler formiiliinii verdigi goriiliir.

Diizlemsel, baglantili ve regiiler bir ¢izgenin her bir yiiziinii sinirlayan kenarlarin
say1s1 esit ise bu ¢izgeye platonik ¢izge denir. Aymi 6zelliklere sahip ama cinsi g = 0 olan
bir ¢izgeye ise g-platonik ¢izge denir. Dolayisiyla platonik ¢izgeler 0-platonik ¢izgelerdir.
Ozel olarak Sekil 1.1 de verilen ve kiipten elde edilen ¢izge ve diger platonik cisimlerden

elde edilen ¢izgeler 0-platonik cizgelerdir. Ayrica, dongii ¢izgeler de 0-platonik ¢izgelerdir.



Eger g-platonik bir G ¢izgesi d-regiiler ve G ¢izgesinin her bir yiizii n tane kenar ile
sinirli ise G gizgesi {d, n} tipindedir denir.

Ornegin diizlemsel olmadigi bilinen ve tor yiizeyi iizerine asagidaki sekilde
gosterildigi gibi yerlestirilen K. tam ¢izgesinin her kdsesinin derecesi 4 ve her bir yiizii 4

kenar ile sinirhidir. Dolayisiyla bu ¢izge 1-platoniktir ve {4,4} tipindedir.

Sekil 1.4. 1-platonik bir ¢izge

Bu tez calismasinin ikinci boliimiinde ¢izge ve diizlemsel ¢izge kavramlar1 kisaca
tanitilmistir. Bu kavramlar hakkinda detayli bilgiler (Bondy ve Murty, 2008), (Diestel, 2017)
ve (West, 2001) kaynaklarinda yer almaktadir.

Ucgiincii béliimde ise cinsi 0, 1 ve 1’den biiyiik platonik cizgeler incelenmistir. Cinsi
0 ve dongii olmayan platonik ¢izgelerin sayisinin 5 oldugu ve bunlarin 5 platonik cisme
karsilik geldigi bilinmektedir. Cinsi 1 olan bir platonik c¢izge; {3.,6},{6.,3} veya {44}
tipindedir, (Trudeau, 1993). Bu kisitlamalara ragmen sonsuz 1-platonik ¢izge mevcuttur.
Ugiincii béliimde; ayni tor yiizeyi iizerinde her k pozitif tamsayist igin bir G, 1-platonik
cizgesini yerlestirilebilecegi gorsel olarak aciklanmistir. Dolayisiyla ayni tor yiizeyi

tizerinde sonsuz 1-platonik ¢izgenin mevcut olabilecegi gosterilmistir.
Cinsi g = 1 ve {d, n} tipinde bir platonik ¢izgenin kdse sayisi

o 4n(g — 1)
T mh—2)(d—-2)—a

formiilii yardimiyla belirlenir. Ayrica kose sayisi en fazla



v=28(g—1)
olabilir ve bu {ist sinira d = 3 ve n = 7 oldugunda ulasilir. (Truedau, 1993).

Her g = 1 i¢in g-platonik bir ¢izgenin kdselerinin sayisi en fazla 28(g — 1) olacagi

icin g-platonik cizgelerin de sayisinin sonlu oldugu goriiliir.

Cinsi 0 ve 1’den biiyilik olan g-platonik ¢izgelerin sayilarinin sonlu olmast; cinsi 0
olan kiirede ve cinsi 1’den biiyiik olan ylizeylerin yerel olarak izometrik oldugu hiperbolik
diizlemde benzer ¢okgenlerin 6zdes olmalarindan kaynaklanir. Oklid diizleminde ise benzer
olduklar1 halde 6zdes olmayan sonsuz ¢okgen mevcut olabilir. Tor yiizeyleri yerel olarak
Oklid diizlemine izometrik olduklar1 igin iizerlerinde tipleri ayni olan sonsuz 1-platonik

¢izge bulundurabilirler.

Ucgiincii boliimde ayrica her g = 1 igin cinsleri g Ve tipleri,

{42g +2},{2g + 2,29 + 2},{2g + 149 + 2}, {449}, {49. 49}

olan bes farkli cizge tamtilmistir. Bu cizgeleri {izerlerinde bulunduran yiizeyler;
Accola-Maclahlan ve Wiman yiizeyleri olarak bilinen ve otomorfizma gruplar1 hakkinda
bircok kayda deger caligmalar yapilmis olan Riennman yiizeyleridir, (Accola, 1968),
(Kulkarni, 1991), (Maclahlan, 1969).



2. KAYNAK OZETLERI

Bu boliimde ¢izgeler ve diizlemsel ¢izgeler hakkinda temel bilgilere yer verilmistir.

2.1. Cizgeler

Tanim 2.1.1. ¥V # @ sonlu bir kilme ve E, ¥ kiimesinin elemanlarinin olusturdugu
sirali olmayan ikililerden meydana gelen bir kiime olmak iizere G = (V,E) ikilisine bir
cizge ad1 verilir. Burada V kiimesinin elemanlarina koseler ve bazi durumlarda bos olan E

kiimesinin elemanlarina da kenarlar adi verilir.

Bir G ¢izgesinin kose kiimesi igin V(&) ve kenar kiimesi i¢in E(G) notasyonu

kullanilacaktir.

Bir ¢izge, koseleri noktalarla, kenarlar1 da bu noktalar birlestiren ¢izgilerle temsil

edilerek gorsel hale getirilebilir.
G = (V,E) bir gizge ve v,, v, € V(G) olmak iizere, v, Ve v, koselerini birlestiren kenar
e = (v, v,) veya e = (v,,v, ) olarak gosterilecektir.
Ornek 2.1. Kése kiimesi V = { v, v,, v5, vs, v5 } ve kenar kiimesi

E={e, =(vpv ), e;=(vyvs ) e3= (vp,v3), es= (w5, ), 5= (v )}olan

G cizgesi Sekil 2.1 ile gosterilmistir.



vy £y Va

€3

Sekil 2.1. Bes koseli bir ¢izge

Tamim 2.1.2. Bir G ¢izgesinin v, ve v, koseleri arasinda bir e kenar1 varsa bu
koselere komsu koseler denir. Bu durumda e kenar1 v, ve v, koseleri ile bitisiktir denir.
Ayni1 kose ile bitisik olan kenarlara da komsu kenarlar denir.

Ornegin Sekil 2.1 ile verilen ¢izgede v, ve v, koseleri komsu degildir komsu
degildir ama v, ve v, koseleri komsudur. e, kenar1 v, ve v, koseleri ile bitisiktir. Fakat
diger koseler ile bitisik degildir.

Tamm 2.1.3. Bir G = (V,E) cizgesinin herhangi bir v kdsesine bitisik olan
kenarlarin sayismna 1 kosesinin derecesi denir. v kosesinin derecesi d;(v) veya d(v)

notasyonu ile gosterilir.

Ornegin Sekil 2.1 ile verilen ¢izge i¢in d(v,) =2, d(v,) =3, d(vy) = 2,
d(v,) =2ved(v;) = 1dir.

Teorem 2.1. Késeleri vy, v,, v5,...., v, 0lan bir ¢ = (V, E) ¢izgesi i¢in

id(va=2|ﬁ|

esitligi gecerlidir.
Ispat: Her bir kenar iki kose ile bitisik oldugundan, dereceler toplami kenar

sayisinin iki katina esit olur.



Tanim 2.1.4. Bir ¢izgenin biitiin koselerinin derecesi esit ise bu ¢izgeye regiiler
cizge denir. Biitiin koselerinin derecesi k olan regiiler ¢izgeye 6zel olarak k-regiiler cizge

denir.

Sekil 2.2. Regiiler cizgeler

Sekil 2.2 ile verilen G, ve G, ¢izgeleri 2-regiiler, G, cizgesi 3- regiilerdir.

Tamim 2.1.5. Bir ¢izgede bir kenarin her iki ucu da ayni1 kose ile bitisik ise bu kenara
ilmek denir. Bir ¢izgenin farkli iki kdsesini birlestiren birden fazla kenar bulunuyorsa bu

kenarlara paralel kenar denir.



"y (e
€
€3
€5
L'y
€4

Sekil 2.3. [lmek ve paralel kenarlar

Tamm 2.1.6. Bir ¢izge ilmek veya paralel kenarlar bulundurmuyorsa, bu cizgeye

basit ¢izge denir. Paralel kenarlar iceren ¢izgeye ise ¢oklu ¢izge denir.

Sekil 2.4. Basit ¢izge

Tamm 2.1.7. Bir basit ¢izgenin herhangi iki kdsesi arasinda bir kenar bulunuyorsa

bu ¢izgeye tam ¢izge denir. Kdse sayist n olan tam ¢izge K,, notasyonu ile gosterilir.



LA XK
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Sekil 2.5. Tam ¢izgeler

Tamim 2.1.8 Bir ¢izgede ardisik kdse ve kenarlardan olusan
W = v vie, o v g8 0,

bigimindeki bir diziye yiiriime denir. Eger W yliriimesindeki e,,¢e, ...., e, kenarlar
birbirinden farkliysa W’ye bir gezi denir. Eger W yiriimesindeki vy, vy, ..., v, koseleri de

birbirinden farkliysa W ’ye bir patika denir.

10



Ornegin Sekil 2.6’de;

W, = vyeqvgesvgecv,
bir yiirlime,

Wo = vjeqvgecv.e v,
bir gezi,

W5 = veqvgecv.e v,
bir patikadir.

1’y

=
€3 €n
g
Uy
€5 2 €s
€4
Sekil 2.6. Bir ¢izge

Tanimdan anlasilacag1 iizere, her patika ayni1 zamanda bir gezidir. Dolayisiyla

yukaridaki 6rnekte W, yiirlimesi ayn1 zamanda bir gezidir fakat patika degildir. W, ise hem

gezi hem de patikadir.

Tamm 2.1.9. Baslangi¢ ve bitis noktas1 ayni olan patikaya dongii denir. n tane kdsesi

olan dongii C, notasyonu ile gosterilir.

Sekil 2.7 de C;, C., C; ve C, dongiileri verilmektedir.

11



ALTOO)

Sekil 2.7 C;, C,, C; ve €, dongiileri

Tanmm 2.1.10 Eger bir & cizgesinin herhangi iki kenarini birlestiren bir patika varsa,

G cizgesi baglantilidir denir.

Sekil 2.8 ile verilen G, ¢izgesi baglantili bir ¢izgedir fakat G, ¢izgesi baglantili

X1 K2

Sekil 2.8. Sirasiyla baglantili G, ¢izgesi ve baglantili olmayan G, ¢izgesi.

degildir.

Tamim 2.1.11 Higbir dongii igermeyen baglantili bir ¢izgeye agag cizge veya kisaca

agac denir.
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Sekil 2.9. Bir aga¢ 6rnegi

Tamm 2.1.12 G = (V, E) ¢izgesi verilsin. Eger UnW =@ ve U U W =V olacak
sekilde ¥ kiimesinin bostan farkli U ve W alt kiimeleri mevcut ve G ¢izgesinin her kenar1 U

ve W klimelerine ait kdseleri birlestiriyorsa G ¢izgesine iki parcali ¢izge denir.

Ug 1y =

J u4

1.-'.-’1 1L~ w 3 H.’i W W 3

Uy w
Ly

Sekil 2.10. iki parcali bir ¢izgenin iki farkl1 gizimi

Tamim 2.1.13 Eger G iki pargali bir basit ¢izge ve U kiimesindeki her kdse W
kiimesindeki her kose ile komsu ise G ¢izgesine iki parcali tam ¢izge denir. Ayrik kose

kiimeleri m ve n elemanli olan iki parcal tam ¢izge K,

m.n NOtasyonu ile gosterilir.
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Sekil 2.11. K, , iki parcali tam ¢izgesi

Tanim 2.1.14 G, = (V, E,) ve G, = (1;, E,) ¢izgeleri verilsin. Eger,

her [ v, V; } € E, i¢in (E(ufj,ﬁ[u}-]) € E, Ozelligine sahip olan birebir ve orten
bir
8: G, — G,
fonksiyonu varsa G, ve G, gizgeleri izomorftur denir ve bu durum G, = G, notasyonu ile

gosterilir. # fonksiyonuna da G, ve G, ¢izgeleri arasinda bir izomorfizma denir.

1’y I
g
®
[
Uy Us g
'3 Ly
Gy &,

Sekil 2.12. Iki izomorf ¢izge

Sekil 2.12 de verilen iki ¢izge birbirine izomorftur. Bunlar arasinda
g8: v, =1,

izomorfizma asagida verilmistir.
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B(vy) =u,, 8( v,) = ug, (vy) = uy, 8(v,) = u,.

2.2. Diizlemsel Cizgeler

Tamim 2.2.1 Diizlemde kenarlar1 birbiri ile kesismeden ¢izilebilen bir G ¢izgesine
diizlemsel ¢izge denir. Eger G cizgesi kenarlar1 kesismeden ¢izilmis ise G ¢izgesine diizlem

cizgesi denir.

Sekil 2.13. Diizlem cizgeleri

Sekil 2.13 ile verilen gizgelerin tamami diizlem ¢izgedir. Sekil 2.14 ile verilen &

cizgesi diizlemsel ¢izgedir, G* ¢izgesi ise bir diizlem c¢izgesidir.

X

r

Sekil 2.14. Diizlem ¢izgesi ve diizlemsel ¢izge

Ornek 2.2.1 Patika ve déngii gizgelerin diizlemsel oldugu agiktr.
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Diizlemsel bir ¢izgenin her alt ¢izgesi de diizlemseldir. Benzer sekilde & diizlemsel
olmayan bir ¢izge ve G c¢izgesi bir H ¢izgesinin alt cizgesi ise H ¢izgesi de diizlemsel

degildir.

4/ M

e r

Sekil 2.15. Diizlemsel olmayan ¢izgeler Denklemi buraya yazin.

Sekil 2.15 ile verilen G ¢izgesi K, ; ¢izgesine izomorftur. Daha sonra goriilecegi gibi
K, 5 cizgesi diizlemsel degildir. Dolayisiyla Sekil 2.15 ile verilen G* ¢izgesi G ¢izgesini alt

cizge olarak igerdigi i¢in diizlemsel degildir.

Teorem 2.2 K Ve Kj 5 cizgeleri diizlemsel degildir.

Ispat: 1k olarak K33 c¢izgesinin diizlemsel oldugunu varsayalim. K5, 6
uzunlugundaki

a—+b—sc—od—oe—=f—=a
dongiisiine sahip oldugu i¢in herhangi bir diizlem c¢izimi Sekil 2.16 da oldugu gibi bu

dongiiyii bir altigen olarak igermelidir.

16



Sekil 2.16. K, ; cizgesinin herhangi bir diizlem ¢izimi

Simdi, ¢f kenar1 ya tamamen altigenin i¢inde ya da tamamen altigenin disinda yer
almak zorundadir. ¢f kenarinin altigenin i¢inde oldugu duruma bakalim. (Diger durum
benzer sekilde goriilebilir) ad kenari, cf kenarimi kesmemesi gerektigi igin altigenin disinda
olmak zorundadir; durum Sekil 2.16 ile verildigi gibidir. Oyleyse be kenarmni ¢izmek ya cf
ya da ad kenari ile kesisim saglayacagindan miimkiin degildir. O halde baslangigtaki

kabuliimiiz yanhstir. K75 5 ¢izgesi diizlemsel degildir.
Simdi de K cizgesinin diizlemsel oldugunu varsayalim. K. ¢izgesinin 5
uzunlugunda

a—+b—=sc—>d—-e—a
dongiisii oldugu i¢in herhangi bir diizlem ¢izimi Sekil 2.17 de gosterildigi gibi bu besgen

dongiiyli icermesi gerekir.
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Sekil 2.17. K cizgesi

Sekil 2.18. be kenarinin igeride kaldigi durum

Simdi, be kenar1 ya tam olarak besgenin i¢inde ya da tam olarak diginda olmak
zorundadir. be kenarinin besgenin i¢inde oldugu duruma bakalim. (Diger durum da benzer)
ac Ve ad kenarlar1 be kenarmi kesmedigi i¢in her ikisi de besgenin disinda olmalidir.
Durum Sekil 2.18 de goriildiigli gibidir. Ancak ce kenar1 ad kenarim1 kesemez, benzer
sekilde bd kenar1 besgenin i¢inde olur. Bundan dolay1 ce ve bd kenar1 kesismek durumunda

kalir. Bu da diizlemselligi bozar.

K. Ve Kj; diizlemsel olmadig: i¢in, bu ¢izgeleri diizlemde ¢izmeye calisirsak en az
iki kenar1 birbirini kesmek zorunda kalacaktir. Fakat kesisim sayisimi iki ile smirh

tutabiliriz. Daha fazla kenarin kesismesine gerek duyulmaz.
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Sekil 2.19. K. ve Kj 5 cizgeleri

Daha genel olarak kesisme sayis1 i¢in asagidaki su tanimi verebiliriz.

Tammm 2.2.2 Bir G c¢izgesinin diizlem {izerine ¢izildigi zaman iki kenarmin
olusturabilecegi en az kesisim sayisina kesisme sabiti denir. Kesisme sabiti cr( G ) notasyonu

ile gosterilir.
Ornegin bir diizlemsel ¢izgenin kesisme sabiti 0 iken, cr(K;) = er(k;;) =1 olur.

Tamim 2.2.3 Bir ¢ diizlem ¢izgesi diizlemi bolgelere ayirir ve bu bolgelere G

¢izgesinin yiizleri denir.
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Sekil 2.20. G ¢izgesi ve yiizleri

Yukaridaki sekilde verilen ¢izgenin 4 yiizii vardir. Bunlardan f, yiiziine ¢izgenin dis

yiizii denir.

Teorem 2.3 (Euler Formiilii) Baglantili ve diizlemsel bir G ¢izgesinin koselerinin
say1s1 i, kenar sayis1 da m olsun. Ayrica, ¢izge diizlemde kenarlar1 birbiriyle kesismeyecek

sekilde ¢izildiginde diizlemde belirledigi bolgelerin sayist da f olsun. Bu durumda
n—m+f=2
esitligi gecerlidir.
Ispat: Ispat, G ¢izgesinin kenar sayisi iizerinden tiimevarim yontemi kullanilarak
yapilabilir. Eger m = 0 ise yani G ¢izgesinin hi¢ kenar1 yoksa ¢izge baglantili oldugundan

cizgenin tek kosesi olacaktir ve diizlemde belirttigi bolge sayist da bir olur. Bu durumda

esitlik gecerlidir.

Baglantili ve m — 1 kenarh diizlemsel ¢izgeler i¢in esitligin gegerli oldugunu kabul

edelim. Eger G bir aga¢ ise m = n — 1 ve f = 1 olur. Bu durumda
n—-m+f=(m+1)—-m+1=2
oldugundan esitlik gegerlidir.

Eger G bir agac degilse, cizge baglantili oldugundan bir dongii bulunduruyor
demektir. Bu dongiiniin herhangi bir kenarin1 e ile gosterecek olursak, G ¢izgesinden e

kenarinin silinmesiyle elde edilen G — e ¢izgesinin m — 1 tane kenar1 vardir ve diizlemde
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kenarlar1 kesismeyecek sekilde cizildiginde f —1 tane bdolge temsil eder. O zaman

tiimevarim hipotezinden,

n—(m—1)+(f —1) = 2 esitligi gegerli olmahdir. Bu esitlik sadelestirilecek
olursa m kenarli, diizlemsel ve baglantili G ¢izgesi i¢in n — m + f = 2 esitliginin gegerli

oldugu elde edilir.

Bu teorem konveks bir ¢okyiizliiniin kdse, kenar ve yliz sayisini iliskilendirdigi i¢in

siklikla “Euler’in gokyiizlii formiilii” olarak isimlendirilir. Ornegin bir kiip igin,

n=8m=12, f=6ven—m+f=8—-12+6=2olur.

Sekil 2.21. Bir kiipiin ¢izge ile temsili

Cokyiizliiler ve Euler formiilii arasindaki genel iliskiyi gdrmek igin, kiipii cevreleyen
kiire {lizerine kiipiin izdiisiimiinii alalim ve sonrasinda kiiplin diizlem iizerine izdiisimiinii
elde etmek i¢in streografik izdlisiim yontemini kullanalim. Ortaya ¢ikacak olan ¢izge her bir
yiiziin bir cokgen ile sinirlandig1 3- baglantili bir ¢izge olacaktir. (Boyle cizgeler ¢okytizlii

cizge olarak adlandirilir.) Boyle ¢izgeler i¢in Euler formiiliinii yeniden ifade edebiliriz.
Sonug¢ 2.1 G ¢okylizlii bir ¢izge olsun. O halde
n—m+f=2
gecerlidir.

Baglantili olmayan bir ¢izgenin baglantili olan her bir maksimal alt ¢izgesine

¢izgenin bileseni denir.

Yukaridaki notu da dikkate alacak olursak, Euler formiiliinii kolaylikla baglantili

olmayan c¢izgeler i¢in de diizenleyebiliriz.
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Sonuc 2.2 1 koseli, m kenarli, f ylizlii ve k bilesenli bir G ¢izgesi verilsin. O halde
n—m+f=k+1
elde edilir.

Ispat: ispat, Euler formiilii her bilesene ayr1 ayri uygulanarak ve dis yiiz sadece bir

kez dikkate alinarak yapilabilir.

Sonug 2.3 G cizgesi n(n = 3) koseli, m kenarli, baglantil, basit bir diizlemsel ¢izge

olsun. Bu durumda
m=3n—6
esitsizligi gecerlidir.
Ispat: G diizlemsel ¢izgesi diizlemde kenarlar1 kesismeyecek sekilde cizildiginde

diizlemde belirledigi bolgelerin sayisi f olsun. Bir bdlge olusturmak igin en az 3 kenar

gerekli oldugundan

3f < m olmalidir. Ancak, her kenar farkli iki bolgenin sinir1 oldugundan iki kez

-

sayillmis olur. Bu nedenle ¥ < m olmak zorundadir. Cizge baglantili ve diizlemsel

oldugundan Teorem 2.3 gegerlidir. O halde,
2m m
n—m+f=2 =}n—m+?2 2#11—;22 =3n—6=m

esitsizligi dogru olur.

Sonuc 2.4 G ¢izgesi n(n = 3) koseli, m kenarli, uzunlugu 3 olan dongii icermeyen

(licgen bulundurmayan) baglantili, basit bir diizlemsel ¢izge olsun. Bu durumda,
m< 2n— 4

Ispat: Bu ispat da yukaridaki ispata benzer sekilde yapilabilir. 3f < m esitsizligi

yerine,
4f < 2m
esitsizligini kullanarak ispat1 yapabiliriz.

Yukaridaki sonuglar kullanilarak K ve Kj 5 cizgelerinin diizlemsel olmadig: tekrar

ispatlanabilir.
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Ispat: K. tam gizgesi, 5 koseli ve 10 kenarli bir ¢izgedir. Eger K. tam cizgesi
diizlemsel olsaydi Sonu¢ 2.3 geregince m < 3n— 6 esitsizligini saglardi. Ancak

10 % 3.5 — 6 = 9 oldugundan K, tam ¢izgesi diizlemsel degildir.

Sekil 2.22. K, tam c¢izgesi

K 5 1ki parcali tam ¢izgesi, 6 koseli ve 9 kenarl bir ¢izgedir. K7 5 ¢izgesi uzunlugu 3
olan bir dongii igermez. O halde eger K;; cizgesi dizlemsel olsaydi Sonu¢ 2.4 geregi
m = 2n — 4 esitsizligi gegerli olurdu. Fakat 9 £ 2.6 — 4 = 8§ oldugundan Kj; iki pargali

tam c¢izgesi diizlemsel degildir.

Sekil 2.23. K ; iki parcali tam gizgesi

Teorem 2.4 Her diizlemsel ¢izgenin derecesi en fazla bes olan bir kdsesi vardir.

Ispat: Késelerinin sayist n ve kenarlarimin sayist m olan bir 6 = (v, E) diizlemsel
cizgesi verilsin. Eger n < 6 ise koselerinin derecesi en fazla bes olabileceginden teorem

dogrudur.
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n = 7 olmak tizere V = {v,, ..., v,} olsun. Cizgenin tiim koselerinin derecelerinin 6
ya da daha fazla oldugu kabul edilsin. Bu durumda Teorem 2.1 geregince G ¢izgesinin tim

koselerinin derecelerinin toplami, kenar sayisinin iki katina esit olacagindan,

2|E| = Z deg(v)

vEV
= deg(ulj + -+ dEg[uu]
=Zz6+6+--+6=6n

yani 2m = 6n elde edilir. Bu esitsizlik ise Sonug 2.3 ile ¢eliseceginden G ¢izgesinin

en az bir kdsesinin derecesi 5 ya da daha kiigiik olmalidir.

Tammim 2.2.4 Bir G diizlemsel ¢izgesini olusturmak igin birlestirilmesi gereken
diizlemsel ¢izgelerin olasi en kii¢iik degerine G ¢izgesinin kalinlig1 denir ve t(G) notasyonu

ile gosterilir.

Ornegin diizlemsel bir ¢izgenin kalmhig 1 iken, K, ve K5 ¢izgelerinin kalinlig1 2

olur.

Euler formiilii yardimiyla bir ¢izgenin kalinligina dair bir alt smir elde

edilebilmektedir. Alt sinirt ifade ederken sirasiyla |x] (taban) ve [x] (tavan) notasyonlari
kullanilacaktir. [x] notasyonu x’ten biiylik olmayan en biiyiik tam sayi, [x] notasyonu ise

x’ten kiiciik olmayan en kiigiik tam say1 ifade edecektir. Ornek verecek olursak,
2] =121=2; l[e]l =2,[e] =3

Teorem 2.5. G basit ¢izgesinin n(n = 3) kosesi ve m kenar1 olsun. Bu durumda G

gizgesinin kalinlig1 £ (6),
t(G) = ’“,/(ER_ 6)
ve
t(G) = [(m+3n—7)/(3n—6)]

esitsizliklerini saglar.
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Ispat: Ik esitsizlik Sonug 2.3’iin bir sonucudur. Buradaki parantezler kalligin bir
tam say1 olmasi gerektigi i¢in vardir. ikinci esitsizlik ise a ve b pozitif tam sayilar olmak

uzere,

=[]

esitligi ilk esitsizlik ile birlestirilerek kolayca elde edilir.

Tamim 2.2.6 Iki ¢izge verildiginde bu ¢izgelerden birine derecesi 2 olan yeni kdseler
eklenerek ya da derecesi 2 olan kdseler silinerek diger ¢izgeye izomorf hale getirilebiliyorsa
bu cizgelere homeomorf ¢izgeler denir. Ancak burada derecesi 2 olan kdseler silinirken bu

koselerin bagli oldugu kenarlar silinmeyip birbirine yapistirilmaktadir.

Sekil 2.24. Homeomorf iki ¢izge

Teorem 2.6 (Kuratowski Teoremi) Bir ¢izgenin diizlemsel olabilmesi igin gerek ve

yeter sart K, 5 ya da K; ¢izgelerine homeomorf bir alt ¢izge bulundurmamasidir.
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Sekil 2.25. Kuratowski Teoreminin uygulamasi

Sekil 2.25 ile verilen & ¢izgesi diizlemsel bir ¢izge olamaz. ¢ ¢izgesinin h ile
adlandirilan kosesi ve bu kosesine bagli kenarlar silinerek elde edilen alt cizge H ile
gosterilecek olursa, H alt ¢izgesi ile K. tam ¢izgesi homeomorf olur. Gergekten de H
cizgesinin derecesi iki olan f ve g koseleri silinecek olursa geriye kalan tiim koselerin

derecesinin 4 oldugu 5 kdoseli, K tam ¢izgesine izomorf olan bir alt ¢izge elde edilir.

Tamm 2.2.7 G bir diizlem ¢izgesi olsun. G ¢izgesinin duali olan G* ¢izgesi soyle
tanimlanir. & ¢izgesinin her f yiiziine karsilik G* ¢izgesinin bir f* kosesi ve G ¢izgesinin
her e kenarina karsilik G* ¢izgesinin bir e* kenar1 vardir dyle ki eger e kenar1 f ve g
yiizlerinin ortak sinir1 tizerinde ise e* kenar1 f* ve g* koselerini birlestirir. (Eger e bir koprii

ise e* bir ilmek olacaktir.)
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Sekil 2.26. Dual cizge

Onerme 2.1 G, n kosesi, m kenar1 ve f yiizii olan baglantili bir diizlemsel ¢izge
olsun. Eger G c¢izgesinin duali olan G* ¢izgesinin n* kosesi, m* kenar1 ve f* yiizii mevcut
ise

n=fim"=mvef'=n

esitligi gegerlidir.

Ispat: G* c¢izgesini, G ¢izgesinin her bolgesine bir kosesi gelecek sekilde
tanimladigimizdan n* = f olur. G* ¢izgesinin kenarlar1 G ¢izgesinin her kenarmi bir kez

kesen egrilerle tanimlandig1 i¢in m* = m olmalidir. Son olarak G ve G* cizgeleri diizlemsel

cizgeler oldugundan Euler formiiliinii saglamak zorundadir. Yani,
n+f=m+2ven+f =m"+2
olmalidir. n* ve m* degerlerini ikinci denklemde yerine yazacak olursak
f+fr=m+2= f*=m—f+2=n
elde edilir.
Teorem 2.7 G baglantili bir diizlemsel ¢izge ise G** ve G ¢izgeleri izomorftur.

Ispat: G cizgesinden G* g¢izgesini elde edebilecegimizi dual ¢izge tanimindan
biliyoruz. Ayn1 sekilde bu islemi tersine gevirebilece§imiz sonucuna da hemen variriz. Yani

G* c¢izgesinden G c¢izgesini elde ederiz. Ornegin Sekil 2.26°da G cizgesi G* ¢izgesinin
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izomorfudur. Sadece G* c¢izgesinin bir yiiziiniin G ¢izgesinin bir kdsesinden fazlasini
icermeyecegini kontrol etmek zorundayiz. (en az bir tane kesin igeriyor) Fakat bu n**, G**

cizgesinin kose sayis1 olmak iizere
nt=f"=n

iliskisinden hemen ¢ikmaktadir. Yani ¢** ile & birbirine izomorftur.
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Kompakt Yiizeyler Uzerinde Cizgeler

Diizlemsel bir ¢izgenin stereografik izdiisiim yardimiyla kenarlar1 birbirini kesmeden
kiire tizerine de ¢izilebildigi biliniyor. Dolayisiyla diizlemsel olmayan ¢izgeler kiire ylizeyi
tizerine kenarlar1 kesismeden ¢izilemezler ama tor yiizeyi veya cinsi birden biiyiik olan

ylizeyler lizerine ¢izilebilirler.

Herhangi bir & c¢izgesi kenarlari kesismeden birden fazla yiizey tizerine
yerlestirilebilir. Bu yiizeylerin cinslerinin minimumu g iSe & ¢izgesinin cinsi g olarak

tanimlanur.
O halde kiirenin cinsi @ oldugu i¢in biitiin diizlemsel ¢izgelerin cinsi 0 olur.

Diizlemsel olmadig: bilinen K. ¢izgesi asagidaki sekilde de goriildiigii gibi bir tor

yiizeyi lizerine kenarlar1 kesismeden ¢izilebilir. Dolayisiyla K. ¢izgesinin cinsi 1 dir.

Sekil 3.1. Tor yiizeyi lizerinde K ¢izgesi

Sekil 3.1 ile verilen karenin karsilikli kenarlart birlestirilirse asagidaki sekil elde

edilir.

29



AN
%
Sekil 3.2. Tor yiizeyi ¢izimi

Diizlem ¢izgelerinde oldugu gibi, cinsi g olan bir G ¢izgesi cinsi g olan bir 5,

ylizeyi lzerine kenarlar1 kesismeden c¢izilebilir. Boylece Sg}, G Sg yuzeyinin her biri
diizlemde bir agik diske homeomorf olan alt kiimelerden olusan bir aile olusturur. Bu ailede
yer alan her bir kiilme & ¢izgesinin bir yiiziidiir. Dolayisiyla Euler formiilii cinsi g olan
cizgeler icin de genellestirilmistir ve bu formiil Euler-Poincare Formiilii olarak adlandirilir.
Asagida teorem olarak da verilen bu formiiliin ispati Euler formiiliiniin ispatina benzer
sekilde yapilabilir.

Teorem 3.1 (Euler-Poincare Formiilii) Baglantili ve cinsi g olan bir G ¢izgesinin

kose, kenar ve ylizlerinin sayisi sirastyla v, e ve f olsun. Bu durumda
v—e+ f=2-12g
esitligi gegerlidir.
Teorem 3.2 Baglantili ve cinsi g olan bir G ¢izgesinin en az 3 kosesi mevcut ise

1 1
Q'EEE—E(L‘—E)

esitsizligi gecerlidir.
Ispat: G cizgesinin kose, kenar ve yiizlerinin sayis1 sirasiyla v, e ve f olsun. G

baglantili oldugundan v — e 4+ f = 2 — 2g esitligi saglanir. Bu esitlikte diizenleme yapilirsa
f=2—-2g—v+e
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elde edilir. Buradan 3f = 6 — 6g — 3v + 3e elde edilir. Euler Formiiliiniin sonuglar1
geregince 3f < 2e oldugu biliniyor ve bu esitsizlik 3f =6 — 6g — 3v + 3e ifadesinde

kullanilirsa
6—6g—3v+ 3e < 2e

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik tekrar diizenlenirse —6g < —e + 3v — 6 bulunur,

Elde edilen son esitsizligin her iki tarafi da —é ile carpilirsa g = ée — % (v — 2) elde edilir.

Teorem 3.3 G bir ¢izge, H © G ve bunlarin cinsleri g, Ve g, ise g, < g, dir.

Ispat: g, = g, oldugu varsayilsin. Bu durumda cinsi g, olan bir yiizey iizerine G
cizgesi kenarlar1 kesismeden cizilebilir ama H ¢izgesi ¢izilemez. Bu ise H © G olmasi ile

celisir. O halde g, = g dir.

Asagida verilen teorem kullanilarak tam ¢izgelerin cinsleri belirlenebilir. Bu teorem

(Ringel and Youngs, 1968) tarafindan ispatlanmustir.

Teorem 3.4 Her v = 3 icin K, tam ¢izgesinin cinsi g = [ﬂ%ﬂ‘ elde edilir.

Teorem 3.4 ile verilen formiil kullanilarak kose sayisi yirmiye kadar olan tam

cizgelerin cinsleri Cizelge 1 de verilmistir.

Cizelge 3.1. Ik 20 Tam Cizge ve Cinsleri

¥ 123 456 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

g(k) |0 00011123 4 5 6 8 10 11 13 16 18 20 23

Sonu¢ 3.1 Baglantili ve cinsi g olan bir G gizgesinin en az 3 kdsesi mevcut ise,
(v—3)(v—4)
12

esitsizligi gecerlidir.
Ispat: G cizgesi, K, tam gizgesinin bir alt gizgesi oldugundan, Teorem 3.3 geregince

G ¢izgesinin cinsi K, ¢izgesinin cinsinden kiiciik veya esit olur.
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Sonug 3.2 Baglantili ve cinsi g olan bir & ¢izgesinin en az 3 kdsesi mevcut ise,

1 1

EE—E(U—E)wigE{

(v— 33;3 — 4]]

esitsizligi gecerlidir.
Ispat: Teorem 3.3 ve Teorem 3.4 yardimiyla kolayca elde edilir.

Boylece Euler-Poincare Formiilii kullanilarak bir ¢izgenin cinsinin alabilecegi

maksimum ve minimum degerler, ¢izgenin kose ve kenar cinsinden belirlenebilmektedir.
3.2. Platonik ve g —Platonik Cizgeler

Tamim 3.1.1 Diizlemsel, baglantili ve regiiler bir G ¢izgesinin her bir ylizii aym

sayida kenar ile sinirli ise G ¢izgesine platonik ¢izge denir.

Bu kisimda ve daha sonra, verilen bir platonik ¢izgenin koselerinin derecesi d,
yiizlerini sinirlayan kenarlarin sayisi ise n notasyonu ile gosterilecektir. Bu 6zelliklere sahip

olan bir ¢izgenin tipi {d, n} olarak tanimlanacaktir.
Ornegin her k = 3 igin €, dongii ¢izgesi platoniktir ve {2, k} tipindedir.

Bu béliimde sikg¢a kullanilacak olan asagidaki teorem, verilen ¢izgenin tipi dikkate

aliarak kolayca ispat edilebilir.

Teorem 3.5 Diizlemsel, baglantili ve {d, n} tipinde bir G ¢izgesinin kenar sayisi e,
kdse sayis1 v ve yiiz sayis1 £ olsun. Bu durumda e = d”,fz ve £ = 9v/_ dir.

Teorem 3.6 Dongii ¢izgilerin disinda sadece bes platonik ¢izge mevcuttur.

Ispat: G d-regiiler ve dongii olmayan bir platonik ¢izge olsun. Ayrica G ¢izgesinin

her bir ylizii n = 3 tane kenar ile sinirli olsun. & dongii olmadig1 i¢in d = 3 olmalidir.

Teorem 3.5 ile verilen durumda e = d”,’z ve f = d”;’n degerleri Euler formiiliinde

kullanilirsa

v+ duf}n - du}zz =2
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elde edilir. Bu esitligin her iki tarafi Zn ile ¢arpilirsa

v(2n + 2d — nd) = 4n

bulunur. Burada v ile n pozitif oldugundan,

2n+2d —nd =0

ve dolayisiyla,

nd —2n—2d < 0

olmalidir. Elde edilen son esitsizligin her iki tarafina 4 eklenirse

(n—2)(d—-2)< 4

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin n ve d cinsinden bes farkli ¢oziimii mevcuttur.

Elde edilen ¢izgeler bes platonik cisme karsilik gelirler ve bunlarla ilgili detaylar Cizelge 2

de verilmektedir.

Cizelge 3.2. Platonik Cizgeler

d n v e f Platonik Cisim

3 3 4 6 4 Diizgiin Dortytizlii

3 4 8 12 6 Kiip

3 5 20 30 12 Diizgiin Onikiyiizli
4 3 6 12 8 Diizgiin Sekizyiizli
5 3 12 30 20 Diizgiin Yirmiytiizlii

Cizelge 3.2 de yer alan platonik cizgeler asagidaki sekilde diizlem cizgesi

verilmektedir.

olarak
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Diizgiin Dortyiizli Kiip

Diizgiin Sekizytizli

Diizgiin Onikiyiizli Diizgiin Yirmiyiizli

Sekil 3.3. Platonik Cizgeler

Diizlemsel olmayan cizgeler cinsi 0 dan biiyiik olan ylizeylerin iizerine kenarlar
kesismeden yerlestirilerek diizlemsellik kavrami genellestirildi. Bu kisimda ise g —platonik

cizge kavrami tanitilacak ve platonik ¢izge kavrami genellestirilecektir.

Tamim 3.1.2. Baglantili, regiiler ve cinsi g = 1 olan bir G ¢izgesinin her bir yiizii

ayni sayida kenar ile sinurli ise G ¢izgesine g —platonik ¢izge denir.

Ornegin K. ¢izgesi 1 —platoniktir. Ayrica, dongii olan ve olmayan platonik gizgelerin
0 —platonik ¢izgeler oldugu aciktir. Dongili olmayanlarmn tipleri ise Cizelge 2 nin ilk iki
stitunundan {3,31, {3,4}, {4.3}, {3.5} ve {5,3} olarak bulunur. Herhangi bir €, dongii ¢izgesi

{2, k} tipindedir ve bunlarin sonlu olmadiklar: agiktir.
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ornekler verilerek

1 —platonik ¢izgelerin sonlu olmadiklar1 daha sonra

gosterilecektir.
Teorem 3.7 (Trudeau, 1993) Her g = 1 igin g —platonik ¢izgelerin sayis1 sonludur.

Ispat: g = 1 ve G, {d,n} tipinde bir g —platonik ¢izge olsun. G ¢izgesinin kenar,
kose ve yiizlerinin sayisi sirasiyla e, v, ve f ise

e =du}z2

Ve

f= dezn
dir. Ayrica FEuler- Poincare Formiilii geregince v+ f—e=2—2g esitligl

gecerlidir. Buradan
v +dvfn _dufz =2-2g

2nv+ 2dv —ndv = 4n — 4ng

v(2n+ 2d —nd) = (4 — 4g)n

_ (4g—4)n
v Cnd —2n—2d

elde edilir. Burada v ve (4g — 4)n pozitif oldugundan,

nd—2n—2d=(n—-2)(d—2)=0
olmalidir. Ayrica d = 3 ve n =3 oldugu dikkate almirsa, (n—2)(d —2) = 4
esitsizligini saglayacak olan n Ve d sayilari i¢in asagidaki durumlar s6z konusudur.
(1) n= 3.
Bu durumda (n — 2)(d — 2) = 4 esitsizligi d — 2 = 4 haline gelir ve her d = 7 tam
sayis1 esitsizligin bir ¢éziimidiir. Ayrica n = 3 igin v = r:‘:l} esitligi dikkate alinirsa, G
cizgesinin koselerinin sayisi en fazla 12(g — 1) olabilecegi ve bu maksimum degere d = 7
oldugunda ulasilacag goriiliir.

(2) n = 4.
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Bu durumda her d = 5 tam sayis1 (n — 2)(d — 2) > 4 esitsizligi i¢in bir ¢6ziim olur.
Ayrica n = 4 i¢in G ¢izgelerinin kdse sayist en fazla 8(g — 1) olabilir ve bu maksimum

degere d = 5 oldugunda ulasilabilir.
(3) n=75.
Bu durumda her d = 4 tam sayis1 (n — 2)(d — 2) = 4 esitsizligi i¢in bir ¢6zlim olur ve
G ¢izgesinin koselerinin sayisi en fazla 10(g — 1) olabilir.
(4) n=6.
Bu durumda her d = 4 tam sayis1 (n — 2)(d — 2) = 4 esitsizligi i¢in bir ¢6ziim olur ve
G ¢izgesinin koselerinin sayisi en fazla 6(g — 1) olabilir.
(5) n=7.
Bu durumda her d = 3 tam sayis1 (n — 2)(d — 2) = 4 esitsizligi i¢in bir ¢6ziimdiir. G

cizgesinin koselerinin sayis1 en fazla 28(g — 1) olabilir. Bu maksimum degere

n = 7 ve d = 3 oldugunda ulasilir.

Boylece her g = 1 i¢in cinsi g olan bir ¢izgenin kose sayist en fazla 28(g — 1)
olabilir. Kose sayis1 28(g — 1) veya daha az olan ¢izgelerin sayist sonlu oldugu i¢in teorem

ispatlanmis olur.

3.2.1. Platonik Cizgeler

Teorem 3.8 (Trudeau, 1993) 1 —platonik bir c¢izge {44}, {3.6} veya {6,3}
tipindedir.

Ispat: G, {d,n} tipinde ve 1 —platonik ¢izge olsun. G gizgesinin kenar, kose ve
yiizlerinin sayisi sirasiyla e, v ve f ise, e = du,zz ve f = d”fn olur. Ayrica Euler-Poincare
Formiilii geregince

v+f—e=2-2g

olmalidir. Buradan
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u—|—d”fn—d”f2 =2-2g=0

2nv + 2dv — ndv =0

v(Zn4+2d —nd) =0

elde edilir. v pozitif bir tam say1 oldugundan,

2n+2d —nd =—(2n+2d—nd)=nd —2n—2d =0

olur.
nd—2n—-2d=(n—-2)(d—2)—4

oldugundan,
(n—2)(d—2)=4

olmalidir. Bu denklemin d =n =4, d = 3, n =6 ve d = 6, n = 3 olarak ii¢ farkl
¢oziimii oldugundan, G cizgesi {4,4}, {3,6} veya {6,3} tipindedir.

Verilen bir tor yiizeyi lizerine tipi ayni olan birden fazla 1 —platonik c¢izge
yerlestirmek miimkiindiir. Ornegin Sekil 3.4 ile verilen karenin karsilikli kenarlari
birlestirilerek elde edilen tor yiizeyi tizerine; 1 kosesi, 1 yiizii ve 2 kenar1 bulunan G, ¢izgesi

yerlestirilmistir.

r=1f=1e=2

Sekil 3.4. Tor ylizeyi lizerinde G, ¢izgesi

Ayni tor ylizeyi lzerine; 4 kosesi, 4 yiizii ve 8 kenar1 bulunan ve G, olarak

adlandirilan bir baska cizge daha yerlestirilebilir, Sekil 3.5.
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v=4 f=4e=38

Sekil 3.5. Tor ylizeyi iizerinde G, ¢izgesi

Yine aym tor ylizeyi lizerine, 9 kosesi, 9 yiizii ve 18 kenar1 bulunan G; ¢izgesi

yerlestirilebilir. Sekil 3.6.

®- - @ v=9 f=9e=18
( & —@-
e ® ®

Sekil 3.6. Tor yiizeyi lizerinde G5 ¢izgesi

Bu adimlar tekrarlanarak her n pozitif tam sayisina karsilik ayni tor yiizeyi iizerine;
n* kosesi, n* yiizii ve 2n* kenari bulunan bir G, cizgesi ¢izilebilir. Dolayisiyla verilen tor

ylizeyi lUzerine {4,4} tipinde sonsuz ¢izge yerlestirmek miimkiindiir.

Benzer adimlar tekrarlanarak ayni tor ylizeyi iizerine {3,6} ve {6,3} tiplerinde de

sonsuz c¢izgenin yerlestirilebilecegi goriilebilir. Ornegin Sekil 3.7 ile verilen eskenar
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dortgenin karsilikli kenarlart birlestirilerek elde edilen tor yiizeyi iizerine; 2 Kdsesi, 1 yiizi

ve 3 kenar1 bulunan H, ¢izgesi yerlestirilmistir.

Sekil 3.7. Tor yiizeyi lizerinde H, ¢izgesi

Ayni tor yiizeyi lizerine; 8 kosesi, 4 yiizii ve 12 kenar1 bulunan H, g¢izgesi

yerlestirilmistir, Sekil 3.8.

Sekil 3.8. Tor yiizeyi lizerinde H, ¢izgesi

Boylece n. adimda aymi tor yiizeyi iizerine; 2n” kosesi, n° yiizii ve 3n° kenar
bulunan bir H, ¢izgesi yerlestirilmis olur. Dolayisiyla verilen tor yiizeyi lizerine {3,6}

tipinde sonsuz ¢izge yerlestirmek miimkiindiir.
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{6,3} tipindeki cizgeler {3,6} tipindeki ¢izgelerin duali olduklar: i¢in ayni tor ylizeyi
lizerine {6,3} tipinde sonsuz g¢izgenin g¢izilebilecegi kolayca goriilebilir. Ornegin H,

cizgesinin duali olan ¢izge Sekil 3.9 ile verilmistir.

Sekil 3.9. Tor yiizeyi lizerinde H, ¢izgesinin duali

Sonu¢ 3.1 {44}, {3,6} ve {6,3} tipinde sonsuz 1-platonik ¢izge mevcuttur.

3.3. Platonik Cizge Aileleri

Eger g = 1 ise cinsi g olan gizgelerin sayisinin sonlu oldugu daha 6nce goriilmiistii.
Bu kisimda her g = 1 i¢in cinsi g olan Rirmann yiizeyleri iizerinde bulunan ve birbirine
izomorf olmayan bazi c¢izgeler tanitilacaktir. S6z konusu ¢izgelerle ilgili 6zet bilgiler
Cizelge 3 ile verilmistir. Bu ¢izgelerin duallerine Cizelge 3’te yer verilmemistir. Cizelgenin
her satirinda d ile n ve v ile f yer degistirilerek ilgili ¢izgenin duali hakkinda ayni bilgiler

elde edilebilir.
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3.3.1. Accola-Maclahlan Cizgesi

Her g = 1 igin cinsi g olan ve Accola-Maclahlan yiizeyi olarak adlandirilan bir
yiizey mevcuttur. Konform otomorfizmalarinin sayis1 8(g + 1) olan bu ylizey iizerine cinsi
g olan ve {4,2g + 2} tipinde bir ¢izge yerlestirilebilir. Accola-Maclahlan Cizgesi olarak
adlandirilan bu c¢izgenin 4 yiizii, 2g + 2 kosesi ve 4g+ 4 kenar1 bulunur. Yiizeyin

8(g + 1) otomorfizmasinin tamami ¢izgenin de otomorfizmasidir.

Asagidaki sekilde, cinsi 2 olan Accola-Maclahlan ¢izgesi yer almaktadir. Yukarida
verilen genel bilgilerden de anlasilacag: {izere, bu ¢izgenin 4 yiizii, & kosesi ve 12 kenari
bulunmaktadir. Sekilde yer alan 12 kenarli hiperbolik ¢okgenin isimleri ayn1 olan kenarlari
birlestirilerek cinsi 2 olan Accola-Maclahlan yiizeyi elde edilir. Cokgenin kenarlarinin
cizgenin de kenarlar olduguna, ayrica ¢izgenin e, e,, e; V€ e, kenarlarinin ¢okgenin i¢inde

kaldigina dikkat edin.
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Sekil 3.10. Cinsi 2 olan Accola-Maclahlan ¢izgesi.

Aym ylizey lizerinde {2g + 2,2g + 2} tipinde ve 4(g + 1) otomorfizmas: bulunan
ikinci bir ¢izge daha bulunur. Bu ¢izgenin ise 2 yiizii, 2 kosesi ve 2g + 2 kenar1 vardir.
Yiizeyin otomorfizmalarindan 4(g + 1) tanesi koseleri koselere gotiirmedigi i¢in bu

¢izgenin otomorfizmasi degildir.

Accola-Maclahlan yiizeyleri ve iizerinde bulunan gizgeler hakkinda daha ayrintili
bilgiler; (Accola, 1968), (Maclahlan, 1969) ve (Melekoglu ve Singerman) kaynaklarinda yer

almaktadir.

3.3.2.1. Tip Wiman Cizgesi

Her g = 1 i¢in cinsi g olan ve 1. Tip Wiman Yiizeyi olarak adlandirilan bir ylizey

mevcuttur.
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4g + 2 konform otomorfizmaya sahip olan bu yiizey lizerinde {2g + 1,4g + 2}
tipinde bir ¢izge bulunur. 1. Tip Wiman Cizgesi olarak adlandirilan bu ¢izgenin 1 yiizii, 2
kosesi ve 2g + 1 kenar1 bulunur. Cizgenin tiim kenarlar1 ayn1 iki koseyi birlestirdikleri i¢in

paraleldir.

Asagida sekilde verilen 10 kenarli hiperbolik ¢okgenin karsiliklt kenarlari
birlestirilerek cinsi 2 olan 1. Tip Wiman Yiizeyi elde edilir. Bu ¢okgen 1. Tip Wiman
¢izgesinin yiizii olmaktadir. Ayrica ¢izgenin 5 kenar ve 2 kosesinin ¢okgenin kenar ve

koselerinden nasil elde edildigi sekilde goriilmektedir.

Sekil 3.11. Cinsi 2 olan 1. Tip Wiman ¢izgesi.

3.3.2.2. Tip Wiman Cizgesi

Her g = 1 i¢gin cinsi g olan ve 8g konform otomorfizmaya sahip olan bir kompakt

Rienmann ylizeyi mevcuttur. Bu yiizey 2. Tip Wiman Yiizeyi olarak adlandirilir ve iizerine
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{4,4g} tipinde ve cinsi g olan bir cizge yerlestirilebilir. 2. Tip Wiman Cizgesi olarak
adlandirillan bu ¢izgenin 2 yiizii, 2g kosesi ve 4g kenart bulunur. Yiizeyin 8g

otomorfizmasinin tamami da ¢izgenin otomorfizmasidir.

Asagidaki sekilde verilen hiperbolik sekizgenin karsilikli kenarlar1 birlestirilerek
cinsi 2 olan 2. Tip Wiman Yiizeyi elde edilir. Sekilde goriildiigii gibi, ylizey tizerine 2 yiizii,
4 kosesi ve 8 kenar1 bulunan 2. Tip Wiman ¢izgesi yerlestirilmistir. Bu ¢izgenin yiizlerinden
biri kolayca goriiliirken, digeri mevcut yiiziin disinda kalan {iggenlerin bir araya gelmesiyle

ortaya cikar.

Sekil 3.12. Cinsi 2 olan 2. Tip Wiman ¢izgesi

Ayni yiizey tlizerinde {4g,4g} tipinde ve 4g otomorfizmasi mevcut olan ikinci bir

¢izge da bulunur. Bu ¢izgenin ise 1 yiizii, 1 kosesi ve 2g kenar1 vardir.
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Cizelge 3.1. Baz1 Ozel Platonik Cizgeler

d n v g f ilgili YViizey

4 2g +2 29 +2 4g +4 4+  Accola-Machlachan Yiizeyi
2g+2 2g+2 2 g +2 2 Accola-Machlachan Yiizeyi
2g+1 4g + 2 2 2g +1 1 1. Tip Wiman Yiizeyi

4 4g 2g 4g 2 2. Tip Wiman Yiizeyi

4g dg 1 2g 1 2. Tip Wiman Yiizeyi

2. Tip Wiman ytizeyleri ve ¢izgeleri hakkinda daha ayrintili bilgiler i¢in; (Kulkarni,
1991) ve (Melekoglu ve Singerman 2016) kaynaklarina bagvurulabilir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu tez calismasinda ilk olarak diizlemsel ¢izgelerle ilgili temel kavramlar kisaca
tanitilmistir. Daha sonra agirlikli olarak cinsi g, koselerinin dereceleri ve yiizlerini
sinirlayan kenarlarin sayist ayni olan ve g-platonik olarak adlandirilan ¢izgeler
incelenmigstir. Dongiiler disinda 0-platonik ¢izgelerin sayis1 5’°tir. Aym 6zelliklere sahip ve
cinsi birden biiyiik olan ylizeyler {izerindeki ¢izgelerin de sayist sonludur. Tor yiizeyleri
lizerinde ise sonsuz 1- platonik ¢izge mevcuttur. Bu calismada tor yiizeyleri lizerine ii¢
farkl: tipte sonsuz 1- platonik ¢izge yerlestirilebilecegi gosterilmistir. Ayrica her g = 1 i¢in

cinsi g ve ¢ farkli yiizey lizerinde bulunan bes g-platonik ¢izge ailesi tanitilmistir.
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5. SONUC VE ONERILER

Dongiiler diginda 0-platonik ¢izgelerin sayist 5°tir ve bunlar diizglin ¢okyiizliilere
karsilik gelir. Ayni 6zelliklere sahip ve cinsi birden biiylik olan platonik gizgelerin de sayisi
sonludur. Tor yiizeyleri lizerinde ise sonsuz 1- platonik ¢izge mevcuttur. Bu ¢aligmada tor
ylzeyleri tlizerine li¢ farkli tipte sayilabilir sonsuz 1- platonik ¢izge yerlestirilebilecegi
gosterilmistir. Ayrica her g = 1 i¢in cinsi g ve li¢ farkli yiizey iizerinde bulunan bes g-
platonik ¢izge ailesi tanitilmistir. Bu ¢izge ailelerini iizerinde bulunduran ytizeyler, Accola-
Maclachlan ve Wiman yiizeyleridir. Daha yapilacak c¢alismalarda, g-platonik c¢izgeler
tizerine (Melekoglu ve Singerman, 2016) tarafindan yapilan g¢alismalar, otomorfizma

gruplar1 Kenarlari tizerinde gegisli olan g-platonik gizgelere genisletilebilir.
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