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OZET

Bu tez calismasinda, klasik analizin integral doniisiim metotlarindan biri olan
Laplace integral doniisiimiiniin temel tanim ve teoremlerinden yararlanilarak, Newtonyen
olmayan analizlerden biri olan bigeometrik analizde Laplace integral doniisiimiinden
bahsedilmistir. Oncelikli olarak Newtonyen olmayan analizlerin temelini olusturan iistel
aritmetik verilmistir. Klasik analizde oldugu gibi bigeometrik analizde de limit,
stireklilik, tiirev ve integral kavramlarinin tanimlar1 verilmistir. Ardindan, bigeometrik
analizde bigeometrik Laplace integral doniisiimiiniin tanimi yapilmistir. Sonra,
bigeometrik Laplace integral doniisiimiiniin bazi temel kavramlari ve teoremleri
verilmistir. Bunun i¢in bigeometrik analizde yer alan bigeometrik tiirev, bigeometrik
belirsiz integralin ve bigeometrik belirli integralin tanimlar1 ve bunlarin ozellikleri
kullanilmistir. Ayrica, bigeometrik Laplace integral doniisiimiiniin 6zellikleri incelenmis
ve bigeometrik Laplace integral doniisiimii yardimiyla bazi bigeometrik lineer
diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri arastirilmistir. Yapilan bu calismalar 6rneklerle
desteklenmistir.

Anahtar Kelimeler: Bigeometrik analiz, Bigeometrik tiirev, Bigeometrik integral
Bigeometrik Laplace integral doniistimii.

\



SUMMARY

In this thesis, the Laplace integral transform in bigeometric analysis, which is one
of the non-Newtonian analysis, is introduced by making use of the basic definitions and
theorems of the Laplace integral transform, which is one of the integral transform
methods of classical analysis. First of all, exponential arithmetic, which forms the basis
of non-Newtonian analysis, is given. As in classical analysis, definitions of the concepts
of limit, continuity, derivative and integral are given in bigeometric analysis. Afterwards,
the definition of bigeometric Laplace integral transform in bigeometric analysis is made.
Then, some basic concepts and theorems of the bigeometric Laplace integral transform
are given. For this purpose, the definitions of bigeometric derivative, bigeometric
indefinite integral and bigeometric definite integral in bigeometric analysis and the
properties of these are used. In addition, the properties of the bigeometric Laplace integral
transform are examined and the solutions of some bigeometric linear differential
equations are investigated with the help of the bigeometric Laplace integral transform.
These studies are supported by examples.

Keywords: Bigeometric analysis, Bigeometric derivative, Bigeometric integral,
Bigeometric Laplace integral transform.
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1. GIRIS

Integral déniisiimiin tarihi, 1780' lerde Laplace' in ve 1822' de Joseph Fourier' in iki
ayr1 integral doniisiimii {izerine yapilan ¢alismalarmma kadar uzanmaktadir. Fakat
sembolik doniigiim fikrini ilk olarak ortaya ¢ikaran G. W. Leibniz (1646-1716) dir. Daha
sonra bu doniigiim lizerine ¢alismalar yapan J. L. Lagrange (1736-1813) ve P. S. Laplace
(1749-1827) dur.

Integral doniisiimler, kuantum fiziginde, makine miihendisliginde ve diger bilim
dallarinda ¢ok sayida uygulamaya sahiptir. Ayrica, teorik ve uygulamali matematikte hig
sliphesiz en yararli ve etkili yontemlerden biridir. Bu doniisiim, diferansiyel denklemlerin
¢oziimiinde biiylik kolaylik sagladigi gibi, fizigin matematiksel metotlarinda da kullanilan
bir doniisiimdiir. Ayrica, integral doniisiimler kimya, mimarlik ve diger sosyal bilimlerde
cesitli modelleri degerlendirmek i¢in kullanilir (Qureshi ve Yusuf, 2019). Son yillarda
Laplace doniisiimii (Jumarie, 2009; Kumar, 2014; Kazem, 2013), Fourier doniistimii
(Namias, 1980; Chen, vd., 2007), Hankel doniisimi (Jiang ve Xu, 2009), Mellin
dontigimii (Gorenflo vd., 2000), Z-doniisiimii (Debnath ve Bhatta, 2014), Dalgacik
doniisimii (Yang, 2011) gibi farkli integral doniistimler ortaya c¢ikmustir. Elzaki
doniisimii (Neamaty, vd., 2016; Jena ve Chakraverty, 2019), Mahgoub déniistimii (Taha
vd., 2017), Aboodh doniisimii (Aboodh, 2013), Mohand donisiimii (Aggarwal ve
Chauhan, 2019), Sumudu doniisiimii (Kiligman ve Gadain, 2010; Jena ve Chakraverty,
2019), Hermite doniisiimii (Mao ve Shen, 2017) farkl fiziksel modellerin ¢oziimii igin
kullanilmastir.

Farkli aritmetik islemler yardimiyla klasik analizden farkli olan yeni analizler
tanimlanmistir. Amerikali bilim insan1 Michael Grossman ve Robert Katz 1967’ den
1970’ e kadar olan donemde Non-Newtonian analizleri tanimlamislardir. Temmuz 1967’
de klasik analiz, geometrik analiz, harmonik analiz ve kuadratik analizi ve daha sonra
Agustos 1970° de bigeometrik analiz, anageometrik analiz, biharmonik analiz,
anaharmonik analiz, bikuadratik analiz ve anakuadratik analizleri tanimlamislardir. Bu
yeni analizleri klasik analizden ayirmak i¢in hepsine birden “Newtonyen olmayan”
sifatin1 kullanmiglardir.

Non-Newtonyen analizler icindeki en popiiler olanlar1 geometrik (garpimsal)
analiz, bigeometrik analiz ve anageometrik analizdir. Literatiirde ilk iki analizin bir¢ok
uygulamalar1 mevcuttur. Geometrik ve bigeometrik analizlerin bilim, miihendislik ve

matematik gibi bir¢ok alanlarda uygulamalar1 vardir. Ornegin; faiz oranlari, ekonomide



esneklik (elastikiyet) teorisi, kanin viskozitesi, goriintii isleme, yapay zeka, bilgisayar
bilimi, biyoloji, diferansiyel denklemler ve olasilik teorisi olarak ifade edilebilir
(Bashirov vd., 2011; Filip vd., 2014; Cordova-Lepe, 2006). Ayrica, Rybaczuk ve Stopel,
geometrik analiz araciligiyla malzeme biliminde fraktal biiylimeyi arastirdi (Rybaczuk ve
Stopel, 2000). Bashirov ve arkadaslari geometrik analizin bazi temel kavramlarini
tanimlamig ve uygulamalart vermistir (Bashirov vd., 2008). Florack ve Assen,
biyomedikal goriintii analizinde geometrik analizi kullanmistir (Florack ve Assen, 2012).
Cakmak ve Basar, geometrik analizde iki katli integralleri ¢alist1 (Cakmak ve Basar,
2014). Kadak ve Ozliik, geometrik analizde adi diferansiyel denklemler i¢in Runge-Kutta
yontemini genellestirdiler (Kadak ve Ozliik, 2014). Cérdova-Lepe, geometrik analiz
yardimiyla ekonomide esneklik teorisini calistt (Coérdova-Lepe, 2015). Yalgin ve
arkadaslar1 geometrik analizde lineer diferansiyel denklemler iizerine ¢aligmalar yapti
(Yal¢in, 2016; Yal¢in ve Celik, 2018; Yal¢in vd., 2016; Yalgin, 2019; Yal¢in, 2021;
Yalg¢in ve Dedetiirk, 2021; Yal¢in ve Dedetiirk, 2022).

Bu c¢alismada, klasik analizden bilinen Laplace integral doniisiimiinden
yararlanilarak bigeometrik analizde bigeometrik Laplace integral doniisiimiiniin tanimi
yapilip Ozellikleri verilmistir. Ayrica, bu doniisiim yardimiyla bazi bigeometrik
diferensiyel denklemlerin ¢6ziimii bulunmustur. Yapilan bu ¢alismalar sayisal 6rneklerle
desteklenmistir.

Bu tez calismasi dort boliimden olusur. Birinci bdliim giris boliimiidiir. ikinci
boliim genel bilgiler boliimii olup burada kuramsal bilgiler verilmistir. Newtonyen ve
newtonyen olmayan analizlerin bazi1 temel kavramlarindan bahsedilmistir. Bunlardan
geometrik ve bigeometrik analizin temel tamim ve teoremleri verilmistir. Ugiincii
boliimde bu tezin temelini olusturan bigeometrik Laplace integral doniisiimiiniin tanimi
yapilmustir. Ayrica bigeometrik Laplace integral doniistimiiniin lineerlik, birinci 6teleme,
ikinci Oteleme, Olcek degisimi ve bigeometrik konvoliisyon Ozellikleri verilmis ve
dontisiimiin varligr ispatlanmistir. Daha sonra bigeometrik tiirevin bigeometrik Laplace
doniistimii verilerek bigeometrik ters Laplace doniisiimii tanimlanmistir. Bu bilgiler
15181inda bu yeni doniigiimiin bigeometrik lineer diferansiyel denklemlere uygulamasi
yapilmis bu ¢alismalar 6rneklerle desteklenmistir. Dordiincti boliim sonug boliimii olup
bu boliimde klasik analize alternatif olarak gosterilen geometrik ve bigeometrik analizin
birgok problemin ¢oziimiinii kolaylastirdigi ve bilime farkli bir bakis agis1 getirdigi

saptanmuistir.



2. GENEL BILGILER
Bu baslik altinda, tezin diger boliimlerinde kullanilacak olan newtonyen (klasik) ve
newtonyen olmayan (non-newtonian) analizlerdeki bazi temel tanim ve teoremlere yer
verilmistir. Ayrica, newtonyen olmayan analizlerden geometrik ve bigeometrik analize
kisaca deginilmistir ( Grossman ve Katz, 1972; Grossman, 1983; Boruah ve Hazarika,
2018 a,b).

2.1. Newtonyen (Klasik) Analizde Bazi1 Temel Kavramlar

Tanmm 2.1.1. § > 0 herhangi bir reel say1 ve u € R olsun. Buna gore
K={teR:|t—u| <8} 1)

kiimesine u’ nun &- komsulugu denir. K’ = K\{u} kiimesine ise u’ nun &- delinmis
komsulugu denir (Kadioglu ve Kamali, 2013).

Tanim 2.1.2. U c R ve u € R olsun. Eger u nun her delinmis komsulugu U nun
en az bir elemanin iceriyorsa u € R ya U kiimesinin bir yigilma noktas1 denir. U
kiimesinin tiim y181lma noktalarindan meydana gelen kiimeye U nun y1g1lma noktalarinin
kiimesi denir ve U’ ile gosterilir (Kadioglu ve Kamali, 2013).

Tamim 2.1.3. (Limit) U c R, f:U — R bir fonksiyon ve u, U nun bir yigilma
noktast olsun. Buna gore her € > 0 i¢in 0 < |t —u| < § oldugunda |f(t) —L| <e¢
olacak bigimde § = §(&) > 0 varsa t, u ya yaklasirken f(t) fonksiyonunun limiti L dir

denir ve
lim f(t) =L (2

bigiminde gosterilir (Kadioglu ve Kamali, 2013).
Tamm 2.1.4. (Tek Tarafli Limit) Reel degerli bir f fonksiyonunun bir u
noktasindaki sag ve sol limitleri,

& > 0 olmak tizere

fut) = £1_I)13 f(u+ ¢€), sag limit (3)

fw) = ii_r)r(}f(u—s),sol limit 4)



ifadeleri ile tanimlanir (Altin, 2011).

Eger f fonksiyonunun u noktasinda limiti varsa asagidaki esitlik gegerlidir.
lim £(2) = fu) = fQu). ©)

Tamm 2.1.5. (Siireklilik) U c R, f: U = R bir fonksiyon ve u € U olsun. Buna
gore € > 0 sayisi igin |t — u| < § oldugunda |f(t) — f(u)| < € olacak bigimde
& = 8(e,u) > 0 varsa, f fonksiyonu u noktasinda siireklidir denir (Kadioglu ve Kamali,
2013).

u, U nun bir y1gilma noktas1 oldugunda limit tanimlanabileceginden bu durumda

stireklilik su sekilde tanimlanir: U € R, f: U — R bir fonksiyon ve u € U olsun. Sayet,
lim £(¢) = f(w) (6)

seklinde oluyor ise f fonksiyonu u noktasinda siireklidir denir (Kadioglu ve Kamali,
2013).

Tamim 2.1.6. (Diizgiin Siireksizlik Noktasi) Bir f fonksiyonunun bir t,
noktasindaki sag ve sol limitleri sonlu degerler olup t, noktasinda siirekli degilse, ¢,
noktasina f fonksiyonunun bir diizgiin siireksizlik noktasi denir (Altin, 2011).

Tamm 2.1.7. (Par¢ah Siirekli Fonksiyon) Bir [a, b] araliginda sonlu sayida
diizgiin siireksizlik noktas1 diginda siirekli olan bir fonksiyona o aralikta parcal stireklidir
denir (Altin, 2011).

Tamim 2.1.8. (Tiirev). U € R, u € U ve f fonksiyonu U da taniml bir fonksiyon

olsun. Sayet

t-u t—u

limiti mevcut ise, f fonksiyonu t noktasinda tiirevlenebilir denir (Kadioglu ve Kamali,
2013).
Tamim 2.1.9. f(t) fonksiyonu tanimli iken

F'(t) = f(®) (8)



esitligini saglayan bir F fonksiyonu varsa bu F fonksiyonuna f nin bir terstiirevidir denir
(Kadioglu ve Kamali, 2013).

Tamim 2.1.10. (Belirsiz integral) f(t) bir fonksiyon olsun. Sayet F'(t) = f(t) ise
F(t) + c ye y = f(t) fonksiyonunun belirsiz integrali denir agagidaki gibi gosterilir;

[f)dt =F() +c 9)

Burada c ye integrasyon sabiti denir (Kadioglu ve Kamali, 2013).
Tamm 2.1.11. (Belirli integral) f(t) tanimli oldugu [u,v] araliginda parcali

siirekli olsun. Bu taktirde,

@ dt (10)
bi¢iminde tanimlanan integrale f(t) nin t =u dan t = v ye belirli integrali denir
(Kadioglu ve Kamali, 2013).

Teorem 2.1.1. (Integral Hesabin Birinci Temel Teoremi) f: [u, v] - R siirekli

fonksiyon ve F: [u, v] —» R fonksiyonu

F(t) = [, f(x) dx (11)

olarak tanimlansin. Boylece, F fonksiyonu tiirevlenebilirdir ve agagidaki bicimde yazilir

(Kadioglu ve Kamali, 2013).

F'(®)=f(®) (12)
Teorem 2.1.2. (integral Hesabin Ikinci Temel Teoremi): f, [u,v] iizrinde

integrallenebilen bir fonksiyon olsun. Her t € (u,v) i¢in F'(t) = f(t) olacak bi¢imde

stirekli bir F: [u, v] —» R fonksiyonu varsa,

[7 f(®)dt = F(v) - F(u) (13)

dir. Bu esitlige Newton — Leibniz formiilii adi verilir (Kadioglu ve Kamali, 2013).



Teorem 2.1.3. (Rolle Teoremi): f:[u,v] = R fonksiyonu siirekli ve Vt € (u, v)
noktasinda tiirevlenebilir olsun. Sayet f(u) = f(v) ise, (u,v) araliginda f'(w) =0
olacak sekilde en az bir w noktas1 vardir (Balci, 2012).

Teorem 2.1.4. (Ortalama Deger Teoremi): f:[u, v] = R fonksiyonu siirekli ve

Vvt € (u, v) noktasinda tiirevlenebilir olsun. Boylece, (u, v) araliginda

1 _ fw)-fw)
£(ty) = LW (14)
olacak sekilde en az bir t, noktas1 vardir (Balci, 2012).
Teorem 2.1.5. (Genellestirilmis Ortalama Deger Teoremi): f,h:[u,v] - R
fonksiyonlar1 siirekli ve Vt € (u, v) noktasinda tiirevlenebilir olsun. Boylece, (u,v)

araliginda

fto) _ fW)—f(w)
h'(to)  h@)-h(w)

(15)

olacak sekilde en az bir t, noktas1 vardir (Balci, 2012).
Tamim 2.1.12. t bagimsiz degiskeni, y bagimli degiskenin bir fonksiyonu ve
y = f(t) olmak tizere

Fit,yv,v,y",.....y™M) =0 (16)

seklindeki bir bagintiya n. mertebeden bir adi diferensiyel denklem denir (Cagliyan vd.,
2013).

Yukaridaki denklem y™ ye gore ¢oziiliirse

y™ =g tyy,y", ..., y® D) (17)

elde edilir. Bu ise n. mertebeden bir adi diferansiyel denklemin agik formda yazilmis
seklidir (Cagliyan vd., 2013).

Tamm 2.1.13. (Laplace Déniisiimii). f, [0, o) araliginda tanimli bir fonksiyon
olsun. Eger fooo e St . f(t)dt integrali mevcut (veya yakinsak) ise, s nin bir fonksiyonu

olan



F(s) = [, et f(t)dt (18)
ye f nin Laplace doniisiimii denir. f fonksiyonun Laplace doniisiimii

L{f(®)} = F(s) veyaL{f} = F (19)

bi¢iminde gosterilir (Cagliyan vd., 2013).
Teorem 2.1.6. Laplace doniisiimii i¢in asagidaki ozellikler yazilabilir (Cagliyan
vd., 2013);

(i) Laplace doniisimii lineerdir. Yani, c¢;,c, keyfi sabitler ve f;,f, de Laplace

dontisiimii mevcut iki fonksiyon ise, asagidaki esitlik gegerlidir.
L{cifi + c2fa} = el L{f1} + o L{f>}

(i) L{f()} = F(s)ise L{e*f(t)} = F(s — a).
(iii) L{f(O)} = F(s) ise L{f(at)} == F (5)

d™F(s)

(iv) L{f(©)} = F(s)ise L{(-D)"t"f(D)} = —~

dsm

0, 0<t<a.

V) L{F(O)} = F(s) ve G(t) = {f(t ) t 5 g LG} = e ().

Tamim 2.1.14. Bir F(s) fonksiyonu verilmis olsun. Eger

Lif )} = F(s) (20)

olacak bigiminde bir f(t) fonksiyonu var ise, f ye F nin ters Laplace dontigiimii denir. F

nin ters Laplace doniistimii

f=L""{F}veya f(t) = L7'{F(s)} (21)

biciminde gosterilir (Cagliyan vd., 2013).



2.2. Newtonyen Olmayan (Non-Newtonyen) Analizde Bazi Temel Kavramlar

Newtonyen olmayan analizlerin temelini olusturan iistel aritmetik ile ilgili temel
tanim ve kavramlar literatiirde birden fazla kaynakta verilmistir (Tiirkmen ve Basar,
2012; Cakmak ve Basar, 2012; Boruah ve Hazarika, 2018 a,b)

Tanim 2.2.1. Ustel say1 kiimeleri asagidaki gibi tanimlanur:

Ustel reel sayilar kiimesi:
Rexp = {¢f| t € R}, (22)
e Ustel pozitif reel sayilar kiimesi:
R&p = {ef|t ER, t > 0} = (1,), (23)
e Ustel negatif reel sayilar kiimesi:

Rexp = {€f|t ER, t <0} = (0,1), (24)

e Ustel tam sayilar kiimesi:

Lexp = {e*| t € 7}, (25)
e Ustel negatif olmayan reel sayilar kiimesi:

Rexp = {ef| t > 0}, (26)
e Ustel pozitif olmayan reel sayilar kiimesi:

Roxp = {€f] t < 03, (27)
e Ustel negatif olmayan tam sayilar kiimesi:

Loy ={et| t € Z,t > 0}, (28)

e Ustel pozitif olmayan tam sayilar kiimesi:
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Lgup = {et| t € Z,t < 0}. (29)

Tanmm 2.2.2. Ustel toplama, iistel ¢ikarma, iistel carpma ve iistel bolme islemleri
V p, 1 € Reyp olmak lizere agsagidaki gibi tanimlanir (Cakmak ve Basar, 2012) :

a) Ustel toplama islemi:
p @ r = exp{ln(p) + In(r)} = @M = . p, (30)
b) Ustel ¢ikarma islemi:

p ©1 = exp{ln(p) — In(r)} = en@~n™ =2, (31)

r
¢) Ustel garpma islemi:

p O r = exp{ln(p) - In(r)} = @M = pln(®), (32)
d) Ustel bolme islemi:

@) _ 5 _ i
ln(r)} = el = pn™, (r = 1). (33)

p @7 = s

Tanim 2.2.2.” den asagidaki islemlerin gecerli oldugu gortiliir:

> eP@Pe" =eP Vp,reR (34)
> ePBe"  =eP ", Vp,reR (35)
» ePOe" =e?",Vp,reR (36)
> ePQe = ep/r,Vp e R r € R\ {0}. (37)

Tanmim 2.2.3. t € Ry, Ve p € R olmak lizere Reyp, lizerinde geometrik

(carpimsal) {is alma

tPo = exp{(Int)?} (38)



seklinde tanimlanir (Tiirkmen ve Basar, 2012). Bu tanima gore

tOG) = el =e, (39)

exp{lnt} =e"t =¢ (40)

tto
olur. Ayrica, verilen tanim tekrarli carpma iglemiyle uyumludur.

tOt=exp(nt-Int) = exp[(Int)?] = eMO* = ¢20,
tOtOt=exp[(Int)?] ©t = exp[ln(exp(Int)?) - Int]
tOtOt=exp[(Int)d] = e®?

tOtOt=t30

Farkl1 bir bicimde ifade edilirse asagidaki sekilde yazilir;

t20 =t O t = exp[(Int)?] = e (41)
t30 = (tOt) Ot =exp[(Int)3] = e’ (42)

Lemma 2.2.1. t € Reyp Ve p € R igin agagidaki esitlik gegerlidir (Tirkmen ve
Basar, 2012);

tPo = tnt)P7 (43)
Ispat. Tanmim 2.2.3.” den

tPo = exp[(Int)?]
tPo = exp[(Int) - (Int)P~1]
tPo = {exp[(In )]} 07"

tPo = ¢(n tHp-1

oldugu goriiliir

2.3. Geometrik (Carpimsal) Analizde Bazi1 Temel Kavramlar
Tamm 2.3.1. Tanim kiimesi reel sayilar, goriintii kiimesi ise tistel reel sayilar olan

bir f: R = Ry, fonksiyonuna geometrik (garpimsal) fonksiyon denir.
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Tamm 2.3.2. t € R;}% olmak iizere t sayisinin geometrik (¢arpimsal) karekokii v/,

ile gosterilir ve

1
Ve, = ent? (44)

bigiminde tanimlanir.
t € Reyp sayisinin geometrik 7. kokii tanimli ise asagidaki gibi verilir (Grossman ve Katz,

1972; Boruah ve Hazarika, 2018 a,b).

1
Vi, = entr (45)

Tanim 2.3.3. |- |,: R - R;’(% kurali ile verilen fonksiyon asagidaki bi¢imde

tanimlanir ve bu fonksiyona geometrik mutlak deger fonksiyonu denir (Tirkmen ve

Basar, 2012a,b).
|t], = exp|In(t)| = e!™®I )

Lemma 2.3.1: Geometrik mutlak deger fonksiyonu asagidaki esitlikleri saglar
(Grossman ve Katz, 1972; Grossman 1983; Tiirkmen ve Basar, 2012a,b; Boruah ve

Hazarika, 2018a,b).

Itl, ={1, t=1 =|t|, = 11 t=1 (47)
ot t<1 -, t<L

t

Burada “© t” ile t € Rey, elemanmin iistel toplama (klasik anlamda ¢arpma) islemine

gore tersi ifade edilmistir.

Ornegin, |7], = 7 iken E

= 9 olur.

Bu halde geometrik karekok ve geometrik mutlak deger tanimi gozoniine alinirsa

asagidaki esitlik gegerlidir (Grossman ve Katz, 1972; Boruah ve Hazarika, 2018 a,b);

Vt2o, = |t], = em®], (48)
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Tamim 2.3.4. Egerhere > 1igin 0 < |t — ty| < § iken |—

6 > 0 varsa f geometrik fonksiyonunun t — t, € R noktasina yaklasirken geometrik

limiti L dir denir ve asagidaki sekilde gosterilir (Bashirov vd., 2008).

« lim f(0) = L (49)

Tamm 2.3.5. Eger * thrP f(t) = f(ty) ise f geometrik fonksiyonu t =t, € R
—lo
noktasinda geometrik siireklidir denir (Bashirov vd., 2008).

Tamm 2.3.6. f:U S R - Rey, geometrik fonksiyonu verilsin. 1 S U, f

fonksiyonunun tanim kiimesinin i¢inde bir agik aralik ve t € I bu aralikta bir nokta olsun.

1

FEARR (oo
Eger hm[ O ] limiti varsa
( )l
ft+m)n
F® =% (50)

limit degerine f fonksiyonunun t noktasindaki geometrik tiirevi denir.
Onerme 23.1. f/:R - Rexp bir geometrik fonksiyon olsun. Geometrik tiirevi

klasik tiirev yardimiyla asagidaki bigimde yazabiliriz (Stanley, 1999).

fl®

f1() = exp{S-(no (D)} =e7® (51)

Teorem 2.3.1. p ve r geometrik tiireve sahip iki fonksiyon ve k > 0 bir sabit olsun.
Bu taktirde, (k-p), (p-r),( p+71), (g) , (p") fonksiyonlarinin da geometrik tiireve

sahip olup ve bu fonksiyonlarin geometrik tiirevleri asagidaki sekilde verilmigtir
(Bashirov vd. 2008);

) (k.p) () =p*(v),
(i) @ -n@=p@- r@),

p(t) r(t)

(ii}) (p+1)'(0) = p (OPOH® - 1 ()O+E,
0 Q) ©-22

V) @O =p O pO"®.
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Tanim 2.3.7. (Geometrik Kismi Tiirev)
f = f(x,y) iki degiskenli bir geometrik fonksiyon olsun. Buna gore f nin geometrik

kismi tlirevleri sirasiyla asagidaki gibi gosterilir (Bashirov, 2013);

fry) = L fx,y) = easlmT @), (52)
* 9 nof(x
£ y) = o f e, y) = e ) (59

Teorem 2.3.2. (Geometrik Zincir Kurali)
f = f(x,y) seklinde taniml ve siirekli geometrik tiirevlere sahip olan iki degiskenli bir
geometrik fonksiyon olsun. Sayet her t € (u,v) igin f (x(t), y(t)) tamiml1 olacak
bi¢imde (u,v) arahiginda x = x(t) ve y =1y(t) fonksiyonlar1 klasik olarak
tiirevlenebilirse bu durumda asagidaki kural gecerlidir;

a* f(x(@®),y()) x'(t)

* « " "®
= (@, y®) = £ (@) (x@©,3®) . (54)
Burada f; (x(t), y(t)) ve fy (x(t), y(t)) tirevlerine f(x,y) fonksiyonunun sirasiyla x
ve y degiskenlerine gore geometrik kismi tiirevi denir (Bashirov, 2013).

Tamm 2.3.8: Her t € (w,v) icin F*(t) = f(¢) ise F: (u,v) > Rey, fonksiyonuna
f:(w,v) > Reyp fonksiyonunun bir geometrik ters tiirevi denir. Bu ise C pozitif keyfi

sabiti ile asagidaki gibi yazilir (Stanley, 1999);

[ =C-FQ. (55)

Geometrik tiirevde oldugu gibi geometrik ters tiirev formiilii de asagidaki bigimde yazilir
(Stanley, 1999);

% ff(t)dt — eflnf(t)dt. (56)

Burada f pozitif olup In f(t) her yerde tanimlidir.
Tanmm 2.3.9. f fonksiyonu [u, v] aralifinda pozitif ve siirekli ise (u, v) araliginda

geometrik integrallenebilirdir ve geometrik belirli integrali asagidaki gibi yazilir
(Bashirov vd. 2008).
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* f;f(t)dt = exp{fi In[f(D)] dt} = el nlr(®Olat, (57)

Teorem 2.3.3. p ve r, [u, v] araliginda geometrik integrallenebilir, (u, v) araliginda

pozitif ve siirekli olsun. Boylece, k € R olmak iizere p*, p.r, g fonksiyonlar1 geometrik

integrallenebilirdir ve integralleri asagidaki bicimde hesaplanir (Bashirov vd. 2008).

(i) *f(p(t)]")dt (f [p ()] ‘“)
(i) = [ [p(@® - r®O1% = {= [ [p®O1%} - { [ [r(®)]%}

p(t) *fu[p(t)]
(|||) f [(t)] *f::[r(t)]dt

V) = [ p@% ={ [ @} {+ [Lp®*}, @sw<w).

Teorem 2.3.4. f(t) geometrik fonksiyonu [u, v] araliginda geometrik siirekli ve

her t € [u, v] i¢in

t
F@) == [, fOO% (58)
bigiminde olsun. Boylece [u, v] araliginda

F*(t) = f() (59)

esitligi yazilir. Bu teoreme geometrik analizin birinci temel teoremi denir (Ozyapict,
2009).

Teorem 2.3.5. f(t) geometrik fonksiyonu [u, v] araliginda geometrik siirekli ve
F(t), f(t) fonksiyonunun bir geometrik ters tiirevi olsun. Bu taktirde asagidaki esitlik
gecerlidir.

[Vt =22 (60)

F(u)

Bu teoreme ise geometrik analizin ikinci temel teoremi denir (Ozyapic1, 2009).
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Tamm 2.3.10. (Geometrik Analizde Laplace Integral Doniisiimii)

fiR > Reyp tammli  geometrik bir fonksiyon olmak iizere f(t) nin geometrik

(carpimsal) Laplace integral doniisiimii asagidaki gibi tanimlanir (Yalcin vd., 2016),

Lalf (O} = Fn(s) = [C(F(0™)" = el e nf@dt _ orlng@) (1)

Bazi fonksiyonlarin geometrik Laplace doniisiimleri asagidaki verilmistir (Yalcin vd.,

2016),

° Lm{l} = Fm(S) = efo In1e~Stdt =1
[ Lm{et} — efooolnet.e_stdt — ef(;o te=Stdt r eL(t) _ esiz
° Lm{etn} - eL{lnetn} _ eL{tn} _ e%

° Lm{eeat} = eﬁ{eat} = eﬁ

a

° Lm{esmat} = ellsinaty — o732
r s _
° Lm{ecosat} = ellcosat} — o202
a

° Lm{esmhat} = ellsinhat} _ ,72-;2
S

° Lm{ecoshat} = ellcoshat} _ ;72

Teorem 2.3.6. (Lineerlik Ozelligi)
Geometrik Laplace doniisiimii lineerdir. Yani k,, k, keyfi sabit iistler ve f;(t), f,(t) de

geometrik Laplace doniisiimiine sahip fonksiyonlar olmak tizere

Lolff®) - 20} = Lnli©OY - Ln{fa (O (62)
seklinde yazilir (Yalcin vd., 2016).

Teorem 2.3.7. (Birinci Oteleme Ozelligi)

f(t) nin geometrik Laplace doniisimii £,,,{f (t)} = F,,(s) ise birinci 6teleme ozelligi

Lolf®)} = En(s — a) (63)

bi¢iminde olur (Yalcin vd., 2016).
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Teorem 2.3.8. (ikinci Oteleme Ozelligi):

LnlfO) = Fn Ve 6O ={r(, L o) toa (64

ise ikinci Oteleme 6zelligi

as

Ln{G®)} = Fn(s)® (65)

seklinde olur (Yalcin vd., 2016).
Teorem 2.3.9. (Ol¢ek Degisimi Ozelligi)
f(t) nin geometrik Laplace doniisimit £,,{f (t)} = E,(s) ise ol¢ek degisimi 6zelligi

1

Lnlf(a- 0} =F,(3)° (66)

a

seklindedir (Yalcin vd., 2016).
Teorem 2.3.10. f(t) nin geometrik Laplace doniisiimii £,,,{f (t)} = F,,(s) ise

Lalf ") = (P) (67)

seklinde yazilir (Yalcin vd., 2016).
Teorem 2.3.11. (Geometrik Konvoliisyon Ozelligi) Sayet £,'{F(s)} = f(t) ve
L;HG(s)} = g(t) ise konvoliisyon dzelligi

L;ll{Fm(S)G(S)} — fotf(x)g(t—x)dx (68)

seklinde tanimlanir (Yalcin vd., 2016).
Tanmm 2.3.11. f(t) bir geometrik fonksiyon ve In f (t) ise [1, c0) araliginda tanimli
olsun. Sayet, t > ¢, i¢in

f(@©I. < Kee™ (69)
olacak bigimde t,, K ve a pozitif sabitleri varsa f fonksiyonuna a —gift {istel

mertebedendir denir (Yalcin vd., 2016).
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Teorem 2.3.12. (Geometrik Laplace Doniisiimiiniin Varhg)
f(t) bir geometrik fonksiyonu t > t, i¢in a —¢ift listel mertebeden ve In f (t) ise pargali
stirekli olsun. Bu durumda s > « igin £,,{f (t)} mevcuttur (Yalcin vd., 2016).

Teorem 2.3.13. Eger f fonksiyonu [0, o) araliginda pozitif tanimli ve @ —gift iistel

mertebeden olup In f(t) ise [0, ) araliginda pargali siirekli bir fonksiyon ise,
lim L, {f(6)} =1 (70)
S—00

yazilir (Yalcin vd., 2016).
Teorem 2.3.14. f(t), [0, A] araliginda siirekli ve a —g¢ift iistel mertebeden olup,
f*(t) fonksiyonu da [0, A] araliginda pargali stirekli olsun. Boylece, s > «a i¢in geometrik

tiirevin Laplace doniisiimii;

Lulf* (0} = -5 F)° (71)

biciminde yazilir (Yalcin vd., 2016).
Teorem 2.3.15. Yukaridaki teoremde f(t) ve f*(t) lizerine yazilan sartlar sirasiyla
fr(t) ve f*(t) tizerine yazilirsa s > « igin f**(t) fonksiyonunun geometrik Laplace

doniistimii

Lo{f=(©)} = CF(s)* (72)

_r
TORA0)
biciminde yazilir (Yalcin vd., 2016).

Sonu¢ 2.3.1: Yukaridaki teoremlerden yola ¢ikarak n.mertebeden geometrik
tirevin Laplace doniislimiinii verelim. Farz edelim ki 0<t<A aralifinda
@, @, f*@),, f*@V(t) fonksiyonlar: siirekli ve f*™ (t) parcal siirekli olsun.
Bu taktirde t > ¢t i¢in

If (D). < Ke?™, |f*(0)], < Ke®™, ...,

f*(n—l)(t)L < Kee™ (73)

olacak bigimde K, a Ve t, sayilar1 var olsun. Boylece, s > «a igin Lm{ frm (t)} geometrik

Laplace doniisiimii vardir ve,
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1
FOS T (0)" 2 (0)5" 3L (=1 (0)

La{f ™)} = - F(s)" (74)

formilii ile hesaplanir (Yalcin vd., 2016).
Tanmm 2.3.12. Sayet F,(s), f(t) sirekli fonksiyonunun geometrik Laplace

doniisiimii ise, yani
Lp{f(©} = Fn(s) (75)

ise L;,}{F,,(s)} ye f(t) nin ters geometrik Laplace doniisiimii denir (Yalcin vd., 2016).
Teorem 2.3.16. Ters geometrik Laplace doniisiimii de lineerdir. Yani, kq, k, keyfi
sabit tstler ve fi(t), f2(t) de L {fi(t)}=F, ve L,{f,(t)} =F, olacak sekilde

geometrik Laplace doniisiimii olan iki siirekli fonksiyon ise bu taktirde,
LoHE" - B} = LRHE Y - LR Y (76)

esitligi gecerlidir (Yalcin vd., 2016).

2.4. Bigeometrik Analizde Bazi Temel Kavramlar

Bu kisimda tezin temelini olusturan bigeometrik analiz ile ilgili baz1 temel tanim ve
teoremlere yer verilmistir.

Tanmim 2.4.1. Ustel reel sayilar kiimesinden iistel reel sayilar kiimesine tanimli bir

[ Rexp = Reyp fonksiyonuna bigeometrik fonksiyon denir.

Tamim 2.4.2. (Bigeometrik Limit)

f:1A S Reyp = Reyp tanimli bir bigeometrik fonksiyon ve a, A kiimesinin geometrik
(iistel) komsuluga gore bir yigilma noktasi olsun. f nin t noktasindaki bigeometrik limiti

vardir ve tek olarak L € R.,, sayisidir ancak ve ancak her £>1 icin tE€

(@O 8,add)\{a} = (g,a : 5) \{a}ikenf() e L O &L De) = (EL : e) olacak
sekilde § = §(&) > 1 sayis1 vardir (Grossman ve Katz, 1972; Grossman, 1983; Boruah

ve Hazarika, 2018a). Bigeometrik limit asagidaki sekillerden biri ile gosterilir.
ﬂ%im ft) =L (77)
-a

veya
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t 5 aiken f(£) S L. (78)

Tamim 2.4.3. (Bigeometrik Tek Tarafli Limit) f: A € Reyp, = Reyp tanimli bir

bigeometrik fonksiyon ve a € A olsun. f fonksiyonunun a noktasindaki bigeometrik sag

ve sol limitleri sirasiyla € > 1 olmak iizere,

f(@9*) = wlim f(z - a), (79)

f(ab97) = mlim f (%)’ (80)

ifadeleri ile tanimlanir.
Eger f fonksiyonunun a noktasinda bigeometrik limiti varsa asagidaki esitlik

gecerlidir.
mlim f(€) = f(a”*) = f(a"97). (81)

Tamm 2.4.4. (Bigeometrik Siireklilik)
fiA S Reyp = Reyp  tamml bir fonksiyon ve a € A olsun. Her &£ > 1 sayisi igin
|t © al. < 6 oldugunda |f(t) © f(a)|. < € olacak sekilde en az bir § = §(e) > 1
sayis1 varsa bu f fonksiyonuna t = a noktasinda bigeometrik siireklidir denir. Eger

f bigeometrik fonksiyonu a noktasinda bigeometrik stirekli ise asagidaki bigimde yazilir;
s lim f() = f(a). (82)
-a

Tamim 2.4.5. (Bigeometrik Diizgiin Siireksizlik Noktasi) Bir f bigeometrik
fonksiyonunun bir a noktasindaki bigeometrik sag ve sol limitleri sonlu degerler olup a
noktasinda bigeometrik stirekli degilse, a noktasina f fonksiyonunun bir bigeometrik
diizgiin siireksizlik noktas1 denir.

Tanmim 2.4.6. (Bigeometrik Parc¢ah Siirekli Fonksiyon) Bir [a, b] araliginda sonlu
sayida bigeometrik diizglin siireksizlik noktasi disinda bigeometrik siirekli olan bir
bigeometrik fonksiyona o aralikta bigeometrik parcali siireklidir denir.

Tamim 2.4.7. (Bigeometrik Tiirev)

f:Rexp = Reyp tamiml bigeometrik fonksiyon olsun. Sayet

19



1
(Lfa+r)-t]) /n
}35%{ 70 } (83)

veya
T lim {M}l/lnh (84)
h—1 L f(t)
limiti mevcut ise bu limit degerine f fonksiyonunun bigeometrik tiirevi denir ve
dF ) = Fmepy o Jipp (L1 Yn 85
T2 © = f(0) = lim {F22) (85)

seklinde gosterilir (Grossman ve Katz, 1972; Grossman 1983; Boruah ve Hazarika,
2018a,b).

Onerme 2.4.1. Yukarida verilen bigeometrik tiirevin limit tanim {istel aritmetik

yardimiyla,
1
. . /Il —In
mlim[f () © f(O] @ [p © t] = lim [Z] 97 (86)

bigiminde yazilabilir. Burada yazilan limit mevcut ise f™(t) ile gosterilir ve f nin t
noktasindaki bigeometrik tiirevi olarak adlandirilir. Ayrica asagidaki bi¢cimde de

gosterilebilir (Grossman ve Katz, 1972; Grossman, 1983; Boruah ve Hazarika, 2018a,b);

1/
f(h-t)] /'Inh
f@®

(@) = wlimlf(t @) © FOI @ h = lim | 87)

|
Onerme 2.4.2. f™(t) = exp (t . ];(—(tt))) = et'(nef)'(®) esitligi gecerlidir.
Ispat. Bigeometrik tiirevin tanimimin asagidaki gibi oldugu biliniyor

f(h . t) 1/lnh
f©®

fr(®) = lim

Burada, esitligin sag tarafi ele alinip ¢esitli matematiksel islemler yapilirsa;
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- f(h- t)'l/lnh i exp [ In [f(h 0 Yinn
1| f() h-1 f(@®)

L [fGe o] e Inf(h- ) —In f(£)]
=ANTCH | Inh

L [fe o) Tnfh 0 —Inf(@)]
o1 | f() | — &P i Inh

yazilabilir. Burada L’hospital kurali uygulanirsa,

e )k 6) - (- )
4 ann)

lim
h—1

= exp+ lim
D h-1

lf(h : t)ll/lnh
f©®

1/ d
~ [f(h-t)] /nn _ . %(lno -t -t A (lof) (B2
L‘inll @O — T T 4
h
elde edilir. Yani
TOH) = SO L e(nep) (0)
f™(t) = exp (t f(t)) =e (88)

olarak yazilir. Bu ise bigeometrik tiirevin klasik tiirev ile iligkisini verir (Grossman ve
Katz, 1972; Grossman, 1983; Boruah ve Hazarika, 2018a,b).

|

Tamim 2.4.8. Birinci meretebeden bigeometrik tiirev f™ olup bunun bir kez daha

bigeometrik tlirevi alinirsa ikinci mertebeden bigeometrik tiirevi olur ve ™" ile gosterilir.

Buna gore ikinci mertebeden bigeometrik tlirev

d

fr() = S2E © = lim{[f"(c ® b) © f()] @ h} (89)

seklinde yazilir. Benzer sekilde f nin n. mertebeden bigeometrik tiirevi ise f™™ ile

gosterilir ve
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@) = 28 @) = nlim{[f D @ h) © Fr VD] @0 h) ()

bi¢ciminde yazilir (Glingor, 2020).
Teorem 2.4.1. f, h: (a, b) © Reyp — Reyp tanimli ve bigeometrik tiirevlenebilir iKi
bigeometrik fonksiyon olsun. k € Rey, bir sabit olmak lizere asagidaki Ozellikler

gegcerlidir (Grossman ve Katz, 1972; Grossman, 1983; Boruah ve Hazarika, 2018a,b);

) Kk-H"@)=f"Q®),
@ii) (f-m"@) = f"@) - "),
i) (") @ =""ny

£ h(®)
(iv), (f+h)"™= f”(t)f(t):h(t) . h”(t)f(t):h(t)’

V) (7O = )"0 FEO,
i) (f o R)T() = {fT RO ®.

Ispat.

(i) Bigeometrik tiirevin tanimindan,

(k- (e) = et ®

N (Calea
(k- F)7(¢) = " [eN®

H[EL10)
(k- f)7() = " TFF®

'(®
k- e = e TO

(k- £)"(6) = f" ()

oldugu gortiliir.

(i) Bigeometrik tiirevin tanimindan,

, [&En'®
(f - h)™(¢t) = et ne(f-@)I'(t) — et [(f'h)(t)

t,[f’(t)-h(t)+f(t)~h’(t)] t_[f’(t)h(t) J(O-r' ()
f(@)-h(t) =e LF®O-h@® " f©)-h()

(f W) =e

. &er] WHO) L@
(f-h)™(t)=e TO ROl = TO |.(e m®
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(f - W@ = f7(@) - K™ (1)

oldugu goriiliir.

(iif) Bigeometrik tiirevin tanimindan,

t.l(f/h),(t)‘
£1.Y @0 = et bl © = o [0

. [RC) (F1(©)-h(®)=f(©)-h'(£)
f/h ) =e f(t)( h2(t) )]

h(t) f'(@®)- h(t)) (h(t) f(t)-h’(t))]

1) @ = (Fo e - o e

)
)
)
71 @ = 1GS-GS)
)
)

f/h (t) = ( t))> . <e_t";z’((tt))>
1) ©=""0f

(
(
(
(
(
(

oldugu goriiliir.

(iv) Bigeometrik tiirevin tanimindan,

(f+h)'(t)
(f + h)™ = et MG+’ ® = o[ TFFRI®

‘. f’(t)+h’(t)] S [ h'(t)
(f + b)) = " L7TO+® | = (" [FO+r® ) FO+r© )

yazilir. Burada esitligin sag tarafindaki birinci ifadenin tssiinii f(t) ile ikinci ifadenin

tisstinii ise h(t) ile ¢arpip tekrar kendilerine bolersek,

t,( ff@®-f© ) t,( h'(£)-h(t) )
(f+h)”={e FO+ROTF© }{e [f(t)+h(t)]~h(t)}

_f® 10)
JEQNTOHRE (WO FO+RE)
(f + h)™ =" F® } Tty }

f@® h(t)
(f + )™ = fﬂ(t)f(t)+h(t) - hT(t)f©O+h(®)
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oldugu gortiliir.

v) (") = et no(FM] (0 = e (r @ @)
(M) = otl(A @)@ +r(6)-Unep) ()]
CFMm() = {et'[(h(t)(lnol‘)'(t))]} , {et'[(h'(t)'(lnof)(t))]}

h(t)

(FRY7(e) = fet1nn'©]) _{e(lnof)(t)}t,h,(t)

(F7@©) = [0 - f O

t_[f’(h(t))h’(t)

Vi) (f o h)™(t) = et In=UemI'® = o1 7(he)
t.[f’(h(t))] h'(t)
(f o () = {e 7o) }

(f o W)™(®) = ("[RO O.

Baz1 fonksiyonlarin bigeometrik tiirevleri asagida verilmistir (Boruah and

Hazarika, 2018a,b);

Tablo 1. Bazi fonksiyonlarin bigeometrik tiirevleri

dﬂ' dT[
F(C) =1 ﬁ(cos t) = e-ttant
dﬂ.’ dT[
ﬁ(et) =et ﬁ(tan t) = elsect-csct
Ll fi3
F(tn) =e" ﬁ(cot t) = e-tsectesct
d® 1\ 1 dr
—(=)=- - _ t-tant
dtm (t) o T (sect) =e
T dn.
g (sin0) = et ot g (csct) = emteott

Onerme 2.4.3. f: Rexp = Rexp bigeometrik tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Bu

taktirde,

arw Y
= [ef(t)] = ot f'® (91)
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esitligi gecerlidir.

ispat.

% ef®] = ;—;(exp ° f)(¢)
%[ef(t)] _ exp{t ~d(n o;;(p ° f) (t)}
% [e7®] = exp e %f 6}

dm

= [ef(t)] = etf'(®),
t

Tanim 2.4.9. (Bigeometrik Kismi Tiirev)
f = f(x,y) iki degiskenli bir bigeometrik fonksiyon olsun. Buna gore f nin bigeometrik
kismi tiirevleri sirasiyla asagidaki gibi gosterilir (Giingor, 2020);

) = 2 fx,y) = ¥ 5l ) (92)
o™ y-2(Inef (x,y))
fyn(x: 3’) = ay_”f(x' y) =e . (93)

Teorem 2.4.2. (Bigeometrik Zincir Kurali)
f = f(x,y) seklinde taniml1, bigeometrik siirekli ve bigeometrik tiirevlere sahip olan bir
bigeometrik fonksiyon olsun. Sayet her t € (u,v) igin f (x(t),y(t)) taniml1 olacak
bigimde (u,v) € Ry, araliginda x = x(t) ve y = y(t) fonksiyonlar: klasik olarak
tiirevlenebilirse bu durumda asagidaki kural gecerlidir;

x'(t) y'(©®

TIEOYO) - fr(x(1),y(©)) = [ (x O,y O)" - [fF(x@, )] “(98)
Burada fx”(x(t), y(t)) ve fy”(x(t),y(t)) tiirevlerine f(x(t),y(t)) fonksiyonunun
sirasiyla x ve y degiskenlerine gore bigeometrik kismi tiirevi denir (Eminaga, 2015).

Ispat. Bigeometrik tiirevin tamimindan,

fx (x@®),y@®) - x'@®) + £, (x(), y(@©)) - y’(t)}

fr®.y®) = exp{ [ICOR0)

25



) L REOY®) X O | REO.y0)- y'(t)}
fr@.y (t))_exp{t GOy®) T Fx©y®)

fr(x@®),y®)

= exp {t LE®,y®) x'(a} exp {t S E@,y®)- y'(t)}
f(x(@®),y(®) fx(®,y(®)

R, 9©) = [FFx@,y O] 2 - [, y©)]

oldugu gortiliir.

Tanim 2.4.10. (Bigeometrik Ters tiirev)
f(t) bigeometrik fonksiyonu tanimli oldugunda F™(t) = f(t) bagmtisini1 saglayan bir F
bigeometrik fonksiyonu varsa bu F fonksiyonuna f nin bir bigeometrik ters tiirevi denir.
Teorem 2.4.3. I = (a,b) € Reyp acik arahfinda F™(t) = f(t) ise, I iizerinde f nin

herbir G bigeometrik terstiirevi, C bir listel keyfi sabit olmak {izere
G(t)=C-F(t) (95)
bigiminde yazilir. Basla bir ifadeyle, iki bigeometrik terstiirev arasindaki oran sabittir.

Ispat: £(t) bir bigeometrik fonksiyon ve G (t) ile F(t) ise f(t) nin iki ters tiirevi
olsun. Bu durumda

G™(t) = f(t) ve F™(t) = f(t)
olur. Bu iki esitlik taraf tarafa boliiniirse

G™(t) _
Fr(t)

HONEE
(m) -1

oldugu goriiliir. Bu ise bir € > 0 sabiti i¢in

1

(o)

Fo ¢
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olmas1 demektir.
[ ]
Tamim 2.4.11. (Bigeometrik Belirsiz Integral) F(t), £ (t) nin bir bigeometrik ters
tirevi olsun. Boylece f(t)’nin en genel ters tiirevine f(t)’nin bigeometrik belirsiz

integrali denir ve asagidaki gibi gosterilir;
[ f(&)dt™ = C - F(¢). (96)

Burada C ye bigeometrik integral sabiti denir. Bu integrale = —integrali de denilebilir
(Grossman ve Katz, 1972; Grossman, 1983; Boruah ve Hazarika, 2018 b).

Onerme 2.4.4. f(t)’nin bigeometrik belirsiz integrali igin asagidaki esitlik
gecerlidir;
(n°f)(®)
f%dt_

n[f®)dt"=C-e (97)

Ispat: F(t), f(t) nin bigeometrik ters tiirevi olsun. Bu taktirde,

FR(0) = £(6)
d(l
exp{ g F)<)} 10

yazilir. Burada her iki tarafin dogal logaritmasi alinip diizenlenirse,

d(ln F)
t-——— () =(ne° f)(?)
d(ln o F) _ne P
—ar O T

olur. Son esitligin her iki tarafinin klasik integrali alinirsa

f d(ln o F) J (Ino f)(t)

(B)dt =

(Ino F)(t) + ¢ = fwdt

pner)@+c _ o128

pUnoR)(®) . o — o2
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(Ineof)(t)
C-F()y=el— ¢ &

elde edilir. Burada c integral sabiti ve C = e€ esit olan bir iistel sabittir. Diger yandan

nff(t)dt” =C-F(t)

oldugundan,

(Inef)(@®)
nff(t)dt”zC-ef e

esitligi elde edilir.
Bazi fonksiyonlarin bigeometrik belirsiz integralleri asagida verilmistir (Boruah ve

Hazarika, 2018 b);

Tablo 2. Bazi fonksiyonlarin bigeometrik belirsiz integralleri

n] 1dt™ = C nje“o”dt” =C-sint

n-n?t

T[f t"dt® =C-e 2 m | e tRNLgtT = C . cost

rrf e™dt™ =C - t" gtsect-esctt® — (¢ . tant

3

=)

nfetdtnz(]-et

e teotlgs™ — C . csct

fe—tsec tesct g™ — (€ - cott

nj ettantge™ — C . sect T
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Tamm 2.4.12. (Bigeometrik Belirli Integral)
[a, b] € Rexp araliginda bigeometrik siirekli olan bir f* fonksiyonunun [a, b] araliginda

bigeometrik belirli integrali asagidaki bigimde tanimlanir;

o b (Inof)(t)
mfy f@de™ = exp (JL, P dt) = ehea e (98)

Onerme 2.4.5. f bigeometrik fonksiyonunun bigeometrik belirli integrali icin
asagidaki esitlik gegerlidir (Grossman ve Katz, 1972; Grossman, 1983; Boruah ve
Hazarika, 2018b);

m [} f(t)de™ = exp f::l((ab))(ln > f)(e7) dr). (99)

T

Ispat.

b b
n.ff(t)dt” = exp fwm:

t=

Q

b b
nff(t)dt” = exp f(ln o f)(t)d(Int)

t=a

oldugu tanimdan biliniyor. Burada t = Int, (t = e*) degisken degisimi yapilirsa,

t=>b iken Tt =In(b),
t=a iken 7 =1In(a)

olur. Boylece yukaridaki tanim asagidaki gibi yazilir.

b In(b)
| f(t)dt™ = exp (Ino f)(e") dt
! T=l!;a)

|
Teorem 2.4.4. f(t), h(t) fonksiyonlar1 [a,b] € Ry, aralifinda bigeometrik

integrallenebilir ve (a, b) araliginda ise pozitif ve bigeometrik siirekli olsun. k bir sabit
olmak tizere asagidaki bigeometrik integral kurallari gecerlidir (Grossman ve Katz, 1972;
Grossman, 1983; Boruah ve Hazarika, 2018 b);
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() = f) f@a = (nfl f@ ),
(i) w f: £(©) - h(O] dt”z( [ f@ae) - (z f7 ey aev),

(|||) f(t) _ Tffa f@©at™
h(t) nf: r(t)dt™

(V) = ff ftyae™ = (w [C f(t)de™) - (m [ £(t) dt™). Burada a < ¢ < b dir.

ispat.
p(iner)® bIn[F (01
i nf D)kt = ela 0 = et

bkn[f (O] ; bln[f(t)]
Jf(t)kdt” el 4= (ef dt)

b
b(nef)(®) , \*
njf(t)kdt” = (efa = dt)

b b k
nff(t)kdt” 4 (nff(t) dt”>

oldugu gortiliir.

fbln [f(t) h®1 ;,

fbln f(t)+1n h(t)
= e-a t

(i) [ -h®]dt™ =e

b

f [F(£) - h(D)] dt™ = (eff“‘i“)dt) . (ef;’wdt)

a

b b b
f [F(®) - h(D)] de™ = (n f £ dt”) - (n f h(o) dt”)

a a

oldugu goriiliir.

[() t n f(t)-In h(t
(i) [ [£5] dem = ela il ppurezeno,
f(®) fblnf(t)dt+fb lnh(t)
flh() dt™ = e’a
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-1

b r -
n.f f(®) dtT = (ef«fln];(t)df) . (effln’;(t)dt>
a

[h(D)]
b _ i pin f(t)
T = " k@
J h(t) efa £ dt

b b
@), (@l r@arr)
naf [h(2)] “ _(n [7 r(t) dt”)

oldugu goriiliir.

fb(lmf)(t)

a dt

(V) [ f)dt™ =e

IC(ln"f)(t)

b(Inef)(t)
o dtt] F—dt

c

b
n.ff(t)dt” =e

b
(Inef)(t) b(Inef)(¢)
" f FOder = (el e o) (el )
a

nff(t)dt”z nff(t)dt” . nff(t)dt”

oldugu gortiliir.

Teorem 2.4.5. (Bigeometrik Analizin Birinci Temel Teoremi)
f pozitif tanimli ve [a,b] € Rey, araliginda bigeometrik siirekli bir fonksiyon olsun.
Ayrica [a, b] araligindaki her t igin

h(t) = [, f(s)ds™ (100)
bigiminde tanimlansin. Bu taktirde [a, b] aralig1 igin

hT() = f(©) (101)

olur (Grossman ve Katz, 1972; Grossman, 1983)
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Teorem 2.4.6. (Bigeometrik Analizin Ikinci Temel Teoremi)

f™, [a, b] € Reyp araliginda bigeometrik siirekli bir fonksiyon olsun. Bu taktirde

f(a) # 1 olmak tizere,

b b
n [ () de” = % (102)

olur (Grossman ve Katz, 1972; Grossman, 1983).

Tamim 2.4.13. (Bigeometrik Diferansiyel Denklemler)
Bir bagimli degisken, bir veya daha fazla bagimsiz degisken ve bagimli degiskenin
bagimsiz degiskenlere gére bigeometrik tiirevlerini ihtiva eden bagintiya bigeometrik
diferansiyel denklem denir.

Ornegin, y’nin bigeometrik tiirevini ihtiva eden

L y(®) =y™(@®) = f(£,y(®)) (103)

diferensiyel denklemi, bir bigeometrik diferansiyel denklemdir (Eminaga, 2015).
Tamim 2.4.14. Bir bigeometrik diferansiyel denklemde en yiiksek mertebeden
bigeometrik tiirev iceren fonksiyonun mertebesi bigeometrik diferansiyel denklemin
mertebesi; en yiiksek mertebeli bigeometrik tiirevin kuvvetine de bigeometrik
diferansiyel denklemin derecesi denir.
Ornegin, y™(t) =1 denklemi ikinci mertebeden bir bigeometrik diferansiyel
denklemdir.
Tammm 2.4.15. y, t’ nin bilinmeyen bir bigeometrik fonksiyonu ve F,
t,y, vy, Y™, ..., y" =D 7@ gibi (n + 2) degiskenli bir iistel reel degerli bigeometrik

fonksiyon olmak tizere n. mertebeden
F(t,y,y™,y™, ..., y™@=D yr@)) = 1, (104)

bigeometrik diferansiyel denklemini ele alalim (Boruah vd., 2018).

> f bir I € Reyp, araligindaki tim ¢ degerleri igin tanimlanmis n kez

bigeometrik  tilirevlenebilir  bir  bigeometrik fonksiyon olsun. Eger

F (t,f(t),f”(t),f""(t), ...,f”("_l)(t),f”(")(t)) tanimlanmis ve tiim t € I degerleri
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igin F (&, £(6), (), f7 (), .., 7D, F1W(1)) =1 ise yani y=f(t) ve
bigeometrik tiirevleri yukaridaki bigeometrik diferansiyel denkleminini sagliyor ise
y = f(t)’ ye denklemin I araligindaki bir agik ¢oztimii denir.

> g(t,y) =1 kapal fonksiyonu, bir [ C Rey, aralifinda yukaridaki
bigeometrik denklemini saglarsa buna denklemin I araligindaki bir kapali ¢6ziimii denir.

Tamim 2.4.16. Bigeometrik lineer diferansiyel denklem asagidaki gibi tanimlanir

(yn(n))ln[a”(t)] ) (yn(n—l))ln[an‘l(t)] - (y”)ln[éh(f)] ) yln[ao(f)] _ f(t) (105)

Burada f(t) € Rexp. Sayet a,(t) disleri sabit ise yukaridaki denkleme sabit {islii
bigeometrik lineer diferansiyel denklem denir. Aksi takdirde, denkleme degisken iisli
bigeometrik lineer diferansiyel denklem denir. Diger yandan, yukaridaki denklemde
f(t) =1 ise denkleme bigeometrik homojen lineer diferansiyel denklem aksi halde,
bigeometrik homojen olmayan lineer diferansiyel denklem denir.

Literatiirde BG lineer diferansiyel denklemin tanimi {istel aritmetik yardimiyla

yapilmistir (Giingor, 2020).
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3. BIGEOMETRIK ANALIZDE LAPLACE INTEGRAL DONUSUMU

Bu bashk altinda klasik analizdeki Laplace integral doniisiimii yardimiyla
bigeometrik analizde Laplace integral doniisiimii tanimlanmistir. Bu yeni doniisiime
bigeometrik Laplace integral doniisiimii (BGLID) denir. Ayrica bu yeni doniisiimiin bazi
temel oOzellikleri verilmistir. Oncelikli olarak klasik analiz ile bigeometrik analiz
arasindaki gecis i¢in bazi1 tanim ve teoremler verilecektir.

Tanmm 3.1. f(7), f: R = R taniml klasik bir fonksiyon olsun. Bu durumda t = e*

i¢cin
~(t) = efnt) = of (D) 106
f (106)

kurali ile tanimlanan f:Reyx, = Reyp, f(t) bigeometrik fonksiyonuna f(7) klasik
fonksiyonunun bigeometrik analizdeki karsilig1 denir. Ayrica f(t) klasik fonksiyonuna

da f(t) bigeometrik fonksiyonunun klasik analizdeki karsilig1 denir. Bu tanima gére,

(ine £)(t) = f(Int) = £(2) (107)

olur.
Onerme 3.1. x, R de tammli keyfi bir ikili islem (toplama, ¢ikarma, carpma,

bolme, v.b.) ve bunun Karsiligi Rey,, de taniml [X] ikili iglemi

a |z bh = elna XIn b (108)

ile taniml1 olsun. Bu durumda f(t), g(t) klasik fonksiyonlar1 ve onlarin t = e’ igin

verilen £(t) ve §(t) karsiliklar arasinda

(fxg)®=Ff®RG® (109)

esitligi gegerlidir.
Ispat.

(FXg)(®) = e 9@ = f@xg()
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(f X g)(t) = elnef(r)xlneg(f) — ef(‘c) X eg(r)

(Fx9)®=FfO RGO
[
Teorem 3.1. Her bir f(t) bigeometrik fonksiyonu i¢in §(t) = f(t) olacak sekilde
bir ve yalmiz bir g(7), t = e” klasik fonksiyonu vardir.
Ispat. f: Rexp = Rexp tanimlr f£(t) keyfi bir bigeometrik fonksiyon olsun. ¢ = e®

i¢in
9(17) = (Ine f o exp)(7)

fonksiyonunu tanimlayalim. g(7), g: R — R Klasik bir fonksiyondur. f(t) nin g(t) nun
bigeometrik karsilig1 oldugu asagidaki esitlikte goriiliir.

g = ed(nt) — ,(nefeexp)(Int) — f(t).
Simdi g(7) nun tekligini gdsterelim. Iki farkl klasik fonksiyon g(t) ve h(7) i¢in
g®) =f®Oveh(®) = f(©)
oldugunu kabul edelim. Bu taktirde,
gt) = e9® ve h(t) = e"®
olup bunlarim her ikiside f(t) ye esit oldugundan,
g(®) = h(t) > 9™ = e"® = g(2) = h(7)
sonucu goriiliir.

Tamm 3.2. f:RE,, — Ry, bigeometrik fonksiyonu verilsin. Eger t > t, i¢in

In t)

If®l. <K@ (110)

35



olacak sekilde t; € Riy,, K € Reyxp, @ € Rey, Sabitleri varsa f  fonksiyonuna

a —bigeometrik iistel mertebedendir denir.
Tamm 3.3. (Bigeometrik Laplace integral Doniisiimii)

fiRé&p = Rexp tanimli, & —bigeometrik iistel mertebeden ve bigeometrik pargal siirekli

bir fonksiyon olmak tizere f(t)’ nin bigeometrik Laplace integral doniisimii
Lpc{f (D)} = Fao(s) = [ f(£) © e(®90dr™ (111)

bigiminde tamimlanir. Burada Fpg: Reyp = Reyp bir bigeometrik fonksiyondur.
Onerme 3.2. f: Raxp = Rexp tanimli bir bigeometrik fonksiyon ve t = e® olmak

tizere f(t)’ nin bigeometrik Laplace integral doniisiimii i¢in asagidaki esitlik gecerlidir.

Lye{f ()} = exp{[._ (no f)(e") - s~ - dr} (112)

Ispat.
Oncelikle

(6 S) Ot= eln(es)-ln(t) — eln(%)ln(t) — e—ln(s)~1n(t) — [eln(s)]_ln(t) — S—ln(t) (113)

oldugu ve buradan

f®) ©e®I0 = f(1) O exp((©5) OF)
= ¢(nef)(6)-(Inoexp)((©5)O)

= o(neNH®)-((6)01)
= [enen(©] (890
= [f()](©91

f(t) ©) e(©9)0t — [f(t)](s—ln(t))

yazilabilecegi not edilsin. Simdi bu esitlik bigeometrik Laplace integral doniisiimiinde

kullanilirsa asagidaki gibi yazilir.
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Lpc{f ()} = nf (D) @ e®©90tgpm
1

Loclf(O} = f F(O)O) ggm

Son satirdaki bigeometrik integralin klasik integralle karsiligint yazmak i¢in

b In(b) In(b)
nj h(t)dt™ = exp f (Ine h)(e®) dt; = exp j In[h(e®)] dt
a 7=In(a) 7=In(a)

formiilii kullanilir. Burada T = In ¢ dir.

In (o)

Laolf @) =exp] [ [rent"ar
7=In(1)

o

Lpc{f(t)} = exp1 ln[f(ef)(s_r)] dT}

T

Lpe{f ()} = exp;

d——s &

(Ino f)(e®) -s7 - dr}

T
oldugu gortiliir.
]

Onerme 3.3. f: (0, ) - R tanimh f(r) fonksiyonunun klasik Laplace doniisiimii

F (o) olsun. Yani

L{f (D)} = F(o) (114)

olsun. Bu durumda t = e® ve s = e olmak lizere

Lpc{(expe foln)(£)} = (exp o F o In)(s) (115)

esitligi gegerlidir.
Ispat.
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Lool(expe foIm)(©)} = exp] [ (noexpefoln)(en) s~ dT}

T

Lpsi(expe foln)(t)} = expy [ f()-s7"- dT}

T

Lpei(exp o foIn)(t)} = exp;

35 &g &3

f(r) e Tlns. d‘r}

T

Lpci(expe foIn)(£)} = exp{F(Ins)}
Lpc{(expe foln)(£)} = (exp o F o In)(s).

Yukaridaki (115) esitligi
LB(;{ef(lnt)} = oF(ns) (116)

bi¢iminde de ifade edilebilir. Buna gore bazi1 fonksiyonlarin bigeometrik Laplace integral

dontisiimleri agagidaki tabloda verilmistir;

Tablo 3. Bazi fonksiyonlarin bigeometrik Laplace integral doniisiimleri

f(T) £{f(‘l')} — F(O‘) ef(ln t) £Ba{ef(ln t)} — eF(lns)

0 £{0}=0 1 Lpe{l}=1

1 L{1}=1/o e Lpcle} = ems

Ina, (@>0)  r{ng}= lnTa a Lpc{a} = ains
T@ED e e 60 g, ) - e

™ (MEN) rrm) = J:i i ln o)™ Lpa{elinor) = T
cos(at), (@ €ER)  L{cos(ar)} = aziaz ecos(in(at)) LBG{ecos(ln(at))} _ e(lnsl)%
sin(ar), (@ €R)  L{sin(ar)} = esnn(@)  [esinin@) — oTmora
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Teorem 3.2. f(t), klasik bir fonksiyon ve t = e® olsun. f(t) ve onun bigeometrik
karsihigr f(t) = e 7@ ile arasinda asagidaki esitlik gegerlidir.

Lpe{f ()} = U@, (117)
Ispat. Bigeometrik Laplace integral doniisiimiin tanimindan,
Lec{f®)} = ¢ lemo(Inef)(€D)-s"dz
yazilir. s = e? alinir ve
(Ine f)(e™) = In[f(eD)] = In[f(®)] = In[e /@] = £ ()

oldugu not edilirse, buradan

Loc{f(®)) = efrmof@e7Tar
Loo{F(©) = e£0@)
esitligi elde edilir.
]

Sonug 3.1. f(r) fonksiyonunun bigeometrik karsiligi t = e igin f(t) fonksiyonu

olsun. Ayrica

L{f ()} = F(0) ve Lge{f ()} = G(s) (118)

olarak verilsin. Bu durumda s = e? igin F (o) nun bigeometrik karsiligi G (s) olur. Yani

LIF @) = Lee{f (D)} (119)

olur.
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Ayrica, klasik Laplace doniistimii ile bigeometrik Laplace doniisiimii arasindaki

iliski asagidaki sekil yardimiyla da ifade edilebilir:

exp

f( > f(t)
L Lpg

\'4 > A\

F(o) exp EF(s)

Sekil 1. Bir klasik fonksiyonun bigeometrik karsiliginin BG Laplace integral
doniisiimii

In _
f(@) < f(@®)
L Lpg
\ 2= A4
F (o) In F(s)

Sekil 2. Bir bigeometrik fonksiyonun klasik karsiliginin klasik Laplace integral
doniistimi

Teorem 3.3. (Bigeometrik Laplace Integral Déniisiimiiniin Varhg)
f bigeometrik fonksiyonu (1, ) araliginda tanimli, t > t, i¢in @ —bigeometrik iistel
mertebeden ve bigeometrik pargali siirekli bir fonksiyon olsun. Bu taktirde s > « igin
Lgc{f (t)} mevcuttur.

Ispat. @ —bigeometrik iistel mertebeden oldugundan

In t)

F©)]. < K@

olacak sekilde K € Riy,, (K =e*, k € R*) ve a € Rey, vardir. t =e’, (t €R)

degisken degistirmesi yapilirsa,
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lf(®)], < g @nt) — plealnt
esitsizligi
|f(et)|* < ek'“T

bi¢imini alir. Burada In|f(e®)|, = |In f(e")| esitligi gozoniinde bulundurularak her iki

tarafin dogal logaritmasi alinirsa
In f(e®)| <k-a*

elde edilir. t = e" i¢in bigeometrik Laplace doniisiimii tammindan s € Ry, olmak {izere
Lpe{f ()} = elicoInf(e?)sdr

seklinde yazilabilir. Buradaki integral
I = f::olnf(ef) -s%dt

seklinde tanimlanirsa,

Lpc{f(®)} =¢'

bi¢ciminde olur. Simdi integral ile ilgili asagidaki esitsizlik dikkate alinirsa,

f Inf(e®) -s7dt| < fllnf(eT)I -s7%dt
=0 7=0
(o] [ee] S —
< fk-af-s_fdr=k J(—) drt < o
a
=0 =0

s > a i¢in [ integralinin yakinsak oldugu goriiliir. Yani s > « i¢in Lgg{f (t)} mevcuttur.
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Teorem 3.4. (Lineerlik Ozelligi)
Bigeometrik Laplace integral doniisiimii bigeometrik olarak lineer bir doniisiimdiir. Yani,
ki, k, keyfi sabit ve f;(t) ve f,(t) de bigeometrik Laplace doniisiimleri olan iki

fonksiyon olsun. Bu taktirde,

Lpc{[fi(O] - [f(®)]%2} = {Lpc[/L(O1Y - {Lpa[f2 (D]} (120)

esitligi gecerlidir.

Ispat. Bigeometrik Laplace integral déniisiimii tanimindan,

Lee{[1(O] - [f2(O)]*2} = exp j1n([f1(€f)]k1-[fz(ef)]"z)-s‘fdr}

0

= exp«f[kl ‘Infi(e™) + k,-Inf,(eM)] - s"dr}
0

[0e]

= expik; - j Inf;(e") - s7"dt + k,
0

f Inf,(et) - S_Td‘l,']
0
kq

= {exp lnfl(ef)-s‘TdT}
1]

k>

- {exp lnfz(ef)-s‘fdr}
]
Lpc{[iOT - [f(®)]*2} = {Lpc 1O} - {Lpa[f2 (D]}

oldugu goriiliir.

Teorem 3.5. (Birinci Oteleme Ozelligi)
f(t) fonksiyonunun bigeometrik Laplace doniisimii Lg{f(t)} = Fgs(s) olsun. Bu

durumda, a € Ry, i¢in,

Lpg {f(t)(alnt)} = Fpe (2) (121)
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esitligi gecerlidir.
Ispat. Bigeometrik Laplace integral doniisiimiiniin tanim1 kullanilarak,

exp ln f(e*)-a*- s‘Tdr}

I
exp { f Inf(e?) - ( Tdr}
@)

0
S
a

Lpg {f(t)(alnt)} = Fp¢

elde edilir.
|
Teorem 3.6. (ikinci Oteleme Ozelligi)
1, 1<t<a
L t)} = Fpg(s) ve g(t) = t 122
se{f ()} = Fpa(s) g(®) {f(g)' t>a (122)
ise bigeometrik ikinci 6teleme 6zelligi,
Lpe{g(D)} = (Fae ()} ©V0% = {Fpe()}* " (123)

biciminde yazilir.

Ispat. Bigeometrik Laplace déniisiimii tamimindan

Lpe{g(t)} = exp { f Ing(e®) - s"drl

0

= exp{ f Ing(t) - s~ . d(In t)}
t=1
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= exp{f ln@-s‘lnt-d(lnt)+f ln@-s‘lnt-d(lnt)
— t

« f3) )

0

Lpe{g(D)} = exp { f inf (<) -5~ d(in t)}

yazilir. Burada u = 2, (t = a - u) degisken degisimi yapilirsa (a > 1)

Lpelg(®)} = exp{ f lnf(u)-S‘“‘(“'”)-d(ln(a-u))}
u=1

elde edilir. Buradan
d(In(a-u)) =d(lna+Inu) =d(na) + d(Inu) = 0+ d(lnu) = d(Inu)
oldugu kullanilirsa

Lpelg()} = exp{ Jlnf(u) - (natinw, d(lnu)}

= exp

— e
r 1

f Inf(u)-s~ % . d(lnu)|- S_lna}
u=1 -

s—lna

={exp Jlnf(u)'s_lnu'd(lnu) }

-u=1

na

-1
Lpc{g(©)} = {Fpe(s)}®
esitligi elde edilir.
Teorem 3.7. (Olcek Degisimi Ozelligi)

f() nin bigeometrik Laplace integral doniisimi Lg;{f(t)} = Fgs(s) olsun. Bu

durumda, a € Rg,, icin
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Lo lf (@ ® B} = {Fyo(s/ ) (124)

esitligi gecerlidir.
ispat. Ustel aritmetik islemlerin tanimindan a @ t = e™@Int = glnt oldugu

kullanilirsa,

tao @) = o] [ r(a) 57

T

I—g I—p

Lpe{f(at)} = exp{ Inf(a®) - s‘Tdr}

T

yazilir. Burada u = a’, (T = 12—2) degisken degisimi yapilirsa (a > 1 oldugundan)

Ina

LBG{f(alnt)} — exp{ flnf(u) . S‘(E_Z) -d (h_u)}

u

= exp{ f In f(w) - (sl/lna)_lnu . d(lnu)}
u=1

Ina

= exp

— e
r

J Inf(u) - (51/1na)‘1“” -d(Inw) _}

) T\Ina
= {exp f Inf(u) - (Sl/lna)_lnu ~d(Inu) }
‘u=1 N

Lpc{f(alnt)} = {Fpg (s a)}ﬁ

elde edilir.
|
Teorem 3.8. f(t) fonksiyonunun bigeometrik Laplace integral dontisiimii
Lgc{f ()} = Fge(s) olsun. Bu durumda
Le{f (O™} = [Fgz ()] (125)

esitligi gecerlidir.
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Ispat.

dr r
FEG) =z exp| [ no e s ar
=0
d (o]
=exp|s-| - f(anf)(eT) -s7T-dt
| 7=0

=exp|s f [f(eD] - (—1)-s " 1.dr

=expi(—1)- fln[f(ef)]f-s‘f . dr}
=0

-1

exp f In [(f(er))ln(ef)] s T.dt
7=0

-1

(LBG{f(t)ln t})
LBG{f(t)lnt} = [Fge(9)]™!

elde edilir.
]
Teorem 3.9. f(t) fonksiyonunun bigeometrik Laplace integral dontigiimii
Lecif ()} = Fge(s) olsun. Bu durumda
Lpe{f () O"} = [FI™ (s)]( . (126)

esitligi yazilir.
ispat. ispatl tiimevarimla yapalim.
k = 1 igin, LBG{f(t)ln t} = [FZ;(s)] ! esitliginin dogrulugu Teorem 3.8” den hiliniyor.
Simdi,
n ="
k =nigin, Ly{f(©)IMD"} = [FB”G(n) (s)] esitliginin dogru oldugunu kabul edelim.

k = n + 1 i¢in esitligin gecerli oldugunu gosterelim.

LBG{f(t)(ln t)"+1} = Ly {[f(t)(ln t)n]ln t}
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T -1

LBG (f(t) (In t)n)]}

n —1
”(n) ( 1) }

[ D) o - Un}

( 1)n+1

(=
(el
{
[

Loc{f @O = [FE(s)]

Teorem 3.9° a gore asagidaki esitligi yazabiliriz;

1/F"(") (s), nteksayise,

(127)
"M(s),  niftsayise.

LBG{f(t)(lnt)"} [ n(n)( )]( )" {

[ |
Tamim 3.4. (Bigeometrik Konvoliisyon Ozelligi)
f(t) ve g(t) bigeometrik iki fonksiyon olsun. Bu durumda £ (t) ile g(t) nin bigeometrik

konvoliisyonu

@ g =m[_ f(x) O g(t O x)dx" (128)

seklinde tanimlanir. Bu tanima gore

F(©) 57 g(©) = [*_[f (0106 . g (129)

esitligi gegerlidir.
Teorem 3.10. f(z) ve g(7) Klasik iki fonksiyon olsun. f(t) ve g(t), t = e® i¢in

f () ile g(7) fonksiyonlarinin bigeometrik (analizdeki) karsiliklar1 olsun. Bu durumda
F© ™ g(t) = /@@ (130)

esitligi vardir.

Ispat.

t

FO g =n f 7] "0 . g

x=1
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t

(&
f() *™ G(t) = exp f ln[f(x)](ln g)(’C) -d(Inx)
x=1
esitligi biliniyor. Burada w = In x degisken degistirmesi ile,
Int .
f() *™ G(t) = exp f ln[f(e“’)](lnog)(e_“’) ~dw
w=0
yazilir ve T = In(t) degisken degisimi yapilirsa

F@g(© = exp] [ (neF)e®)- e ) (55)- dw}

w=

o

= exp

\_‘

(Ine £)(e®) - (Ine §)(e™) - dw}

w=0

=exp{ ff(w)-g(r—w)}
w=0

f(©) 5™ g(£) = /@9
esitligi elde edilir.
[ ]

Onerme 3.4. f(7) ve g(r) Klasik iki fonksiyonunun t = e’ igin bigeometrik

karsiliklar1 (t), §(t) olsun. Bu durumda

Lec{f (@) +* G(t)} = LU} © o™} (131)
esitligi gecerlidir.

Ispat.

f@xg(@ = (f*g)(r) = (f *g)(nt)
seklinde olup

@ g(t) = /@ 9@ (132)
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F@©) ™ g(t) = eUr9)nD) (133)

esitliklerinin gegerli oldugu biliniyor. Buna goére her iki tarafa bigeometrik Laplace

integral doniisiimii uygulanirsa,

Lec{f () ™ §()} = Lys{e 9D}

= LBG{(m)(t)}
= e LF*g) (D)}

— LU @Y L)
— eInlexp(L{F (P nlexp(L{g (D]

LBG{f(t) *T g(t)} = LU (@} O) eLlg(@®}
oldugu goriiliir.
m
Teorem 3.11. £(t) ve g(t) bigeometrik iki fonksiyon olsun. Bu durumda asagidaki

esitlik gegerlidir;

Lgc{f () ™ g()} = Lpe{f ()} © Lpe{g (D)} (134)
ispat:

f(t) ve g(t) bigeometrik fonksiyonlar: sirasiyla klasik ¢(7) ve y(t) fonksiyonlarinin

t = e’ olacak sekilde bigeometrik karsiliklart olsun. Yani

&) =11, @) =g

olsun. Teorem 3.3’e gore ¢ (1) ve y(t) fonksiyonlari tek tiirlii belirlidir. Onerme 3.4 *ten
Lpc{@@) +" (D)} = eHe@) @ ™)

esitligi biliniyor. Ayrica teorem 3.3’ den

e = Loa{@(0)}, eV = L {7 ()
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esitlikleri kullanilarak

Lpe{@(t) *" 7(0)} = Le{P ()} O Lpa{F (1)}

yazilir. Burada @(t) = f(t), 7(t) = g(t) oldugu da dikkate alinarak

Lpe{f (&) *" g(O} = Lpe{f ()} © Lpe{g (D)}
oldugu gortiliir.

3.1. Bigeometrik Tiirevin Bigeometrik Laplace Doniisiimii
Buradaki maksatimiz, belli tiirden bigeometrik lineer diferensiyel denklemleri
bigeometrik Laplace integral doniisiimii yardimiyla ¢6zmektir. Bu nedenle bigeometrik
tiirevlerin bigeometrik Laplace integral dontistimlerine gerek vardir.

Onerme 3.1.1. £(t) bir bigeometrik fonksiyon olsun. Bu durumda t = e? i¢in

(lno frm o exp) (7) = (Ino f o exp) ™ (1) (135)

esitligi gecerlidir.
Ispat. Oncelikli olarak 1.mertebeden bigeometrik tiirevler igin esitligin gegerli
oldugu gosterilirse yani

n =1 i¢in,
F(E) = et-(nep)'®

oldugu biliniyor. Burada esitligin her iki tarafinin dogal logaritmas1 alinirsa

(Ine f7)(t) =t - (Ine £)"(¢)
(Ine fT)(e™) = e - (Ine f)'(e), (t=e")
(Ine f™ o exp)(7) = e” - (Ine f)'(e")
(Ine f™ o exp)(7) = (Ine f o exp)’(7)

oldugu goriiliir. n. mertebeden bigeometrik tiirev igin esitligin gecerli oldugu kabul

edilirse, yani
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(Ine f70 o exp) (z) = (Ine f o exp) ™ ()

yazilir. Simdi (n + 1). mertebeden bigeometrik tiirev igin esitligin saglandigini

gosterelim. Bunu i¢in dncelikli olarak
h(t) = f™M (1)
seklinde tanimlayalim. Bu durumda
() = freHD(E)
olur. Son esitligin her iki tarafinin dogal logaritmasi alinirsa,

(lno fTL'(TH—l) ® exp) (T) = (lno h™ o exp) (‘[) = (lno ho eXp)’(T)

(lno frtl) o exp) () = (lno T o exp)’(r) — [(ln0f o exp)(”)]’(r)
(Ino f™* 6 exp)(7) = (Ine f o exp) ™+V (1)

olur. Bdylece ispat tamamlanmustir.

|
Sonug 3.1.1. Onerme 3.1.1 den asagidaki sonug yazilir;
frO(t) = etnese™@ (¢ = e7) (136)
[ ]

Onerme 3.1.2. Birinci mertebeden bigeometrik tiirevin bigeometrik Laplace

integral doniisiimii asagidaki sekilde verilir.

Lec{f™(©)} = [Fae()]™ - [f(D] (136)

Ispat.

Lpa{fT(O)} = etlinreem) )

= 0 L{(Inofoexp)(r)}~(Inefoexp)(0)
eﬁ{(lnofoexp)(r)}]" . e~ Inlf ()]

Fpe(e?)] - [f(D]!
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Lpc{f™ ()} = [Fae(]™ - [f(D]

olur. Burada s = e? dur.
]
Teorem 3.1.1. n. mertebeden bigeometrik tiirevin bigeometrik Laplace integral

doniisiimii asagidaki sekilde verilir.

-1

Lpc{f™™ ()} = [Fa(s)]®9" - lHLl (r ”<"—1)(1))(lns) _ l (137)

Ispat.

LBG{fﬂ(n) (t)} — eL{(lnofoeXp)(n)(T)}

— o™ L{(nefoexp) (D}-2f; o™ K-(Inefoexp) k=1 (0)]

n n-k
= [ £tnepoexp)@N] " [n (etneroe @) ]

-1

k=1
= [Fpg(e®)]°" - [1_[ (fn(k_l) (eo))an_k]
k=1
. n-k -1
Lec{f™™ ()} = [Fze(s)]mo" . [l_[ (fn,(k_l)(l))(lns) ]
k=1

olur. Burada s = e? dur.
[ |
Tamm 3.1.1. Fps: R,y = Ry, Verilen bir bigeometrik fonksiyon ve f:R7,, —
Rexp tammli, a —bigeometrik iistel mertebeden ve bigeometrik parcali siirekli bir

fonksiyon olmak iizere

Lpe{f ()} = Fge(s)

esitligi saglaniyor ise f(t) bigeometrik fonksiyonuna Fgz;(s) nin bigeometrik ters

Laplace integral doniisiimii denir ve asagidaki sekilde gosterilir;

f(®) = Lps{Fze(s)} (138)
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Teorem 3.1.2. Bigeometrik ters Laplace integral doniisiimii de bigeometrik olarak
lineerdir. Yani, k4, k, keyfi sabitler ve f;(t), f2(t) de Lgs{fi(t)} = F; ve Lgs{f2(t)} =
F, olacak sekilde bigeometrik Laplace integral doniisiimii olan bigeometrik stirekli iki

fonksiyon ise,
Led{F - B2} = LR} - Lpt{F} (139)

esitligi gegerlidir.
Ispat: £, (t) ve £, (t) bigeometrik siirekli fonksiyonlar olmak iizere,

Fy = Lpe{fi(©)} ve F, = Lga{f2(0)}
seklinde olup bigeometrik ters Laplace integral doniisiimiiniin tanimindan,
LialFi} = f1(t) ve Lia{F:} = f(t)

yazilir. Bigeometrik Laplace integral doniisiimii bigeometrik olarak lineer oldugundan

LBG{f1k1 (®) 'fzkz (t)} = Lpc{fi(®)} - Lyc{fa()}2 = Flkl . F2k2

yazilabilir. Boylece bigeometrik ters Laplace integral doniisiimiiniin tanimindan
Lag{F B} = [0 £7(©)
—1fpks ok - _
LB&{Fl 'K 2} = Lgs{F Y - Lpi{F, )k

oldugu gortiliir.
[
3.2. Bigeometrik Laplace Doniisiimiiniin Bigeometrik Lineer Diferansiyel
Denklemlere Uygulanmasi
Bu kisimda amag¢ bigeometrik Laplace integral doniisimiiniin bigeometrik lineer
diferansiyel denklemler icin baslangi¢-deger problemlerinin ¢6zliimiinde nasil

kullanildigin1 géstermektir. Bigeometrik Laplace integral dontisiimii 6zellikle sabit tislii
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bigeometrik lineer diferensiyel denklemler i¢in kullanighidir. Boyle bir denklemin her iki

tarafina bigeometrik Laplace integral doniistimii uygulanarak ¢6ziim elde edilir.
Ornek 3.2.1. y™(t) - [y(t)]® = e®'"t*+5 y(1) = e. (140)

Bigeometrik baslangi¢c-deger problemini BG-Laplace integral doniistimii kullanilarak
¢Oziiniiz.

Coziim. Burada, y: R%y, = Rey, bigeometrik fonksiyon ve Lpg{y(t)} = Yps(s)
olsun. Verilen denklemin her iki tarafina bigeometrik Laplace integral doniistimii

uygulanirsa,

Lpey™ () - [y(D)]3} = Lgs{esnt+5)

Lpcly™ ()} - Lpe{ly(©)]?} = e47, (z = Int)
6 5
[Yo()]™S - [y(D]™ - [Ype()]* = es?'0, (o =1Ins)

Mo = y (1) - (e7*7)

yazilir. Burada baslangic kosulu kullanilirsa,

6.5
[Ypg ()]MO+3 = ¢ - eo”'7

0%+50+6
[Ypg ()]9*3 = ¢™ o2

In2(s) +51n(s)+6
[Ypo ()O3 = ¢ %@

[In(s)+2]-[In(s)+3] 1

YBG (S) =e In2(s) [In(s)+3]
[In(s)+2]
Ype(s) = e )
1 2

YBG(’S) = em . elnz(s)

yazilir. Simdi son esitligin her iki tarafina bigeometrik ters Laplace doniisiimii

uygulanirsa,
_1_ 2
L5 Yag(5)) = L {eln(s) . ean@}
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1 1 12
Lzi{Yse(s)} = L5 {em : [ean(s)l l

1 1 2
y(t) = Lgg {em} Lk {ean(s)}
y(t) =e'- (e“‘t)2
y(t) =e-t?
¢Oziimii bulunur.

Ornek 3.2.2. [y ()] - [y()] 1 =1, y(1) =1, y* (1) =e (141)

Bigeometrik baslangi¢-deger problemini BG-Laplace integral doniisimii yardimiyla
¢Ozlinliz.

Coziim. Burada, y: Ry, — Rey, bigeometrik fonksiyon ve Lgs{y(t)} = Yps(s)
olsun. Verilen denklemin her iki tarafina bigeometrik Laplace integral doniisiimii

uygulanirsa,

L™ (@) - [y(©O]™) = Lpe{1)
Lpely™(©)} Lpe{ly®] =1
[Yae ()] - [y~ - [y (D] - [Yaa(s)] ™t = 1

yazilir. Burada baslangic kosullar1 kullanilirsa,

[Ypg(s)]Ine~1. g7t =1

[YBG(S)](IHS)Z_l =e
N S
Ypg(s) = ens)*-1

olur. Simdi son esitligin her iki tarafina bigeometrik ters Laplace doniisiimii uygulanirsa,
1
L5i{Ype(s)} = Lg {e(lns)z—l}
y(t) — esin(ln t)

¢Ozlimii bulunur.
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4. SONUC VE DEGERLENDIRME

Bu tez caligmasinda daha 6nce Yal¢in ve arkadaglar tarafindan (Yal¢in v.d., 2016)
yapilan carpimsal (geometrik) Laplace doniisiimii baz alinarak bigeometrik Laplace
integral déniisimii (BGLID) calisilmistir. Bunun icin newtonyen olmayan (non-
newtonian) analizlerden olan geometrik ve bigeometrik analizlerden kisaca bahsedilip bu
analizlerin temel tanim ve teoremleri verilmistir.

Bu tez c¢alismasinda tanimlanan bigeometrik Laplace integral doniisiimi
bigeometrik analizde lineer diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde olduk¢a 6nemli bir rol
oynamaktadir. Geometrik tiirev ve geometrik integral icin gegerli olan yOntemler
bigeometrik tiirev ve bigeometrik integral i¢in de gegerlidir. Daha sonra geometrik
Laplace doniisiimiiniin tanim1 ve 6zellikleri dikkate alinarak bigeometrik analiz icin
bigeometrik Laplace doniisiimiiniin bazi temel tanim ve teoremleri verilmistir. Ayrica
bigeometrik Laplace doniisiimii yardimiyla bigeometrik lineer diferensiyel denklemlerin
¢cOziimleri aragtirllmistir. Yapilan bu calismalar bigeometrik tiirev ve uygulamalarinin
geometrik analiz ile uyumlu oldugunu gdstermistir. Bu da tipki geometrik analizde
oldugu gibi bigeometrik analizde de tiirevin diger ¢alisma alanlar ile alakali benzer
caligmalar yapilabilecegine dikkat ¢ekmistir. Boylece bigeometrik analizde farkli tip

integral doniisiim metotlar1 lizerine ¢aligmalar yapilabilir.
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