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OZET

HALKALARDA HOMOTUREVLER VE IDEALLER

Yesim SAHIN ERDEM
Yiiksek Lisans Tezi

Matematik Anabilim Dah
Damisman: Dog. Dr. Emine KOC SOGUTCU

2023, 30+ix sayfa

Bu calismada homotiirevler lizerine bazi sonuglar elde edilmistir. Baska bir ifadeyle
R bir asal halka, I, R halkasinin sifirdan farkli bir ideali, h: R = R bir homotiirev
olmak tizere asagida yazili ifadelerden en az biri saglandiginda R nin bir degismeli
halka oldugu gosterilmistir.

i) h(I) € Z,ii) [h(]),I] = (0),iii) [n(]),I] < Z, V) [h(]),h(])] < Z ve h(Z) # (0)
V) Her u,v € I igin [h(uw), h(v)] = [w,v], Vi) h(I) oI = (0),vii) h(I) oI C Z,

viii) h(I) e h(I) € Z ve h(Z) # (0), ixX) Heru,v € I igin h(u) o h(v) = u o v,

X) Her u, v € I icin h(u)h(v) = uv xi) Her u, v € I i¢in h(u)h(v) = vu,

Xii) h(I o I) = (0), xiii) h(I o I) € Z ve h(Z) # (0),

xiv) Her u,v €1 i¢in h(u)h(v) = [u,v], xv) Heru,v € I igin h(u)h(v) =uov,
xvi) Heru,v €1 igin h([u,v]) = [h(uw),v], xvii) Heru,v €I i¢in h(uov) =
h(u) o v.

Anahtar kelimeler: Asal halka, ideal, tiirev, homotiirev.
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ABSTRACT

HOMODERIVATIONS AND IDEALS IN RINGS

Yesim SAHIN ERDEM
Master of Science Thesis
Department of Mathematics
Supervisor: Dog. Dr. Emine KOC SOGUTCU
2023, 30+ix pages

In this study, results on homoderivations were obtained. It has been shown that R is a
commutative ring when at least one of the following expression are met, including R
as a prime ring, I a nonzero ideal of R and h: R = R as a homoderivations: i) h(I) c
Z, i) [h(D),I] = (0), iii) [h(D),I] c Z, iv) [h(I),h(])] € Z and h(Z) # (0), V)
[h(w), h(v)] = [u,v] forall w,v € I, vi) h(I) o I = (0), vii) h(I) o I € Z, viii) h(I) o
h(l) € Z and h(Z) # (0),iX) h(u) e h(v) =uo v for all u,v € I, X) h(u)h(v) =
uv, for all w,v €1, xi) h(wh(v) = vu, for all u,v €1, xii) h(I o I) = (0), xiii)
h(lol)c Z and h(Z)# (0), xiv) h(w)h(v) =[u,v], for al w,vel, xv)
h(wWh(w) =uo v, for all u,v € I, xvi) h([u,v]) = [h(w), v], for all u,v € I, xvii)

h(uev) =h(uw) ov, forallu,v € I.

Keywords: prime ring, ideal, derivation, homoderivation.
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GIRIS

Matematik alaninda son yillarda tiirevler konusu pek ¢ok matematikei tarafindan ele
alimmustir. Asal halkalar {izerinde tiirev tanimi literatiirde ilk olarak 1957 yilinda E.
C. Posner tarafindan yapilmistir. E. C. Posner tarafindan ele alinan bu tanim farkh
tiirev kavramlarini ortaya ¢ikarmistir. Halkada tiirev ve homomorfizma tanimlar1 M.
M. El Sofy Aly tarafindan ele alinmis ve homotiirev seklinde yeni ve daha genel olan
bir tanim verilmistir: R bir halka, h: R - R toplamsal bir doniisiim olsun. Her x,y €
R i¢in h(xy) = h(x)h(y) + h(x)y + xh(y) ise h dontsiimiine homotiirev denir. Bu
calismadan yola ¢ikarak pek ¢ok matematik¢i halkada tiirev konusu ile ilgili yapilan
calismalar1 homotiirev konusu i¢in incelemislerdir.

Literatiirde SCP déniisiimler ve SCP tiirevler i¢in pek ¢ok ¢alisma bulunmaktadir. 1k
olarak H. E. Bell ve M. N. Daif tarafindan 1994 yilinda SCP tiirev konusunu yariasal
halkanin idealinde ve 1996 yilinda ise Q. Deng ve M. Ashraf tarafindan ise asal
halkanin tizerinde SCP endomorfizm doniisiimler i¢in incelenmistir. 2003 yilinda M.
Bresar bu c¢alismayi halkanin Lie ideali i¢in genellestirdi. J. Ma ve X. W. Xu ise
2008 yilinda SCP doniistimler konusunu genellestirilmis tiirevler i¢in ele almislardir.
2013 yilinda E. Kog yariasal halkalarda SCP tiirevleri inlemistir. Ote yandan, 2018
yilinda E. Kog ve O. Golbast bu kosulu yariasal halkalar iizerinde ¢arpimsal
genellestirilmis tiirevler i¢in calismislardir. A. Ali, M. Yasen ve M. Anwar tarafindan
R yariasal bir halka ve f, R'nin sifirdan farkli bir ideali U tizerinde SCP déniigiimii

olan bir endomorfizm ise bu durumda f doniisiimiiniin U tizerinde kommuting

dontisiim oldugunu ispalanmistir. 2005 yilinda M. S. Samman, bir yariasal halka
tizerinde epimorfizm donilisimler ve SCP doniisiimler konusunu ele almistir.
Arastirmacilar, operator cebirleri, asal halkalar ve yariasal halkalar baglaminda
tirevler ve SCP doniisiimleri lizerine yaygin bir sekilde calismislardir. Sonraki
yillarda yukarida verilen homotiirev tanimi i¢in bu calismalar ele alinmaya
baglanmistir. Bu ¢alismalarin ilki A. Melaibari, N. Muthana, A. Al-Kenani tarafindan
2016 yilinda yapilmistir. Bu calismada SCP doniisiimler konusu homotiirev igin
incelenmistir.

M. Ashraf ve N. Rehman tarafindan 2002 yilinda SCP doniisiim tanimindaki

komiitator ifadesi Jordan komiitator ile yer degistirilmistir ve d(x) o d(y) =x oy



kosulu elde edilmistir. Homotiirev konusu i¢in bu kosul su sekilde genelestirilmistir:
h(x) e h(y) =x°y.

1978 yilinda I. N. Herstein tarafindan R bir karakteristigi ikiden farkli bir asal halka
ve d, R iizerinde bir sifirdan farkl tiirev olmak tizere d(R) < Z kosulu saglaniyorsa
R bir degismeli halka oldugu gdsterilmistir. Bu kosul J. Bergen, I. N. Herstein ve J.
W. Kerr tarafindan 1981 yilinda asal halkanin Lie ideali igin ele almmistir. O.
Golbast ve E. Kog ise 2010 yilinda yukarida verilen kosulu asal halkanin (o, T )—Lie
ideali i¢in incelemislerdir.

2007 yilinda M. Ashraf, A. Ali ve S. Ali tarafindan su teorem ele alinmistir: R bir
halka ve f, R nin bir genellestirilmis tiirevi olmak tizere asagidaki kosullardan biri
saglanirsa R bir degigmeli halkadir: (i) f(xy) — xy € Z, (ii) f(xy) + xy € Z, (iii)
fxy) —yx € Z, (v) fxy) +yx€Z (V) fOfQ)—xy ez (Vi)
f(xX)f(y) + xy € Z. N. Rehman, M. R. Mozumder ve A. Abbasi tarafindan 2019
tarafindan bu kosullar ve farkli degismeli olma kosullar1 asal halka iizerinde
homotiirevler igin incelenmistir. E. F. Alharfie ve N. M. Muthana 2019 yilinda asal
halkada homotiirevler i¢in (i) h(xy) — xy € Z, (ii) h(xy) + xy € Z kosullarini
incelemislerdir. Bu kosullar1 E. F. Alharfie ve N. M. Muthana ise 2018 yilinda asal
halkada homotiirev igin asagidaki gibi genellestirmislerdir: (i) xh(y) + xy € Z,
(i) xh(y) £ yx € Z, (iii) [n(x),y] * xy € Z, (iv) [h(x),y] £ yx € Z.

2016 yilinda A. Melaibari, N. Muthana, A.Al-Kenani tarafindan su teorem ele
almmustir: R bir asal halka, I, R nin sifirdan farkli bir tiirevi ve h : R — R sifirdan
farkli homotiirev olmak tizere her a,b € I i¢in h([a,b]) = 0 ise R degismeli
halkadir. Ayrica, R karakteristigi ikiden farkli ve h bir sifir-giiclii degerli homotiirev
olmak iizere her a,b € I i¢in h([a,b]) € Z ise R degismeli halkadir.

Bu tez calismasinda, yukarida bahsedilen kosullar ile bu kosullardan yola ¢ikarak
yeni olusturulan degismeli olma kosullar1 bir asal halkanin sifirdan farkli ideali

tizerinde homotiirevler i¢in incelenmistir.



1. GENEL KAVRAMLAR

Tanmm 1.1: Bos kiimeden farkl1 bir G kiimesi iizerinde
+GXG->G
(a,b) >a+b

islemi tanimlansin. Buna gore

i. HerabceGicina+(b+c)=(a+b)+c
ii. HeraeGigcina+ 0 =0+ a = aolacak bigimde 0 € G var
iii. Her a€G i¢in a+ (—a) = (—a) + a = 0 olacak bigimde —a € G

var

kosullar1 saglaniyorsa (G, +) ikilisine bir grup denir. Islemin &nemli olmadig

durumda (G, +) ikilisi yerine sadece G gosterimi kullanilabilir.

Tammm 1.2: G bir grup ve @ # A € G olsun. Eger A kiimesi, G kiimesi {izerinde
tanimli isleme gore kendi basma bir grup oluyorsa A kiimesine G grubunun bir

altgrubu denir.
Tanim 1.3: Bir grubun, birimden ve kendinden farkli altgrubuna 6z altgrup denir.

Tanim 1.4: (G, +) ve (S,*) iki grup olmak tizere bir f: G — S fonksiyonu her x,y €
G icin f(x+y) = f(x)* f(y) kosulu saglaniyorsa oluyorsa f fonksiyonuna bir

grup homomorfizmasi denir.

Eger f grup homomorfizmas: orten donilisim ise grup epimorfizmasi, 1—1
doniisiim ise grup monomorfizmasi ve 1 — 1, 6rten doniistim ise grup izomorfizmasi

olarak adlandirilir.

kerf = {a € G|f(a) = es} olarak tanimlanan kiimeye f grup homomorfizmasinin

cekirdegi denir.

Teorem 1.5: (Brauer’s Trick) Herhangi bir grup iki 6z altgrubunun birlesimi olarak

yazilamaz.

Ispat: (G,*) bir grup olmak iizere K ve H 6z altgruplari icin G = H U K olarak
yazilsin. Kabul edelim ki H & Kve K & H olsun. Bu durumda a € H— K ve a €
K — H olacak bi¢imde a, b € G vardir. G grup oldugu igina *b € G dir. G = HUK

oldugundan a*b € H veya a*b € K olur. axb € H ise H bir grup ve a € H



oldugu i¢in a™* € H dir. Bu durumda b = a ' «a = b € H olur. Oysa ki b & H idi.
Bu nedenle a * b € H olamaz. O halde a * b € K dir. Benzer sekilde K bir grup ve
b € H oldugu i¢in b1 € K dir. Boylece a=axb+b~t € K olur. Bu ise a ¢ K
olmas ile celisir. Celiskilerin nedeni kabuldiir. O halde H c K veya K c H dir. Ilk
olarak kabul edelim ki K ¢ H olsun. Bu durumda HUK c H olur. Bu G c H
demektir. Yani G = H olur. Bu ifade de K kiimesinin 6z altgrup olmasi ile gelisir.
Tim bu celiskilerin nedeni baslangictaki kabuldiir. Boylece G = K U H olmasi
durumda G = H veya G = K dur.

Tamim 1.6: R, bos olmayan bir kiime ve R iizerinde toplama ve ¢arpma ikili islemleri
taniml1 olsun. Buna gore asagidaki kosullar saglaniyorsa R ye bir halka denir ve
(R, +,.) ile gosterilir.

i. (R, +) degismeli grup,
ii. Hera,b,c € R i¢in a(bc) = (ab)c,

iii. Her a, b, c € Ri¢in a(b + c) = ab + ac ve (a + b)c = ac + bc.

Ayrica

iv. Her a,b € R i¢in ab = ba ise R halkasina degismeli (komiitatif)
halka denir.

V. Her a € R i¢in a. 1 = 1. a olacak sekilde 1; € R varsa R halkasina

birimli halka denir.

o ”»

(R, +,") Ggliisii R kiimesi tizerinde tanimlanan “ + " ve islemleri ile birlikte bir

halkay1 ifade eder. Islemin énemli olmadig1 durumlarda (R,+,) yerine sadece R

gosterimi kullanilabilir.

Tammm 1.7: R bir halka ve @ # A € R olsun. Eger A kiimesi, R kiimesi iizerinde
taniml1 islemlere gore kendi basina bir halka oluyorsa A kiimesine R halkasinin bir

alt halkasi1 denir.

Tanmim 1.8: (R,+,") ve (S,x,0) iki halka olmak tizere bir f: R — S fonksiyonu her
X,y € R i¢in

fx+y)=fx)-f(y)

ve



fGxy)=fx)ef(y)
kosullar1 sagliyorsa f fonksiyonuna bir halka homomorfizmasi denir.

Eger f halka homomorfizmasi Orten doniisiim ise halka epimorfizmasi, 1 —1
doniisiim ise halka monomorfizmasi1 ve 1—1, Orten doniisim ise halka

izomorfizmasi olarak adlandirilir.
Ozel olarak, f: R — R bir halka izomorfizmasi ise halka otomorfizmasi adini alir.
Tanmm 1.9: R bir halka ve A, R halkasiin bos kiimeden farkl bir alt kiimesi olsun.

Cr(A) = {a € R|xa = ax,Vx € A}

= {a € R|[x,a] = 0,Vx € A}
kiimesine A kiimesinin R halkasindaki merkezlestircisi denir.
Tamm 1.10: R bir halka olsun
Z ={z € R|zx = xz,Vx € R}

kiimesine R halkasinin merkezi denir.
Uyar 1.11: Bir halkanin merkezi kendisinin alt halkasidir.

Uyan 1.12: R bir halka, A ve B altgruplari olsun. a € A ve b € B olmak iizere ab

elemanlar1 tarafindan iiretilen altgrup AB dir.
Tanmm 1.13: R bir halka ve I, R halkasinin bir alt halkasi olsun.
i. Herr € R,a €1 i¢inra € I ise I ya R halkasinin sol ideali,
li. Herr € R,a € I igin ar € I ise I ya R halkasinin sag ideali denir.

I, R nin hem sol, hem de sag ideali ise [ ya R halkasinin bir ideali denir.

a b

Ornek 1.14: R={[O 0

”a,b € Z} halkasi wverilsin. Bu durumda [ =

{ 8 g] € R|a € Z} kiimesi R halkasinin bir idealidir.

Tamim 1.15: R bir halka ve A ve B, R halkasimin idealleri olsun. n bir pozitif tam

say1 olmak {izere
AB = {Zsonlu aibi |ai €4, bi € B}

ve



At = {Zsonlu a;, aizmaij aij € A}
dir.

Tamm 1.16: R bir halka ve P # R olan R nin bir ideali olsun. A ve B, R halkasinin

herhangi iki ideali olmak iizere

“AB € P oldugunda A € PveyaB € P”’

oluyor ise P idealine R halkasinin asal ideali denir.

Tamm 1.17: (0) ideali asal ideal olan halkaya asal halka denir.
Ornek 1.18: (Z, +,) tamsayilar halkasi bir asal halkadur.

Onerme 1.19: Bir R halkasinin asal halka olmast igin gerek ve yeter kosul a,b € R

olmak iizere aRb = (0) oldugunda a = 0 veya b = 0 olmasidir.

Tammm 1.20: R bir halka olsun. Ya € R igin na =0 saglayan n pozitif
tamsayilarinin en kiigigiine R halkasinin karakteristigi denir ve charR =n ile

gosterilir.

Tammm 1.21: R bir halka ve m # 0 bir tamsay1 olsun. Her a € R igin ma =0

oldugunda a = 0 oluyorsa R halkasina m- torsion free halka denir.

Uyan 1.22: Bir 2 — torsion free halka ise R halkasinin karakteristigi ikiden farklidir.

Ancak tersi her zaman dogru olmayabilir.

Uyar 1.23: R bir asal halka olmak iizere R halkasinin karakteristigi ikiden farkli ise
R halkas1 2 — torsion free bir halkadir.

Ispat: R karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka olsun. Kabul edelim ki x € R

icin 2x = 0 olsun. Bu durumda her a, b € R igin
2(xab) = 0= xab +xab=0=xa(b+b) =0=xa(2b) =0

olur. Bu ise her b € R i¢in 2b = 0 elde edilir. Bu durumda halkanin karakteristigi

ikiden farkli oldugu i¢in x = 0 olur. Béylece R halkasi bir 2 — torsion free halkadir.

Sonu¢ 1.24: R bir asal halka olmak {izere charR # 2 olmasi ile 2 — torsion free

olmasi1 ayn1 anlama gelir.



Tammm 1.25: R bir halka olsun. x,y € Rigin xy — yx ifadesine x ile y
elemanlarinin komiitator ¢arpimu denir ve [x, y] ile gosterilir. xy + yx ifadesine ise x

ile y nin Jordan ¢arpimi denir ve x o y ile gosterilir.
Ozellikler: Vx, y, z € R icin asagidaki bagmtilar saglanir.
i [x+yz] =[x2]+ [y 2]
ii. [x,yz] = ylx, z] + [x,y]z
ii. [xy,z] = x[y, z] + [x, z]y
iv. [[x, y],z] + [[y, Z],x] + [[z, x], y] = 0 (Jacobi 6zdesligi)
V. xo0(yz) =(xoy)z—y[x,z] =y(xoz)+[x,y]z
Vi. (xy)ez=x(yoz)—[x,z]y = (x o 2)y + x[y, 2]
Tamm 1.26: R bir halka, d: R = R toplamsal bir doniisiim olsun. Her x,y € R igin

. dx+y)=dx)+d)
ii.  dxy)=dx)y+xd(y)
kosullar1 saglaniyor ise d ye R halkasinda bir tiirev denir. (Posner,1957)

a b

Ornek 1.27: R bir halka ve S = {(0 ;

)|a,b € R} olsun. S kiimesi matrisler

halkasi tizerinde bilinen islemler ile bir halkadir. Bu durumda d: S — S, d (f)l g) =

(8 g) ile taniml1 doniisiim S kiimesi iizerinde bir tiirevdir.

Coziim: A = (‘3 8),3 - (8 g) € S olsun.

i d(A+B)=d<(g g)+(8 g))=d(“3c b—(l)—d)z(g agc)

olur. Ote yandan

d(A):d(a b)=(0 a)

0 0o/ o
ve
4@ =d(5 5)=( o



oldugundan

i = (5 G -6 7
dir. Boylece
d(A+B) = d(4) + d(B)

elde edilir. Yani d toplamsal bir dontistimdiir.

i) d(AB) = d ((g g) ((C) ﬁ)) _ 4 (%C aod) _ (8 %c)
dir. Ayrica

a@s = (5 )G 9= o

ve

a3 = (5 ) 0)=( %)
olmak iizere

dMB +4dB) = (7 %)

0 0

dir. Boylece

d(AB) = d(A)B + Ad(B)

elde edilir. O halde d, R halkasi tizerinde bir tiirevdir.

Tammm 1.28: R bir halka ve a € R olsun. Vx € R igin [,(x) = [a,x] = ax — xa

tanimli doniisiim R halkasinin bir tiirevidir. Bu dontistime 6zel olarak a tarafindan

belirlenmis ig tiirev ad1 verilir.

Tammm 1.29: R bir halka, S, R nin bostan fakli bir alt kiimesi ve f,R halkasi

tizerinde bir dontisiim olsun. Eger her x,y € R i¢in

fGy) = fFOOf )

kosulu saglaniyor ise f ye S iizerinde bir homomorfizm denir.

Tammm 1.30: R bir halka, S, R nin bostan fakli bir alt kiimesi ve f,R halkasi
tizerinde bir doniisiim olsun. Eger f(S) < S kosulu saglaniyor ise f ye S iizerinde

koruyan doniisiim denir. Eger f doniisiimii S iizerinde koruyan doniigiim ve her x €



Sigin f*®(x) = 0 olacak sekilde n(x) > 1 pozitif tam sayisi varsa f ye S iizerinde

sifir-gii¢ degerli doniisiim denir.

Tamm 1.31: R bir halka, h: R — R toplamsal bir doniisiim olsun. Her x,y € R igin
h(xy) = h(x)h(y) + h(x)y + xh(y)

kosulu saglaniyor ise h doniisiimiine bir homotiirev denir. (M. M. El Sofy Aly, 2000)

Ornek 1.32: R bir halka, f:R— R homomorfizma olsun. Buna gore her x € R

icin h(x) = f(x) — x doniigimi bir homotiirevdir. Ancak h doniigimi bir tiirev

degildir. Eger her x,y € R i¢in h(x)h(y) = 0 ise h bir tiirevdir.
Coziim: x,y € R alalim.
) hx+y)=f(x+y)—x—y
=f+f)—x-y
=f@)-x+f0) -y
= h(x) + h(y)
olur. Boylece h(x +y) = h(x) + h(y) dir. Yani h toplamsal bir doniisiimdir.
i) h(xy) = f(xy) —xy
dir. Ayrica
h(x)y = (f(x) —x)y = f(x)y —xy,
xh(y) = x(f(¥) —y) = xf(y) —xy
ve
h()h(y) = (f(x) =) (f ) — )
=fOf) = fy —xf ) + xy+ f()y — xy+ xf(y) — xy
=ff () —xy
olmak {izere

h(x)h(y) + h(x)y + xh(y) = fO)f ) — fF()y —xf ) + xy+ f(x)y —
xy+xf(y) —xy = f()f(y) —xy

dir. Boylece



h(xy) = h(x)h(y) + h(x)y + xh(y)

elde edilir. O halde h, R halkasi iizerinde bir homotiirevdir. Diger taraftan
h(xy) = f(xy) —xy

ve

h(x)y + xh(y) = f(xX)y —xy + f(y) —xy

oldugundan

h(xy) # h(x)y + xh(y)

elde edilir. Yani h bir tiirev degildir.

Ancak her x,y € R igin h(x)h(y) = 0 ise bu ifade yukaridaki denklemde yerine
yazilirsa

h(xy) = h(x)y + xh(y)

olur. Yani bu durumda h, R halkas1 uizerinde bir tiirevdir.

a b
0 c

kiimesi matrisler halkasi iizerinde bilinen islemler ile bir halkadir. Bu durumda

Ornek 1.33: Z tamsayilar kiimesi olmak lizere R = {( ) |a,b,c€ Z} olsun. R

h:R - R, h(r) = —rile tamimli doniisiim R kiimesi iizerinde bir homotiirevdir.

Ancak h dontistimii bir tiirev degildir.

Cozim: A = (g IZ),B = (g ]ec) € R olsun.

S N et e
olur. Ote yandan

an=h(3 4)=-( 4

0 0 c
ve

d e d e
ey =n(o 7)=-(5 7)
oldugundan
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o= -3 )=-(3" 11
dir. Boylece
h(A+ B) = h(A) + h(B)

elde edilir. Yani h toplamsal bir doniistiimdyir.

i) h(AB) = h ((g lc’) (‘é Ji)) —h (aod ae CJ} bf)

_ (aod ae:]_rbf>

dir. Ayrica

rAB = - (7 IC’) (g ;) r . (aod ae CJ} bf)’

an®) = ~(§ Ig) (g Je‘):_(aod ae:}bf)

ve

h(A)h(B)=_<_ @ (@ ;)>=(a0d ae CJ} bf)
olmak iizere

h(A)R(B) + h(A)B + AR(B) = — (ad ae + bf)

0 cf
dir. Boylece
h(AB) = h(A)h(B) + h(A)B + Ah(B)

elde edilir. O halde h, R halkasi tizerinde bir homotiirevdir. Diger taraftan

h(A)B + Ah(B) = -2 (“Od ae:}bf)
ve

_ (ad + bc ae+ bf
h(4B) = _< 0 cf )
oldugundan

h(AB) # h(A) + h(B)
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elde edilir. Yani h, R halkas1 tizerinde bir tiirev degildir.

Tamim 1.34: R bir halka, S, R halkasinin bostan farkl bir alt kiimesi ve f, R lizerinde
bir dontisiim olsun. Eger Vx €S igin [f(x),x] =0 kosulu saglaniyor ise f

doniisiimiine S {lizerinde kommuting (commuting) doniisiim denir.

Tamim 1.35: R bir halka, S, R halkasinin bos kiimeden farkli bir alt kiimesi ve f, R
tizerinde bir doniisim olsun. Eger Vx € S i¢in [f(x), x] € Z kosulu saglaniyor ise

f ye S lizerinde merkezil (centralizing) doniisiim denir.

Tanmmm 1.36: S, R halkasmin bos kiimeden farkli bir alt kiimesi, f:R — R bir
donlisim olmak tizere eger her x,y €S i¢in[f(x), f(y)] = [x,y] oluyorsa f
donlisimiine R halkasinin S iizerinde komiitatifligi gii¢lii koruyan (strong

commutativity preserving) doniisiimii veya kisaca SCP denir.

Onerme 1.37: R bir asal halka olsun. Eger ab,b € Z ise bu durumda b = 0 veya
a € Z dir.

ispat: ab, b € Z olsun. Bu durumda her x € R igin

xab = abx = axb

olur. Buradan her x € R igin

(ax — xa)b = 0 (1.2)
elde edilir. (1.1) de x yerine xy ,y € R alinirsa

0 = (axy — xya)b = axyb — xyab

= axyb — xayb + xayb — xyab

= (ax — xa)yb + x(ay — ya)b

olur. Bu ifadenin ikinci terimi (1.1) esitliginden sifirdir. Bylece her x € R igin

(ax — xa)Rb = (0) (1.2)
oldugu goriiliir. R asal halka oldugu i¢in (1.2) den

b =0veyaa€Z

bulunur.
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2. HALKANIN iDEALI UZERINDE HOMOTUREVLER

Halkalarda tiirev ve homomorfizma tanimlari M. M. El Sofy Aly tarafindan ele
alimmig ve homotiirev seklinde yeni ve daha genel olan bir tanim verilmistir. Bu
tanimdan yola ¢ikarak halkadaki tiirev konusu ile ilgili degismeli olma kosullari
homotiirevli halkalar i¢in incelenmeye baslanmistir. Bu boliimde halkada daha once
ele alinan baz1 degismeli olma kosullar1 ile yeni kosullar bir asal halkanin ideali
tizerinde verilen homotiirevler i¢in incelenmistir.

Lemma 2.1. [M. Ashraf, N. Rehman, 2002, Lemmal (b)] Eger R bir asal halka ise
iki yanli idealin merkezi ile R halkasinin merkezi aynidir. Ayrica, eger R nin merkezi
olmayan bir sag ideali varsa bu durumda R degismeli halkadir.

Lemma 2.2. R bir asal halka, I, R nin sifirdan farkli bir ideali ve a,b € R olsun.
Eger alb = (0) ise bu durumda a = 0 veya b = 0 dur.

Ispat: Her u € I i¢in aub = 0 olsun. Bu denklemde u yerine r € R olmak iizere ru
yazilirsa her u € I, r € R igin

arub =0

elde edilir. R asal halka oldugundan

a=0veyaub =0

dir. Ikinci durumda, her u € I i¢in ub = 0 olur. Burada u yerine ur yazilirsa her u €
I,r € R i¢in

urb =0

elde edilir. Yani IRb = (0) dir. R bir asal halka oldugundan I = (0) veya b = 0 dur.
I sifirdan farkli bir ideal oldugundan b = 0 bulunur. Sonug olarak a = 0 veya b = 0
elde edilir.

Teorem 2.3. R bir asal halka, I, R nin sifirdan farkli bir ideali ve h: R — R sifirdan
farkli homotiirevi olsun. Eger h(I) < Z ise bu durumda R degismeli halkadir.

ispat. Hipotezden her u € I igin

h(u) € Z

dir. Yani, heru € I, r € R igin [h(u),r] = 0 elde edilir. Bu denklemde u yerine v €
I icin uv yazilirsa ve hipotez kullanilirsa

0 = [h(uv),r]

=[h(w)h() + h(wW)v + uh(v),r]

= [h(w), r]h(v) + h(W)[h(V),r] + k(W) [v,r] + [A(w), r]v + [u, r]h(V)
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+ulh(v),r]

dir. Burada hipotez kullanilirsa her u, v € I igin

h(W[v,r] + [u,r]h(v) =0

elde edilir.  yerine u yazilirsa her u, v € I igin

h(wW[u,v] =0 (2.1)
dir. Burada h(u) € Z oldugu kullanilirsa her u, v € I igin

h(uw)R[v,u] = (0)

bulunur. R bir asal halka oldugundan her v € I igin

h(u) = Oveya [u,v] =0 (2.2)
olur. Burada K = {u € I|h(u) = 0} ve L = {u € I|[v,u] = 0, Vv € I} seklinde iki
kiime tanimlansin. K ve L, I nin toplamsal altgruplaridir. Ayrica [ = K U L dir.
Brauer trick kullanilirsa K = I veya L = [ elde edilir.

Eger K =1 ise her u € [ i¢in h(u) = 0 bulunur. Bu denklemde u yerine r € R
olmak tizere ur yazilirsa ve bu ifade kullanlirsa her u € I, r € R igin

0 = h(u)h(r) + uh(r) + h(w)r

=uh(r)

elde edilir. Bu denklem soldan h(r) ile ¢arpilirsa her r € R igin

h(r)Ih(r) = (0)

olur. Burada Lemma 2.2 kullanilirsa her r € R i¢in h(r) =0 dir. Bu ise h
homotiirevinin sifirdan farkli olusu ile ¢elisir. Eger L =1 ise her u,v €I igin
[v,u] = 0 elde edilir. Burada Lemma 2.1 kullanilirsa R bir degismeli halkadir.

Not. R bir asal halka, h:R — R sifirdan farkli [ iizerinde sifir-giic degerli bir

homotiirev olsun. Buna gore asagidaki dzellikler saglanir.

i) h(0) =0,
i) z € Z icin h(z) € Z dir.
Ispat.

i) h homotiirev oldugundan toplamsal bir doniisiimdiir. O halde h(0) = 0 dur.
ii) z € Z oldugundan her u € I i¢in

[u,z] =0

dir. h bir homotiirev oldugundan (i) kullanilirsa

0 = h(0) = h([u,z])

= h(uz — zu)
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= h(w)h(z) + h(w)z + uh(z) — h(z)h(u) — h(z2)u — zh(w)

= [A(w), h(2)] + [h(w), z] + [u, h(2)]

= [A(w) +u, h(2)]

dir. h, I tizerinde sifir-giic degerli doniisiim oldugundan u € I igin A™(u) = 0 olan
n>1 bir tamsayr vardir. Bu denklemde u yerine u—h(u)+ h%(u) + -+
(=)™ A" 1(u) yazilirsa ve h mn toplamsal ddniisiim oldugu kullanilirsa her u € I
i¢in

0= [h(u—hQ@)+h?) + -+ (D" A" (W) + u— h(u) + h?(uw) + -
+(=D" R (W), h(2)]

=[h(w) — h*W) + K3(u) + -+ (=)™ 2h" 1 (w) + (D" A" () + u—

h(uw) + h?(u) + -+ (=) 1h" 1(u), h(2)]

dir. Burada h™(u) = 0 oldugu kullanilirsa her u € [ igin

[u,h(2)] = O

elde edilir. Yani her u € [ i¢in [u, h(z)] = 0 dir. Lemma 2.1 kullanilirsa h(z) € Z
bulunur.

Teorem 2.4. R bir asal halka, I, R nin sifirdan farkli bir ideali ve h: R — R sifirdan
farkl1 bir homotiirevi olsun. Eger asagidaki kosullardan biri saglanirsa bu durumda R
bir degismeli halkadir.

i) [h(D), 1] = (0),

i) [h(D),1] c Z,

iii) h, I tzerinde sifir-giic degerli doniisim ve h(Z) # (0) olmak iizere
[h(D),h(D)] c Z.

Ispat:

1) Hipotezden her u, v € I igin

[h(w),v] =0

olsun. Son denklemde v yerine r € R olmak {izere vr yazilirsa ve hipotez kullanilirsa
0 = [h(w),vr] = [h(w),v]r + v[h(w),7]

=v[h(u), 7]

elde edilir. Bu ifade soldan [h(w), ] ile ¢arpilirsa

[A(w),r]v[h(u),r] =0

bulunur. Yani heru € I, r € R i¢in

[R(w), r]ITh(w),T] = (0)
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dir. Burada Lemma 2.2 kullanilirsa her u € I, r € R i¢in

[A(u),r] =0

olur. Dolayisiyla, h(I) c Z dir. Teorem 2.3 kullanilirsa R bir degismeli halkadir.
ii) Hipotezden her u, v € I igin

[h(u),v] € Z

dir. Bu ifade r € R ile komiite edilirse her u,v € I,r € R i¢in
[[h(w),v], 7] =0

elde edilir. Bu esitlikte v yerine h(u)v yazilirsa ve bu esitlik kullanilirsa

0 = [[A(w), h(w)v], 7]

= [[h(@), hW]v + hW)[h(W), v], 7]

=[h()[h(w), V], 7]

= [hw), r][h(w), v] + h(w)[[~(w), v], 7]

=[h(w),r][h(w), V]

elde edilir. Son denklemde r yerine vr yazilirsa ve bu denklem kullanilirsa
0=[h(w), vr][h(w), V]

=[h(w), vlr[h(w), v] + v[h(w), r][R(w), V]

= [h(w), v]r[h(w), v]

bulunur. Yani her u, v € I igin

[h(w), vIR[A(w), v] = (0)

dir. R bir asal halka oldugundan her u, v € I i¢in

[A(uw),v] =0

olur. Teorem 2.4. (i) kullanilirsa R bir degismeli halkadir.

iii) Hipotezden her u, v € I igin

[h(w),h(v)] € Zve h(Z) # 0

olsun. h(Z) # 0 oldugundan h(z) # 0 olacak sekilde bir z € Z vardir. Her u,v € I
i¢cin

[h(w),h(v)] € Z

olsun. Bu ifadede v yerine vz yazilirsa

Z 3 [h(u),h(vz)] =

=[h(u), h(v)h(z) + h(v)z + vh(2)]

= [h(w), h()]h(2) + h(W)[h(w), h(2)] + [R(W), h(v)]z + h(v)[h(w), z] +
[h(w), v]h(2) + v[h(w), h(2)]
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elde edilir. Son ifadede hipotez, z € Z, h(z) € Z ve Uyari 1.11 kullanilirsa her u, v €
I i¢in

[h(u),v]h(z) € Z

olur. R bir asal halka ve h(z) € Z oldugundan Onerme 1.37 kullanilirsa her u, v € I
i¢in

[h(u),v] € Zveya h(z) =0

olur. h(z) # 0 oldugundan her u,v € I igin

[h(w),v] € Z dir. Teorem 2.4. (ii) kullanilirsa R bir degismeli halkadir.

Teorem 2.5. R bir asal halka, I, R nin sifirdan farkli bir ideali ve h: R = R sifirdan
farkli I tizerinde sifir-gii¢ degerli bir homotiirevi olsun. Eger her u,v € I igin
[h(u), h(v)] = [u,v] ise bu durumda R bir degismeli halkadir. Yani h bir SCP
homotiirev ise bu durumda R bir degismeli halkadir.

Ispat. Hipotezden her u, v € I igin

[h(w), h(v)] = [w, v]

saglanir. Bu denklemde v yerine w € I olmak iizere vw yazilirsa

0=[h(w), h(vw)] — [u, vw]

=[h(w), h(v)h(w) + h(v)w + vh(w)] — [u, vw]

= [A(w), h(v)]h(w) + h(V)[h(w), h(W)] + [h(w), h(V)]w + h(v)[h(w), W]

+[h(w), v]h(w) + v[h(w), h(W)] — [u, v]w — v[u, w]

bulunur. Burada hipotez kullanilirsa

[u, v]h(w) + h(v)[u, w] + h(v)[h(w), w] + [A(w), v]R(W) = 0

elde edilir. Boylelikle

[u + h(w),v]h(w) + h(v)[h(u) + u,w] =0

olur. hbir I tizerinde sifir-gii¢ degerli doniisim oldugundan u € I ig¢in h™(u) =
0 olan n > 1 bir tamsay1 vardir. Yukaridaki esitlikte u yerine u — h(u) + h?(u) +
4+ (—1)"" A" 1(u) yazilirsa ve h bir toplamsal doniisiim oldugu kullanilirsa

0=[u — h(u) + h2(w) + -+ (=)™ A" 1 (u) + h(u — h(u) + A2(w) + -+ +
(D" A" (W), v]h(w) + h(W)[R(u — h(W) + R2(W) + - +

(D" A" (W) + u — h(w) + A2(w) + -+ (1) A" (w), w]

=[u —h(w) + R2W) + -+ (D" A" 1 (w) + h(w) — h?(w) + R3(u) + -+
(=D 2R () + (D" A" (u), v]h(w) + h(v)[h(u) — R*(w) + R3(w) + -+ +
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(=D 2h" (W) + (-1 h"(w) + u — h(u) + h?(u) + - +
(—D" A (w), w]

dir. Bu ifade diizenlenir ve h™(u) = 0 kullanilirsa

[u,v]h(w) + h(v)[u,w] =0

elde edilir. Son denklemde w yerine u yazilirsa her u, v € I igin

[u,v]h(u) =0

bulunur. Bu esitlikte v yerine r € R olmak tlizere vr yazilirsa ve bu denklem
kullanilirsa

[u,v]rh(u) =0

elde edilir. Yani her u,v € I igin

[u, vIRh(u) = (0)

dir. R bir asal halka oldugundan her v € I igin

h(u) = Oveya [u,v] =0

dir. Bu ifade Teorem 2.3.’{in ispatindaki (2.2) ile aynidir. Benzer islemler yapilirsa R
nin bir degismeli halka oldugu elde edilir.

Teorem 2.6. R bir asal halka, I, R nin sifirdan farkli bir ideali ve h:R — R Dbir
homotiirevi olsun. Asagidaki kosullardan biri saglaniyor ise bu durumda R bir
degismeli halkadir.

i) (1) o I = (0),

ii)h(I) ol c Z,

iii) h, I tizerinde sifir-gii¢ degerli doniisim ve h(Z) # 0 olmak tizere h(I) o h(I) c
Z.

ispat.

i) Hipotezden, her u, v € I igin

h(W)ov =20

dir. Bu denklemde v yerine w € I olmak iizere vw yazilirsa ve hipotez kullanilirsa
her u, v,w € I i¢in

0=nh(u)ovw
= (h(u) e v)w + v[w, h(u)]

= v[w, h(w)]
elde edilir. Denklem soldan [w, h(u)] ile garpilirsa her u,w € I igin
[w, h)]I[w, h(W)] = 0
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bulunur. Lemma 2.2. kullanilirsa her u, w € I i¢in

[w,h(W)] =0

elde edilir. Teorem 2.4. (i) kullanilirsa R bir degismeli halkadir.

ii) Hipotezden her u, v € I igin

h(uoveZ

dir. Bu ifadede v yerine w € I olmak iizere vw yazilirsa

Z 3 h(u) e vw= (h(u) c v)w + v[w, h(u)]

elde edilir. Bu ifade r € R ile komiite edilirse her u, v,w € [ ve r € R i¢in
[(h(w) e v)w + v[w,h(u)],r] =0

olur. Burada komiitator carpim 6zellikleri kullanilirsa

[(Rw) o v), T]w + (R(W) o V) [w, ] + v[[w, h(W], ] + [v,7][w, R(W)] = 0
bulunur. Yukaridaki esitlikte hipotez kullanilirsa

(h(w) o v)[w, 7] + v[[w,hW)], 7] + [v,7][w, R(W)] = 0

elde edilir. Son esitlikte r yerine w yazilirsa

v[[w, hRW)], w] + [v,w][w, h(W)] = 0

olur. Son denklemde v yerine rv yazilirsa ve bu denklem kullanilirsa

0 = rv[[w, h(W)], w] + [rv, w][w, h(w)]

=rv[[w, h(w)],w] + r[v, w]lw, h(W)] + [r, wlv[w, h(w)]

=[r,wlvlw, h(W)]

dir. Yani her u,v,w € I ve r € R igin

[r,w]v[w,h(u)] =0

elde edilir. Burada r yerine h(u) yazilirsa

[w, h(W)]v[w, h(w)] = 0

olur. Yani her u,w € I igin

[w, h(W]1I[w, h(W)] = (0)

dir. Lemma 2.2. kullanilirsa her u,w € I i¢in [w, h(u)] = 0 elde edilir. Son olarak
Teorem 2.4 (i) kullanilirsa R bir degismeli halkadir.

iii) Hipotezden her u, v € [ igin

h(u) o h(v) € Z

dir. h(Z) # (0) oldugundan h(z) # 0 olacak sekilde bir z € Z vardir. Bu ifadede v
yerine vz yazilirsa

Z3 h(u)oh(vz) =h(u)o (h(v)h(z) +h(v)z + vh(z))
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=(h(w) o h(¥))h(2) + h(W)[h(2), h(wW)] + (h(w) o h(v))z + h(v)[z, h(W)] +

(h(w) e v)h(2) + v[h(z), h(uw)]

olur. Burada h(z) € Z, z € Z, hipotez ve Uyari 1.11 kullanilirsa

(h(uw) e v)h(z) € Z

elde edilir. h(z) € Z oldugundan Onerme 1.37 kullanilirsa

(h(uw)ov) € Zveyah(z) =0

olur. h(z) # 0 oldugundan her u, v € I igin

h(WoveZ

elde edilir. Burada Teorem 2.6. (ii) kullanilirsa R bir degismeli halkadir.

Teorem 2.7. R bir asal halka, I, R nin sifirdan farkli bir ideali ve h: R — R sifirdan
farkli I tizerinde sifir-giic degerli bir homotiirevi ve h(Z) # (0) olsun. Eger her
u,v € I igin h(u) o h(v) = u o v ise bu durumda R bir degismeli halkadir.

Ispat. Hipotezden her u, v € I igin

h(u)oh(v) =uov

dir. h(Z) # (0) oldugundan h(z) # 0 olacak sekilde bir z € Z bulunur. Son
denklemde v yerine vz yazilirsa

0=h(u)oh(vz) —uovz

= h(w) o (hR(W)h(2) + h(V)z + vh(2)) — (u o v)z — v[z,ul.

= (h(w) o h(V))h(2) + h@W)[h(2), h(W)] + (h(w) o h(V))z + h(v)[z, h(W)] +
(h(u) e v)h(z) + v[h(2),h(u)] — (W o v)z — vz, u].

elde edilir. Burada h(z) € Z, z € Z, hipotez ve Uyar1 1.11 kullanilirsa

(uov)h(z) + (h(u) e v)h(z) =0

olur. Buradan

((u+r@) ev) h(z) = 0

elde edilir. h doniisiimii sifir-gii¢ degerli oldugundan u € I i¢in h™(u) = 0 olan n >
1 tam sayist vardir. Bu denklemde u yerine u—h(u) + h%(u) + -+
(=)™ th"1(u) yazilirsa

0=((u—h@)+h?@W)+ -+ D" A" (W) + h(u — h(uw) + h?(w) + -
+(=D" R W) o v)h(2)

= ((u —h) + h*(W) + -+ (D" A" (W) + h(w) — h*(w) + K3 (w) + -+

(=)™ 2K (@) + (=1 R (W) 0 v) A(2)
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dir. Bu esitlik diizenlenir ve h™(u) = 0 oldugu kullanilirsa her u, v € [ igin
(uev)h(z) =0

elde edilir. Buradan h(z) € Z oldugundan her u, v € I igin

(u e v)Rh(z) = (0)

bulunur. R bir asal halka oldugundan her u, v € I i¢in

h(z) =0veyauov =0 (2.3)
olur. h(z) # 0 oldugundan her u, v € I igin

uov =20

olur. Burada v yerine r € R olmak vr yazilirsa

O=uovr=(uov)r—vlur]

elde edilir. u o v = 0 oldugu kullanilirsa

vu,r] =0

olur. Denklem soldan [u, r] ile ¢arpilirsa

[w,r]I[u, 7] = (0)

elde edilir. Lemma 2.2 kullanilirsa her u € I, € R i¢in

[u,r] =0

bulunur. Lemma 2.1 kullanilirsa R bir degismeli halkadir.

Teorem 2.8. R bir asal halka ve I, R nin sifirdan farkli bir ideali ve h:R — R
tanimli [ tizerinde sifir-gii¢ degerli homotiirevi olsun. Eger asagidaki kosullardan biri
saglaniyor ise bu durumda R bir degismeli halkadir.

i) Her u, v € I i¢in h(u)h(v) = uv,

ii) Her u, v € I i¢in h(u)h(v) = vu.

Ispat. i) Hipotezden her u, v € I i¢in

h(w)h(v) = uv

olsun. Bu denklemde v yerine w € I olmak {izere vw yazilirsa

0= h(u)h(vw) — uvw

= h(u)h(v)h(w) + h(u)h(v)w + h(u)vh(w) — uvw

elde edilir. Hipotez kullanilirsa

uvh(w) + h(u)vh(w) =0 (2.4)
bulunur. (2.4) esitliginde u yerine r € R olmak tizere ru yazilirsa

0 = ruvh(w) + h(ru)vh(w)

= ruvh(w) + h(r)h(uw)vh(w) + rh(u)vh(w) + h(r)uvh(w)
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bulunur. (2.4) esitligi kullanilirsa

h(r)h(w)vh(w) + h(r)uvh(w) =0

elde edilir. Boylece

h(r)(h(uw) + w)vh(w) =0

olur. h, I tizerinde sifir-gii¢ degerli doniisiim oldugundan her u € I igin h"™(u) = 0
olan n > 1 bir tamsay: vardir. Bu denklemde u yerine u — h(u) + h?(u) + -+ +
(=)™ th"1(u) yazilirsa

0= h(r)(h(u—h@) + h2(w) + -+ (D" A" 1 (w)) + u — h(w) + h*(u) + -
+(=D)" R (W) vh(w)

=h(@)(h(w) —h2@W)+A3@W) + -+ (D" 2" (W) + (D" A"(u) + u —
h(w) + h?(u) + -+ (=D A" 1 (w))vh(w)

dir. Bu ifade diizenlenirse her u,v,w € [ ve r € R i¢in

h(r)uvh(w) = 0

elde edilir. Denklemde r yerine w yazilirsa

h(w)uvh(w) =0

olur. Bu esitlik sagdan u ile ¢arpilirsa

h(w)uvh(w)u =0

dir. Dolayisiyla her u, w € [ igin

h(w)ulh(w)u = (0)

olur. Lemma 2.2. kullanilirsa her u, w € I igin

h(w)u=0

olur. Bu ifade sagdan h(w) ile ¢arpilirsa her u,w € I igin

h(w)uh(w) =0

elde edilir. Yani her w € I igin

h(w)Ih(w) = (0)

olur. Tekrar Lemma 2.2. kullanilirsa her w € I igin

h(w) =0

olur. Teorem 2.3. kullanilirsa R bir degismeli halkadir.

i) Hipotezden her u, v € I igin

h(w)h(v) = vu

dur. Bu esitlikte v yerine w € I olmak {izere vw yazilirsa

0= h(u)h(vw) — vwu
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=h(u)h(v)h(w) + h(u)h(v)w + h(u)vh(w) — vwu
=h(uw)h(v)h(w) + h(uw)h(v)w + h(u)vh(w) — vuw + vuw — vwu
elde edilir. Hipotezden

vuh(w) + h(uw)vh(w) = —vuw + vwu

olur. Buradan her u, v,w € I igin

h(uw)vh(w) = —vuw + vwu — vuh(w) (2.5)
elde edilir. Yukarida v yerine rv,r € R yazilirsa

h(w)rvh(w) = —rvuw + rvwu — rvuh(w)

bulunur. Bu esitlikte (2.5) kullanilirsa her u, v,w € I,r € R igin

h(w)rvh(w) = rh(u)vh(w)

elde edilir. Son esitlikte r yerine h(w) yazilirsa

h(w)h(w)vh(w) = h(w)h(u)vh(w)

bulunur. Hipotez kullanilirsa her u, v,w € I i¢in

wuvh(w) = uwvh(w)

olur. Buradan her u, v,w € I igin

[u,w]vh(w) =0

elde edilir. Yani her u,w € I i¢in

[u, w]lh(w) = (0)

elde edilir. Lemma 2.2. kullanilirsa her u, w € I igin

[u,w] = 0veya h(w) =0

olur. Bu ifade Teorem 2.3 deki (2.2) esitligi ile aynidir. Benzer teknikler kullanilarak
ispat tamamlanir.

Teorem 2.9. R bir asal halka ve I, R nin sifirdan farkli bir ideali ve h: R — R bir
homotiirevi olsun. Eger asagidaki kosullardan biri saglaniyorsa bu durumda R bir
degismeli halkadir.

i) h(I 1) = (0),

ii) h, I tizerinde sifir-gii¢ degerli doniisiim ve h(Z) # (0) olmak tlizere h(I o I) C Z.
Ispat.

i) Hipotezden her u, v € I igin

h(uov) =0

dir. Yukarida v yerine vu yazilirsa

0=h(u o vu)

=h((u o v)u + v[u,ul)
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=h(uov)h(u) + h(uev)u+ (ueov)h(u)

elde edilir. Hipotez kullanilirsa her u, v € I igin

(uev)h(u)=0 (2.6)
olur. (2.6) esitliginde v yerine w € I olmak tizere wv yazilirsa ve (2.6) kullanilirsa
her u, v,w € I i¢in

0 = (uowv)h(u)

=w(u o v)h(u)+[u, wlvh(u)

= [u, w]vh(u)

elde edilir. Buradan her u,w € I igin

[w, w]Ih(u) = (0)

olur. Lemma 2.2. kullanilirsa her u, w € I igin

[u,w] = 0veyah(u) =0

bulunur. Burada Teorem 2.3. ispatindaki (2.2) esitliginden sonraki benzer teknikler
kullanilirsa R bir degismeli halkadir.

i) Hipotezden her u, v € I i¢in

h(uoev)€Z

dir. h(Z) # (0) oldugundan h(z) # (0) olacak sekilde bir z € Z vardir. Yukaridaki
ifadede v yerine vz yazilirsa

Z3h(uovz) =h((uov)z+vlz,ul)

=h(uov)h(z) + h(uov)z + (uov)h(z)

bulunur. z € Z, h(z) € Z, hipotez ve Uyar1 1.11 kullanilirsa

(uov)h(z) e Z

bulunur. h(z) € Z oldugundan Onerme 1.37 kullanilirsa

(uov)€eZveyah(z) =0

olur. Buradan h(z) # 0 oldugundan her u, v € I igin

UoVEZ

olur. Yukaridaki ifadede v yerine vu yazilirsa her u, v € I igin

uovu = (uov)u+viuu]l=WwWovu€eZ

elde edilir. Bu ifade r € R ile komiite edilirse

[(Wev)u,r] =0

olur. Bu ifade diizenlenir ve u o v € Z oldugu kullanilirsa her u,v € I, € R i¢in

0=[(uev)u,r] =[(uev),rlu+ (uev)u,r]
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= (uev)ur]

olur. Yukaridaki esitlikte v yerine rv yazilir ve bu esitlik kullanilirsa

0= (uerv)[ur] =r(uev)ur] +urlviuyr]

=[u, rlviu,r]

elde edilir. Buradan her u € I, € R i¢in

[w, r]I[u,r] = (0)

olur. Lemma 2.2. kullanilirsa her u € I, € R i¢in

[u,r] =0

olur. Yani I c Z elde dilir. Sonug olarak Lemma 2.1. kullanilirsa R bir degismeli
halkadir.

Teorem 2.10. R bir halka ve I, R nin sifirdan farkli bir ideali, h: R — R sifirdan
farkli I tlizerinde sifir-gili¢ degerli bir homotiirevi olsun. Eger asagidaki kosullardan
biri saglaniyor ise bu durumda R bir degismeli halkadir.

i) Her u,v € I icin h(w)h(v) = [u,v],

i) Her u,v € I icin h(uw)h(v) = u o v.

ispat.

1) Hipotezden her u, v € I igin

h(wh@) = [u,v]

dir. Yukaridaki esitlikte u yerine w € I olmak iizere uw yazilirsa

0 = h(uw)h(v) — [uw,v]

= h(u)h(w)h(v) + h(uW)wh(v) + uh(w)h(v) — [u, v]lw — ulw, v]

elde edilir. Burada hipotez kullanilirsa

[u,w]h(v) + h(w)wh(v) = [u, v]w

bulunur. Son denklemde v yerine u yazilirsa

[u,w]h(u) + h(u)wh(u) =0

elde edilir. Burada hipotez kullanilirsa her u, w € [ igin

h(u)h(w)h(u) + h(w)wh(u) =0 (2.7)
olur. Boylece

h(uw)(h(w) + w)h(u) =0

bulunur. h,I ftzerinde sifir-giic degerli homotiirev oldugundan her w €I igin
h*(w) =0 olan n > 1 bir tamsay1 vardir. Bu denklemde w yerine w—h(w) +
h?2(w) + -+ (=1D)"* 1h*(w) yazilirsa
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0 = h(w)(h(w — h(W) + K2 (W) + -+ (=" R 1 (w)) + w — h(w) + h?(w)
+o 4+ (DA (W) h(w)
=h(u) (h(w) — R2(w) + RB(W) + -+ (D)™ 2h" 1 (w) + (D™ h"(w)) + w —

R(w) + h2(w) + -+ (1) R () ) h(w)

elde edilir. Bu ifade diizenlenir ve h™(w) = 0 oldugu kullanilirsa her u,w € I icin
h(u)wh(u) =0

elde edilir. O halde her u € I i¢in

h(w)Ih(u) = (0)

dir. Burada Lemma 2.2. kullanilirsa her u € I igin

h(u) =0

elde edilir. Teorem 2.3. kullanilirsa R bir degismeli halkadir.

i) Hipotezden her u, v € I i¢in

h(wh(w) =uov

olur. Bu denklemde u yerine w € I olmak lizere uw yazilirsa

0=h(uw)h(v) —uwov

=h(uwh(w)h(v) + h(wW)wh(v) + uh(w)h(v) — u(w o v) + [u, v]w.

elde edilir. Burada hipotez kullanilarak

h(wWh(w)h(v) + h(w)wh(v) = —[u, v]w

elde edilir. Son denklemde v yerine u yazilirsa

h(u)h(w)h(u) + h(w)wh(u) =0

elde edilir. Bu denklem Teorem 2.10 daki (2.7) esitligi ile aynidir. Benzer islemler
tekrarlanirsa R bir degismeli halkadir sonucu bulunur.

Teorem 2.11. R bir asal halka ve I, R nin sifirdan farkli bir ideali, h: R — R sifirdan
farkli I tizerinde sifir-giic degerli homotiirevi olsun. Eger asagidaki kosullardan biri
saglaniyor ise bu durumda R bir degismeli halkadir.

i) Her w,v € I i¢in h([u, v]) = [h(u), v],

i) Her u,v € I i¢in h(u o v) = h(u) o v.

Ispat.

1) Hipotezden her u, v € [ i¢in

h([u,v]) = [h(w), V]

olur. Bu ifade diizenlenirse her u, v € I i¢in

[h(w), k()] + [A(w),v] + [w, h(V)] = [A(w), V]
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elde edilir. Buradan her u, v € I i¢in

[h(w), k()] + [w, h(v)] = O

bulunur. Dolayisiyla her u, v € I i¢in

[h(uw) + u,h(v)] =0

olur. h, I1izerinde sifir-giic degerli bir homotiirev oldugundan her u €1 igin,
h™(u) =0 olan n > 1 bir tamsay:1 vardir. Bu denklemde u yerine u — h(u) +
h?(u) + -+ (1) Th" 1(u) yazilirsa her u, v € I igin

0=[ h(u— h(w) + R*(w) + -+ (D™ A" 1 (w)) + u — h(w) + h*(u) + - +
(=" A" (W), h(v)]

=[ h(u) — h*(u) + -+ (=)™ 2" 1 (w) + (=) A" () + u — h(u) + h*(u)
++ (DA W), ()]

elde edilir. Bu ifade diizenlenirse her u, v € I i¢in

[u, h(v)] = 0

olur. Burada Teorem 2.4 (i) kullanilirsa R bir degismeli halkadir.

ii) Hipotezden her u, v € I igin

h(uov) =h(u)ov

olur. Bu ifade diizenlenirse

h(u)oh(v) + h(u)ev+uoh(v) =h(u)ov

olur. Yani

h(u)eh(v) +uoh(w) =0

elde edilir. Buradan her u, v € I igin

(h(w)+w)eh(w)=0

olur. h, I iizerinde sifir-gii¢ degerli bir homotiirev oldugundan h™(u) = 0, her u € I,
n > 1 olur. Bu denklemde u yerine wu— h(u) + h?(uw) + -+ (=1)" A" 1 (u)
yazilirsa her u, v € I i¢in

0=(h(u — h(w) + R2(W) + -+ (=)™ A" (W) + u — h(W) + h?(w) + - +
(~" R (W) © ()

=(h(w) — h?(w) + -+ (D" 2h" Y (w) + (=)™ h™(u) + u — h(u) + h?(w)
+e+ (DRI (W) o h(v)

bulunur. Bu ifade diizenlenirse her u, v € I igin

uoh(v) =0.

elde edilir. Teorem 2.6. (i) kullanilirsa R bir degismeli halkadir.
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