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OZET

Kesirli diferansiyel denklemler yani kesirli mertebeden tiirev iceren diferansiyel
denklemler miihendislik, fizik, biyoloji gibi ger¢ek diinya problemlerini modelleme de
olaganiistii yetenekleri nedeniyle bilim diinyasinin ilgi odagi olmustur. Simdiye kadar
kesirli tiirevin birgok tanimi yapilmistir. Bunlardan bazilari sunlardir: Riemann-Liouville,
Caputo, modified Riemann-Liouville, Jumarie, Hadamard, Atangana—Baleanu, Caputo—
Fabrizio, Riesz kesirli operatorler.

Bu tez ¢alismasinda KdV denklem ailesinden olan zaman kesirsel tiirevli Gear-
Grimshaw denklem sistemi ele alinmistir. Bu denklem ile okyanus ve nehirlerdeki iki
katmanli s1g su dalgalarinin dinamikleri modellenmistir. Ayrica parametrelere verilen

0zel degerlerle bir¢ok s1g su dalgast modelini kapsar.

Kesirsel doniisiim kullanilarak adi diferansiyel denkleme indirgenen Kesirsel GG
denkleminin Sine-Gordon agilim yontemi ile kesin ¢oziimleri hiperbolik fonksiyon
cinsinden elde edilmistir. Bulunan ¢ézlimlerin bir kisminin 3-boyutlu ve diizey grafikleri
cizilmistir. Ayrica sayisal ¢6ziim yontemlerinden kalanli kuvvet serileri yontemiyle
denklemin yaklagik ¢6ziimleri @ nin ii¢ farkli degeri i¢in elde edilmistir. Bulunan kesin
¢ozlimler ile yaklasik ¢oziimlerin farklarinin mutlak degerleri de bir tablo olarak

verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Hareketli Dalga Co6ziimleri, Kesirli Tiirevli Denklemler, Kalanl
Kuvvet Serileri Yontemi, Gear-Grimshaw Denklemi



vii

SUMMARY

Fractional differential equations, i.e. differential equations containing fractional
derivatives, have been the focus of attention of the scientific world due to their
extraordinary abilities in modeling real world problems such as engineering, physics and
biology. Many definitions of the fractional derivative have been made so far, some of
them are: Riemann-Liouville, Caputo, modified Riemann-Liouville, Jumarie, Hadamard,

Atangana—Baleanu, Caputo—Fabrizio, Riesz fractional operators.

In this thesis, the Gear-Grimshaw equation system with time fractional
derivatives, which is from the family of KdV equations, is discussed. And with this
equation , the dynamics of two - layer shallow water waves in oceans and rivers are
modeled . Also covers many shallow water wave models with special values taken to

parameters.

The excat solutions of the fractional GG equation, which was reduced to the
ordinary differential equation by using the fractional transformation, were obtained in
terms of hyperbolic functions by using the Sine-Gordon expansion method. 3D and
contour graphs of some of the solutions found are drawn. In addition, approximate
solutions of the equation were obtained for three different values of a by using the residual
power series method, which is one of the numerical solution methods. The absolute values
of the difference between the exact solutions and the approximate solutions are given as
a table.

Keywords: Travelling Wave Solutions, Fractional Differential Equations, Residual

Power Series Method, Gear-Grimshaw Equation
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1. GIRIS VE AMAC

Lineer olmayan diferansiyel denklemler, karmasik fiziksel siire¢leri tanimlamanin
en etkili yolunu sunar. Bir diferansiyel denklem sisteminin her ¢6ziimii, belirli bir siirece
karsilik gelir. Bu nedenle, diferansiyel denklemlerin kesin ¢oziimlerini olusturma

yontemleri 6nemli bir rol oynamaktadir.

Lineer olmayan kismi diferansiyel denklemler genis bir alandir. Bu tiir denklemler
icin kesin c¢oziimler elde etmeye yonelik c¢ok sayida klasik ve giincel sonug

bulunmaktadir.

Kismi diferansiyel denklemlerin 6zelliklerinin analitik calismalari uygulamali
matematik ve matematiksel fizikte 6nemli bir rol oynar. Bunlarin arasinda, belirli ¢6ziim
smiflariin bilgisine dayali analitik ¢alisma yaygm bir ilgi gérmiistir. Her kesin
¢Oziimiin, belirli bir model ¢ercevesinde gergek bir slirecin tam tanimi, ¢esitli sayisal
yontemleri karsilastirmak i¢in bir model ve kullanilan modelleri gelistirmek i¢in bir teori

dahil olmak iizere bir¢ok anlami vardir. (Meleshko,2005)

Kismi diferansiyel denklemler, bilim ve miihendislik modellerinin bu dogal
olaylarmi agiklamak i¢in yararli bir ara¢ haline geldi. Bu nedenle, kismi diferansiyel
denklemleri ¢6zmek i¢in tiim geleneksel ve yeni gelistirilen yontemleri ve bu yontemlerin

uygulanmasini bilmek giderek daha 6nemli hale gelmektedir. (Wazwaz,2010)

Lineer olmayan diferansiyel denklemlerin genel ¢oziimleri elde edilemediginden
kesin ¢oziimlerinin bulunmasi bile bilimsel ac¢idan c¢ok biiyilk 6nem arz etmektedir.
Bunun i¢in gelistirilen agilim yontemleri ise giin gectikce sayilar: artmakta ve elde edilen
coziimlerin farklilig1 goze carpmaktadir. Bu yontemlerin birgogu ise denkleme dalga
doniisiimii uygulanmasiyla orijinal denklemin adi diferansiyel denkleme indirgenmesi
esasia dayalidir. Burada ele alinacak yardimci denklem ve onun ¢oziimleri ise bizi
orijinal denklemin ¢oziimlerine gotiirmektedir. Boylece ¢ozlimleri bulunabilen bir adi
diferansiyel denklemden yola ¢ikarak, ¢6ziimleri daha karmasik olan kismi diferansiyel

denklemlerin kesin ¢oziimleri elde edilir.



Niimerik ¢oziimler ise genel ¢oziimlerin bulunamadigi durumlarda 6nemli bir rol
istlenir. Niimerik yontemler kullanilarak yapilan iterasyonlarla analitik ¢oziimlere

yaklasik degerler bulunur.

Son birka¢ on yilda bir¢cok yazar, tamsayi olmayan (kesirsel) tlirevler ve
integraller, cesitli gercek diinya problemlerinin 6zelliklerinin tanimlanmasi i¢in daha
uygun oldugunu belirttiler. Yeni kesirli sirali modellerin daha 6nce kullanilan tamsayili
siral1 modellere gore daha yeterli oldugu gosterilmistir. Bununla birlikte bir¢ok kesirsel

tiirev integral tanimlart literatiirde verilmistir.

Bu tez ¢alismasinda bir s1g su dalga modeli olan Gear—Grimshaw modelinin
zaman kesirsel tiirevli formu ele alinacaktir. Bu modelin uygun dalga doniisiimii altinda
hareketli dalga ¢oziimleri ¢ozlimleri kesin ¢oziim metotlarindan Sine-Gordan agilim
metodu kullanilarak bulunacak ve bulunan dalgalarin bazilariin ii¢ boyutlu grafikleri
cizdirilecektir. Ayrica son yillarda popiiler olan kalanli kuvvet serileri (Residul Power
Series Method) metodu kullanilarak da yaklasik ¢ozlimler arastirilacaktir. Elde edilen
niimerik ¢oztimler ile kesin ¢oziimler karsilastirilarak mutlak hata degerleri tablo i¢inde

verilecektir.



2. LITERATUR ARASTIRMASI

Fiziksel soliton'un kesfi John Scott Russell'a atfedilir. 1834'te Russell, bir ¢ift at
tarafindan dar bir kanal boyunca ¢ekilen bir tekneyi gozlemliyordu. Bu ilging olay1 bir
cift at sirtinda takip etti. Tekne aniden durdugunda, tekneden bir yay dalgasi ayrildi ve
bliyiik bir soliter dalga yiikselmis vaziyette, y iyi tanimlanmis bir su y1gin1 seklinde biiytik
bir hizla ileri dogru yuvarlandi. Soliter dalga, kanal boyunca hareketine degismeden
devam etti. Bilim adami, saatte yaklasik sekiz veya dokuz mil hizla yayilirken onu at
sirtinda takip etti, ancak bir veya iki mil sonra onu kaybetti. Russell, 6nemli bir fenomeni
gbzlemledigine ikna olmustu ve 6teleme dalgasi adini verdigi seyin ¢alismalarina devam
etmek icin bahgesine deneysel bir tank insa etti. Oteleme dalgasi, bilim adamlarinin
dogrusal olmayan dalga yayilimini incelemek i¢in bilgisayarlari kullanmaya bagladiklar
1960'lara kadar bir merak olarak goriiliiyordu. Matematiksel ¢oziimlerin kesfi, 1870'lerde
Boussinesq ve Rayleigh'in bagimsiz olarak calismalari gibi dogrusal olmayan kismi
diferansiyel denklemlerin analizi ile basladi. Boussinesq ve Rayleigh, Russell gozlemini
ve daha sonra bir laboratuvar deneyinde yeniden iiretimi teorik olarak acikladilar.
Korteweg ve de Vries 1895'te s1g kanallardaki su dalgalar1 denklemini tiiretmisler ve

solitonlarin varligin1 dogrulamislardir.

Kdv (Korteweg-de Vries) denklemleri, su dalgalari ve plazma fizigi gibi birgok
farkli fiziksel sistemde ortaya ¢ikan, kiiciik amplitiidli ve uzun dalga boyuna sahip
nonlinear dalga denklemleridir. KdV denklemleri, bir¢cok farkli matematiksel yontem ve
tekniklerle ¢oziilebilirler. Bunlar arasinda Darboux transformasyonu, Hirota metodu,
bilgi-teori yontemi, simetri yontemleri ve digerleri bulunur. KdV denklemleri,
matematiksel fizik, hidrodinamik, optik, kuantum alan teorisi ve benzeri alanlarda genis

bir uygulama yelpazesine sahiptir.

Korteweg-de Vries denklemi asagidaki formda verilmistir.

U + 6UU, + Uyy = 0
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Burada u, bagimli degiskeni, t; bagimsiz degiskeni, x ise uzamsal degiskendir.

KDYV denklemleri, 1960'larda Korteweg ve de Vries tarafindan hidrodinamik problemler
i¢in Onerilmistir. KAV (Korteweg-de Vries) denklemi, matematiksel fizik, hidrodinamik,
kuantum alan teorisi, optik, plazma fizigi ve benzeri alanlarda bir¢ok uygulamasi olan
dogrusal olmayan dalga denklemleridir. Baz1 modelleme 6rnekleri sunlardir:

1. Sudalgalari: KDV denklemi, su dalgalarinin kii¢lik genlikli ve uzun dalga boyuna
sahip olmast durumunda ortaya ¢ikar. Bu denklemler, dalga hareketi ve suyun
davranig1 hakkinda 6nemli bilgiler saglar.

2. Optik: KDV denklemi, optikteki solitonlarin davranisini agiklamak i¢in kullanilir.
Ozellikle, uzun mesafelerdeki veri iletimi gibi uygulamalarda énemlidir.

3. Kuantum alan teorisi: KDV denklemleri, kuantum alan teorisi alaninda kullanilan
integrabilite tekniklerinde 6nemli bir rol oynar.

4. Plazma fizigi: KDV denklemleri, plazma fizigindeki nonlinear dalga

fenomenlerini agiklamak i¢in kullanilir.

Modifiye KdV (mKdV) Denklemi, Korteweg-de Vries (KdV) denkleminin bir

modifikasyonudur ve su sekildedir:

Up + 6U Uy + Uy = 0

Burada u(x, t), bagimli degiskeni, x, uzamsal degisken, t ise zaman degiskenidir.
mKdV denklemi, KdV denkleminin bir varyasyonudur ve bazi fiziksel sistemlerde daha

1yi bir model saglar.

mKdV denklemi, uzun dalga boylarinda ortaya ¢ikan dogrusal olmayan dalga
fenomenlerini agiklamak i¢in kullanilir. Bu denklem, bir¢ok farkli uygulama alaninda
kullanilmaktadir. Ornegin, plazma fizigi, hidrodinamik, riizgar enerjisi, hidrolik ve deniz
dinamigi gibi alanlarda kullanilan mKdV denklemi, bu sistemlerdeki dalga hareketlerini

aciklamak i¢in kullanilmaktadir.

Son yillarda yapilan ¢aligmalarda finans, miithendislik, kimya, fizik gibi bir¢ok

alandaki modelleme problemlerinde kesirli diferansiyel denklemlerin kullaniminin
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arttigin1 gérmekteyiz. Gergek hayat olaylarinin optimum modellenmesi i¢in farkli kesirli

tirevlerin tanimlandigin1 sdyleyebiliriz. Bazi iyi bilinen kesirli tlirev operatorleri,
Riemann-Liouville, modifiye Riemann-Liouville, Erdelyi-Kober, Atangana-Baleanu,

Griinwald-Letnikov, Hadamard vb.

Klasik tiirevde dogrusallik 6zelligini saglayan operatorler, carpim kurali, zincir
kurali, boliim kurali, sabit tiiretme gibi bir¢ok uygulamada farklilik gdsterebilmektedir.
Giiniimiizde kesirli diferansiyel denklemler bir¢ok arastirmacinin ilgi alan1 olmustur. Bu
denklemlerin kesin ve sayisal ¢Oziimlerini elde etmek i¢in tanh yOntemi, deneme
denklemi yontemi, kalanl kuvvet serileri yontemi, fonksiyonel degisken yontemi, Lie
simetri yaklagimi vb. bir¢ok yontem gelistirilmistir. (Wazwaz, 2006; Gurefe, vd.,2011;
Zhou, vd.,2016; Tchier,2016; Korpinar,2017; Cevikel,2012; Cevikel,2014; Kaplan,
vd.,2018; Gazizov& Ibragimov,1998)

Son yillarda yapilan ¢alismalarda finans, miihendislik, kimya, fizik gibi birgok
alandaki modelleme problemlerinde kesirli diferansiyel denklemlerin kullaniminin
arttigim1 gérmekteyiz. Sig su dalgalarimin kinematiginde birlestirilmis KdV denklemi,
birlestirilmis Boussinesq denklemi, Bona Chen denklemi ve Gear-Grimshaw (GG) model
denklemlerinin optimum modellemesi i¢in farkli kesirli tiirevlerin tanimlandigini
sOyleyebiliriz. Bu modeller iizerine yapilan ¢alismalarin diinya ¢apinda kapsamli bir
sekilde ele alindigini gdrmekteyiz. Integrallenebilirlik 6zellikleri, kesin ve sayisal

¢Ozlimler yaygin olarak incelenir.

Bu tez caligmasinda pek ¢ok keyfi parametre igerdigi i¢in bir¢ok sig su dalgasi
modelini kapsayan Gear-Grimshaw fiziksel modeline odaklanacagiz. Tam say1

mertebeden Gear-Grimshaw (GG) denklemi

Up + AUy + DUyyy — A1 VU, — Py (uv)x — V1Vxxx = 0,

2.1
Ve + dvvy + KUy, — Uty — B2 (UV)x — Yolrx = 0, 1)
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olarak verilmistir. Burada; u ve v'nin bagimli degigkenleri ve X, t sirasiyla uzamsal ve

zaman koordinatlar1 ile bagimsiz degiskenleri temsil eder. Denklemdeki a, b, d, kK,

@1 2, P12, V1,2 Keyfi sabitlerdir.

Denklemdeki ilk terim olusumsal etkiyi belirtirken a ve b sirasiyla dogrusal
olmayan ve dagilim etkisinin parametrelerini belirtir. Bu model sayesinde, s1g katmanl
bir sivida enine i¢ yergcekimi dalgast modlarinin rezonans etkilesimi incelenmistir.
Boylece bagimli degiskenler u ve v, iki dalga modundaki dalga degiskenleridir. Klasik
(tamsay tiirevi) formu bir¢ok bilim adami tarafindan incelenmistir. 1-soliton ¢oziimler
elde edilmis ve korunum vektorleri elde edilmistir (Biswas&Ismail,2010). Biswas ve ark.
Dalga ansatz yontemi kullanarak topolojik ¢oziimler elde etmisleridir. Ayrica Lie simetri
yaklasimi yardimiyla carpan yonteminden korunum yasalari tiiretilmistir. Bir Lyapunov
yontemi kullanarak, herhangi bir pozitif integral mertebesinin Sobolev uzaylarinda

¢oziimlerin iistel kararliligini belirlendigini belirtilmistir (Capistrano,2018).

Zaman kesirsel mertebeden tiirevli Gear-Grimshaw (GG) denklemi ise

0%u

FT: + autl, + blyyy — A1V — B1(UV) x — V1Vxax = 0,

8%y (2.2)
FT: + dvvy + kv, — Uy — B (UV)x — VolUyxx = 0

olarak ifade edilebilir. Kesir tiirevli GG denklemi ile ilgili literatiirde yapilan bir ¢caligma
bulunmamaktadir. Bu sebeple bu tez calismasinda kesir tlirevli GG denkleminin kesin ve

yaklasik ¢coziimleri arastirilacaktir.
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3. TEMEL KAVRAMLAR

3.1 Kismi Diferensiyel Denklemler

Kismi diferansiyel denklem (KDD), bagimli degiskeni ve onun kismi tiirevlerini
iceren bir denklemdir. Adi diferansiyel denklemlerde (ADD'ler), bagimli degisken
u=u(x)'in yalnizca bir bagimsiz degisken x'e bagl oldugu bilinmektedir. ADD'lerden
farkli olarak, KDD'lerde u=u(x,t) veya u=u(x,y,t) gibi bagimli degisken birden fazla
bagimsiz degiskene bagl olmalidir. u=u(x,t) ise u fonksiyonu x bagimsiz degiskenine ve
t zaman degiskenine baglidir. Ancak u=u(x,y,t) ise u fonksiyonu x,y uzay degiskenlerine

ve t zaman degiskenine baglidir. KDD lere en basit 6rnek olarak

U = PUyy,
U = p(uxx + uW) (3.1)
U = p(ugy + Uy + ;)

denklemleri sirasiyla bir, iki ve ii¢ boyutta 1s1 dagilimmi modeller. KDD'lerin diger bir 6rnegi ise

strastyla bir, iki ve {i¢ boyutta dalga denklemleri asagida verilmektedir.

U = O'Zuxx'
Uy = 07 (Uyy + Uyy) (3.2)
U = O-Z(uxx + Uyy + u,,)

3.1.1 Denklemin Mertebesi

Bir KDD'nin mertebesi, denklemde goriinen en yiiksek kismi tiirevin

mertebesidir.Ornegin;

Up + ClUyyy —UU, =0

Upy T+ Clyyyxy — Ulyy + Uyyy =0 (3.5)
Upr + Uy — Ploraxx + Ux =

denklemleri sirasiyla iiglincii, dordiincii ve besinci mertebedendir.

3.1.2 Dogrusal ve Dogrusal Olmayan Denklemler
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KDD'ler dogrusal ve dogrusal olmayan olarak smiflandirilir. Asagidaki

durumlarda kismi diferansiyel denklem lineer olarak adlandirilir:

1. denklemde yer alan bagimli degiskenin ve her bir kismi tiirevinin kuvveti birdir
ve

2. bagimli degiskenin katsayilar1 ve her bir kismi tiirevinin katsayilar1 sabit veya
bagimsiz degiskenlerdir. Ancak, bu kosullardan herhangi biri karsilanmazsa,

denklem dogrusal olmayan olarak adlandirilir.

Ornek 3.1 Asagidaki KDD'leri dogrusal veya dogrusal olmayan olarak siniflandirin:

L XUy, + YUy, =0,

. uus +xu, =3,

i, Uy, +Vu = 2x,
iv.  ug+ iuss -3 Slzurr =0. (3.4)
Coziim 3.1

I. Uy V& Uy, kismi tiirevlerinin her birinin kuvveti birdir. Ayrica kismi tiirevlerin
katsayilar1 sirasiyla x ve y bagimsiz degiskenleridir. Bu nedenle, KDD
dogrusaldir.

ii.  Her kismi tiirevinin kuvveti bir olmasina ragmen, u,'nin katsayisi olarak u bagiml
degiskeni vardir. Bu nedenle dogrusal degildir.
iii. +u terimi nedeniyle denklem dogrusal degildir.

iv.  Denklem dogrusaldir ¢ilinkii gerekli iki kosulu saglar.
3.1.3 Baz1 Lineer Kismi Diferansiyel Denklemler
Daha once belirtildigi gibi, dogrusal kismi diferansiyel denklemler, diflizyon

denklemi ve dalga denklemi gibi bilimsel uygulamalarin bir¢ok alaninda ortaya ¢ikar.

Onemli fiziksel olaylar1 modelleyen bazilarini asagida verilmistir.
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1. Tek boyutlu uzayda 1s1 denklemi su sekilde verilir:

Up = TUyy (3.9)
2. Tek boyutlu uzayda dalga denklemi su sekilde verilir:
U = kzuxx (3.6)

3. Laplace denklemi su sekilde verilir:
Uyx T Uy, =0 (3.7)
4. Klein-Gordon denklem ile verilir:

1 3.8
Viu — 2l = p*u (3:8)

5. Dogrusal Schrodinger denklemi su sekilde verilir:

1 3.8
Viu — Wt = p*u (38)

3.1.4 Homojen ve Homojen Olmayan KDD'ler

Kismi diferansiyel denklemler de homojen veya homojen olmayan olarak
smiflandirihir. Herhangi bir mertebeden bir kismi diferansiyel denklem, PDE'nin her
terimi u bagiml degiskeni veya onun tlirevlerinden birini iceriyorsa homojen, aksi halde

homojen olmayan PDE olarak adlandirilir.

Ornek 3.2 Asagidaki kismi diferansiyel denklemleri homojen veya homojen olmayan
olarak siniflandirin:
L U = Ky
. Uy =uy+t
. Uy + Uy =0
V. utu,=u+3 (3.9)
Coziim 3.2
i.  Denklemin terimleri yalnizca u'nun kismi tiirevlerini igerir, dolayisiyla homojen
bir PDE'dir.
ii.  Denklem homojen olmayan bir PDE'dir, ¢iinkii bir terim t bagimsiz degiskenini
igerir.

iii.  Denklem homojen bir KDD'dir.
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iv.  Denklem homojen olmayan bir KDD'dir.

3.1.5 Solitonlar ve Kompaktonlar

1834'te John Scott Russell, soliter dalgalar1 gozlemleyen ilk kisi oldu. Edinburgh-
Glasgow kanalinda sekil degistirmeden yavasca hareket eden biiylik bir su cikintisi
gozlemledi. Gozlemledigi ve "biiyiik 6teleme dalgasi" olarak adlandirdigi su kabarcigi,
su kanal1 boyunca uzun bir siire boyunca seklini koruyarak yol aliyordu. Olaganiistii kesif,
Russell'l gbzlemini vurgulamak igin fiziksel laboratuvar deneyleri yapmaya ve bu tek

dalgalar1 incelemeye motive etti. Ayrica

c2=g(h+a) (3.10)

Denklemini deneysel olarak elde etmistir. Buradaki c, tek dalganin hizi, a ise su yilizeyinin
tizerindeki maksimum genlik, h ise sonlu derinlik ve g yercekimi ivmesidir. Soliter

dalgalar bu nedenle yercekimi dalgalari olarak adlandirilir.

Soliter dalgalarin etkilesimini ve baglangi¢c durumlarinin tekrarini aragtirdilar
(Zabusky & Kruskal,1965). Soliter dalgalarin KdV denklemi boyunca dogrusal olmayan
etkilesime girdigini kesfettiler. Ayrica, dalgalar seklini ve genligini koruyarak bu
etkilesimden ortaya ¢ikmustir. Soliter dalgalarin kimliklerini korudugu ve karakterinin
pargacik benzeri davranisa benzedigi seklindeki dikkate deger kesfinden dolayi, bu tekil
dalgalara o6zel olarak soliton ismi vermislerdir (Zabusky & Kruskal,1965). Soliton
kavramint incelemek i¢in diinya capinda ¢esitli bilimsel alanlarda aktif arastirma
caligmalar1 ortaya ¢ikmistir. Solitonlarin zayif dogrusal olmama (weak nonlinearity)
terimi ve dagilim (dispersion) terimi arasindaki dengenin bir sonucu olarak ortaya ¢iktigi
artik iyi bilinmektedir. Buna kisaca homojen dengelenme prensibi denir. Soliton kavrama,
akigkanlar dinamigi, astrofizik, plazma fizigi ve manyeto-akustik dalgalar ve digerleri
gibi cesitli bilimsel alanlardaki onemli rolii nedeniyle ¢ok sayida ¢alismay1 kendine
cekmistir. Solitonlar, elastik sacilma ozelligine sahip soliter dalgalardir. Solitonlar
birbirleriyle carpistiktan sonra sekillerini ve hizlarini korurlar. Drazin ve arkadaslari
[drazin], bir soliton'u, asagidakileri saglayan dogrusal olmayan bir denklemin (veya bir

sistemin) herhangi bir ¢6zlimii olarak tanimlamiglardir:
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e Kalic1 formun soliter bir dalgasidir.

o Yerellestirilir, boylece bozunur veya sonsuzda bir sabite yaklasir.

e Diger solitonlarla giiglii bir sekilde etkilesime girebilir ve kimligini koruyabilir.

e Dogrusal olmayan ve dagitici etkiler arasindaki homojen dengelenmeden

kaynaklanir.

3.1.6 Homojen Dengelenme Prensibi

m,N,SeN olmak tizere

u—->N

u™ - mN

u->N+1 (3.11)
u —> N+ 2

u® > N+s

N parametresini belirlemek i¢in, genellikle yukarida verilen semay1 kullanarak elde edilen
denklemdeki en yiiksek mertebeden dogrusal terimleri en yiiksek mertebeden dogrusal olmayan

terimlerle dengeleriz.

Soliter dalgalar, solitons, kinks, peakons, cuspons ve diger formlar gibi cesitli tiirlerde

gOrtiniir. Bu tiirlerin her birinin kendine has 6zellikleri vardir.

Son zamanlarda kompaktonlar olarak adlandirilan, kompakt destege sahip bir soliter dalga
sinifi kesfettiler (Rosenau & Hyman,1993). Kompaktonlar, diger kompaktonlarla garpistiktan sonra
ayn1 uyumlu sekille yeniden ortaya ¢ikan olaganiistii soliton Ozelligine sahip soliter dalgalar
tarafindan tanimlanir. Dalga dagilimi tamamen dogrusal olmadiginda, bazi yeni oOzellikler
gozlemlenebilir ve en dikkat cekici olan1 ise kompakton olarak isimlendirilen dalgalarin varligidir.

Kompaktonlar i¢in simdiye kadar verilen tanimlarmn bir kism1 séyledir:

o Kompaktonlar, sonlu dalga boyuna sahip solitonlardir;
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o Kompaktonlar, kompakt destege sahip soliter dalgalardir;

o Kompaktonlar, iistel kuyruk icermeyen solitonlardir;
o Kompaktonlar, sonsuz kanatlarin olmamast ile karakterize edilen solitonlardir;

o Kompaktonlar saglam soliton benzeri ¢oziimlerdir.

Kompakton yapisinin iki 6nemli 6zelligi ise;

o Standart KdV soliton'un aksine yani z—oo iken f(z)=0, kompakton, iistel kuyruklarin veya
kanatlarin olmamasi ile karakterize edilir yani z—o iken f(z)=0 olmayabilir.
o Genlik arttikga genigligin daraldigi standart KdV solitonunun aksine, kompaktonun

genisligi genlikten bagimsizdir.
3.1.7 Soliter Dalgalar Teorisi

Simdi dalgalarin matematiksel teorisindeki bazi kavramlarin bazi tanimlar
verilsin. Siniizoidal dalgalar gibi dogrusal dalgalar, solitonlardan farklidir. Bir dalganin
fiziksel tanimi, yukari agagi veya ileri geri harekettir. Ayrica dalga, enerjiyi bir yerden
baska bir yere ileten bir yayilimdir. En basit dalga yayilma denklemi su sekilde verilir:

Uer = Czuxx (312)

u(x,t) dalganin genligini temsil eder ve ¢ dalganin hizidir. Bu denklemin genel d'Alembert ¢oziimii

ise
u(x,t) = f(x —ct)+ g(x +ct) (3.13)

f ve g, sirastyla saga ve sola yayilan dalgalar1 temsil eden keyfi fonksiyonlardir. Iki farkh f ve g

dalgasi, karakterleri degismeden yayilir.

3.2 Hareketli Dalga Coziimleri Tiirleri

3.2.1 Soliter Dalgalar ve Soliton Coziimler
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Soliter dalgalar, biiyiik mesafelerde asimptotik olarak sifir, sabit hiz ve sekil ile

hareket eden lokalize dalgalardir. Solitonlar 6zel soliter dalga tiirleridir. Soliton ¢6ziimii,
uzamsal olarak yerellestirilmis bir ¢oziimdiir. Solitonlar, diger solitonlarla etkilesim
halindeyken kimligini muhafaza etmesi bakimindan dikkate deger bir soliton 6zelligine

sahiptir.

Sekil 3.1 Sonsuz kuyrugu olan sech?(x-t),

-T<x<m, -n<t<m soliton ¢ozlimiiniin grafigi.

3.2.2 Periyodik Coziimler

Periyodik c¢oziimler, cos(x-t) gibi periyodik olan hareketli dalga ¢ézlimleridir.

Standart dalga denklemi u;; = u,, periyodik ¢oziimler verir.

2 e

Sekil 3.2 u(x,t)=cos(x-t) peryodik ¢dziimiin -graﬁgi -<X,t<m i¢in.
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3.2.3 Kivrimh (Kink) Dalgalar

Kivrimli dalgalar, bir asimptotik durumdan digerine yiikselen veya alcalan

hareket eden dalgalardir. Kivrilma ¢6ziimii sonsuzda bir sabite yaklasir.

Up + Uy = VUyy (3.14)

v akma direnci katsayisi olmak iizere standart Burger's denklemini v=1/2 i¢in

u(x,t)=1-tanh(x-t) kivrimli dalga ¢6ziimiine sahiptir.

Sekil 3.3 u(x,t)= 1-tanh(x-t) kivriml dalga ¢oziimii grafigi -10<x,t<10 i¢in.
3.2.4 Doruklar (Peakons)

Tepe noktalar1, doruga ¢ikmis soliter dalga ¢oziimleridir. Bu durumda, ilerleyen
dalga ¢oziimleri, tepesinin bir kdsesindeki bir tepe noktasi diginda diizgiindiir. Tepe
noktalari, u(x,t) ¢éziimiiniin birinci tiirevinde sonlu bir sicramaya sahip olacak sekilde
uzamsal tiirevin isaret degistirdigi noktalardir. Bu, zirvelerin x tiirevinde stireksizliklere
sahip oldugu, ancak her iki tek tarafli tiirevin de var oldugu ve yalnizca bir isaretle
farklilik gosterdigi anlamina gelir(Wazwaz, 2006). Doruk ¢oziimler, etkilesimden sonra
sekillerini ve hizlarin1 koruyan solitonlardir. Tepe noktalari arastirilmis ve periyodik tepe
noktalar1 ve iistel azalmaya sahip tepe noktalar1 olarak siniflandirilmistir(Wazwaz, 2006;
Parkes & Vakhnenko, 2005). Varsayimsal olarak doruk ¢6ziimler su sekilde temsil

edilebilecegidir:
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(3.15)

1
u(x,t) = e~x=cthn > 1,

1
Sekil 3.4: ¢c=1 ve n=6 igin u(x,t) doruk ¢oziimii u(x,t)=e-{*=the
3.2.5 Kompakton Coziimler

Kompakton, kompakt uzamsal destege sahip yeni bir soliton sinifidir, 6yle ki her
bir kompakton sonlu bir ¢ekirdege hapsedilmis bir solitondur. Kompaktonlar, diger
kompaktonlarla ¢arpistiktan sonra ayni uyumlu sekille yeniden ortaya ¢ikan olaganiistii
soliton 6zelligine sahip soliter dalgalar tarafindan tanimlanir(Rosenau & Hyman, 1993).
Bu parcacik gibi dalgalar, soliton carpismasina benzer elastik carpisma sergiler. Bir
kompaktonun, dogrusal olmayan dagilimin onu sonlu bir ¢ekirdekle sinirladigi, bu
nedenle iistel kanatlarin yok oldugu, kompakt bir destege sahip tek bir dalga oldugu
bulundu. Kompakton, iistel kanatlardan arinmis soliter bir dalgadir. Kompaktonlarin
dikkate deger kesfi, son birka¢ yilda yogun bir arastirmaya yol acti. Kompaktonlarin
incelenmesi, siiper deforme olmus ¢ekirdekler, hidrodinamik modellerde kiimenin 6n
olusumu, s1v1 damlalarin béliinmesi ve atalet flizyonu gibi birgok bilimsel siire¢ hakkinda
fikir verebilir. Kararlilik analizi, dogrusal olmama parametresinin keyfi degerleri i¢in
kararlilik kosulunun saglandigi kompakton ¢oziimlerinin kararli oldugunu gostermistir.
Kompakton ¢ozlimlerinin stabilitesi hem lineer stabilite hem de Lyapunov stabilite
kriterleri ile incelenmistir. Ayrica kompaktonlar analitik olmayan ¢6ziimlerken, klasik
solitonlar analitik ¢oziimlerdir. Kompakton ¢oziime 6rnek ise u(x,t)= cos/?(x-ct)
verilebilir. Asagidaki grafikte c=1 ve 0<x,t<1 i¢in bir kompaktonu (solda) ve bir solitonun

(sagda) grafikleri verilmistir.
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-
1.0

; .Cl. v

Kompakton Soliton

Sekil 3.5 c=1 ve 0<x,t<I i¢in u(x,t)= cos/2(x-ct)

3.2.6 Kesirsel Tiirev

Kesirli mertebe tiirev ve integral hesabi dogasinda var olan karmasikligi ve
tamsay1 mertebesi tiirev ve integralin goriiniiste kendi kendine yeterliligi ve tamamen
kabul edilebilir bir geometrik veya fiziksel yorumu olmamasi nedeniyle miithendislikte
kesfedilmemisti(Machado , 2003 ; Zeng , vd. ,2022).Bununla birlikte, miithendisligin
farkli alanlariyla ilgili baz1 dogal davranislar1 daha dogru bir sekilde temsil etmesine
ragmen, simdi biyomiihendislik, viskoelastiklik (Heymans,20008; Esp'ndola,vd.,2008),
elektronik(Krishna&Reddy,2008;Pu,vd.,2006),robotik(Lima,vd.,2007;
Rosario,vd.,2006; Debnath,2003), kontrol teorisinde Onemli bir ara¢ olarak
kullanilmaktadir.( Bohannan,2008; Cervera& Ba™ nos,2008; Gutierrez,vd.,2010)

Kesirsel tiirev ve integral hesaplamalarinin basarisinin ana nedeni, bu yeni kesir
dereceli modellerin genellikle tamsay1 dereceli modellerden daha dogru olmasidir, yani
kesir dereceli modelde karsilik gelen klasik modele gore daha fazla serbestlik derecesi
vardir. Konunun ilgi ¢ekici gilizelliklerinden biri de kesirli tiirevlerin (ve integrallerin)
yerel (veya noktasal) nicelikler olmamasidir. Tiim kesirli operatorler, dikkate alinan
stirecin tiim ge¢misini goz dniinde bulundurur, bdylece dogal ve teknik olaylarda siklikla

karsilasilan yerel olmayan ve dagitilmis etkileri modelleyebilir. Bu nedenle kesirli hesap,
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cesitli malzeme ve siireclerin hafizasim1 ve kalitsal 6zelliklerini tanimlamak igin

miitkemmel bir arag setidir (Lazarevié¢,vd.,2014).

Kesirsel tiirevin tanimi bir¢ok arastirmaci tarafindan farkli olarak yapilmustir.
Bunlardan literatirde en ¢ok bilinenleri sunlardir: Caputo kesirsel tiirev
operatorii(Caputo,1967),

T

CDUY(r) = ﬁ | (r—t)”‘“‘l(%)”‘{'(t)dt. (3.16)

r

Riesz kesirsel tiirev operatorii(Kilbas,vd.,2006),

a _ 1 d \n ¢ n-a—
$DY () = St () [ lr=tmetwiodt. (3.17)
0

Yang ve arkadaglarinin Riemann--Liouville kesirsel tiirev operatord, ( Yang,vd.,2017)
2029 = [ B (11,60, (12,62, (i, 6))i (- D7POAL (3.18)
a

Riemann-Liouville kesirsel tiirev operatorii(Samko,vd.,1993),
d T
o n f (t — )" * 1P (b)dt. (3.19)

T

1
RLD,{X[P(T) = m(
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4. MATERYAL VE YONTEM

KdV denklem sistemi, Boussinesq denklemi, Bona Chen denklemi ve Gear-
Grimshaw (GG) denklemi, s1g su dalgalarinin kinematik modelleri olarak ortaya
cikmigtir. Bu modeller {lizerine kapsamli ¢aligmalar yapildigr goriilmektedir.
Integrallenebilirlik 6zellikleri, kesin ve sayisal ¢dziimler genellikle incelenmistir. Birgok
keyfi parametre igerdigi i¢in birgok sig su dalgasi modelini igeren GG modelinin zaman

kesir tiirevli denklemi asagidaki gibidir(Kivshar,vd.,1989; Triki et al,2014).

Yiiksek lisans tezinin bu boliimiinde bazi dalga denklemlerine (G'/G, 1/G) agilim
yontemi ve modifiye edilmis ciftli alt denklem yontemi uygulanarak daha dnce yapilan
calismalardan farkli olan yeni analitik ¢6ziimler bulunacak ve dalga hareketleri
incelenecektir. Bulunan bu ¢oziimlerin belli zaman kesitlerinde dalga modellemeleri ti¢
boyutlu grafiklerle verilerek dalgalarin davranis ve karakteristik yapilari
detaylandirilmustir. (G'/G, 1/G) agilim yontemi uygulanarak elde edilen dalga ¢6ziimleri
yontemin gerektirdigi sekilde hiperbolik, trigonometrik ve rasyonel olarak ti¢ farkli
formda verilecektir. Modifiye edilmis ¢iftli alt denklem y6ntemi uygulanarak ulasilacak
olan kompleksiton ¢ozlimler ise kompleksiton dalgalarin yapilarindan kaynaklanan ayirt
edici 6zellik olan tstel ve trigonometrik fonksiyonlarin birlikte ¢oziime dahil olmasi ile
istenilen formda verilecektir. Bu calismalar neticesinde yiiksek mertebeden lineer
olmayan olusum denklemlerinin analitik ¢oziimlerini bulmada bahsi gecen tekniklerin

kullanighligr ve etkililigini kanitlamak agisindan literatiire katkida bulunulacag:

diistiniilmektedir.
0%u
W + auuy + bUyyy — A1 VU, — By (uv)x — V1Vxxx = 0,
(4.1)
0%
W + dvvy + kVyyy — aquU, — ﬁz(uv)x — VolUyxx = 0,

Burada u ve v, bagimli degiskenleri temsil ederken, x ve t sirasiyla uzamsal ve
zaman koordinatlarim1  temsil eden bagimsiz  degiskenlerdir.  Parametreler

a,b,k,d,ay,B12,v12 keyfi sabitlerdir. (4.1) icindeki ilk terim olusumsal etkiyi
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gosterirken, a ve b sirastyla dogrusal olmayan ve dagilim etkisinin parametrelerini

belirtir. Bu model sayesinde, s1g katmanli bir sivida ¢apraz dahili yer¢ekimi dalgasi
modlarinin rezonans etkilesimi incelenmistir. Bu nedenle, bagimli degiskenler u ve v iki

dalga modundaki dalga degiskenleridir.

4.1 Sine-Gordon Ac¢iim Metodu

[lk olarak, Sine-Gordon a¢1lim yénteminin metodolojisi hakkinda bazi1 6n bilgiler
verilecektir (Baskonus, vd., 2019; Kumar, vd., 2017). Bu yontem, literatiirde iyi bilinen
Sine-Gordon denklemi iizerine insa edilmistir. Sine-Gordon denklemi, bir boyutlu bir
alan teorisindeki bir alanin davranisini agiklayan bir diferansiyel denklemdir. Bu
denklem, J.H. Poincare tarafindan 1893 yilinda elektromanyetik dalgalara benzer
matematiksel bir formiilasyon olarak tamitilmistir. Sine-Gordon denklemi, asagidaki

sekilde verilir:

Uy — U = M2 sin(w) (4.4)

Burada u=u(x,t) keyfi bir fonksiyon olarak tanimlanir ve m bir sabittir ve
denklemdeki siniis teriminin siddetini kontrol eder. Daha yiiksek bir m degeri, siniis
teriminin etkisini arttirir ve bu da denklemin ¢dzlimlerindeki dalga davranisinin daha
keskin bir sekilde belirginlesmesine neden olabilir. Ote yandan, daha diisiik bir m degeri,
dalga davranisinin daha diizgiin ve yumusak bir sekilde gerceklesmesine neden olur. x ve
t, Sine-Gordon denkleminde bagimsiz degiskenlerdir. x bir boyutlu uzayda pozisyonu
temsil ederken, t zamani temsil eder. u fonksiyonu, x ve t ye baghdir ve denklemin
¢oziimleri, u fonksiyonunun x ve t ye bagl olarak nasil degistigini belirler. Bu denklem
genellikle dalga davranisini agiklamak i¢in kullanilir. Denklem, u fonksiyonun belirli bir
sekilde davranis gostermesini gerektirir. Denklemdeki siniis terimi, u fonksiyonunu
diizenli olarak degistiren bir etkiye sahiptir ve bu nedenle, denklemdeki ¢ozlimler
dalgalar ifade eder. Dalga doniisiimii olarak adlandirilan &=kx+lIt Lorentz doniisiimii
uygulandiginda u(x,t)=U(&) olarak alindiginda, (4.4) ¢6ziimii kolay hale getiren denklemi
bir boyutlu forma yani adi diferansiyel denkleme indirgenir. Burada & olayin x

koordinatin1 ve t zamanini birlestiren bir degiskendir. u(x,t)=U(&) donilisiimii kullanarak
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U(&) fonksiyonun birinci tiirevini elde edebiliriz. U' () = Z—?, U fonksiyonunu &'ye bagli

tiirev operatoriinii kullanarak u,, = U'(§)k veu, = U'(&)l denklemlerini elde ederiz.

d?u

Ayni sekilde ikinci tiirevlerini aldigimiz zaman U" () = Tz

doniisiimii yaptigimizda ve
Uy = U (E)k? ve u,e = U"(E) 12 (4.4) denkleminde yerine koyarak U”(&)k? —
U"(&)I? = m?sin?(U (g)) denklemi sadelestirme islemi yapilirsa asagidaki denklemi
bulunur.

2

U= m -2(U
—kz_lzsm 2)

(4.5)

(4.5) denklemi U’ ile garpilip bir kez integre edildiginde, daha basit bir denklem elde

edilir.

()P = e sin® (2 + K
2 k2 —1? 2 (4.6)
Burada K bir integral sabitidir. Eger K=0, % =w(&) ve k;n—lz = a? alinirsa
w = asin(w) (4.7)
elde edilir. Burada a=1 alinirsa
w’ = sin(w) (4.8)

denklemi Sine-Gordon denkleminin sadelestirilmis hali olur. (4.8) denkleminin

¢Oziimiinden

. . _ 2pét — coeh
sin(w) = sin(w(s)) = D7 1 1 lp=1 = sech($) 4.9)
2pe’ — 1
cos(w) = cos(w(§)) = > -1 = tanh($),

T 11 7" (4.10)
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ifadeleri yazilabilir ve buradaki p#0 integral sabitidir.
Polinom formundaki bir dogrusal olmayan diferansiyel denklemi kapali formda
H(u, Uy, Ug, Uy, Uye, Ugg, .- ) = 0 (4.11)
verilsin. Uygun dalga doniisiimii uygulandiginda (4.9) denklemi
o, uu’u”..)=0 (4.12)

adi diferansiyel denkleme indirgenir. Boylece, (4.10) denkleminin beklenen ¢oziimii igin

asagidaki acilim kullanilir:

n

U@ = Z tanh'™! (§)[B; sech(§) + A; tanh($)] + Ao (4.13)

i=1

(4.9) ve (4.10) denklemlerine gore, (4.13) denklemi asagidaki gibi elde edilir.

U(w) = Z cos“"Y(w)[B; sin(w) + 4; cos(w)] + 4,

L (4.14)
Toplam semboliindeki n degerini elde etmek i¢cin homojen dengelenme prensibi
uygulanir. Denklem (4.14)'da gerekli tiirevler alinir ve denklem (4.12) de yerine yazilir.
Elde edilen ifade de sinP cos?  katsayilarinin hepsinin sifir olmasi igin olusturulan

cebirsel Maple programu ile ¢oziildiigiinde, bilinmeyen degerler A;, B;, k, [ bulunur. (4.1)

. e 9 O L ;o . -
denklemi kesir tiirevli oldugundan dalga doniisiimii ?Z = —cu, FZ = —cv Kkesirli
tiirev terimleri tam say1 mertebeden tiirevli terimlere déniisiir. Indirgenmis sistem bir adi

diferansiyel denklem sistemi olarak asagida verilir:

—cu' +auu' + bu” — avv' — BL(uV+uv) —yv” =0, (4.15)
—cv +dvv' + kv" — auu’ — B(uv +uv) —yu” =0 (4.16)
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(4.15) denkleminden yiiksek mertebeden tiirev terimi u® ile en yiiksek dereceden uu’

dogrusal olmayan terim dengelendiginde n+3=n+n+1’den n=2 bulunur. Benzer islem

(4.16) i¢inde yapilirsa burada da dengelenme sayisinin n=2 oldugu goriiliir.
Boylece (4.15) ve (4.16) denklemlerinin ¢oziimii i¢in agsagidaki acilim kullanilacaktir.

u(é) = Ay + By sech(&) + B, sech(&) tanh(§)
+A; tanh(§) + A, tanh?( &), (4.17)

v(&) = Cy + Dy sech(&) + Dy sech( &) tanh(§)
+C, tanh( &) + C, tanh(§)?

burada u(x,t)=U(&) denklem (4.9) ve Ao,A1,A2,B1,B2 sonsuz sabitlerdir. (4.9) ve (4.10)
denklemlerinde integral sabiti p=1 alindiginda sin(w)=sech(w), cos(w)=tanh(w)

oldugundan u(&) ve v(&) ¢coziimleri

u(é) = Ay + By sin(&) + B, sin(€) cos(€)
+A4, cos(&) + A, cos?(§), (4.18)

v(&) =Cy+ Dysin(&) + D,y sin(€) cos(€)
+Cy cos(&) + C, cos?(§)

olarak yazilir. (4.17) denkleminde gerekli tiirevler hesaplanip (4.15) ve (4.16)
denklemlerinde yerine yazilmasiyla ve [cos(§), sin(§)] fonksiyonlarmin biitiin
kuvvetlerinin katsayilarinin sifira esitlenmesiyle agidaki lineer olmayan cebirsel sistem

elde edilir:
COSS(E): '2A223+4A2C281+2B223'4BZDZBl+2C2281'2D22a1'24’A2b+24C2Y1,

COS4(E):-3A1Aza+3A1C281+3A2C161+3B1B23'3B1D281-3B2D181+3C1C2(X1'3D1D2(X1'
6A1b+6C1Y1,
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COS4(E)Sin(E):'4‘A2Bza+4‘A2D2Bl+4‘B2CZBl+4‘C2D2(X1'24‘B2b+24‘D2Y1,

cos>():-2A0Aza+2A0C2B1-Ar%a+2A,C1B1+2A5%a+2A,CoB1-4A,C,B1+B, %a-
ZB1D1B1-3322a+6B2D2[31+2C0C20L1+C120(1-2szal-D12a1+3D22a1+4OA2b+2A2C-
40C2Y1'

cos®(&)sin(§):-3A,B,a+3A,D,B1-3A,B,a+3A,D,B,+3B1C2B1+3B2C1 B4
+3C1D20(1+3C2D10(1-6B1b+6D10(1,

COSZ(E) :-A0A1a+A0C1[31+3A1A2a+A1C081-3A1C261-3A2C1B1-4Blea
+4B1D2Bl+4B2D1Bl+COC1a1'3C1C2(X1+4D1D2(X1+8A1b+A1C'8C1Y1,

COSZ(E)Sin(z):'2A0B23+2A0D2Bl'ZAlBla+2A1D131+3A2B23'
3A2D2Bl+2B1C1Bl+2B2C081'3B2C2B1+2COD2(X1+2C1D1(X1'3C2D2(X1+28B2b +2B2C'

28Dy,

COS(E)Sin(E):‘A0B13+A0D1Bl+2A1Bza‘2A1D2Bl+ZAzBla‘ZAleBl+81COBl'2B1CZBl'
ZBZC181+C0D1a1-2C1D20(1-2C2D10(1+5B1b +B1C'5D1Y1,

cos(§):2A0A5a-2A(C2B1+A,%2a-2A,C,B1-2A,CoB1-B1%a+2B, D11 +B,%a-2B,D,B4-
2C0C2a1‘C12a1+D12a1‘D22(X1'16A2b‘2A2C+16C2Y1,

Sln(E) :AQBZa'AoDZBl+A1B13'A1D131'B1C1B1'B2COB1'C0D2(X1'C1D1(X1'5B2b'
B2C+5D2Y1;

COS(E)OZA()Ala'A()C]_Bl'A1COBl+BlBZa'B1D2Bl'BzD181'C0C181'D1D231'2A1b'
A1c+2C4P1.

Lineer olmayan cebirsel sistem Maple yardimiyla ¢oziildiigiinde denklem iginde gecen

parametrelerin ¢6ziim kiimesi dort durum da verilmistir.

Durum 1:
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l (CyB, — 36y,)C,

Bi=B;=D;=D;=a,=0,=0, C; =

12 GB -3y
V6
C . \/8(62[?2 + 12y2)62 . \/8(_?6232 + ZCZﬁZ - 6‘41]/2)\/8
Y712 CB, -3y, T 12 C, ’
V6
3-5V6 24 (5~ + D(CZPZ — 6C,B5y2 + 9v3)

C=ﬁz(T)» a =——

)

C3(CoB, + 12y,)

_ @(2\/6(:232 - 6\/8)’2 — 32 — 72y2)(Co2 — 3y2)
750 CZ(CoPs + 127) |

Bulunan bu parametreler yerine yazildiginda hareketli dalga ¢oziimleri

3-5V6. t%
u(x,t) = Ag + A tanh(x — B, ( 3 )F(1+a))
3-5V6 @ 4.19
+A, tanh?(x — By( 3 )F(1t+ a)) (4.19)

4 i (7€, — 36y2)C,
12 C2B2 — 32

vi(x,t) =

T2 op, 3y, ‘RS rary) (4.20)
3 -5V6 @
+C, tanh?(x — By( 3 )F(1t+ a))

olarak elde edilir.
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Sekil 4.1 (4.19) ¢6ziimiiniin 3D ve ylizey grafikleri: -2<x,1<2,
c=((5V6-3)/3), B=0i=Ao=A1=As=1.

Sekil 4.2 (4.20) ¢6ziimiiniin 3D ve ylizey grafikleri: -2<x,t<2,
c=((5V6-3)/3), B=0ui=Ao=A1=A:=1.

Durum 2:
Elde edilen bir diger ¢oziim kiimesi ise

,32=y2=A0=A2=B1=B2=C1=D1=D2=O, Co=0Co, C; =05 Aj =4y

1 1 2 (3C, + 2C,)Cyty 1
k=-—pGd n=-Tu a=g e » b =503, ¢ =0.25.

dir.

Buna gore hareketli dalga ¢oziimleri
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u,(x,t) = A; tanh(x — m) (4.21)
v2(x,t) = Co + C; tanh(x — 4r(i + a)) (4.22)

olur. Buna gore ¢oziimlerin 3-boyutlu ve diizey grafikleri asagida verilmistir.

=

Sekil 4.3 (4.21) ¢6ziimiiniin 3D ve yiizey grafikleri: -2<x,t<2,
c=0.25, A1=C0=C2=B1=1 .

%

Sekil 4.4 (4.22) ¢6ziimiiniin 3D ve yiizey grafikleri: -2<x,t<2,
c=0.25, A1:C0:C2:B1:1 .

Durum 3:

Cebirsel sistemden elde edilen bir diger ¢oziim kiimesi ise
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16
4 1 A1(54,0% + 8V6ab + =-V6p,7>) 87,
"8 B1v2 $ 0T 3
5
_8Y6r, c.o—_gr2 .- _1 A1(3A1V6a” + 16ab — 16B;y,)av6
1T37a T T ©T T 160 (A2 ’
3 A;(ab+ 4 a6
Ay =B,=B,=D;=D,=A4,=a,=0, a =— 1( 51)/2) ,
160 %
84,y,V6
do -2 AYV6d L VB By —a, = (ﬂ+ﬁ1+2A1\/€b)a
32 oy, T Tghave, Br =—a, = -5 —

dir. Coziim fonksiyonunda yerine yazilmasiyla soliter dalga ¢oziimleri asagidaki formda

verilir:

1 54%a? + 8v6abA; + %\/gﬁlyz

us(x, t) = — 30 57, + A, tanh(x (4.23)
ta
- cm).
v3(x,t) = — g% + 8\51)/2 tanh(x — CI"(lt—j-a)) + tanh?(x (4.28)
ta
- cm).

Buna gore ¢coziimlerin 3-boyutlu ve diizey grafikleri asagida verilmistir.

Sekil 4.5 (4.23) ¢oziimiiniin 3D ve yiizey grafikleri: -2<x,t<2,
c=-(1/(16)),A1=a=b=p:1=1.
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Sekil 4.6 (4.24) ¢oziimiiniin 3D ve ylizey grafikleri: -2<x,t<2,
c=-(1/(16)),A1=a=b=f:=1.

Durum 4:

Son olarak bulunan ¢6ziim kiimesi ise

2(3Cy +26,)Co
“=3 A2 ’

1 1 1
b= 562.31: c=—p1(Co+Cp), k= _Eczd' 01 = _ﬁczcﬁ

dir. Coziim fonksiyonunda yerine yazilmasiyla soliter dalga ¢oziimleri agagidaki formda

verilir:

134%2d — 24%d — 64,C, a4
u(x,t) ==

+ A, tanh(x + B1(Cy

6 Caaq (4.25)
(24
+C2) ra+ a))
(24

+A4, tanhz(x + B1(Cy + C5) m)

134%a — 24%a — 4C2a,
va(x, t) == + C, tanh?(x + B,(C

W) = - — , tank? (x + 3 (G, w29

a

+(2) )

rl+a
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Sekil 4.7 (4.25) ¢oziimiiniin 3D ve yiizey grafikleri: -2<x,t<2,
c=((V6)/4), a=A1=A,=C>=1, d=36, .=2.

Sekil 4.8 (4.26) ¢oziimiiniin 3D ve yiizey grafikleri: -2<x,t<2, c=((\N6)/4),
a=A=A=C>=1, d=3V6, =2

4.2 Kalanh (Residual) Kuvvet Serileri Yontemi

Tezin bu boliimiinde kesirli GG denkleminin yaklagik ¢oziimleri elde edilecektir.
Bunun i¢in Kalanli Kuvvet Serileri Yontemine ait bazi temel tanim ve teoremler
verilecektir. (Alquran, 2014; Jaradat et al, 2016) Literatiirde bir¢ok kesirli tiirev operatorii
tanimlanmistir. Bunlardan biri Caputo kesirli tiirev operatoriidiir. Caputo operatdriine
gore sabitin tlirevi sifir oldugundan, kesirli diferansiyel denklemlerin yaklasik

¢Ozlimlerini kuvvet serileri kullanarak bulmamiza olanak tanir.

Tanim 4.1 Caputo anlaminda tiirev, m€N, m-1<a<m i¢in



34

e [ = 0%u(x,t)
t u(x' ) - ata
( t
|;f (t—r)m_“_lmdr m—1l<a<m
_ 4 r'(m-a) arm ’
= 0
L 0™u(x, t) o eN
Sem . a=m
ile verilir.

Tamim 4.2 x=xo civarindaki kesirli kuvvet seri a¢ilim formu

oo

Z cn(x = x0)™ = co + €1 (x = X0)* + ca(x — x0)** + -

n=0

O<n—-1<a<n, x <x,.
ile verilir.

Teorem 4.1: f(x) fonksiyonu x=xo noktasi civarindaki kesirli kuvvet seri acilimi

oo

f(x) =Z ch(x —x0)" x9<x<x9+R

n=0

olsun. Buradaki R ise kuvvet serisinin yakinsaklik yarigapidir. Eger n = 0,1,2...

D"*f(xq)

D™ f(x) (xq,xo + R) de siirekli ise ¢, = rrermpenll

Tanim 4.3:

> A@E-x)"
n=0

i¢in

kesirli kuvvet seri agilimina x=xo noktasi civarinda ¢oklu kesirli kuvvet seri agilim1 denir.
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Tanim 4.4: Varsayalim ki u(x,t) fonksiyonu t=to noktasinda ¢oklu kesirli kuvvet seri

agilimina

u(x, t) = z F.0O0(E—to)", X €I, ty<t<ty+R

Dzlau(x!to)

sahip olsun. Eger D**u(x,t), I X (ty, ty + R) Uzerinde surekli ise f,(x) = Fin)

dir.
Kesirli GG denkleminin sayisal ¢oziimlerini bulmak i¢in t=0 baslangi¢ kosullarina

u(x,0) = f(x)
v(x,0) = g(x).

fonksiyonlarini alalim. Buna gore t=0 i¢in bir kesirli kuvvet seri agilim1

u(n,t) = Z mumﬁm@
v(xt)—z g"()r(1:a o 0<asixel

olur. u(x; t) ve v(x;t) k-inci kesik serileri olmak tzere asagidaki gibi verilir.

tna

(3, 6) = Z O T

na

vk(x,t)zz gn(x)m, 0<a<l x€el, 0<r<R
n=0

k=0 i¢in baglangi¢ kosulunu alirsak, u(x,t) ve v(x,t) i¢in sifirinci kesirli kuvvet seri

yaklasik ¢oziimleri asagidaki gibi verilir:
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Uy (x, ) = fo(x) = u(x;0) = f(x),

vo(x,t) = go(x) = v(x;0) = g(x),

Boylece;
w1 = f (x>+Z O T
vk<x,t)=g<x)+z 9 T

formunda yazabiliriz. Kalanli fonksiyonlar, Res,,, Res, ise

0%u
Resu - a a + auu, + buxxx a1V — ﬁl (uv)x ~ Y1 Vxxx
(4.27)
a
Res, = W + dvvy + KUyyy — QUL — B2 (UV)x — Volyxx

olur.

Teorem 4.2: k-inc1 kalanl fonksiyon Res; (x, t), asagidaki sartlar1 saglamaktadir:

I.  Resy(x,t) =0, Res,(x,t)=0.
ii. limy_ R esy x(x,t) = Res,(x,t) ve limy_,Res,(x,t) = Res,(x,t).
iii.  D{*Res,;(x,0) = D{*Res,(x,0) =0 ve
D{“Res,(x,0) = D{*Res,(x,0) = 0.(r =0,1,2,...k)

u(x,t) ve v(x,t) nin k-mci kesikli serisi (4.27) de yerine yazildiginda ve Res, j(x,t)

ve Res, ,(x,t)‘nin Dt(k_l)“ tiirevi hesaplandiginda asagidaki cebirsel sistem elde

edilir.

Dt(k_l)aResu,k (x,0) =0,

(k-Da (4.28)

D, Res, (x,0) =0, 0<a<1 k=123..

(4.28) sisteminin ¢ozililmesiyle ve fonksiyonlar elde edilir. Burada degerleri ne kadar ¢ok

alinirsa gergek ¢6ziime o kadar yaklasir.
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Ik olarak k=1 i¢in ilk kesikli yaklasik ¢coziim asagidaki gibi ifade edilebilir:

t 4.29
) = f0) + 0 e 29
¢ .30
vi(x,t) = g(x) + g1 (x) ﬁ- (439

ve 1-inci kalanli fonksiyonlar u;(x,t) ve v;(x,t) nin yerine yazlmasyla asagidaki gibi

verilir:
Res,,(x,t) = i u1+ 0 b o g
es, 1(x, au u — VUV —7V
u,1 a 16 1 a 3 1 1ax 1 (4.31)
03
—515(111771) - V1ﬁv1
20%v, d 03 d
Res, (x,t) = ¥ +d171a (21 +ka V1T Al 5ol

(4.32)
d a3
—p- a (Wv1) — 2 ﬁ Uy

(4.29) ve (4.30)'y1 (4.31) ve (4.32)'e yazildiginda asagidaki ifade elde edilir:
Resuy(x,t) = af (X)f '(x) = B1f (x)g'(x) = B1f (x) g (x)
—a g (x)g'(x) +bf"(x)

—119 () + f1(0) + 77— (@fi()t*f (%) = B1 /()% g (x)

r(1 Fa)
+af (Ot f; (x) — B1f () g1 ()t = Brg () fi (Ot* — a1 9(x) g1 (x)t*
—a1g () g1 ()t = B1g1 ()t f'(x) + bfy ()t — 197 (X)t%)

R )z(afl(X)tZ“ﬁ(X) B1f1() g1 ()% — 1.g1 ()2 f1 (x)

— 191 (x)tzagl (%))
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Resv; (x,t) = dg(x)g (x) — Bof () g (x) = Bof (1) g(x) — aaf (X)f ()

ri+a) (dg1(x)t%g (x) 433)

— B2fr(0)t%g (x) + dg(x)t® gy (x) — Bof (x) g1 (X)t*
— B2g1 COtEf (X)) — B2g () f1 ()" — arf () f1 (x)t°
— af ()L + kgy COt* —yof; (O)t*

+kg () = v2f () + g1 (x) +

1 ' ’
B GO OB SACTHO
= RGPS ) — @i 00)

Res, 1(x,0) =0 , Res,;(x,0) =0 oldugundan (4.33) den fi(x) ve gi(x)

fonksiyonlar

fi(x) = —af () f (%) + B f () g (x) + Bof () g(x)
+a;9(x)g'(x) = bf " (x) + y19"(x)

9:1(x) = =dg(x)g'(x) + B2f () g (x) + Bof (x)g(x)
+ar fO)f (%) — kg (x) +v2f (x)

olarak bulunur. Boylece, 1-inci kesikli seri yaklasim asagidaki gibidir.

ur (%, t) = f(x)
+ (—af(Of () + B1f (g (x) + B f () g(x) + a1 g(x)g ' (x)

= bf )+ g i

vi(x,t) = g(x)
+ (=dg(x)g (%) + Bf () g (x) + Bof (1) g (x) + azf (O)f (x)

a

~ kg () + 1o D T e
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k = 2 oldugunda ikinci kesikli seri ¢6ziim formu

W@ =fO+ 0 e T Y ra T (4.34)
a t2a
v =9+ 9 rr oy TR rr ey (4.35)

olur ve 2-inci kesikli fonksiyonlar asagidaki gibi verilir:

Res. e t) =2 v au Lo 4 p o’
esy o (x, FraRk 723 Y (436)
9 9 93

—aq1V, avz - ,31a (upv3) — 11 ﬁvz

L) 0 03
R ,t) = d k—
esy 2 (x,t) 3ra 2 4+ Vags v, + 337 (4.37)
9] a3

—U; auz - B2 a (Uxv3) — 72 ﬁuz

(4.34) ve (4.35)'y1 (4.36) ve (4.37)'ye yerine yazilmasiyla ve DfRes, ;(x,0) =0 ve

DfRes, ;(x,0) = 0 sartlarinin uygulanmasiyla

fo(x) = a19:(x) g (x) + B1fi(x) g (x) + B1g1 () f ()
—afy () f (x) + Brf (x) g1 (x) + a9 (x) g1 (x)
—af () fy (%) + Brg () fi(x) = bfy (x) + y19; (%),

92(x) = a2 f; C)f () + B29: (O f () + B2 f1 (x) g (x)
+ar f(Of () + Bof (1) g1(x) + B9 () f1 (x)
—dg,(x)g'(x) — dg()g1(x) + v2fi (x) — kgy ().

olarak bulunur. Boylece, ikinci kesikli seri yaklasik ¢oziimleri asagidaki sekilde

yazilabilir:
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a

ri+a

(—af COf () + Bof (g (x) + Brf (1) g (x)

I'l+2a)

uz(x,t) = f(x) +

+a;9(x)g (x) = bf"(x) + y19 (%)) + (a191(x) g (x)

+B1f1(x)g (%) + Prg1(x)f (x) — afy () f (%) + B1f (x) g1 (x)

+a19(x) g1 (x) — af () f1(x) + Prg () fi (x) — bfi (%) + 191 (X))

a

r'l+a

(—dg(x)g (x) + Bof (1) g (x) + Bof (x)g(x)
2a

r(1+2a)

v2(x,t) = g(x) +

+arf()f () —kg () +v2f () + (a2 1) f (x)

+B2f1 () g (x) + azf (O f (%) + Bof () g1 (x) + Bog () fi (x)

—dg,(x)g'(x) — dg(x)g1(x) + v2fi () — kgy () + B2g: () f (%)

Ayni prosediir k = 3 igin uygulanirsa ticlincii kalanlt seri kuvvet ¢oziimleri asagidaki

formda olur:
p 2a 3a
U0 ) = fE A F g O F e TAOTAT 3D 4
a 2a 3a
v3(x,t) = g(x) + 91(X)m g2(x )r(1 + 2a) T 95 )r(1 +3a)  (4.39)

olur ve 3-iincii kesikli fonksiyonlar asagidaki gibi verilir:

a“u3 0 03 d
Res, s(x,t) = Sa + auz — Fl +bh— T3 Us T Vs 53 (4.40)
63
—p1 6_ (usv3) — v1 %3 U3
0%V, 0 03 0
Res,3(x,t) = S dv;—v3 + k=—=v3; — ayuz —u;

ot« 0x 0x3" ox (4.41)
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63
—p- a (uzv3) — ¥2 ﬁu3

(4.38) ve (4.39)'y1 (4.40) ve (4.41)'ye yerine yazilmasiyla ve DZ*Res, ;(x,0) =0 ve
D#*Res, ;(x,0) = 0 sartlarnn uygulanmasyla f5(x) ve gs;(x) fonksiyonlar asagidaki
gibi elde edilir:

f3(x) = —af () f2(x) — afo () f () + Brg2 () f () + P19 (x)

+B1f2(x)g () + fo()B1f () g2 (%) + @19 (x) g2 (x) + 192 (x)g (x)

CAA@AE)  —— B (081 ()
I'(a + 7) I'la + 7)

Val(a)a 3 Val(a)a

4a

+1192 (%) — bfy (x) —

L BE@AK)  — a8 @)
F(CZ + 7) F(a + 7)

Val(a)a *2 Val(a)a
g3(0) = B2g2(0)f (X) + B2g2 () f (X) + aof () fo(x) + B2f2(x)g (%)

+2

+829 (0 f2(x) + a2 () f (x) + dg(x)g2(x) — dg>(x)g (x)

Y LAWA) — B0 ()
I'la + 7) I'la + 2)

Vil (a)a " Val(a)a

—kg; (X) +v2f2 () +

a a

—dgi(Dg(X) — g (DA )

B F(CZ + 7) F(a + 7)

Val(e)a * Vil (a)a

Son olarak k = 4 igin ayni islemler yapildiginda hesaplamalar olduk¢a karmasik hale

gelir. Elde edilen f,(x) ve g.(x) fonksiyonlar agagidadir:
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fa(x) =

1 4 ’
T+ a) P10 + /1(¥)g2()
3 ! ’
+ §a1(91(x)92(x) + g2(x) g1 (%))

3 , :
—5a(h()f(0) + L) AT ()

—a(f () fz(x) + afs () f (%)) + 2B,(f (x) g3(x)
+9(x) f3(x) + a1 (g(x)g3(x) + g3(x)g'(x)) — bfs (x) + y193 (x),

1 , ,
ga(x) = rCaord+a) BB2(f2(x)g1(x) + g1(x) f(x))

3 , , 3 , ,
—5(9192(0) + 9:(0) 92 (%)) + 5 @2 (L () 1(%) + 32/ () (X)) (30))
—d(g3(x)g (x) + dg(x)g3(x)) + B> (fs(x)g (x)
+9 () fs(x)) + B2(f () g5 (x) + g3 () f (X))
+B2(g2(0) (%) + f1(¥) 92 (%)) — d(g2(x) g1 (x) + g1 (%) g2 (x))

tay (fs()f (x) + fF)f:(0)) +v2fs (x) — kgs (%)

\/_ a
ue, t) = =24 tanh(x + 16F(M)) ve v(x,t) =8+ 8v6 tanh(x + 1GF(M))
—24 tanh(— )2 fonksiyonlar (4.1) denkleminin birer kesin ¢ozUmudur.

16 r(1

Boylece u(x,0) = f(x) = ~=20°

+ tanh(x) ve v(x,0) = g(x) =8 +

8v6 tanh(x) — 24 1:anh(x)2 degerleri yukarida bulunan dort iterasyon icerisinde
yazilmasiyla uzun hesaplamalarin ardindan,

u(x,t) ve wv(x,t) fonksiyonlarinin mutlak hatalar ,¢t ve a degerleri i¢in asagidaki

tabloda verilmistir:

Cizelge 5.1. 0=0.75 degeri i¢in u(x,t) nin mutlak hatalari

x|t 0.02 0.04 0.06 0.08

1.0 1.2x107°¢ 3.56x107° 6.07x107¢ 8.12x107¢
2.0 2.93%x1077 9.98x1077 2.18x107° 3.96x107°
3.0 3.73%x1078 1.14x1077 2.31x1077 3.95x1077
4.0 5.2x107° 1.43x1078 2.86x1078 4.66x1078
5.0 2x107*° 1.8x107° 2.8x107° 6.2x107°




Cizelge 5.2. 0=0.85 degeri i¢in u(x,t) nin mutlak hatalari

x|t 0.02 0.04 0.06 0.08

1.0 3.25%x1077 1.19x107° 2.67%x107° 4.88x10°°
2.0 6.68x1078 2.44%x1077 5.49x1077 1.01x10°®
3.0 8.09%x107° 3.01x1078 6.47%x1078 1.14x1077
4.0 1.3x107° 4.6x107° 8.6x107° 1.54x107®
5.0 0 5%x107*° 8x1071° 1.8x107°

Cizelge 5.3. a=1 degeri i¢in u(x,t) nin mutlak hatalar

x|t 0.02 0.04 0.06 0.08
1.0 9x107*° 2.41x1078 1.24x1077 3.93x1077
2.0 3x107*° 4x1071° 2.9%x107° 8.9x107°
3.0 2x1071° 9x1071° 9x1071° 7x1071°
4.0 2x1071° 2x107° 5x107*° 2x107°
5.0 1x107*° 5%107*° 1x107*° 2x1071°

Cizelge 5.4. 0=0.75 degeri icin v(x,t) nin mutlak hatalar1

x|t 0.02 0.04 0.06 0.08

1.0 7.25%1077 6.45%x107° 1.93x107° 4.08x107°
2.0 1.66x107¢ 4.11x107¢ 6.67x107° 9.12x107¢
3.0 2.63x1077 6.48x1077 1.03x107° 1.37x107°
4.0 4.1x1078 9.4x1078 1.44x1077 1.89%1077
5.0 4x107° 1.1x107® 1.8x1078 2.5x1078

Cizelge 5.5. 0=0.85 degeri i¢in v(x,t) nin mutlak hatalar1

x|t 0.02 0.04 0.06 0.08
1.0 1.73x1077 1.88x107° 6.15x107% | 1.36x107°
2.0 4.13x1077 1.13x107° 1.84x107° 2.4x107°
3.0 6.5x1078 1.87%x1077 3.02x1077 | 3.94x1077
4.0 5%107° 2.5x107® 4.1x1078 5.2x1078
5.0 5%107° 3%x107° 6x107° 5x107°

43



Cizelge 5.6. 0=1 degeri i¢in v(x,t) nin mutlak hatalar

x|t 0.02 0.04 0.06 0.08
1.0 6.9x1078 5.1x1077 1.67x107° | 3.86x107°
2.0 1.3x1078 9.4x107® 2.91%x1077 7%x1077
3.0 5%107° 1.4%x1078 4.7x1078 1.06x1077
4.0 2x107° 1x107° 9%107° 1.8x1078
5.0 2x107° 1x107° 2x107° 2x107°

44
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5. BULGULAR VE TARTISMA

Bu tez ¢alismasinda zaman kesir tiirevli Gear-Grimshaw modeli bir s1g su dalga
modeli ele alinmstir. Ele alinan sistemin hem kesin ¢oziimleri hem de yaklasik ¢oztimleri
elde edilmistir. Kesin ¢oziimleri bulmak i¢in Sine-Gordon agilim metodu kullanilmaistir.
Metodun uygulanabilmesi i¢in ilk olarak dalga doniisiimii ile kismi diferansiyel denklem
adi diferansiyel denkleme indirgenmistir. Soliton ¢oziimleri elde etmek istedigimiz i¢in
soliton olusumunu veren homojen dengelenme prensibinden dengelenme katsayisi
bulunmustur. Yardimci denklem olarak ¢ok¢a bilinen Sine —Gordon denkleminin
cozlimlerinden yola ¢ikilarak orjinal denklemin kesin ¢éztimleri hiperbolik fonksiyonlar
olarak ifade edilmistir. Bulunan tim c¢ozliimler sembolik hesaplama programi ile
dogrulamasi yapilmis ve yine aym ortamda 3-boyutlu ve yogunluk grafikleri

¢izdirilmistir.

Calismanin bir diger ayag ise yaklasik ¢6ziim lizerine olmustur. Yaklasik ¢oziim
bulma yontemlerinden Kalanli Kuvvet Serileri Yontemi (Residual Power Series Method)
zaman kesir tiirevli GG denklemine uygulanmistir. Ard arda yapilan dort iterasyon ile
denklemin yaklasik ¢oztimleri bulunmustur. Burada kesir tiirev degiskeni a nin 0=0.75,
0=0.85, a=1 degerleri icin u(x,t) ve v(x,t) degerleri hesaplanmistir. Bulunan yaklasik
coziimler ve kesin ¢oOziimler karsilastirilarak hatalarin mutlak degerleri bir tabloda

verilmistir.
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6. SONUC VE ONERILER

Elde edilen kesin (hareketli dalga) ¢Oziimleri, baslangi¢/sinir deger

problemlerinde ve sayisal ¢6ziim yontemlerinde baslangi¢ degeri olarak kullanilabilir.

Ele alinan yontemler hem uygulama agisindan hem de kolaylik acisindan bir¢ok
lineer olmayan modele uygulanabilir. Bu ¢alisma da kullanilan yontemlerin disinda yine
bircok kesin ¢6ziim ve sayisal ¢oziim bulma yontemi bu denklemi konu alabiliceginden
bu da acik bir problemdir. Denklem farkli tam ¢oziim metotlar ile ¢oziilerek farkl

¢Oziimler elde edilebilir.

Kesir tiirevli GG denklemi adi diferansiyel denkleme doniistiiriildiikten sonra faz
diizlemi olarak da yazilabilir ve bdylece sistemin diizlemsel dinamik sistem 6zellikleri de

arastirilacak diger bir agik problemdir.

Bu tez de kesir mertebeden GG denkleminin kesin ¢6ziimleri iistel fonksiyonlar
olarak (hiperbolik fonksiyonlar) olarak elde edilmistir. Uygulanabilecek diger yontemler
ile ¢oziimler trigonometrik fonksiyon ve komplekston (hem kompleks hem iistel

fonksiyon igeren) fonksiyon olarak bulunabilir.

Bu tezde elde edilen sonuglar makale formatinda hazirlanip uluslararas1 SCI-
Expanded kapsamindaki dergiye gonderilmistir. doi.org/10.1142/S0219887822501729

numarast ile basilarak literatlire girmistir.
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