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OZET

KOMPLEKS GEOMETRILERDE KISMi TUREVLI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN
DERIN OGRENME YAKLASIMLARI iLE NUMERIK COZUMLERI

Kolyigit O. Aydin Adnan Menderes Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik
Programi, Doktora Tezi, Aydin, 2023.

Amag: Bu tez, son yillarda biiyiik ilerleme kaydeden derin 6grenme yaklagimlarini kullanarak
tizerinde ¢akisan veya ¢cakismayan deliklerin bulundugu bolgelerde kismi tiirevli diferansiyel

denklemlerin sayisal ¢6ziimlerini elde etmeyi amaglamaktadir.

Materyal ve Yontem: Calismada oncelikle ilk yapilan ¢alismalardan giinlimiize kadar bu
alanda yapilmis yayinlar incelenmis, literatiir taramas1 yapilmistir. Kismi tiirevli diferansiyel
denklemlerin ¢oztimlerini elde edecek derin 6grenme agi modeli ve uygun topoloji
belirlenmeye c¢alisilmistir. Céziim uzayinda DistMesh algoritmasi {iggensellestirme yoluyla
diigiim noktalar1 elde edilmistir. Giincel galigmalarda ¢ogunlukla 1s1 yayilim denklemi, 1s1
dagilim denklemi, Poisson denklemi ve Black-Scholes denklemi gibi Fizik ve Ekonomi
alanlarinda kullanilan denklemlerin {izerinde c¢alismalar yapildigi goriilmiis ve tez
calismasinda tizerinde c¢alisilmak tizere iki farkli Poisson denklemi belirlenmistir.
Optimizasyon algoritmalar1 tizerine ¢alisilmis ve tez konusuna uygun optimizasyon
algoritmasi belirlenmeye ¢alisilmistir. Derin yapay sinir agi modeli olarak Rezidii Yapay sinir
ag1 modeli, optimizasyon algoritmasi olarak da Orgii Uyarlamali Dogrudan Arama ile

Dogrusal Olmayan Optimizasyon (NOMAD) algoritmasi se¢ilmistir.

Bulgular: Calismada gelistirilen model, her iki 6rnek igin, iki farkli sinir kosullar: ve iki farkli
¢Ozlim uzay1 iizerinde test edilmis; elde edilen yapay sinir ag1 ¢ziimlerinin ger¢ek ¢oziimlere
diigiik hata miktarlar ile yakinsadigi goriilmiistiir. Modelin farkli 6rnekler ve farkli ¢6ziim
uzaylan ile kismi diferansiyel denklemlerin iizerinde ¢akisan veya cakismayan delikler

bulunan bélgelerde niimerik ¢éziimlerinin elde edilmesinde basarili oldugu goriilmiistiir.



Sonug¢: Bu ¢alismada gelistirilen model ile Rezidii yapay sinir agi modeli ve tiirev igermeyen
bir optimizasyon (NOMAD) algoritmasi kullanilarak farkli yapidaki bolgelerde kismi tiirevli

diferansiyel denklemlerin niimerik ¢éziimlerinin elde edilebilecegi gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Rezidii Derin Yapay Sinir Aglari, DistMesh Ucgensellestirme, Orgii

Uyarlamali Dogrudan Arama Algoritmasi, Kismi Diferansiyel Denklemler, Optimizasyon.
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ABSTRACT

NUMERICAL SOLUTIONS OF PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS ON
COMPLEX GEOMETRIES WITH DEEP LEARNING APPROACHES

Kolyigit O. Aydin Adnan Menderes University, Graduate School of Natural and Applied
Sciences, Mathematics Program, Doctorate Thesis, Aydin, 2023

Objective: This thesis aims to obtain numerical solutions of partial differential equations
in regions with overlapping or non-overlapping holes by using deep learning approaches,

which have made great progress in recent years.

Material and Methods: In this study, firstly, the publications made in this field from the
first studies to the present day have been examined and a literature review has been made.
The deep learning network model and the appropriate topology to obtain the solutions of
partial differential equations are tried to be determined. Nodes were obtained by
triangularization via DistMesh algorithm in the solution space. In the current studies, it has
been observed that the equations used in the fields of Physics and Economics such as heat
diffusion equation, heat dissipation equation, Poisson equation and Black-Scholes equation
are mostly studied, and two different Poisson equations have been determined to be studied
in the thesis. Optimization algorithms were studied and an optimization algorithm suitable
for the thesis subject was tried to be determined. The residual artificial neural network
model was chosen as the deep artificial neural network model and the Nonlinear
Optimisation with Mesh Adaptive Direct Search (NOMAD) algorithm was chosen as the

optimisation algorithm.

Results: The model developed in this study was tested on two different boundary
conditions and two different solution spaces for both examples and it was observed that
the neural network solutions converged to the real solutions with low error amounts. The
model was found to be successful in obtaining numerical solutions of partial differential
equations with different examples and different solution spaces in regions with overlapping
or non-overlapping holes.

xii



Conclusions: In this study, it is shown that numerical solutions of partial differential
equations in regions with different structures can be obtained by using the residual artificial

neural network model and a non-derivative optimisation (NOMAD) algorithm.

Keywords: Residual Deep Neural Networks, DistMesh Triangulation, Mesh Adaptive Direct

Search Algorithm, Partial Differential Equations, Optimization

Xiii



1. GIRIS

Diferansiyel denklemler gercek diinya probleminin matematiksel modellenmesinde
etkin bir arag olarak kullanilmaktadir. Diferansiyel denklemlerin analitik ¢6ziimlerinin elde
edilmesinin miimkiin olmadig: durumlarda iterasyon temelli niimerik ¢6ziim yontemlerine

alternatif olarak Lee ve Kang (1990) tarafindan yapay sinir aglart kullanilmasi 6nerilmistir.

Bu gelisme ile yapay sinir aglari, adi ve kismi diferansiyel denklemlerin niimerik
coziimlerinde kullanilmaya baslanmistir. Meade ve Fernandez (1994) lineer adi diferansiyel

denklemlerin niimerik ¢6ziimii i¢in ileri beslemeli yapay sinir agi modeli kullanilmustir.

Dissanayake ve Phan-Thien (1994) kismi diferansiyel denklemlerin yapay sinir aglari
ile ¢ozlimii i¢in niimerik bir metot 6nerilmistir. Caligmada lineer ve lineer olmayan iki 6rnege

yer verilmistir.

Lagaris vd. (1998) baslangig ve sinir deger problemlerinin yapay sinir aglari ile ¢oziimii
igin iki bolimden olusan bir deneme ¢oziimii kullanilarak uygulanan niimerik bir metot
onermislerdir. Deneme ¢6ziimiiniin ilk boliimii baslangic ya da sinir degerleri saglamakta ve
parametre igermemektedir, ikinci bolim ileri beslemeli yapay sinir agi ile degistirilen

parametreleri/agirliklar igermektedir.

Aarts ve Van Der Veer (2001) Evrimsel algoritma kullanan bir yapay sinir agi

gelistirerek Kismi diferansiyel denklemler i¢in niimerik ¢6ziimler elde etmeye ¢aligmislardir.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Tezin takip eden 2. boliimiinde kaynak 6zetlerine
yer verilmistir. 3. boliimde ise kismi diferansiyel denklemlerin niimerik ¢6ziimlerini elde
etmede birlikte kullanilmasi 6nerilen yontemlere deginilmistir. Bu amagla 3. Béliimde Rezidii
yapay sinir agi modelleri ve agm egitiminde kullanilan optimizasyon yéntemi olan Orgii
Uyarlamali Dogrudan Arama yaklasimi anlatilmaktadir. Yine aymi bdliimde kismi
diferansiyel denklemin tanimli oldugu bdlgenin tiggenlestirilmesinde kullanilan DistMesh
algoritmasindan bahsedilmistir. Uggenlestirme islemi sonucunda elde edilen diigiimler
Rezidii agimin denetimsiz d6grenme yaklasimiyla egitiminde kullanilmaktadir. 4. Bolimde
eliptik bir kismi diferansiyel denklem olan Poisson denkleminin gakisan veya ¢akismayan
delikler igeren bir bolge tizerindeki ¢oziimleri tezde 6nerilen yontem kullanilarak farkli sinir

kosullar1 altinda elde edilmistir. Deneysel ¢alismalardan elde edilen bulgular tezin 5.



Boliimiinde tartisilmis ve ilgili sonuglar verilmistir. Tezin Ek Boliimii tez siiresince

gerceklestirilen Julia implementasyonlarindan birine ait 6rnek kodlar1 igerir.



2. KAYNAK OZETLERI

Derin 6grenme yaklasimlar: ile kismi diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimleri

lizerine bir¢ok calisma yayinlanmistir.

Cok boyutlu parabolik kismi diferansiyel denklemlerin niimerik ¢6ziimlerini Derin
yapay sinir aglan ile elde edilmis, 6nerilen metodun etkinligi ve dogrulugu Tensorflow

kullanilarak modellenerek gosterilmistir (E vd., 2017).

Han vd. (2017) lineer olmayan parabolik kismi diferansiyel denklem igeren

problemlerin niimerik ¢6ziimii i¢in derin yapay sinir agi modeli 6nermistir.

100 boyutlu Black-Scholes-Barenblatt denklemi, 100 boyutlu Hamilton Jacobi-Bellman
denklemi ve 20 boyutlu Allen-Cahn denkleminin ¢éziimleri igin derin yapay sinir agi modeli
onerilmistir (Raissi, 2018).

Berg ve Nystrom (2018) onerdikleri tiimlesik derin sinir ag1 (unified deep neural
network) modeli ile dortgensel olmayan iki boyutlu bir tanim bdlgesi iizerinde duragan

konveksiyon denkleminin ¢oziilebilecegini gostermislerdir.

Akigkanlar, kuantum mekanigi, reaksiyon-yayilma sistemleri, dogrusal olmayan si1g su
dalgas1 yayilmasi gibi alanlarda c¢alisilan problemlerin ¢6ziimleri i¢in derin yapay sinir agi
modeli kullanilmistir (Raissi vd., 2019).

Berg ve Nystrom (2019) tarafindan hava 6l¢iim istasyonlarindan elde edilen biiyiik veri

setlerinin incelenmesiyle ortaya ¢ikan kismi diferansiyel denklemler derin yapay sinir agi

modeli ile ¢6ziilmeye ¢alisilmistir.

Eliptik kismi diferansiyel denklemlerin niimerik ¢6ziimleri i¢in derin yapay sinir aglar

ve en kiigiik kareler yontemi kullanilan bir model 6nerilmistir (Cai vd., 2019).

Bir ve iki boyutlu zamana bagl kismi diferansiyel denklemlerin evrisimli LSTM yapay

sinir ag1 ile ¢oztimleri elde edilmistir (Asem, 2020).

Zakeri vd. (2020) sonlu farklar metodu ve Leaky Relu aktivasyon fonksiyonu kullanan

bir derin yapay sinir ag1 ile iki boyutlu 1s1 yayilma probleminin ¢6ztimii elde edilmistir.



Feynman-Kac formiiliinii esas alan bir derin 6grenme algoritmasi, yiiksek mertebeden
dogrusal Kolmogorov kismi diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimii i¢in Onerilmistir
(Berner vd., 2020).

Bir ve iki boyutlu stokastik kismi diferansiyel denklemlerin rezidii derin yapay sinir
aglart ve fizik-bilgili (physicsinformed) maliyet fonksiyonu kullanilarak ¢oziimleri elde

edilmistir (Karumuri vd., 2020).

Gor (2020) tarafindan birinci ve ikinci mertebeden lineer baslangi¢ deger problemleri
Dirichlet sinir kosullarint igeren ikinci mertebeden lineer ve lineer olmayan diferansiyel
denklemler ve birinci mertebeden lineer diferansiyel denklem sistemlerinin niimerik
coztimleri ileri beslemeli tek ara katmanli yapay sinir aglari ile Pargacik Siirii Optimizasyonu,
Kiitle Cekim Arama Algoritmasi1 ve Yapay Ari Kolonisi Algoritmasi ve Karinca Koloni

Optimizasyon Algoritmasi kullanilarak elde edilmistir.

Eskiizmirliler, Giinel ve Polat (2021) ekonomi alaninda kullanilan kismi tiirevli bir
diferansiyel denklem olan Black—Scholes denklemini ileri besmeli yapay sinir agi ile ¢6zmeyi
onermislerdir. Onerilerinde tiirev igermeyen popiilasyon tabanli bir optimizasyon yéntemi
olan Pargacik Siirii Optimizasyonu (PSO) yaklagimini kullanarak olusturduklari ag modelini
egitmis ve elde ettikleri sonucu Gradyan Diisiim (Graident Descent) yontemi ile egitilen ag

modelinin tirettigi sonuglarla karsilastirmiglardir.

Beck vd. (2021) tarafindan Stokastik Diferansiyel denklemlerin ve Kolmogorov kismi

diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in derin yapay sinir agi modeli nerilmistir.

Li vd. (2020) D3M (A Deep Domain Decomposition Method) adin1 verdikleri metot ile
bolge ayristirma yaparak kismi diferansiyel denklemlerin paralel olarak uygulanan yapay sinir

aglar1 kullanilarak niimerik ¢6ziimleri elde etmislerdir.

Kismi tiirevli diferansiyel denklemleri derin 6grenme yaklagimlar ile alt problemlere
ayirarak nlimerik ¢6ziimleri tizerine galisilmis; gelistirilen model, Hamilton—Jacobi—Bellman
(HJB) denklemi, dogrusal olmayan Black—Scholes denklemi, yaridogrusal 1s1 denklemi gibi

problemler iizerinde test edilmistir (Beck vd., 2019).

Eliptik kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin karesel bolge iizerinde niimerik
¢oztimlerini elde etmek amaciyla bolgenin daha kiigiik karesel bolgelere ayrilarak hatanin
azaltilmaya calisildigi ve rezidii derin yapay sinir agr modelinin kullanildigi bir metot
Onerilmistir (Z. Wang vd., 2021).



Parametrik Diflizyon denkleminin niimerik ¢oziimii i¢in, Geist vd. (2021) tarafindan

Evrisimli Yapay sinir aglar kullanilan bir yontem 6nerilmistir.



3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde derin yapay sinir aglari kullanilarak dortgensel olmayan bolgeler {izerinde
kismi diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimlerinin elde edilmesinde kullanilan
metotlardan bahsedilecektir. Oncelikle ¢6ziim uzayi iizerinde diigiim noktalari elde etmemizi
saglayan DistMesh algoritmasindan, daha sonra problemin baslangi¢ ve smir kosullarin
saglayan deneme ¢oOziimiiniin nasil insa edildiginden ve son olarak kismi diferansiyel
denklemin niimerik ¢ézlimiinii elde etmede kullanilan sinir ag1 modelinin egitimi asamasinda
olusan hatayr minimize etmek i¢in kullanilan tiirev icermeyen optimizasyon yonteminden

bahsedilecektir.

3.1. Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemlerin Yapay Sinir Ag1 Coziimleri

Bu bolimde ikinci mertebeden kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin tanimina, yapay
sinir aglar ile niimerik ¢oziimlerini elde etmek i¢in kullandigimiz deneme ¢oziimiiniin ve

maliyet fonksiyonunun nasil elde edildigine yer verilecektir.

Tamim 3.1.1. Kismi diferansiyel denklemler, birden fazla bagimsiz degiskenin ve en az
bir bagiml degiskenin bulundugu fonksiyonun bagimsiz degiskenlere gore kismi tiirevlerinin
de yer aldigi denklemlerdir. x ve y bagimsiz degisken olmak tizere u bilinmeyen

fonksiyonuna bagli kismi tiirevli diferansiyel denklem (3.1) ile tanimlanmustir.

G(x:y; U, Uy Uy, Uyx) Uyy, Uxy, ) =f(xy) (3.1)
Verilen (3.1) esitliginde u = u(x, y) bagimli degiskeni igin

ou ou 0%u 0%u 0%u

Ux =50 Wy :@ruxx “oxz M T 3_}’2'uxy B Oxdy

degerleri u degiskeninin x ve y bagimsiz degiskenlerine gore birinci ve ikinci mertebeden

kismi turevlerini ifade etmektedir.

Tez calismasinda kullanilan Poisson denklemini ele alalim. iki boyutlu Poisson

denklemi (3.2) denklemi ile verilmistir (Lagaris vd., 1998).



0%u 0%u
F) +6_yz =f(x,y) x€[0,1],y €[01] (3.2)

Denklemin Dirichlet sinir kosullari (3.3) esitlikleri ile verilmistir.

u(0,y) = fo») , u(L,y) = fi(y) u(x,0) = go(x) , u(x, 1) = g;(x) (3.3)

Baslangig¢ ve sinir kosullarin saglayan deneme ¢dziimii iki béliimden olusmaktadir. Tlk
boliim yalnizca baslangi¢ ve sinir degerlerini saglamakta, ag parametrelerini ve agirliklarin
icermemektedir. Ikinci bdliim ise baslangic ve sinir degerlerine etki etmeyen ResNet(x, y; W)
yapay sinir agi modelinin (x,y) noktasindaki ¢iktisini igeren boliimdiir. Deneme ¢oziimii
(3.4) esitliginde verilmistir (Z. Wang vd., 2021).

ur(x,y) = 1 =x)fo(¥) +xA1() + (1 = y)[go(x) — {(1 =%) go(0) + xgo(1)}]
+ylg1(x) —{(1 —%)g1(0) +xg1(1)}] (3.4)
+ xy(1 —x)(1 —y) ResNet(x,y; W)
Problemde bulunan terimlere gére deneme ¢6ziimiiniin x ve y ye gore kismi tiirevleri
de kullanilmaktadir. Poisson denklemi i¢in deneme ¢oziimiiniin x ve y ye gore ikinci

mertebeden tiirevleri hesaplanmustir.

Tez c¢alismasinda kullanilan ortalama karesel hata MSE (Mean Squared Error)

esitliginde verilmistir.

MSE
1 e 3uT ﬂu-r E‘.‘zu-r 32111— azu—r
= am Z, ; {G (x;-, vy ur(x:, 35), x (xbyf)’a_y (xe.37), BxZ (Ie'-}ir')-—a},z (x1,35). dxdy (x1,37), ) (3.5)
2
—fx J—'j)}

(3.5) esitliginde n.m ¢6ziim uzaymin ti¢gensellestirilmesinden elde edilen nokta
sayi1sint, u(xl-, yj) degeri (xl-, y].) noktasindaki gercek ¢oziim degerini, ur (xi,yj) ise yapay
sinir ag1 ¢oziimiiniin degerini ifade etmektedir. Egitim kiimesinin veya test kiimesinin hata
miktar1 hesaplanirken kiimelerde bulunan her nokta i¢in u(x, y) ve ur(x,y) hesaplanir, (3.5)
esitligi verilen formiil ile hata miktar1 elde edilir. Amacimiz bu hata miktarini1 azaltmak yani

yapay sinir ag1 ¢oziimiiniin ger¢ek ¢éziime yaklasmasini saglamaktir.



3.2. DistMesh

Tez caligmasinda ¢Oziim uzayr olarak dortgensel olmayan kompleks bir bolge
secilmistir. Bolgenin birbiriyle ¢cakismayan veya cakisan delikler igerdigi varsayilmistir. Bu
bolge lizerinde agmn egitilmesi i¢in kullanilacak olan diiglim noktalarimin belirlenmesi

amaciyla DistMesh algoritmasi kullanilmigtir.

DistMesh algoritmasi, Delaunay ti¢genlestirme (Delaunay triangulation) algoritmasini
esas alan bir o6rgii (mesh) olusturma algoritmasidir. Yontem, 2 ve 3 boyutlu yiizeylerin
belirlenen dagilim ile iggensel bolgelere ayrilmasini Ve tiggenlerin kdse noktalari ile yiizeyler

tizerinde diigiim noktalar1 elde edilmesini saglamaktadir.

Persson ve Strang tarafindan 2004 yilinda ilk olarak MATLAB programlama dilinde
yazilmig, daha sonra diger programlama dillerine uyarlanmistir (Strang, 2004), (Persson,
2005).

Kartezyen koordinat diizlemindeki her nokta kiimesi, Delaunay algoritmasi ile koseleri
bu noktalar olan iiggensel bolgelere ayrilabilir. Topolojik olarak tiggenlerin kenarlari noktalar

arasindaki baglantilara ve noktalar da ii¢genin koselerine karsilik gelir.

Her kenar, mevcut uzunlugu [ ve genisletilmemis uzunlugu [, degerine bagli bir “gii¢

uzanimu (force displacement)” ad1 verilen f(l, 1) iliskisine sahiptir.

Sinirlardaki diigiim noktalarinda, sinira dik olan ve noktalarin sinir disina ¢ikmasina
engel olacak kadar biiyiikliige sahip bir tepki kuvveti vardir. Diigiim noktalarinin konumu
temel bilinmeyendir. Bu digiim noktalarimin konumu, yapidaki statik kuvvet dengesi
¢oziilerek bulunur. Istenilen kenarlar arasindaki bagil uzunlugun h(x,y) = 1 olacak sekilde
kenarlardaki kuvvetin hemen hemen esit olmasidir. Boylece iyi sekillendirilmis bir ag elde
edilebilir.

p=[xy] (3.6)

Kuvvet dengesinin ¢oziilebilmesi i¢in tiim diigiim noktalarinin apsis ve ordinat degerleri

p matrisinde birlestirilir. p matrisi (3.6)’de verilmistir.

p matrisinin boyutu, N nokta sayis1 olmak tizere N X 2’dir ve (3.6) esitliginde x ve y
vektorleri sirasiyla verilen N noktanin apsis ve ordinat degerlerini igeren birer siitun

vektorudir.



F(p) = [Fint,x(p) Fint,y(p)] + [Fext,x(p) Fext,y(p)] (37)

Kuvvet vektorii F(p), her diigiim noktasi i¢in yatay ve dikey bilesene sahiptir ve (3.7)

esitligi ile tanimlanir.

Burada F;,,; kenarlardaki dahili kuvveti, F,,. ise kenarlardaki harici (sinirlardan gelen
tepki kuvveti) kuvveti ifade eder.

Bir diigiim noktasina uygulanan harici kuvvetler Sekil 3.1 ile gosterilmistir (L. Wang
ve Persson, 2015).

Sekil 3.1. Bir diigiim noktasina uygulanan harici kuvvetler.

Sekil 3.1°de goriilecegi tizere, F(p), diigiim noktalarini birlestiren ¢izgilerin yani
ticgenlerin kenarlarinin topolojisine baghdir. DistMesh algoritmasinda bu yapi1 Delaunay
ticgenlestirme algoritmasi ile elde edilen diigiim noktalar: ile elde edilir. Delaunay
ticgenlestirme algoritmasi, girdi noktalarmi kose kabul eden, birbirleriyle st iiste gelmeyen,
kenarlarinda baska girdi noktas: olmayan tiggenlerden olusan ve her kenarin en fazla iki
ticgenin kenari oldugu bir yap1 olusturmamizi saglar. Bu baglamda tiggenlestirme elde edilen
tiggenlerin i¢ agilarinin dlgiilerini biiyiitmeye c¢alisir. Delaunay tarafindan noktalarin konumu
ve kenarlar degistirildiginden F(p) kuvvet vektoérii p’ye bagl siirekli olmayan bir
fonksiyondur. F(p) = 0 sistemi p noktalarimin konumlarimin dengelenmesi ile ¢oziiliir.
Tanimlanan bu problem, kuvvet fonksiyonunun siireksiz olmasi ve sinirlardaki dis tepki

kuvveti sebebiyle ¢oziimii zor bir problemdir.

d
d—lz = F(p), t=>0. (3.8)



F(p) = 0 sisteminin ¢6ziimii i¢in kullanilabilecek basit yaklasim yapay zamana
baglilik, baz1 p(0) = p, noktalar1 igin (3.8) esitliginde verilen adi diferansiyel denklem

sistemi ile tanimlanir.

Eger (3.8) esitligi ile verilen denklem sisteminin bir ¢6ziimii bulunabilirse, bu ¢6ziim
F(p) = 0 sistemini saglar. (3.8) esitligi ile verilen diferansiyel denklem sistemi Ileri Euler
metodu ile ¢6ziime yaklastirtlir. Boliinmiis zaman t,, = nAt degerine bagl yaklasik ¢6ziim

p. = p(t,) ile gosterilecek olursa (3.8) esitliginin ¢6ziimii (3.9) esitligi ile elde edilir.
Pn+1 = Pn + AtF(Pr) (39)

(3.9) esitliginde zamana bagli konum giincellestirme yapilir. Kisaca kuvvet fonksiyonu
degisirken p,, noktalarinin konumu bulunur ve boylece topoloji yani mevcut noktalar
kiimesinin tiggenlestirilmesi de elde edilir. Diigiim noktalarinin konumlari giincellenirken
noktalar simirlarin digina ¢ikabilir. Bu durumda simirlardaki tepki kuvvetiyle karsilasirlar.
Nokta sinira yakin bir noktaya taginir. Siir boyunca hareket edebilirler fakat sinirlarin disina

cikamazlar.

Tez calismasinda ¢6ziim uzayr olarak dortgensel olmayan, kompleks bir uzay
secilmistir. Distmesh algoritmasi, problemin tanimli oldugu bélgelerin normal ya da normal
olmayan dagilim gosteren noktalarla tiggenlestirilmesi i¢in kullanilmistir. Normal olmayan
dagilimda bolge icerisinde tanimli delik (dairesel bolge) etrafinda daha fazla diigiim noktasi

elde edilmektedir.

Ornek bir tanim bélgesi iizerinde, normal ve normal olmayan dagilim kullanilarak elde

edilen diigtim noktalar1 Sekil 3.2 ile gosterilmistir.

0.0 0.5 1.0 0.0 0.5

X X

Sekil 3.2. DistMesh algoritmast ile elde edilen diigiim noktalari.
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3.3. Rezidii (Artik) Yapay Sinir Aglar

Bu boliimde tez caligmasinda kullanilan yapay sinir agi modelinden bahsedilecektir.
Derin yapay sinir aglari, yapay sinir aglarinin ve teknolojinin gelismesi ile ortaya ¢gikan yapay
sinir aglarinin bir alt dalidir. Derin yapay sinir aglari ¢okca gizli katmana sahip oldugu igin

egitilmesi giictiir. Bu nedenle Rezidii Yapay sinir aglar1 onerilmistir (He vd., 2016).

Rezidii yapay sinir aglar1 (ResNet), tam baglantili yapay sinir aglarindan farkli olarak
katmanlar1 veya baglantilar1 atlayarak tekrar baglanti kurar. ResNet modelinde katmanlari
atlamanin iki nedeni vardir. Bunlardan ilki katmanlar arasindaki baglantinin degistirilmesini
saglamayacak kadar kiiciik tiirev degerlerinin (Vanishing gradient problem) elde edilmesini
engellemek, ikincisi ise aga ¢ok fazla katman eklenmesi ile ortaya ¢ikan asir1 egitim hatasini

engellemektir.

Klasik ResNet modelleri genellikle iki ya da ti¢ katman atlanarak dogrusal olmayan
ReLU aktivasyon fonksiyonu kullanilarak baglant1 kurar. (3.10) esitligi ile tanimlanan RelLU
(Rectified Linear Unit) fonksiyonu, rampa fonksiyonu olarak da bilinir. Bu fonksiyon

modelin daha hazli ve daha etkili 6grenmesini saglamaktadir.
f(x) = x* = max (0,x) (3.10)

ReLU aktivasyon fonksiyonunun grafigi Sekil 3.3’te verilmistir.

-100 -7.5 =50 -25 0.0 2.3 5.0 1.5

Sekil 3.3. ReLU aktivasyon fonksiyonu.
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Rezidii yapay sinir aginin yapisi ise Sekil 3.3°te verilmistir.

aktivasyon
fonksiyonu

WZ'—Z,? af—Z

b4
| a€ 2
aktivasyon aktivasyon
fonksiyonu ] fonksiyonu
| Wwe—2.6-1 562 . wé1Z gé-1

(aZ2 :@?
N4
n i = !
N4

N

(£ — 2). katman 'i{f_z'l_l/:' (¢ — 1). katman t\be_m/] £. katman
951‘;;&:?@97" egiégeéer

Sekil 3.4. Artik (Rezidii) Yapay Sinir Aginin yapisi.

Rezidii agmin ¢iktilart (3.11) denklemi ile hesaplanir. (3.11) esitliginde W*¢=1¢,
(£ — 1). katman ile £. katman arasindaki agirliklarm matrisi; W¢=27% ise (£ — 2). katman ile

£. katman arasindaki agirliklar matrisi olmak iizere, €. katmanin ¢iktilar1 a? ile tamimlanur.

a’ = gwtat + bt + W24 at~2) (3.11)

3.4. Orgii Uyarlamali Dogrudan Arama ile Dogrusal Olmayan Optimizasyon
(NOMAD)

Orgii uyarlamali dogrudan arama algoritmas1 (Mesh Adaptive Direct Search, MADS),

dogrusal olmayan optimizasyon problemleri igin gelistirilmis tiirev igermeyen bir
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optimizasyon algoritmasidir (Audet, Dennis, 2006). Algoritma, mevcut ¢éziim etrafinda

arama yaparak daha iyi ¢6ziimler elde etmeyi amaglar.

MADS algoritmasi, Genellestirilmis Desen Arama (GPS) algoritmasinin gelistirilmis
halidir.

Tamm 3.4.1. G € R™" tersinir matrisi ve Z € Z™? matrisi verilsin 6yle ki Z matrisinin
stitunlart R™ igin bir pozitif taban ve D = GZ olsun. D ile belirlenen 6rgii adim uzunlugu
parametresi 8 > 0 ve merkezdeki mevcut ¢oziim x* olmak lizere M¥ orgii kiimesi (3.12)

esitligi ile tanimlanir.
Mk ={xk + skpy:xk € R",ye NP, §k>0} c R" (3.12)
(3.10) esitligindeki 8 degiskenine 6rgii adim uzunlugu parametresi denir.

GPS algoritmasinda 6rgii adim uzunlugu se¢im kiimesini olugturularak se¢cim adiminin

kontrolii i¢in kullanilir.
PSps = {xK + 8kd:d € DEpg} (3.13)

Burada Dfps , D’nin siitun matrisi D’nin pozitif bir tabanidir. MADS algoritmasindaki
esas fikir, secim adiminda &X yerine yeni bir parametre olan gerceve boyutu parametresi A¥
olusturmaktir. Cergeve boyutu parametresi AK, secimin yapildig1 cergeveyi tanimlar. her

iterasyonda bu iki parametre 0 < 8¥ < AK kosulunu saglar.

Tamm 3.4.2. G € R™" tersinir matrisi ve Z € Z™*?P matrisi verilsin 6yle ki Z matrisinin
siitunlar1 R™ igin bir pozitif taban ve D = GZ olsun. Oyle bir 8% > 0 6rgii adim uzunlugu
parametresi secilsin Ki belirlenen A€ igcin AX< 8% olsun. D ile belirlenen cerceve genisligi A ve

merkezdeki mevcut ¢éziim x* olmak iizere F¥ cergeve kiimesi (3.14) esitligi ile tanimlanr.
F¥={x € M¥:[x—x¥|_ < bak} (3.14)
(3.14) esitliginde b = max{|d’|, : d’ € D} ve AKX degiskenine ¢erceve boyutu denir.

Sekil 3.4’te 8K ve AK baslangic degerleri ile algoritma tarafindan yenilenen degerler
sonucunda yeni elde edilen ¢ergeve boyutlar1 ve 6rgii adim uzunluklari gosterilmistir (Audet,
Hare, 2017).
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Sekil 3.5. R%de farkli 8 ve A* degerleri ile elde edilen rgii 6rnekleri

Her iterasyonda elde edilen yeni noktalar mevcut noktalarla karsilastirilip daha iyi
noktalar elde edilmisse 0 nokta dogrultusunda 8% ve AK giincellenerek rassal olarak yeni

noktalar segilip algoritma devam ettirilmektedir. 8% ve AX baslangicta 1 olarak almmustir.

Tamm 3.4.3. f:R" » R U {oo} amag fonksiyonu ve kisitlar kiimesi O € R" olmak
iizere, fo: R" = R U {00} asir1 bariyer fonksiyonu (3.15) ile tanimlanir:

fo(x) = {fo(o)f)’ XXZ% (3.15)
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Algoritma 1: MADS algoritmasi

f: R" - R U {0}, baslangi¢ noktas1 x°e() ve f,(x) asir1 bariyer fonksiyonu olmak iizere

0. Baslangi¢c Adimau:

A° € (0,) A: Cergeve Boyutunun Baslangi¢ Degeri
D = GZ D: Pozitif Taban Matrisi
7€ (0,1), T€Q 7. Orgii adim uzunlugu giincellestirme
parametresi
Estop € [0, 0) Durdurma kriteri
k <0 Iterasyon sayaci

1. Parametre Degisimi Adimi:
Orgii Adim Uzunlugunu 8% = min{A¥, (A*)?} ile ayarla
2. Arama Adima:

Eger M* nin sonlu alt kiimesi S* nin bazi t elemanlar igin fqo(t) < fn(xk) ise

x¥+1 « tve At « 71 AK yap ve 4’e gec aksi halde 3’e geg
Secim Adimi:

Bir pozitif taban kiimesi DX 6yle ki P* = {x* + 8*d:d € DX}, Ak genisligindeki

F* nim bir alt kiimesi olmak iizere, eger f(t) < f(x*) olacak sekilde t € P¥ varsa
XK+ tve AR 71 A yap
aksi halde x**1 « x* ve A¥*1 « 1 A¥ yap.
3. Bitirme Adima:

Eger A¥*! > €, ise k « k + 1yap ve 1’e geg aksi halde durdur
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MADS algoritmasina ait akig diyagram1 Sekil 3.5’ de verilmistir (Amaioua vd., 2018).

Basglangig
Noktasi x°

ARAMA W‘

Basansiz Hayir

. L SEGIM W

_/ Durdurma
Kriteri

Basarili Basarisiz saglandl mi1?
[ -
Orgl ve Orgl ve
segim J [ secim J
araligini arttir arahigini azalt
DURDUR
GUNCELLEME Son iterasyonu ¢dziim
\ olarak ver

Sekil 3.6. MADS algoritmasinin akis diyagrama.

Tezin takip eden boliimiinde iizerinde ¢akisan veya ¢akismayan delikler bulunan
bolgeler tizerinde tammli farkli sinir kosullarma sahip kismi diferansiyel denklemlerin
niimerik ¢oztimlerinin elde edilmesine yonelik ornekler bulunmaktadir. Tiim 6rnekler igin
ayni topolojik yapiya sahip rezidii yapay sinir agi kullanilmis ve gradyan hesaplama yiikiinden
kurulmak igin onerilen sinir agr modelinin egitimi NOMAD optimizasyon yontemiyle

gerceklestirilmistir.
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4. BULGULAR

Bu boliimde tez g¢alismasinda ele alinan problemlerden ve bu problemlerin niimerik
¢oziim adimlarindan bahsedilecektir. iki farkli eliptik kismi diferansiyel denklem igin iki
farkl1 yaklasim ile ¢oziim elde edilmistir. {1k yaklasimda sinir degerleri olarak ¢6ziim uzayinimn
dortgensel olan dis smirlar1 (OBC) problemin ¢oziimiinde kullanilirken diger yaklasimda
¢Oziim uzayinin i¢ bolgesinde kalan dortgensel olmayan simirlardaki (IBC) ¢oziimler de
kullanilmistir. Coziim uzay1 olarak iki farkli ¢6ziim uzay1 segilmistir. I1k olarak i¢ bélgesinde
birbiriyle kesisen ii¢ dairesel bosluga sahip bir bolge (MC), daha sonra da i¢ bolgesinde
kesismeyen iki dairesel bosluga sahip bolge (STC) ¢6ziim uzayi olarak segilmistir.

Oncelikle Distmesh algoritmas: kullanilarak ¢oziim uzayinda diigiim noktalart
belirlenmektedir. [-100,100] araliginda belirlenen diigiim noktalar1 daha sonra [0,1] araligina

indirgenmektedir. Yaklasik 8000 diigiim noktasi elde edilmektedir.

Derin yapay sinir agi olarak Rezidii Yapay Sinir agi tercih edilmistir. Yapay sinir agi
modeli 8 ndrona sahip iki ara katmandan ve 2 nérona sahip girdi ve ¢ikti katmanindan
olusmaktadir. Aktivasyon fonksiyonu olarak ReLU (Rectified Linear Unit) aktivasyon
fonksiyonu kullanilmistir. Agin agirliklart [-10,10] araliginda degerler almaktadir. Bu
katmanlar ile 45 adet agirlik degeri olusmustur. Agirlik sayis1 kadar esik deger olusturulmus

ve bu esik degerlerin baslangi¢ degeri sifirdir.

Yapay sinir agi olusturulduktan sonra Deneme Coziimii ve Deneme Coziimiine ait kismi
tirevler ile Maliyet fonksiyonu tamimlanir. Tez calismasinda Julia programlama dili
kullanildigindan Flux kiitiiphanesi kullanilarak maliyet fonksiyonu tanimmlanmstir.

Optimizasyon algoritmasi olarak NOMAD kullanilmuistir.

Egitim asamasinda ilk olarak veri seti 1500 noktalik alt gruplara ayrilarak ag yigin
ogrenme (batch learning) yaklagimi ile on egitimden gecirilmistir. Yigin O6grenme
tamamlandiktan sonra ag tiim veri seti kullanilarak tekrar egitilmistir. Maksimum uygunluk

fonksiyonu hesaplama sayis1 20.000 olarak belirlenmistir.

Her 6rnek igin farkli ¢oziim uzaylart ve farkli yaklasimlar iizerinde 10 kez test

gerceklestirilmistir.
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Elde edilen ResNet ¢6ziimlerinin ve gergek ¢oziim grafikleri Makie gorsellestirme

kiitiiphanesi kullanilarak olusturulmustur.

Tamm 4.1. (Poisson Denklemi) Poisson denklemi, fizikte sik¢a kullanilan Laplace
denkleminin genellestirilmis halidir ve Fransiz matematik¢i ve fizik¢i Siméon Denis
Poisson’un adini tagir. Teorik fizikte yaygin olarak kullanilan bir eliptik kismi diferansiyel
denklem olan Poisson denklemi, elektrik yiikii veya kiitle yogunlugu dagiliminin neden
oldugu potansiyel alani ifade etmek icin kullanilir. Potansiyel alanin bilinmesi durumunda,

elektrostatik veya yergekimi (kuvvet) alan1 hesaplanabilir.

Genel olarak 3 boyutlu kartezyen koordinat sisteminde (4.14) esitliginde verilen formda

ifade edilir.

0z2

02 02 02
<ﬁ+a—yz+—><ﬂ(%%z) =f(x,2) (4.14)
Tammm 4.2. Coziim uzay1 olarak secilen ilk bolge dortgensel bolge icerisinden ii¢
dairesel bolge ¢ikarilmasi ile elde edilmistir. Cikarilan bu boélgeler (4.15) ile verilmistir.
¢, ={(x,y)I(x —0.5)2 + (y — 0.5)% < 0.4%}
C, = {(x,M|(x—0.3)2 + (y — 0.7)% < 0.25?} (4.15)
Cs; = {(x,Y)|(x — 0.7)? + (y — 0.7)% < 0.25%}

Bu bolgelerin [0,1] x [0,1] € R*’den ¢ikarilmasi ile elde edilen MC (Mickey Circles)
bolgesi (4.16)’de tanimlanmustir.

MC = {(x, »)I(x,¥) € ([0,1] x [0,1] € R? = (€1 U C, U C3))} (4.16)

Tamim 4.3. Tez ¢alismasinda ele alinan problemlerin ¢oziim uzayi olarak segilen diger
bolge, dortgensel bolge igerisinden kesismeyen iki dairesel bolge ¢ikarilarak elde edilmistir.

Cikarilan bolgeler (4.17) ile verilmistir.
Cy = {(x,y)|(x — 0.3)2 4 (y — 0.7)% < 0.452}
(4.17)
Cs = {(x,y)|(x — 0.7)? + (y — 0.3)% < 0.35%}

Bu bolgelerin [0,1] x [0,1] c R?’den ¢ikarilmas: ile elde edilen STC (Separated Two
Circles) bolgesi (4.18)’de tanimlanmustir.

STC = {(x, Y, y) € ([0,1] x [0,1] € R? — (€4 U €5))} (4.18)
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Ornek 4.1. Tez calismasinda ele alman ilk rnek problem (4.19)’de verilmistir.
Au(x) = —msin (nxy)(x? + y?) (4.19)
Problemin sinir kosullari (4.20)’de verilmistir.

u(0,y) = 0,u(1,y) = wsin(my)

(4.20)

u(x,0) = 0,u(x,1) = wsin(mx)

Problemin gercek ¢oziimii ise (4.21)’de verilmistir.
u(x,y) = sin (mxy) (4.21)

Sinir kosullarini saglayan deneme ¢6ziimii (4.22)’daki gibi belirlenmistir.
ur(x,y) = x.sin(ry) + y.sin(nx) + x.y. (1 —x). (1 — y).ResNet(x,y; W) (4.22)

(4.9) esitliginde W sinir agt modelinin agirlik ve esik degerlerini temsil eden matris
olmak iizere p = (x,y) € R? girdisi i¢cin ResNet(x,y; W) agin p noktasinda tirettigi ¢iktiyi
ifade etmektedir.

Ormnek 4.1 igin yalmzca dértgensel bolge iizerindeki ¢oziimlerin siir degerleri olarak
kullanildigi (OBC) yontemle testler gerceklestirilmistir. Bu testler ile elde edilen gergek

¢ozlimlerinin ve ResNet ¢oziimlerinin grafikleri iki farkli ¢6ztiim uzay1 i¢in Sekil 4.6 ve Sekil

4.7°de verilmistir.

Exact Solution ResNet Solution

u(z,y)
Yy
&
8

0.0+ 00-

(A) (B)
Sekil 4.1. Ornek 4.1 icin ilk ¢6ziim uzay1 (MC) iizerinde ve OBC ile elde edilen gercek

¢oziim (A) ve ResNet ¢ozlimlerine (B) ait grafikler.
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Exact Solution ResNet Solution

=054

0.01
0.00

(A) (B)
Sekil 4.2. Ornek 4.1 igin ikinci ¢oziim uzay1 (STC) iizerinde ve OBC ile elde edilen gergek

¢oziim (A) ve ResNet ¢oziimlerine (B) ait grafikler.

Elde edilen mutlak hata grafikleri Sekil 4.3’de verilmistir.

1.04
1.00

o
S
a

0.50

Absolute Errors
y
°
&
Absolute Errors

0.25

0.01
T T 0.00 T T T 0.00
0.0 05 1.0 0.0 05 1.0
T E

0.04

Sekil 4.3. Ornek 4.1 icin her iki uzay iizerinde OBC ile elde edilen hata grafikleri.

Ornek 4.1 i¢in dortgensel dis bolge iizerindeki ¢oziimlerin (OBC) yani sira i¢ bolgedeki
dairesel siirlardaki (IBC) ¢oziimlerin de sinir degerleri olarak kullamildigi yontemle testler
gerceklestirilmistir. Bu testler ile elde edilen ger¢ek ¢oziimlerinin ve ResNet ¢oziimlerinin

grafikleri iki farkli ¢oziim uzay1 igin Sekil 4.4 ve Sekil 4.5 ile verilmistir.

20



Exact Solution ResNet Solution

1.04
1.00
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Sekil 4.4. Ornek 4.1 i¢in ilk ¢6ziim uzay: (MC) iizerinde, OBC ve IBC ile elde edilen

gercek ¢coziim (A) ve ResNet ¢oziimlerine ait grafikler.

Exact Solution ResNet Solution
1.04 1.04
1.00 1.00
0.75 0.75
= =
=05 g =05 3
050 = 050 =
0.25 0.25
0.0+ 0.0
T T T 0.00 T T T 0.00
0.0 05 1.0 0.0 05 1.0
T T

Sekil 4.5. Ornek 4.1 igin ikinci ¢6ziim uzay1 (STC) iizerinde, OBC ve IBC ile elde edilen

gercek ¢oziim (A) ve ResNet ¢oziimlerine (B) ait grafikler.

Elde edilen mutlak hata grafikleri ise Sekil 4.6’da gosterilmektedir.
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Sekil 4.6. Ornek 4.1 i¢in her iki uzay iizerinde OBC ve IBC ile elde edilen hata grafikleri.

Farkl1 sinir kosullar1 ve ¢oziim uzaylari ile Ornek 4.1 icin dort farkli durum olusmustur.

Bu dort durumun her biri igin 10 kez test gergeklestirilmistir.

OBC sinir kosullar1 ve MC ¢6ziim uzay1 iizerinde gergeklestirilen testlerde elde edilen
karesel hatalarin ortalamasi 2,814 x 1073, standart sapmas1 8,692 x 10™* olmustur. Bu
testlere ait egitim kiimesi sonuglar1 Cizelge 4.1°de ve test kiimesi sonuglar1 Cizelge 4.2’de

verilmistir.

Cizelge 4.1. Ornek 4.1 i¢in OBC sinir kosullar1 ile MC uzayi iizerinde elde edilen egitim

kiimesi sonuglart.

No X y u(x,y) ur(x,y) E = u(xy) —ur(x,y)l

1 0,134 0,049 0,016 0,029 1,356 x 1072

2 0,118 0,024 0,035 0,057 2,204 x 1072

3 0,000 0,100 0,000 0,000 0,000

4 0,016 0,121 0,016 0,029 1,356 x 1072

5 0,000 0,100 0,008 0,017 8,381 x 1073

6 0,000 0,063 0,016 0,029 1,356 x 1072

7 0,082 0,100 0,000 0,000 0,000

8 0,095 0,123 0,008 0,017 8,381 x 1073
8168 1,000 0,970 0,762 0,872 1,096 x 1071
8169 0,987 0,952 0,727 0,834 1,072 x 1071
8170 1,000 0,932 0,682 0,770 8,822 x 1072
8171 0,987 0,952 0,727 0,834 1,072 x 1071
8172 0,971 0,932 0,617 0,699 8,242 x 1072
8173 0,987 0,952 0,727 0,834 1,072 x 1071
8174 0,973 0,976 0,646 0,736 8,980 x 1072
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Cizelge 4.2. Ornek 4.1 i¢in OBC sinir kosullar1 ile MC uzayi iizerinde elde edilen test kiimesi

sonugclart.
No x y u(x,y) ur(x,y) E =ulxy) —ur(x, )|
1 0,669 0,689 0,992 0,958 3,416x 1072
2 0,802 0,467 0,924 0,954 3,006 x 1072
3 0,954 0,672 0,903 0,970 6,712 x 1072
4 0,437 0,023 0,032 0,048 1,672x 1072
5 0,280 0,012 0,011 0,018 7,599 x 1073
6 0,330 0,317 0,323 0,283 4,055 x 1072
7 0,393 0,503 0,583 0,528 5,406 x 102
8 0,451 0,903 0,958 1,009 5,128 x 1072
9 0,648 0,187 0,373 0,370 2,769 x 1073
10 0,087 0,990 0,269 0,272 3,180 x 1073
11 0,355 0,074 0,083 0,112 2,873 x 1072
12 0,729 0,215 0,474 0,451 2,285 x 1072
13 0,668 0,976 0,886 0,925 3,874 x 1072
14 0,877 0,473 0,965 1,019 5,479 x 1072
15 0,347 0,743 0,725 0,687 3,794 x 1072
16 0,276 0,956 0,738 0,760 2,197 x 1072
17 0,179 0,560 0,310 0,320 9,911 x 1073
18 0,445 0,316 0,428 0,380 4,788 x 1072
19 0,467 0,060 0,089 0,121 3,166 x 1072
20 0,407 0,332 0,412 0,364 4,745 x 1072
21 0,569 0,671 0,933 0,865 6,785 x 10?2
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OBC sinir kosullar1 ve STC ¢6ziim uzayi tizerinde gergeklestirilen testlerde elde edilen
karesel hatalarin ortalamasi 3,074 X 1073, standart sapmas1 1,312 X 10™3 olmustur. Bu
testlere ait egitim kiimesi sonuglar1 Cizelge 4.3’te ve test kiimesi sonuglart Cizelge 4.4’te

verilmistir.

Cizelge 4.3. Ornek 4.1 i¢in OBC sinir kosullar1 ile STC uzay: iizerinde elde edilen egitim

kiimesi sonuglart.

No X y u(x,y) ur(x,y) E = ulx,y) —up(xy)l
1 0,108 0,098 0,033 0,044 1,059 x 1072
2 0,121 0,073 0,028 0,039 1,130 x 1072
3 0,018 0,017 9,949x 107* 0,001 5,918x 10*
4 0,043 0,027 0,003 0,005 2,077 x 1073
5 0,082 0,099 0,025 0,034 8,572 x 1073
6 0,108 0,098 0,033 0,044 1,059 x 1072
7 0,082 0,099 0,025 0,034 8,572 x 1073
8 0,067 0,124 0,026 0,036 1,029 x 1072

7664 0988 0,912 0,302 0,311 9,330 x 1073
7665 1,000 0,932 0,210 0,210 1,110 x 10712
7666 1,000 0,971 0,090 0,090 1,250 x 10713
7667 1,000 0,932 0,210 0,210 1,110 x 10712
7668 0972 0,932 0,289 0,306 1,768 x 1072
7669 1,000 0,932 0,210 0,210 1,110 x 10712
7670 0988 0,952 0,181 0,187 5,514 x 1073
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Cizelge 4.4. Ornek 4.1 icin OBC smir kosullar1 ile STC uzayi iizerinde elde edilen test kiimesi

sonugclart.
No x y u(x,y) ur(x,y) E =ulxy) —ur(x, )|
1 0,062 0,808 0,157 0,173 1,570 x 1072
2 0,310 0,811 0,711 0,666 4,474 x 1072
3 0,749 0,590 0,983 1,020 3,650 x 1072
4 0,905 0,461 0,967 1,002 3,588 x 1072
5 0,771 0,237 0,544 0,533 1,069 x 1072
6 0,851 0,843 0,774 0,872 9,752 x 1072
7 0,495 0,915 0,989 1,063 7,406 x 1072
8 0,797 0,264 0,615 0,618 2,736 x 1073
9 0,117 0,097 0,036 0,047 1,156 x 1072
10 0,246 0,888 0,635 0,621 1,353 x 1072
11 0,318 0,159 0,159 0,185 2,567 x 1072
12 0,429 0,334 0,435 0,365 6,977 x 1072
13 0,480 0,115 0,173 0,210 3,642 x 1072
14 0,946 0,001 0,003 0,003 1,891 x 107*
15 0,329 0,790 0,729 0,671 5,728 x 1072
16 0,507 0,816 0,964 0,992 2,854 x 1072
17 0,519 0,280 0,442 0,410 3,222 x 1072
18 0,276 0,110 0,095 0,123 2,757 x 1072
19 0,895 0,763 0,838 0,929 9,130 x 1072
20 0,173 0,675 0,360 0,384 2,422 x 1072
21 0,924 0,165 0,461 0,469 8,508 x 1073
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OBC ve IBC sinir kosullart ile MC ¢6ziim uzay: tizerinde gergeklestirilen testlerde elde
edilen karesel hatalarin ortalamas: 1,357 X 1073, standart sapmas1 1,587 X 10~* olmustur.
Bu testlere ait egitim kiimesi sonuglari Cizelge 4.5’te ve test kiimesi sonuglar1 Cizelge 4.6’da

verilmistir.

Cizelge 4.5. Ornek 4.1 icin OBC ve IBC sinir kosullar1 ile MC uzay: iizerinde elde edilen

egitim Kiimesi sonuglart.

No X y u(x,y) ur(x,y) E = ulxy) —up(x, y)l
1 0,134 0,049 0,020 0,030 1,020 x 102
2 0,118 0,024 0,009 0,014 4,953 x 1073
3 0,000 0,100 0,000 0,000 0,000
4 0,0161 0,121 0,006 0,010 4,291 x 1073
5 0,000 0,100 0,000 0,000 0,000
6 0,000 0,063 0,000 0,000 0,000
7 0,082 0,100 0,026 0,041 1,494 x 102
8 0,095 0,123 0,037 0,056 1,969 x 1072

8168 1,000 0,970 0,091 0,091 1,250 x 10713
8169 0,987 0,952 0,186 0,185 7,070 x 10~*
8170 1,000 0,932 0,211 0,211 1,110 x 10712
8171 0,987 0,952 0,186 0,185 7,070 x 10~*
8172 0,971 0,932 0,291 0,290 1,408 x 1073
8173 0,987 0,952 0,186 0,185 7,070 x 10~*
8174 0,970 0,976 0,153 0,152 8,103 x 10~*
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Cizelge 4.6. Ornek 4.1 i¢in OBC ve IBC smir kosullari ile MC uzayi iizerinde elde edilen test

kiimesi sonuglari.

No X y u(x,y) ur(x,y) E = u(xy) —ur(x,y)
1 0,197 0,221 0,137 0,169 3,220 x 1072
2 0,652 0,662 0,977 1,046 6,835 x 1072
3 0,334 0,791 0,739 0,757 1,799 x 1072
4 0,302 0,455 0,418 0,468 5,001x 1072
5 0,870 0,317 0,762 0,772 1,019 x 1072
6 0,342 0,642 0,637 0,675 3,783 x 1072
7 0,681 0,951 0,893 0,916 2,241 x 1072
8 0,741 0,611 0,989 1,082 9,251 1072
9 0,484 0,321 0,469 0,520 5,086 x 1072
10 0,996 0,329 0,858 0,859 1,304 x 1073
11 0,274 0,564 0,467 0,510 4,269 x 1072
12 0,078 0,934 0,228 0,230 1,831 x 1073
13 0,138 0,133 0,058 0,083 2,567 x 1072
14 0,086 0,758 0,205 0,219 1,372 x 1072
15 0,606 0,698 0,971 1,029 5,801 x 1072
16 0,042 0,225 0,030 0,048 1,815x 1072
17 0,342 0,194 0,207 0,237 2,927 x 1072
18 0,309 0,181 0,175 0,202 2,720 x 1072
19 0,548 0,202 0,342 0,371 2,965 x 1072
20 0,061 0,287 0,055 0,083 2,810 x 1072
21 0,358 0,941 0,871 0,896 2,485 x 1072
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OBC ve IBC sinir kosullar1 ile STC ¢6ziim uzay: tizerinde gergeklestirilen testlerde elde

edilen karesel hatalarin ortalamas1 1,735 X 1073, standart sapmasi 2,73 X 10~* olmustur. Bu

testlere ait egitim kiimesi sonuglar1 Cizelge 4.7°de ve test kiimesi sonuglar1 Cizelge 4.8°de

verilmistir.

Cizelge 4.7. Ornek 4.1 igin OBC ve IBC smir kosullar1 ile STC uzay iizerinde elde edilen

egitim kiimesi sonuglari

No X y u(x,y) ur(x,y) E = |ulny) —ur(x,y)l
1 0,108 0,984 0,033 0,046 1,339 x 1072
2 0,121 0,073 0,028 0,040 1,202 x 1072
3 0,018 0,017 9,949 x 10~* 1,821 x 1073 8,266 x 10~*
4 0,043 0,027 0,003 6,391 x 1073 2,671x1073
5 0,082 0,099 0,025 0,037 1,215x 1072
6 0,108 0,098 0,033 0,046 1,339 x 1072
7 0,082 0,099 0,025 0,037 1,215 x 1072
8 0,067 0,124 0,026 0,039 1,287 x 1072

7664 0,988 0,912 0,302 0,302 8,726 x 107*
7665 1,0 0,932 0,210 0,210 1,11 x 10711
7666 1,0 0,971 0,090 0,090 1,25 x 10713
7667 1,0 0,932 0,210 0,210 1,11 x 10712
7668 0,972 0,932 0,289 0,290 1,569 x 1073
7669 1,0 0,932 0,210 0,210 1,11 x 10712
7670 0,988 0,952 0,181 0,182 2,456 x 10~*
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Cizelge 4.8. Ornek 4.1 icin OBC ve IBC smir kosullar1 ile STC uzay iizerinde elde edilen

test kiimesi sonuglari.

No x y u(x,y) ur(x,y) E = |u(x,y) —ur(x, y)l
1 0,251 0,540 0,414 0,429 1,455 x 1072
2 5,569 x 1073 0,414 7,257 x 1073 0,010 3,251 x 1073
3 0,842 0,852 0,77 0,822 4,913 x 1072
4 0,483 0,288 0,424 0,438 1,366 x 1072
5 0,807 0,148 0,366 0,369 2,599 x 1073
6 0,136 0,034 0,014 0,023 8,545 x 1073
7 0,717 0,139 0,310 0,321 1,159 x 1072
8 0,439 0,153 0,210 0,239 2,862 x 1072
9 0,277 0,171 0,148 0,170 2,192 x 1072
10 0,051 0,390 0,063 0,085 2,213 x 1072
11 0,847 0,239 0,595 0,603 7,554 x 1073
12 0,919 0,296 0,754 0,781 2,620 x 1072
13 0,733 0,546 0,951 0,967 1,588 x 1072
14 0,139 0,719 0,310 0,319 9,127 x 1073
15 0,777 0,733 0,975 1,062 8,613 x 1072
16 0,768 0,037 0,091 0,099 7,938 x 1073
17 0,677 0,029 0,062 0,073 1,014 x 1072
18 0,384 0,719 0,763 0,756 7,255 x 1073
19 0,688 0,431 0,803 0,794 9,594 x 1073
20 0,347 0,276 0,297 0,311 1,421 x 1072
21 0,979 0,135 0,403 0,407 3,763 X 1072
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Ornek 4.2. Tez calismasinda ele alman ikinci 6rnek problem (4.23)’da verilmistir.
Au(x) = —2m?sin(mx) . cos(my) (4.23)
Problemin sinir kosullar1 (4.24) esitlikleriyle verilmistir.

u(0,y) =0,u(1,y) =0

(4.24)
u(x, 0) = sin(mx),u(x,1) = — sin(mwx)
Problemin gergek ¢oziimii ise (4.25) esitligi ile verilmistir.
u(x,y) = sin(mx).cos (my) (4.25)

Sinir kosullarini saglayan deneme ¢6ziimii (4.26) esitligindeki gibi belirlenmistir.
ur(x,y) = (1 —y).sin(nx) —y.sin(mx) + x.y. (1 —x). (1 — y). ResNet(x, y; W) (4.26)

Ornek 4.2 igin yalmzca dértgensel bolge iizerindeki ¢dziimlerin smir degerleri olarak
kullanildig1 (OBC) yontemle testler gergeklestirilmistir. Bu testler ile elde edilen gercek
¢oziimlerinin ve ResNet ¢6ziimlerinin grafikleri iki farkli ¢6ziim uzayi i¢in Sekil 4.7°de ve
Sekil 4.8’de verilmistir.

Exact Solution ResNet Solution
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Sekil 4.7. Ornek 4.2 i¢in ilk ¢6ziim uzay1 (MC) iizerinde ve OBC ile elde edilen ger¢ek

¢ozlim (A) ve ResNet ¢oztiimlerine (B) ait grafikler.
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Exact Solution ResNet Solution
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Sekil 4.8. Ornek 4.2 icin ikinci ¢dziim uzay1 (STC) iizerinde ve OBC ile elde edilen gergek

¢Oziim (A) ve ResNet ¢ozlimlerine (B) ait grafikler.

Elde edilen mutlak hata grafikleri Sekil 4.9°da verilmistir.
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Sekil 4.9. Ornek 4.2 icin her iki uzay iizerinde OBC ile elde edilen hata grafikleri.

Ornek 4.2 i¢in dortgensel dis bolge iizerindeki ¢oziimlerin (OBC) yani sira i¢ bolgedeki
dairesel sinirlardaki (IBC) ¢oztimlerin de sinir degerleri olarak kullanildigi yontemle testler
gerceklestirilmistir. Bu testler ile elde edilen ger¢ek ¢oziimlerinin ve ResNet ¢6ziimlerinin

grafikleri iki farkli ¢oziim uzay1 igin Sekil 4.10°da ve Sekil 4.11’de verilmistir.
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Sekil 4.10. Ornek 4.2 igin ilk ¢6ziim uzay1 (MC) iizerinde, OBC ve IBC ile elde edilen

gercek ¢oziim (A) ve ResNet ¢oziimlerine (B) ait grafikler.

Exact Solution

1.00

ResNet Solution

0.5 0.5

g
u(z,y)

OOCKRR
TAVAVAVAYs)
FAVAVAVAVAVAYAYSY -0.25
VAVATAVLY,

0.0+

0.0+

0.0 05 1.0 0.0

1.00

g
u(z,y)

-0.25

-0.75

-1.00

Sekil 4.11. Ornek 4.2 igin ikinci ¢6ziim uzay1 (STC) iizerinde, OBC ve IBC ile elde edilen

gercek ¢coziim (A) ve ResNet ¢oziimlerine (B) ait grafikler.

Elde edilen mutlak hata grafikleri Sekil 4.12’de verilmistir.
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Sekil 4.12. Ornek 4.2 igin her iki uzay iizerinde OBC ve IBC ile elde edilen hata grafikleri.

Ornek 4.2 igin de yine hem MC uzay1 hem de STC uzay: iizerinde OBC ve IBC sinir

kosullariyla elde edilen 4 farkli durum igin 10’ar test gerceklestirilmistir.

OBC sinir kosullar1 ve MC ¢6ziim uzayi tizerinde gergeklestirilen testlerde elde edilen

karesel hatalarin ortalamasi 1,457 x 1073, standart sapmas1 2,767 X 10~* olmustur. Bu

testlere ait egitim kiimesi sonuglar1 Cizelge 4.9’da ve test kiimesi sonuglar1 Cizelge 4.10°da

verilmistir.

Cizelge 4.9. Ornek 3.2 i¢in OBC smir kosullar1 ile MC uzay: iizerinde elde edilen egitim

kiimesi sonuglari

No X y u(x,y) ur(x,y) E = |ulx,y) —ur(x y)l
1 0,134 0,049 0,404 0,395 8,156 x 1073
2 0,118 0,024 0,363 0,359 4,279 x 1073
3 0,000 0,100 0,000 0,000 0,000
4 0,0161 0,121 0,047 0,046 2,159 x 10™*
5 0,000 0,100 0,000 0,000 0,000
6 0,000 0,063 0,000 0,000 0,000
7 0,082 0,100 0,244 0,239 4,668 x 1073
8 0,095 0,123 0,272 0,268 4,263 x 1073

8168 1,000 0,970  -1,22 x 1072 -1,15 x 10711 6,630 x 10713
8169 0,987 0,952 -0,039 -0,037 1,260 x 1073
8170 1,000 0,932  -1,20 x 1071 -1,06 x 10711 1,380 x 10712
8171 0,987 0,952 -0,039 -0,037 1,260 x 1073
8172 0971 0,932 -0,086 -0,083 3,658 x 1073
8173 0987 0,952 -0,039 -0,037 1,261 x 1073
8174 0,970 0,976 -0,082 -0,080 1,495 x 1073
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Cizelge 4.10. Ornek 3.2 icin OBC sinir kosullar ile MC uzayn iizerinde elde edilen test kiimesi

sonugclart.
No x y u(x,y) ur(x,y) E = ulxy) — up(x, y)l
1 0,711 0,938 -0,772 -0,733 3,891 x 1072
2 0,78302 0,078 0,611 0,592 1,827 x 1072
3 0,148 0,592 -0,129 -0,153 2,443 x 1072
4 0,391 0,247 0,67069 0,695 2,488 x 1072
5 0,230 0,763 -0,487 -0,465 2,243 x 1072
6 0,114 0,202 0,282 0,289 7,264 x 1073
7 0,297 0,239 0,587 0,608 2,026 x 1072
8 0,529 0,290 0,609 0,669 5,998 x 1072
9 0,922 0,546 -0,034 -0,036 1,150 x 1073
10 0,435 0,483 0,051 0,072 2,079 x 1072
11 0,671 0,913 -0,827 -0,773 5,320 x 1072
12 0,230 0,206 0,527 0,533 5,544 x 1073
13 0,357 0,120 0,837 0,806 3,157 x 1072
14 0,591 0,309 0,541 0,615 7,468 x 1072
15 0,759 0,995 -0,685 -0,682 3,095 x 1073
16 0,299 0,924 -0,786 -0,740 4,575 x 1072
17 0,113 0,036 0,346 0,340 5,475 x 1073
18 7,5617 x 1073 0,204 0,019 0,020 9,950 x 10~*
19 0,077 0,679 -0,128 -0,134 5,781 x 1073
20 0,383 0,180 0,788 0,772 1,621 x 1072
21 0,452 0,243 0,714 0,734 2,072 x 1072
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OBC sinir kosullar1 ve STC ¢6ziim uzayi tizerinde gergeklestirilen testlerde elde edilen

karesel hatalarmn ortalamas1 1,517 x 1073 | standart sapmast 1,777 x 10™* olmustur. Bu

testlere ait egitim kiimesi sonuglar1 Cizelge 4.11°de ve test kiimesi sonuglari Cizelge 4.12°de

verilmistir.

Cizelge 4.11. Ornek 4.2 icin OBC sinir kosullari ile STC uzay iizerinde elde edilen egitim

kiimesi sonuglart.

No X y u(x,y) ur(x,y) E = ulx,y) — up(x, y)l
1 0,108 0,984 0,317 0,302 1,475 x 1072
2 0,121 0,073 0,362 0,347 1,514 x 1072
3 0,018 0,017 0,057 0,056 6,526 x 107*
4 0,043 0,027 0,134 0,132 2,401 x 1073
5 0,082 0,099 0,242 0,232 1,075 x 1072
6 0,108 0,098 0,317 0,302 1,475 x 1072
7 0,082 0,099 0,242 0,232 1,075 x 1072
8 0,067 0,124 0,195 0,187 8,487 x 1073
7664 0,988 0,912 -0,034 -0,032 1,926 x 1073
7665 1,000 0,932  -1,20 x 107! -1,06 x 1071 1,38 x 10712
7666 1,000 0971  -122 x10°1 -1,15 x 10~ 6,57 x 10713
7667 1,000 0,932  -1,20 x 107! -1,06 x 1071 1,38 x 10712
7668 0,972 0,932 -0,085 -0,081 4,177 x 1073
7669 10 0932  -1,20 x107! -1,06 x 1071 1,38 x 10712
7670 0,988 0,952 -0,034 -0,033 1,290 x 1073
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Cizelge 4.12. Ornek 4.2 icin OBC sinir kosullar1 ile STC uzayi iizerinde elde edilen test

kiimesi sonuglari.

No X y u(x,y) ur(x,y) E = u(xy) —ur(x,y)
1 0,929 0,451 0,033 0,040 6,721 x 1073
2 0,024 0,369 0,030 0,038 8,488 x 1073
3 0,589 0,357 0,416 0,472 5,608 x 1072
4 0,580 0,781 -0,749 -0,682 6,645 x 1072
5 0,029 0,407 0,026 0,036 1,008 x 1072
6 0,369 0,923 -0,890 -0,830 5,948 x 1072
7 0,352 0,840 -0,785 -0,711 7,412 x 1072
8 0,376 0,976 -0,923 -0,900 2,269 x 1072
9 0,668 0,092 0,827 0,779 4,732 x 1072
10 0,138 0,044 0,416 0,403 1,269 x 1072
11 0,290 0,909 -0,758 -0,703 5,511 x 1072
12 0,320 0,280 0,537 0,547 9,568 x 1073
13 0,114 0,071 0,343 0,329 1,396 x 1072
14 0,760 0,557 -0,123 -0,165 4,234 x 1072
15 0,134 0,169 0,353 0,337 1,526 x 1072
16 0,524 0,851 -0,890 -0,805 8,496 x 1072
17 0,089 0,083 0,267 0,256 1,129 x 1072
18 0,497 0,664 -0,493 -0,500 7,766 x 1073
19 0,112 0,168 0,298 0,286 1,204 x 1072
20 0,341 0,681 -0,474 -0,469 5427 x 1073
21 0,780 0,475 0,049 0,056 7,284 x 1073
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OBC ve IBC sinir kosullar1 ve MC ¢6ziim uzayi tizerinde gergeklestirilen testlerde elde
edilen karesel hatalarin ortalamas: 1,314 x 1073 |, standart sapmasi1 1,927 X 10~* olmustur.
Bu testlere ait egitim kiimesi sonuglart Cizelge 4.13’te ve test kiimesi sonuglar1 Cizelge

4.14’te verilmistir.

Cizelge 4.13. Ornek 4.2 i¢in OBC ve IBC smir kosullar1 ile MC uzayi iizerinde elde edilen

egitim kiimesi sonuglari.

No X y u(x,y) ur(x,y) E = ulx,y) — up(x, y)l

1 0,134 0,049 0,404 0,396 7,532 x 1073

2 0,118 0,024 0,363 0,359 3,988 x 1073

3 0,0 0,100 0,0 0,0 0,0

4 0,016 0,121 0,047 0,047 7,19 x 107*

5 00 0,100 0,0 0,0 0,0

6 0,0 0,063 0,0 0,0 0,0

7 0,082 0,100 0,244 0,240 3,925 x 1073

8 0,095 0,123 0,272 0,269 3,285 x 1073
8168 10 0970  -1,22x 1072 -1,15x 10711 6,63 x 10713
8169 0987 0,952 -0,039 -0,038 1,187 x 1073
8170 10 0932  -1,20 x107 -1,06 x 1071 1,38 x 10712
8171 0987 0,952 -0,039 -0,038 1,187 x 1073
8172 0971 0,932 -0,086 -0,08 3,437 x 1073
8173 0987 0,952 -0,039 -0,038 1,187 x 1073
8174 097 0976 -0,082 -0,080 1,419 x 1073
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Cizelge 4.14. Ornek 4.2 i¢in OBC ve IBC smir kosullar1 ile MC uzayi iizerinde elde edilen

test kiimesi sonuglari.

No x y u(x,y) ur(x,y) = |u(x,y) — ur(x, y)
1 0,125 0,896 -0,363 -0,343 2,065 x 1072
2 0,067 0,761 -0,154 -0,152 1,716 x 1073
3 0,168 0,065 0,493 0,481 1,149 x 1072
4 0,924 0,323 0,123 0,146 2,254 x 1072
5 0,039 0,011 0,125 0,124 5418 x 107*
6 0,698 0,032 0,807 0,792 1,448 x 1072
7 0,825 8,687x 1073 0,521947 0,519438 2,508 x 1073
8 0,032 0,792 -0,080 -0,078 2,048 x 1073
9 0,014 0,204 0,037 0,039 1,698 x 1073
10 0,893 0,340 0,157 0,188 3,128 x 1072
11 0,131 0,826 -0,342 -0,323 1,905 x 1072
12 0,913 0,489 8,594 x 1073 5,884 x 1073 2,709 x 1073
13 1,934 %1073 0,644132 -2,65868 x 1073 -2,743 x 1073 8,48 x 1075
14 0,646 0,732 -0,597 -0,585 1,22 x 1072
15 0,351 0,771 -0,673 -0,637 3,550 x 1072
16 0,834 0,612 -0,171 -0,191 2,008 x 1072
17 0,969 0,888 -0,090 -0,085 4,445 x 1073
18 0,929 0,975 -0,217 -0,213 4,140 x 1073
19 0,672 0,752 -0,610 -0,587 2,282 x 1072
20 0,691 0,757 -0,595 -0,572 2,370 x 1072
21 0,042 0,759 -0,097 -0,097 4,795 x 10~*
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OBC ve IBC sinir kosullar1 ve STC ¢6ziim uzayi tizerinde gergeklestirilen testlerde elde
edilen karesel hatalarin ortalamas 1,618 x 1073 |, standart sapmasi 3,469 X 10™* olmustur.
Bu testlere ait egitim kiimesi sonuglart Cizelge 4.15’te ve test kiimesi sonuglar1 Cizelge

4.16°da verilmistir.

Cizelge 4.15. Ornek 4.2 icin OBC ve IBC sinir kosullar1 ile STC uzay: iizerinde elde edilen

egitim kiimesi sonuglari.

No X y u(x,y) ur(x,y) E = ulx,y) —ur(xy)l
1 0,108 0,984 0,317 0,301 1,546 x 1072
2 0,121 0,073 0,362 0,347 1,574 x 1072
3 0,018 0,017 0,057 0,056 6,776 x 107*
4 0,043 0,027 0,134 0,132 2,491 x 1073
5 0,082 0,099 0,242 0,231 1,132 x 1072
6 0,108 0,098 0,317 0,301 1,546 x 1072
7 0,082 0,099 0,242 0,231 1,132 x 1072
8 0,067 0,124 0,195 0,186 9,084 x 1072
7664 0,988 0,912 -0,034 -0,032 2,006 x 1072
7665 10 0932  -120x10°! -1,06 x 1071 1,38 x 10712
7666 10 0971  -1,22 x 10711 -1,15 x 10711 6,57 x 10713
7667 10 0932  -1,20 x 1011 -1,06 x 10711 1,38 x 10712
7668 0,972 0,932  -8,554 x 1072 -8,121 x 1072 4,331 x 1073
7669 10 0932  -1,20 x 10711 -1,06 x 10711 1,38 x 10712
7670 0,988 0,952 -0,034 -0,033 1,335 x 1073
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Cizelge 4.16. Ornek 4.2 icin OBC ve IBC sinir kosullar1 ile STC uzay: iizerinde elde edilen

test kiimesi sonuglari.

No X y u(x,y) ur(x,y) E = u(x,y) —ur(x,y)|
1 0,519 0,019 0,996 0,978 0,01,74865 x 1072
2 0,406 0,694 -0,548 -0,532 1,595 x 1072
3 0,708 0,930 -0,775 -0,726 4,834 x 1072
4 0,635 0,671 -0,468 -0,471 3,262 x 1073
5 0,968 0,451 0,015 0,019 4,679 x 1073
6 0,858 0,821 -0,363 -0,333 3,013 x 1072
7 0,979 0,337 0,032 0,038 6,018 x 1073
8 0,236 0,828 -0,581 -0,527 5,389 x 1072
9 3,8090 x 1073 0,796 -9,832 x 1073 -9,223 x 1073 6,091 x 10~*
10 0,710 0,672 -0,408 -0,413 5793 x 1073
11 0,249 0,809 -0,584 -0,530 5,390 x 1072
12 0,046 0,585 -0,038 -0,041 2,884 x 1073
13 0,527 0,294 0,599 0,611 1,259 x 1072
14 0,187 0,960 -0,551 -0,530 2,099 x 1072
15 0,289 0,872 -0,083 -0,077 5,987 x 1073
16 0,020 0,949 -0,064 -0,061 2,634 x 1073
17 0,028 0,397 0,028 0,036 8,029 x 1073
18 0,212 0,831 -0,534 -0,485 4,859 x 1072
19 0,251 0,818 -0,597 -0,542 5,573 x 1072
20 1,948 x10™* 0,033 6,0897 x 1073 596722 x 1073 1,224 x 107*
21 0,404 0,954 -0,945 -0,902 4,326 x 1072

Bu boliimde verilen 6rnek problemlerin Boliim 2’de 6nerilen yontemle ¢oziilebilmesi
icin Julia programlama dilinde kodlamalar gergeklestirilmistir. Gergeklestirilen Julia
implementasyonlar1 Aydin Adnan Menderes Universitesi Bilimsel Arastirma Projeleri
Koordinatorligiic (ADU-BAP) tarafindan desteklenen FEF-22026 numarali giidiimli proje
kapsaminda Kkurulan Fizik-Matematik Yiiksek Basarimli Hesaplama Sisteminin (High
Processing Computing System, HPC) sunucular1 {izerinde basit paralel programlama
mantigiyla test edilmistir. Ornek 3.1 igin yazilan &rnek Julia kodu EK 1°de sunulmustur.
Yazilan kodlar 64 bit Rocky Linux 8.7 isletim sisteminde, Julia 1.8.5 siiriimii kullanilarak test
edilmistir. Bu kodlar, Slurm is yiikii yoneticisi uygulamasi {izerinden Ek 2’de 6rnegi sunulan
toplu komut betigi araciligiyla sunucuya is paketi olarak gonderilmistir. Boylelikle ayn1 kod
es zamanl olarak farkli parametre degerleri ile 10 kez calistirilmistir. Kodlarda makine
O0grenmesi yaklagimlar i¢in Julia'da yazilmis agik kaynakli bir makine 6grenimi yazilim
kiitiiphanesi ve ekosistemi olan Flux’dan faydalanilmistir (Innes, 2018; Innes, Saba, Fischer
vd., 2018).
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Tezin takip eden boliimiinde elde edilen bulgulardan ¢ikarsamasi yapilan sonuglara ve
tez calismasi siiresinde karsilasilan zorluklara deginilmistir. Bu baglamda bu tezin devami
niteliginde olacak sekilde ileride yapilabilecek veya yapilmasi planlanan ¢alisma 6nerilerine

de yine bir sonraki boliimde deginilmistir.
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5. TARTISMA

Bu tezde birgok gercek diinya probleminin matematiksel modellenmesinde etkin bir
arag olarak kullanilan kismi diferansiyel denklemlerin, farkli bolgelerde derin yapay sinir agi
kullanilarak niimerik ¢oztimleri elde edilmistir. Ayrica bu ¢aligmada tiirev tabanli olmayan
Nomad optimizasyon algoritmasi kullanilmistir. Boylelikle sinir agi modelinin bilinmeyen
agirlik ve esik degerlerinin optimal degerlerinin belirlenmesi i¢in is yiikii maliyetini fazlaca

arttiran gradyan hesaplamalarindan kaginilmis olur.

Genel olarak bakildiginda tezde, iki farkl eliptik kismi diferansiyel denklem i¢in farkli
yaklasimlarla ¢dziimler elde edildi. ilk yaklasimda, ¢dziim uzaymin dortgensel olan dis
siirlar1 (OBC) kullanilarak problemin ¢éziimii gergeklestirildi. Diger yaklagimda ise ¢6ziim
uzayinin i¢ bdlgesinde kalan dértgensel olmayan smirlar (IBC) kullanildi. iki farkli ¢dziim
uzayi secildi: birincisinde, i¢ bolgesinde birbiriyle kesisen ti¢ dairesel bosluga sahip bir bolge
(MC), ikincisinde ise i¢ bolgesinde kesismeyen iki dairesel bosluga sahip bir bolge (STC)

belirlendi.

Coziim uzayi belirlendikten sonra Distmesh algoritmasi kullanilarak diigiim noktalari
belirlendi. Daha sonra, bu diigiim noktalar1 [0,1] araligina indirgendi ve yaklasik 8000 diigiim
noktasi elde edildi. Rezidii Yapay Sinir Agi, derin yapay sinir ag1 olarak kullanildi. Yapay
sinir agi olusturulduktan sonra maliyet fonksiyonu tanimlandi ve Flux kiitiiphanesi
kullanilarak Julia programlama diliyle uygulandi. Optimizasyon algoritmasi olarak NOMAD
kullanildi.

Egitim asamasinda, veri seti 1500 noktalik alt gruplara ayrilarak ag yigin 6grenme
yaklagimiyla 6n egitime tabi tutuldu. Yigm 6grenme tamamlandiktan sonra ag, tiim veri seti
kullanilarak tekrar egitildi. Her bir 6rnegin farkli ¢6ziim uzaylar1 ve yaklagimlar {izerinde 10

kez test edilmesi saglandi.

Sonuglar, her bir durum i¢in elde edilen gergek ¢oziimler ve ResNet ¢6ziimlerinin
grafikleriyle sunuldu. Elde edilen mutlak hata grafikleri incelendiginde, farkli sinir kosullari
ve ¢dziim uzaylari icin farkli hata degerleri elde edildi. Ornek 3.1 i¢in OBC sinir kosullar1 ve
MC ¢6ziim uzayi lizerinde yapilan testlerde elde edilen karesel hatalarin ortalamasi 2,814x10°

3 ve standart sapmasi 8,692x10 olarak bulundu. Ayni1 érnek i¢cin OBC sinir kosullar1 ve STC
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¢oziim uzayi iizerinde yapilan testlerde ise kabul edilebilir ortalama karesel hata degerleri

3,074x107 ortalama ve 1,312x107 standart sapma degeriyle bulundu.

Ornek 3.2 igin ise OBC smnir kosullar1 ve MC ¢dziim uzayi iizerinde yapilan testlerde
ortalama Kkaresel hatalarm ortalamas: 1,488x10° ve standart sapmasi 3,767x10* olarak
hesaplandi. Aynm1 6rnek i¢in OBC smir kosullar1 ve STC ¢oziim uzay: iizerinde yapilan
testlerde ise ortalama karesel hata degerleri 1,692x107 ortalama ve 7,105x 10 standart sapma

degerleriyle elde edildi.

Bu sonuglar, farkli sinir kosullart ve ¢6ziim uzaylari igin yapilan testlerde farkli hata
degerleri oldugunu gostermektedir. MC ¢dziim uzayi, STC ¢dziim uzayina gore daha yiiksek
hata degerlerine sahip olmustur. Bu durum, ¢o6ziim uzaymnin seklinin ¢oziim Kkalitesini
etkiledigini gostermektedir. Ayrica, elde edilen sonuglar ResNet ¢oziimlerinin gergek
coziimlere oldukga yakin oldugunu gostermektedir. Bu da Rezidii Yapay Sinir Agi'nin

niimerik ¢oziimleri iiretme yetenegini géstermektedir.
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6. SONUC VE ONERILER

Kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin, klasik iteratif yontemlerle niimerik ¢6ziimleri
elde edilirken istenilen hata payiyla ¢oziime yakinsama saglanmasi i¢in genellikle problemin
tanim bolgesinin ayristirilmasiyla elde edilen ¢ok sayida diigiim noktasina ihtiya¢ duyulur.
Bu ayriklastirma bolge tzerinde bir 1zgara olusturularak veya lggensellestirme
yaklagimlartyla gerceklestirilir. Ancak bu yollarla diigiim noktalarin elde edilmesi genellikle
oldukga maliyetlidir. Ayrica, baz1 durumlarda gerg¢ek ¢oziimiin kendisi bile simirli sayida
noktada mevcut olabilir. Yapay sinir agi modelleri ile niimerik ¢6ziim elde etmek i¢inde ayn
durum s6z konusudur. Bununla birlikte klasik yontemler sadece diigiim noktalarinda yaklasik

¢ozliim sunarken sinir agi modelleri tim tanim bdlgesi lizerinde bir ¢6ziim sunabilirler.

Kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin yapay sinir agi ¢éziimleri i¢in 6nerilen modelin
baslangic ve smir kosullarini saglamasi gerekmektedir. Sinir agi modeli bu kosullart
ogrenmede zorluk yasayabilir. Karsilasilan bu problemin iistesinden gelmek igin tezde
deneme fonksiyonlar1 kullanilmasi 6nerilmektedir. Deneme fonksiyonlar1 baslangi¢ ve sinir
kosullarin1 diferansiyel denklemle birlikte saglayan ve sinir agr modelinin ¢iktisina bagh

fonksiyonlardir.

Tezde, 6nerilen sinir agi modelinin DistMesh tiggensellestime yaklagimiyla elde edilen
diigiim noktalarindan olusan egitim verisi kullanilarak kismi diferansiyel denklemlerin
¢Oziimiinii tahmin edebildigi gosterilmistir. Ancak, onerilen modelin genellestirme yetenegi
sinirl olabilir. Yani, her ne kadar tezde sunulan 6rnekler igin, test asamasinda tanim bolgesi
tizerinde rassal olarak iiretilen noktalarda onerilen model kabul edilebilir ¢6ztimler tiretse de
farkli 6rnekler igin egitim verileri disindaki noktalarda 6nerilen modelin yaklasik ¢oziimii
tahmin etme yetenegi zayif olabilir. Boyle bir sorunla karsilasildiginda sinir agi modelinin
karmagiklig1 arttirilabilir veya onerilen optimizasyon yaklasimi yerine alternatif teknikler

denenebilir.

Dikkat edilmesi gereken bir diger husus, yapay sinir aglarinin egitim asamasinda diigiim
noktalarinda ¢6ziime asir1 uyumluluk saglayabilmeleridir. Aglar egitim verisine asir1 uyum
saglayabilir ve genelleme yeteneklerini kaybedebilir, bunun sonucunda sinir ag1 modelinin
tirettigi niimerik ¢oziimler gercek ¢oziimlerden uzaklasir. Tezde bu sorunun iistesinden

gelebilmek i¢in y1gin 6grenme (batch learning) yaklagimi kullanilmistir. Boliim 3°te verilen

44



orneklerde problemin tanim bolgesi tizerinde DistMesh tiggenlestirme yaklagimi kullanilarak
yaklasik 8000 diigiim noktasi elde edilmistir. Bu nokta kiimesinden rassal olarak segilen 1500
noktali alt egitim kiimeleri olusturulmus ve 6nerilen model bu kiimelerdeki diigiim noktalar
ile art arda egitilmistir. Boylece agmn egitim kiimesindeki noktalara asir1 uyum saglamasi
Onlenmistir. Egitim asamasi tamamlandiktan sonra bolge tizerinde rastgele iiretilen noktalarda
sinir ag1 modelinin ¢oziimleri elde edilmistir. Test islemi farkli ag parametreleri ile 10 kez
tekrarlanmistir ve Bolim 4’te goriilebilecegi tizere performans analizi ortalama karesel
hatalarin ortalamasi ve standart sapmasi hesaplanarak gerceklestirilmistir. Elde edilen
bulgular gostermektedir ki her test isleminde kabul edilebilir hata oraniyla ¢oziime
yakinsanmaktadir. Tiim 6rneklerde elde edilen standart sapma degerlerinin diisiik olmasi da
egitim kiimesindeki diigiim noktalarinda asir1 uyum sorunundan kacinildigini ispatlar

niteliktedir.

Diger yandan kismi tiirevli diferansiyel denklemleri ¢6zmek i¢in kullanilan sinir agi
modelleri, kompleks bolgeler tizerinde karmasik denklemlerin davraniglarini tanimlamada
yeterli model karmasikligina sahip olmayabilir. Modelin topolojisi ¢ok yalin ise ag istenilen
¢cozlimleri tiretemeyebilir. Tersine model oldukca bir karmasik topolojiye sahipse bu kez de
agin egitimi ¢ok maliyetli olur. Bu tez ¢alismasi siiresince de goriildiigi {izere kismi tiirevli
diferansiyel denklemi ¢ozebilecek bir optimal sinir agi topolojisini belirlemek oldukga giigtiir.
Bu nedenle bu tezde de oldugu gibi ag modeli ¢cogu zaman sezgisel olarak belirlenir. Haliyle
tezde elde edilen niimerik sonuglarin optimal sonuglar oldugu sdylenemez ve Onerilen
modelden daha iyi ¢6zliim iireten daha farkli topolojiye sahip bir sinir agi modeli bulunmasi

daima olasidir.

Ag topolojisini belirlerken ara katman sayilarimin, her ara katmandaki proses
elemanlarinin (ndronlarin) sayisinin ve ara katmanlar arasinda gegisi saglayan aktivasyon
fonksiyonlarinin segimi de iiretilen niimerik sonuglar iizerinde etkiye sahiptir. Ozellikle
aktivasyon fonksiyonlarmin dogru bir sekilde ayarlanmasi, agin daha iyi performans
gostermesine yardimci olabilir. Tezde deneme-yanilma yoluyla aktivasyon fonksiyonu olarak

ReLU (Rectified Linear Unit) fonksiyonu segilmistir.

Sonug olarak, bu tezde farkli sinir kosullari ve ¢6ziim uzaylari i¢in Rezidii Yapay Sinir
Ag1 kullanarak eliptik kismi diferansiyel denklemlerin niimerik ¢éziimii ger¢eklestirmistir ve
bu ¢alisma, benzer problemlerin ¢éziimiinde yapay sinir aglarin kullanilabilirligini ve

etkinligini vurgulamaktadir.
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EKLER

Ek 1. OBC smur kosullar ile verilen Ornek 3.1°in MC bélgesi iizerinde ResNet ¢oziimleri
elde etmede kullanilan Julia kodu

1 # Problem: u_xx + u_yy= -pi"2*sin(pi*x*y)*(x"2+y"2)

2 #x0=0,y0=0, x1 =sin(pi*y), y1 = sin(pi*x)

3 # Analytic Solution : u = sin(pi*x*y)

4 using ModelingToolkit, Flux, Statistics, NOMAD, Makie, Gadfly, DistMesh2D
5 using CairoMakie, ImageCore, GeometryBasics, Triangulate, Colors, ColorSchemes
6 using DataFrames, CSV, Printf, Random

7

8 ##DistMesh

9 function drectangle(

10 p

11 x1:T,

12 x2::T,

13 y1:T,

14 y2::T,

15 )::T where {T<:Float64}
16 return -min(min(min(-y1 + p[2], y2 - p[2], -X1 + p[1], X2 - p[1])))

17 end

18

19 function dcircle(
20,

21 xc::T,

22 yc::T,

23 r:T

24 )T where {T<:Float64}
25 return sgrt((p[1] - xc) A2+ (p[2] -yc) A 2) -r

26 end

27

28 function dunion(
29

30 dfs::Function...,
31 )::Float64

32 return min([fun(p) for fun in dfs]...)
33 end

34

35 function ddiff(
36

37 d1::Function,
38 dfs::Function...

39 )::Float64

40 return max(d1(p), [-fun(p) for fun in dfs]...)
41  end

42

43 function dintersect(

44 p,

45 dfs::Function...

46 )::Float64

47 return max([fun(p) for fun in dfs]...)
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end

function huniform(p)::Float64
return ones(size(p, 1), 1)[1]
end

function protate(p,phi)
return p*[cos(phi) -sin(phi); sin(phi) cos(phi)]
end

# define the region

M1 x, M1 y,r1=0.505,04

M2_x, M2_y,r2=0.3,0.7, 0.25

M3 x, M3_y, r3=0.7,0.7, 0.25

low, up =-100.0, 100.0

scale_factor = 100

outrect(p) = drectangle(p, low, up, low, up)

incirclel(p) = dcircle(p, low + (up -low)*M1_x, low + (up -low)*ML1_y, scale_factor*rl)
incircle2(p) = dcircle(p, low + (up -low)*M2_x, low + (up -low)*M2_y, scale_factor*r2)
incircle3(p) = dcircle(p, low + (up -low)*M3_x, low + (up -low)*M3_y, scale_factor*r3)
fd(p) = ddiff(p, outrect, incirclel,incircle2,incircle3)

fh(p) = min(4 * sqrt(sum(p.”2)) - 100)

bbox = [low low; up up]

h0 =5.0

pfix = [low low; low up; up low; up up]

dptol = 0.05

# Discretize the region

X, y = distmesh2d(fd, fh, bbox, h0, pfix=pfix, dptol=dptol)

# scale the region in [0.1]

x = ((x ./ 100) .+1) .12

y = ((y ./ 100) .+1) ./2

original_x = x

original_Ly =y

gdPIt = Gadfly.plot(x = x, y = y, Geom.path, Coord.cartesian(fixed = true))
data = [x Y]

originalData = data

# Store the indices of NaN values
indices = findall(isnan,data[:,1])
newnames = vec(string.(["x","y"1))
# Create a dataframe

df = DataFrame(data, newnames)
rename!(df, newnames)

# Clear NaN Values

df = filter(:x => x -> lany(f -> f(x), (ismissing, isnothing, isnan)), df)
data = Array(df)

data = Array(data’)

x = data[1,:]

y =data[2,:]

@parameters X, y
@variables u(..)

## Neural network
struct IdentitySkip
inner

end
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(m::1dentitySkip)(x) = m.inner(x) .+ X

nolnputs = 2 # number of dimensions

global net = Chain(Dense(nolnputs,8,relu),  IdentitySkip(Dense(8,8)),  Dense(8,2,relu),
IdentitySkip(Dense(2, 2)), Dense(2,1))

weights, reconstruct = Flux.destructure(net)

dim = length(weights)

weights = -10 .+ 20*rand(Float64, dim)

net = reconstruct(weights)

## Construct Trial Solution
function trialSolution(data, net)
x = data[1,:]

y = data[2,:]

X=X

y=y

data_x_PlusEps = data
data_x_MinusEps = data
data_x_PlusEps[1,:] .+= sqrt(eps())
data_x_MinusEps[1,:] .-= sqrt(eps())

data_y_PlusEps = data

data_y MinusEps = data

data_y PlusEps[2,:] .+= sqrt(eps())
data_y_MinusEps[2,:] .-= sqrt(eps())

dxNet = (net(data_x_PIusEps) .- net(data)) ./ sqrt(eps())
d2xNet = (net(data_x_PIusEps) .- 2* net(data) .+ net(data_x_MinusEps)) ./ eps()
dyNet = (net(data_y_PIlusEps) .- net(data)) ./ sqrt(eps())
d2yNet = (net(data_y_PIlusEps) .- 2*net(data) .+ net(data_y Minusgps)) ./ eps()

U=X.*sin.(n*y) .+ y . *sin.(*x) .+ X . *y .* (1 .-x) .* (1 .- y) .* net(data)

du_dx = sin.(n*y) .+ ¥y .* cos.(n*x) .+ y.*(1 .- y) .* (1 .- 2*Xx) .* dxNet

d2u_dx2 = -n"2*y .* sin.(n*x) .+ y . * (1 .- y) .* (1 .- 2*X) .* dxNet .- 2*net(data) .+ (X .- x .~ 2) .*
d2xNet .+ (1 .- 2*x) .* dxNet)

du_dy = sin.(n*x) .+ *x .* cos.(t*y) .+ X .* (1 .- X) .* (1 .- 2*y) .* dyNet

d2u_dy2 = -n"2*x .* sin.(n*y) .+ X .* (1 .- X) .* ((1 .- 2*y) .* dyNet .- 2*net(data) .+ (y .-y .~ 2) .*
d2yNet .+ (1 .- 2*y) .* dyNet)

u, du_dx, du_dy, d2u_dx2, d2u_dy2
end

function loss(data,net)

x = data[1,:]

y =data[2,:]

u, du_dx, du_dy, d2u_dx2, d2u_dy2 = trialSolution(data, net)
lhs = d2u_dx2 .+ d2u_dy2

rhs = F(x, y)'

Flux.Losses.mse(lhs,rhs)

end

## Define Problem
function F(x,y)
- 2*sin(m*x K y) K (X A2 .4y N 2)

end

analyticSol(x,y) = sin.(m.*x.*y)
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#Boundary Conditions
#bcs =[u(0,y) ~ 0.,

# u(Ly) ~ sin(m*y),

# u(x,0)~ 0.,

# u(x,1) ~ sin(w*x)]

# constraints
function c(x)
return 0

end

function eval_fct(x)

net = reconstruct(x)

bb_outputs = [loss(data,net), c(X)]
success = true

count_eval = true

return (success, count_eval, bb_outputs)
end

VarMin = -10 .* ones(Float64, dim)

VarMax = 10 .* ones(Float64, dim)

pb = NomadProblem(dim, # number of inputs of the blackbox
1, # number of outputs of the blackbox

['OBJ"], # type of outputs of the blackbox

eval_fct;

lower_bound=VarMin,

upper_bound=VarMax)

# Fix some options

pb.options.max_bb_eval = 2*10"4

pb.options.display_all_eval = true

#pb.options.display_stats = ['BBE", "EVAL", "SOL", "OBJ",
#some display options

pb.options.display_stats = ["BBE", "EVAL", "OBJ"] # some display options

## Train Network using Batch Learning via NOMAD
data? = data;

sample_size = size(data2,2)

data = data[:,randperm(sample_size)]

batch_size = 1500

no_batch = Int32(floor(sample_size/batch_size))

for i in 1:no_batch

global weights, reconstruct = Flux.destructure(net)
indices = (i-1)*batch_size+1:i*batch_size

global data = data2[:,indices]

@printf("Batch No: %d\n",i)

W = Vector{Float64}(weights)

@elapsed result = NOMAD.solve(pb,W)
printIn("Solution: ", result.x_best_feas)

W = Vector{Float64}(result.x_best feas)

global net = reconstruct(W)

printin(" ")
end

printin(" ")
data = data2

# Train network with all data

W = Vector{Float64}(weights)

"CONS_H"]
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214  @elapsed result = NOMAD.solve(pb,W)

215  printIn("Solution: ", result.x_best_feas)

216  weights = Vector{Float32}(result.x_best_feas)

217  net = reconstruct(weights)

218

219  ## Get solutions

220  u_real = analyticSol(data[1,:], data[2,:])

221 u_predict, du_dx, du_dy, d2u_dx2, d2u_dy2 = trialSolution(data, net)

222  Err = abs.(reshape(u_real,1,length(u_real)) .- u_predict)

223

224 ## Construct mesh

225 data2 = data

226  u_real2 = analyticSol(data2[1,:], data2[2,])

227  u_predict2, du_dx, du_dy, d2u_dx2, d2u_dy?2 = trialSolution(data2, net)

228  innernodes = Point[]

229 k=1

230  while k < size(data2,2)

231 p = Point(data2[:,k]...)

232 pushl(innernodes, p)

233 globalk=k+1

234  end

235 innernodes = [getindex.(innernodes, 1) getindex.(innernodes, 2)]

236

237  # Triangulate the points.

238  triin = TriangulatelO()

239  triin.pointlist = innernodes'

240 msh, _ =triangulate("vQ", triin)

241

242  # Convert TriangleMesh.TriMesh to GeometryBasics.Mesh

243  pts = [Point(val[1], val[2]) for val in eachcol(msh.pointlist)]

244 fcs = [TriangleFace(val[1], val[2], val[3]) for val in eachcol(msh.trianglelist)]

245

246  ## Plots

247  CairoMakie.activate!()

248 low = colorant"navyblue";

249  medium = colorant"dodgerblue";

250 high = colorant"limegreen";

251  min_u = minimum([minimum(u_real) minimum(u_predict)])

252  max_u = maximum([maximum(u_real) maximum(u_predict)])

253  Ucolormap = colorsigned(low,medium,high)
scalesigned(min_u,(3*min_u+max_u)/4,(3*min_u+2*max_u)/4)

254 Uimage = Ucolormap.(u_predict)

255

256  low2 = high;

257  medium2 = colorant"yellow";

258  high2 = colorant"orangered";

259  Ucolormap?2 = colorsigned(low2,medium2,high2)
scalesigned((3*min_ u+2*max _u)/4,(3*min_u+3*max_u)/4,max_u)

260

261  # Plot ResNet Solution

262  foriin 1l:length(u_predict)

263 if u_predict[i] >(min_u+max_u)/2

264  Uimage[i] = Ucolormap2(u_predict[i]);

265 end
266 end
267

268  cm=("navyblue","dodgerblue","limegreen”,"yellow","orangered")
269 cm = ColorScheme([range(colorant"navyblue", colorant"dodgerblue”, length=100);



270
271
272

273

274
275
276
277
278
279
280

281
282
283
284
285
286
287
288
289
290

291

292
293
294
295
296
297

298
299
300
301
302
303
304
305
306
307

308

range(colorant"dodgerblue”, colorant"limegreen”, length=100);
range(colorant"limegreen”, colorant"yellow", length=100);
range(colorant"yellow", colorant"orangered", length=100)])

msh = GeometryBasics.Mesh(pts, fcs)

fig,ax,figMesh = Makie.mesh(msh, colormap = cm, color = Uimage[1 : length(pts)],

axis = (aspect = 1, xlabel = L"x", ylabel = L"y",

title = "ResNet Solution",ylabelsize = 22, xlabelsize= 22))

cb = Colorbar(fig[1, 2],colormap=cm, limits = (min_u, max_u), ticks = min_u:0.25:max_u,label =
L u(xy)",

height = Relative(1), width = 15, labelsize = 22, halign = :right,

valign = :bottom,highclip = :orangered, lowclip = :navyblue)

Makie.wireframe!(msh,overdraw = true, transparency = true, color = (:black, 0.1), linewidth = 2)
#fig=current_figure()

poly!(Circle(Point(M1_x, M1_y), r1/2), color = :black)

poly!(Circle(Point(M2_x, M2_y), r2/2), color = :black)

poly!(Circle(Point(M3_x, M3_y), r3/2), color = :black)

fig=current_figure()

save("../Julia_Projects/outs/ex1_v1/plot_ResNet_Solution_" * ARGS[1] * ".png", fig, px_per_unit =
2) # double the resolution of the resulting PNG

# Plot exact solution

Uimage = Ucolormap.(u_real)

for i in 1:length(u_real)

if u_real[i] > (min_u+max_u)/2
Uimage[i] = Ucolormap2(u_real[i]);
end

end

fig2,ax2,figMesh2 = Makie.mesh(msh, colormap = cm, color = Uimage[1 : length(pts)],

axis = (aspect = 1, xlabel = L"x", ylabel = L"y",

title = "Exact Solution",ylabelsize = 22, xlabelsize= 22))

cb = Colorbar(fig2[1, 2],colormap=cm, limits = (min_u, max_u), ticks = min_u:0.25:max_u,label =
L u(xy)",

height = Relative(1), width = 15, labelsize = 22, halign = :right,

valign = :bottom,highclip = :orangered, lowclip = :navyblue)

Makie.wireframe!(msh,overdraw = true, transparency = true, color = (:black, 0.1), linewidth = 2)
poly!(Circle(Point(M1_x, M1_y), r1/2), color = :black)

poly!(Circle(Point(M2_x, M2_y), r2/2), color = :black)

poly!(Circle(Point(M3_x, M3_y), r3/2), color = :black)

fig=current_figure()

save("../Julia_Projects/outs/ex1_vl/plot_Exact Solution " * ARGS[1] * ".png", fig, px_per_unit = 2)
# double the resolution of the resulting PNG

# Plot Absolute Errors

Uimage = Ucolormap.(Err)
foriin 1:length(Err)

if Err[i] > (min_u+max_u)/2
Uimage[i] = Ucolormap2(Err[i]);
end

end

fig3,ax3,figMesh3 = Makie.mesh(msh,

colormap = cm, color = Uimage[1 : length(pts)],

axis = (aspect = 1, xlabel = L"x", ylabel = L"y",ylabelsize = 22,

xlabelsize= 22))

cb = Colorbar(fig3[1, 2],colormap=cm, limits = (min_u, max_u), ticks = min_u:0.25:max_u,label =
"Absolute Errors",
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333
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338
339
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341
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343

height = Relative(1), width = 15, labelsize = 22, halign = :right,
valign = :bottom,highclip = :orangered, lowclip = :navyblue)

Makie.wireframe!(msh,overdraw = true, transparency = true, color = (:black, 0.1), linewidth = 2)

poly!(Circle(Point(M1_x, M1_y), r1/2), color = :black)
poly!(Circle(Point(M2_x, M2_y), r2/2), color = :black)
poly!(Circle(Point(M3_x, M3_y), r3/2), color = :black)
fig=current_figure()

save("../Julia_Projects/outs/ex1_v1/plot_Absolute Errors " * ARGS[1] * ".png", fig, px_per_unit = 2)

# double the resolution of the resulting PNG

## Display results

# MSE

x = data[1,:]

y = data[2,:]

errs = abs.(u_real .- vec(u_predict))

df = DataFrame(x=x, y =y, Exact_Solution=vec(u_real),ResNet_Solution=vec(u_predict),

Error=vec(errs))
# Show all rows of DataFrame
show(df, allrows=false)

printin(")
printin("MSE for training set : ",Flux.Losses.mse(vec(u_real),vec(u_predict)))

CSV.write("../Julia_Projects/outs/ex1_v1/results_training_set " * ARGS[1] * ".csv", df)

X_test = vec(rand(21,1))

y_test = vec(rand(21,1))

u_real = analyticSol(x_test, y_test)

data = Array([x_testy_test])

data = data’

u_predict, du_dx, du_dy, d2u_dx2, d2u_dy2 = trialSolution(data, net)
errs = abs.(vec(u_real) .- vec(u_predict))

df test = DataFrame(x=vec(x_test),
Exact_Solution=vec(u_real),ResNet_Solution=vec(u_predict),Error=vec(errs))
# Show all rows of DataFrame

show(df_test, allrows=true)

printin("**")
printin("MSE for test set : ",Flux.Losses.mse(vec(u_real),vec(u_predict)))

y=vec(y_test),

CSV.write("../Julia_Projects/outs/ex1_vl/results_test set " * ARGS[1] * ".csv", df test)
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Ek 2.Julia Implementasyonunun ADU-BAP Fizik/Matematik Yiiksek Basarimli Hesaplama

g~ wN P

Sistemi Sunucular1 Uzerinde Calisabilmesi icin Toplu Betik Dosyas1 Ornegi
#!/bin/bash

## Resource Request

#SBATCH --job-name=Julia_ResNet_Job

#SBATCH --output=./outs/ex1_v1/Julia_ResNet Job-%A_%a.out
# %A in the #SBATCH line becomes the job ID, %a in the #SBATCH line becomes the array
index

#SBATCH --time=1-12:00:00

#SBATCH --ntasks=10

#SBATCH --cpus-per-task=1

#SBATCH -A [account / project name]

#SBATCH -p [partition (queue) name]

#SBATCH --mem-per-cpu=512M

#SBATCH --mail-user=user@adu.edu.tr

#SBATCH --mail-type=ALL

#SBATCH --array=0-9 # job array index

#SBATCH --get-user-env

# Load software (Julia default is 1.8.5 version)
module load julia

## Job Steps
srun julia ResNet-nomad_2023.04.17_ex1_v1.jl $SLURM_ARRAY_TASK_ID
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