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UNIT POWER LINDLEY DAGILIMI

OZET

Bu tez calismasinda, unit dagilimlardan yola ¢ikilarak, literatiirde var olan power
Lindley dagilimi iizerinde uygun doniigiim islemleri yapilmis ve birim araliga
cekilerek Unit Power Lindley (UPL) dagilimi 6nerilmistir. UPL dagilimina ait olasilik
yogunluk fonksiyonu (pdf) ve kiimiilatif dagilim fonksiyonu (cdf) ile birlikte dagilima
ait c¢esitli ozellikler incelenmistir. UPL dagiliminin parametreleri en ¢ok olabilirlik
(ML), en kiiciik kareler (LS), agirliklandirilmis en kiigiik kareler (WLS), cramér-von
mises (CVM), anderson darling (AD) ve right-tail anderson darling (RAD) tahmin
edici yontemleri kullanilarak tahmin edilmistir. Tahmin edicilerin performanslari,
farkli parametre degerleri ve farkli 6rneklem biiyiikliikleri i¢in simiilasyon c¢aligmasi
ile kargilagtirllmistir. En iyi sonuglart veren tahmin edici yonteminin ML tahmin edici
yontemi oldugu sonuca varilarak bu tahmin yontemi gercek veri setine uygulanmis ve
birim araliga sahip olan Kumaraswamy dagilimi (KM), Beta dagilimi ve Unit Lindley
dagilimi (UL) ile karsilastirilmistir. Karsilagtirmalardan elde edilen sonuglar ve
grafikler dogrultusunda, tez ¢aligmasinda 6nerilen UPL dagiliminin performansinin
diger dagilimlardan daha etkin oldugu sonucuna varilmstir.

Anahtar kelimeler: UPL dagilimi, ML, LS, WLS, CVM, AD, RAD
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UNIT POWER LINDLEY DISTRIBUTION

SUMMARY

In this thesis, appropriate transformation operations are performed on the power
Lindley distribution existing in the literature on the basis of unit distributions and the
Unit Power Lindley (UPL) distribution in the unit interval is proposed. Various
properties of the distribution were examined together with the probability density
function and cumulative distribution function of the UPL distribution. The parameters
of the UPL distribution were estimated using maximum likelihood (ML), least squares
(LS), weighted least squares (WLS), Cramér-von Mises (CVM), Anderson Darling
(AD), and right-tailed Anderson Darling (RAD) estimator methods. The performances
of the estimators were compared with the simulation study for different parameter
values and different sample sizes. It was concluded that the estimator method that gave
the best results was the maximum likelihood estimator method, and this estimation
method was applied to the real data set and compared with Kumaraswamy distribution
(KM), Beta distribution and Unit Lindley distribution (UL) with unit range. It has been
concluded that the performance of the proposed UPL distribution is more effective
than the other distributions in the thesis study made in line with the results and graphics
obtained from the comparisons.

Keywords: UPL distribution, ML, LS, WLS, CVM, AD, RAD
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BOLUM 1. GIRIS

Uygulamal1 istatistikte sinirli bir olayin belirsizligi ile ugrasirken; boyle bir alani
tanimlamak i¢in sinirl bir alana sahip siirekli bir dagilima ihtiya¢ duyulmaktadir.
Cesitli bilgi alanlarinda, oranlar gibi degiskenlerle siklikla karsilagilabilir. Belirli bir
ozelligin, baz1 yetenek testlerinin puanlar1 gibi farkli endeksler ve oranlar (0, 1)
araliginda yer almaktadir. Bu gibi durumlarda, (0, 1) araliginda etki alani ile siirekli
olasilik dagilimlari, olaylarin olasiliksal modellenebilmesi acisindan oldukga

Onemlidir.

Onerilen olasilik modelleri ile gercek veri setlerinin modellenmesi istatistiksel
cikarimlar agisindan ¢ok Onemli bir konudur. Bu modelleme siireci, olasilik
dagilimlarinin 6nemine dikkat ¢cekmekte ve bircok istatistik¢i tarafindan biiyiik ilgi
gormektedir. Ozellikle birim araliktaki modelleme yaklasimlari; iyilesme orani, 6liim
orani, egitim Ol¢limleri vb. gibi belirli konularla ilgili olduklarindan son zamanlarda
bu dagilimlar oldukc¢a fazla ilgi goérmektedir. Bu gibi 6dnemli konulara ait rastgele
degiskenleri modellemek i¢in (0, 1) araliginda tanimlanan bir birim dagilimina ihtiyag

duyulmaktadir.

Birim dagilimlarmin  kullanimi, endiistride genellikle gozlemlenen oranlarin
modellenmesinde, tibbi uygulamalarda ve risk analizi ¢aligmalar1 i¢in ¢ok dnemli bir

yere sahiptir (Hashmi ve ark., 2022).

Literatiirde kapsamli olarak tartisilan ve yaygin olarak kullanilan Beta dagilim1 birim
aralikta tanimlanan bir dagilimdir. Bunun yani sira birgok dagilim Onerilmis ve
alternatif olarak incelenmis olsa da belirli bir modelin tercihi konusunda hala net bir
onerme bulunmamaktadir. Beta dagilimi esas olarak esnekligi ve dogrudan

parametrelerinin yorumu nedeni ile en yaygin olarak kullanilan modeldir.



Literatiirde Beta dagiliminin yani sira birim aralikta tanimlanan bir¢ok dagilim

bulunmaktadir. Bu dagilimlara ve dagimlar ile ilgili ¢aligmalara 6rnek olarak:

Hahn (2008), tarafindan onerilen Beta dikdortgeni dagilimi, oranlar igin yeni bir
regresyon modeli sunmaktadir. Beta dikdortgeni dagilimi tipki Johnson Sy dagilimi
(Johnson, 1949) ve Kumaraswamy dagilimi (Kumaraswamy, 1980) gibi birim aralikta
yer almakta ve diger unit dagilimlar ile ayni1 amaca hizmet etmektedir. Aykir1 degerleri
olusturmak i¢in farkli veriler géz Onlinde bulundurularak aykir1 degerlerin etkisi

iizerine simiilasyon ¢aligmalar1 gerceklestirmiglerdir.

Topp ve Leone (2012), calismada hesaplama agisindan kolayca ele alinan, sinirh
aralikta dogru ve yararli sonuglar veren yeni bir dagilim onermek amaciyla Topp-

Leone dagilimi 6nerilmistir.

Yousof ve Korkmaz (2017), Topp-Leone Nadarajah Haghighi dagilimini
onermislerdir. Bu ¢aligmada sag kalim verilerinin, giivenilirlik problemlerinin ve
yorulma omrii ¢aligmalarinin modellenmesinde kullanilabilecek ii¢ parametreli bir
model caligilmistir. Model parametrelerinin maksimum olabilirlik tahminleri elde
edilmigtir. Simiilasyon c¢alismast ile maksimum olabilirlik tahmin edicilerinin
performanst standart sapmalar, yanlilik ve ortalama kare hatalar1 agisindan
degerlendirilmistir. Modelin uyumlulugu gercek bir veri seti ile test edilmistir.
Onerilen dagilimin aym karsilastirma kriterleri altinda iyi bilinen genellestirilmis

dagilimlardan daha iyi uyum sagladigi sonucuna varilmaistir.

Kumar ve Dharmaja (2017), Reduced-Kies dagilimini énermislerdir. Onerdikleri bu
dagilimda Kies dagiliminin, dagilimsal ozellikleri tartismiglar ve dagilimin
parametrelerini ML tahmin yontemi ile tahmin etmislerdir. Dagilim parametrelerinin
ML tahmin edicilerinin asimptotik davranisi da belirli simiile edilmis veri kiimeleri

kullanilarak incelenmistir.



Ghitany ve ark. (2018), unit inverse gauss dagilimini onermislerdir. Bu dagilim iki
parametreye sahip bir dagilimdir. Onerilen dagilimin parametrelerinin tahmini,
verilerin ters Gauss dagilimina doniistiiriilmesi ile elde edilir. Birim araliktaki cogu
dagilimin aksine, onerilen dagilimin parametrelerinin moment tahmin edicileri basit
ve kapali formlarda ifade edilebilmektedir. Bu dagilimin gercek bir veri kiimesine
uygulanmasi, birim aralikta bilinen bir¢ok iki parametreli dagilimdan daha iyi uyum

gosterdigi sonucunu vermistir.

Mazucheli ve ark. (2018), (0,1) araligindaki verileri modellemek igin iki parametreli
unit weibull dagilimini 6nermislerdir. Bu yeni dagilimin ¢esitli dagilimsal 6zelliklerini
incelemislerdir. Monte-Carlo simiilasyon ¢aligmalar1 yaparak unit weibull dagiliminin
parametrelerinin ML tahmin edicilerinin yansiz ve tutarli oldugu sonucunu ortaya

koymuslardir.

Unit Modifiye Bur III dagilimi, Hashmi ve ark. (2020) tarafindan 6nerilmistir. Bu
caligmada birim aralikta ii¢ parametreli bir olasilik dagilimi tizerine ¢alisilmigtir. Yeni
model, Burr III dagiliminin bir genellemesidir ve farkli sekilleri ve olasilik yogunluk
fonksiyonlar nedeniyle mevcut dagilimlardan daha esnektir. Onerilen dagilimla ilgili
parametreler, tahmin yontemleri kullanilarak tahmin edilmistir. Onerilen modelin
uygulanabilirligini géstermek i¢in simiilasyon ¢aligmasi yapilmis ve iki gercek veri

kiimesini lizerinde ¢alisma yapilmstir.

Korkmaz ve Chesneau (2021), Unit Burr-XII dagilimini 6nermislerdir. Birim aralikta
iki parametreli yeni bir dagilim elde etmek amaciyla Burr-XII dagilimini ters {istel
sema ile degistirmiglerdir. Elde edilen yeni dagilimin istatistiksel ozelliklerini
incelemislerdir. En ¢ok olabilirlik (ML), en kii¢iik kareler (LS), agirliklandirilmig en
kiigiik kareler (WLS), anderson darling (AD), cramér von mises (CVM) tahmin edici
yontemleri ile parametre tahmini yapmuslardir. Onerilen dagilimin ve regresyon
modelinin gergek veri seti lizerinde uygulamalart yapilmis ve farkli unit modellere

gore daha iyi modelleme yeteneklerine sahip oldugu sonucunu ¢ikarmislardir.



Bunun yani sira son yillarda Unit Lindley (UL) dagilimi Mazucheli ve ark. (2019)
tarafindan Onerilmistir. UL dagilimin1 uygulamada kullanacak olanlar i¢in bu
dagiliminin diger dagilimlardan farkli olarak temel avantaji, olduk¢a esnek, tek modlu,
tek parametreli bir dagilim olmasidir. Mazucheli ve ark. (2019) calismalarinda Lindley
dagilimmin hazard fonksiyonu, momentler, yiizdelik fonksiyon, Lorenz egrisi gibi
cesitli karakteristik 6zellikleri incelemislerdir. En ¢ok olabilirlik ve moment tahmin
edici yontemi ile parametre tahmini yapmislardir. Lindley dagiliminin parametresinin
moment tahmin edicilerini degerlendirmek amaciyla Monte-Carlo simiilasyon

caligmas yiirlitmiislerdir.

Lindley dagiliminin, teorik ve uygulama olarak yeterli olamayacagi durumlar vardir
ve Lindley dagilimi1 tek parametreye sahip bir dagilimdir. Bu nedenle veri
modellemekte yetersiz kaldigi durumlar goriilmektedir. Literatiirde Lindley
dagilimmin genellestirmesi yaygin olarak ele aliman bir problemdir. Bu
genellestirmeler sonucunda daha esnek 6zelliklere sahip power Lindley (PL) dagilinm
Ghitany ve ark. (2008) tarafindan 6nerilmistir. Ghitany ve ark. (2008) ¢alismalarinda
iki parametreye sahip PL dagilimimi tanitmiglar ve cesitli dagilimsal o6zelliklerini
incelemislerdir. Parametrelerin ML tahmin edicilerinin yanliligin1 ve ortalama kare
hatasini, ayrica her parametre i¢in kapsama olasili§1 ve giiven araliginin genisligini

incelemek i¢in simiilasyon ¢aligmasi yiiriitmiislerdir.

PL dagilimi iki parametreye sahip bir dagilimdir ve Lindley dagiliminin daha esnek
hali olarak Onerilmektedir. Dolayisiyla, bu ¢alismada, PL dagilimi birim aralikta
tanimlanarak unit power Lindley (UPL) dagilimi onerilecektir. UPL dagilimi
uygulamalarda kullanildiginda (0,1) araliginda farkli veri modellemelerine oldukca

esnek davranislar sergiledigi i¢in oldukga avantajlidir.

Tez ¢alismasi bes ana boliimden olugmaktadir. Tezin ilk boliimiinde; unit dagilimlara
neden ihtiyag duyuldugu, unit dagilimlar ile ilgili cesitli literatlir taramasi, UPL
dagilimmin neden/nasil &nerilecedi ele almmustir. ikinci boliimde; UPL dagilimimin
elde edilisi, olasilik yogunluk fonksiyonu (pdf) ve kiimiilatif dagilim fonksiyonunun

(cdf) bulunmasi, UPL dagilimina ait hazard fonksiyonu ve yiizdelik fonksiyonu, UPL



dagiliminin beklenen deger ve varyansinin hesaplanmasi ve UPL dagiliminin ¢arpiklik
ve basiklik katsayisi gibi ¢esitli karakteristik ozellikleri detayli olarak incelenmistir.
Ucgiincii boliim parametre tahminine ayrilmistir. UPL dagilimmnin parametrelerini
tahmin etmek amaciyla ML, LS, WLS, CVM, AD ve RAD tahmin edici yontemleri
kullanilmistir. Bu tahmin edici yontemlerinin etkinlikleri de simiilasyon ¢alismasi ile
karsilagtirilmistir. Ayrica, ML tahmin edici yontemine dayali giiven aralii tahmini
yapilmistir. Dordiincii boliimde ML tahmin edici yOnteminin performansinin
degerlendirilebilmesi i¢in bir simiilasyon ¢aligmasi yapilmis ve farkli unit dagilimlar
ile etkinliginin karsilagtirilmas: amaciyla gercek veri seti ilizerinde uygulama
yapilmistir. Tez g¢aligmasinin son bdliimiinde ise calisma sonucunda elde edilen

bilgilerin ve verilerin degerlendirilerek sonuc¢landirilmasi yer almaktadir.



BOLUM 2. UNIT POWER LINDLEY DAGILIMI

Lindley dagilimi ilk kez Lindley (1958) tarafindan onerilmistir. Bu dagilim, B 6lgek
parametreli iistel dagilim ile sekil parametresi 2 ve dlgek parametresi f olan gamma
dagilimmin karmasi1 yardimiyla elde edilir. Bdylece, Lindley dagiliminin pdf’i

asagidaki gibi verilir:

f&:B) =pfit; B) + (1 = p)f2(t; 2, B).

Burada
- B g — —-Bt . — P2 —pt <
P=3 fi(t; B) = Be ve  f(t2,B) =p-te dir.

Dolayisiyla

132
p+1

ft:B) = 1+tePt>0vep>0 @.1)

seklindedir. Esitlik (2.1) kullanilarak cdf asagidaki gibi elde edilir:

Fit;B) =1- <1 + %) e Pt (2.2)

Ghitany ve ark. (2008) Lindley dagiliminin matematiksel 6zelliklerinin iistel tipteki
dagilimlardan daha esnek oldugunu gostererek, bu dagilimin o&zelliklerini ve
uygulamalarini, yasam analizinde ¢alismislardir. Daha sonra daha esnek o6zelliklere
sahip olasilik dagilimlart elde etmek amaciyla Lindley dagilimimin ¢esitli

genellestirmeleri Onerilmistir.



1
Eger T rastgele degiskeni Lindley dagilimina sahip ise Y = T« rastgele degiskeni de
PL dagilimina sahip olacaktir. Ayrica PL dagilimi a sekil parametreli ve  6lgek
parametreli genellestirilmis gamma dagilimmin karmasi olarak elde edilebilir. Yani

pdf asagidaki gibi yazilir:

f;a,B) =pfiy;a, ) + A —p)2(y; 2,a,B).

Burada
p=- AGiaB) = afy e ve (2, 8) = af?y* e drr

Dolayisiyla

a 2

1+p

foiaB) = 1+yDy“ e y>0,a>0vef >0 (2.3)

olarak bulunur. Buradan dagilimin cdf ise asagidaki gibi elde edilir:

Fiy;a, ) =1— (1 + fi’aﬁ) o—BY" (2.4)

Buradan, eger Y rastgele degiskeni PL dagilimina sahip ise X = % rastgele degiskeni

de UPL dagilimina sahip olacaktir. Béylece, yukarida verilen (2.4) denkleminde x =

% doniistimii uygulanarak UPL dagilimina ait pdf agagidaki gibi elde edilmistir:

g - FELVES
fOsap) = 1a+ B <1 + (1 ix) )(1 ix) € B(l_X) <(1 — x)z)' (2.5)

Sekil 2.1 ile UPL dagilimmin farkli @ ve [ parametre degerleri i¢in pdf grafikleri

cizdirilmigtir. Bu grafikte dagilim, farkli parametre degerlerine gore oldukca farkli



davraniglar sergilemektedir. Farkli parametre degerleri i¢in ¢izdirilen grafiklere ayri
ayr1 bakildiginda, tanimlanan aralikta ¢arpiklik ve basiklik ozellikleri bakiminda
oldukca esnek bir yap1 sergilendigi goriilmektedir. Ayrica grafigin tek tepeli oldugu

goriilmektedir.
5 T T T T T T T T T
a=0.6; 6=0.5
45— — —a=1;p=1
a=2; 3=1
4+ «=0.8; =2
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Sekil 2.1. UPL dagilimmin a ve § parametrelerinin farkli degerleri i¢in pdf davranis:

UPL dagilimimin cdf ise, | Ox f(s)ds = F(x) integral ifadesinin ¢oziimlenmesi ile

Fo) = 1— e PE%) [1 + <[% (1 f x)“)]’ (2.6)

seklinde elde edilmistir.

Sekil 2.2 ile UPL dagiliminin farkli @ ve f parametre degerleri icin cdf grafikleri

verilmistir.
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Sekil 2.2. UPL dagilimmin a ve § parametrelerinin farkli degerleri i¢in cdf davranisi

2.1. UPL Dagihminin Ozellikleri

Bu kisimda, UPL dagilimina ait hazard fonksiyonu, yiizdelik fonksiyon, beklenen

deger ve varyans, ¢arpiklik ve basiklik katsayilar1 incelenecektir.
2.1.1. UPL Dagilimimnin Hazard Fonksiyonu

UPL dagilimimin hazard fonksiyonu

- f)

) =5 " T=F@)

seklinde ifade edilmektedir. Burada S(x) fonksiyonu UPL dagilimmin yagam
fonksiyonunu ifade etmekte olup dagilim fonksiyonu F(x)’in 1’den ¢ikarilmasiyla

bulunmaktadir:

s =1-rt0= (13- o+ (1 (2 )




=) 14 (5 ()] 7
Buradan, UPL dagiliminin hazard fonksiyonu

af?x (1 — x)% + x%) (2.8)
B+ 1A — x)2a+1 4 xa(1 — x)a+1

h(x) =

seklinde elde edilmistir.
2.1.2. UPL Dagiliminin Yiizdelik Fonksiyonu

UPL dagiliminin yiizdelik (quantile) fonksiyonuna ulasabilmek i¢in, PL dagiliminin
yiizdelik fonksiyonundan yararlanilmaktadir. PL dagilimina ait yiizdelik fonksiyon

asagida verilmistir.

1

1 1 1 %
F1(w) :[— _E_Ew_l (—%(1—@)‘ .

Boylece % doniistimii  kullanilarak, UPL dagiliminin yiizdelik fonksiyonuna

1
ulagilabilir. Buradan Y = F~1(u) = [—1 — % — %W_l (—%(1 — u))]a gibi

diistintiliir ise UPL dagilimina ait ytlizdelik fonksiyonu asagidaki gibi olacaktir:

|~

a
(e ) (2.9)
1+F-1(u) 1

1+ —1—%—%W_1<—%(1—u)>]a

QW) = Fyp,(w) =

Burada W_; ifadesi Lambert W fonksiyonunun negatif kismin1 gostermektedir.

Lambert W fonksiyonu;

10



fw) =we” =z,

fonksiyonunun tersi olarak tanimlanmaktadir. Burada e" iistel fonksiyon, w ise

karmagik bir say1y1 ifade etmektedir.

W (z) fonksiyonu;
z=W(z)e"®,

esitligini saglayan degerleri alan bir fonksiyondur.
2.1.3. UPL Dagiliminin Beklenen Deger ve Varyansi

UPL dagilimin beklenen degerine ulasabilmek icin, asagidaki integralin ¢oziimiinii

yapilacaktir:

E(X) = fle(x)dx.

Bilindigi iizere UPL dagilimina ait pdf asagidaki sekilde ifade edilebilir:

2

1afﬂ (1 + (1 f x)a) (1 f x)a_1 e_ﬁ(%)a <(1—%)2)

Beklenen deger i¢in gerekli fonksiyon ise asagidaki sekilde ifade edilmistir:

o0 = ({510 (7)) () o

f(x;a,b) =

UPL dagilimin varyansinin hesaplanmast igin;

11



Var(X) = E(X?) — (E(0))°

ifadesinin degeri bulunmalidir. Bunun i¢in gerekli olan ifade ise su sekildedir:

E(X?) = flxzf(x)dx,

o = [ 0 ({55 (04 () 5 (=)o

esitliginin degeri bulunmalidir. Burada gerekli integral islemleri yapilmistir ve agik bir
¢oziime ulasilamamustir. Integrallerin ¢oziimleri niimerik olarak MATLAB 2017b

programinda hesaplanmustir.
2.1.4. UPL Dagilimi icin Carpikhik ve Basikhik Katsayilar:

Carpiklik; olasilik kurami ve istatistik bilim dallarinda bir reel degerli rastgele
degiskenin olasilik dagiliminin simetrik olamayisinin dl¢tilmesidir. Carpiklik katsayisi
liclincli standardize edilmis moment olup y; ile ifade edilmekte ve soyle

tanimlanmaktadir:

_ MK
a3

V1

Burada, p; itgclincli ortalama etrafindaki momenti ve ¢ standart sapmay1
gostermektedir. Buna gore, UPL dagilimi i¢in ¢arpiklik katsayist agagidaki gibi elde

edilecektir:

X —m\3]  E[X3] - 3u[X?] + 3u2E[X] — 13
yl:El( a#)l: [X3] — 3ul ]0:# [X]—nu

_ EIX°] - 3p((X?] — pEX]) — 4
0-3

12



_E[X?] = 3uc® —p?

o3

Buradan E[X3] ise asagida yer alan integralin ¢oziimii ile elde edilecektir:

E(X3) = f1x3f(x)dx.

E(X?) = f

o1 x <1afzﬁ (1 + (1 f x)a) (1 f x)“‘l e_ﬁ(%)a (ﬁ)) dx.

Integralin acik bir ¢oziimiine ulasilamadig1 icin ¢dziimii niimerik olarak MATLAB

2017b programinda hesaplanmistir.

UPL dagilim1 i¢in basiklik katsayis1 ise agagidaki gibi incelenmistir: Basiklik; bir reel
degerli rastgele degisken icin olasilik dagiliminin, grafik gésteriminden tanimlanarak
ortaya ¢ikarilan bir kavram olan, sivrilik veya basiklik 6zelliginin 6l¢limiidiir. Basiklik
katsayist dordiincli standartlastirilmis moment olup y, ile ifade edilmekte ve soyle

tanimlanmaktadir:

_H

Y2 ===
i

Burada pu, dordiincii ortalama etrafindaki momenti ve o standart sapmayi
gostermektedir. Buna gére UPL dagilimi icin basiklik katsayisi asagidaki gibi elde

edilecektir:

_ X em'] L Elx -]
“‘EK - )l_(E(X—u)Z)Z'

Burada u = E(X)’tir.
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Tiim bunlar sonucunda; UPL dagilimi i¢in beklenen deger, varyans, ¢arpiklik ve
basiklik katsayilari, farkli sekil ve Olgcek parametre degerleri icin Matlab 2017b

programinda hesaplanmis ve Tablo 2.1°de yer alan sonuglar elde edilmistir.

Tablo 2.1 UPL dagiliminin @ ve f§ parametrelerinin farkli degerleri i¢in beklenen deger, varyans,
carpiklik ve basiklik katsayis1 degerleri

2

u o 141 Y2

a=06,=05 07262 0.0717 -1.2457 2.7020

a=1,=1 0.5000 0.0482 -0.4318 1.3651
a=2,=1 0.4947  0.0171 -0.7773  2.0124
a=08,=2 0.3127 0.0464 0.3655 0.6968
a=1,=3 0.2500 0.0272  0.4716  0.8638
a=2,=3 0.3438 0.0142 -0.2909 1.5132

Tablo 2.1°de yer alan degerlere bakildiginda, ¢arpiklik katsayisi degerlerinin (y,)
pozitif ve negatif oldugu goriilmistiir. Pozitif carpiklik katsayis1 saga carpikligi,
negatif carpiklik katsayisi ise sola ¢arpiklig: ifade etmektedir.

Bu calismada ele alinan UPL dagilimin basiklik katsayisi degerleri incelendiginde,
degerler arasindaki farklilik ¢izdirilen grafigin kuyruklarinin oldukga sivri tepeli
oldugu sonucunu vermektedir. Bu da ele alinan UPL dagilimin tanim aralig1 i¢inde

oldukca esnek davranislar sergiledigini agiklamaktadir.

a ve [ parametrelerinin farkli degerleri i¢in hem saga ¢arpiklik hem de sola ¢arpiklik
s0z konusudur. Bu bilgilerin dogrulugu UPL dagiliminin Sekil 2.1°de ¢izdirilen pdf’e
ait grafige bakilarak yorumlanabilir. Ayn1 zamanda a ve f parametrelerinin farkli
degerleri i¢in beklenen deger, varyans, carpiklik ve basiklik katsayis1 degerlerine ait
grafikler Matlab R2017b programi kullanilarak Sekil 2.3 ve Sekil 2.4’te verildigi gibi

cizdirilmistir.

14



ORTALAMA
VARYANS

Sekil 2.3. UPL dagiliminin a ve § parametrelerinin farkli degerleri igin ortalama deger ve varyansi

CARPIKLIK
BASIKLIK

Sekil 2.4. UPL dagilimmin a ve § parametrelerinin farkli degerleri i¢in garpiklik ve basiklik katsayisi
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BOLUM 3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Parametre Tahmini

Bu boliimde, UPL dagiliminin parametrelerini tahmin etmek amaciyla ML, LS, WLS,
CVM, AD ve RAD tahmin edici yontemleri kullanilacaktir.

3.1.1. En Cok Olabilirlik Tahmin Yo6ntemi

X1, X2, ..., X, UPL dagilimindan n boyutlu rastgele bir 6rneklem olsun. Bu dagilima ait

olabilirlik fonksiyonu asagidaki gibidir:

e =] | B+ (L)) ()T

l

Buradan, olabilirlik fonksiyonun logaritmasi alinarak log-olabilirlik fonksiyonu

asagidaki gibi yazilir:

1—x;

+Zlog <1 + <1 fixi)a) B Z log(1 —x)?*+ (a—1) Z:l: log <1f—’xl) (3.1

(a,B) = nlog(a) + 2nlog(B) — nlog(1 + B) — ﬁz < X; )a

Dolayisiyla, ¢(a, ) fonksiyonunun a ve [ parametrelerine gore en ¢ok olabilirlik

tahmin edicileri asagidaki gibi elde edilir:

16



i=1

- ( fi i)alog( fi i) n i
+; 1 1x+(1f—ixi1)ax +;108<1ixi):0’ (3.2)
%M’m :%"_ 113 _Zn:<1 iixl-)a =0 (3.3)

Dolayisiyla, § parametresi igin ML tahmin edicisi 8 asagidaki sekilde bulunmustur:

N4 N4 2 Ny
_( ?=1(1 flxi) _n) +\/( ?:1(1 fL"i) _n) T8 Yin (1f—lxl)
Bl = : - B9
25t (725)

1—xi

Ayrica @ asagidaki dogrusal olmayan denklemin ¢ézlimii ile elde edilir:

X; X;
- (1 —lxl) log 1—lxl-) - ] i \_
+Z X \° +Z 09(1—xi)‘ ' (3.5)

Burada elde edilen esitlikler analitik olarak bir ¢oziime ulasamamaktadir. Esitliklerin

¢Oziimii icin niimerik yontemler kullanilarak ML tahmin edicileri elde edilecektir.

3.1.1.1. Giiven Arahgi

UPL dagilimina ait Fisher bilgisi matrisi asagidaki adimlar izlenerek hesaplanabilir.
UPL dagilimi igin 8 = (@, B)T olmak iizere tek bir gozleme dayali @ parametre

vektoriinlin beklenen degeri Fisher bilgi matrisini verir:

17



2

06,06,

10) = [1,;(®)] =E log f(x;; 0)|.

Burada logf(x;;0), UPL dagilmmin (2.5) ile verilen pdf’nin logaritmasini
gostermektedir. Daha acik yazilacak olursa Fisher bilgi matrisi asagidaki sekilde ifade
edilebilir:

2

00,00

da? dadp

0*log f(x;; 0) 0*log f(x;;0)\ |
E(‘ 2Baa ) E(‘ op? )

. (_ 0% log f (x; e)) . (_ 0% log f (x; e))
10) = E

log f (x; 0)] =

Buradan Fisher bilgi matrisinde yer alan tlirevler agagidaki gibi alinur:

0%logf(x;;0) 1 ﬁ< i )“log< X; )2

da? a2 T\l -y 1—x;

log (1 fixi)z (Z%) log (5 fixi)z (3 fixi)za

() () +)

+

O%logf(x;0) 2 1
ap? OB A+ B
0%log f(x;;0) X \% Xi
9P __<1—xl-) lOg<1—xi)'

UPL dagilimi i¢in Fisher bilgi matrisi hesaplanirken, yukarida yer alan tiirev
ifadelerinin beklenen degerlerinin kapali bir formu elde edilemeyeceginden gozlenmis
Fisher bilgi matrisi I*(@) hesaplanacaktir. Yani beklenen deger almak yerine (3.7) ile
verilen UPL dagiliminin log-olabilirlik #(a, ) fonksiyonunun ilgili parametrelere

gore tlirevi aliarak gdzlenmis Fisher bilgi matrisi agagidaki gibi elde edilir:

1*(0) = [111 Iy, ]’

121 122

18



028 (a, B) n - X \* X \?
111_ da? __?_'[32(1—)61) 10g<1—xi)

wE T TR

R Y N

i=1

_0%(a,p)  2n n

Bilindigi iizere ML tahmin edicisinin asimptotik dagilimi normal dagilima yakinsar:
- D _
Vn(6 - 8) - N, (0,1* 1(9)).

D
Burada — dagilimda yakinsamay ifade ediyor olup I*~*(0), I*(6) gbzlenmis Fisher

bilgi matrisinin tersine esittir. Yani,

1 .10 1Ly I\ ([ Var(a@) Cov(a,p)
2@ =50 ) _<Cov(c’f,,[?) var(g) )

dir. Boylece, a ve [ parametrelerinin asimptotik 100(1 — §)% giliven araliklari

sirastyla su sekilde olusturulur:



Burada § anlamlilik diizeyini ve z, ise standart normal dagilimin st g. yiizdeligini

gostermektedir.
3.1.2. En Kiiciik Kareler Tahmin Yontemi

X1, Xp, ..., X, UPL dagilimindan n boyutlu rastgele bir drneklem olsun. @ ve [
parametreleri i¢in LS tahmin edicileri asagidaki esitligin parametrelere gére minimum

yapilmasiyla elde edilir:

n . 2

S@p =) (F(x(i)) -— 1) . (3.6)

i=1

Burada, x(;y, i = 1,...,n UPL dagilimindan n boyutlu rasgele bir drneklemin sirali
istatistiklerini ve n%l, (i=1,....,n),F (x(l-)) nin beklenen degerini gostermektedir.

(2.6)’ da verilen UPL dagilimmin cdf’i (3.6)’da yerine yazilip sirasiyla a ve f
parametrelerine gore tiirev alinir ve parametrelerin LS tahmin edicileri asagidaki lineer

olmayan denklemlerin ¢6ziilmesi ile elde edilir:

NgE

> (Flr ) = ) ulrr ) =0,

...
I
ey

NgE

> (Flx @ B) = ) el ) = 0

~
1l
=

UPL dagiliminin, dagilim fonksiyonunun @ parametresine gore tiirevi A, (x, a, f) =

AF(x)

~ Ve [ parametresine gore tiirevi A, (x,a,B) = 4@

25 asagidaki sekilde elde

edilmisgtir:

e = (25) 100 () (64 755 )-71) 09
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IF(X)  _p( %) « B « 1
A (x,a,B) = Bx _ o h(S) (1:5) (1+/>’+1(1ix) +(/3+1)2>' (3.8)

3.1.3. Agirhiklandirilmis En Kiiciik Kareler Tahmin Yontemi

a ve [ parametrelerinin WLS tahmin edicileri, asagidaki denklemin ilgili

parametrelere gére minimize edilmesiyle elde edilmistir.

n . 2

[
W) =) wi(Fw)-—) (3.9)
i=1
Burada w; = ! = D (n2) (i= .,n) seklindedir.

V(F(X(i))) - i(n—i+1)

UPL dagilimina ait dagilim fonksiyonu kullanilarak a ve f parametrelerinin WLS
tahmin edicileri asagidaki dogrusal olmayan yontemlerin ¢oziimii ile su sekilde elde

edilir:

n

Zﬁ@("m:a B) - )Al(x(l),a B) =

l_

n

;mO?(x(O,Q ﬁ) )Az(x(l),a ,3) =0.

Burada A;(x,a,B) ve A,(x,a, B) ifadeleri, sirasiyla (3.7) ve (3.8)’de bulundugu
gibidir.

3.1.4. Cramér von Mises Tahmin Yontemi

a ve [ parametrelerinin CVM tahmin edicileri asagidaki denklemin ilgili

parametrelere gére minimize edilmesiyle elde edilmistir:

21



C(a,B) =% Z(F(xo)) —212:1 1) : (3.10)

Parametrelerin CVM tahmin edicileri, asagidaki dogrusal olmayan denklemlerin

¢Ozimii ile su sekilde elde edilir:

-1

(F(x(l), )A1(x(i)'0!;,3) =0,

-1

Ds 1D

> (Fxo @) = 25 da(x ) =0

‘..
1l
Jy

Burada A;(x,a,B) ve A,(x,a, B) ifadeleri, sirasiyla (3.7) ve (3.8)’de bulundugu
gibidir.

3.1.5. Anderson Darling Tahmin Yontemi

a ve B parametrelerinin AD tahmin edicileri asagidaki denklemin ilgili parametrelere

gore minimize edilmesiyle elde edilmistir:

Ala,B) = —n — %Z(Zi — Dlog [F(xa)) (1 - F(xa*)))] : (3.11)

Burada, i* =n —i+ 1 dir.

Parametrelerin AD tahmin edicileri, asagidaki dogrusal olmayan denklemlerin ¢6ziimii

ile elde edilir:

Con o[BG @B) My @ B)]
2. “[Foc@,a,m Fla o f))
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o [B2(Fo @B)  Ba(xey @ B)]
2. “lm,mﬁ) Flcayaf)]

i=1

Burada A;(x,a,B) ve A,(x,a, B) ifadeleri, sirasiyla (3.7) ve (3.8)’de bulundugu
gibidir.

3.1.6. Right Tail Anderson Darling Tahmin Yontemi

a ve § parametrelerinin RAD tahmin edicileri asagidaki denklemin ilgili parametrelere

gore minimize edilmesiyle elde edilmistir:
n 1 n
n -
R(a,B) = ok 2 Z (F(x(l-))) — EZ(ZL —1)log (1 - F(x(i*))). (3.12)
i=1 i=1

Parametrelerin RAD tahmin edicileri, asagidaki dogrusal olmayan denklemlerin

¢Ozimii ile elde edilir:

ZZ Ay (xqy, a, ,8) Z(Z 1 Ay (xqy @, B) _ 0,

F(xq), a, ﬁ) 1—F(xg, a,B)

_ZzAz(x(l),aﬁ) Z(Z Az(x(i*)»“rﬁ) — 0.

F(xq), a,B) 1 — F(xg+y, a,B)

Burada A;(x,a,B) ve A,(x,a, B) ifadeleri, sirasiyla (3.7) ve (3.8)’de bulundugu
gibidir.
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BOLUM 4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Simiilasyon Calismasi

Burada oOnceki bolimde ele alman ML, LS, WLS, CV, AD ve RAD tahmin
yontemlerinin performanslarini karsilagtirmak i¢in simiilasyon c¢alismast yapilmaistir.
Bunun icin tahmin edicilerin yan ve MSE degerleri her bir parametre igin
hesaplanmistir. Ayrica, ML tahmin edicileri i¢in 100(1 — &) giiven aralig1 ve kapsama

olasiliklar1 (covarage probabilty, CP) hesaplanmaistir.
4.2. Rastgele Say1 Uretme Prosediirii

X rastgele degiskeni a ve [ parametreli UPL dagilimma sahip olmak iizere
(X ~UPL(a, B )) bu dagilimdan rastgele say1 iiretme agagida yer alan algoritma

kullanilarak gergeklestirilebilir.

Algoritma: Bu algoritma UPL dagilimina ait ters dagilim fonksiyonu ile rastgele say1
iiretme prosediiriine dayanmaktadir.
1. (0,1) araliginda diizgiin dagilimdan rastgele say1 iiret:
U~Uniform(0,1),i =12,..,n.

Y

2 Xi=|-1-5-5W, (—%(1 - Ui))] , =12, ., ile verilen esitligi

kullanarak say iiret.
4.3. Hesaplama ile lgili Detaylar

Simiilasyon ¢alismasi icin rastgele 6rneklem belirli @ ve f parametreleri ile UPL

dagilimindan (X ~UPL(a, B )) yukarida verilen rastgele sayi iiretme algoritmasi
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kullanilarak {iretilmistir. Simiilasyon ¢alismasinin detaylar1 asagidaki gibi

Ozetlenebilir:

Simiilasyon c¢aligmasi igin tekrar sayis1t N = 1000 olarak alinmastir.
Simiilasyon caligmasi icin parametre degerleri (a,B) =
(1,1),(1,3),(2,1),(2,3),(0.8,2), (0.6,0.5) olarak alinmistir. Bu parametre
degerleri icin Sekil 2.1’de verilen farkli sekil ve Olgek parametreleri
kullanilarak ¢izdirilen UPL dagilim grafikleri temel alinmistir. Cesitli
karakteristik 6zellige sahip veri setlerini modelleyebilmek i¢in farkli a ve
degerleri kullanilmistir.

Simiilasyon i¢in 6rnek hacmi n = 25,50, 100, 200 olarak alinmistir.
Simiilasyon ¢aligmas1 ve gercek veri uygulamast MATLAB R2017b programi
kullanilarak yapilmstir.

Elde edilen tahmin edicilerin performans karsilagtirmalar1 simiilasyon
sonucunda bulunan yan ve MSE degerleri kullanilarak yapilmistir. Yan ve

MSE degerleri i¢in formiiller asagida yer almaktadir:

Bias(d) = @ — «a, Bias(B) = B — B,
MSE(@) =23¥X,@ - ).  MSE(R)=>3L,(B.-p)".

Burada @ = %Z?’:l a, ve B = %Zé\':l B, dir. Ayrica, a ve B gergek
parametre degerlerini, a; ve f; ise i. simiilasyonda elde edilen tahmin
degerlerini gostermektedir.

ML tahmin edicileri i¢in 100(1 — a) giiven araligi ve CP hesaplanirken
(a,B8) = (1,1),(1,3),(2,1),(2,3),(0.8,2), (0.6,0.5) olarak alinmistir. Ayrica,
anlamlilik diizeyi § = 0.05°dir. Giiven araliklar1 alt Boliim 3.1.1.1°de verilen
denklemler yardimiyla hesaplanacaktir.

Performans karsilastirmasi i¢in tahmin edici ydntemlerinde her bir
parametrenin tahmin edicisi MATLAB R2017b programinda yer alan

“fminsearch” fonksiyonu kullanilarak bulunmustur.
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4.4. Simiilasyon Sonuclari

Farkl1 6rneklem hacimleri ve parametre degerleri igin elde edilen simiilasyon sonuglari

Tablo 4.1, Tablo 4.2, Tablo 4.3, Tablo 4.4, Tablo 4.5, Tablo 4.6’da verilmektedir.

Tablolardan elde edilen sonuglara bakildiginda, 6rneklem boyutunun (n) arttikca
tahmin edicilerin yan degerlerinin 0’a olduk¢a yakin degerler aldigi ve tahmin

edicilerin yan degerlerinin azalarak ihmal edilebilir diizeylere geldigi goriilmektedir.

Tablo 4.1°de gergek parametre degerleri @ = 1 ve f = 1 iken elde edilen simiilasyon
sonuglar1 verilmistir. MSE degerlerinin Orneklem sayis1 (n) arttikga azalmasi
beklenmektedir. Simiilasyon sonucunda bu beklentinin biitiin tahmin ediciler i¢in
saglanmis oldugu tabloda goriilmektedir. Aym1 zamanda MSE degerinin sifira
yakinsamasi tahmin edici yonteminin ihmal edilebilir hata payima sahip oldugunu ve
performansinin olduk¢a iyi oldugunu ifade etmektedir. Tiim bunlar dogrultusunda
orneklem sayisindaki degisime bagl olarak @ ve f icin en kiiciik MSE degerlerine
sahip veriler koyu renk ile gosterilmekte olup AD tahmin edici yonteminin bu

parametre degerleri i¢in en etkin oldugu gézlemlenmistir.

Tablo 4.2’de parametre degerleri « =1 ve f = 3 iken elde edilen simiilasyon
sonuglar1 verilmigtir. MSE degerlerine gore her iki parametre tahmini i¢inde ML
tahmin edici yonteminin en etkin yontem oldugu gézlemlenmistir. ML tahmin edici
yontemini etkinlik siralamasina gore her iki parametre tahmini i¢in AD ve RAD

tahmin edici yontemleri takip etmektedir.

Tablo 4.3’te parametre degerleri « = 2 ve f = 1 iken elde edilen simiilasyon sonuglari
verilmigstir. Her iki parametre tahmini i¢in ¢ogunlukla en kiigiik MSE degerine sahip
AD tahmin edici yonteminin performansinin diger tahmin edici yontemlerine gore en

iyi oldugu gozlemlenmistir.

Tablo 4.4’te « = 2 ve § = 3 iken elde edilen simiilasyon sonuclar1 verilmistir. @ ve §

parametrelerinin 6rneklem sayisinin biitiin 6rneklem boyutlari icin ML tahmin edici
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yonteminde en kiiciik MSE degerlerine sahip oldugu ve bu yontemin diger tahmin
edici yoOntemlerine gore en etkin oldugu gozlemlenmistir. ML tahmin edici
yonteminden sonra ise « i¢in AD tahmin edici yontemi ve 8 i¢cin de RAD tahmin edici

yonteminin en yliksek etkinlige sahip oldugu sonucuna varilmaktadir.

Tablo 4.5’te « = 0.8 ve f = 2 iken elde edilen simiilasyon sonuglar1 verilmistir. Tiim
orneklem hacimlerinde, ¢ ve [ parametrelerinin ML tahminlerinin en kiigiik MSE
degerlerine sahip oldugu sadece [ nin bir degeri i¢in AD tahmin edici yonteminin en
iyi oldugu goriilmiistiir. Sonug olarak bu parametre degerleri i¢in ML tahmin edici

yontemi en etkin yontemdir.

Tablo 4.6’da @ = 0.6 ve § = 0.5 iken elde edilen simiilasyon sonuclar1 verilmistir. «
ve [ parametrelerinin 6rneklem boyutunun neredeyse biitiin farkli degerleri icin ML
tahmin edici yonteminde en kiiclik MSE degerlerine sahip oldugu sadece a’nin bir
degeri i¢in RAD tahmin edici yonteminin en iyi oldugu goriilmiistiir. Sonug olarak bu

parametre degerleri icin ML tahmin edici yontemi en etkin yontemdir.

Tablo 4.7°de @ ve B parametrelerine gore hata kareler ortalamasi en kiigiik olan
degerler ve bu degerlerin hangi tahmin yontemine ait oldugu 6zet bir sekilde yer
almaktadir. ML tahmin yonteminin digerlerine goére en etkin yontem oldugu sonucu

acikca goriilmektedir.

Tablo 4.8°de @ ve f parametrelerinin ML tahmin edicileri i¢in farkli Grneklem
biiyiikliiklerine gore CP ve AW degerleri verilmektedir. Tablodan asagida yer alan
sonuclar elde edilmistir. Ayrica, CP degerleri gercek deger olan %95 diizeyine oldukga
yakin bulunmustur ve AW degerleri de beklendigi lizere 6rneklem sayisi arttikca

azalmaktadir.
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Tablo 4.1. & ve f igin simiile edilmis yan ve MSE degerleri

a=1lvef =1

n ML LS WLS CvV AD RAD

0.0637  -0.0031  0.0066  0.0597  0.0148  0.0353
(0.0351)  (0.0370)  (0.0323)  (0.0499)  (0.0269)  (0.0331)

D

n=25 2 0.0020  0.0096  0.0093  0.0041  0.0080  0.0002
(0.0360)  (0.0184)  (0.0183)  (0.0206)  (0.0180)  (0.0194)

a 0.0266  -0.0056  0.0018  0.0237  0.0044  0.0106

(0.0131)  (0.0168)  (0.0136) (0.0185)  (0.0122)  (0.0131)

n=>50 2 0.0023  0.0044  0.0033  0.0013  0.0032  0.0007
(0.0164)  (0.0086)  (0.0083)  (0.0090)  (0.0084)  (0.0090)

a 0.0180  0.0027  0.0079 00173  0.0077  0.0112

(0.0063)  (0.0083)  (0.0067)  (0.0088)  (0.0063)  (0.0069)

n =100 2 0.0051  -0.0010  -0.0017  -0.0026  -0.0015  -0.0028
(0.0086)  (0.0046)  (0.0045)  (0.0047)  (0.0045)  (0.0047)

a 0.0061  -0.0019  0.0009  0.0054  0.0004  0.0035

(0.0027)  (0.0034)  (0.0027)  (0.0035)  (0.0026)  (0.0029)

" P 0.0021  0.026 00024  0.0017  0.0026  0.0014

(0.0043)  (0.0023)  (0.0022)  (0.0023)  (0.0022)  (0.0024)

*Tahminlerin MSE degerleri parantez i¢inde verilmistir. En kiigiik MSE degerleri koyu metin ile
gosterilmistir.

Tablo 4.2. & ve f igin simiile edilmis yan ve MSE degerleri

a=1lvef =3
n ML LS WLS ()% AD RAD

a 0.0440 0.0127 0.0249 0.0781 0.0359 0.0650

(0.0279)  (0.0437)  (0.0405) (0.0570) (0.0363)  (0.0489)

n=25 I 0.0372 -0.2512 -0.2252  -0.0482 -0.1985 -0.1537

(0.1720)  (0.6312) (0.5761) (0.8172) (0.4944) (0.5275)

a 0.0202 0.0108 0.0195 0.0425 0.0237 0.0353

(0.0136) (0.0201) (0.0170) (0.0234) (0.0160)  (0.0188)

n =50 I 0.0498 -0.3272 -0.3076  -0.2399 -0.2960  -0.2808

(0.1265) (0.2788) (0.2412) (0.2591)  (0.2285)  (0.2210)

a 0.0130 0.0203 0.0272 0.0360 0.0265 0.0349

(0.0067) (0.0106)  (0.0090) (0.0119) (0.0084) (0.0101)

n =100 I 0.0408 -0.3304  -0.3140  -0.2884  -0.3150  -0.3031

(0.0768) (0.1980) (0.1718) (0.1792)  (0.1682)  (0.1618)

a 0.0088 0.0250 0.0285 0.0328 0.0275 0.0351

200 (0.0034) (0.0056) (0.0048) (0.0062)  (0.0046)  (0.0060)
n=

2 00232  -03325 -03217 -03119  -0.3234  -03126
(0.0391)  (0.1537)  (0.1392)  (0.1421)  (0.1392)  (0.1324)

*Tahminlerin MSE degerleri parantez i¢inde verilmistir. En kiigiik MSE degerleri koyu metin ile
gosterilmistir.
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Tablo 4.3. @ ve f8 igin simiile edilmis yan ve MSE degerleri

a=2vef =1
n ML LS WLS eV AD RAD

2 01007 -0.0198  -0.0070 _ 0.1031 _ 00118 00386

(0.1245)  (0.1558)  (0.1333)  (0.1930) (0.1037)  (0.1192)

n=2 00059 00165 00155 00120 00142  0.0087
(0.0356)  (0.0192) (0.0185) (0.0221) (0.0185)  (0.0199)

2 0042 00300 -00128 00282 -0.0058 _ 0.0078

(0.0530)  (0.0591) (0.0505) (0.0631) (0.0459)  (0.0499)

=50 00062 00112 00100 00082 00099  0.0072
(0.0171)  (0.0086)  (0.0086) (0.0090)  (0.0086)  (0.0091)

2 00242 -00088 00024 00203 _ 00018 _ 0.0080

(0.0241)  (0.0319) (0.0256) (0.0334)  (0.0239)  (0.0267)

n=100 » 00010 00042 00032 00026 00034  0.0022
(0.0082)  (0.0044) (0.0042) (0.0045) (0.0042)  (0.0046)

a 00143 00052 00018 00092 _ 00008 _ 0.0088

(0.0120)  (0.0155) (0.0121) (0.0158)  (0.0120)  (0.0132)

n=200 00004 00012 00011 00004 00013  -0.0003

(0.0042)  (0.0023)  (0.0022)  (0.0023)  (0.0022)  (0.0024)

*Tahminlerin MSE degerleri parantez i¢inde verilmistir. En kiigiik MSE degerleri koyu metin ile
gosterilmistir.

Tablo 4.4. @ ve f8 igin simiile edilmis yan ve MSE degerleri

a=2vef =3

n ML LS WLS eV AD RAD

2 01146 00409 00649  0.1734 _ 00850  0.1461
(0.1407)  (0.1949)  (0.1810) (0.2550) (0.1559)  (0.2197)

n=2 01617  -02791  -02528  -0.0761 02490  -0.2040
(0.3773)  (0.8552) (0.7858) (1.1870) (0.4746)  (0.5428)
2 00466 00297 00479 00933 _ 00528  0.0868
(0.0587)  (0.0862) (0.0744) (0.1007) (0.0693)  (0.0893)
n=50 00947  -03232  -03012 02356 02929  -02687
(0.1830)  (02926) (02506) (02762) (0.2403)  (0.2319)
2 00301 00455 00578 00771 _ 00580 00754
(0.0268)  (0.0413) (0.0353) (0.0467)  (0.0340)  (0.0403)
n=100 » 00585  -03160 03019 -02744  -03006  -0.2881
(0.092) (0.1952) (0.1698) (0.1778) (0.1671)  (0.1606)
2 00147 00509 00568 00666 00547 00707
o (0.0125)  (0.0228) (0.0191) (0.0251) (0.0181)  (0.0216)
n= A

2 0.0264  -03267 -03168  -0.3059  -0.3187  -0.3067
(0.0391)  (0.1510)  (0.1364)  (0.1396)  (0.1364)  (0.1286)

*Tahminlerin MSE degerleri parantez i¢inde verilmistir. En kiigiik MSE degerleri koyu metin ile
gosterilmistir.
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Tablo 4.5. & ve f8 igin simiile edilmis yan ve MSE degerleri

a=08vef =2

n ML LS WLS CvV AD RAD

2 00500 00304 00375 00853 00446 00627

(0.0223)  (0.0311) (0.0274) (0.0428) (0.0235)  (0.0316)

n=2 00661  -0.1830 -01772  -0.1139  -0.1700  -0.1642
(0.1345)  (0.1514)  (0.1387)  (0.1685)  (0.1270)  (0.1300)

2 00256 00296 00347  0.0561 _ 00365 00480

(0.0093)  (0.0147) (0.0126) (0.0181) (0.0116)  (0.0141)

=50 00452  -0.1882  -0.1820 -0.1568  -0.1792  -0.1759
(0.0639)  (0.0890) (0.0817) (0.0854) (0.0771)  (0.0769)

2 00100 00272 00309 00402 _ 00306 00372

(0.0041)  (0.0072) (0.0062) (0.0084)  (0.0060)  (0.0067)

n=100 » 00217  -0.1971 01919  -0.1822  -0.1916  -0.1895
(0.0262)  (0.0607) (0.0564) (0.0564) (0.0559)  (0.0552)

a 00068 00281 00303 00345 00299 00354

(0.0022)  (0.0041) (0.0037)  (0.0046)  (0.0036)  (0.0043)

n=200 0.0098  -02032  -0.1993  -0.1960  -0.1993  -0.1976

(0.0128)  (0.0522)  (0.0495)  (0.0496)  (0.0493)  (0.0486)

*Tahminlerin MSE degerleri parantez i¢inde verilmistir. En kiigiik MSE degerleri koyu metin ile
gosterilmistir.

Tablo 4.6. @ ve f8 igin simiile edilmis yan ve MSE degerleri

a=06vef =05

n ML LS WLS cV AD RAD

a 0.0307  -0.0863  -0.0820 -0.0630  -0.0439  -0.0609

(0.0096)  (0.0121)  (0.0106)  (0.0091)  (0.0085)  (0.0082)

n=25 2 0.0134 01839  0.1831  0.1700  0.1497  0.1662
(0.0134)  (0.0390)  (0.0382)  (0.0341)  (0.0301)  (0.0333)

a 00125  -0.0830 -0.0790 -0.0716  -0.0696  -0.0670

(0.0037)  (0.0091)  (0.0080)  (0.0074)  (0.0073)  (0.0063)

n=>50 2 0.0036  0.1815  0.1809  0.1746  0.1726  0.1702

(0.0068)  (0.0358)  (0.0353)  (0.0333)  (0.0333)  (0.0320)

2 00048 00810 -0.0780  0.0753 00779  -0.0684
(0.0017)  (0.0076)  (0.0069)  (0.0067)  (0.0069)  (0.0056)
n=100 » 00002 01788 01792  0.1753 01791  0.1702
(0.0033)  (0.0333) (0.0333) (0.0320) (0.0333)  (0.0304)
2 00050 00776 -0.0756  -0.0748 _ 0.0768 _ -0.0665
o (0.0009)  (0.0066) (0.0061) (0.0061)  (0.0063)  (0.0050)
n= A

2 0.0035  0.1748  0.1754  0.1724  0.1763  0.1667
(0.0017)  (0.0310)  (0.0314)  (0.0304) (0.0317)  (0.0285)

*Tahminlerin MSE degerleri parantez i¢inde verilmistir. En kiigiik MSE degerleri koyu metin ile
gosterilmistir.
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Tablo 4.7. & ve f igin en kiiciik MSE degerleri ve bu degerlere ait tahmin yontemleri

a p
a B n MSE Yontem MSE Yontem
1 1 25 0.0269 AD 0.0180 AD
50 0.0122 AD 0.0083 WLS
100 0.0063 ML ve AD 0.0045 AD
200 0.0026 AD 0.0022 WLS, AD
1 3 25 0.0279 ML 0.1720 ML
50 0.0136 ML 0.1265 ML
100 0.0067 ML 0.0768 ML
200 0.0034 ML 0.0391 ML
2 1 25 0.1037 AD 0.0185 WLS, AD
50 0.0459 AD 0.0086 LS, WLS, AD
100 0.0239 AD 0.0042 WLS, AD
200 0.0120 ML, AD 0.0022 WLS, AD
2 3 25 0.1407 ML 0.3773 ML
50 0.0587 ML 0.1830 ML
100 0.0268 ML 0.0902 ML
200 0.0125 ML 0.0391 ML
0.8 2 25 0.0223 AD 0.1270 AD
50 0.0093 ML 0.0639 ML
100 0.0041 ML 0.0262 ML
200 0.0022 ML 0.0128 ML
0.6 0.5 25 0.0082 AD 0.0134 ML
50 0.0037 ML 0.0068 ML
100 0.0017 ML 0.0033 ML
200 0.009 ML 0.0017 ML
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Tablo 4.8. @ ve B parametreleri igin kapsama olasilig1 (CP) ve ortalama aralik uzunlugu (AW)

degerleri
a B
a B n CP AW CP AW
1 1 25 0.9510  0.1238 0.9450  0.1422

50 0.9510  0.0607 0.9430  0.0707
100 0.9520  0.0299 0.9550  0.0353
200 0.9570  0.0148 0.9480  0.0177
1 3 25 0.9350  0.1346 0.9620  0.4889
50 0.9390  0.0648 0.9460  0.2235
100 0.9480  0.0320 0.9470  0.1089
200 0.9520  0.0158 0.9510  0.0533
2 1 25 0.9520  0.2492 0.9370  0.1421
50 0.9490  0.1215 0.9470  0.0705
100 0.9470  0.0596 0.9590  0.0353
200 0.9510  0.0297 0.9540  0.0176
2 3 25 0.9490  0.2683 0.9620  0.4776
50 0.9600  0.1297 0.9550  0.2244
100 0.9530  0.0634 0.9670  0.1080
200 0.9540  0.0315 0.9530  0.0534
0.8 2 25 0.9490  0.1062 0.9600  0.2697
50 0.9670  0.0512 0.9570  0.1293
100 0.9470  0.0253 0.9530  0.0638
200 0.9530  0.0125 0.9570  0.0317
0.6 0.5 25 0.9480  0.0692 0.9110  0.0919
50 0.9490  0.0338 0.9410  0.0464
100 0.9420  0.0167 0.9530  0.0231
200 0.9540  0.0083 0.9560 0.0116
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4.5. Gerg¢ek Veri Uygulamasi

Bu kisimda tahmin edicilerin etkinliklerini karsilastirmak icin gercek veri seti
uygulamasi verilmistir. ML tahmin edicisi diger tahmin edicilerle karsilastirdiginda
simiilasyon ¢alismasinda daha iyi sonuglar vermistir. Dolayisiyla tez c¢alismasinin
gercek veri uygulamasinda farkli dagilimlarin ML tahmin edicileri, UPL dagiliminin
ML tahmin edicisi ile kiyaslanacaktir. Farkli dagilimlar olarak Kumaraswamy
dagilimi (Kumaraswamy, 1980), Beta dagilimi (Pearson, 1895) ve UL dagilimi
(Mazuchelli ve ark., 2019) kullanilacaktir.

Dagilimlarin performanslari karsilastirilirken gesitli dlgiiler kullanilacaktir. Oncelikli
olarak bu dagilimlar i¢in yaygin olarak kullanilan bilgi kriterlerinden, Akaike bilgi
kriteri (AIC) (Akaike, 1973), Bayes bilgi kriteri (BIC) (Schwarz, 1978) ve Etkin
Belirleme bilgi kriteri (EDC) (Bai ve ark., 1989) hesaplanacaktir. Bilgi kriterleri

asagida yer alan formiiller yardimiyla hesaplanmaktadir:

AIC = 2k — 24,

BIC = klog(n) — 2¢,

EDC = k(0.2)\/n — 2¢.

Burada k modelde tahmin edilen parametre sayisini, n veri sayisini ve £ dagilim igin

log-olabilirlik fonksiyonunun maksimum degerini gdstermektedir.
Ayrica veri setleri i¢in hangi dagilimin daha uygun oldugunu belirlemek i¢in
Kolmogorov Smirnov (KS) test istatistigi kullanilacaktir. KS test istatistigi asagida yer

alan adimlar yardimiyla hesaplanir:

Adm 1. Veriyi kiiglikten biiytlige sirala x(1y < x5) < *++ < X(yy)-

Adim 2. Asagidaki formiilii kullanarak KS test istatistigini hesapla:
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D= max {|F,(x)—FCl}

Burada FE,(x) = lyn Le.<, amprik dagilimi ve F(x) ise dagilim fonksiyonunu
n&Hi=17x; g g y

gostermektedir.

Uygulamada iki ayr1 gercek veri seti kullanilacaktir. Veri setleri metal sanayisinde sac
profilden olusturulan ¢apak islemi ile ilgilidir. Ik veri seti, delik ¢apt 2mm ve sac
kalinlig1 3.15mm olan 50 gozlemlik ¢apaklara ait veri setinden olusmaktadir. Ikinci
veri seti de delik ¢cap1 9mm ve sac kalinlig1 2mm olan 50 gézlemlik ¢apaklara ait veri
setini icermektedir. Bu iki veri seti Dasgupta (2011) tarafindan extreme value dagilinm

yardimiyla modellenmistir. Ilk veri seti Tablo 4.9°da verilmistir.

Tablo 4.9. Veri seti-1

0.040.020.060.120.14 0.08 0.22 0.12 0.08 0.26 0.24 0.04 0.14 0.16 0.08 0.26 0.32 0.28 0.14 0.16 0.24
0.220.120.180.240.320.16 0.14 0.08 0.16 0.24 0.16 0.32 0.18 0.24 0.22 0.16 0.12 0.24 0.06 0.02 0.18
0.22 0.14 0.06 0.04 0.14 0.26 0.18 0.16

Tablo 4.10°da ele alinan farkli dagilimlarin parametreleri icin ML tahminleri, KS test
istatistik degerleri ve AIC, BIC ve EDC gibi bilgi kriteri degerleri verilmektedir.
Tabloda verilen sonuglara gore, Veri seti-1 i¢in en kii¢iik bilgi kriteri degerleri ve KS
test istatistigi degeri UPL dagilimina aittir. Dolayisiyla en iyi modelleme UPL dagilim1
tarafindan saglanmaktadir. Bu fikri desteklemek icin ayrica Sekil 4.1 ile veri setinin
histogrami1 ve UPL, Kumaraswamy, Beta ve UL dagilimlarina ait uydurulmus pdf

grafikleri verilmistir. Bu grafige gore de en iyi uyumu UPL dagilimi1 gostermektedir.
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Tablo 4.10. Operasyon verileri i¢in verilen dagilimlara ait istatistiki degerler

Dagilimlar UPL Dagilim1 KM Dagilimi Beta Dagilim1 UL Dagilim1
Tahmin a 1.7646 2.0774 2.6826 5.5829
Ediciler B 14.1279 33.1374 13.8658 -

Test Istatistizi ~ KS  0.1084 0.6711 0.5946 0.2289
Bilei AIC -109.8736 -108.1374 -105.2133 -93.1548
vet BIC -106.0496 -104.3133 -101.3893 -87.3307
Kriterleri
EDC -111.0452 -109.3089 -106.3849 -92.3263
5 T T T T T T T T
NN [ IVeri
45 R S UPL | |
.." '/' "}\ .......... KM
.'. / “\\
4r Ry '.‘\‘ Beta |
.';/' ""‘\\ UL
3.5 .:"/' ".“\ 4
:':/ ““\\\
3+ :.;I ““\\ i
L2 ““ \
25 ,! "-“\‘ T
) S\
£ =N\
2 ¥ N\ i
I{': "':\
1.5 H 4 R .
'If:' ﬁ—L\
1H I’ o ]
" \"Q.
0.5 H I' S ~
5 N,
.F ST
0 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

Sekil 4.1. Veri setinin histogrami tizerine UPL, Kumaraswamy, Beta ve UL dagilimlarindan elde edilen
uydurulmus pdf grafikleri

Tahmin edicilerin performanslarint karsilastirmak icin kullanilabilecek diger bir

yontem ise Q-Q grafikleridir. Sekil 4.2 ve Sekil 4.3’de Veri seti-1 i¢cin UPL,

Kumaraswamy, Beta ve UL dagilimlarindan elde edilmis Q-Q grafikleri verilmistir.

Bu grafiklere gore Veri Seti-1 i¢in en iyi uyumu UPL dagiliminin verdigi gdzlenmekle

birlikte UL dagilimi diger dagilimlara gore en az uyum gosteren dagilimdir.

35



o o/0 o
o o
@ - @
o o 5
[Te) [Te) (o]e}
N N
o o
o o o,
= 8 = 8
> © > ©
g e g e
§ o | § o |
o o
S | S |
w w
S S
o o
o
T T T T T T T T T T T T T T
005 0.10 0.15 0.20 025 0.30 0.35 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35
ML igin Teorik Yuzdelikler (UPL) ML igin Teorik Yuzdelikler (KM)
Sekil 4.2. UPL ve Kumaraswamy dagilimlarina ait Q-Q grafikleri
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Sekil 4.3. Beta ve UL dagilimlarina ait Q-Q grafikleri

Ikinci veri seti de Tablo 4.11 ile verilmistir. Tablodan elde edilen sonuglar ise Tablo

4.12 ile gosterilmistir.

Tablo 4.11’de UPL, Kumaraswamy, Beta ve UL dagilimlarinin ML tahminleri, KS
test istatistik degeri ve AIC, BIC ve EDC gibi bilgi kriteri degerleri yer almaktadir.
Tabloya gore, Veri seti-2 i¢in en kiiciik bilgi kriteri degerleri ve KS test istatistigi
degeri UPL dagilimindan elde edilmistir. Buradan en iyi modelin UPL dagilim1 oldugu
sonucuna varilir. Benzer sekilde Sekil 4.4’de veri setinin histogrami ve UPL,

Kumaraswamy, Beta ve UL dagilimlarina ait uydurulmus pdf grafikleri
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gosterilmektedir. Bu grafige gore de en iyi uyum UPL dagilimi tarafindan elde

edilmistir.

Tablo 4.11. Veri seti-2

0.060.120.140.040.140.16 0.08 0.26 0.320.22 0.16 0.12 0.24 0.06 0.02 0.18 0.22 0.14 0.22 0.16 0.12
0.240.060.020.18 0.220.14 0.020.18 0.22 0.14 0.06 0.04 0.14 0.22 0.14 0.06 0.04 0.16 0.24 0.16 0.32
0.18 0.24 0.22 0.04 0.14 0.26 0.18 0.16

Tablo 4.12. Operasyon verileri igin verilen dagilimlara ait istatistiki degerler

Dagilimlar UPL Dagilimi KM Dagilimi Beta Dagilim1 UL Dagilimi
Tahmin a 1.6996 1.9606 2.4004 6.0324
Ediciler I 14.9204 31.3795 13.5218 -

Test Istatistigi ~ KS  0.1630 0.6476 0.5494 0.2431
AIC -113.1888 -111.0429 -107.8624 -98.8897
Bilgi Kriterleri BIC -109.3648 -107.2189 -104.0384 -93.0657
EDC -114.3604 -112.2145 -109.0340 -98.0613
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Sekil 4.4. Veri setinin histogrami tizerine UPL, Kumaraswamy, Beta ve UL dagilimlarindan elde edilen
uydurulmus pdf grafikleri

Ayrica, en iyi uyum gosteren dagilim Q-Q grafikleri yardimiyla da gosterilebilir. Sekil
4.5 ve Sekil 4.6’da Veri seti-2 i¢in UPL, Kumaraswamy, Beta ve UL dagilimlarindan
elde edilmis Q-Q grafikleri yer almaktadir. Bu grafiklere gore, Veri Seti-2 i¢in en iyi
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uyum gosteren dagilim UPL dagilimidir. Ek olarak UL dagilimi da diger dagilimlara

gore en az uyum gosteren dagilim olmustur.
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Sekil 4.5. UPL ve Kumaraswamy dagilimlarina ait Q-Q grafikleri
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Sekil 4.6. Beta ve UL dagilimlarina ait Q-Q grafikleri
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BOLUM 5. TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismasinda literatiirde var olan unit dagilimlara ek olarak, Lindley dagiliminin
yeni bir uzantist olan PL dagilim1 kullanilarak daha esnek ozelliklere sahip ve UL
dagilimma alternatif olabilecek UPL dagilimi 6nerilmistir. Onerilen bu dagilimimn pdf
ve cdf hesaplanarak dagilimin hazard fonksiyonu, yiizdelik fonksiyonu, beklenen
deger ve varyansi, ¢arpiklik ve basiklik katsayisi gibi ¢esitli karakteristik 6zellikleri

incelenmistir.

UPL dagiliminin etkinligini incelemek amaciyla; ML, LS, WLS, CVM, AD ve RAD
tahmin yontemleri olmak tizere alt1 farkli tahmin edici yontemi kullanilmistir. Bu
tahmin yontemlerinin performanslarini kargilastirmak amaciyla simiilasyon ¢alismasi
yapilmistir. Simiilasyon ¢aligmasi sonuglar1 incelendiginde ML tahmin yonteminin
LS, WLS, CVM, AD, RAD tahmin yontemlerine gore daha iyi sonuglar verdigi
gozlemlenmistir. ML tahmin yonteminin UPL dagilimi i¢in daha iyi sonuglar verdigini
ispatlamak amaciyla UPL dagilimina ek olarak KM dagilimi, Beta dagilimi ve UL
dagilimi i¢cin ML tahmin yontemi gercek veri seti iizerinde uygulanmigtir. Gergek veri
uygulamasinda iki farkli veri seti kullanilmigtir. Her bir veri seti i¢in dagilimlarin
olasilik yogunluk fonksiyonlar1 ile veri setinin histogrami olusturulmus ve birbirleri
ile uyumlu oldugu goriilmiistiir. Ayrica gergek veri seti i¢in KS test istatistigi degerleri
ve AIC, BIC, EDC gibi bilgi kriteri degerleri hesaplanmistir. Bu degerlerin sonuglari
incelendiginde de en iyi sonuclarin UPL dagilimina ait oldugu gézlenmistir. Bununla
birlikte, Q-Q grafiklerinde de en iyi uyumu yine UPL dagilimmin sagladigi
goriilmiistiir. Sonug¢ olarak Onerilen UPL dagilimi farkli carpiklik ve basiklik
degerlerine sahip dagilimlar1 modelleyebilmek icin daha esnek oOzellikler
gosterdiginden oldukga avantajlidir ve bu tez ¢alismasi sonucunda elde edilen sonuglar

dogrultusunda UPL dagiliminin kullanilmasi 6nerilmektedir.
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