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ÖNSÖZ 

 

Soliter dalgalarla ilgili gözlem yapan ilk kiĢi 1834 yılında John Scott Russelly olarak bilinmektedir.  

Orijinal Ģeklini korurken yavaĢça hareket eden büyük bir su çıkıntısı görmüĢtür. Ayrıca, bu "suyun 

çıkıntısı" gözlemini "büyük öteleme dalgası" olarak adlandırmıĢtır. Russell'ın soliter dalgaları 

incelemesinin ardındaki motivasyon esas olarak bu gözlemden gelmiĢtir. Soliter dalgaların hızını su 

yüzeyinin üzerindeki maksimum genlik, sonlu derinlik ve yerçekimi ile iliĢkilendiren bir ifade türetmiĢtir. 

Soliter dalgalar, büyük mesafelerde asimptotik olarak sıfıra kaybolan lokalize hareketli dalgalardır. 

Solitonlar, diğer solitonlarla etkileĢim sırasında kimliklerini koruyan özel bir tür soliter dalgadır. Solitonlar 

kavramı, çok sayıda araĢtırmacının dikkatini çekmiĢ olup tüm dünyada bu konuda büyük araĢtırmalar 

yapılmaktadır. KdV denkleminin önemli bir uygulaması, örneğin sığ su yüzeyinin yüksekliği veya dağınık 

bir ortamda plazma dalgalarının yayılması gibi önemli miktarda fiziksel model geliĢtirilmesine yol açmıĢ 

olmasıdır. Solitonlar ayrıca, de Broglie tarafından 1927'de geliĢtirilen "Çift çözüm teorisi" veya "Lineer 

olmayan dalga mekaniği" olarak bilinen de Broglie'nin teorisi aracılığıyla bir temel oluĢturdukları için 

kuantum mekaniğinde de uygulamalar bulunmaktadır. 

Lie grup analizi; 19. yüzyılın baĢlarında, diferansiyel denklemlerin integrasyonunun özel metotlarını 

birleĢtiren ve geniĢleten Norveçli matematikçi Sophus Lie tarafından geliĢtirilmiĢtir. Lie simetri grubu, 

herhangi bir çözümü baĢka bir çözüme dönüĢtüren dönüĢümler grubu olarak ifade edilebilir. Lie‘nin 

geliĢtirdiği bu yöntemin diferansiyel denklemlere uygulamaları yarım yüzyıla yakın hareketsiz kalmıĢtır. 

Bunun en büyük nedenlerinden biri benzerlik dönüĢümlerini el ile hesaplamanın çok karmaĢık ve zahmetli 

olduğu için, elde etmenin oldukça güç olmasındandır. Bununla birlikte, Reduce, Maple, Mathematica gibi 

bilgisayar yazılımların ortaya çıkması ile iĢ yükünün büyük oranda basitleĢtirdiğinden dolayı yöntemin 

popülerliğini arttırmıĢtır.  

Nucci indirgeme yöntemi ilk olarak 2000 yılında Nucci tarafından diferansiyel denklemlerin lokal 

olmayan simetrilerini bulmak için kullanılmıĢtır. Bu yöntem daha sonra temelde değiĢken değiĢikliklere 

dayanarak adi diferansiyel denklemlerin bazı yeni tam çözümlerini ve bunlara karĢılık gelen first 

integralleri bulmak için kullanılmıĢtır. Literatürde az bulunan bir yöntemdir.  

Tez konusu belirlenmesi ve yürütülmesi aĢamasında, her türlü yardımı ve desteği esirgemeyen, bilgi 

ve hoĢ görüsünden yararlandığım saygıdeğer danıĢman hocam Prof. Dr. Mustafa ĠNÇ‘e çok teĢekkür eder, 

saygılarımı sunarım. 

Tezin hazırlanmasında bilgilerinden yararlandığım Prof. Dr. Mirsajjad HASHEMIMOTLAGH 
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Temmuz 2023,   Sayfa:  xi  + 79 
 

 

Bu tez altı bölüm olarak hazırlanmıĢtır. Ġlk bölümde, konuya giriĢ yapılmıĢ ve konunun tarihsel 

geliĢimi hakkında teknik bilgiler detaylı olarak verilmiĢtir. Ġkinci bölümde, sonraki bölümlerde kullanılacak 

olan bazı temel tanım, teorem ve yöntem analizleri verilmiĢtir. Üçüncü bölümde, lineer olmayan optik 

fiberlerdeki darbe yayılımını tanımlayan coupled lineer olmayan denklemlerin tam hareket eden dalga 

soliton çözümleri, yeni alt denklem yöntemiyle incelenmiĢtir. Buradan bright, W-biçim bright, kink 

solitonların, trigonometrik ve tekil fonksiyon çözümleri elde edilmiĢ ve bu çözümlerin davranıĢları 

Ģekillerle betimlenmiĢtir. Ayrıca, eliptiklik açısı ve birleĢtirilmiĢ denklemin katsayısının etkisi altında 

Modülasyon kararsızlığı gain spektrumlarının davranıĢı incelenmiĢtir. Dördüncü bölümde, periyodik genel 

Degasperis-Procesi denkleminin bazı çözümleri araĢtırılmıĢtır. Denklem, Lie simetri yaklaĢımı ile lineer 

olmayan adi diferansiyel denkleme indirgendikten sonra literatürde az rastlanan Nucci indirgeme metodu 

ile denklemin first integralleri ve tam çözümleri bulunmuĢtur. Öte yandan indirgenmiĢ adi diferansiyel 

denklemlerin bazı çözümleri özel durumlar için sinüs geniĢletme yöntemiyle türetilmiĢtir. BeĢinci bölümde, 

Lie simetri ve Nucci yöntemiyle indirgeme yapılarak periyodik Hunter-Saxton denkleminin yeni çözümleri 

araĢtırılmıĢtır. Buradan iki avantajlı analitik çözüm yöntemi altında sunulan modelin her iki indirgemesi 

için de çeĢitli tam çözümlere ulaĢıldığı sonucuna varılmıĢtır. Elde edilen çözümlerin fiziksel özelliklerinin 

daha iyi anlaĢılması için bazı grafikleri verilmiĢtir. Son bölümde ise elde edilen sonuçlar 

değerlendirilmiĢtir.  

 

Anahtar Kelimeler: Lie simetri analizi, Solitonlar, Modulasyon Kararsızlığı, Nucci Ġndirgeme Yöntemi, 

First Ġntegral 
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This thesis is set as six chapters. In first chapter, the topic is introduced and technical information about its 

historical development are told in detail. In second chapter, some fundamental definition, theorem and 

mathod analysis, which will be used next chapters are given. In the third chapter, the full moving wave 

soliton solutions of the coupled nonlinear equations describing the pulse propagation in nonlinear optical 

fibers are examined with the new sub-equation method, and as a result, trigonometric and singular function 

solutions of bright, W-shaped bright, kink solitons are obtained and behaviors of these results is illustrated 

by figures. Moreover, behavior of Modulation instability gain spectra under the influence of ellipticity 

angle and coefficient of coupled equation is investigated. In the fourth chapter, some solutions of the 

periodic general Degasperis-Procesi equation are investigated. After reducing the equation to nonlinear 

ordinary differential equation with Lie symmetry approach, first integrals and exact solutions were found 

with Nucci reduction method, which is rare in the literature. On the other hand, some solutions of reduced 

ordinary differential equations are derived by sine expansion method for special cases. In the fifth chapter, 

new solutions of the periodic Hunter-Saxton equation are investigated by reducing with Lie symmetry and 

Nucci method. Here it is concluded that we arrive at various exact solutions for both reductions of the 

model presented under the two advantageous analytical solution method. In order to better understand the 

physical properties of the solutions obtained, some graphs are given. In the last section, the obtained results 

are evaluated.  

 

Keywords: Lie Symmetry Analysis, Solitons, Modulation Instability, Nucci Reduction Method, First 

Integral  
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1. GĠRĠġ 

Bu tezde, sistemin bağımsız ve bağımlı değiĢkenlerin uzayında hareket eden, daha çok ― 

Lie Grupları‖ olarak bilinen, ―sürekli grup dönüĢümleri‖ teorisine dayanan, invaryant (değiĢmez) 

grup çözümleri metodu ele alınacaktır. Metot; adını, 19. yüzyılın baĢlarında, diferansiyel 

denklemlerin integrasyonunun özel metotlarını birleĢtiren ve geniĢleten Norveçli matematikçi 

Sophus Lie‘den almıĢtır. Lie‘nin adi diferansiyel denklemler (ADD) için olan çalıĢması; 

integrasyon çarpanları, ayrılabilir ve homojen denklemler, mertebe indirgeme, bilinmeyen 

katsayılar ve parametrelerin değiĢimi metotları, Euler denklemi ve sabit katsayılı homojen 

denklemler gibi geniĢ bir alana yayılan konuları sistematik ve tamamlayıcı biçimde incelemiĢtir. 

Bir diferansiyel denklem sistemi için Lie simetri grubu, herhangi bir çözümü baĢka bir çözüme 

dönüĢtüren dönüĢümler grubu demektir. Öte yandan, lineer kısmî diferansiyel denklemler 

(LKDD) için de Lie, sürekli grup dönüĢümü altında invaryans oluĢturmuĢtur ki; bu da bizi 

dönüĢüm cinsinden çözümlerin süperpozisyonuna yönlendirir. Kısmi diferansiyel denklemlerin 

çözümlerinin tümü, daha az bağımsız değiĢken içeren indirgenmiĢ bir diferansiyel denklem 

sistemi çözülerek bulunabilir. Dolayısıyla, özellikle, bir parametreli simetri grubu altında 

değiĢmeyen iki bağımsız değiĢkenli kısmi bir diferansiyel denklemin çözümleri, bir "indirgenmiĢ" 

adi diferansiyel denklem çözülerek bulunabilir. 

1922‘de Cartan [1], diferansiyel denklemlerin geometrik teorisini ve Lie sürekli grup 

dönüĢümünü geliĢtirmiĢtir. Tarihsel olarak Lie ve Noether [2] tarafından geliĢtirilen Lie 

gruplarının diferansiyel denklemlere uygulamaları, Birkoff‘un 1950‘deki ―Lie grup 

uygulamalarının diferansiyel denklemlerin iĢletilmeyen uygulamalarına dikkat‖ adlı çalıĢmasına 

kadar yarım yüzyıla yakın hareketsiz kalmıĢtır [3]. Ovsianniko vd. [4], Lie sürekli grup 

dönüĢümleri metodunu çeĢitli alanlardaki problemlere baĢarıyla uygulamıĢtır. Bu çalıĢmaları, 

Bluman ve Cole‘un araĢtırmaları takip etmiĢtir [5, 6]. O zamandan itibaren bu teori, fiziksel 

sistemlere uygulandığı gibi, geliĢimi alanındaki araĢtırmaların geniĢletilmesine de olanak 

sağlamıĢtır [7, 8].  

Backlund dönüĢümü [9], Painleve analizi [10], Ters saçılım dönüĢümleri [11] gibi grup 

teorisi uygulamalarına dayanmayan alternatif yöntemler de vardır.  

Adi ya da kısmi diferansiyel denklem sistemleri için açık çözümlerin üretimi açısından 

grup teorik yöntemler çok fazla potansiyel taĢımasına rağmen oldukça karmaĢık ve zahmetli 

cebirsel hesaplamalar içerdiği için çok popüler olamamıĢtır. Bununla birlikte, Reduce, Maple, 

Mathematica, Macsyma gibi yazılımların ortaya çıkması ile iĢ yükü büyük ölçüde basitleĢmiĢtir.  

Lie grup teorisi metodunun geliĢtirilmesine katkı sağlayan çalıĢmaların bir kısmı: Grundy 

[12, 13], Bhutani ve Sharma [14], Allassia ve Nucci [15], Tajiri [16], Lakshamann ve Kalliappan 

[17], Torrisi ve Valenti [18], Nishitani [19], Bhutani ve Mittal [20], Bhutani vd. [21], Hill [22], 
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Nucci ve Clarkson [23], Gagnon [24], Clarkson ve Mansfield [25], Clarkson ve Hood [26], 

Gagnon ve Winternitz [27] olarak verilebilir. Son zamanlarda Bruzon vd. [28], Cheh vd. [29], 

Rosati ve Nucci [30], Anco ve Liu [31], Ibragimov vd. [32] ve Gandarias vd. [33] bu konu ile 

ilgili olarak yapılan yeni çalıĢmalar arasında yer almıĢtır.  

 Fiber optik iletiĢimin ortaya çıkıĢından bu yana, yerelleĢtirilmiĢ dalgalar özel ilgi 

görmüĢtür. Bu konularla ilgili birçok çalıĢma ortaya çıkmıĢtır [34-40]. Bu çalıĢmalarda, varlık 

koĢullarının yanı sıra çeĢitli tam çözümler araĢtırılmıĢtır. Teorik olarak telekomünikasyon 

sisteminde kullanıldığı ispatlanan bright ve dark solitonlar, kararlılıkları, sağlamlıkları ve 

etkileĢimden sonra hızlarını ve Ģekillerini koruma yetenekleriyle bilinen tek dalgalardır [34, 36, 

40-42]. 

Tam çözümleri elde etmek, birden çok matematiksel yöntemin ortaya çıkması sayesinde 

kolaylaĢmıĢtır. Bu yöntemler arasında, yardımcı denklem, sinüs-kosinüs, sinh-geniĢlemesi, 

(G'/G)-geniĢlemesi, Kudryashov, yeni alt-ADD, homojen denge, yeni geniĢletilmiĢ cebirsel, 

rasyonel hiperbolik fonksiyon, Hirota bilineer metod ve Darboux dönüĢümü gibi yöntemler vardır 

[43-54].  

Optik fiberlerde dalga yayılımının, lineer olmama ve dağılma terimleri arasındaki 

mücadeleyle karĢı karĢıya kaldığı ve kararlılık-kararsızlık problemlerini içerdiği iyi bilinmektedir. 

Bunun için lineer olmayan optik fiberlerde bir modülasyon kararsızlık (MK) analizi elzem hale 

gelmiĢtir. Modülasyon kararsızlığı modern teknolojide birçok uygulamaya sahiptir. MK'nın 

optikteki önemi kapsamlı bir Ģekilde ele alınmıĢtır. Benzer Ģekilde biyoloji hidrodinamik ve 

plazmalar gibi çeĢitli alanlardaki önemi de araĢtırılmıĢtır. MK, lineer olmayan optik ortamda kısa 

darbe dizisi üretimi ve optik parametrik amplifikasyon ile doğal bağlantısı nedeniyle kapsamlı 

çalıĢmaların konusu olmuĢtur.  

MK, dağılım ve lineer olmayan terimler arasındaki karĢılaĢtırma içindeki yayılma üzerinde 

genlik bozulmalarının üstel olarak büyüdüğü temel bir iĢlemdir [55-61]. Çoğu zaman, MK 

çalıĢması daha çok çift kırılmanın varlığıyla ve eliptiklik açısının etkisine bağlılıkla ilgilidir [57, 

59, 61]. Bu çalıĢmalar sıfır çift kırılma, dairesel çift kırılma ve lineer çift kırılma olarak 

adlandırılan üç yöne odaklanmıĢtır.  

Bu tez altı bölümden oluĢmaktadır. 2. bölümde Lie simetri yöntemi, Nucci indirgeme 

yöntemi ile ilgili temel özellikler verilmiĢtir. Ayrıca çalıĢma içerinde kullanılan bazı temel tanım 

ve teoremler verilmiĢtir. 3. bölümde eliptiklik açısı ve coupled denkleminin katsayısının etkisi ile 

çift kırılmalı optik fiberlerde darbe yayılımını tanımlayan lineer olmayan coupled denklemlerin 

tam optik solitonları araĢtırılmıĢtır. Yeni Sardar alt-denklem metodundan (YSADM) 

yararlanılarak W-biçim bright, dark optik solitonlar, trigonometrik fonksiyon ve tekil fonksiyon 

çözümleri gibi çeĢitli optik solitonlar elde edilmiĢtir. Ayrıca eliptiklik açısının ve coupled 

denklemin katsayısının modülasyon kararsızlığı üzerindeki etkileri incelenmiĢtir. 4. bölümde Lie 
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simetri yaklaĢımı, Nucci indirgeme yöntemi ve sinüs geniĢletme yöntemi kullanılarak periyodik 

genel Degasperis-Proces denkleminin (DPD) bazı çözümleri elde edilmiĢtir. 5. bölümde periyodik 

Hunter-Saxton denkleminin yeni çözümlerini elde etmek için simetri analizi ve Nucci indirgeme 

yönteminden yararlanılmıĢtır. 6. bölümde elde edilen sonuçlar değerlendirilmiĢtir.  



2. TEMEL KAVRAMLAR VE YÖNTEM ANALĠZĠ 

Bu bölümde daha çok ―Lie Grupları‖ olarak bilinen, Lie simetri analizi için gerekli olan 

temel tanım, teorem ve matematiksel yapılar hakkında bilgi verilecektir. Daha sonra birçok evrim 

tipi diferansiyel denklemlerde kullanılan Nucci indirgeme yönteminin uygulama süreci 

açıklanacaktır.  

2.1. Simetri Üzerine 

Bir cismi değiĢmez (invaryant) bırakan bir dönüĢüm varsa bu dönüĢüm Simetri olarak 

tanımlanabilir [62]. Örneğin köĢeleri     ve   olan bir eĢkenar üçgeni düĢünelim. Bu üçgeni eĢit 

iki parçaya bölerek üçgenin köĢelerinden geçen eksenlere göre yansımasını alırsak üçgen 

değiĢmez kalacaktır. Benzer Ģekilde bu üçgeni herhangi bir açısı etrafında 
  

 
 veya 

  

 
 kadar 

döndürdüğümüzde üçgen yine değiĢmez kalacaktır. Bir diğer örnek bir çemberin   açısı kadar 

döndürülmesi olarak verilebilir. Yarıçapı   olan bir çemberin çevresi üzerinde herhangi iki nokta 

      ve   ̅  ̅  olsun.   yarıçap,   referans açısı ve döndürme sonunda oluĢan açı     olmak 

üzere  

                  ̅            
(2.1) 

                  ̅             

denklemleri yazılır ve (2.1) denkleminde   açısı yok edilirse  

             ̅              
(2.2) 

            ̅              

elde edilir. Eğer          iken  ̅   ̅     olduğunu gösterirsek çemberin de değiĢmez 

kaldığını göstermiĢ oluruz. O halde  

           ̅   ̅                                 

(2.3) 

                       =                            

                       +                            

                       =      

                      =   

 olduğundan çember değiĢmez kalmıĢtır.  

2.2. Lie Grup DönüĢümleri  
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Tanım 2.2.1. Bir   grubu, elemanlar arasında aĢağıdaki Ģartları sağlayan   birleĢim kuralına 

sahip elemanların bir kümesidir: 

i)  Kapalılık Özelliği.          için         . 

ii) BirleĢme Özelliği.            için 

 (        )               

          iii) Birim eleman.        için,  

                

Ģartını sağlayan yalnız bir      etkisiz elemanı vardır. 

          iv) Ters eleman.        için, 

                                                                                  

Ģartını sağlayan yalnız bir        ters elemanı vardır. 

Tanım 2.2.2.                        bölgesinde tanımlı olsun.  ‘de tanımlı her bir  ̅ ve 

      parametresi için        parametrelerinin birleĢim kuralı        ile verilen  
 
 

       dönüĢümler kümesi, aĢağıdaki Ģartları sağlıyorsa   üzerinde 1-parametreli grup 

dönüşümleri olarak adlandırılır. 

 i)       için, dönüĢümler   üzerinde birebirdir [  
 
  ]. 

ii)  ,    birleĢim kuralı ile bir   grubu oluĢturur. 

iii)  ‘deki her bir  ̅ için,     ,    birim elemana karĢılık geldiğinde  
 
  ̅  olur. 

Yani;           olur. 

iv)  
 
       ,   

  
  ( 

 
  )      

  
  (        ) olur. 

Tanım 2.2.3. 1-parametreli grup dönüĢümleri, 2.2.2 tanımında verilen (i)-(iv) durumlarına ek 

olarak aĢağıdaki ifadeleri de sağlıyorsa 1-parametreli Lie grup dönüşümlerini tanımlar: 

          v)  , sürekli bir parametredir, yani  ,  ‘de bir aralıktır. Genellemeyi bozmadan,        

birim elemanına karĢılık gelir. 

          vi)  ̅,   ̅   ‘ye göre sonsuz türevlenebilirdir ve    ‘nin bir analitik bir fonksiyonudur. 

          vii)       olmak üzere;       ,   ve  ‘nın bir analitik bir fonksiyonudur.  

2.2.1. Sonsuz Küçük DönüĢümler 

      birim elemanlı ve   birleĢim kuralına sahip 

 
 
        (2.4) 

1-parametreli (   Lie grup dönüşümlerini düĢünelim. (2.4),     civarında açılırsa,    ‘ın 

bazı komĢuluğunda;  
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    (

        

  
|
   

)  
 

 
  (

         

   
|
   

)     
 

 

         (
       

  
|
   

)        

elde edilir.      
        

  
|
   

 olsun. Bu durumda         dönüĢümü, (2.4) Lie grup 

dönüĢümlerinin sonsuz küçük dönüĢümü olarak adlandırılır.     'in bileĢenleri (2.4)‘ün sonsuz 

küçükleri olarak adlandırılır.  

2.2.2. Sonsuz Küçük Üreteçler  

(2.4) ile verilen 1- parametreli Lie grup dönüĢümlerinin sonsuz küçük üreteci; 

              ∑     
 

   

 

   

 

 

 Ģeklinde verilen operatördür. Burada  ; 

  (
 

   
 

 

   
   

 

   
* 

 

gradient operatörüdür. Türevlenebilir bir                    fonksiyonu için; 

                 ∑     
     

   
 

 

eĢitliği sağlanır. 

2.2.3. Ġnvaryant  Fonksiyonlar  

Sonsuz türevlenebilir bir      fonksiyonunun, (2.4) Lie grup dönüĢümlerinin invaryant 

fonksiyonu olabilmesi için gerek ve yeter koĢul  ( 
 
)        olmasıdır. 

Eğer,     ; (2.4)‘ün bir invaryant fonksiyonu ise     ‘ye, (2.4)‘ün invaryantı denir ve     , 

(2.4) dönüĢümü altında invaryant olarak adlandırılır. 

Teorem 2.2.1.      fonksiyonunun,  (2.4)  Lie grup dönüĢümleri altında invaryant olabilmesi 

için gerek ve yeter koĢul,         olmasıdır [63]. 

2.2.4. Nokta DönüĢümleri ve Uzantılar  
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Bir 1-parametreli     Lie grup nokta dönüĢümleri,  

               
 

                

    değiĢkenli uzayda hareket eden,  

            
(2.5) 

            

formundaki dönüĢümlerin bir grubudur. Burada;  ,    bağımsız değiĢkenli,   ise   bağımlı 

değiĢkenlidir.  , diferansiyel denklemlerin sistemi olarak kabul edilen 1- parametreli Lie grup 

dönüĢümlerini tanımlasın. (2.5) Lie grup nokta dönüĢümü  ‘nin herhangi        çözümünü, 

 ‘nin          1-parametreli çözümlerinin ailesine eĢleĢtirir.   

   ,  ‘nun  ‘e göre tüm birinci mertebeden kısmi türevlerine karĢılık gelen     

koordinatlar kümesini göstersin. Yani, 

   (
   

   
 
   

   
   

   

   
 
   

   
 
   

   
   

   

   
   

   

   
 
   

   
   

   

   
) (2.6) 

olsun. Genel olarak,     ve          ,           , ve           için,     

koordinatlar kümesi olmak üzere 

        

 
 

    

    
    

     

 

 

ifadesi  ‘nun  ‘e göre bütün    mertebeden kısmi türevlerine karĢılık gelen koordinatlarının 

kümesini göstersin.  

2.2.5.  GeniĢletilmiĢ Sonsuz Küçük DönüĢümler  

Diferansiyel denklem sistemlerinin çalıĢılmasında,   bağımlı değiĢkene bağlı   

             ve   bağımsız değiĢkene bağlı                için     iken       , 

durumu ortaya çıkar. Bu       uzayından (                 ) uzayına geniĢletilmiĢ 

dönüĢümlerin düĢünülmesine yol açar. Burada     ,  ‘e göre  ‘nun  ‘ıncı mertebeden bütün 

kısmi türevlerinin bileĢenlerini gösterir. (                 )-uzayında     ,           

için  

  
    

    
  (    )  

 
 (2.7) 
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ve 

        

    
              

      
 (     )          

 
,            (2.8) 

ile verilen         

    
 geniĢletilmiĢ sonsuz küçükleri ile 

  
                              

(2.9) 

                                  

(  
 
)
 
   

              
 

    
                   

     

(        

 
)
 
         

 
(              ) 

                            

 
          

    
(            )         

 ‘ıncı geniĢletilmiĢ dönüĢümü düĢünelim.    toplam türev operatörüdür ve 

   
 

   
   

  

   
    

  

   
              

  

         

     (2.10) 

ile verilir. Burada  ‘ıncı geniĢletilmiĢ sonsuz küçük üreteci 

            
 

   
        

 

   
   

            
 

   
     

 
(2.11) 

         

    
(            )

 

         

                       

Ģeklinde verilir. 

2.2.6. Bir Kısmi Diferansiyel Denklem Sisteminin Ġnvaryansı 

  bağımsız değiĢkenli                ve   bağımlı değiĢkenli                

için;  

  (                 )              (2.12) 

Ģeklinde verilen   KDD sistemini düĢünelim. 

Tanım 2.2.4. 1-parametreli  

            
(2.13) 
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Lie grup nokta dönüĢümleri, (2.12) KDD sistemini invaryant bırakır. Yani (2.13) Lie grup nokta 

dönüĢümünün (2.12) tarafından bir nokta simetrisi olarak kabul edilmesi için gerek ve yeter Ģart, 

(2.7) ile tanımlanan    geniĢlemesinin (2.12)‘de tanımlanan (                 ) uzayındaki 

yüzeyleri invaryant bırakmasıdır. 

Teorem 2.2.2. (Bir Kısmi Diferansiyel Denklem Sisteminin Ġnvaryansı Ġçin Sonsuz Küçük 

Kriteri)  

         
 

   
        

 

   
 (2.14) 

(2.13) Lie grup nokta dönüĢümlerinin sonsuz küçük üreteci olsun.  

            
 

   
        

 

   
   

            
 

   
     

(2.15) 

                      

    
(            )

 

         
  

 

(2.14)‘ ün k‘ıncı geniĢlemeli sonsuz küçük üreteci olsun. Burada   
    

 (2.7)‘de ve         

    
 

(2.8)‘de verilmiĢtir.          ,           ,           için 

       (                         ),        (                         ) 

Ģeklindedir. Bu durumda (2.13) 1-parametreli Lie grup nokta dönüĢümlerinin, (2.12) KDD 

sistemi tarafından kabul edilmesi için gerek ve yeter Ģart her bir           için  , (2.12)‘yi 

sağlarken  

      (                 )    (2.16) 

eĢitliğinin sağlanmasıdır. (Lie değiĢmezlik koĢulu) 

Örnek:       denkleminin sonsuz küçüklerini bulalım. Verilen denklem  

       ,  

Ģeklinde yazılırsa, (2.11)‘den  

      
 

  
  

 

  
    

   
     

    
         

            

elde edilir. Yukarıda yazılan ifade dikkate alınarak Lie değiĢmezlik koĢulu ile  

     |             |         |         
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bulunur. (2.7) ve (2.8) denklemlerinden elde edilebilen  

      ( 
      )           ;  

                 ,  

         
            

sonsuz küçük dönüĢümleri bir önceki ifadede yerine bırakılır ve terimler açılırsa 

    (        ) 
  (        )               (      ) 

              

denklemi elde edilir. Bu denklemde       alınırsa  

     (        ) 
  (        )                 

denklemi elde edilir. Yukarıdaki denklemde   ,       ve       ifadelerinin katsayıları sıfıra 

eĢitlenirse  

                                                

belirleyici denklem sistemi elde edilir. Buradan bilinmeyenler   ve  ‘dır. Son denklem sisteminin 

çözümünden  

                
          

      
                   

sonsuz küçükleri elde edilir. Burada                         değerleri keyfi sabitlerdir. 

2.2.7. Belirleyici Denklemler 

Bazı            için    ‘ nin özel bazı     mertebeden kısmi türevlerine göre 

 
        

     (                 )    (2.17) 

formunda çözülmüĢ (2.12) KDD sistemini düĢünelim. Burada,   (                 )  her bir 

           için,          

            ‘nin herhangi bir bileĢenine açık bir Ģekilde bağlı 

değildir. Teorem (2.2.2)‘den, (2.17) ile verilen denklem sisteminin  (2.15) ile verilen (2.18)‘ün    

geniĢlemesi ile 

         
 

   
        

 

   
 (2.18) 

nokta simetrisini kabul etmesi için gerek ve yeter Ģart  
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     (                 )                                       (2.19) 

ile   

 
       

(  )     

   

   
   

   

   
   

       

   
             

       

         

  

           
(2.20) 

olmasıdır.         

    
‘nin               ve bunların    mertebeden türevlerindeki bileĢenlerde 

lineer homojen katsayılar ile verilen             ‘nin bileĢenleri cinsinden bir polinomdur. 

Bu yüzden (2.20)‘deki   ve   lineer olarak görülür. (2.19-20) simetri belirleyici denklemler 

sistemi   ve   için bir lineer homojen denklem sistemine yol açar. Öncelikle,           için 

         

  ‘nin bileĢenleri ve onun diferansiyel sonuçları (2.19)‘ dan ve benzer Ģekilde (2.20)‘den 

gelen diferansiyel sonuçlar elenir. Sonuç olarak;     bileĢenleri ve        simetri belirleyici 

denklemlerinin oluĢan sisteminde görünen             ‘nun kalan bileĢenleri kendi baĢlarına 

bağımsız değiĢkenlerdir. Yani keyfi değerler alırlar. (2.20) için elde edilen sonuçlar, bu bağımsız 

değiĢkenlerin herhangi bir değeri için sağlanacağından, bunlardan biri verilen (2.12) KDD 

tarafından kabul edilen sonsuz küçük   üreteçleri için belirleyici denklemler kümesi oluĢturan,   

ve   cinsinden bir lineer homojen KDD sistemi elde eder. Özel olarak, eğer her 

  (                 )                         bileĢenleri cinsinden bir polinom ise, 

bu durumda (2.20) simetri belirleme denklemleri sistemi,             ‘nun bağımsız 

bileĢenleri cinsinden polinom denklemlerini verir. Sonuç olarak; bu polinom denklemlerinin 

katsayıları ayrı ayrı yok edilmelidir. Bu durum,   ve   için lineer belirleyici denklemler kümesini 

verir. 

2.2.8. Ġnvaryant Çözümler  

(2.14) sonsuz küçük üreteçli 1-parametreli Lie grup nokta dönüĢümlerini kabul eden bir 

KDD sistemini düĢünelim.          olsun.  

Tanım 2.2.5.                    bileĢenleri ile        in (2.14) sonsuz küçük üreteci 

ile kabul edilen nokta simetrisinden oluĢan (2.12) KDD sisteminin bir invaryant çözümü olması 

için gerek ve yeter Ģart 

 i) Her           için           (2.14)‘ün bir invaryant yüzeyidir.  

 ii)       , (2.12)‘yi sağlar. 

Buradan;       ‘in (2.13) Lie grup nokta dönüĢümü altında invaryansı olmasından ortaya 

çıkan (2.12) KDD sisteminin bir invaryantı olması için gerek ve yeter Ģart;       ‘in  



12 

 i)           için        iken  (        )     yani;  

  (      )
     

   
   (      )           (2.21) 

 ii)           için        iken   (                 )   , yani 

  (                             )               (2.22) 

koĢullarını sağlamasıdır. Burada       ;           için                    

              ifadesini belirtmektedir. (2.21) denklemleri (2.14) nokta simetrisi altında 

invaryant olmasından kaynaklanan (2.12) KDD sisteminin invaryant çözümleri için invaryant 

yüzey koĢullarıdır.  

Ġnvaryant çözümler aĢağıda verilecek olan invaryant form metodu ile belirlenebilir.  

2.2.9. Ġnvaryant Form Metodu  

Burada,  

   

       
 

   

       
     

   

       
 

   

       
 

   

       
     

   

       
 (2.23) 

ile verilen        için ilgili karakteristik denklemlerin açık bir Ģekilde çözülmesiyle (2.21) 

invaryant yüzey koĢulları bulunacaktır.  

Eğer                                                      ‘lar               

                jakobiyeni ile verilen,         –tane birinci mertebeden (2.23) ADD 

sisteminin çözülmesiyle ortaya çıkan         –tane fonksiyonel bağımsız sabitler ise bu 

durumda (2.21) ADD sisteminin        genel çözümü kapalı olarak   

          (                           ) (2.24) 

invaryant formunda verilir. Burada              için                            ‘nun  

bir keyfi diferansiyellenebilir fonksiyonudur.  

                                                     ‘lar (2.14)‘ün         –tane  

fonksiyonel bağımsız grup invaryantlarıdır. Yani, (2.13) Lie grup nokta dönüĢümlerinin    

     –tane kanonik koordinatlarıdır.                koĢulunu sağlayan        kanonik 

koordinatları olsun. Eğer, (2.12) KDD sistemi,            bağımsız değiĢkenler ve 
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            bağımlı değiĢkenler cinsinden bir KDD sistemine dönüĢtürülürse; dönüĢtürülmüĢ 

KDD sistemi  

  
                  

 

  
        (2.25) 

   
               

1-parametreli Lie grup dönüĢümünü verir. O halde,     değiĢkeni dönüĢtürülmüĢ ADD sisteminde 

açıkça görülmez ve bu yüzden dönüĢtürülmüĢ KDD sistemi, (2.24) formundaki çözümlere 

sahiptir. Sonuç olarak (2.12) KDD sistemi, (2.24) invaryant formu ile açık olarak verilen 

invaryant çözümlere sahiptir. Bu tür çözümler,     bağımsız değiĢkenli              ve   

bağımlı değiĢkenli            için bir indirgenmiĢ diferansiyel denklem sistemi çözülerek 

bulunur. ĠndirgenmiĢ diferansiyel denklem sistemi; (2.24) invaryant formunun (2.12) KDD‘de 

yerine konulmasıyla bulunur. Bu yerine koyma iĢleminin tekil bir diferansiyel denkleme sebep 

olmadığı düĢünülür. 
  

  
   ise                      olur.     için indirgenmiĢ 

diferansiyel denklem sistemi bir ADD sistemidir.  

2.2.10. Çok Parametreli Lie Grup DönüĢümü  

 ̅               ve  ̅               parametreleri ile verilen  

 
 
  ̅  ̅   ̅ (2.26) 

  paremetreli bir Lie grup nokta dönüşümünü düĢünelim.  ̅               olmak üzere;  

 (  ̅  ̅)  (  (  ̅  ̅)   (  ̅  ̅)     (  ̅  ̅)) ile gösterilen parametrelerin birleĢim kuralını 

düĢünelim. Burada  (  ̅  ̅),               eĢitliğine karĢılık gelen  ̅   ̅ ile grup 

aksiyomlarını sağlar ve tanımlı olduğu bölgede analitiktir.    ̅ ; elemanları  

     ̅  
  

 
 

   
|
   

 
     ̅   ̅

   
|
   

                           (2.27) 

ile verilen     boyutlarında sonsuz küçük matris olsun.  

Tanım 2.2.6.    parametresine karĢılık gelen (2.26)  -parametreli Lie grup dönüĢümünün sonsuz 

küçük üreteci   , 

   ∑     ̅ 
 

   
    

 

   

          (2.28) 

Ģeklinde verilir.  
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Tanım 2.2.7. (2.27) ve (2.28)‘de tanımlanan              sonsuz küçük üreteci ile verilen 

(2.26)   parametreli bir Lie grup dönüĢümü için,  

    ̅  ∑(     ̅ 
      ̅ 

   
      ̅ 

      ̅ 

   
)

 

   

 (2.29) 

olmak üzere    ve   ‘nin ayracı (Lie ayracı)  

[     ]            
 

                 ∑ *(     ̅ 
 

   
*(     ̅ 

 

   
)  (     ̅ 

 

   
* (     ̅ 

 

   
)+

 

     

 (2.30) 

                             ∑    ̅ 
 

   

 

   

 
 

Ģeklinde tanımlanan birinci mertebeden bir operatördür. Buradan 

[     ]   [     ] (2.31) 

olduğu kolaylıkla görülür.  

Teorem 2.2.3.   parametreli bir Lie grup dönüĢümünün herhangi iki sonsuz küçük üretecinin 

ayracı da bir sonsuz küçük üreteçtir. Özel olarak               için; 

[     ]  ∑    
 

  

 

   

 (2.32) 

Ģeklindedir. Burada    
 

 katsayıları, yapı sabitleri olarak adlandırılır.  

Tanım 2.2.8. (2.32) denklemleri, (2.28) sonsuz küçük üreteçlerine sahip, (2.26)    parametreli 

Lie grup dönüĢümünün değiĢme bağıntıları olarak adlandırılır.          Ģeklindeki herhangi üç 

sonsuz küçük üreteç için  

 *   [     ]+  *   [     ]+  *   [     ]+    (2.33) 

Jakobi özdeĢliğinin sağlandığı gösterilebilir. 

Tanım 2.2.9. Bir   Lie cebiri; bilineer ayraç iĢlemi ile (2.31), (2.33) ve (2.32) özelliklerini 

sağlayan,   veya   üzerinde tanımlı bir vektör uzayıdır. Özel olarak; (2.1.20)   parametreli bir 

Lie grup dönüĢümünün sonsuz küçük {  }           üreteçlerinin kümesi,   üzerinde 

  boyutlu bir Lie cebiri oluĢturur.  
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Önerme:     Lie cebiriyle verilen bir Lie grup olsun. Her     vektörü için,    ‘deki 

adjoint vektörü        

    |               (2.34) 

dir [7].  

Bir Lie grubunun adjoint gösterimi Ad , 

        (       )     

çözümü ile verilen 

 
  

  
     |  ,         

lineer ADD sisteminin integrali alınarak veya daha basitçe  

  (       )   ∑
  

  

 

   

                       
  

 
[        ]     (2.35) 

Lie serileri toplanarak yeniden düzenlenebilir [7].  

2.2.11. Alt Grup ve Alt Cebirlerin Sınıflandırılması  

  bir Lie grup olsun.  -parametreli alt grupların bir optimal sistemi, bir alt grubun 

listedeki herhangi bir alt gruba tam olarak eĢlenik olma özelliği taĢıyan, denk olmayan eĢlenik  -

parametreli alt gruplarının bir listesidir. Benzer Ģekilde;  -parametreli alt cebirlerin bir listesi; 

 ‘nin her  -parametreli alt cebirinin, bazı adjoint elemanları altındaki listesinin yalnız bir 

elemanına denk olması durumunda bir optimal sistem oluĢturur.  

Alt grupların bir optimal sistemini bulma problemi, alt cebirlerin bir optimal sistemini 

bulma iĢlemi ile eĢdeğerdir. Her bir-boyutlu alt cebir  ‘de 0‘dan farklı bir vektör olarak 

tanımlandığından bir-boyutlu alt cebirler için bu sınıflandırma problemi; adjoint temsilinin 

yörüngelerini sınıflandırma problemi ile aynıdır [7]. 

2.3. Klasik Lie Metodu  

Klasik yöntem temel olarak, KDD sisteminin (2.16) invaryans koĢulu altında belirleyici 

denklemler yardımıyla, KDD‘nin simetri indirgemelerinin bulunmasından oluĢur. Daha spesifik 

olarak,  (2.12) diferansiyel denklem sistemi, (2.13)  -parametreli Lie grup dönüĢümü altında bir 

invaryansa maruz bırakıldığında, grup sonsuz küçükleri için over-determined bir lineer denklem 
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sistemine ulaĢılır. Bu sonsuz küçük dönüĢümler, sistemin indirgemelerini elde etmemize yardımcı 

olur.  

Metodun aĢamaları aĢağıdaki gibidir:  

  bağımlı değiĢkenli                ve    bağımsız değiĢkenli                

için 

  (                 )              (2.36) 

ile verilen bir   kısmi diferansiyel denklem sistemini düĢünelim.  

1)  -parametreli (2.13) Lie grup nokta dönüĢümleri, (2.36) KDD sistemini invaryant bıraksın.  

2) (2.15)‘de verilen      operatörünü (2.36) sisteminin her bir denklemine uygulayalım ve 

             için 

      |
    

        
 

(2.37) 

gerektirmesi sağlansın. (2.37) Ģartı,      nın baĢlangıçta verilen (2.36) sisteminin çözüm kümesi 

üzerinde yok olması anlamına gelir. Kesin bir Ģekilde bu Ģart        tek olduğunda     ‘in 

(2.36)‘nın çözümü olduğunu garanti eder.  

3) (2.2.6) bölümünde belirtilen süreç izlenerek (2.36) KDD sistemi tarafından oluĢturulan sonsuz 

küçük   üreteci için bir belirleyici denklem kümesi oluĢturan   ve   cinsinden bir lineer KDD 

sistemi elde edilir.  

4) Belirleyici denklemlerin çözümleri,   ve  ‘nün açık formlarını ortaya çıkarır.  

5) (2.23)‘deki karakteristik denklemler oluĢturulur ve  ,  -1 yeni bağımsız değiĢkenler cinsinden 

elde edilir.  

6) Sistemin indirgenmiĢ formunu elde etmek için (2.36) sistemi bu yeni koordinatlarla yeniden 

yazılır. 

2.4. Simetri Ġndirgeme Metodu  

 Lineer olmayan kısmi diferansiyel denklemlerin (LOKDD) (denklem veya bir sistem) 

çözümlerinin bulunması için kullanılan ve grup teorik metotlar literatüründe önemli bir yere sahip 

olan bu teknik Steinberg‘e aittir [64]. Metodun algoritmik gösterimi, kavramları açık ve anlaĢılır 

kılar. Ayrıca metot, lineer denklemlerde değiĢkenlere ayırma yöntemiyle yakın bir iliĢki içindedir. 

Daha önce çeĢitli LOKDD‘nin tam çözümlerini elde etmek için kullanılmıĢtır [20, 21, 65, 66]. 

Bu metot, coupled Korteweg-de Vries (KdV) sistemi, genelleĢtirilmiĢ Hirota-Satsuma KdV 

sistemi ve varyant Boussinesq denklemlerin simetri ve indirgemelerinin incelenmesinde 

kullanılmıĢtır. Bu yaklaĢımın avantajı, hem grup sonsuz küçüklerini nispeten kolay bir Ģekilde 
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sağlaması hem de genellikle klasik Lie metodundan daha genelleĢtirilmiĢ simetriler sağlamasıdır 

[65]. 

Metodun aĢamaları aĢağıdaki gibidir:  

a) Diferansiyel denklemlerin simetrileri bulunur.  

b) Simetri için kanonik koordinatlar belirlenir ya da diferansiyel denklem için ayrılabilir bir form 

varsayılır. 

c) ĠndirgenmiĢ problem kanonik koordinatlar cinsinden bulunur.  

 Bir diferansiyel denklem sisteminin simetri operatörünü belirlemek için aĢağıdaki Ģekilde 

ilerlemek gerekir:  

  bağımlı değiĢkenli  ̅               ve      -tane bağımsız değiĢkenli     ̅  

               den oluĢan, bir   LOKDD sistemini düĢünelim.  ̅   ̅    ̅  olmak üzere 

sistemin  ̅                lineer olmayan diferansiyel operatör cinsinden 

 ̅  ̅  
   ̅

   
  ̅  ̅   ̅ (2.38) 

Ģeklinde yazılabildiğini varsayalım.  ̅‘nin türevleri,  ‘nin     türevlerinden fazlasını 

içermedikçe  ̅;    ̅  ̅ ve  ̅‘nin herhangi bir türevinin uzayı üzerinde tanımlanabilir.  ̅ lineer 

olmayabilir. ġimdi (2.38) sistemi için, sonsuz küçük simetriler olarak adlandırılan  ̅  

              simetri operatörünü tanımlayalım. Bu simetriler, 1.mertebeden yarı-lineer kısmi 

diferansiyel operatörlerdir ve  ̅                olmak üzere;  

 ̅       ̅  ̅ 
  ̅

  
 ∑      ̅  ̅ 

  ̅

   
  ̅    ̅  ̅ 

 

   

 (2.39) 

formunda olmalıdır.  ̅‘nin  ̅              ‘daki  ̅               yönündeki  ̅  

                 ́             

 ̅  ̅  ̅  ̅  
 

  
  ̅  ̅    ̅  |

   
 (2.40) 

Ģeklinde verilir.  

a) Metot temelde                ve               katsayılarının  ̅ simetri operatöründe 

belirlenmesinden oluĢur. Bunun için Ģu adımlar takip edilmelidir: 

Öncelikle (2.40) denklemleriyle  ̅  ̅               ‘nin  ̅                Fr ́chet türevi 

bulunur. Daha sonra  ̅              ;  ̅               ‘de,  

 ̅  ̅  ̅  ̅  
 

  
  ̅  ̅    ̅  |

   
 (2.41) 
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simetri operatörü yönünde hesaplamak için yerine yazılır. (2.38) sisteminin invaryansı için,  ̅ 

simetri operatörü yönündeki (2.38) çözüm kümesinde (2.41) Fr ́chet türevi yok edilmelidir. Yani;  

 ̅  ̅  ̅  ̅ | ̅  ̅   ̅ (2.42) 

olmalıdır. Bunun için (2.42)‘de 
    ̅ 

     yerine  ̅  ̅  yazılır. (2.42) denklemleri geniĢletildiğinde 

 ̅‘nun çeĢitli kısmi türevlerinde polinom Ģeklinde ifadeler bulunur. Bu türev terimlerinin 

katsayılarının eĢitlenmesi ile,                 ve               grup sonsuz küçükleri için 

belirleyici denklemler olarak adlandırılan bir LKDD kümesi elde edilir. (2.38) sisteminin 

simetrileri için elde edilen ‗‗belirleyici denklemler‘‘ çözülür.  

b) Elde edilen bu kısmi diferansiyel denklem kümesi,  ̅‘nin katsayılarını bulmak için 

çözüldüğünde, (2.38)‘in sonsuz küçük simetrilerinin ilgili Lie cebiri:  

       ̅  ̅ 
 

  
 ∑      ̅  ̅ 

 

   
 ∑      ̅  ̅ 

 

   

 

   

 

   

 (2.43) 

Ģeklindeki vektör cisimlerinin kümesi olur. Benzer Ģekilde  ̅     
    

      
   olmak üzere, 

(2.38)‘in  -parametreli grup nokta dönüĢümü  

           ̅  ̅        
 

 ̅   ̅    ̅    ̅  ̅        (2.44) 

 ̅   ̅    ̅    ̅  ̅         

Ģeklinde olur. (2.43) sonsuz küçük üreteçleri kullanılarak orjinalinden bir eksik bağımsız 

değiĢkene sahip bir (2.38) indirgenmiĢ sistemi elde edilebilir. Bunun için  

  

 
 

   

  
 

   

  
   

   

  
 

   

   
 

   

   
   

   

   
 (2.45) 

karakteristik denklemleri çözülür. Bu denklemlerden, kanonik koordinatlar elde edilir.  

c) Problemin indirgenmiĢ formunu elde etmek için (2.38) sistemi bu yeni koordinatlarla 

değiĢtirilir. 

2.5. Nucci Ġndirgeme Metodu  

Ġncelenmekte olan modelin indirgenmiĢ ADD'i için first integralleri ve tam çözümleri elde 

etmede kullanılan yöntemlerden biridir. Bu teknik ilk olarak diferansiyel denklemlerin lokal 

olmayan simetrilerini bulmak için önerilmiĢtir [67]. Ayrıca birçok evrim tipi diferansiyel denklem 

de Nucci'nin indirgeme yöntemi ile incelenmiĢtir. Lie simetri yaklaĢımı ile elde edilen 
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üreteçlerden yararlanılır. Bu üreteçler yardımıyla oluĢan üçüncü mertebeden lineer olmayan adi 

diferansiyel denklemlere Nucci yöntemi Ģöyle uygulanır:  

Elde edilen üçüncü mertebeden lineer olmayan adi diferansiyel denklemlerden                   

ve         bağımlı değiĢkenlerini içeren herhangi bir denklemi   ile gösterelim. Nucci yöntemini 

kullanarak   denkleminin bazı yeni tam çözümlerini ve bunlara karĢılık gelen first integralleri 

bulmaya çalıĢalım. Bu yöntem altında  

                                                 

değiĢken dönüĢümlerini yapalım. Bu durumda; 

  
     

(2.46)   
     

  
          

elde edilir.    yeni bir bağımsız değiĢken olarak seçilirse; 

   

   
 

  

  
 

(2.47) 
   

   
     

  

olur.   denkleminden         çekilip (2.47)‘nin ikinci denkleminde yerine yazılır. Buradan    

ve bir first integral bulunur. Bulunan    ifadesi (2.47)‘nin birinci denkleminde yerine 

yazıldığında,    ve bir first integral daha elde edilir. Son olarak bulunan   , (2.46)‘nın ilk 

denkleminde yerine yazılarak    ifadesi elde edilir.            olduğundan nihai çözüm elde 

edilmiĢ olur. Üçüncü mertebeden bir denklemde iki tane first integral, ikinci mertebeden bir 

denklemde bir tane first integral bulunabilir.  

 



3. ÇĠFT KIRILMALI FĠBERDE MODULASYON KARARSIZLIĞI VE 

TAM OPTĠK SOLĠTONLAR ÜZERĠNE ELĠPTĠK AÇI ETKĠSĠ  

Solitonlar, yayılma sırasında ve diğer darbelerle etkileĢimden sonra kimliklerini koruyan 

darbe benzeri dalgaları karakterize ederler. Ortamın dağılımının ve lineer olmamasının 

dengeleyici etkisi, solitonların geliĢmesine yol açar. Solitonlar, diğer solitonlarla etkileĢim 

sırasında kimliklerini koruyan soliter dalganın özel bir türüdür. Soliter dalgalar, büyük 

mesafelerde asimptotik olarak sıfıra yaklaĢarak yok olan bölgesel hareketli dalgalardır. 

John Scott Russell, 1834 yılında soliter dalgalarla ilgili gözlem yapan ilk kiĢiydi [68]. 

Russell, yavaĢça hareket ederken orijinal Ģeklini koruyan büyük bir su çıkıntısı görmüĢtür. Bu "su 

çıkıntısı" gözlemini "büyük öteleme dalgası" olarak adlandırmıĢtır. Soliter dalgaların incelenmesi 

Russell‘ın bu gözlemine dayanmaktadır. Russell, su yüzeyi üzerindeki maksimum genlik, sonlu 

derinlik ve yerçekimi ile soliter dalgaların hızıyla ilgili       ve   sırasıyla tek bir dalganın 

hızını, yerçekimine bağlı ivmeyi, sonlu derinliği ve dalganın maksimum genliğini göstermek 

üzere; 

          

Ģeklinde bir eĢitlik bulmuĢtur. Önceleri Scott Russell'ın araĢtırması, çalıĢmasının Isaac Newton ve 

Daniel Bernoulli tarafından verilen hidrodinamik teorilerine aykırı olması nedeniyle araĢtırmacı 

arkadaĢları tarafından onaylanmamıĢtır. 1870'lerde Joseph Boussinesq ve Lord Rayleigh, Russell 

gözleminin teorik incelemesini geliĢtirmiĢ ve sonra onu bir laboratuvar deneyinde yeniden 

üretmiĢlerdir. 1895'te Hollandalı Diederik Korteweg ve Gustav de Vries, Ģimdilerde iyi bilinen 

Korteweg-de Vries denklemi (KdV denklemi) ve bunların soliter ve periyodik dalga çözümleri ile 

ilgilendiler [69]. 1955'te Fermi, Pasta ve Ulam, lineer olmayan bir uyumsuz osilatörün 

çalıĢmasında solitonlar üzerine beklenmedik sonuçlar elde ettiler [70]. Normal titreĢim modları 

arasındaki lineer olmayan etkileĢimlerin, enerjinin eĢit dağılımı nedeniyle sistemin enerjisinin 

tüm modlar boyunca eĢit dağılımına yol açtığını gösterme giriĢimleri baĢarısızlıkla 

sonuçlanmıĢtır. Enerji tüm modlar boyunca yayılmaz, ancak bir süre sonra deneyin baĢlangıcında 

olduğu yerdeki ilk modunda birikir. 

 1965 yılında Zabusky ve Kruskal; Fermi, Pasta ve Ulam problemini sürekli bakıĢ açısıyla 

incelediler [71]. Onlar, Korteweg ve de Vries denklemlerini yeniden türetmiĢ ve kararlı dalga 

çözümlerini sayısal simülasyonlarla elde etmiĢlerdir. Bu sayısal sonuçlar sayesinde, bu 

çözümlerin ikisi çarpıĢtıktan, etkileĢime girdikten ve sonra tekrar dağıldıktan sonra Ģekillerini ve 

hızlarını korudukları sonucuna vardılar. Bu dalgalar, parçacık benzeri özelliklerini belirtmek 

amacıyla soliton olarak adlandırılmıĢtır. Solitonların bu parçacık davranıĢı, ilginç bir gözlemden 

çok daha fazlasıdır ve matematiksel önemi büyüktür. Sayısal simülasyonlar parçacık benzeri 
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davranıĢ önerse de, solitonların bir çarpıĢmadan sonra orijinal Ģekillerini tamamen geri 

kazanmalarının nasıl mümkün olduğu sorusu her zaman ortaya çıkar. Bu soruya cevap aramak 

için bu tür sayısal simülasyonların sonuçları detaylı bir Ģekilde incelenmiĢ ve çarpıĢmadan sonra 

bazı dalgalanmaların görüldüğü gözlemlenmiĢ ve bu nedenle solitonların çarpıĢmalardan sonra 

orijinal Ģeklinin tam olarak geri kazanılmadığı sonucuna ulaĢılmıĢtır. Bu nedenle, solitonların 

çarpıĢmalar yoluyla yok olup olmadığını doğrulamak için, soliton dalga denklemlerinin teorik 

yönlerini incelemek ve bunların kesin çözümlerini aramak elzem hale gelmiĢtir.  

 Solitonlar kavramı, çok sayıda araĢtırmacının dikkatini çekmiĢ olup tüm dünyada bu 

konuyla ilgili büyük araĢtırmalar yapılmaktadır. Uygulamada KdV denkleminin öneminin nedeni, 

çok sayıda fiziksel model geliĢtirilmesine yol açmıĢ olmasıdır. Solitonlar ayrıca, de Broglie 

tarafından 1927'de geliĢtirilen "Çift çözüm teorisi" veya "Lineer olmayan dalga mekaniği" olarak 

bilinen de Broglie'nin teorisi aracılığıyla bir temel oluĢturdukları için kuantum mekaniğinde de 

uygulamalar bulmaktadır. Bu teori, esas olarak, Albert Einstein'ın ıĢıkla ilgili benzer teorisini 

genelleĢtirerek, dalga-parçacık ikili doğasını maddenin tüm parçacıklarına göre incelemeye 

yardımcı olmuĢtur.    

 Solitonlar, yoğunluk profiline göre bazı tiplere ayrılır. Bunların bazı önemli olanları 

Spatial ve temporal solitonlar, bright, dark, kink ve breather solitonlardır.  

 Spatial ve Temporal Solitonlar. Temporal solitonlar, Ģeklini koruyan ve optik fiberde 

yayılma sırasında zaman içinde sınırlanan optik darbelerdir. Spatial soliton, yayılma 

yönüne dik olan enine yönde sınırlı kalan bir ıĢındır. Optik Kerr etkisi olarak bilinen, ıĢık 

yoğunluğunun neden olduğu bir optik malzemenin kırılma indisindeki lineer olmayan 

değiĢim temporal ve spatial solitonların evriminden sorumludur. Kırılma indisine bağlı 

yoğunluk, spatial kendi kendine odaklanma ve temporal kendi kendine faz 

modülasyonunun (KFM) etkilerine yol açar. Bir optik ıĢının kendi kendine odaklanması, 

doğal kırınım kaynaklı yayılmasını dengeler ve spatial soliton üretir. Temporal  soliton, 

bir optik darbenin doğal dağılımın neden olduğu geniĢlemesine karĢı koyduğunda KFM 

tarafından geliĢtirilir. Spatial ve temporal solitonlar, optik soliton teorisinde önemli bir rol 

oynar [72].  

 Bright ve Dark Solitonlar. Yoğunluğu arka plandan daha yüksek olan bir soliton benzeri 

darbe, bright soliton olarak adlandırılır. Yoğunluk profilinde tekdüze arka plana göre 

düĢüĢ olan bir soliton, dark soliton olarak bilinir. Bright ve dark solitonların profili 

sırasıyla ġekil 3.1 ve ġekil 3.2‘de gösterilmektedir. Dark ve bright solitonlar arasındaki 

en büyük fark, zamana bağlı faz veya dark solitonlarda frekans cıvıltısı açısından 

görülebilir. Sayısal simülasyonlar, dark solitonların bright solitonlara göre gürültü 

varlığında daha kararlı olduğunu ve fiber kaybı durumunda daha yavaĢ yayıldığını 

göstermektedir.  
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ġekil 3.1. Bright soliton 

 

ġekil 3.2. Dark soliton 

 Kink Soliton. Kink soliton, dar bir bölgede genliği hızla değiĢen ancak      için yok 

olmayan bir Ģok dalgasını temsil eder. Kink profili, belirli yoğunluktaki iki kararlı arka 

plan dalgasını sıfır yoğunlukla birleĢtirir. Dinamikleri Sine-Gordon denklemi tarafından 

yönetilen birçok fiziksel sistem, kink solitonu yansıtır [73]. Optik fiber boyunca yayılma 

sırasında Ģeklini koruyan bir optik Ģok dalgası, bir kink solitonunu temsil eder. Kink 

solitonun evrimi ġekil 3.3'de gösterilmiĢtir.  
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ġekil 3.3. Kink soliton 

 

 Breather Soliton. Bir breather soliton, enerjinin salınımlı ve lokalize biçimde 

yoğunlaĢtığı yerde lineer olmayan bir dalgadır (ġekil 3.4). Breather terimi, çoğu 

breatherların uzayda lokalize olması ve zamanda salınması özelliğinden doğar. Ancak 

uzayda salınması ve zamanda lokalize olması durumu da breather ile gösterilir. Ayrıca, 

ayrık kafes denklemlerinin lokal bir periyodik çözümüdür [74, 75].  

 

 

ġekil 3.4. Breather soliton 

 

Solitonların Uygulama Alanları. Soliton teorisi, lineer olmayan optik, hidrodinamik, 

plazmalar, trafik akıĢı, Ģok dalgası, kasırgalar, tsunamiler, internet, türbülans, mıknatıslar ve 

nükleer fizik gibi çeĢitli alanlara uygulanabilir. Dark solitonların, bright solitonlara göre 

zamanlama titremesi ve sinyal içi Raman saçılımı gibi durumlara karĢı nispeten daha az 

etkilendiği bulunmuĢtur. Dark soliton'un bu özelliği, optik iletiĢim sistemlerinde potansiyel 

uygulamalara sahiptir [72]. Soliton kimlik koruyucu özelliğinden dolayı fiber optik haberleĢme 

sistemlerinde veri iletiminde kullanılır. Bu sistem, bir dijital bit sisteminde '1' biti temsil etmek 
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için solitonları kullanır. Optik fiberde yayılma sırasında solitonlar, fiber kayıpları, üçüncü 

dereceden dağılım ve sinyal içi Raman saçılması gibi birçok bozulma türüyle karĢılaĢırlar. 

Solitonlar, klasik ve kuantum alan teorisinde ve nanoteknolojide, özellikle nanohidrodinamikte 

hayati bir rol oynamaktadır [76]. Nörobilimde, nöronlar boyunca elektrik sinyali yolunu 

açıklama, proteinler ve DNA'daki düĢük frekanslı kollektif hareketlerle ilgili olarak oldukça 

uygulanabilir alanlara sahiptir [77, 78].  

Modülasyon kararsızlığı (MK), lineer olmayan dağıtıcı ortamlarda periyodik yapıların 

oluĢumunu baĢlatan kritik süreçlerden biridir. Bu mekanizmada, baĢlangıçta büyüyen ancak aynı 

zamanda bozulabilen periyodik tohumlama pertürbasyonları nedeniyle bir arka plan taĢıyıcı 

dalgası modüle edilir. Fiber kayıpları, üçüncü mertebeden dağılım, yükselteç gibi birçok 

pertürbasyon türlerinde optik fiber iletiĢim sırasında gürültü ve sinyal içi Raman saçılmasıyla 

karĢılaĢılır. Bu sırada yeni frekanslar üretilir ve dalgalar arasında yoğun bir enerji alıĢveriĢi 

gerçekleĢir [79]. Modülasyon kararsızlığı modern teknolojide birçok uygulamaya sahiptir. 

MK'nın optikteki önemi kapsamlı bir Ģekilde ele alınmıĢtır [80, 81, 82]. Benzer Ģekilde biyoloji 

hidrodinamik ve plazmalar gibi çeĢitli alanlardaki önemi de araĢtırılmıĢtır [83, 84, 85, 86]. MK, 

lineer olmayan optik ortamda kısa darbe dizisi üretimi ve optik parametrik amplifikasyon ile 

doğal bağlantısı nedeniyle kapsamlı çalıĢmaların konusu olmuĢtur. Süperkesintisiz üretiminin ilk 

aĢamasında yer alan temel mekanizma, gürültü odaklı MK ile yakından bağlantılıdır. 

Süperkesintisiz oluĢturma sürecinde bir optik dev dalganın ortaya çıkmasından MK'nın sorumlu 

olduğu ortaya çıkmıĢtır.  

Lineer olmayan evrim denklemleri (LOED) bulunan lineer olmama durumları ve dağılım 

terimleri, MK analizi kullanılarak izlenebilen sürekli dalgaların genlik ve faz modülasyonunu 

etkilemede önemli bir rol oynar. Esasında, kapalı formdaki bir çözüm veya sayısal bir yaklaĢımın 

rolü, MK analizi ile değiĢtirilebilir. MK analizi, LOED'lerin çözümünde kullanılan sayısal 

tekniklerin kod doğrulamasında önemli bir rol oynayabilir. Bir denklemin MK analizinde dört 

önemli adım aĢağıdadır:  

i. Bir denge durumunun bulunması,  

ii. Denge durumunun bozulması ve pertürbasyonlara göre denklemlerin formüle 

edilmesi,  

iii. Elde edilen denklemleri kullanarak lineer olmayan bir dağılım iliĢkisinin 

oluĢturulması, 

iv. Denklemler için MK gain spektrumunu elde etmek için dağılım iliĢkisinin 

çözülmesi. 

Bu bölümdeki çalıĢma, eliptiklik açısı ve coupled denkleminin katsayısının etkisi ile çift 

kırılmalı optik fiberlerde darbe yayılımını tanımlayan lineer olmayan coupled denklemlerin tam 

optik solitonlarını oluĢturmaktadır. Yeni Sardar alt-ADD yönteminden yararlanılarak W-biçim 
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bright, dark optik solitonlar, trigonometrik fonksiyon ve tekil fonksiyon çözümleri gibi çeĢitli 

optik solitonlar korunmuĢtur. Ayrıca eliptiklik açısının ve coupled denklemin katsayısının 

modülasyon kararsızlığı üzerindeki etkileri incelenmiĢtir.       için lineer, dairesel çift kırılma 

ve MK büyüme hızında kararsız bölge gösterilmiĢtir. Coupled denklemin katsayısının MK 

büyüme hızı üzerindeki etkilerini kaydetmek için eliptiklik açısı       olarak sabitlenmiĢtir. 

ġekil 3.10 ve ġekil 3.14'te, Houwe ve ark.‘nın yaptığı çalıĢmaya kıyasla MK gain‘in bazı yeni 

davranıĢları elde edilmiĢtir [87]. Bu sonuçlar, Ablowitz ve Horikis [88], Houwe ve ark. tarafından 

yapılan çalıĢmalar ile karĢılaĢtırıldığında kararlı/kararsız bölgeleri göstermektedir [87]. Ayrıca, bu 

sonuçlar lineer olmayan optik fiberlerde uzun mesafeli iletiĢimi ve fiber optik tasarımını 

açıklamak için yardımcı olacaktır.  

Bu bölümde yapılan çalıĢmanın amacı, eliptik olarak çift kırılmalı bir fiberdeki optik 

darbeleri tanımlayan  

 
  

  
 

  

 

   

   
   | |   | |         

(3.1) 

 
  

  
 

  

 

   

   
   | |   | |          

coupled denklem kümesinin tam optik solitonlarını araĢtırmaktır [88]. Burada        ve       , 

iki çekirdekli optik fiberlerde eliptik olarak çift kırılmalı bir fiberde darbenin yayılmasını 

gösteren genlikleri belirtir.        parametreleri sırasıyla grup hız dağılımı, lineer olmama 

katsayısı ve coupled denklemin katsayısıdır. Ayrıca eliptiklik açısı   
          

         
 ile tanımlanır. 

Genellikle eliptiklik açısı değerleri, sırasıyla lineer çift kırılmalı ve dairesel çift kırılmalı fiber ile 

ilgili olan      ve      ‘dir. Ek olarak, sıfır çift kırılma        durumu vardır. Son 

zamanlarda, Houwe ve arkadaĢları, eliptiklik açısının ve üçüncü/dördüncü mertebe gibi yüksek 

mertebeli dağılımların MK üzerindeki etkilerini incelemiĢlerdir. AraĢtırmacılar, eliptiklik açısını 

          aralığında değiĢtirerek MK'nın bazı yeni davranıĢlarını ortaya koymuĢlardır [87]. Bu 

çalıĢmada, soliton çözümlerinin davranıĢını ve MK gain‘i incelemek için coupled denklemin 

katsayısı eklenmiĢ ve yüksek dereceli dağılım terimleri azaltılmıĢtır.   

Bu çalıĢmada ayrıca, çift kırılmada çapraz faz modülasyonu varlığında coupled lineer 

olmayan Schrodinger denkleminin (CLOSD) tam çözümleri araĢtırılmıĢtır. Ġlk olarak yeni Sardar 

alt denklem metodu (YSADM) açıklanmıĢtır. Bu yeni metot coupled denklemlerine 

uygulanmıĢtır. Sonrasında ise modülasyon kararsızlığı incelenmiĢtir. 

3.1. Modifiye EdilmiĢ Yeni Sardar Alt-Denklem Metodunun Ġncelenmesi  

  , bir bilinmeyen        cinsinden polinomal fonksiyon olmak üzere  
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(3.2) 

lineer olmayan denklemleri alınsın. (3.2) denkleminin çözümlerinin araĢtırılması için     

olmak üzere  

                   (3.3) 

değiĢken dönüĢümlerini yapalım. (3.3) dönüĢümü (3.2) denkleminde yazılırsa      
  

  
 türevi olmak 

üzere 

                          (3.4) 

elde edilir.  

(3.4) denkleminin çözümlerinin  

        ∑         
 

   

  (3.5) 

formunda olduğunu varsayalım [48]. Burada           için        sabitler olmak üzere 

       

                           (3.6) 

lineer olmayan diferansiyel denklemi sağlar.  

(3.6) diferansiyel denklemi aĢağıdaki çözümlere sahiptir:  

1. Durum.     için, 

    ve     olduğu zaman  

  
      √ 

   

 
      (√  ) (3.7) 

ve  

  
      √

   

 
      (√  ) (3.8) 

bright ve singüler solitonlar ortaya çıkmıĢtır.  

     ve     olduğu zaman  

  
      √ 

   

 
      (√   )  (3.9) 

ve  
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      √ 

   

 
      (√   ) (3.10) 

periyodik ve singüler fonksiyon çözümleri elde edilir.  

2. Durum.   
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 )+ (3.15) 

Ģekillerinde dark, singüler ve birleĢik optik solitonlar elde edilir.  

3. Durum.   
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    ve     olduğu zaman  

   
      

 

 
√
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 )  √       (√

 

 
 )+ (3.20) 

trigonometrik fonksiyon çözümleri elde edilir. Burada  

          
 

        ,           
 

        ,          
 

          ,          
  

          , 

          
        

        ,           
        

        ,            
          

          ,          

 
          

           

Ģeklindedir.  

3.2. Çift Kırılmada YSADM’nin CLOSD’ye Uygulanması  

Bu kısımda eliptik açı varlığı ile bir lineer olmayan karĢıt yönlü coupler için analitik 

çözümler araĢtırılacaktır.  

             
          (3.21) 

             
          (3.22) 

ve        olsun. CLOSD kümesinde (3.21) ve (3.22)‘nin kullanılmasıyla imajiner 

kısımlardan  

   
 

   
 (3.23) 

ve reel kısımlardan  

         
        

            
    (3.24) 

 ve  
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    (3.25) 

elde edilir. Burada  

                          
               (3.26) 

dir. CLOSD‘nin  

         ∑         

  

   

  (3.27) 

 

         ∑         

  

   

  (3.28) 

Ģeklindeki çözüm formlarından faydalanılması ve homojen denge (balans) prensibinin 

uygulanmasıyla         bulunur. Buradan  

                 (3.29) 

                (3.30) 

elde edilir. Coupled denklem kümesinin soliton çözümlerini oluĢturmak için (3.6), (3.29), (3.30), 

eĢitlikleri (3.24) ve (3.25) denklemlerinde yerine yazılır. MAPLE 18 yardımıyla elde edilen 

cebirsel denklem sisteminin çözülmesiyle  

1.                           
               ile  

                                 

bulunur. Buradan çözümün genel formu  

  
                (        

 )       (3.31) 

ve  

  
                (        

 )       (3.32) 

Ģeklinde olur.  

Böylece dördüncü tip soliton çözümleri aĢağıdaki gibi elde edilir: 

     ise, 

    ve     için bright soliton çözümleri  

  
                (     √ 

   

 
       √   )   (3.33) 
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ve 

  
                (     √ 

   

 
       √   )   (3.34) 

olur.  

 Singüler soliton çözümleri  

  
                (     √ 

   

 
       √   )   (3.35) 

ve  

  
                (     √ 

   

 
       √   )   (3.36) 

Ģeklinde elde edilir.  

     ve     için periyodik ve singüler fonksiyon çözümleri  

  
                (     √ 

   

 
      √    )   (3.37) 

  
                (     √ 

   

 
      √    )   (3.38) 

ve  

  
                (     √ 

   

 
      √    )   (3.39) 

  
                (     √ 

   

 
      √    )   (3.40) 

Ģekillerinde elde edilir.  

 ġekil 3.5‘de (   ve   ), soliton hızının değiĢimi ile bright üç boyutlu      ve karĢılık 

gelen iki boyutlu      gösterilmiĢtir. Burada bright optik solitonun Ģeklini koruduğu görülür. 

ġekil 3.6‘da (   ve   ), soliton hızının negatif olduğu yerde ve modelin uygun parametreleri 

seçilerek W-biçimli bright optik soliton gösterilmiĢtir. ġekil 3.6     ‘teki Kontur grafiğinde W-

biçimli bright optik solitonun sağdan sola doğru kaydığı da gözlemlenmektedir. Ayrıca ġekil 3.7 

ve ġekil 3.8‘de soliton hızının etkisiyle iki boyutluda W-biçimli bright değiĢimi gösterilmiĢtir. 

Elde edilen eğriler, solitonun Ģeklini koruma, sadece genel bakıĢ için deformasyon olmadan 

yayılma gibi iyi bilinen özelliklerini göstermektedir.  



31 

   
 

 

  

 
 ise aĢağıdaki sonuç kümesi elde edilir:  

2.                           
               ile 

                                                 

    ve     alınmasıyla  

  

ġekil 3.5.                                                   için soliton      

hızının etkisiyle (3.33) denkleminin bright soliton grafik gösterimi 

 

 

ġekil 3.6.                                                   için         
       (üç boyutlu ve iki boyutlu) ve                 (üç boyutlu ve karĢılık gelen kontur 

grafiği) soliton     hızının etkisiyle (3.33) denkleminin W-biçimli bright soliton grafik 

gösterimi 
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ġekil 3.7.                                                   için soliton hızının 

negatif değerinin           etkisiyle (3.33) denkleminin W-biçimli bright soliton grafik 

gösterimi 
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√     } (3.42) 

dark soliton çözümleri ortaya çıkar.  

 Trigonometrik fonksiyonların çözümü  
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√     }   (3.43) 
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√     }   (3.44) 

Ģeklinde olur.  
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ġekil 3.8.                                                   için soliton hızının 

         pozitif etkisiyle (3.33) denkleminin W-biçimli bright soliton grafik gösterimi 

ġekil 3.9‘da, optik fiberlerde dark optik soliton ve Kink benzeri soliton gösterilmiĢtir. 

Elde edilen Ģekiller sinyal amplifikasyonu, veri koruma, telekomünikasyon sistemi, fiber optik 

yapı tasarımı gibi çeĢitli uygulamalarda iyi bilinmektedir.  

 

ġekil 3.9.                                    için (3.41) denkleminin Alt-ADD yöntem 

parametresinin değiĢimi ile               dark optik soliton ve soliton hızının değiĢimi ile 

Kink benzeri soliton                grafik gösterimi 
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Dark soliton, sağlamlığı nedeniyle optik iletiĢimde büyük bir potansiyele sahiptir. Son 

zamanlarda, dark solitonun daha düĢük bir güç hızında yayılabileceği ve daha yüksek güç hızında 

daraltılabileceği gösterilmiĢtir [87].  
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(3.45) 
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(3.46) 

kompleks soliton çözümleri ortaya çıkmıĢtır.  
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(3.48) 

Ģeklinde trigonometrik ve singüler fonksiyon çözümlerinin birleĢimi elde edilmiĢtir.  

 Dark ve trigonometrik fonksiyon çözümlerinin birleĢimi  

  
                {     [

 

 
√ 

  

 
(       √ 

 

 
    √         √ 

 

 
  )]} 

(3.49) 

  
                {     [

 

 
√ 

  

 
(       √ 

 

 
    √         √ 

 

 
  )]} 

(3.50) 

Ģeklinde olur.  

   
 

 

  

 
 için  

    ve     olduğu zaman trigonometrik fonksiyonların çözümü aĢağıdaki gibidir:  

   
                {   

 

 
  √

  

 
      

 

 
√    }  (3.51) 
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ve  

   
                {   

 

 
  √

  

 
      

 

 
√    } (3.52) 

   
                {   

 

 
  √

  

 
      

 

 
√    } (3.53) 

ve  

   
                {   

 

 
  √

  

 
      

 

 
√    } (3.54) 

   
                {     [

 

 
√

  

 
(      √     √        √    )]} (3.55) 

ve  

   
                {     [

 

 
√

  

 
(      √     √        √    )]} (3.56) 

   
                {     [

 

 
√

  

 
(      √     √        √    )]} (3.57) 

ve  

   
                {     [

 

 
√

  

 
(      √     √        √    )]} (3.58) 

   
                {     [

 

 
√

  

 
(      √

 

 
   √        √

 

 
  )]} (3.59) 

ve  

   
                {     [

 

 
√

  

 
(      √

 

 
   √        √

 

 
  )]}  (3.60) 
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3.3. Modülasyon Kararsızlık Analizi 

Bu kısımda, eliptiklik açısı ve coupled denklemin katsayısı değiĢtirilerek MK gain 

spektrumu incelendi [89].    ve    güç durumlarıyla ilgili iken         ve   değiĢkenleri 

cinsinden ifade edilen küçük pertürbasyonları göstermek üzere, küçük pertürbasyon terimleri 

aĢağıdaki gibi kabul edilmiĢtir:  

       (√          )          
(3.61) 

                             (3.62) 

Küçük pertürbasyonlar için elde edilen çözümler  

           
            

          
(3.63) 

           
            

          (3.64) 

Ģeklindedir. Burada  , MK‘nın frekansı ve   parametresi pertürbasyon dalga numarasını 

göstermektedir. (3.61) ve (3.62) denklemlerinin (3.1) denkleminde kullanılması ve sonrasında 

küçük bozulmalar için lineerleĢtirme Ģemasının kullanılması ve (3.63)-(3.64) coupled lineer 

denklemlerinin kullanılmasıyla ile elde edilen  

     

(

 
 
 
 

              

             
 

 
   

       

            
 

 
   

        

                   
 

 
   

 
)

 
 
 
 

 

(3.65) 

Ģeklindeki bir         matrisinin determinantının çözülebilirlik koĢulu 

   
     

     
           

(3.66) 

ile verilir. Burada             ve    (3.66) denkleminin katsayılarıdır.  

 AĢağıda, gain spektrumunun gösterimi; normal        ve anormal        dağılma 

etkisi olmak üzere iki farklı etki ele alınmıĢtır. 

3.3.1. Normal Dağılım Etkisi:       

ġekil (3.10),                                                                     

                                                                                   için 

eliptik   açısının etkisi ile normal dağılım etkisinde modülasyon frekansına karĢı MK gain 
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spektrumu değiĢimini göstermektedir. Ġki slayt lobu elde edilmiĢtir ve ardından sırasıyla 

         ,            ,             ve             için bir slayt lobu ortaya çıkmıĢtır. Bu 

durumlar için maksimum büyüme hızı azalır ve modülasyon frekansının boĢluğu artar. Ayrıca 

ġekil 3.11, lineer olmayan katsayıların etkisi ile MK gain spektrumunun varyasyonudur. Lineer 

olmayan katsayıların küçük değerleri için kararsızlık bölgeleri oluĢur ve ardından önemli 

kararlılık alanı ortaya çıkar (ġekil 3.11-3.12). Elbette yukarıda elde edilen soliton çözümleri bu 

aralıklarda kararlı olmalıdır.       için ġekil 3.12, coupled denklemin katsayısının etkin etkisi 

altında normal grup dağılımında MK gain spektrumunun davranıĢını vurgulamaktadır. Dört 

kayma lobunun ve MK büyüme hızının (yani kararsız sürekli dalgalar) gösterildiği yerde özel 

durum elde edilir. Ayrıca, lineer olmayan terimlerin etkisi ile lineer-çift kırılmada MK gain 

spektrumunun davranıĢı ġekil 3.13‘te gösterilmektedir. ġekil 3.14‘te güç olayının etkisiyle 

     ‘lik dairesel çift kırılmada MK gain spektrumunun değiĢimi gösterilmektedir.   

 

ġekil 3.10.                                                     de eliptik açısının ( ) 

etkisiyle modülasyon frekansına karĢı normal dağılım etkisi spektrumundaki gain gösterimi 
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ġekil 3.11.                                   için      de                      da 

                      de                         de                    de 

lineer olmayan terimin etkisi altında eliptik açısına karĢı normal dağılım etkisinde gain 

spektrumunun kontur çizimi ve grafik gösterimi 

Ayrıca ġekil 3.14‘te MK büyüme hızının olduğu yerde ek bantların oluĢumu gözlemlenmiĢtir. 

Son olarak ġekil 3.15 ve ġekil 3.16'da sırasıyla eliptiklik açısının değiĢimi ve coupled denklemin 

katsayısının negatif değerleri ile MK gain‘in davranıĢı görülmektedir.  

 

ġekil 3.12.                                 için      de                  de   
               de                 de            de coupled denklemin katsayısının 

( ) etkisi ile normal dağılım altında MK gain spektrumlarının gösterimi 
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ġekil 3.13.                           için                    ,               
      ,                      ,                        lineer olmayan 

katsayının ( ) etkisi ile lineer çift kırılmada normal dağılım altında MK gain spektrumlarının  

gösterimi 

ġekil 3.15'de   ,    ve    de üç yan lob,    de ise dört yan lob elde edilmiĢtir. Aynı zamanda 

ġekil 3.15‘de MK gain‘in maksimum değeri    'da (satır içi) görülür, (   ,  , ve   ). Ayrıca, 

ġekil 3.15‘in    grafiğinde MK gain‘in maksimum değerinin     için sıfır olduğu 

gösterilmiĢtir.  

 

ġekil 3.14.                  için toplam güç olayının (  ) etkisiyle dairesel çift kırılmada normal 

dağılım altında MK gain spektrumlarının gösterimi 
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ġekil 3.15.                                     için                             
             ve             de çift kırılmada eliptik açının etkisiyle anormal dağılım 

etkisinde MK gain spektrumlarının gösterimi 

Bununla birlikte, ġekil 3.16'da, coupled teriminin mutlak değerleri arttığında, kararlı bölgeler 

azaldığında MK büyüme hızı gösterilmektedir. Bu sonuçlar, Ablowitz ve Horikis, Houwe ve ark. 

çalıĢmaları ile karĢılaĢtırıldığında MK gain spektrumlarının yeni davranıĢını göstermektedir [87, 

88].  

3.3.2. Anormal Dağılım Etkisi:       

Anormal dağılım etkisi bağlamında, sırasıyla iyi bilinen lineer çift kırılma, dairesel çift 

kırılma (               ) ve        ,        kullanılmaktadır. ġekil 3.15,     

                       ve            için MK gain spektrumlarının varyasyonunu 

gösterir. Kararsızlık bölgelerinin (kararsız sürekli dalgalar)         ve        için elde 

edildiği görülmektedir. ġekil 3.16‘da coupled denklemin katsayısının etkisi, anormal dağılım 

etkisinde MK gain spektrumunun değiĢimi boyunca ortaya çıkar. Ayrıca, coupled denklemin 

katsayısının mutlak değeri arttığında MK büyümesi üstel olarak artarken, kararlılık bölgeleri de 

azalmıĢtır.  
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ġekil 3.16.                                      için                            
                             ve                   coupled denklemin katsayısının 

( ) etkisi ile anormal dağılım etkisinde MK gain spektrumlarının gösterimi 

 

 

 



4. PERĠYODĠK GENEL DEGASPERĠS-PROCESĠ DENKLEMĠNĠN 

YENĠ ÇÖZÜMLERĠ VE FĠRST ĠNTEGRALLERĠ 

Rüzgar, su altı depremlerinden oluĢan dalgalar ve okyanusa düĢen göktaĢları kıyıda ciddi 

hasarlara neden olabilir. Benzer Ģekilde, yanlıĢ hızda hareket eden bir geminin oluĢturduğu 

dalgalar da kıyıya ulaĢtıklarında önemli hasarlara neden olmaktadır. Bu örnekler, su yüzeyindeki 

dalgaların davranıĢını gözlemlemenin ve değerlendirmenin günlük yaĢamda ne kadar önemli 

olduğunu fazlasıyla göstermektedir. Dalgaların yıkıcı etkilerinin yanı sıra sağladıkları faydalar 

açısından da incelenmesi ve analiz edilmesi önemlidir. Bunun nedeni, dalgaların kontrol 

edilemeyen muazzam enerji içermesidir. Yenilenebilir enerji kaynakları günümüzde çok önemli 

olduğundan, bu enerjinin en azından bir kısmı kontrol edilebilirse, dünyanın günlük enerji 

ihtiyacının önemli bir kısmının karĢılanabileceğine inanılmaktadır. Hem fizik hem de 

matematiksel problemler açısından kıyılardaki su dalgalarının, nehirlerdeki taĢkınlarda oluĢan 

dalgaların, okyanuslardaki fırtınalarda oluĢan dalgaların, sulardaki gemi dalgalarının, göl ve 

limanlar gibi kapalı sulardaki salınımların incelenmesi birçok araĢtırmacı için oldukça önemlidir. 

Hareket eden dalgalar, yapılarını koruyan ve     sabit hızıyla hareket eden kısmi diferansiyel 

denklemlerin çözümlerine karĢılık gelir.  

Lineer olmayan evrim denklemleri, fizik, kimya, biyoloji ve malzeme bilimi gibi 

matematik dıĢındaki çok çeĢitli alanlarda görülen kısmi diferansiyel denklemlerdir. AkıĢ 

mekaniğinde Navier-Stokes ve Euler Denklemleri, ısı transferi ve biyoloji biliminde reaksiyon-

difüzyon denklemi, kuantum mekaniğinde Klein-Gordon denklemi ve Schrödinger denklemi ve 

malzeme biliminde Cahn-Hilliard denklemi lineer olmayan evrim denklemlerine örnek olarak 

verilebilir. Uygulamalı bilimlerde çeĢitli süreçleri modellemek için evrim denklemleri veya 

denklem sistemleri kullanılabilir. Bu durum, lineer olmayan evrim denklemlerini ve bu 

denklemlerin çözümlerinin matematiksel özelliklerini inceleyen çok sayıda araĢtırmacının 

dikkatini çekmiĢtir. Literatürde denge çözümleri, ilerleyen dalgalar, kendine benzer çözümler, 

zaman-periyodik çözümler gibi özel çözümlerin varlığı, bu çözümlerin dinamik kararlılığı, kaotik 

dinamikler, tam integrallenebilirlik gibi evrim denklemleriyle ilgili oldukça önemli konular 

bulunmaktadır. Ayrıca, lineer olmayan evrim denklemleri için çözümlerin varlık tekliği ve 

çözümlerin verilere sürekli olarak bağlı olması, yani çözümün iyi konumlanmıĢ olması önemli bir 

çalıĢma konusu olmuĢtur. Çözümlerin tekilliği, kararlılığı ve asimptotik davranıĢı da evrim 

denklemlerini incelerken ele alınan en temel problemlerden olmuĢtur.  

Bu bölümde,   zamanı bağımsız değiĢken olmak üzere, bir evrim denklemi olan periyodik 

genel Degasperis-Proces denkleminin (DPD) matematiksel davranıĢı ve buna karĢılık gelen özel 

durumlar, iki etkin analitik yöntem altında tartıĢılmıĢtır. Birçok araĢtırmacı, matematiksel fizik, 

akıĢkanlar dinamiği, optik fiberler ve ekonomi gibi bilim ve teknolojinin birçok alanında 
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uygulamaları olan lineer olmayan kısmi diferansiyel denklemlerin (LOKDD) tam çözümlerine 

odaklanmıĢtır. LOKDD‘in tam çözümlerini belirlemek için bazı analitik tekniklerde dalga 

dönüĢümlerine ihtiyaç duyulur. Fakat buna, Lie simetrisi, indirgeme yöntemi, değiĢmez alt uzay 

yöntemi gibi tekniklerde ihtiyaç duyulmaz. 

LOKDD için farklı türde yapılmıĢ çok sayıda bilimsel çalıĢma vardır. Bazı araĢtırmacılar 

bu tür denklemler için çözümlerin varlığı-tekliği üzerinde çalıĢırken, bazıları da denklemlerin 

kararlılığını dikkate almıĢtır. Bununla birlikte, LOKDD ile ilgili büyük çalıĢmalar çözümler 

üzerinedir. Literatürde yaklaĢık ve analitik çözümler olmak üzere iki farklı çözüm türü ele 

alınmaktadır. Tam çözüme ulaĢılamayan veya tam çözümü bulmanın zor olduğu denklemler için 

geometrik sayısal yöntemler [90-93], çekirdek Hilbert uzayını çoğaltma yöntemi [94, 95] gibi 

sayısal teknikler uygulanabilir. Lie simetri yöntemi [96-99], Kudryashov yöntemi [100-102], 

sinüs-Gordon geniĢletme Yöntemi [103], değiĢmez altuzay yöntemi [98, 104, 105] gibi birçok 

teknik, KDD'de tam çözümleri bulmak için son yıllarda geliĢtirilmiĢ yöntemler arasındadır.  

Bu bölümde, periyodik genel Degasperis-Procesi denkleminin bazı çözümleri 

araĢtırılmıĢtır. Üç sonsuz küçük üreteç (jeneratör) üretmek için Lie simetri yaklaĢımı 

kullanılmıĢtır. Ayrıca, elde edilen üreteçler yardımıyla oluĢturulan iki indirgemeye karĢılık gelen 

üçüncü mertebeden lineer olmayan adi diferansiyel denklemler gösterilmiĢtir. Ġncelenmekte olan 

modelin ilk indirgenmiĢ ADD‘nin first integral ve tam çözümlerini elde etmek için Nucci 

indirgeme yöntemi kullanılmıĢtır. Son olarak, ikinci indirgenmiĢ ADD'nin bazı çözümleri, özel 

durumlarda sinüs geniĢletme yöntemi kullanılarak türetilmiĢtir.  

Bu çalıĢmada,  

                                                        (4.1) 

periyodik genel DPD'nin analitik çözümleri verilmiĢtir [106-108]. Burada,        üç boyutlu 

uzayda   yönünde,   zamanındaki sıvı hızı veya yüzen bir tekne üzerindeki suyun serbest 

yüzeyinin yüksekliği olarak ifade edilir. Ayrıca,   , kritik sığ su dalgası hızını ve          

dağılım parametrelerini göstermektedir. Literatürde (4.1) denkleminin bazı soliter dalga 

çözümleri ele alınmıĢtır [109]. (4.1) denkleminin yürüyen dalga çözümlerini elde etmek için 

yardımcı denklem yöntemi kullanılmıĢtır [110]. Ayrıca (4.1) denkleminin çan Ģeklindeki 

solitonlarını, periyodik ve karmaĢık çözümlerini elde etmek için geniĢletilmiĢ tanh yöntemi, 

rasyonel hiperbolik fonksiyonlar yöntemi ve rasyonel üstel fonksiyonlar yöntemi kullanılmıĢtır 

[111]. 

               olduğunda (4.1) denklemi, ilk olarak Camassa, Holm ve 

Hymanin  tarafından bir su dalgası problemi olarak türetilen Camassa-Holm denklemi (CHD) 

olarak bilinir [112, 113]. CHD için bazı tam soliter dalga çözümleri, tepe noktaları ve anti-tepe 

noktaları, periyodik tepe noktaları, periyodik dalga çözümleri ve kompakton çözümleri ifade 
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edilmiĢtir [114]. CHD‘nin genel durumu için bazı tam çözümler Lie simetrisi ve μ-simetri 

yöntemleriyle elde edilmiĢtir [115]. CHD tipi sistemlerin Darboux dönüĢümleri de incelenmiĢtir 

[116]. CHD‘nin soliter düzgün tümsek çözümlerinden oluĢan bir aileye sahip olmak için 

homotopi analizi yaklaĢımı kullanılmıĢtır [117]. Öte yandan,                     ve 

     olduğunda (4.1) denklemi klasik tip DPD'yi belirtir. DPD‘nin n-tepe noktası çözümlerini 

hesaplamak için bir ters saçılma tekniği oluĢturulmuĢtur [118]. DPD'nin çok-soliton çözümleri de 

bir indirgeme prosedürü yardımıyla sunulmuĢtur [119]. DPD için tek tepe noktası çözümü, ters 

hörgüç benzeri ve döngü benzeri soliter dalga çözümleri ele alınmıĢtır [120].  

(4.1) denkleminden çıkarılabilen bir baĢka üçüncü mertebeden diferansiyel denklem b-

family denklemleridir. Bu ise (4.1) denkleminde                          

     alınarak türetilebilir. Yukarıda ele alınan denklemin çözümleri için bazı özellikler 

incelenmiĢtir. Ayrıca, verilen denklem için Ģapka-Ģekli ve çan-Ģekli soliter dalga çözümleri elde 

edilmiĢtir. Mutlak Cauchy-Kowalewski teoreminden yararlanan yazarlar yerel olarak zaman 

içinde bir tek analitik çözüm kabul eden b-family denklemini göstermiĢtir [121-123].  

(4.1) denklemi için ele alınacak son durum                         'e 

karĢılık gelir. Bu durumda (4.1) denklemi, Fornberg-Whitham denklemi (FWD) olur. FWD'nin 

grup invaryant çözümleri ve korunum yasaları ele alınmıĢtır [124]. FWD için bazı pürüzsüz 

periyodik dalga, periyodik zirve dalgası, pürüzsüz soliter dalga ve döngü-soliton çözümleri ifade 

edilmiĢtir [125].  

Bu kısımda ele alınan problemin Lie simetrileriyle ilgili bazı standart durumlar ele 

alınacaktır. Üç sonsuz küçük üreteç (jeneratör) ve karĢılık gelen iki indirgeme gösterilecektir. 

Kapalı ve açık çözümlere karĢılık gelen first integrallere ulaĢmak için Nucci yöntemiyle ilk 

indirgeme yapılacaktır. Ayrıca, ele alınan problemin özel durumları verilecektir.  

4.1. Lie Simetrileri ve Ġndirgemeler 

Lie simetrisi, diferansiyel denklemler için faydalı bir tekniktir. Bu avantajlı yaklaĢım, fizik 

ve mühendislik gibi uygulamalı bilimlerdeki bazı problemlerin matematiksel olarak 

modellenmesiyle oluĢturulan adi, kısmi ve kesirli diferansiyel denklemleri çözmek için tercih 

edilmektedir. Bu nedenle, sistematik bir teknik olan Lie gruplarının hem adi hem de kısmi 

diferansiyel denklemlerin özel analitik çözümlerini elde etmemizi sağlaması beklenir. Bu 

yaklaĢım, bir invaryant diferansiyel denklem formundan ayrılan değiĢken dönüĢümlerin 

hesaplanmasını gerektirir. Simetri yöntemi eĢdeğer diferansiyel denklem sistemlerinin daha basit 

bir formla belirlenmesine ve karmaĢık sistemlerin azaltılmasına olanak sağlar.  

Sonsuz küçük dönüĢümlerin tek parametreli bir Lie grubu 

                      
(4.2) 
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                      (4.3) 

                     (4.4) 

olsun. Burada grup parametresi   sembolü ile gösterilmiĢtir. Ayrıca,   tarafından belirtilen vektör 

alanı kümesi  

           
 

  
          

 

  
         

 

  
 (4.5) 

ile belirtilen vektör alanı kümesi sonsuz küçük simetrilerin Lie cebiri ile ilgilidir.       ,  ‘nın 

üçüncü uzantısını temsil ediyorsa, değiĢmezlik koĢulu 

         |
   

   (4.6) 

Ģeklindedir. Burada                                                  dir 

ve   ,    ve   ya bağlı over determined lineer sistemi elde edilir, buna belirleyici denklemler de 

denir. Bu denklemler çözüldükten sonra  

   
 

  
    

 

  
 

(4.7) 

            
 

  
             

 

  
                    

 

  
 

Ģeklinde üç sonsuz küçük üreteç (jeneratör) elde edilmiĢ olur. 

Ġndirgeme 1:        
 

  
  

 

  
 eĢitliği ile ilgili benzerlik değiĢkenleri,        olmak 

üzere  

                             
                    

       
(4.8) 

                                                                                                                        

denklemiyle             Ģeklindedir. 

Ġndirgeme 2:             
 

  
             

 

  
                    

 

  
 ile 

ilgili benzerlik değiĢkenleri  

       
                      

         
   

                     

        
 (4.9) 

Ģeklindedir ve  

                  
           

                               (4.10) 
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denklemini sağlar.  

4.2. Nucci’nin Ġndirgeme Yöntemi  

Bu kısımda, (4.8) denkleminin bazı yeni tam çözümleri ve bunlara karĢılık gelen first 

integraller bulunacaktır. Bu tam çözüm ve first integralleri elde etmek için Nucci'nin indirgeme 

yöntemini kullanılacaktır. Bu teknik ilk olarak diferansiyel denklemlerin lokal olmayan 

simetrilerini bulmak için önerilmiĢtir [67]. Son zamanlarda tanımlanan tekil olmayan çekirdeğe 

(kernel) sahip kesirli türevler ile evrim tipi diferansiyel denklemler de Nucci'nin indirgeme 

yöntemi ile incelenmiĢtir [126]. Bu indirgeme yöntemi altında  

                                                

değiĢken değiĢimlerini yapalım [96, 127, 128].  Bu durumda  

  
     

(4.11) 
  

     

  
  

                        

           
 

Ģeklindeki ADD sistemi (4.8) denkleminden elde edilebilir.   , yeni bir bağımsız değiĢken olarak 

seçilirse, (4.11) sistemi  

   

   
 

  

  
 

(4.12) 

   

   
 

                  

           
 

olur. (4.12)'nin ikinci denklemi değiĢkenlerine ayrılabilir ADD'dir ve integralinin alınmasıyla,    

keyfi sabit olmak üzere; 

       
                                     

          
 

 
  

             
  

 

(4.13) 

 elde edilir.   ve   ‘ye bağlı (4.8) denklemine karĢılık gelen bir first integral; 
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(             )
  

          
 (        

                               

                )     

(4.14) 

Ģeklindedir. (4.13)‘ün (4.12)‘deki ilk denklemde yerine yazılması ve elde edilen denklemin 

çözülmesiyle,    keyfi sabit olmak üzere;  

       
 

√     
      

*                          
    

   
                (  

   )    
 

    (                 (  
   )            

          )+

 
 
 

(4.15) 

elde edilir. Buradan   ve   ‘ye bağlı (4.8) denklemine karĢılık gelen bir diğer first integral; 

 

  
      

    
*           

                    

   (  
   )  

 (     )
 
             

      

                 
                    

 

                                     

      
 +     

(4.16) 

Ģeklinde olur. ġimdi,     bağımlı değiĢken olsun. (4.15) ve (4.11)'in ilk denkleminden,  

  
     

 

√     
      

*             (              )
    

   
                   (  

   )    
 

       (                 (  
   )            

          )+

 
 
 

(4.17) 

elde edilir. Bu denklem    keyfi sabit ve  
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  *             (              )
       

                

   (  
   )    

 

       (                 (  
   )            

          )+

 
 
 

olmak üzere  

  ∫
√     

      

 
         

(4.18) 

Ģeklinde kapalı çözüme sahip olan birinci mertebeden lineer olmayan değiĢkenlerine ayrılabilir 

bir ADD'dir. 

     alınırsa, (4.18) denkleminden  

           

   ( √
        
   

      
      ,

     
         √          

[         ( √
        

   
      

      ,

          √          (                       

     )   (√
        

   
      

      ,      
   

 (   
    

   )  

     
   

 (  
    

     
     

      ) 

    
   

 (  
   (  

      )   
       

   (  
    

     
       )       

 (    
 ))

       
   (    

 (  
   )    

    
     

     
         )

            (  
     

   )    
     

 (  
    

      )

         (    (  
      )    

     
      )]                                  

açık çözümü elde edilir. Bu nedenle, Ġndirgeme 1 ve ilerleyen dalga dönüĢümünden, (4.1) 

denkleminin son çözümü  
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   ( √
        
   

      
         ,

     
         √          

[         ( √
        

   
      

         ,

          √          (                       

     )   (√
        

   
      

         ,      
   

 (   
    

   )  

     
   

 (  
    

     
     

      )

    
   

 (  
   (  

      )   
       

   (  
    

     
       )       

 (    
 ))

       
   (    

 (  
   )    

    
     

     
         )

            (  
     

   )    
     

 (  
    

      )

         (    (  
      )    

     
      )]                                

Ģeklinde yazılabilir.  

ġimdi, fiziksel açıdan önemli olan bazı özel durumlara karĢılık gelen first integraller ve tam 

çözümleri araĢtıracağız.  

4.2.1. I. Durum: Camassa-Holm Denklemi  

(4.1) denkleminde,                seçilirse  

                                     (4.21) 

Ģeklindeki Camassa-Holm denklemi elde edilir. (4.1) denklemi için genel first integrallerden, 

karĢılık gelen parametreler (4.14) ve (4.16) denklemlerinde yerine yazılırsa, (4.21) Camassa-

Holm denklemi için first integraller  

  

 
              

                   

ve  

                (     )
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olur. Ayrıca, (4.20)'den (4.21)‘in tam çözümü  

      

 

 √     
 ( 

       

√  
*          ( 

       

√  
*    √    

     
 
√    

      ( 
       

√  
*

 

Ģeklinde elde edilir. 

4.2.2. II. Durum: Degasperis-Procesi Denklemi  

                    ve      kabul edildiğinde (4.1) denklemi  

                          (4.22) 

Ģeklindeki Degasperis-Procesi denklemi (DPD) olur. (4.1) denklemi için genel first integrallerden, 

karĢılık gelen parametreler (4.14) ve (4.16) denklemlerinde yerine yazılabilir. Bu durumda (4.22) 

DPD denklemi için first integraller 

          (           )     

ve  

               (     )
 
                 

Ģeklinde yazılabilir. Ayrıca, (4.20)‘den, (4.22) denkleminin tam çözümü  

       
                

             
 

Ģeklinde olur. 

4.2.3. III. Durum: b-family Denklemi  

(4.1) denkleminde                               alınırsa,  

                              (4.23) 

Ģeklindeki b-family denklemi elde edilir. (4.1) denklemi için genel first integrallerden, karĢılık 

gelen parametreler (4.14) ve (4.16) denklemlerinde yerine koyulabilir. Bu durumda (4.23) b-

family denkleminin first integralleri  

(      )
 
(           )     
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ve  

 

   
( (      )            (     )

 
                  *     

Ģeklinde elde edilir. Ayrıca, (4.20)‘den, (4.23) denkleminin tam çözümü  

       
                 

           

                    
 

Ģeklindedir.  

4.2.4. IV. Durum: Fornberg-Whitham Denklemi  

(4.1) denkleminde                          değerleri alındığında,  

                            (4.24) 

Ģeklindeki Fornberg-Whitham denklemi elde edilir. (4.1) denklemi için genel first integrallerden, 

karĢılık gelen parametreler (4.14) ve (4.16) denklemlerinde yerine yazılırsa, (4.24) Fornberg-

Whitham denkleminin first integralleri  

 

  
                                  

ve  

               (     )
 
 

 

 
                

  

 
 

 

 
    

Ģeklinde elde edilir. Ayrıca, (4.20)‘den (4.24) denkleminin tam çözümü  

      

 

    ( 
 
 

         )           ( 
 
 

         )                 

    ( 
 
 

         )

 

formunda olur. 

4.3. (4.10) Denkleminin Özel Çözümleri  
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(4.10) denkleminin tam çözümüne ulaĢmak için ilk olarak Sinüs geniĢletme yöntemini 

uygulanacaktır. Bu yaklaĢımda     ve   belirlenecek sabitler olmak üzere (4.10) denkleminin 

çözümünün  

               (4.25) 

formunda olduğunu varsayalım. (4.25) denkleminin (4.10)‘da yerine yazılmasıyla  

                                          

(4.26)         
        

        
                         

                                  
                  

elde edilir. (4.26) denklemindeki güçlerin dengelenmesiyle, yani        alınmasıyla     

olduğu bulunur. Bu nedenle (4.26) denkleminde     değeri yerine yazıldıktan sonra oluĢan 

          
         

(4.27) 
   

      

cebirsel sistemin çözülmesi yeterlidir. (4.27) denkleminin çözümünden           
 

√   
  

elde edilir. O halde (4.10) denkleminin özel çözümü; 

         (
 

√   
*      (4.28) 

Ģeklinde yazılabilir.  

Dolayısıyla         olması koĢuluyla, (4.9) benzerlik değiĢkenleri (4.1) denklemi için 

aĢağıdaki nihai çözümü verir: 

       

            (
                     

        √   
*           

         
 

(4.29) 

Benzer yöntemle, (4.10) denkleminin özel çözümü  

                (4.30) 

Ģeklinde kabul edilirse               
 

√  
 elde edilebilir. Dolayısıyla (4.1) denkleminin 

bir baĢka nihai çözümü,         olması koĢuluyla;  

       

             (
                     

        √  
*           

         
 

(4.31) 
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Ģeklinde yazılabilir.  

(4.1) denkleminin breather dalga çözümlerini oluĢturmak için,         ve   belirlenecek keyfi 

sabitler olmak üzere (4.10) denklemi için bir çözüm olarak  

                                  (4.32) 

Ģeklindeki deneme fonksiyonunu ele alalım. (4.32) denkleminin (4.10) denkleminde yerine 

yazılması ve   {           } için                 ve          terimlerinin katsayılarının 

sıfıra eĢitlenmesiyle,            
 

√   
    

 

√  
 ifadeleri elde edilir. Böylece (4.1) 

denkleminin breather dalga çözümü 

        ( 
 

√  
*       ( 

 

√   
*       ( 

 

√  
* (4.33) 

Ģeklinde yazılabilir. Dolayısıyla (4.9) dönüĢümünden, (4.1) denkleminin baĢka bir nihai çözümü  

       
 

 
(   ( 

                     

  √        
*

      ( 
                     

  √        
*

      ( 
                     

  √        
*+  

        

         
 

(4.34) 

 Ģeklinde yazılabilir. 

 

 

 

 

 

 



5. PERĠYODĠK HUNTER-SAXTON DENKLEMĠNĠN LĠE SĠMETRĠ 

VE NUCCĠ YÖNTEMĠ ĠLE ĠNDĠRGENEREK FĠRST 

ĠNTEGRALLERĠNĠN VE YENĠ ÇÖZÜMLERĠNĠN BULUNMASI  

Teknolojinin ilerlemesi ve bilgisayarların basit hesaplamalara imkan sağlaması nedeniyle, 

lineer olmayan kısmi diferansiyel denklemler günlük hayatımızda artan bir rol oynamaktadır. Çok 

sayıda bilim insanı, gerçek hayattaki problemleri bu denklemlerle ifade etmenin yollarını 

aramaktadır. Dolayısıyla bu denklemlerin analiz edilerek tam ve yaklaĢık çözümlerinin elde 

edilmesi önem kazanmaktadır. Bunun için yeni olan ve yaygın kullanılan tekniklerden bazıları 

Lie grup analizi yöntemi [96, 129-132], Nucci'nin indirgeme yöntemi [127, 133], Heir-equations 

yöntemi [134, 135], Sardar-alt denklemi [136, 137], Kudryashov yöntemi [39] olarak verilebilir.  

Diferansiyel denklemlerin tam çözümünü belirlemek için popüler bir yaklaĢım, Sophus Lie 

tarafından bulunmuĢ olan grup değiĢmezliği yöntemidir [138]. Yöntem, bir diferansiyel denklemi 

değiĢmez bırakan benzer dönüĢümler bulmaya dayalıdır. Bu Ģekilde, orijinal denklem daha basit 

bir forma dönüĢtürülür, bu da çözümleri elde etmeyi biraz daha kolaylaĢtırır. Daha spesifik 

olarak, çözülmesi zor ve zaman alan lineer olmayan bir kısmi diferansiyel denklemi bir adi 

diferansiyel denkleme indirgemek için kullanılır. Literatür incelendiğinde birçok problemin bu 

yöntemle baĢarıyla çözüldüğü görülmektedir [62, 63, 139-141].  

 Nucci indirgeme yöntemi ilk olarak kısmi diferansiyel denklemlerin klasik olmayan 

simetri dönüĢümlerini elde etmek için kullanılmıĢtır [67]. Yeni kullanılan bir yöntem olduğu için 

henüz çok fazla uygulaması yoktur [96, 127, 128]. 

 Lineer olmayan dalga denklemi Hunter ve Saxton tarafından verilmiĢtir [142].        

nematik bir sıvı kristalin yönetici alanını,   zaman değiĢkenini ve   uzay değiĢkenini göstermek 

üzere denklemin zayıf lineer olmayan dalgalarının 

          
  

 

 
 (5.1) 

Ģeklinde tanımlandığını gösterdiler [142]. Farklı bir fiziksel ortamda, Hunter-Saxton denklemi, 

Camassa-Holm denkleminin yüksek frekans limiti olarak görünür [143, 144]. Sığ su dalgalarını 

modellemek için kullanılabilecek uygun bir denklem olabileceği düĢünülmüĢtür [112, 145].  

 Bu bölümde,  

          
  

 

 
          (5.2) 

Ģeklinde tanımlanan Galilean çatı hızı   ile parametrize edilen periyodik Hunter-Saxton denklemi 

incelenecektir. Patlama senaryosu altında bu denklemin güçlü çözümleri, yerel varlık ile ele 
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alınmıĢtır [146].     durumunda Yin, periyodik Hunter-Saxton denkleminin güçlü 

çözümlerinin yerel varlığını ve uzaydan bağımsız çözümler dıĢındaki tüm güçlü çözümlerin sonlu 

zamanda patladığını göstermiĢtir [147].  

5.1. Lie Simetri Metodu 

ÇalıĢmanın bu bölümünde, bir parametreli Lie simetri yöntemi kullanılarak (5.2) 

denklemini değiĢmez formda bırakan benzerlik dönüĢümleri elde edilecektir. Bu nedenle, verilen 

denklemin sonsuz küçük dönüĢümünü  

 ̅                      

 ̅                     (5.3) 

 ̅                     

Ģeklinde tanımlayabiliriz. Burada  , grubun parametresini ifade eder. Ayrıca   ,    ve   daha 

sonra belirlenmesi gereken sonsuz küçük dönüĢümleri temsil eder. ġimdi (5.3) ile iliĢkili vektör 

alanı 

           
 

  
          

 

  
         

 

  
 (5.4) 

olsun. Ayrıca  ‘in ikinci uzantısı        ile gösterilirse değiĢmezlik durumu;  

         |
   

   (5.5) 

Ģeklinde olacaktır. Burada            
  

 

 
          dir. (5.2) denklemi için (5.5) 

koĢulları dikkate alındığında,   ,    ve  ‘den oluĢan, belirleyici denklemler olarak adlandırılan, 

KDD'lerin bir over-determined lineer sistemi elde edilir. Bu sistemin çözümünden ve     'nin 

özel seçimlerinden, orijinal denklemi ADD'lere indirgeyen üç farklı benzerlik dönüĢümü ve 

karĢılık gelen sonsuz küçük üreteçler elde edilir.  

5.2. Periyodik Hunter-Saxton Denkleminin Bazı Çözümleri  

Periyodik Hunter-Saxton denklemi, eğrilerin geometrisi çalıĢmasında ortaya çıkan lineer 

olmayan bir kısmi diferansiyel denklemdir. Denklemi geleneksel yöntemlerle çözmek zorken, Lie 

simetri metodu tam çözümleri bulmada güçlü bir yöntemdir. 

5.2.1.          olması durumu: 

        olsun. Bu durumda      ve    keyfi sabitler olmak üzere; 
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(           ) 

             

  
 (5.6) 

         
(           ) 

       

  
 

 

Ģeklinde sonsuz küçük dönüĢümler elde edilir. Bunlara karĢılık gelen sonsuz küçük üreteçler;  

    
 

 

 

  
 

(           )

  

 

  
 

(           )

  

 

  
 

 

   
 

  
 

  

  

 

  
 

  

  

 

  
 (5.7) 

   
 

  
 

 

Ģeklinde ortaya çıkar.  

Ġndirgeme 1: (5.2) denkleminde     
 

 

 

  
 

(           )

  

 

  
 

(           )

  

 

  
  üreteci 

kullanılırsa;  

(        )              (     )
 
          (5.8) 

denklemini sağlayan  

       
            

    
    

         

  
 (5.9) 

Ģeklindeki benzerlik dönüĢümleri elde edilir.  

(5.8) denkleminin       ve    keyfi sabitler olmak üzere 

        
         (5.10) 

formunda bir polinom çözümüne sahip olduğunu varsayalım. (5.10) denklemi (5.8) denkleminde 

yerine yazılır,   katsayıları düzenlenir, bu katsayı sonuçları  

     
   

 
  √            (5.11) 

denkleminde çözülür ve (5.9) benzerlik dönüĢümleri dikkate alınırsa, (5.2) denkleminin bir 

çözümü;  
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      (
           

  
 

         √      
 

 
         

 
    ) 

    
 

(5.12) 

formunda olur.  

Ġndirgeme 2:    
 

  
 

  

  

 

  
 

  

  

 

  
 jeneratörü için  

            (     )
 
          (5.13) 

denklemini sağlayan  

       
         

  
    

      

  
 (5.14) 

Ģeklindeki benzerlik değiĢkenleri elde edilir.   

ġimdi (5.13) denklemi için Nucci indirgeme yöntemini kullanalım. Bu teknikte değiĢkenleri  

                        (5.15) 

Ģeklinde değiĢtireceğiz. 

 (5.15) değiĢken değiĢimi ile, (5.13) denklemi için  

  
      

(5.16) 
  

  
       

 

   
 

ADD sistemi yazılabilir. ġimdi   ‘i yeni bir bağımsız değiĢken olarak tanımlayalım. Böylece 

(5.16)'da verilen sistem:  

       

   
 

       
     

         
 (5.17) 

Ģekline dönüĢür.    keyfi sabit olmak üzere, (5.17) denkleminin iki çözümü  

       
√       

     

  
          

√       
     

  
 (5.18) 

Ģeklindedir. (5.13) denkleminin   ve     ‘ye bağlı first integralini 

(     )
 
                (5.19) 
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Ģeklinde yazabiliriz.   ‘i tekrar bağımlı bir değiĢkene çevirelim. Sonra da (5.16) ve (5.18)' in ilk 

denklemleri dikkate alınırsa;  

  
     

√          
        

     
 (5.20) 

ifadesi elde edilir. (5.20) denkleminin çözülmesi ile,    bir sabit olmak üzere 

  ∫
     

√          
        

            (5.21) 

Ģeklinde bir kapalı çözüm bulunur. (5.21) denkleminde      kabul edilirse açık çözümü:  

           
 

 
   

       
 

 
    (5.22) 

olur. (5.14)' den ise, (5.2) denkleminin nihai çözümünü;  

        
(   

             
         

  
*    

  
 

(5.23) 

Ģeklinde elde ederiz.  

Ġndirgeme 3:    
 

  
 jeneratörü için benzerlik değiĢkenleri 

                 (5.24) 

Ģeklindedir. Bu benzerlik değiĢkenleri; 

             (5.25) 

denklemini sağlar. Bu denklemin çözümünün  

         
  

  
 (5.26) 

Ģeklinde olduğu açıktır.         ve         çözümlerinin uygun değerler altında ġekil 5.1‘de üç 

boyutlu, ġekil 5.2‘de kontur ve ġekil 5.3‘de yoğunluk grafiği verilmiĢtir. 
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ġekil 5.1.        
 

 
 ve      için (a): (5.12) denkleminin üç boyutlu grafiği; (b): (5.23) denkleminin 

üç boyutlu grafiği 

  

ġekil 5.2.        
 

 
 ve      için (a): (5.12) denkleminin kontur grafiği; (b): (5.23) denkleminin 

kontur grafiği 
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ġekil 5.3.        
 

 
 ve      için (a): (5.12) denkleminin yoğunluk grafiği; (b): (5.23) denkleminin 

yoğunluk grafiği 

5.2.2.          olması durumu: 

(5.2) denkleminde         alınması ve Lie simetri yönteminin uygulanması ile 

    
 

 

 

  
 

       

  

 

  
 

     

 

 

  
 

 

   
 

  
 

  

  

 

  
 

 

 

 

  
 (5.27) 

   
 

  
 

 

Ģeklindeki sonsuz küçük üreteçler elde edilir.  

Ġndirgeme 4: (5.2) denklemine     
 

 

 

  
 

       

  

 

  
 

     

 

 

  
 jeneratörünün 

uygulanmasıyla,  

(        )              (     )
 
          (5.28) 

denklemini sağlayan  

       
          

    
    

         

  
 (5.29) 

benzerlik değiĢkenleri elde edilir.       ve     keyfi sabitler olmak üzere, (5.28) denkleminin 

        
         (5.30) 
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Ģeklinde bir polinom çözümüne sahip olduğunu varsayalım. (5.30) denklemi (5.28) denkleminde 

yerine yazılır,   katsayıları düzenlenir, bu katsayı sonuçları  

     
   

 
  √            (5.31) 

 denkleminde çözülür ve (5.29) benzerlik dönüĢümleri kullanılırsa, (5.2) denkleminin;  

        

    (
           

   
 

         √      
  

 
         

  
    ) 

  
 

(5.32) 

tam çözümü elde edilir.  

Ġndirgeme 5: (5.2) denklemine    
 

  
 

  

  

 

  
 

 

 

 

  
 jeneratörünün uygulanmasıyla,  

                   (     )
 

   (5.33) 

denklemini sağlayan  

       
         

  
    

      

  
 (5.34) 

Ģeklindeki benzerlik dönüĢümleri elde edilir. (5.33) denklemine Nucci indirgeme yaklaĢımı 

uygulanırsa, (5.2) denkleminin sırasıyla first integrali ve çözümü;  

(     )
 
                (5.35) 

ve  

        
(  

   
    

      
  

         

   *    

  
 

(5.36) 

Ģekillerinde elde edilir. Burada    sabittir.  

Ġndirgeme 6:    
 

  
 jeneratörü için  

                 (5.37) 

benzerlik değiĢkenleri elde edilir. Elde edilen benzerlik değiĢkenleri  
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             (5.38) 

denklemini sağlar. Buradan çözüm  

         
  

  
 (5.39) 

ile verilir. ġekil 5.4-5.6‘da         ve          çözümlerinin uygun değerler altında üç boyutlu, 

kontur ve yoğunluk grafiği verilmiĢtir. 

  

ġekil 5.4.        
 

 
 ve    

 

 
 için (a): (5.32) denkleminin üç boyutlu grafiği; (b): (5.36) denkleminin 

üç boyutlu grafiği 

  

ġekil 5.5.        
 

 
 ve    

 

 
 için (a): (5.32) denkleminin kontur grafiği; (b): (5.36) denkleminin 

kontur grafiği 
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ġekil 5.6.        
 

 
 ve    

 

 
 için (a): (5.32) denkleminin yoğunluk grafiği; (b): (5.36) denkleminin 

yoğunluk grafiği 

5.2.3.               olması durumu: 

(5.2) denkleminde              alınması ve Lie simetri yönteminin uygulanmasıyla 

    
 

 

 

  
 

                    

  

 

  
 

                     

  

 

  
 

 

   
 

  
 

       

  

 

  
 

       

  

 

  
 (5.40) 

   
 

  
 

 

ile verilen üç vektör alanı elde edilir.  

Ġndirgeme 7:     
 

 

 

  
 

                    

  

 

  
 

                     

  

 

  
 vektör alanını ele 

alırsak, (5.2) denkleminin benzerlik dönüĢümleri;  

       
                

    
  

                  (5.41) 

Ģeklinde olacaktır. Burada     ; 

   (                  (     )
 
            *    (5.42) 

denkleminin çözümüdür. (5.42) denklemini polinom formunda çözdükten sonra, (5.2) 

denkleminin çözümü;  
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    (           
 

 
(        √               )) (5.43) 

Ģeklinde olur. Burada    keyfi sabit ve   (           )‘dir.  

Ġndirgeme 8:    
 

  
 

       

  

 

  
 

       

  

 

  
 vektör alanı (5.2) denklemine uygulandığında 

benzerlik dönüĢümleri;  

       
              

  
    

           

  
 

(5.44) 

Ģeklinde ortaya çıkar. Burada     ;  

                   (     )
 

   (5.45) 

denkleminin çözümüdür. Nucci indirgeme yöntemini (5.45)‘e uygulayarak, sırasıyla (5.2) 

denkleminin first integralini ve çözümünü;  

(     )
 
                (5.46) 

ve  

        

(  
     (           )  

(           )
 

  
+         

  
 

(5.47) 

Ģeklinde elde ederiz. Burada    sabittir.  

Ġndirgeme 9:    
 

  
  vektör alanı için (5.2) denkleminin benzerlik dönüĢümleri;  

                 (5.48) 

Ģeklindedir. Burada     ;  

                  (5.49) 

denklemini sağlar. (5.2) denkleminin (5.49)‘a karĢılık gelen basit çözümü  

         
       

  
 (5.50) 

 olur. ġekil 5.7-5.9‘da         ve          çözümlerinin   
 

 
      ve      değerleri için 

üç boyutlu, kontur ve yoğunluk grafiği verilmiĢtir. 
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ġekil 5.7.   
 

 
      ve      için (a): (5.43) denkleminin üç boyutlu grafiği; (b): (5.47) denkleminin 

üç boyutlu grafiği 

  

ġekil 5.8.   
 

 
      ve      için (a): (5.43) denkleminin kontur grafiği; (b): (5.47) denkleminin 

kontur grafiği 
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ġekil 5.9.   
 

 
      ve      için (a): (5.43) denkleminin yoğunluk grafiği; (b): (5.47) denkleminin 

yoğunluk grafiği 

5.2.4.            olması durumu: 

(5.2) denkleminde            alınması ve Lie simetri yönteminin uygulanmasıyla  

     
 

 

 

  
 

             

  

 

  
 

                

   

 

  
 

 

    
 

  
 

     

  

 

  
 

 

   

 

  
 (5.51) 

    
 

  
 

 

sonsuz küçük üreteçleri elde edilir.  

Ġndirgeme 10: (5.2) denkleminde      
 

 

 

  
 

             

  

 

  
 

                

   

 

  
 vektör 

alanının dikkate alınması ile, (5.2) denkleminin benzerlik dönüĢümleri;  

       
              

    
    

               

  
 

(5.52) 

Ģeklinde olacaktır. Burada     ; 

                        (     )
 
          (5.53) 

denkleminin çözümüdür. (5.53) denkleminin polinom formunda çözülmesiyle, (5.2) denkleminin 

çözümü;  
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(         (

 

 
        √             *  * (5.54) 

Ģeklinde olur. Burada    keyfi sabit ve   
            

 
‘dir.  

Ġndirgeme 11:     
 

  
 

     

  

 

  
 

 

   

 

  
 vektör alanı (5.2) denklemine uygulandığında 

benzerlik dönüĢümleri; 

       
            

  
    

            

  
 

(5.55) 

Ģeklinde ortaya çıkar. Burada     ;  

            (     )
 
          (5.56) 

denkleminin çözümüdür. Nucci indirgeme yönteminin (5.56) denklemine uygulanmasıyla, (5.2) 

denkleminin first integrali ve çözümü sırasıyla; 

(     )
 
                (5.57) 

ve  

         
 

  
((  

                    
               

  
)       + 

(5.58) 

olur. Burada    sabittir.  

Ġndirgeme 12:     
 

  
  vektör alanı için (5.2) denkleminin benzerlik dönüĢümleri;  

                 (5.59) 

Ģeklindedir. Burada     ; 

                (5.60) 

denklemini sağlar. (5.2) denkleminin (5.60)‘a karĢılık gelen bir basit çözümü; 

          
     

  
 (5.61) 

olur. ġekil 5.10-5.12‘de          ve           çözümlerinin          ve      değerleri 

için üç boyutlu, kontur ve yoğunluk grafiği verilmiĢtir. 
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ġekil 5.10.          ve      için (a): (5.54) denkleminin üç boyutlu grafiği; (b): (5.58) denkleminin 

üç boyutlu grafiği 

  

ġekil 5.11.          ve      için (a): (5.54) denkleminin kontur grafiği; (b): (5.58) denkleminin 

kontur grafiği 
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ġekil 5.12.          ve      için (a): (5.54) denkleminin yoğunluk grafiği; (b): (5.58) denkleminin 

yoğunluk grafiği 



6. SONUÇLAR 

Son yüzyıl ile birlikte hayatımızda önemli değiĢikler meydana getiren sanayi, teknoloji, 

sağlık vb. bilimin her alanında kayda değer geliĢmeler olmuĢtur.  Bu geliĢmeler insanlığa üretim, 

ulaĢım, iletiĢim gibi alanlarda birçok fayda sağlarken küresel ısınma, hastalık, hava kirliliği, 

sanayi atıkları gibi tüm insanlığı olumsuz yönde etkileyen sorunlar meydana getirmiĢtir. Bilim 

insanları; insanların hayatlarını kolaylaĢtıran yenilikleri ortaya koyarken bu yeniliklerle beraber 

ortaya çıkan problemleri de kaldırmak ve çözüm üretmek için çalıĢmaktadır. Dolayısıyla tüm 

dünya insanını yakından ilgilendiren tüm bilimlerde yapılan birçok bilimsel araĢtırmada 

matematiksel modeller kullanılmaktadır. Kullanılan matematiksel modellerin çoğunu da LOKDD 

oluĢturmaktadır. Bu durum bilim insanları için LOKDD‘nin çözüm yollarını araĢtırmayı ilgi 

çekici hale getirmiĢtir. Literatürü incelediğimizde yapılan çalıĢmalarda LOKDD çözümleri için 

birçok yöntem geliĢtirildiğini görmekteyiz. Bu yöntemlerden biri; adını Norveçli matematikçi 

Sophus Lie‘den alan analitik çözümleri bulmada kullanılabilecek en genel yöntem olarak 

düĢünebileceğimiz Lie simetri yöntemidir.  Bir diferansiyel denklem sistemi için Lie simetri 

grubu, herhangi bir çözümü baĢka bir çözüme dönüĢtüren dönüĢümler grubu demektir. Lie simetri 

metodunda; verilen herhangi bir denklemi değiĢmez bırakan simetri grubuna karĢılık bir sonsuz 

küçük üreteç grubu bulunur, bulunan sonsuz küçük üreteçler yardımıyla benzerlik dönüĢümleri 

tanımlanır ve elde edilen benzerlik dönüĢümleri ile LOKDD ADD‘lere indirgenir. Böylece yeni 

çözümlerin elde edilmesine olanak sağlanır. ADD‘lere indirgenen denklemlerin tam çözümlerini 

elde etmek için birçok yöntem vardır. Bunlardan biri, literatürde üzerine az sayıda çalıĢma 

bulunan Nucci indirgeme yöntemidir. Nucci indirgeme yöntemi temelde değiĢken değiĢtirme 

yapılarak verilen ADD‘nin tam çözümlerini elde etmek için kullanılan bir metottur.  Ayrıca 

ADD‘ler Nucci yöntemiyle çözüldüğünde matematiksel fizikte önemli bir yeri olan first 

integraller elde edilir.  

Bu tezde sonsuz küçük dönüĢümlerin bir parametreli Lie grubunu dikkate alarak, ele alınan 

problemin iki indirgemesini elde etmek için kullanılan üç sonsuz küçük üreteci elde edilmiĢtir. 

Nucci indirgeme yöntemiyle ilk indirgeme için bazı tam çözümler sunulmuĢtur. Ayrıca karĢılık 

gelen first integraller verilmiĢtir. Periyodik genel Degasperis-Procesi denkleminin özel durumları 

da bu güçlü yöntem kapsamında ele alınmıĢtır. Camassa-Holm denklemi, klasik Degasperis-

Procesi denklemi, b-family denklemi ve Fornberg-Whitham denklemi için tam çözümler 

bulunmuĢtur. Ayrıca, ele alınan problemin ikinci indirgemesi için Sinüs geniĢletme yöntemi adı 

verilen farklı bir verimli yöntem yardımıyla bazı tam çözümler elde edilmiĢtir. Periyodik Hunter-

Saxton denklemi de Lie simetri ve Nucci yöntemiyle indirgenerek first integralleri ve yeni 

çözümleri bulunmuĢtur. Bu araĢtırmada, iki avantajlı analitik çözüm yöntemi altında sunulan 
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modelin iki indirgemesi için çeĢitli tam çözümlere ulaĢılmıĢtır. Elde edilen çözümlerin fiziksel 

özelliklerinin daha iyi anlaĢılması için bazı grafikler verilmiĢtir.  

Ayrıca bu tezde lineer olmayan optik fiberlerdeki darbe yayılımını tanımlayan coupled 

lineer olmayan denklemlerin tam hareket eden dalga soliton çözümleri, Yeni Sardar Alt Denklem 

yöntemiyle incelenmiĢtir. Elde edilen sonuçlar, bright, W-biçim bright ve kink solitonların, 

trigonometrik ve tekil fonksiyon çözümleridir. Bu sonuçların davranıĢı Ģekillerle tasvir edilmiĢtir. 

Ayrıca, eliptiklik açı ve coupled denklemin katsayısının etkisi altında MK gain spektrumlarının 

davranıĢı incelenmiĢtir. Lineer olmayan katsayının değeri negatif olduğunda,  kararsızlık 

bölgelerinin (MK büyüme hızı) görünümü incelenmiĢtir. Bu sonuçlar, coupled denklemin 

katsayısının optik çift kırılmadaki etkilerini vurgulamaktadır.  
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