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ONSOZ

Soliter dalgalarla ilgili gézlem yapan ilk kisi 1834 yilinda John Scott Russelly olarak bilinmektedir.
Orijinal seklini korurken yavasca hareket eden biiylik bir su cikintist gérmiistiir. Ayrica, bu "suyun
cikintist" gozlemini "biiylik Oteleme dalgasi" olarak adlandirmistir. Russell''lm soliter dalgalari
incelemesinin ardindaki motivasyon esas olarak bu gozlemden gelmistir. Soliter dalgalarin hizini1 su
yiizeyinin tizerindeki maksimum genlik, sonlu derinlik ve yergekimi ile iliskilendiren bir ifade tiiretmistir.
Soliter dalgalar, bilyilk mesafelerde asimptotik olarak sifira kaybolan lokalize hareketli dalgalardir.
Solitonlar, diger solitonlarla etkilesim sirasinda kimliklerini koruyan 6zel bir tiir soliter dalgadir. Solitonlar
kavrami, ¢ok sayida arastirmacinin dikkatini ¢ekmis olup tiim diinyada bu konuda biiyiik aragtirmalar
yapilmaktadir. KdV denkleminin 6nemli bir uygulamasi, drnegin s1g su ylizeyinin yiiksekligi veya dagimik
bir ortamda plazma dalgalarinin yayilmasi gibi 6nemli miktarda fiziksel model gelistirilmesine yol acmis
olmasidir. Solitonlar ayrica, de Broglie tarafindan 1927'de gelistirilen "Cift ¢6ziim teorisi" veya "Lineer
olmayan dalga mekanigi" olarak bilinen de Broglie'nin teorisi araciligiyla bir temel olusturduklari igin
kuantum mekaniginde de uygulamalar bulunmaktadir.

Lie grup analizi; 19. yiizyilin baslarinda, diferansiyel denklemlerin integrasyonunun 6zel metotlarini
birlestiren ve genisleten Norvegli matematik¢i Sophus Lie tarafindan gelistirilmistir. Lie simetri grubu,
herhangi bir ¢6ziimii baska bir ¢oziime doniistiiren donisiimler grubu olarak ifade edilebilir. Lie’nin
gelistirdigi bu yontemin diferansiyel denklemlere uygulamalar1 yarim yiizyila yakin hareketsiz kalmistir.
Bunun en biiyiik nedenlerinden biri benzerlik doniisiimlerini el ile hesaplamanin ¢ok karmasik ve zahmetli
oldugu ig¢in, elde etmenin olduk¢a gii¢c olmasindandir. Bununla birlikte, Reduce, Maple, Mathematica gibi
bilgisayar yazilimlarin ortaya c¢ikmasi ile ig yiikiiniin biiyiik oranda basitlestirdiginden dolay1 yontemin
popiilerligini arttirmistir.

Nucci indirgeme yontemi ilk olarak 2000 yilinda Nucci tarafindan diferansiyel denklemlerin lokal
olmayan simetrilerini bulmak i¢in kullanilmistir. Bu yontem daha sonra temelde degisken degisikliklere
dayanarak adi diferansiyel denklemlerin bazi yeni tam ¢6ziimlerini ve bunlara karsihik gelen first
integralleri bulmak i¢in kullanilmigtir. Literatiirde az bulunan bir yontemdir.

Tez konusu belirlenmesi ve yiiriitiilmesi agamasinda, her tiirli yardim1 ve destegi esirgemeyen, bilgi
ve hos goriisiinden yararlandigim saygideger danisman hocam Prof. Dr. Mustafa INC’e ¢ok tesekkiir eder,
saygilarimi sunarim.

Tezin hazirlanmasinda bilgilerinden yararlandigim Prof. Dr. Mirsajjad HASHEMIMOTLAGH
BONAB’a, Dr. Ogr. Uyesi Abdullahi YUSUF’a ve Dr. Selahattin GULSEN’e tesekkiir ederim.

Ayrica bugiine kadar verdikleri destek igin sevgili annem, babam, ¢ocuklarim ve hayat arkadagim
degerli esim Emel BICER e (Gamzelim’e) tesekkiir ederim.
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OzET

Bazi Lineer Olmayan Kismi Tiirevli Denklemlerin Optik, Soliton Coziimleri
ve Kararlilik Analizi

Harun BICER

Doktora Tezi

FIRAT UNIVERSITESI
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Temmuz 2023, Sayfa: xi +79

Bu tez alt1 boliim olarak hazirlannugtir. ilk boliimde, konuya giris yapilmis ve konunun tarihsel
gelisimi hakkinda teknik bilgiler detayli olarak verilmistir. Ikinci boliimde, sonraki boliimlerde kullanilacak
olan bazi temel tanim, teorem ve ydntem analizleri verilmistir. Ugiincii béliimde, lineer olmayan optik
fiberlerdeki darbe yayilimimi tanimlayan coupled lineer olmayan denklemlerin tam hareket eden dalga
soliton ¢Oziimleri, yeni alt denklem yontemiyle incelenmistir. Buradan bright, W-bigim bright, kink
solitonlarin, trigonometrik ve tekil fonksiyon ¢oziimleri elde edilmis ve bu ¢6ziimlerin davraniglari
sekillerle betimlenmistir. Ayrica, eliptiklik agisi ve birlestirilmis denklemin katsayisinin etkisi altinda
Modiilasyon kararsizligi gain spektrumlarinin davranigi incelenmistir. Dordiincii boliimde, periyodik genel
Degasperis-Procesi denkleminin bazi ¢oziimleri arastirilmistir. Denklem, Lie simetri yaklasimi ile lineer
olmayan adi diferansiyel denkleme indirgendikten sonra literatiirde az rastlanan Nucci indirgeme metodu
ile denklemin first integralleri ve tam ¢oziimleri bulunmustur. Ote yandan indirgenmis adi diferansiyel
denklemlerin bazi ¢6ziimleri 6zel durumlar igin siniis genisletme yontemiyle tiiretilmistir. Besinci boliimde,
Lie simetri ve Nucci yontemiyle indirgeme yapilarak periyodik Hunter-Saxton denkleminin yeni ¢6ziimleri
arastirllmistir. Buradan iki avantajli analitik ¢6zlim yontemi altinda sunulan modelin her iki indirgemesi
icin de gesitli tam ¢oziimlere ulasildigi sonucuna vartlmigtir. Elde edilen ¢éziimlerin fiziksel 6zelliklerinin
daha 1iyi anlasilmasi igin bazi grafikleri verilmistir. Son bolimde ise elde edilen sonuglar

degerlendirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Lie simetri analizi, Solitonlar, Modulasyon Kararsizligi, Nucci Indirgeme Yoéntemi,
First Integral

vii



ABSTRACT

Optical, Soliton Solutions and Stability Analysis of Some Nonlinear Partial
Differential Equations

Harun BICER

Ph.D. Thesis

FIRAT UNIVERSITY
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

July 2023, Pages: xi + 79

This thesis is set as six chapters. In first chapter, the topic is introduced and technical information about its
historical development are told in detail. In second chapter, some fundamental definition, theorem and
mathod analysis, which will be used next chapters are given. In the third chapter, the full moving wave
soliton solutions of the coupled nonlinear equations describing the pulse propagation in nonlinear optical
fibers are examined with the new sub-equation method, and as a result, trigonometric and singular function
solutions of bright, W-shaped bright, kink solitons are obtained and behaviors of these results is illustrated
by figures. Moreover, behavior of Modulation instability gain spectra under the influence of ellipticity
angle and coefficient of coupled equation is investigated. In the fourth chapter, some solutions of the
periodic general Degasperis-Procesi equation are investigated. After reducing the equation to nonlinear
ordinary differential equation with Lie symmetry approach, first integrals and exact solutions were found
with Nucci reduction method, which is rare in the literature. On the other hand, some solutions of reduced
ordinary differential equations are derived by sine expansion method for special cases. In the fifth chapter,
new solutions of the periodic Hunter-Saxton equation are investigated by reducing with Lie symmetry and
Nucci method. Here it is concluded that we arrive at various exact solutions for both reductions of the
model presented under the two advantageous analytical solution method. In order to better understand the
physical properties of the solutions obtained, some graphs are given. In the last section, the obtained results
are evaluated.

Keywords: Lie Symmetry Analysis, Solitons, Modulation Instability, Nucci Reduction Method, First
Integral
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler

& : Sonsuz Kii¢iik

n : Sonsuz Kiigiik

r : Sonsuz Kiiciik Ureteci

D; :1’e Baglh Toplam Tiirev Operatorii
prm . n-1nc1 uzanim operatoru

R, : First Integral

R, : First Integral

X : Vektor Alant

Kisaltmalar

ADD : Adi Diferansiyel Denklem
Alt-ADD . Alt Adi Diferansiyel Denklem
CHD : Camassa-Holm Denklemi

CLOSD : Coupled Lineer Olmayan Schrodinger Denklemi
DPD : Degasperis-Procesi Denklemi

FWD : Fornberg-Whitham Denklemi

KDD : Kismi Diferansiyel Denklem

Kdv : Korteweg-de Vries Denklemi
KFM : Kendinden Fazli Modiilasyon
LKDD : Lineer Kismi Diferansiyel Denklem
LOED : Lineer Olmayan Evrim Denklemleri
LOKDD : Lineer Olmayan Kismi Diferansiyel Denklem
MK : Modiilasyon Kararsizlig1

YSADM : Yeni Sardar Alt Denklem Metodu

Xi



1. GIRIS

Bu tezde, sistemin bagimsiz ve bagimli degiskenlerin uzayinda hareket eden, daha ¢ok *
Lie Gruplar1” olarak bilinen, “siirekli grup doniisiimleri” teorisine dayanan, invaryant (degismez)
grup c¢oziimleri metodu ele alinacaktir. Metot; adini, 19. yiizyilin baslarinda, diferansiyel
denklemlerin integrasyonunun 6zel metotlarini birlestiren ve genisleten Norvegli matematikei
Sophus Lie’den almustir. Lie’nin adi diferansiyel denklemler (ADD) i¢in olan ¢alismasi;
integrasyon ¢arpanlari, ayrilabilir ve homojen denklemler, mertebe indirgeme, bilinmeyen
katsayilar ve parametrelerin degisimi metotlari, Euler denklemi ve sabit katsayili homojen
denklemler gibi genis bir alana yayilan konular sistematik ve tamamlayici bigimde incelemistir.
Bir diferansiyel denklem sistemi i¢in Lie simetri grubu, herhangi bir ¢6ziimii bagka bir ¢oziime
doniistiiren doniisiimler grubu demektir. Ote yandan, lineer kismi diferansiyel denklemler
(LKDD) igin de Lie, siirekli grup doniistimii altinda invaryans olusturmustur ki; bu da bizi
doniisiim cinsinden ¢oziimlerin siiperpozisyonuna yonlendirir. Kismi diferansiyel denklemlerin
¢ozlimlerinin timii, daha az bagimsiz degisken igeren indirgenmis bir diferansiyel denklem
sistemi ¢oziilerek bulunabilir. Dolayisiyla, 6zellikle, bir parametreli simetri grubu altinda
degismeyen iki bagimsiz degiskenli kismi bir diferansiyel denklemin ¢oztimleri, bir "indirgenmis"
adi diferansiyel denklem ¢oziilerek bulunabilir.

1922°de Cartan [1], diferansiyel denklemlerin geometrik teorisini ve Lie siirekli grup
dontisiimiinii  gelistirmistir. Tarihsel olarak Lie ve Noether [2] tarafindan gelistirilen Lie
gruplarinin  diferansiyel denklemlere uygulamalari, Birkoff'un 1950°deki “Lie grup
uygulamalarinin diferansiyel denklemlerin isletilmeyen uygulamalarina dikkat” adli ¢alismasina
kadar yarim yiizyila yakin hareketsiz kalmustir [3]. Ovsianniko vd. [4], Lie siirekli grup
dontisiimleri metodunu ¢esitli alanlardaki problemlere basariyla uygulamistir. Bu ¢alismalart,
Bluman ve Cole’un arastirmalar1 takip etmistir [5, 6]. O zamandan itibaren bu teori, fiziksel
sistemlere uygulandigi gibi, gelisimi alanindaki aragtirmalarin genisletilmesine de olanak
saglamistir [7, 8].

Backlund doéniistimii [9], Painleve analizi [10], Ters sa¢ilim doniistimleri [11] gibi grup
teorisi uygulamalarina dayanmayan alternatif yontemler de vardir.

Adi ya da kismi diferansiyel denklem sistemleri igin agik ¢Oziimlerin tiretimi agisindan
grup teorik yontemler ¢ok fazla potansiyel tasimasina ragmen olduk¢a karmasik ve zahmetli
cebirsel hesaplamalar igerdigi igin ¢ok popiiler olamamustir. Bununla birlikte, Reduce, Maple,
Mathematica, Macsyma gibi yazilimlarin ortaya ¢ikmasi ile is yiikii bliyiik 6l¢iide basitlesmistir.

Lie grup teorisi metodunun gelistirilmesine katki saglayan ¢aligmalarin bir kismi: Grundy
[12, 13], Bhutani ve Sharma [14], Allassia ve Nucci [15], Tajiri [16], Lakshamann ve Kalliappan
[17], Torrisi ve Valenti [18], Nishitani [19], Bhutani ve Mittal [20], Bhutani vd. [21], Hill [22],



Nucci ve Clarkson [23], Gagnon [24], Clarkson ve Mansfield [25], Clarkson ve Hood [26],
Gagnon ve Winternitz [27] olarak verilebilir. Son zamanlarda Bruzon vd. [28], Cheh vd. [29],
Rosati ve Nucci [30], Anco ve Liu [31], Ibragimov vd. [32] ve Gandarias vd. [33] bu konu ile
ilgili olarak yapilan yeni ¢aligmalar arasinda yer almistir.

Fiber optik iletisimin ortaya ¢ikisindan bu yana, yerellestirilmis dalgalar ozel ilgi
gbérmiistiir. Bu konularla ilgili birgok c¢alisma ortaya ¢ikmustir [34-40]. Bu ¢alismalarda, varlik
kosullarmin yani sira gesitli tam ¢oziimler aragtirtlmigtir. Teorik olarak telekomiinikasyon
sisteminde kullanildig1 ispatlanan bright ve dark solitonlar, kararliliklari, saglamliklar1 ve
etkilesimden sonra hizlarin1 ve sekillerini koruma yetenekleriyle bilinen tek dalgalardir [34, 36,
40-42].

Tam coziimleri elde etmek, birden ¢ok matematiksel yontemin ortaya ¢ikmasi sayesinde
kolaylasmistir. Bu yontemler arasinda, yardimeir denklem, siniis-kosiniis, sinh-genislemesi,
(G'/G)-genislemesi, Kudryashov, yeni alt-ADD, homojen denge, yeni genisletilmis cebirsel,
rasyonel hiperbolik fonksiyon, Hirota bilineer metod ve Darboux doniistimii gibi yontemler vardir
[43-54].

Optik fiberlerde dalga yayiliminin, lineer olmama ve dagilma terimleri arasindaki
miicadeleyle kars1 karsiya kaldig1 ve kararlilik-kararsizlik problemlerini igerdigi iyi bilinmektedir.
Bunun igin lineer olmayan optik fiberlerde bir modiilasyon kararsizlik (MK) analizi elzem hale
gelmistir. Modiilasyon kararsizligit modern teknolojide birgok uygulamaya sahiptir. MK'nin
optikteki 6nemi kapsamli bir sekilde ele alinmustir. Benzer sekilde biyoloji hidrodinamik ve
plazmalar gibi gesitli alanlardaki 6nemi de arastirilmistir. MK, lineer olmayan optik ortamda kisa
darbe dizisi tiretimi ve optik parametrik amplifikasyon ile dogal baglantis1 nedeniyle kapsamli
caligmalarin konusu olmustur.

MK, dagilim ve lineer olmayan terimler arasindaki karsilastirma igindeki yayilma tizerinde
genlik bozulmalarinin {istel olarak bliytidiigii temel bir islemdir [55-61]. Cogu zaman, MK
calismasi daha ¢ok ¢ift kirilmanin varligiyla ve eliptiklik agisinin etkisine baglilikla ilgilidir [57,
59, 61]. Bu calismalar sifir ¢ift kirilma, dairesel ¢ift kirtlma ve lineer ¢ift kirilma olarak
adlandirilan ¢ yone odaklanmustir.

Bu tez alt1 boliimden olusmaktadir. 2. bolimde Lie simetri yontemi, Nucci indirgeme
yontemi ile ilgili temel 6zellikler verilmistir. Ayrica ¢aligma igerinde kullanilan bazi temel tanim
ve teoremler verilmistir. 3. boliimde eliptiklik acis1 ve coupled denkleminin katsayisinin etkisi ile
cift kirilmali optik fiberlerde darbe yayilimini tanimlayan lineer olmayan coupled denklemlerin
tam optik solitonlar1 arastirnlmustir.  Yeni Sardar alt-denklem metodundan (YSADM)
yararlanilarak W-bi¢im bright, dark optik solitonlar, trigonometrik fonksiyon ve tekil fonksiyon
coztimleri gibi gesitli optik solitonlar elde edilmistir. Ayrica eliptiklik agisinin ve coupled

denklemin katsayisinin modiilasyon kararsizligi iizerindeki etkileri incelenmistir. 4. boliimde Lie



simetri yaklagimi, Nucci indirgeme yontemi ve siniis genigletme yontemi kullanilarak periyodik
genel Degasperis-Proces denkleminin (DPD) bazi ¢oztimleri elde edilmistir. 5. boliimde periyodik
Hunter-Saxton denkleminin yeni ¢oziimlerini elde etmek i¢in simetri analizi ve Nucci indirgeme

yonteminden yararlanilmistir. 6. boliimde elde edilen sonuglar degerlendirilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE YONTEM ANALIZI

Bu bolimde daha ¢ok “Lie Gruplart” olarak bilinen, Lie simetri analizi i¢in gerekli olan
temel tanim, teorem ve matematiksel yapilar hakkinda bilgi verilecektir. Daha sonra birgok evrim
tipi diferansiyel denklemlerde kullanilan Nucci indirgeme yonteminin uygulama siireci

aciklanacaktir.

2.1. Simetri Uzerine

Bir cismi degismez (invaryant) birakan bir doniisim varsa bu doniisiim Simetri olarak
tamimlanabilir [62]. Ornegin koseleri D, E ve F olan bir eskenar iicgeni diisiinelim. Bu iicgeni esit

iki parcaya bolerek liggenin koOselerinden gecen eksenlere goére yansimasini alirsak tiggen
degismez kalacaktir. Benzer sekilde bu iiggeni herhangi bir agisi etrafinda %ﬂ veya 4?” kadar
dondirdiigimiizde tiggen yine degismez kalacaktir. Bir diger 6rnek bir ¢gemberin § agis1 kadar
dondiiriilmesi olarak verilebilir. Yarigap1 r olan bir gemberin ¢evresi {izerinde herhangi iki nokta

(x,y) ve (x,y) olsun. r yaricap, a referans agist ve dondiirme sonunda olusan a¢1 @ +  olmak

uzere

X = rcosa, X =rcos(a+ )
(2.1)
y = rsina, y =rsin(a+ )
denklemleri yazilir ve (2.1) denkleminde a agis1 yok edilirse
X = xcosf — ysin
B — ysinf 2.2)

y = ycosP + xsinf

elde edilir. Eger x% + y? = r? iken ¥ + 2 = r? oldugunu gosterirsek gemberin de degismez

kaldigini gostermis oluruz. O halde

%% + y% = (xcospB — ysinB)? + (ycosp + xsinp )?
=x%cos?p — 2xysinfcosp + y?sin?p
+x2sin?B + 2xysinfcosp + y*cos?p (2.3)
=x? + 2

oldugundan ¢ember degismez kalmustir.

2.2. Lie Grup Déniisiimleri



Tamim 2.2.1. Bir G grubu, elemanlar arasinda asagidaki sartlar1 saglayan i birlesim kuralina
sahip elemanlarin bir kiimesidir:

i) Kapalilik Ozelligi. V m,n € G i¢in y(m,n) € G.

ii) Birlesme Ozelligi. V m,n, k € G igin

W(m,p(n, k) = (p(m,n), k).
iii) Birim eleman. ¥ m € G igin,
Y(m,e) =yP(e,m) =m

sartin1 saglayan yalniz bir e € G etkisiz eleman vardir.

iv) Ters eleman. vV m € G igin,

pim,m™) =p(m=,m)=e

sartin1 saglayan yalniz bir m™! € G ters eleman vardur.
Tamm 2.2.2. X = (xq,X3, ..., X,), D < R" bolgesinde tanimli olsun. D’de taniml her bir x ve
€ € T c R parametresi i¢in &, 6 € T parametrelerinin birlesim kurali ¥(e, 8) ile verilen X =
X(%;€) doniisiimler kiimesi, asagidaki sartlari sagliyorsa D iizerinde 1-parametreli grup
doéniistimleri olarak adlandirilir.

i) V £ € T icin, déniisiimler D tizerinde birebirdir [x" € D].

ii) T, ¢ birlesim kurali ile bir G grubu olusturur.

iii) D’deki her bir X i¢in, £ = &y, e birim elemana karsilik geldiginde X = % olur.

Yani; X(x; &) = x olur.

V)X =X(X;e), X = Y(Y*; 5) ise X = Y(E; Y(e, 6)) olur.
Tanim 2.2.3. 1-parametreli grup doniistimleri, 2.2.2 taniminda verilen (i)-(iv) durumlarma ek
olarak asagidaki ifadeleri de sagliyorsa 1-parametreli Lie grup doniisiimlerini tanimlar:

V) &, siirekli bir parametredir, yani T, R’de bir araliktir. Genellemeyi bozmadan, € = 0, e
birim elemanina karsilik gelir.

vi) X, X € D’ye gore sonsuz tiirevlenebilirdir ve &€ € T nin bir analitik bir fonksiyonudur.

vii) &, 8 € T olmak tizere; Y (g, 6), € ve § nin bir analitik bir fonksiyonudur.

2.2.1. Sonsuz Kiiciik Doniisiimler

& = 0 birim elemanli ve ¥ birlesim kuralina sahip
X =X e) (2.4)

1-parametreli () Lie grup doniisiimlerini diisinelim. (2.4), € = 0 civarinda agilirsa, € = 0’

bazi komsulugunda;



X; ) N 182 <62X(¥; £)
2
e=0

de?

) +
£=0

X (x;
=E+£<£ >+0(£2)
de ce0
elde edilir. E(E)=6Y§:£) _olsun. Bu durumda X +eZ(¥) donisimii, (24) Lie grup
&=

déniisiimlerinin sonsuz kiigiik doniisiimii olarak adlandirilir. &(x)'in bilesenleri (2.4)’iin sonsuz

kiigiikleri olarak adlandirilir.

2.2.2. Sonsuz Kiiciik Uretecler

(2.4) ile verilen 1- parametreli Lie grup doniisiimlerinin sonsuz kii¢iik iireteci;

£ 9

X=X® ={@V=) §@5—
. Xi
=1

seklinde verilen operatordiir. Burada V;
a 0 0
o=(L 2,20
0x1 0xy dx,

gradient operatoriidiir. Tiirevlenebilir bir F(x) = F(xq, x5, ..., x,,) fonksiyonu i¢in;

dF (x)
axi

XFE) = ¥@.F@® = ) &@®

esitligi saglanir.

2.2.3. Invaryant Fonksiyonlar

Sonsuz tiirevlenebilir bir F(x) fonksiyonunun, (2.4) Lie grup doniisiimlerinin invaryant
fonksiyonu olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul F (Y*) = F(X) olmasidir.
Eger, F(x); (2.4)’in bir invaryant fonksiyonu ise F(x)’ye, (2.4)’lin invaryanti denir ve F(x),
(2.4) doniistimii altinda invaryant olarak adlandirilir.
Teorem 2.2.1. F(x) fonksiyonunun, (2.4) Lie grup doniistimleri altinda invaryant olabilmesi

icin gerek ve yeter kosul, XF (x) = 0 olmasidir [63].

2.2.4. Nokta Doniisiimleri ve Uzantilar



Bir 1-parametreli (¢) Lie grup nokta doniigtimleri,

x = (X1,X2, un, Xp)

u= ut,u? ..., um)
n + m degiskenli uzayda hareket eden,

x*=X(x,u;€)
(2.5)

w =U(x,u;¢)
formundaki doniisiimlerin bir grubudur. Burada; x, n bagimsiz degiskenli, u ise m bagimh
degiskenlidir. T, diferansiyel denklemlerin sistemi olarak kabul edilen 1- parametreli Lie grup
dontistimlerini tanimlasin. (2.5) Lie grup nokta doniisimi T nin herhangi u = 0(x) ¢oziimiind,

T’nin u = Y(x; &) 1-parametreli ¢éziimlerinin ailesine eslestirir.

Ju, u'nun x’e gore tim birinci mertebeden kismi tiirevlerine karsilik gelen nm

koordinatlar kiimesini gostersin. Yani,

(2.6)

) suny

3 oul ou? oul ou? ou? ou? ou™ ou™ ou™
w= 0x, dx, ' Ox, 0xy 0x, T 0xy, dx,  dx, T 0x,
olsun. Genel olarak, k=1 ve u=1,2,..,m, ;=12,..,n, ve j=1,2,..,k igin, oku
koordinatlar kiimesi olmak tizere

ki u
u 0"u

u, ., = —
lil2. .k
Oy, Oy, O,

ifadesi u’nun x’e gore biitin k. mertebeden kismi tiirevlerine karsilik gelen koordinatlarinin

kiimesini gostersin.

2.2.5. Genisletilmis Sonsuz Kiiciik Doniisiimler

Diferansiyel denklem sistemlerinin c¢alisilmasinda, m bagimli degiskene bagh u =
(ul,u?,...,u™) ve n bagimsiz degiskene bagh x = (xy, x5, ...,%,) icin m > 2 iken u = u(x),
durumu ortaya cikar. Bu (x,u) uzaymdan (x, u, ou, 0%u, ...,(')ku) uzayma genisletilmis
doniisiimlerin diisiiniilmesine yol agar. Burada 0*u, x’e gore u’nun k’mc1 mertebeden biitiin
kismi tiirevlerinin bilesenlerini gosterir. (x, u, du, 02u, ..., 0%u )-uzaymda k=>2,1=1,2,..,k
icin

77(1)“ = Din# — (Difj)uf (2.7)

i



ve

k k-1 .
r]lgli)zl.-t--ik = Dikn( o (Dikfj ut ii=12,..,n

l1lplg—1 lilplg—1’

ile verilen n ¥

bybp oy genisletilmis sonsuz kiiciikleri ile

xi = X;(x,u; €) = x; + £§;(x, u) + 0(e?)

uh)* = UF(x,u; ) = ut + ent(x,u) + 0(£?)

(uf‘)* =Ul'(x,u,0u;€) = ul' + eni(l)”(x, u, ou) + 0(&?)

*
I _ H Ky,
(uiliz...ik) = Uiliz...ik(x’ w0, ..., 0% u; €)

— .k Q) k
=ufy o TEML (x,u,0u, ..., 0%u) + 0(e?),

k’mnc1 genisletilmis dontisiimi diisiinelim. D; toplam tiirev operatoriidiir ve

d 0 d 0
Di=—+uf‘—+u’.‘-—+...+uﬁi i H—+"'
i u us 12 gy
t ] l1lz..ln

ile verilir. Burada k’1inc1 genisletilmis sonsuz kiigiik tireteci

d d 9
= —_ Du
X(k) - Ei(x'u) axi + U”(X,U)W + n; (x,U, GU)W-F

L

d
(u k
+ni1i2...ik(x'u’ ou, ..., 0 u)c')u”— k>1,
i1ip..0pn

seklinde verilir.

2.2.6. Bir Kismi Diferansiyel Denklem Sisteminin invaryansi

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

n bagimsiz degiskenli x = (x1,xy, ..., X,;) Ve m bagiml degiskenli u = (ut,u?,...,u™)

i¢in;
FH(x,u,0u,0%, ...,0%u) =0,u=1,2,..,N

seklinde verilen N KDD sistemini diistinelim.

Tamim 2.2.4. 1-parametreli

x*=X(x,u;€)

(2.12)

(2.13)



w =U(x,u;¢)

Lie grup nokta doniisiimleri, (2.12) KDD sistemini invaryant birakir. Yani (2.13) Lie grup nokta
d6niisimiiniin (2.12) tarafindan bir nokta simetrisi olarak kabul edilmesi i¢in gerek ve yeter sart,
(2.7) ile tanimlanan k. genislemesinin (2.12)’de tanimlanan (x, u, 0u, 0%u, ...,aku) uzayindaki
yiizeyleri invaryant birakmasidir.

Teorem 2.2.2. (Bir Kismi Diferansiyel Denklem Sisteminin invaryansi I¢in Sonsuz Kiiciik
Kriteri)

0 0
=¢; —+nY 2.14
X=Gew g+ w5 (214
(2.13) Lie grup nokta doniisimlerinin sonsuz kiigiik iireteci olsun.
4] 9] 0
X® = & (x, ) — + 07 (x, Wy u, 0
Siow) 0x; 070w ou? T (u, u) ouy * (2.15)
0
(k)
+ni1i21i_ik (x, u, Bu, ey aku) auv—
il g
(2.14)’ in k’inc1 genislemeli sonsuz kiigiik iireteci olsun. Burada 7751)1; (2.7)’de ve nfﬁzﬂ i
(2.8)’de verilmistir. v=12,..,m, j=12..,n, j=12, ..,k icin
E(x' u) = (El(x' u)' EZ (x' u)' ---:fn(x' u))! Tl(x' u) = (771(75' u)' 772(75; u), ---:nm(x, u))

seklindedir. Bu durumda (2.13) 1-parametreli Lie grup nokta doéniisiimlerinin, (2.12) KDD
sistemi tarafindan kabul edilmesi i¢in gerek ve yeter sart her bir ¢ = 1,2, ..., N igin u, (2.12)’yi

saglarken
X®F(x,u,0u, 0%y, ...,0%u ) = 0 (2.16)

esitliginin saglanmasidir. (Lie degismezlik kosulu)

Ornek: y”’ = 0 denkleminin sonsuz kiiciiklerini bulalim. Verilen denklem

seklinde yazilirsa, (2.11)’den

a
5t

(n)= 1 i xi xxi nx
X Eax+r)ay+n ay,+r] + .. +7 3

oy
elde edilir. Yukarida yazilan ifade dikkate alinarak Lie degismezlik kosulu ile

XPAlpeg = XD @) yrog = 1 ¥]yr1g = 0

y



bulunur. (2.7) ve (2.8) denklemlerinden elde edilebilen
™ = Dy (n® V%) — yD,(§);
n* = Dyx() — y'Dx($),
™ = Dx(*) —y" Dy ()

sonsuz kiiciik dontigiimleri bir 6nceki ifadede yerine birakilir ve terimler agilirsa

Mx + (znxy - Exx)y, + (nyy - foy)(y,)z - S;yy(y,)3 + (ny - fo)}I" - 353;}”}’” =0

denklemi elde edilir. Bu denklemde y"" = 0 alinirsa

Nxx + (any - fxx)y, + (nyy - foy)(y,)z - Eyy(y’)S =0

denklemi elde edilir. Yukaridaki denklemde y’, (y')? ve (y')® ifadelerinin katsayilar1 sifira

esitlenirse

Mex = 0, 27y —&xx = 0, 7yy — 284, =0, &5y =0,

belirleyici denklem sistemi elde edilir. Buradan bilinmeyenler & ve n’dir. Son denklem sisteminin

¢Oziimiinden

§=(c1x+ )y + pix? +dyx +dy,
n=cy*+Pix+p)y+qx+q;

sonsuz kiiciikleri elde edilir. Burada ¢4, ¢3, d1, d2, P1, P2, 1, G2 degerleri keyfi sabitlerdir.

2.2.7. Belirleyici Denklemler

Bazi v, = 1,2, ..., migin u”#’ nin 6zel baz1 [,,. mertebeden kismi tiirevlerine gore

uvu = fﬂ(x,u’ au,azu, ...,aku) = 0 (217)

i1i2...iku

formunda ¢oziilmiis (2.12) KDD sistemini diisiinelim. Burada, f* (x, u, du, 0%u, ..., 0%u ), her bir

u=1,2,..,N icin, ufl"i w0 = 1,2, ..., N’nin herhangi bir bilesenine agik bir sekilde bagh

2.k
degildir. Teorem (2.2.2)’den, (2.17) ile verilen denklem sisteminin (2.15) ile verilen (2.18)’tin k.

geniglemesi ile

0
ou?

0
X =¢&i(x,u) E +n%(x,u) (2.18)

nokta simetrisini kabul etmesi igin gerek ve yeter sart
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u’e ey = fo(x,u,0u,0%y, ...,0%u ) =0, c=12,..,N, (2.19)

i1lz.,

ile
(1u)v :f-%+ vﬂ_i_ (1)vﬂ+ 4 aft
i182. Ik ) 9x; ouv J ou? njljz'"jk o ;'
g g Jrbz..Jk (2.20)

u=1,2..N,

(®v

olmasidir. 7n ivdn jp’nin &(x,u), n(x,u) ve bunlarin p. mertebeden tiirevlerindeki bilesenlerde

lineer homojen katsayilar ile verilen du, 0%u, ..., 9Pu’nin bilesenleri cinsinden bir polinomdur.
Bu yiizden (2.20)’deki & ve n lineer olarak gorilir. (2.19-20) simetri belirleyici denklemler
sistemi & ve 7 icin bir lineer homojen denklem sistemine yol acar. Oncelikle, ¢ = 1,2, ..., N icin
u}’l"izmika’nin bilesenleri ve onun diferansiyel sonuglar1 (2.19)’ dan ve benzer sekilde (2.20)’den
gelen diferansiyel sonuglar elenir. Sonug¢ olarak; x,u bilesenleri ve (2.20) simetri belirleyici
denklemlerinin olusan sisteminde goriinen du, 02, ..., d%u nun kalan bilesenleri kendi baslarina
bagimsiz degiskenlerdir. Yani keyfi degerler alirlar. (2.20) igin elde edilen sonuglar, bu bagimsiz
degiskenlerin herhangi bir degeri i¢in saglanacagindan, bunlardan biri verilen (2.12) KDD
tarafindan kabul edilen sonsuz kiiciik X iiretecleri i¢in belirleyici denklemler kiimesi olusturan, &
ve 7 cinsinden bir lineer homojen KDD sistemi elde eder. Ozel olarak, eger her
fE(x,u,0u,0%y, ...,0%u ), u = 1,2, ..., N, du, 8y, ..., 0%u bilesenleri cinsinden bir polinom ise,
bu durumda (2.20) simetri belirleme denklemleri sistemi, odu,d?u,...,0*u’nun bagimsiz
bilesenleri cinsinden polinom denklemlerini verir. Sonug¢ olarak; bu polinom denklemlerinin
katsayilar1 ayr1 ayr1 yok edilmelidir. Bu durum, & ve 5 igin lineer belirleyici denklemler kiimesini

VErir.

2.2.8. Invaryant Coziimler

(2.14) sonsuz kiigiik iiretecli 1-parametreli Lie grup nokta doniisiimlerini kabul eden bir
KDD sistemini diistinelim. &(x, u) # 0 olsun.
Tamm 2.2.5. u¥ = 0Y(x),v = 1,2, ..., m bilesenleri ile u = O(x)'in (2.14) sonsuz kiigiik iireteci
ile kabul edilen nokta simetrisinden olusan (2.12) KDD sisteminin bir invaryant ¢éziimii olmasi
i¢in gerek ve yeter sart

i)Herv =1,2,...,micin u¥ = OV(x), (2.14)’lin bir invaryant yiizeyidir.

i) u = 0(x), (2.12)’yi saglar.
Buradan; u = @(x)’in (2.13) Lie grup nokta doéniisimii altinda invaryansi olmasindan ortaya

¢ikan (2.12) KDD sisteminin bir invaryanti olmasi i¢in gerek ve yeter sart; u = @ (x)’in

11



v=1,2,..,miginu = O(x) iken X(u” — OU(x)) = 0, yani;

00 (x)

——=1"(x,0(x)),v=1,2,..,m (2.21)
axi

&i(x,0(x))

i)u=1,2,..,Niginu = 0(x) iken F#(x,u, du, 02y, ..., 0%u ) = 0, yani
FH(x,0(x),00(x),8%0(x), ..., 0¥0(x) ) = 0,u = 1,2, ..., N, (2.22)

kosullarin1  saglamasidir. Burada 370(x); j=12,..,k igcin v=1,2,..,n, 370V (x)/
0x;, 0x;, ...0x;  ifadesini belirtmektedir. (2.21) denklemleri (2.14) nokta simetrisi altinda
invaryant olmasindan kaynaklanan (2.12) KDD sisteminin invaryant ¢oziimleri i¢in invaryant
yiizey kosullaridir.

Invaryant ¢6ziimler asagida verilecek olan invaryant form metodu ile belirlenebilir.

2.2.9. Invaryant Form Metodu

Burada,
dx;  dx,  dx, _ du'  du* du™ (2.23)
Sew) SHw) T Lrw ntlew) n2low) T n™(xw) '

ile verilen u = @(x) icin ilgili karakteristik denklemlerin agik bir sekilde ¢oziilmesiyle (2.21)

invaryant yiizey kosullar1 bulunacaktir.

Eger  y,(x,u),y,(x,0), ..., Y1 (e, w), v (x,u), v2(x,w), ..., v (x,u)’lar (v, v?, ..,v™)/
d(ul,u?, ..., u™) # 0 jakobiyeni ile verilen, (n + m — 1)-tane birinci mertebeden (2.23) ADD
sisteminin ¢oziilmesiyle ortaya ¢ikan (n 4+ m — 1)-tane fonksiyonel bagimsiz sabitler ise bu

durumda (2.21) ADD sisteminin u = 0@ (x) genel ¢6ziimii kapali olarak

vv(x' u) = (Dv(yl (x' u)' Y2 (x' u)' o Yn-1 (x! u)) (224)

invaryant formunda verilir. Burada @%,v = 1,2, ..., m i¢in y; (x, u), y,(x, u), ..., ¥—1 (x, u) nun
bir keyfi diferansiyellenebilir fonksiyonudur.

y1 (e, w), yo (6, 1), o, Yieq (6, ), v (2, ), 2 (x, 1), ..., v™(x, u)’lar (2.14)’iin (n + m — 1)-tane
fonksiyonel bagimsiz grup invaryantlaridir. Yani, (2.13) Lie grup nokta doniisiimlerinin (n +
m — 1)-tane kanonik koordinatlardir. y,, (x,u), Xy, = 1 kosulunu saglayan (n + m). kanonik

koordinatlart olsun. Eger, (2.12) KDD sistemi, yq,¥y5,...,y, bagimsiz degiskenler ve
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v1,v?, ..., v™ bagiml degiskenler cinsinden bir KDD sistemine doniistiiriiliirse; doniistiiriilmiis

KDD sistemi

y*l’ = Yi;i = 1I2l Y 1;
Y, =Ynte (2.25)

v: =v,v=12,...m

1-parametreli Lie grup doniistimiinii verir. O halde, y,, degiskeni doniistiiriilmiis ADD sisteminde
acik¢a goriilmez ve bu yiizden donistiriilmis KDD sistemi, (2.24) formundaki g¢6ziimlere
sahiptir. Sonug¢ olarak (2.12) KDD sistemi, (2.24) invaryant formu ile agik olarak verilen
invaryant ¢oziimlere sahiptir. Bu tiir ¢6ziimler, n — 1 bagimsiz degiskenli yy, V5, ..., Vp_1 V€ M

m

bagimli degiskenli v!,v?,...,v™ icin bir indirgenmis diferansiyel denklem sistemi ¢dziilerek

bulunur. Indirgenmis diferansiyel denklem sistemi; (2.24) invaryant formunun (2.12) KDD’de

yerine konulmasiyla bulunur. Bu yerine koyma isleminin tekil bir diferansiyel denkleme sebep
olmadigi distiniliir. % =0 ise y; =y;(x),i=1,2,...,n—1 olur. n =2 i¢in indirgenmis

diferansiyel denklem sistemi bir ADD sistemidir.

2.2.10. Cok Parametreli Lie Grup Doniisiimii
X = (xq,Xx5, ..., Xp) V€ € = (&, &, ..., &) parametreleri ile verilen
x = X(x;€) (2.26)
r —paremetreli bir Lie grup nokta doniisiimiinii diisinelim. § = (81, 85, ..., 8,) olmak iizere;
(p(s_,_d) = ((],’)1(8—,_5), o, (8_,_6), v Pp (8_,_5)) ile gosterilen parametrelerin  birlesim kuralim
diisiinelim. Burada qo(s_,_é‘), & =& = ..=¢& =0 esitligine karsihk gelen £=0 ile grup

aksiyomlarii saglar ve tanimli oldugu bolgede analitiktir. £(x); elemanlari

ox" j
de,

de,

,a=1,2,.,r, j=1,2,..,n (2.27)
£=0

faj(f) =

£=0

ile verilen r X n boyutlarinda sonsuz kiigiik matris olsun.
Tanim 2.2.6. &, parametresine karsilik gelen (2.26) r-parametreli Lie grup doniisiimiiniin sonsuz

kiigtik tireteci X,
n
d
Xa :zax](f)a, a = 1,2, v, I (228)
j=1 J

seklinde verilir.
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Tanmim 2.2.7. (2.27) ve (2.28)’de tanimlanan X,, @ = 1,2, ..., sonsuz kiiciik tireteci ile verilen

(2.26) r —parametreli bir Lie grup doniisiimii igin,

n

0
7;(®) —Z(fm( ) E’”(x)—f,;l( 0% ’(x)> (2.29)

i=1

olmak tizere X, Ve Xp’nin ayraci (Lie ayraci)

[Xo. Xg) = XoXp — XpX,

Z[fa](x) (fﬁ,u ) (¢puD) )(fa]() )] (230)

1,j=1
=Zm( 0
e 0x;

seklinde tanimlanan birinci mertebeden bir operatordiir. Buradan

[Xo. Xg]| = —[Xp, X4 (2.31)

oldugu kolaylikla goriiliir.
Teorem 2.2.3. r —parametreli bir Lie grup doniisiimiiniin herhangi iki sonsuz kiigiik iiretecinin

ayraci da bir sonsuz kiiciik iiretegtir. Ozel olarak a, 8,y = 1,2, ..., 7 igin;

,
[XaXg] = D CLpX, (2.32)
y=1

seklindedir. Burada CZB katsayilari, yapi sabitleri olarak adlandirilir.
Tanim 2.2.8. (2.32) denklemleri, (2.28) sonsuz kiigiik iireteglerine sahip, (2.26) r —parametreli
Lie grup doniigiimiiniin degisme bagntilari olarak adlandirilir. X, Xp, X, seklindeki herhangi ti¢

sonsuz kiiciik iireteg igin

[Xa (X, X, 1] + | Xe. [y Xa] | + [Xy [Xa Xg]| = 0 (2.33)

Jakobi 6zdesliginin saglandig1 gosterilebilir.

Tanm 2.2.9. Bir £ Lie cebiri; bilineer ayra¢ islemi ile (2.31), (2.33) ve (2.32) ozelliklerini
saglayan, R veya C iizerinde tanimli bir vektdr uzayidir. Ozel olarak; (2.1.20) r —parametreli bir
Lie grup doniisiimiiniin sonsuz kiigik {X,},a =1,2,...,r lireteglerinin kiimesi, R lizerinde

r —boyutlu bir Lie cebiri olusturur.
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Onerme: G,L Lie cebiriyle verilen bir Lie grup olsun. Her v € £ vektérii icin, w € L deki

adjoint vektori ad v;
ad v|,, = [w,v] = —[v,w] (2.34)

dir [7].

Bir Lie grubunun adjoint gosterimi AdG,
w(e) = Ad(exp(sv))wo,

¢Oziimii ile verilen

d
S = ad vl , w(0) = wo

lineer ADD sisteminin integrali alinarak veya daha basitge

X .n 2

Ad(exp(ev))wo = Z % (ad v)"(Wy) = wy — €[v, wp] + % [v, [v, WO]] — (2.35)

n=0

Lie serileri toplanarak yeniden diizenlenebilir [7].

2.2.11. Alt Grup ve Alt Cebirlerin Simiflandirilmasi

G bir Lie grup olsun. s-parametreli alt gruplarin bir optimal sistemi, bir alt grubun
listedeki herhangi bir alt gruba tam olarak eslenik olma 6zelligi tasiyan, denk olmayan eslenik s-
parametreli alt gruplarinin bir listesidir. Benzer sekilde; s-parametreli alt cebirlerin bir listesi;
L’nin her s-parametreli alt cebirinin, bazi1 adjoint elemanlar1 altindaki listesinin yalniz bir
elemanina denk olmasi durumunda bir optimal sistem olusturur.

Alt gruplarin bir optimal sistemini bulma problemi, alt cebirlerin bir optimal sistemini
bulma islemi ile esdegerdir. Her bir-boyutlu alt cebir £’de 0’dan farkli bir vekt6ér olarak
tammlandigindan bir-boyutlu alt cebirler igin bu smiflandirma problemi; adjoint temsilinin

yoriingelerini siniflandirma problemi ile aynidir [7].

2.3. Klasik Lie Metodu

Klasik yontem temel olarak, KDD sisteminin (2.16) invaryans kosulu altinda belirleyici
denklemler yardimiyla, KDD’nin simetri indirgemelerinin bulunmasindan olusur. Daha spesifik
olarak, (2.12) diferansiyel denklem sistemi, (2.13) 1-parametreli Lie grup dontisiimii altinda bir

invaryansa maruz birakildiginda, grup sonsuz kiigiikleri i¢in over-determined bir lineer denklem
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sistemine ulagilir. Bu sonsuz kii¢iik doniisiimler, sistemin indirgemelerini elde etmemize yardimci
olur.

Metodun asamalar1 agagidaki gibidir:

m bagimh degiskenli u = (ul,u?,...,u™)ve n bagimsiz degiskenli x = (xq, x5, ..., X,)

i¢cin
FA(x,u,0u,0%u,...,0"u) = 0,u=1,2,..,N (2.36)

ile verilen bir N kismi diferansiyel denklem sistemini diistinelim.

1) 1-parametreli (2.13) Lie grup nokta doniistimleri, (2.36) KDD sistemini invaryant biraksin.

2) (2.15)°de verilen X® operatériinii (2.36) sisteminin her bir denklemine uygulayalim ve
wv=12,..,N igin

X(")F"|F,,=0 =0, (2.37)

gerektirmesi saglansin. (2.37) sart;, X®) min baslangicta verilen (2.36) sisteminin ¢dziim kiimesi
tizerinde yok olmasi anlamina gelir. Kesin bir sekilde bu sart u*(x*) tek oldugunda u(x)’in
(2.36)’nin ¢6ztimii oldugunu garanti eder.

3) (2.2.6) bolimiinde belirtilen siire¢ izlenerek (2.36) KDD sistemi tarafindan olusturulan sonsuz
kii¢iik X tireteci i¢in bir belirleyici denklem kiimesi olusturan ¢ ve n cinsinden bir lineer KDD
sistemi elde edilir.

4) Belirleyici denklemlerin ¢6ziimleri, £ ve n’niin a¢ik formlarini ortaya ¢ikarir.

5) (2.23)’deki karakteristik denklemler olusturulur ve u, n-1 yeni bagimsiz degiskenler cinsinden
elde edilir.

6) Sistemin indirgenmis formunu elde etmek igin (2.36) sistemi bu yeni koordinatlarla yeniden

yazilir.

2.4. Simetri Indirgeme Metodu

Lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin (LOKDD) (denklem veya bir sistem)
¢ozlimlerinin bulunmasi igin kullanilan ve grup teorik metotlar literatiiriinde 6nemli bir yere sahip
olan bu teknik Steinberg’e aittir [64]. Metodun algoritmik gosterimi, kavramlar1 agik ve anlasilir
kilar. Ayrica metot, lineer denklemlerde degiskenlere ayirma yontemiyle yakin bir iliski icindedir.
Daha o6nce gesitli LOKDD nin tam ¢odziimlerini elde etmek i¢in kullanilmistir [20, 21, 65, 66].

Bu metot, coupled Korteweg-de Vries (KdV) sistemi, genellestirilmis Hirota-Satsuma KdV
sistemi ve varyant Boussinesq denklemlerin simetri ve indirgemelerinin incelenmesinde

kullanilmigtir. Bu yaklagimin avantaji, hem grup sonsuz kiigiiklerini nispeten kolay bir sekilde
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saglamasi hem de genellikle klasik Lie metodundan daha genellestirilmis simetriler saglamasidir
[65].
Metodun agamalar1 asagidaki gibidir:

a) Diferansiyel denklemlerin simetrileri bulunur.
b) Simetri i¢in kanonik koordinatlar belirlenir ya da diferansiyel denklem igin ayrilabilir bir form
varsayilir.
¢) Indirgenmis problem kanonik koordinatlar cinsinden bulunur.

Bir diferansiyel denklem sisteminin simetri operatoriinii belirlemek igin asagidaki sekilde
ilerlemek gerekir:
k bagimli degiskenli @ = (uq,uy,...,ux) ve (n+ 1)-tane bagimsiz degiskenli (t,Xx) =
(t,x1,%3,...,X,) den olusan, bir k LOKDD sistemini diistinelim. % = #(t,X) olmak fiizere

sistemin N = (N, N, ..., N}, ) lineer olmayan diferansiyel operator cinsinden
N@)=——-H®{@) = (2.38)

seklinde yazilabildigini varsayalim. #’nin tirevleri, t’nin p — 1 tiirevlerinden fazlasini
icermedikce H; t,%,u ve #’'nin herhangi bir tiirevinin uzay: iizerinde tanimlanabilir. H lineer
olmayabilir. Simdi (2.38) sistemi igin, sonsuz kii¢iik simetriler olarak adlandirilan S =
(81,82, ..., Sk ) simetri operatoriinii tanimlayalim. Bu simetriler, 1.mertebeden yari-lineer kismi
diferansiyel operatérlerdir ve C = (Cy, C, ..., C, ) olmak iizere;

_ o0\ oo

S = A(t,x,u)—+ZBi(t,x,u)—+ C(t,x,u) (2.39)
Jt — axi

=1

formunda olmalidir. N’nin % = (uq, Uy, ..., ux) ’daki ¥ = (vq,v,,...,;) yOnindeki F =

(Fy,F,, ..., F ) Fréchet tirevi
F(N,u,v) = = [N(@ + ev)] (2.40)

seklinde verilir.

a) Metot temelde A,B;,i =1,2,...,n ve Ci,j =1,2,..., k katsayilarinin S simetri operatoriinde
belirlenmesinden olusur. Bunun i¢in su adimlar takip edilmelidir:

Oncelikle (2.40) denklemleriyle N(%) = (N1, Ny, ..., Ny, )’nin F = (Fy, F,, ..., F}, ) Fréchet tiirevi

bulunur. Daha sonra @ = (vy, vy, ..., V); S = (51,55, ..., Sk )’de,

FV.53) = % (N (@ + 5] (2.41)
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simetri operatorii yoniinde hesaplamak i¢in yerine yazilir. (2.38) sisteminin invaryansi igin, S

simetri operatorii yoniindeki (2.38) ¢oziim kiimesinde (2.41) Fréchet tiirevi yok edilmelidir. Yani;

F(N,7,9)|5=5=0 (2.42)

olmalidir. Bunun igin (2.42)’de % yerine H(@) yazilir. (2.42) denklemleri genisletildiginde

W nun ¢esitli kismi tiirevlerinde polinom seklinde ifadeler bulunur. Bu tiirev terimlerinin
katsayilariin esitlenmesi ile, 4,B;,i = 1,2, ...,n ve C,j=12, ..., k grup sonsuz kiigiikleri i¢in
belirleyici denklemler olarak adlandirilan bir LKDD kiimesi elde edilir. (2.38) sisteminin
simetrileri i¢in elde edilen ‘‘belirleyici denklemler’ ¢oziiliir.

b) Elde edilen bu kismi diferansiyel denklem kiimesi, S’nin katsayilarmi bulmak icin

¢oziildiigiinde, (2.38)’in sonsuz kiigiik simetrilerinin ilgili Lie cebiri:
K
8 % N N
V=A(t,x,u)a+ZBi(t,x,u)a—xi—ZCj(t,x,u)a—uj (2.43)
i= j=

seklindeki vektor cisimlerinin kiimesi olur. Benzer sekilde u* = (uj, u3, ..., u;) olmak iizere,

(2.38)’in 1-parametreli grup nokta doniistimii

t* =t + eA(t, %, 1) + 0(e?)
x*=x+eB(t,x,u) +0(?) (2.44)
U =1u—eC(t,x,u)+ 0(e?)

seklinde olur. (2.43) sonsuz kiigiik tretegleri kullanilarak orjinalinden bir eksik bagimsiz

degiskene sahip bir (2.38) indirgenmis sistemi elde edilebilir. Bunun i¢in

dt dx; dx, dx, duy du,  duy

A B, B, B, —C -C  —C

(2.45)

karakteristik denklemleri ¢oziiliir. Bu denklemlerden, kanonik koordinatlar elde edilir.
c) Problemin indirgenmis formunu elde etmek igin (2.38) sistemi bu yeni koordinatlarla

degistirilir.

2.5. Nucci indirgeme Metodu

Incelenmekte olan modelin indirgenmis ADD'i i¢in first integralleri ve tam ¢dziimleri elde
etmede kullanilan yontemlerden biridir. Bu teknik ilk olarak diferansiyel denklemlerin lokal
olmayan simetrilerini bulmak i¢in 6nerilmistir [67]. Ayrica bir¢ok evrim tipi diferansiyel denklem

de Nucci'nin indirgeme yontemi ile incelenmistir. Lie simetri yaklagimi ile elde edilen
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tireteclerden yararlanilir. Bu iiretecler yardimiyla olusan t¢ilincii mertebeden lineer olmayan adi
diferansiyel denklemlere Nucci yontemi s0yle uygulanir:

Elde edilen tiglincii mertebeden lineer olmayan adi diferansiyel denklemlerden F (), F' (&), F'' (&)
ve F'""' (&) bagimli degiskenlerini igeren herhangi bir denklemi 2V ile gosterelim. Nucci yontemini
kullanarak V' denkleminin bazi yeni tam ¢dztiimlerini ve bunlara karsilik gelen first integralleri

bulmaya ¢alisalim. Bu yontem altinda
Y1) =F(©&), W) =F'(§), W:()=F"(©)
degisken doniisiimlerini yapalim. Bu durumda;

IP{ =¥,
Y =Y, (2.46)
Wy =F"(8)

elde edilir. ¥; yeni bir bagimsiz degisken olarak secilirse;

d¥y, ¥
av, v,

v (2.47)
d%t}' = !
ay, 2~ 3

olur. v denkleminden F'"'(¢) ¢ekilip (2.47)’nin ikinci denkleminde yerine yazilir. Buradan ¥,
ve bir first integral bulunur. Bulunan W5 ifadesi (2.47)’nin birinci denkleminde yerine
yazildiginda, W, ve bir first integral daha elde edilir. Son olarak bulunan W,, (2.46)’nin ilk
denkleminde yerine yazilarak ¥; ifadesi elde edilir. ¥; (&) = F(¢) oldugundan nihai ¢6ziim elde
edilmis olur. Uciincii mertebeden bir denklemde iki tane first integral, ikinci mertebeden bir

denklemde bir tane first integral bulunabilir.
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3. CIiFT KIRILMALI FIBERDE MODULASYON KARARSIZLIGI VE
TAM OPTIK SOLITONLAR UZERINE ELIPTIiK ACI ETKISi

Solitonlar, yayilma sirasinda ve diger darbelerle etkilesimden sonra kimliklerini koruyan
darbe benzeri dalgalar1 karakterize ederler. Ortamin dagiliminin ve lineer olmamasinin
dengeleyici etkisi, solitonlarin gelismesine yol acar. Solitonlar, diger solitonlarla etkilesim
sirasinda kimliklerini koruyan soliter dalganin 6zel bir tiriidiir. Soliter dalgalar, biiyiik
mesafelerde asimptotik olarak sifira yaklasarak yok olan bolgesel hareketli dalgalardir.

John Scott Russell, 1834 yilinda soliter dalgalarla ilgili gozlem yapan ilk kisiydi [68].
Russell, yavasca hareket ederken orijinal seklini koruyan biiyiik bir su ¢ikintis1 gérmiistiir. Bu "su
cikintis1" gézlemini "bilyiik 6teleme dalgasi" olarak adlandirmigtir. Soliter dalgalarin incelenmesi
Russell’in bu gozlemine dayanmaktadir. Russell, su yiizeyi tizerindeki maksimum genlik, sonlu
derinlik ve yergekimi ile soliter dalgalarmn hiziyla ilgili ¢, g, h ve a sirasiyla tek bir dalganin
hizini, yergekimine bagli ivmeyi, sonlu derinligi ve dalganin maksimum genligini gostermek

lzere;
c2=g(h+a)

seklinde bir esitlik bulmustur. Onceleri Scott Russell'in arastirmasi, ¢alismasiin Isaac Newton ve
Daniel Bernoulli tarafindan verilen hidrodinamik teorilerine aykiri1 olmasi nedeniyle aragtirmaci
arkadaslari tarafindan onaylanmamustir. 1870'lerde Joseph Boussinesq ve Lord Rayleigh, Russell
gozleminin teorik incelemesini gelistirmis ve sonra onu bir laboratuvar deneyinde yeniden
uretmislerdir. 1895'te Hollandali Diederik Korteweg ve Gustav de Vries, simdilerde iyi bilinen
Korteweg-de Vries denklemi (KdV denklemi) ve bunlarin soliter ve periyodik dalga ¢6ziimleri ile
ilgilendiler [69]. 1955te Fermi, Pasta ve Ulam, lineer olmayan bir uyumsuz osilatoriin
calismasinda solitonlar iizerine beklenmedik sonuglar elde ettiler [70]. Normal titresim modlari
arasindaki lineer olmayan etkilesimlerin, enerjinin esit dagilimi nedeniyle sistemin enerjisinin
tim modlar boyunca esit dagilimma yol agtigini gosterme girisimleri basarisizlikla
sonuglanmistir. Enerji tiim modlar boyunca yayilmaz, ancak bir siire sonra deneyin baslangicinda
oldugu yerdeki ilk modunda birikir.

1965 yilinda Zabusky ve Kruskal; Fermi, Pasta ve Ulam problemini siirekli bakis a¢isiyla
incelediler [71]. Onlar, Korteweg ve de Vries denklemlerini yeniden tiiretmis ve kararli dalga
¢Oziimlerini sayisal simiilasyonlarla elde etmiglerdir. Bu sayisal sonuglar sayesinde, bu
¢Oziimlerin ikisi ¢arpistiktan, etkilesime girdikten ve sonra tekrar dagildiktan sonra sekillerini ve
hizlarin1 koruduklar1 sonucuna vardilar. Bu dalgalar, parcacik benzeri 6zelliklerini belirtmek
amactyla soliton olarak adlandirilmistir. Solitonlarin bu pargacik davranisi, ilging bir gézlemden

cok daha fazlasidir ve matematiksel onemi biyiiktiir. Sayisal simiilasyonlar parcacik benzeri



davranis Onerse de, solitonlarin bir carpismadan sonra orijinal sekillerini tamamen geri
kazanmalarimin nasil miimkiin oldugu sorusu her zaman ortaya ¢ikar. Bu soruya cevap aramak
icin bu tiir sayisal simiilasyonlarin sonuglart detayli bir sekilde incelenmis ve garpigsmadan sonra
baz1 dalgalanmalarin goriildiigii gézlemlenmis ve bu nedenle solitonlarin ¢arpigsmalardan sonra
orijinal seklinin tam olarak geri kazanilmadigi sonucuna ulasilmistir. Bu nedenle, solitonlarin
carpismalar yoluyla yok olup olmadigini dogrulamak ig¢in, soliton dalga denklemlerinin teorik
yonlerini incelemek ve bunlarin kesin ¢éziimlerini aramak elzem hale gelmistir.

Solitonlar kavrami, ¢ok sayida arastirmacinin dikkatini ¢ekmis olup tiim diinyada bu
konuyla ilgili bliyiik arastirmalar yapilmaktadir. Uygulamada KdV denkleminin éneminin nedeni,
cok sayida fiziksel model gelistirilmesine yol agmis olmasidir. Solitonlar ayrica, de Broglie
tarafindan 1927'de gelistirilen "Cift ¢6ziim teorisi" veya "Lineer olmayan dalga mekanigi" olarak
bilinen de Broglie'nin teorisi araciligtyla bir temel olusturduklari i¢in kuantum mekaniginde de
uygulamalar bulmaktadir. Bu teori, esas olarak, Albert Einstein'in 1sikla ilgili benzer teorisini
genellestirerek, dalga-parcacik ikili dogasini maddenin tiim pargaciklarina gore incelemeye
yardime1 olmustur.

Solitonlar, yogunluk profiline gore bazi tiplere ayrilir. Bunlarin bazi 6énemli olanlari
Spatial ve temporal solitonlar, bright, dark, kink ve breather solitonlardir.

e Spatial ve Temporal Solitonlar. Temporal solitonlar, seklini koruyan ve optik fiberde
yayilma sirasinda zaman iginde smirlanan optik darbelerdir. Spatial soliton, yayilma
yoniine dik olan enine yonde siirli kalan bir 1sindir. Optik Kerr etkisi olarak bilinen, 151k
yogunlugunun neden oldugu bir optik malzemenin kirilma indisindeki lineer olmayan
degisim temporal ve spatial solitonlarin evriminden sorumludur. Kirllma indisine bagh
yogunluk, spatial kendi kendine odaklanma ve temporal kendi kendine faz
modiilasyonunun (KFM) etkilerine yol agar. Bir optik 1sinin kendi kendine odaklanmasi,
dogal kirmim kaynakli yayilmasim dengeler ve spatial soliton tiretir. Temporal soliton,
bir optik darbenin dogal dagilimin neden oldugu genislemesine karsi koydugunda KFM
tarafindan gelistirilir. Spatial ve temporal solitonlar, optik soliton teorisinde énemli bir rol
oynar [72].

e Bright ve Dark Solitonlar. Yogunlugu arka plandan daha yiiksek olan bir soliton benzeri
darbe, bright soliton olarak adlandirilir. Yogunluk profilinde tekdiize arka plana goére
diisiis olan bir soliton, dark soliton olarak bilinir. Bright ve dark solitonlarin profili
strastyla Sekil 3.1 ve Sekil 3.2°de gosterilmektedir. Dark ve bright solitonlar arasindaki
en biiyiik fark, zamana bagli faz veya dark solitonlarda frekans civiltisi agisindan
goriilebilir. Sayisal simiilasyonlar, dark solitonlarin bright solitonlara gore giiriiltii
varliginda daha kararli oldugunu ve fiber kaybi1 durumunda daha yavas yayildigim

gostermektedir.
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Sekil 3.1. Bright soliton

Sekil 3.2. Dark soliton

Kink Soliton. Kink soliton, dar bir bolgede genligi hizla degisen ancak x — + o i¢in yok
olmayan bir sok dalgasini temsil eder. Kink profili, belirli yogunluktaki iki kararli arka
plan dalgasini sifir yogunlukla birlestirir. Dinamikleri Sine-Gordon denklemi tarafindan
yonetilen bir¢ok fiziksel sistem, kink solitonu yansitir [73]. Optik fiber boyunca yayilma
sirasinda seklini koruyan bir optik sok dalgasi, bir kink solitonunu temsil eder. Kink

solitonun evrimi Sekil 3.3'de gosterilmistir.
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Sekil 3.3. Kink soliton

e Breather Soliton. Bir breather soliton, enerjinin salimmli ve lokalize bicimde
yogunlastigi yerde lineer olmayan bir dalgadir (Sekil 3.4). Breather terimi, ¢ogu
breatherlarin uzayda lokalize olmasi ve zamanda salinmasi 6zelliginden dogar. Ancak
uzayda salinmasi ve zamanda lokalize olmas1 durumu da breather ile gosterilir. Ayrica,

ayrik kafes denklemlerinin lokal bir periyodik ¢oziimidiir [74, 75].

Sekil 3.4. Breather soliton

Solitonlarin Uygulama Alanlari. Soliton teorisi, lineer olmayan optik, hidrodinamik,
plazmalar, trafik akisi, sok dalgasi, kasirgalar, tsunamiler, internet, tiirbiilans, miknatislar ve
niikleer fizik gibi ¢esitli alanlara uygulanabilir. Dark solitonlarin, bright solitonlara gore
zamanlama titremesi ve sinyal i¢i Raman sac¢ilimi gibi durumlara karst nispeten daha az
etkilendigi bulunmustur. Dark soliton'un bu o6zelligi, optik iletisim sistemlerinde potansiyel
uygulamalara sahiptir [72]. Soliton kimlik koruyucu 6zelliginden dolay1 fiber optik haberlesme

sistemlerinde veri iletiminde kullanilir. Bu sistem, bir dijital bit sisteminde '1' biti temsil etmek
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icin solitonlar1 kullanir. Optik fiberde yayilma sirasinda solitonlar, fiber kayiplari, iigiincii
dereceden dagilim ve sinyal i¢ci Raman sacilmasi gibi bir¢ok bozulma tiiriiyle karsilagirlar.
Solitonlar, klasik ve kuantum alan teorisinde ve nanoteknolojide, 6zellikle nanohidrodinamikte
hayati bir rol oynamaktadir [76]. Norobilimde, ndronlar boyunca elektrik sinyali yolunu
aciklama, proteinler ve DNA'daki diisiik frekansli kollektif hareketlerle ilgili olarak oldukga
uygulanabilir alanlara sahiptir [77, 78].

Modiilasyon kararsizligi (MK), lineer olmayan dagitict ortamlarda periyodik yapilarin
olusumunu baslatan kritik stireclerden biridir. Bu mekanizmada, baslangigta biiyiiyen ancak ayni
zamanda bozulabilen periyodik tohumlama pertiirbasyonlar1 nedeniyle bir arka plan tasiyict
dalgast modiile edilir. Fiber kayiplari, tgiincii mertebeden dagilim, yiikselteg gibi bir¢ok
pertiirbasyon tiirlerinde optik fiber iletisim sirasinda giiriiltii ve sinyal i¢ci Raman sagilmasiyla
kargilagilir. Bu sirada yeni frekanslar tretilir ve dalgalar arasinda yogun bir enerji aligverisi
gerceklesir [79]. Modiilasyon kararsizligi modern teknolojide bir¢ok uygulamaya sahiptir.
MK'nin optikteki onemi kapsamli bir sekilde ele alinmustir [80, 81, 82]. Benzer sekilde biyoloji
hidrodinamik ve plazmalar gibi ¢esitli alanlardaki énemi de arastirilmigtir [83, 84, 85, 86]. MK,
lineer olmayan optik ortamda kisa darbe dizisi tiretimi ve optik parametrik amplifikasyon ile
dogal baglantis1 nedeniyle kapsamli ¢aligmalarin konusu olmustur. Stiperkesintisiz tiretiminin ilk
asamasinda yer alan temel mekanizma, girilti odakli MK ile yakindan baglantilidir.
Siiperkesintisiz olusturma siirecinde bir optik dev dalganin ortaya ¢ikmasindan MK'nin sorumlu
oldugu ortaya ¢ikmustir.

Lineer olmayan evrim denklemleri (LOED) bulunan lineer olmama durumlari ve dagilim
terimleri, MK analizi kullanilarak izlenebilen siirekli dalgalarin genlik ve faz modiilasyonunu
etkilemede 6nemli bir rol oynar. Esasinda, kapali formdaki bir ¢6ziim veya sayisal bir yaklagimin
rolii, MK analizi ile degistirilebilir. MK analizi, LOED'lerin ¢6ziimiinde kullanilan sayisal
tekniklerin kod dogrulamasinda 6nemli bir rol oynayabilir. Bir denklemin MK analizinde dort
onemli adim asagidadir:

i.  Bir denge durumunun bulunmas,
ii.  Denge durumunun bozulmasi ve pertiirbasyonlara gore denklemlerin formiile
edilmesi,
iii.  Elde edilen denklemleri kullanarak lineer olmayan bir dagilim iligkisinin
olusturulmasi,
iv.  Denklemler i¢cin MK gain spektrumunu elde etmek i¢in dagilim iliskisinin
¢Oziilmesi.
Bu bolimdeki calisma, eliptiklik agis1 ve coupled denkleminin katsayisinin etkisi ile ¢ift
kirllmali optik fiberlerde darbe yayilimini tanimlayan lineer olmayan coupled denklemlerin tam

optik solitonlarini olusturmaktadir. Yeni Sardar alt-ADD yonteminden yararlanilarak W-bigim
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bright, dark optik solitonlar, trigonometrik fonksiyon ve tekil fonksiyon ¢oziimleri gibi ¢esitli
optik solitonlar korunmustur. Ayrica eliptiklik agisinin ve coupled denklemin katsayisinin
modiilasyon kararsizlig iizerindeki etkileri incelenmistir. 8 = 45° i¢in lineer, dairesel ¢ift kirilma
ve MK biiylime hizinda kararsiz bolge gosterilmistir. Coupled denklemin katsayisinin MK
biiytime hizi tizerindeki etkilerini kaydetmek i¢in eliptiklik agis1 8 = 45° olarak sabitlenmistir.
Sekil 3.10 ve Sekil 3.14'te, Houwe ve ark.’nin yaptig1 ¢alismaya kiyasla MK gain’in bazi yeni
davranislari elde edilmistir [87]. Bu sonuglar, Ablowitz ve Horikis [88], Houwe ve ark. tarafindan
yapilan ¢aligmalar ile karsilastirildiginda kararli/kararsiz bolgeleri gostermektedir [87]. Ayrica, bu
sonuclar lineer olmayan optik fiberlerde uzun mesafeli iletisimi ve fiber optik tasarimini
aciklamak i¢in yardime1 olacaktir.

Bu bolimde yapilan c¢alismanin amaci, eliptik olarak cift kirilmali bir fiberdeki optik

darbeleri tanimlayan

9A 924

i——&—2+y(|A|2+g|B|2)A—QB=0

ox 2 dt (3.1)
;98 32623+ (IBI? + g|A|>)B — QA =0 |
'ox 2092 7Y 9 04 =0,

coupled denklem kiimesinin tam optik solitonlarini arastirmaktir [88]. Burada A(x,t) ve B(x,t),
iki ¢ekirdekli optik fiberlerde eliptik olarak c¢ift kirilmali bir fiberde darbenin yayilmasini

gosteren genlikleri belirtir. f,,y, Q@ parametreleri sirasiyla grup hiz dagilimi, lineer olmama

2+2sin?(6)

212052 (6) ile tanimlanir.

katsayis1 ve coupled denklemin katsayisidir. Ayrica eliptiklik agis1 g =

Genellikle eliptiklik acis1 degerleri, sirastyla lineer ¢ift kirilmali ve dairesel ¢ift kirilmali fiber ile
ilgili olan 6 = 0° ve 6 = 90°’dir. Ek olarak, sifir ¢ift kirllma (g = 0) durumu vardir. Son
zamanlarda, Houwe ve arkadaslari, eliptiklik acgisinin ve {igiincii/dordiincli mertebe gibi yiiksek
mertebeli dagilimlarin MK tizerindeki etkilerini incelemislerdir. Arastirmacilar, eliptiklik agisini
g€[0,90°] araliginda degistirerek MK'nin bazi yeni davraniglarini ortaya koymuslardir [87]. Bu
calismada, soliton ¢oziimlerinin davranmisimt ve MK gain’i incelemek i¢in coupled denklemin
katsayis1 eklenmis ve yiiksek dereceli dagilim terimleri azaltilmistir.

Bu calismada ayrica, ¢ift kirllmada ¢apraz faz modiilasyonu varhiginda coupled lineer
olmayan Schrodinger denkleminin (CLOSD) tam ¢éziimleri arastirilmustir. {1k olarak yeni Sardar
alt denklem metodu (YSADM) acgiklanmistir. Bu yeni metot coupled denklemlerine

uygulanmustir. Sonrasinda ise modiilasyon kararsizlig1 incelenmistir.

3.1. Modifiye Edilmis Yeni Sardar Alt-Denklem Metodunun Incelenmesi

H, bir bilinmeyen u(x, t) cinsinden polinomal fonksiyon olmak iizere
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H (U, Uy, Ug, Uy, Ugg, ) = O (3.2)

lineer olmayan denklemleri alinsin. (3.2) denkleminin ¢oziimlerinin arastirilmast i¢in u # 0

olmak tizere
U,(X, t) = U(f): E =x—ut (3:3)

degisken doniistimlerini yapalim. (3.3) doniisiimii (3.2) denkleminde yazilirsa (), Z—g tiirevi olmak

lzere
G(U,U,uu’,u",u?u",..)=0 (3.9)
elde edilir.

(3.4) denkleminin ¢oziimlerinin

UGE) = Ho+ ) H#EL, (35)
i=1

formunda oldugunu varsayalim [48]. Burada i = 1,2, ..., N igin p, H; # 0 sabitler olmak iizere

d(&);

(9'(EN? = p +ad(§)? + bd(9)*, (3.6)

lineer olmayan diferansiyel denklemi saglar.
(3.6) diferansiyel denklemi asagidaki ¢oziimlere sahiptir:
1. Durum. p = 0 igin,

a > 0veb # 0 oldugu zaman

P =+ /—p;gsechpq(\/af) (3.7)

ve

03 = + [P esch, (vac) (38)

bright ve singtiler solitonlar ortaya ¢ikmustir.

a <0 ve b # 0 oldugu zaman

3 ==+ /—%sechpq(\/—_af), (3.9)

ve
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0% ©) = + |- Pl cschq (V=at)

periyodik ve singiiler fonksiyon ¢oztiimleri elde edilir.
2

1a? . .
2. Durum. p = Z% igin,

a < 0veb > 0 oldugu zaman

1 / 2 1

¢5 &)= +— —?atanhpq (E\/—Zaf),
1 2 1

¢6 & = +— ’—Facothpq (E\/—ZaE),

1 2
$7(§) = t3 ’—Xa(tanhpq(\/—ZaE) + i\/ﬁsechpq(V—Zaf)),

2
P =£> /— == (cothyg (V=20£) + /pqeschhyg (V=2ag) ),

1 2 = —
PEO =%, /—f(mmw < \[%r) + Jpacothy, ( \/%g))

sekillerinde dark, singiiler ve birlesik optik solitonlar elde edilir.

2

1a? . .
3. Durum. p = Z% icin,

a > 0veb > 0 oldugu zaman

2 1
RIGEES j%tanpq (5V2a8),

1 |2 1
() = %5 j;cotpq (5v2a8),
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(3.10)

(3.12)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)



2
PH(E) =+ j% (tanyq(V2a£) + Jpasecyq(V2az)), (3.18)

12
¢ = if\/%(c"tm(mf) +\/pqescyq(V2ag)) (3.19)

1 ]2
A +—\/%(tanpq (\/gf) + \/ﬁcotpq (\/gf)) (3.20)

trigonometrik fonksiyon ¢oztimleri elde edilir. Burada

20

2 2
SeChpq('f) pe¢'+ per CSChpq(f) pet—qe-¢ Secpq(‘f) pel$+qe 73] CSCpq(f) = peli—ge-i&’

§_ge—¢ 3 =3 §_ge—i§

__be>—qe pe°>+qe _ pe qe —

tanhyq($) = pet+qe-t’ cothyq(§) = pet—qe-t’ tanyq(§) = — Loeltrge & cotyq(§) =
pe‘f+qe i
pe‘f qe ¥
seklindedir.

3.2. Cift Kirlmada YSADM’nin CLOSD’ye Uygulanmasi

Bu kisimda eliptik ag1 varligi ile bir lineer olmayan karsit yonlii coupler igin analitik

¢Oziimler arastirilacaktir.
A(x, t) = ¢y (§)elPx+en), (3.21)

B(x,t) = ¢ (§)eOx+ed), (3.22)

ve & =x—uputolsun. CLOSD kiimesinde (3.21) ve (3.22)’nin kullanilmasiyla imajiner

kisimlardan
! (3.23)
‘Ll = -— .
prw
ve reel kisimlardan
My +mydy’ Py —mady” —2Qp, +2yd,° =0 (3.24)

Ve
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mypy + My’ — map,” — 2Qpy + 2y,> = 0 (3.25)
elde edilir. Burada
mp = (wzﬁz —2v), my= 2)/9(1’12' msz = .Uzﬁz (3.26)

dir. CLOSD’nin

B1(0) = Ho+ ) H$(©)] (327)
i=1

$:(5) = By + ) RS, (3.29)
i=1

seklindeki ¢6ziim formlarindan faydalanilmasi ve homojen denge (balans) prensibinin

uygulanmasiyla n; = n, = 1 bulunur. Buradan

$1(§) = Hy + H19($), (3.29)

$2(§) = Eo + E19(§) (3.30)

elde edilir. Coupled denklem kiimesinin soliton ¢6ziimlerini olusturmak i¢in (3.6), (3.29), (3.30),
esitlikleri (3.24) ve (3.25) denklemlerinde yerine yazilir. MAPLE 18 yardimiyla elde edilen

cebirsel denklem sisteminin ¢6ziilmesiyle

1. my = (w?B—2v), my= 2)’9‘!’12' ms = u?p, ile

HO =_E1, Hl =H1, EO =E0, El =E1, a=a, b=b>
bulunur. Buradan ¢6ziimiin genel formu
A (x, £) = OO0 (o + Hi ¢ )ym=1..4 (3.31)
ve
B (x,t) = e!OX+OD(E  + E T )ym=1..4 (3.32)
seklinde olur.
Boylece dordiincii tip soliton ¢oziimleri asagidaki gibi elde edilir:
e p=20ise,
a > 0 ve b # 0 i¢in bright soliton ¢dziimleri
. a
5050 = 000 oy 1, [T et 30 @39
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ve

. / a
B;—’(x, t) = el@xtwt) <E0 T E; —%sechm(\/ﬁf))

olur.
Singiiler soliton ¢oziimleri
. , a
A%(x’ t) = el('ﬁx+wt) (HO i Hl _%Cschpq(\/af)>,
Ve
. f a
Bzi' (x,t) = el(¥x+wt) <EO +E |— % cschyg (ﬁf)),
seklinde elde edilir.
a < 0 ve b # 0 i¢in periyodik ve singiiler fonksiyon ¢oziimleri
. , a
A% (x,1) = el@x+wD) (Ho +H [— % SecCpq (V—af)),
. a
Bi (x,t) = el@x+ed) <E0 +E |- %secpq (v—af)>,
ve

. a
A7 (x,t) = elPxted) (Ho T H / - % CSCpq (\/—_af))

i a
BE(x, 1) = eltOx+on <E0 +Ey —%cscpqw—_af))

sekillerinde elde edilir.

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

Sekil 3.5°de (C; ve C3), soliton hizinin degisimi ile bright ti¢ boyutlu (C;) ve karsilik

gelen iki boyutlu (C,) gosterilmistir. Burada bright optik solitonun seklini korudugu goriliir.

Sekil 3.6’da (C3; ve C,), soliton hizinin negatif oldugu yerde ve modelin uygun parametreleri

secilerek W-bicimli bright optik soliton gosterilmistir. Sekil 3.6 (C4)’teki Kontur grafiginde W-

bicimli bright optik solitonun sagdan sola dogru kaydigi da gézlemlenmektedir. Ayrica Sekil 3.7

ve Sekil 3.8’de soliton hizinin etkisiyle iki boyutluda W-bigimli bright degisimi gosterilmistir.

Elde edilen egriler, solitonun seklini koruma, sadece genel bakis icin deformasyon olmadan

yayilma gibi iyi bilinen 6zelliklerini gostermektedir.
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2
e p= %% ise asagidaki sonug kiimesi elde edilir:
2. my = (0B, —2v), my =2yg$,>, my=pu?B,ile
H0=_E0, H1=_E1, E0=E0, E1=E1, a=a, b=b
a < 0veb > 0 alinmasiyla

0.8

0.6

IA; x|

0.4

0.2

Sekil 3.5. [E, = 0.5,H; = 10.001,E; = —0.005,a = 0.085,b = —2.5,p = q = 1] i¢in soliton (u)
hizinin etkisiyle (3.33) denkleminin bright soliton grafik gosterimi

03 0.4 1

Sekil 3.6. [E, = —0.5,H; = —10.001,E; = 0.55,a = 0.085,b = —=2.5,p = q = 1] i¢in (C3) [ =
—0.11] (i¢ boyutlu ve iki boyutlu) ve (C,) [¢ = —0.21] (ii¢ boyutlu ve karsilik gelen kontur
grafigi) soliton (u) hizinin etkisiyle (3.33) denkleminin W-bigimli bright soliton grafik
gosterimi
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Sekil 3.7. [E, = —0.5,H; = —10.001,E; = 0.55,a = 0.085,b = —2.5,p = q = 1] i¢in soliton hizinin
negatif degerinin (u = —0.21) etkisiyle (3.33) denkleminin W-bi¢imli bright soliton grafik

. 1
A5 (x,0) = !N D THo + Hy 5

. 1
Bi (x,t) = ¢!+ E, + Elz

dark soliton ¢oziimleri ortaya gikar.

2a
b

2a
b

Trigonometrik fonksiyonlarin ¢6ziimii

; 1
AF(x,t) = ! PN Iy + H, 5

. 1
B (x,1) = "0 {Ey + Ey o

seklinde olur.

2a
b

2a
b

gosterimi

tanhy, (% vV—2aé);,

tanhy, (%\/ —2af)

coth,, (%\/—Zaf) ,

cothy,, (%V —2a&) ¢,
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Sekil 3.8. [E, = —0.5,H; = —10.001,E; = 0.55,a = 0.085,b = —2.5,p = q = 1] i¢in soliton hizinin
(u = 0.21) pozitif etkisiyle (3.33) denkleminin W-bigimli bright soliton grafik gosterimi

Sekil 3.9°da, optik fiberlerde dark optik soliton ve Kink benzeri soliton gésterilmistir.
Elde edilen sekiller sinyal amplifikasyonu, veri koruma, telekomiinikasyon sistemi, fiber optik

yapi tasarimi gibi ¢esitli uygulamalarda iyi bilinmektedir.

35 1
30
30 08
25
25
= 0.6
20 :
X 20
= 0.4
15 15
10 10 0.2
5 0
-20 -10 0 10 20

Sekil 3.9. [ H, = —4.15,H; = 20.55,b = 150.5,p = q = 1] i¢in (3.41) denkleminin Alt-ADD y6ntem
parametresinin degisimi ile (Cs)[a = —0.95] dark optik soliton ve soliton hizinin degisimi ile
Kink benzeri soliton (Cy) [u = —0.21] grafik gosterimi
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Dark soliton, saglamligi nedeniyle optik iletisimde biiyiik bir potansiyele sahiptir. Son
zamanlarda, dark solitonun daha diisiik bir gli¢ hizinda yayilabilecegi ve daha yiiksek gii¢ hizinda
daraltilabilecegi gosterilmistir [87].

. 1 2
AT (x,t) = O+ g+ 1y 5 ’_Ta (tanh,,(V—2a¢) * i\/pgsech,,(V—2af))
(3.45)

. 1 2a
BE(x,t) = e/ 4+ F 2 ’—T(tanhpq(v—Zaf) + i\/pgsech,;(V—2af))

(3.46)
kompleks soliton ¢6ziimleri ortaya ¢ikmustir.
. 1 2a
A (x,t) = e! @D g+ |, 5 /— 4 (coth,q(V—2a&) + i\/pgeschy,(V—2a8))
(3.47)
: 1 2a
Bf (x,t) = el@x+0  E 4+ | 5 ’— - (coth,,(V—2a¢&) + i\/pgeschy,(V—2af))

(3.48)
seklinde trigonometrik ve singiiler fonksiyon ¢dziimlerinin birlesimi elde edilmistir.

Dark ve trigonometrik fonksiyon ¢dziimlerinin birlegimi

, 1 2a a
A3 (x,t) = e+ g+ [, 1 /—?<tanhpq( ’—gf) + iy/pqcothy,( /—gf))

(3.49)

, 1 2a a
By (x,t) = ¢!+ p + F I /—?<tanhpq( ’—gf) + i\/pqcothy,( /—gf))

(3_.50)

seklinde olur.

_1a?. .
o p=,icin

a > 0 ve b > 0 oldugu zaman trigonometrik fonksiyonlarin ¢éziimii asagidaki gibidir:

. 1 2a 1
A-fo(x' t) = el g, + EHl ’?wnvq (E V2a$) (3.51)
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. 1
B (x, 1) = ei9x+wD) {EO +-E;

2 1
\/% tanyg (E m«f)}

. 1 2a 1
AT (x,t) = el¥x+et) {HO T EHl ’?cotpq (E\/Zaf)}

) 1 ’Za 1
B1i1(x' t) = o i(x+wt) {EO + EEI Tcotpq(zxﬂaf)}

AL (x,t) = el0x+eD) {Ho T H,

B (x,6) = ell0x+et {Eo +Ey

Af3 (x,t) = elx+w) {Ho + H;

B (x, ) = eftPx+an {Eo + Ey

AT, (x,t) = elx+oD) {Ho T H,

B (3, £) = ell0rron {Eo +E,

1
2

1

4

1
2

1 2 _
> \/;(aatpq(\/Ef) + . /pqcscyg(V2a8)) }

1 (2 -
Z\/;(tanpq(\/gf) + \/p_qCOtpq(\/gf)) }

%\/% (tanpq (V2aé) + \/ﬁsecpq (mf))n

\/% (tanpq (V2aé) + \/ﬁsecpq (\/Z_af)) }

2 _
j;(cotpqwﬁ) £ pqcscyq(V2ag)) }

2
j% (tanpq( \/g &) £ /pgcotyy( \/g E))]}.
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3.3. Modiilasyon Kararsizhik Analizi

Bu kisimda, eliptiklik agisi ve coupled denklemin katsayisi degistirilerek MK gain
spektrumu incelendi [89]. P, ve &, gli¢ durumlariyla ilgili iken [}, I, x ve t degiskenleri
cinsinden ifade edilen kiigiik pertiirbasyonlar1 gdostermek tizere, kiigiik pertiirbasyon terimleri

asagidaki gibi kabul edilmistir:

(3.61)
A(x,t) = (\/P—O + I (x, ) )exp(ikx)
B(x,t) = (8 + IL(x, t))exp(ikx) (3.62)
Kiiglik pertiirbasyonlar i¢in elde edilen ¢oziimler
_ _ (3.63)
Fl (x’ t) — rlel(Kx+Qt) 4+ hle—L(Kx+Qt)
FZ (x’ t) — Tzei(Kx+Qt) + hze—i(Kx+Qt) (3.64)

seklindedir. Burada K, MK’nin frekansi ve ( parametresi pertiirbasyon dalga numarasini
gostermektedir. (3.61) ve (3.62) denklemlerinin (3.1) denkleminde kullanilmasi ve sonrasinda
kiigiik bozulmalar i¢in lineerlestirme semasinin kullanilmast ve (3.63)-(3.64) coupled lineer

denklemlerinin kullanilmasiyla ile elde edilen

/ 0 Y9Py — Q YPo Y9Po \
1

vP vYgPo K+VP0+§,3292 ygPy — Q |

M(Q) = 1
YgPy—Q yPy+Q+ Eﬁzﬂ YgPo YPy
1
Y9Po YPo YgPo — Q yPy—Q+ 5ﬁ292
(3.65)

seklindeki bir (4 X 4) M matrisinin determinantinin ¢oziilebilirlik kosulu

(3.66)
b4Q4 + b393 + szz + blﬂ + bo = 0

ile verilir. Burada by, by, b, b3 ve b, (3.66) denkleminin katsayilaridir.
Asagida, gain spektrumunun gésterimi; normal (8, > 0) ve anormal (8, < 0) dagilma

etkisi olmak tizere iki farkli etki ele alinmigtir.

3.3.1. Normal Dagihm Etkisi: 8, > 0

Sekil (3.10), (D) 0¢€[0,2°],0€[0,4°),0¢[0,6°]; (D,) 8¢[0,8°], 8€[0,10°], 8¢€[0, 12°];
(D3) 0e[12°,20°], 8€[20°,35°], 0€[35°,45°]; (D) Oe[45°,60°], 0€[60°, 75°], 8€[75°,90°] igin

eliptik 6 agisinin etkisi ile normal dagilim etkisinde modiilasyon frekansina karsi MK gain
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spektrumu degisimini gostermektedir. Iki slayt lobu elde edilmistir ve ardindan sirasiyla
0el0,6°], 6¢€[20°,35°], O€[45°,60°] ve Oe[60°,75°] i¢in bir slayt lobu ortaya ¢ikmustir. Bu
durumlar i¢in maksimum biiylime hizi azalir ve modiilasyon frekansinin boslugu artar. Ayrica
Sekil 3.11, lineer olmayan katsayilarin etkisi ile MK gain spektrumunun varyasyonudur. Lineer
olmayan katsayilarin kiiciik degerleri i¢in kararsizlik bdlgeleri olusur ve ardindan Onemli
kararlilik alani ortaya ¢ikar (Sekil 3.11-3.12). Elbette yukarida elde edilen soliton ¢oztiimleri bu
araliklarda kararli olmalidir. 8 = 45° igin Sekil 3.12, coupled denklemin katsayisinin etkin etkisi
altinda normal grup dagiliminda MK gain spektrumunun davranigini vurgulamaktadir. Dort
kayma lobunun ve MK biiyiime hizinin (yani kararsiz siirekli dalgalar) gosterildigi yerde ozel
durum elde edilir. Ayrica, lineer olmayan terimlerin etkisi ile lineer-¢ift kirilmada MK gain
spektrumunun davranisi Sekil 3.13’te gosterilmektedir. Sekil 3.14’te giic olaymnin etkisiyle
6 = 90°’lik dairesel ¢ift kirllmada MK gain spektrumunun degisimi gosterilmektedir.

0 Be[0,47|1 —g e [0.10 ]
_ —5 (0,6 — 15} —g e [0,12 ]

Q (THZ)
12 P 2 —
8en2°,207) =0 c45',607]
0l —5 ¢ [20°,35] 10| =g 60,75 ]
— 35,45 ) —p (757,907
= 8 < 8
£ . £
£ £
D) (D)
3
0 o
5 0 5 5 ] 5
Q) (THZ) Q(THZ)

Sekil 3.10. [ B, = 20.10ps?/Km,y = 0.1(/KW.m), Q = 0.5/m, P, = 245 kW] de eliptik agisinin (8)
etkisiyle modiilasyon frekansina karsi normal dagilim etkisi spektrumundaki gain gosterimi
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((THZ)

0 1 2 3

0°)

Sekil 3.11. [B, = 1ps?/Km, Q = 0.75/m, P, = 500 kW] i¢in (Ds) de [y = 0.1(/KW.m)], (D) da
[y = 0.01(/KW.m)], (D;) de [y = 0.001(/KW.m)], (Dg) de [y = 0.0001(/KW.m)] de

lineer olmayan terimin etkisi altinda eliptik agisina karsi normal dagilim etkisinde gain
spektrumunun kontur ¢izimi ve grafik gosterimi

Ayrica Sekil 3.14’te MK biiylime hizinin oldugu yerde ek bantlarin olusumu gézlemlenmistir.
Son olarak Sekil 3.15 ve Sekil 3.16'da sirasiyla eliptiklik agisinin degisimi ve coupled denklemin

katsayisinin negatif degerleri ile MK gain’in davranisi goriillmektedir.

ot
< 20- _
E <20 - 7
X 40, .5 c ,
£ ¥4
Sy = 10
.... yowu £ iy -
5 5 Pa(ps?/Km) ] 05—, : /,,5,33(;05 /Km)
" THZ) " (Hy) 0 "0
. * QTHZ) 5
< 20 15 ;
: Ta
Z10-, =
Z Vo o E,
g % ’/45/3-2(]).?'/[&777.) £
5 ’ £,
o

=
o
5
&
-
-

H,) i 4
QTHZ) &

Sekil 3.12. [0 = 45°,y = 0.1(/KW.m), P, = 500 kW] icin (H,) de Q = 0.75(m)], (H,) de Q =

0.95(m)], (H3) de Q = 1.5(m)], (H,) de Q = 1.75(m)] de coupled denklemin katsayisinin
(Q) etkisi ile normal dagilim altinda MK gain spektrumlarimin gosterimi
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Ba(ps? / Km)

Ba(ps®/Km)

Bo(ps*/ Km)
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(N OTHZ) S

0
o) QTHZ)

Sekil 3.13. [68 = 0°,Q = 0.5/m, P, = 650 kW] i¢in (N;)[y = —0.1(/KW.m)], (N,)[y = —0.01(/
KW.m)], (N3)[y = —0.001(/KW.m)], (N,)[y = —0.0001(/KW.m)] lineer olmayan
katsayinin (y) etkisi ile lineer ¢ift kirilmada normal dagilim altinda MK gain spektrumlarinin
gosterimi

Sekil 3.15'de R, R, Ve R; de ii¢ yan lob, R, de ise dort yan lob elde edilmistir. Ayn1 zamanda
Sekil 3.15°de MK gain’in maksimum degeri Q0 = 0'da (satir i¢i) goriliir, (R; ,R,, Ve R3). Ayrica,
Sekil 3.15’in R, grafiginde MK gain’in maksimum degerinin 6 =0 i¢in sifir oldugu

gosterilmistir.
40 50
—PU:QOOILW
40 —Pnr'IOOOkW
—F  =1100 kW
- - Lo |
c £ 30
x ~
E =
3 g 20
10
| 0 |
-5 0 5 -5 0 5
) Q (TH2) €5 0 (THZ)
6 2 B
—P°='\Dkw —Pn=0.'\ kw
5 P =50 kW P (=25 kW
—_ 1.5 |
- 4 —PD='\00|(W ‘T’—- —P0=4.5kW
£
z 3 E 1
Z z
M 2 -
v 8 0.5
1
0 0 5 0 5
S (F) 0 5 - (F,)
3 0 (THZ) 4 Q(THZ)

Sekil 3.14. [0 = 90°,Q = —1.5/m] i¢in toplam gii¢ olaymnin (P,) etkisiyle dairesel ¢ift kirilmada normal
dagilim altinda MK gain spektrumlarinin gésterimi
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0 10
QTHZ)

R
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Sekil 3.15. [y = 0.1(/KW.m),Q = —1.5/m, P, = 20.50 kW] icin (R,) [ = 90°], (R,) [6 = 45°],
(R3) [6 = 30°] ve (R,) [0 = 0°] de gift kirilmada eliptik agmin etkisiyle anormal dagilim
etkisinde MK gain spektrumlarinin gésterimi

Bununla birlikte, Sekil 3.16'da, coupled teriminin mutlak degerleri arttiginda, kararli boélgeler
azaldiginda MK biiyiime hiz1 gosterilmektedir. Bu sonuglar, Ablowitz ve Horikis, Houwe ve ark.

caligmalari ile karsilastirildiginda MK gain spektrumlarinin yeni davranisin1 gostermektedir [87,
88].

3.3.2.  Anormal Dagilhm Etkisi: g, < 0

Anormal dagilim etkisi baglaminda, sirasiyla iyi bilinen lineer ¢ift kirilma, dairesel ¢ift
kirtlma ((9 =90°), (0 = 45°)) ve (6 =30°), (6 =0°) kullanilmaktadir. Sekil 3.15, (P, =
20.50 kW, y = 0.1(/KW.m)) ve (Q = —1.5/m) i¢in MK gain spektrumlarinin varyasyonunu
gosterir. Kararsizlik bolgelerinin (kararsiz siirekli dalgalar) (6 = 30°) ve (8 = 0°) igin elde
edildigi goriilmektedir. Sekil 3.16’da coupled denklemin katsayisinin etkisi, anormal dagilim
etkisinde MK gain spektrumunun degisimi boyunca ortaya g¢ikar. Ayrica, coupled denklemin
katsayisinin mutlak degeri arttiginda MK biiyiimesi {istel olarak artarken, kararlilik bolgeleri de

azalmistir.
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s -0 5 0 sy -0 -5
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Q(THZ)
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(CA) Bs(ps?/Km)

P -15 -10
¥y Balps®/ Km)

Sekil 3.16. [y = 0.01(/KW.m), 6 = 45°, P, = 10.50 kW] i¢in (J,) [Q = —10.10/m], (/) [Q =
—20.10/m], (J3) [Q = —30.10/m] ve (J,) [Q = —40.10/m] coupled denklemin katsayisinin
(Q) etkisi ile anormal dagilim etkisinde MK gain spektrumlarinin gésterimi
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4. PERIYODIK GENEL DEGASPERIS-PROCESI DENKLEMININ
YENI COZUMLERI VE FIRST INTEGRALLERI

Riizgar, su alt1 depremlerinden olusan dalgalar ve okyanusa diisen géktaslar1 kiyida ciddi
hasarlara neden olabilir. Benzer sekilde, yanlis hizda hareket eden bir geminin olusturdugu
dalgalar da kiyiya ulastiklarinda 6nemli hasarlara neden olmaktadir. Bu 6rnekler, su yiizeyindeki
dalgalarin davranisini gozlemlemenin ve degerlendirmenin giinlilk yasamda ne kadar onemli
oldugunu fazlasiyla gostermektedir. Dalgalarin yikici etkilerinin yani sira sagladiklar1 faydalar
acisindan da incelenmesi ve analiz edilmesi Onemlidir. Bunun nedeni, dalgalarin kontrol
edilemeyen muazzam enerji icermesidir. Yenilenebilir enerji kaynaklar1 giiniimiizde ¢cok dnemli
oldugundan, bu enerjinin en azindan bir kismi kontrol edilebilirse, diinyanin giinliik enerji
ihtiyacinin  6nemli bir kisminin karsilanabilecegine inanilmaktadir. Hem fizik hem de
matematiksel problemler agisindan kiyilardaki su dalgalarinin, nehirlerdeki taskinlarda olusan
dalgalarin, okyanuslardaki firtinalarda olusan dalgalarin, sulardaki gemi dalgalarimin, gol ve
limanlar gibi kapali sulardaki salinimlarin incelenmesi birgok arastirmaci i¢in olduk¢a dnemlidir.
Hareket eden dalgalar, yapilarin1 koruyan ve ceR sabit hiziyla hareket eden kismi diferansiyel
denklemlerin ¢6ziimlerine karsilik gelir.

Lineer olmayan evrim denklemleri, fizik, kimya, biyoloji ve malzeme bilimi gibi
matematik disindaki ¢ok ¢esitli alanlarda goriilen kismi diferansiyel denklemlerdir. Akis
mekaniginde Navier-Stokes ve Euler Denklemleri, 1s1 transferi ve biyoloji biliminde reaksiyon-
difiizyon denklemi, kuantum mekaniginde Klein-Gordon denklemi ve Schrédinger denklemi ve
malzeme biliminde Cahn-Hilliard denklemi lineer olmayan evrim denklemlerine 6rnek olarak
verilebilir. Uygulamali bilimlerde gesitli siire¢leri modellemek igin evrim denklemleri veya
denklem sistemleri kullanilabilir. Bu durum, lineer olmayan evrim denklemlerini ve bu
denklemlerin ¢o6ziimlerinin matematiksel Ozelliklerini inceleyen ¢ok sayida arastirmacinin
dikkatini ¢ekmigtir. Literatiirde denge ¢oziimleri, ilerleyen dalgalar, kendine benzer ¢oziimler,
zaman-periyodik ¢oziimler gibi 6zel ¢oziimlerin varligl, bu ¢oziimlerin dinamik kararliligi, kaotik
dinamikler, tam integrallenebilirlik gibi evrim denklemleriyle ilgili olduk¢a 6nemli konular
bulunmaktadir. Ayrica, lineer olmayan evrim denklemleri i¢in ¢oziimlerin varlik tekligi ve
¢Oziimlerin verilere siirekli olarak bagli olmasi, yani ¢éziimiin iyi konumlanmis olmasi 6énemli bir
calisma konusu olmustur. Coziimlerin tekilligi, kararlilhigi ve asimptotik davranisi da evrim
denklemlerini incelerken ele alinan en temel problemlerden olmustur.

Bu boliimde, t zamani bagimsiz degisken olmak tizere, bir evrim denklemi olan periyodik
genel Degasperis-Proces denkleminin (DPD) matematiksel davranisi ve buna karsilik gelen 6zel
durumlar, iki etkin analitik yontem altinda tartisilmistir. Birgok arastirmaci, matematiksel fizik,

akiskanlar dinamigi, optik fiberler ve ekonomi gibi bilim ve teknolojinin birgok alaninda



uygulamalar1 olan lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin (LOKDD) tam ¢oziimlerine
odaklanmigtir. LOKDD’in tam c¢oziimlerini belirlemek i¢in bazi analitik tekniklerde dalga
doniisiimlerine ihtiyag duyulur. Fakat buna, Lie simetrisi, indirgeme yontemi, degismez alt uzay
yontemi gibi tekniklerde ihtiya¢ duyulmaz.

LOKDD igin farkli tiirde yapilmis ¢ok sayida bilimsel ¢alisma vardir. Bazi arastirmacilar
bu tiir denklemler igin ¢oziimlerin varligi-tekligi tizerinde calisirken, bazilar1 da denklemlerin
kararliligin1 dikkate almustir. Bununla birlikte, LOKDD ile ilgili biiyliik ¢alismalar ¢éztimler
iizerinedir. Literatiirde yaklasik ve analitik ¢oziimler olmak tizere iki farkli ¢oziim tiiri ele
alinmaktadir. Tam ¢6ziime ulagilamayan veya tam ¢6ziimii bulmanin zor oldugu denklemler i¢in
geometrik sayisal yontemler [90-93], ¢ekirdek Hilbert uzayimni ¢ogaltma yontemi [94, 95] gibi
sayisal teknikler uygulanabilir. Lie simetri yontemi [96-99], Kudryashov yontemi [100-102],
siniis-Gordon genisletme Yontemi [103], degismez altuzay yontemi [98, 104, 105] gibi birgok
teknik, KDD'de tam ¢6ziimleri bulmak i¢in son yillarda gelistirilmis yontemler arasindadir.

Bu bolimde, periyodik genel Degasperis-Procesi denkleminin bazi ¢oziimleri
arastirlmistir.  Ug  sonsuz kiiciik iiretec (jeneratdr) iiretmek icin Lie simetri yaklasimi
kullanilmigtir. Ayrica, elde edilen iiretegler yardimiyla olusturulan iki indirgemeye karsilik gelen
{iciincii mertebeden lineer olmayan adi diferansiyel denklemler gosterilmistir. incelenmekte olan
modelin ilk indirgenmis ADD’nin first integral ve tam ¢o6ziimlerini elde etmek igin Nucci
indirgeme yontemi kullanilmistir. Son olarak, ikinci indirgenmis ADD'nin bazi ¢oziimleri, dzel
durumlarda siniis genisletme yontemi kullanilarak tiiretilmistir.

Bu ¢alismada,
(U — AqUyy ) + Aplly + AU, + Aglhyyy = Aq (AsUyUyy + Ullyyy ), XER, teRT (4.1)

periyodik genel DPD'nin analitik ¢6ziimleri verilmistir [106-108]. Burada, u(x,t) ii¢ boyutlu
uzayda x yoniinde, t zamanindaki sivi hiz1 veya yiizen bir tekne lizerindeki suyun serbest
yiizeyinin yliksekligi olarak ifade edilir. Ayrica, a,, kritik sig su dalgast hizin1 ve as, as, a;
dagilim parametrelerini gostermektedir. Literatiirde (4.1) denkleminin bazi soliter dalga
¢oziimleri ele almmustir [109]. (4.1) denkleminin yiiriiyen dalga ¢oziimlerini elde etmek igin
yardimct denklem yontemi kullanilmustir [110]. Ayrica (4.1) denkleminin ¢an seklindeki
solitonlarini, periyodik ve karmasik ¢oziimlerini elde etmek igin genisletilmis tanh yontemi,
rasyonel hiperbolik fonksiyonlar yontemi ve rasyonel tistel fonksiyonlar yontemi kullanilmustir
[111].

as =3,a5 = 2,a, =0 oldugunda (4.1) denklemi, ilk olarak Camassa, Holm ve
Hymanin tarafindan bir su dalgasi problemi olarak tiiretilen Camassa-Holm denklemi (CHD)
olarak bilinir [112, 113]. CHD i¢in baz1 tam soliter dalga ¢oziimleri, tepe noktalar1 ve anti-tepe

noktalari, periyodik tepe noktalari, periyodik dalga ¢oziimleri ve kompakton ¢oziimleri ifade
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edilmigtir [114]. CHD’nin genel durumu i¢in bazi tam ¢oziimler Lie simetrisi ve p-simetri
yontemleriyle elde edilmistir [115]. CHD tipi sistemlerin Darboux doniisiimleri de incelenmistir
[116]. CHD’nin soliter diizgiin tiimsek ¢6ziimlerinden olusan bir aileye sahip olmak igin
homotopi analizi yaklasimi kullanilmustir [117]. Ote yandan, a; = 1,a3 = 4,a5 = 3,a, = 0 ve
a, = 0 oldugunda (4.1) denklemi klasik tip DPD'yi belirtir. DPD’nin n-tepe noktasi ¢oziimlerini
hesaplamak i¢in bir ters sagilma teknigi olusturulmustur [118]. DPD'nin ¢ok-soliton ¢oziimleri de
bir indirgeme prosediirii yardimiyla sunulmustur [119]. DPD igin tek tepe noktasi ¢oziimii, ters
horgii¢ benzeri ve dongii benzeri soliter dalga ¢oziimleri ele alinmistir [120].

(4.1) denkleminden c¢ikarilabilen bir baska ti¢iincii mertebeden diferansiyel denklem b-
family denklemleridir. Bu ise (4.1) denkleminde a; =as+1=b+1l,a5=b,a; =1,a, =
a, = 0 alinarak tiiretilebilir. Yukarida ele almman denklemin g¢éziimleri igin bazi &zellikler
incelenmistir. Ayrica, verilen denklem igin sapka-sekli ve ¢an-sekli soliter dalga ¢oziimleri elde
edilmistir. Mutlak Cauchy-Kowalewski teoreminden yararlanan yazarlar yerel olarak zaman
iginde bir tek analitik ¢6ziim kabul eden b-family denklemini géstermistir [121-123].

(4.1) denklemi igin ele alinacak son durum a; =1,a5 =3,a; =1,a, =0,a, =1'
karsilik gelir. Bu durumda (4.1) denklemi, Fornberg-Whitham denklemi (FWD) olur. FWD'nin
grup invaryant ¢oziimleri ve korunum yasalari ele alinmistir [124]. FWD igin baz1 piiriizsiiz
periyodik dalga, periyodik zirve dalgasi, piiriizsiiz soliter dalga ve dongii-soliton ¢oziimleri ifade
edilmistir [125].

Bu kisimda ele alinan problemin Lie simetrileriyle ilgili bazi standart durumlar ele
alinacaktir. Ug sonsuz kiiciik iireteg (jeneratdr) ve karsilik gelen iki indirgeme gosterilecektir.
Kapali ve agik ¢oziimlere karsilik gelen first integrallere ulagsmak i¢in Nucci yontemiyle ilk

indirgeme yapilacaktir. Ayrica, ele alinan problemin 6zel durumlari verilecektir.

4.1. Lie Simetrileri ve Indirgemeler

Lie simetrisi, diferansiyel denklemler igin faydali bir tekniktir. Bu avantajl yaklasim, fizik
ve mihendislik gibi uygulamali bilimlerdeki bazi problemlerin matematiksel olarak
modellenmesiyle olusturulan adi, kismi ve kesirli diferansiyel denklemleri ¢6zmek igin tercih
edilmektedir. Bu nedenle, sistematik bir teknik olan Lie gruplarinin hem adi hem de kismi
diferansiyel denklemlerin 6zel analitik ¢ozlimlerini elde etmemizi saglamasi beklenir. Bu
yaklagim, bir invaryant diferansiyel denklem formundan ayrilan degisken donisiimlerin
hesaplanmasini gerektirir. Simetri yontemi esdeger diferansiyel denklem sistemlerinin daha basit
bir formla belirlenmesine ve karmasik sistemlerin azaltilmasina olanak saglar.

Sonsuz kiigiik dontisiimlerin tek parametreli bir Lie grubu

t*=t+8p (L, x,u) + 0(6?) (4.2)
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x*=x+8¢%(t,x,u) + 0(62) (4.3)
u* =u+6n(t,x,u) + 0(6?) (4.4)

olsun. Burada grup parametresi § sembolii ile gosterilmistir. Ayrica, I' tarafindan belirtilen vektor

alan1 kiimesi
l“=c]>1(txu)i+(;b2(txu)i+77(txu)i (4.5)
) ) at ) ) ax ) ) au

ile belirtilen vektor alani kiimesi sonsuz kiigiik simetrilerin Lie cebiri ile ilgilidir. Pr®T, I’min

iiclincili uzantisini temsil ediyorsa, degismezlik kosulu
3) _
Pr®r(a)| ae =0 (4.6)

seklindedir. Burada A = (U — @1Uyy) ¢ + AUy + Q3UU + Aglyry — A (A5UU + Ullyy,) dir
ve ¢p1, ¢2 ve n ya bagh over determined lineer sistemi elde edilir, buna belirleyici denklemler de

denir. Bu denklemler ¢oziildiikten sonra

(4.7)

0 0
=0- ag)alta + (aga, + a1a2)ta + (azaqu+ a;a, — au + a4)$

seklinde ii¢ sonsuz kiigiik iiretec (jenerator) elde edilmis olur.
indirgeme 1: Ty + cTy = = + c— esitlig ile ilgili benzerlik degiskenleri, £ = x — ct olmak

uzere

(a2 =Y () + a3Y(Y'(§) — a1asY (Y (§) + (as+ca))yY" (§)

(4.8)
;YY" =0

denklemiyle u(t, x) = Y (¢) seklindedir.
Indirgeme 2: T3 = (1 — a3)a1t% + (azay + alaz)t% + (azau+ a0, — aqu + a4)aa—u ile

ilgili benzerlik degiskenleri

Cag(az —1)GE) —amapt —agt | azagx + azagt + ajapt — agx
ux, 1) = a;(as — 1t a a(az — 1) *.9)
seklindedir ve
a1 G()G"(€) — 16" (€) + a1a5G"(§)G"(§) — a3 G(§)G'(§) + G(§) = 0 (4.10)
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denklemini saglar.

4.2. Nucci’nin indirgeme Yéntemi

Bu kisimda, (4.8) denkleminin bazi yeni tam ¢6ziimleri ve bunlara karsilik gelen first
integraller bulunacaktir. Bu tam ¢6ziim ve first integralleri elde etmek i¢in Nucci'nin indirgeme
yontemini kullanilacaktir. Bu teknik ilk olarak diferansiyel denklemlerin lokal olmayan
simetrilerini bulmak i¢in &nerilmistir [67]. Son zamanlarda tanimlanan tekil olmayan ¢ekirdege
(kernel) sahip kesirli tiirevler ile evrim tipi diferansiyel denklemler de Nucci'nin indirgeme

yontemi ile incelenmistir [126]. Bu indirgeme yontemi altinda

(=Y, %@ =Y W& =Y"®

degisken degisimlerini yapalim [96, 127, 128]. Bu durumda

V{ == VZ
V2=V (4.11)
- (az — OV + asVV, — ayasV, Vs

) =

a1 Vi —ay —coy

seklindeki ADD sistemi (4.8) denkleminden elde edilebilir. V;, yeni bir bagimsiz degisken olarak

secilirse, (4.11) sistemi

av, Vs
v, v,

(4.12)
dVs  (a; —c) + a3V — ayasVs

dv, a1V —a,—coy

olur. (4.12)'nin ikinci denklemi degiskenlerine ayrilabilir ADD'dir ve integralinin alinmasiyla, R4

keyfi sabit olmak iizere;

asasaVy + (a3—as — Deay + (as + Daja, + aza,
as(as + 1)a?
R, (4.13)

(ca; + ay — a;V;)%

Vs(Vy) =

elde edilir. Y ve &’ye bagl (4.8) denklemine karsilik gelen bir first integral,
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(ca1 tay— a1'y(‘f))a5

as(as + 1)a?

(s + a2y " (©) — azasa Y (&) — (az—as — Deay
(4.14)
— (a5 + Daya; — a3a4) =Ry

seklindedir. (4.13)’iin (4.12)’deki ilk denklemde yerine yazilmasi ve elde edilen denklemin

coziilmesiyle, R, keyfi sabit olmak iizere;

1
/065(063 —Day

+ Vi(as + Dasaza; + Ry(aZ — 1)asa?

V,(V,) = [2731“5 (as + Day(ca; + ay — a, V)%

(4.15)
+ 2V, (calas(a3 —as) + i (at — 1) + azayg(as — 1)

1
+ca;(1— a3))]2
elde edilir. Buradan Y ve &’ye bagli (4.8) denklemine karsilik gelen bir diger first integral,

1

0-’130‘5 (aé

—5[20sas + DAY OYE - @~ car)

+as(a2 — 1)a3 (V' ()" - as(as + DazaY(§)?

4.1
+ 2as(as + 1)(c — Da?Y (&) + 2(az — ag — 1)c?a? (4.16)
+ 2(as + 1)(ay + ca))aya; + 2Q2as — as — Daycay
+ 2(13(12] = RZ
seklinde olur. Simdi, V;, bagiml degisken olsun. (4.15) ve (4.11)'in ilk denkleminden,
’ 1 1—a5
Vi) = — [2731‘1’5(‘1’5 + 1)‘1’1(“1’1 +ay — “1171(‘5))
/0{5 (@ — Dy

+ V() (as + Dasasa; + Ry(aé — 1)asa? 4.17)

+2V,(8) (calas(a3 —as) + apay(aé — 1) + azay(as — 1)

+ca;(1— a3))]%

elde edilir. Bu denklem R keyfi sabit ve
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1-as

0= [2R1a5(a5 + Dy (cay + ay — ayV3(8)) +VEE) (as + Dasazay

+ Rz(aé - 1)a5af

+ 2V,(8) (calas(a3 —as) + i (ad — 1) + azay(as — 1)

+ca (1 — a3))]%

olmak {lizere

’as(ag - 1)“1 4.18
g—f 5 dV, +Rs =0 (4.18)

seklinde kapali ¢oziime sahip olan birinci mertebeden lineer olmayan degiskenlerine ayrilabilir
bir ADD'dir.
R, = 0 alinirsa, (4.18) denkleminden

as(as — 1)
exp| — ’(;g_s—lm(f‘l'g%) o
S (as —
a

5
azasaexp| 2 |—————
2azaa, (as — Dy aza,(as + 1) N (a¢-1)

1
+ 2as(as — Dy asai(as + D((as — az + ey — (as + Dy a,

Y =n(§) = (€ +R3)

(E+R3) |+ azadai(2a? — a — 1R,

asz(as — 1)
— aza,)exp -

(a2 —Day
+asatai(ad + af —2ad — 222 + a5 + 1)

+ asc?a? (a§a5(a§ —as—1)+a5 —2a3+1
+as(as + ad — 2a¢ — 2as + 1) + 2azaZ(2 - aé))

+ 2casaiay(azai(at —2) —ag —ag +2ad +2a2 —as — 1+ as)

+ 2azasa,o ay(ad — 202 + 1) + afasai(ad —af —as + 1)

+ 26a3a5a4(a3a5(a§ —as — 1) —ag +2a -1+ a3) (4.19)

acik ¢oziimii elde edilir. Bu nedenle, Indirgeme 1 ve ilerleyen dalga doniisiimiinden, (4.1)

denkleminin son ¢6ziimii
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exp| — ’%(Je—ct+ﬂ‘23) p—
3(@s —

u(x,t) = asasaexp| 2 |—————((x —ct+ R3)
2azata;(as — 1)\ asa,(as + 1) ST (af — Day ’
+ 2as(as — 1)/ azaq (as + 1)((a5 —as+ Deca; — (as + Dy,
az(as — 1)

— azay)exp (ag——lm (x —ct +R3) |+ azaiai(2aZ — af —1)R,

+asafai(ai + ag —2ad —2a + a5 + 1)

+ asc?a? (a%as(ag —as—1)+a3 —2az+1

+as(as + ad — 2aZ — 2as + 1) + 2aza(2 — aS))

+ 2casaia,(azaé(ai —2) —ag —as +2a3 + 22 —as — 1+ a3)

+ 2azasa,a a;(af — 2a¢ + 1) + adasaZ(ad —aZ —as + 1)

+ 2cazasay(azas(a? —as — 1) —ag + 2aZ — 1+ a3) (4.20)
seklinde yazilabilir.

Simdi, fiziksel agidan 6nemli olan bazi 6zel durumlara karsilik gelen first integraller ve tam

cozlimleri arastiracagiz.

4.2.1. 1. Durum: Camassa-Holm Denklemi

(4.1) denkleminde, a3 = 3, a5 = 2, a, = 0 segilirse
Up — AqUyyr + AUy + 3UUy, = A LUy Uy + Ullyyy) (4.21)

seklindeki Camassa-Holm denklemi elde edilir. (4.1) denklemi igin genel first integrallerden,
karsilik gelen parametreler (4.14) ve (4.16) denklemlerinde yerine yazilirsa, (4.21) Camassa-

Holm denklemi i¢in first integraller

SYE - Y @) - 2YE) — @) =Ry
ve

( az) ca;

2(Y(©) - YO+ (Y'(©) - —y +— Y +—=R;
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olur. Ayrica, (4.20)'den (4.21)’in tam ¢dziimii

u(x,t)
4\/a;exp? <_L+R3) — 4 a,exp (—w> + aaab — 4aia R
_ 1 \/0(_1 1%2 \/‘1_1 1 1“2 1 1742
8a,exp (_ w>
! Vay
seklinde elde edilir.
4.2.2. 1l. Durum: Degasperis-Procesi Denklemi

a; =1,a3 =4,a5 = 3,a, = 0ve a, = 0 kabul edildiginde (4.1) denklemi
Up — Upyr + AUU, = 3U Uy + Ullyry (4.22)

seklindeki Degasperis-Procesi denklemi (DPD) olur. (4.1) denklemi igin genel first integrallerden,
karsilik gelen parametreler (4.14) ve (4.16) denklemlerinde yerine yazilabilir. Bu durumda (4.22)
DPD denklemi i¢in first integraller

Y@ -PYO-Y"(©) =R,
ve

YO - Y@+ (Y'©) -2y + YO =R,
seklinde yazilabilir. Ayrica, (4.20)’den, (4.22) denkleminin tam ¢oziimii

exp?(ct —x + R3) — R,
2exp(ct —x + R3)

u(x, t) =
seklinde olur.

4.2.3. Ill. Durum: b-family Denklemi

(4.1) denkleminde az = as+1=b+1,a5 = b,a; = 1,a, = a, = 0 alinirsa,
Up — Ugpr + (b + DUU, = DU Uy, + Ullyyy (4.23)

seklindeki b-family denklemi elde edilir. (4.1) denklemi i¢in genel first integrallerden, karsilik
gelen parametreler (4.14) ve (4.16) denklemlerinde yerine koyulabilir. Bu durumda (4.23) b-

family denkleminin first integralleri
(€-Y©) (Y"©O-YE©) =R
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ve

1
7 (2~ Y@V ©O + A=Y ©) + A+ HYHEO) - 2cY(©) = R,
seklinde elde edilir. Ayrica, (4.20)’den, (4.23) denkleminin tam ¢6ziimii

exp?(ct — x — R3) — R,b?(b* — 2b% + 1)
2b(b?% — Dexp(ct — x — R3)

u(x,t) =
seklindedir.

4.2.4. 1V.Durum: Fornberg-Whitham Denklemi
(4.1) denkleminde a3 = 1,a5 = 3,a; = 1, a4, = 0,2, = 1 degerleri alindiginda,
Up — Uyt + Uy — ULy = SUplUyy + Ullyyy (4.24)

seklindeki Fornberg-Whitham denklemi elde edilir. (4.1) denklemi i¢in genel first integrallerden,
karsilik gelen parametreler (4.14) ve (4.16) denklemlerinde yerine yazilirsa, (4.24) Fornberg-
Whitham denkleminin first integralleri

1
A )’BYE) - 12Y" () =3c+4) =Ry
ve

c

" ! 2 1 2 Cz
YO =Y O+ Y') =3V + - DY@ — 7 +3

=R,

seklinde elde edilir. Ayrica, (4.20)’den (4.24) denkleminin tam ¢6ziimil
u(x,t)

exp? <—%(x —ct+ Rg)) + (6¢c — 8)exp <—%(x —ct+ R3)> +9c¢? — 24c — 36R, + 16

6exp <— % (x—ct+ R3)>

formunda olur.

4.3. (4.10) Denkleminin Ozel Céziimleri
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(4.10) denkleminin tam ¢o6ziimiine ulagmak i¢in ilk olarak Siniis genigletme yontemini
uygulanacaktir. Bu yaklasimda 4, u ve v belirlenecek sabitler olmak tizere (4.10) denkleminin

¢Ozimunun
G(§) = Asin”(us) (4.25)
formunda oldugunu varsayalim. (4.25) denkleminin (4.10)’da yerine yazilmasiyla

—ApPviasay + @Pvia; + azpv)sin® (u)cos® (1)
+A(asa udv? + 3a udv? — 2a, 43V + azpv)sin?’ (ué)cos(uf) (4.26)
+(Pv?ay + Dsin”* () cos? (ug) — (ap?v + sin”* 1 (1) = 0

elde edilir. (4.26) denklemindeki giiglerin dengelenmesiyle, yani 2v = v + 1 alinmasiyla v = 1

oldugu bulunur. Bu nedenle (4.26) denkleminde v = 1 degeri yerine yazildiktan sonra olugan

(as + DagAud + azud =0

(4.27)

ap>+1=0
cebirsel sistemin ¢oziilmesi yeterlidir. (4.27) denkleminin ¢éziimiinden as = a3 — 1,14 = 1a
—U1

elde edilir. O halde (4.10) denkleminin 6zel ¢6ziimii;
G = Asin( d ) AeR (4.28)
=
seklinde yazilabilir.

Dolayisiyla ag = a3 — 1 olmasi kosuluyla, (4.9) benzerlik degiskenleri (4.1) denklemi igin

asagidaki nihai ¢6ziimii verir:

A3 X + Azt + a0t — aqx

Aaq(as — 1)sin( ) — a a,t — aut

_ ai(az — DvV—a; (4.29)
ut) = ai(az — 1)t
Benzer yontemle, (4.10) denkleminin 6zel ¢dziimii
G(§) = Asinh?(u$) (4.30)

seklinde kabul edilirse v =1,a5 = a3 — 1,u = \/% elde edilebilir. Dolayisiyla (4.1) denkleminin
1

bir bagka nihai ¢dziimii, a5 = a3 — 1 olmasi kosuluyla;

Az X + azaut + aat — ax
a; (a3 — Dvay
a(a; — 1t

Aoy (az — l)sinh< ) — a0t — aut

(4.31)

u(x,t) =
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seklinde yazilabilir.
(4.1) denkleminin breather dalga ¢6ztiimlerini olusturmak igin, nq,n,,p ve q belirlenecek keyfi

sabitler olmak tizere (4.10) denklemi i¢in bir ¢6ziim olarak

G(§) = exp(—=q$) + nycos(ps) + nzexp(qs) (4.32)

seklindeki deneme fonksiyonunu ele alalim. (4.32) denkleminin (4.10) denkleminde yerine

yazilmasi ve je{—2,—1,0,1,2} i¢in cos(pé),sin(pé) ve exp(jqé) terimlerinin katsayilarinin

. . _ _ 1 N . - .
sifira esitlenmesiyle, a5 = a; —1,p = i\/—_al' q=+= = ifadeleri elde edilir. Boylece (4.1)
denkleminin breather dalga ¢6ziimii
G(&) =exp (i i) + n,cos (i L) + nyexp (i i) (4.33)
Vi = V@

seklinde yazilabilir. Dolayisiyla (4.9) doniisiimiinden, (4.1) denkleminin baska bir nihai ¢6ziimii

azax + azaut + aat — ax
ajva;(az — 1) )

a301X + azout + agat — agx
ajVa (as — 1) )

a3 X + ozt + aqat — agx a ot + ay
ajva,(as — 1) )) Cay(as — Dt

1
u(x, t) = m (exp (i

+ nycos (i (4.34)

+ nyexp (i

seklinde yazilabilir.
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5. PERiYODIK HUNTER-SAXTON DENKLEMININ LiE SIMETRIi
VE Nucci YONTEMiI IiLE INDIRGENEREK FiRST
INTEGRALLERININ VE YENI COZUMLERININ BULUNMASI

Teknolojinin ilerlemesi ve bilgisayarlarin basit hesaplamalara imkan saglamasi nedeniyle,
lineer olmayan kismi diferansiyel denklemler giinliik hayatimizda artan bir rol oynamaktadir. Cok
sayida bilim insani, gercek hayattaki problemleri bu denklemlerle ifade etmenin yollarint
aramaktadir. Dolayisiyla bu denklemlerin analiz edilerek tam ve yaklasik ¢Oziimlerinin elde
edilmesi énem kazanmaktadir. Bunun i¢in yeni olan ve yaygin kullanilan tekniklerden bazilar
Lie grup analizi yontemi [96, 129-132], Nucci'nin indirgeme yontemi [127, 133], Heir-equations
yontemi [134, 135], Sardar-alt denklemi [136, 137], Kudryashov yontemi [39] olarak verilebilir.

Diferansiyel denklemlerin tam ¢dziimiinii belirlemek i¢in popiiler bir yaklasim, Sophus Lie
tarafindan bulunmus olan grup degismezligi yontemidir [138]. Yontem, bir diferansiyel denklemi
degismez birakan benzer doniisiimler bulmaya dayalidir. Bu sekilde, orijinal denklem daha basit
bir forma dondstiriiliir, bu da ¢oziimleri elde etmeyi biraz daha kolaylastirir. Daha spesifik
olarak, ¢oziilmesi zor ve zaman alan lineer olmayan bir kismi diferansiyel denklemi bir adi
diferansiyel denkleme indirgemek icin kullanilir. Literatiir incelendiginde bircok problemin bu
yontemle basariyla ¢oziildiigi goriilmektedir [62, 63, 139-141].

Nucci indirgeme yontemi ilk olarak kismi diferansiyel denklemlerin klasik olmayan
simetri doniigiimlerini elde etmek i¢in kullanilmigtir [67]. Yeni kullanilan bir yontem oldugu i¢in
heniiz ¢ok fazla uygulamasi yoktur [96, 127, 128].

Lineer olmayan dalga denklemi Hunter ve Saxton tarafindan verilmistir [142]. O(t, x)
nematik bir siv1 kristalin yonetici alanini, t zaman degiskenini ve x uzay degiskenini gostermek

tizere denklemin zayif lineer olmayan dalgalarinin

2

C)
(Ot + Oex)x = 796 (51)

seklinde tanimlandigin1 gosterdiler [142]. Farkli bir fiziksel ortamda, Hunter-Saxton denklemi,
Camassa-Holm denkleminin yiiksek frekans limiti olarak gortiniir [143, 144]. Sig su dalgalarin
modellemek i¢in kullanilabilecek uygun bir denklem olabilecegi diisiiniilmiistiir [112, 145].

Bu boliimde,

2

¢}
O = —00,, — 7" + 200 + a(t) (5.2)

seklinde tanimlanan Galilean ¢ati1 hiz1 v ile parametrize edilen periyodik Hunter-Saxton denklemi

incelenecektir. Patlama senaryosu altinda bu denklemin gii¢lii ¢6ziimleri, yerel varlik ile ele



alinmistir  [146]. v =0 durumunda Yin, periyodik Hunter-Saxton denkleminin giiglii
¢oziimlerinin yerel varligini ve uzaydan bagimsiz ¢oziimler digindaki tiim giiglii ¢6ztiimlerin sonlu

zamanda patladigin1 gostermistir [147].

5.1. Lie Simetri Metodu

Calismanin bu boliumiinde, bir parametreli Lie simetri yontemi kullanilarak (5.2)
denklemini degismez formda birakan benzerlik doniistimleri elde edilecektir. Bu nedenle, verilen

denklemin sonsuz kii¢iik doniisiimiinii

t=t+pol(t,x,0)+0(p?)
X =x+poi(t,x,0) + 0(p?) (5.3)
0 = 0+ py(t, x,0) + 0(p?)

seklinde tanimlayabiliriz. Burada p, grubun parametresini ifade eder. Ayrica o1, 2 ve 1 daha
sonra belirlenmesi gereken sonsuz kii¢iik doniigiimleri temsil eder. Simdi (5.3) ile iliskili vektor

alani
)C:crl(txG))£+02(1:xG))i+1,l)(1:x@)i (5.4)
) ) at ) ) ax ) ) a@

olsun. Ayrica X’in ikinci uzantis1 Pr® X ile gésterilirse degismezlik durumu;

PT(Z)X(Q)|Q=0 =0 (5.5)

2
seklinde olacaktir. Burada Q = 0., + 00, + % — 2v0 — a(t) dir. (5.2) denklemi igin (5.5)

kosullar1 dikkate alindiginda, o1, 62 ve 1°den olusan, belirleyici denklemler olarak adlandirilan,
KDD'lerin bir over-determined lineer sistemi elde edilir. Bu sistemin ¢6ziimiinden ve a(t)'nin
0zel secimlerinden, orijinal denklemi ADD'lere indirgeyen ii¢ farkli benzerlik doniisiimii ve

karsilik gelen sonsuz kiigiik tiretecler elde edilir.

5.2. Periyodik Hunter-Saxton Denkleminin Baz1 Coziimleri

Periyodik Hunter-Saxton denklemi, egrilerin geometrisi ¢alismasinda ortaya ¢ikan lineer
olmayan bir kismi diferansiyel denklemdir. Denklemi geleneksel yontemlerle ¢6zmek zorken, Lie

simetri metodu tam ¢oziimleri bulmada giiglii bir yontemdir.

52.1. a(t) = e' olmasi durumu:

a(t) = et olsun. Bu durumda d,, d,ve d5 keyfi sabitler olmak iizere;
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dit
0! (t,x,0) = ——~+d;

2
t+1)d, — 2d,)et + 2v(d;x + 2d
O'z(t, X, @) — (( ) 1 2)4v ( 1 3) (56)
((t +2)d; — 2d,)e" + 4d,v0
t,x,0) =
llb( ’x’ ) 4v

seklinde sonsuz kiigiik doniisiimler elde edilir. Bunlara karsilik gelen sonsuz kiigiik tiretegler;

to ((t+1)et+2vx)i+((t+2)et+4®v)i

X1 = 20t 4v dx 4v d0
0 et 0 eta
X, =——————— 5.7
270t 2wix 2000 &7
Y= d
37 ox
seklinde ortaya cikar.
. ) ’ _ta ((t+1)et+2vx) F) ((t+2)et+4®v) F) . .
Indirgeme 1: (52) denkleminde Xy =- >ot + Y & + 2w %0 uretecl
kullanilirsa;
n ! 2 !
(28 +2F)F" (@) —4F (v + (F'(©) - 2F' () =0 (5.8)
denklemini saglayan
—elt? + 2F(&v Qvx + eb)t
= =" 7 59
0(t, x) o2 . & > (5.9)
seklindeki benzerlik doniistimleri elde edilir.
(5.8) denkleminin D,, D; ve D, keyfi sabitler olmak tizere

formunda bir polinom ¢dziimiine sahip oldugunu varsayalim. (5.10) denklemi (5.8) denkleminde

yerine yazilir, £ katsayilart diizenlenir, bu katsay1 sonuglari

2
F(§) :%+§,/2D0v+ 1+¢&+ D, (5.11)

denkleminde ¢ozilir ve (5.9) benzerlik doniisiimleri dikkate alinirsa, (5.2) denkleminin bir

¢Ozumil;
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G‘)1(1:1 x)

4p

2vt?

formunda olur.

d o
Indirgeme 2: X, = % 29x 2936 jeneratdrii i¢in

2F(E)F"(§) + (F'()" — 4F (v =0 (5.13)
denklemini saglayan

_ ot t
O(t,x) = ZF@;# £ = 2’”‘2% (5.14)

seklindeki benzerlik degiskenleri elde edilir.

Simdi (5.13) denklemi i¢in Nucci indirgeme yontemini kullanalim. Bu teknikte degiskenleri

®1(§) = F($), (9 =F'(§) (5.15)

seklinde degistirecegiz.
(5.15) degisken degisimi ile, (5.13) denklemi igin

CD:,L = cbz,

, _ 40— D3 (5.16)
z 20,

ADD sistemi yazilabilir. Simdi @i yeni bir bagimsiz degisken olarak tanimlayalim. Boylece

(5.16)'da verilen sistem:

dd,(P,) _ 4Dy v — 3 (P,)

dd;  — 20,0,(Py) (5.17)
sekline doniisiir. K; keyfi sabit olmak tizere, (5.17) denkleminin iki ¢6ziimii
,(®,) = N c1>1(21;)<lz% +K) () \/¢1(21qu T Ky 6.18)
seklindedir. (5.13) denkleminin & ve ®(&)’ye bagl first integralini
(F'(©)°F(©) - 20F%(®) = K, (5.19)
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seklinde yazabiliriz. ®;’i tekrar bagimli bir degiskene ¢evirelim. Sonra da (5.16) ve (5.18)" in ilk

denklemleri dikkate alinirsa;

' _ \/ch (f)(zvq)%(f) + Kl) 5.20
ifadesi elde edilir. (5.20) denkleminin ¢oziilmesi ile, K, bir sabit olmak tiizere
,(5)
§ - dd;(§) + K, =0 5.21
J N ENGICTHOET A R 2

seklinde bir kapali ¢6ziim bulunur. (5.21) denkleminde K; = 0 kabul edilirse agik ¢oziimii:
1 2 1 o
P, =F() :EUKZ +UK25+EU‘>; (5.22)
olur. (5.14)' den ise, (5.2) denkleminin nihai ¢6ziimiinii;

t\2
(szz + K, (2vx + et) +M>v —et

0,(t,x) = — 4v (5.23)
seklinde elde ederiz.
Indirgeme 3: X; = :—x jeneratdrii icin benzerlik degiskenleri

0(t,x) = F(¢§), &=t (5.24)
seklindedir. Bu benzerlik degiskenleri;

—2F&)v—es=0 (5.25)
denklemini saglar. Bu denklemin ¢&ziimiiniin

0(t,) = (5.26)

2v

seklinde oldugu agiktir. ©4(t, x) ve ©,(t, x) ¢oziimlerinin uygun degerler altinda Sekil 5.1°de ii¢
boyutlu, Sekil 5.2°de kontur ve Sekil 5.3’de yogunluk grafigi verilmistir.
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(a) ®)

Sekil 5.1. v =1,D, = %ve K, = 2 i¢in (a): (5.12) denkleminin {i¢ boyutlu grafigi; (b): (5.23) denkleminin
i¢ boyutlu grafigi

Sekil 5.2. v =1,D, = ive K, = 2 i¢in (a): (5.12) denkleminin kontur grafigi; (b): (5.23) denkleminin
kontur grafigi
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(a) (b)

Sekil5.3. v =1,D, = %ve K, = 2 i¢in (a): (5.12) denkleminin yogunluk grafigi; (b): (5.23) denkleminin
yogunluk grafigi

5.2.2. a(t) =t*> olmasi durumu:

(5.2) denkleminde a(t) = t? alinmasi ve Lie simetri ydnteminin uygulanmasi ile

to 2t34+3xvd Ouv+t? o

=t e v 90

a t2a9 ta

- _ - _ - 5.27
Xs ot 2vdx vooO ( )
x_a

7 9x

seklindeki sonsuz kii¢iik iiretegler elde edilir.

2t343xv 0 . Ov+t? 9

Indirgeme 4: (5.2) denklemine X, = —%% R % jeneratdriiniin
uygulanmasiyla,
n ! 2 !
(26 + 2F(©)F"(€) —4F @) + (F'(©)" — 2F'©) = 0 (5.28)
denklemini saglayan
—t*+ 2F (v (t3 + 6xv)t
= = »77 = 7 5.29
0% 2vt2 ’ ¢ 6v (.29

benzerlik degiskenleri elde edilir. C,, C; ve C, keyfi sabitler olmak iizere, (5.28) denkleminin

F(§) = C¢* + ¢+ Co (5.30)
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seklinde bir polinom ¢dziimiine sahip oldugunu varsayalim. (5.30) denklemi (5.28) denkleminde

yerine yazilir, £ katsayilart diizenlenir, bu katsay1 sonuglari

2
F(§) =v7+g,/zcov+ T+e40, (5.31)

denkleminde ¢6ziiliir ve (5.29) benzerlik doniisiimleri kullanilirsa, (5.2) denkleminin;

3 2t2 (B34 6xv)t2Cv+1  (¢3
_t4+<(t + 6xv)%t +( xv)gv\/ v+l (t -|-3167xv)t+2C0 ,

36v
@4 (t, x) = 2v
(5.32)
tam ¢oziimii elde edilir.
Indirgeme 5: (5.2) denklemine X5 = % - ;—i:—x — %% jeneratoriiniin uygulanmasiyla,
n ! 2

2FF" () —4F@v + (F' () =0 (5.33)

denklemini saglayan
2F(&)v — t2 t3 + 6xv

2v ’ 6v

seklindeki benzerlik doniisimleri elde edilir. (5.33) denklemine Nucci indirgeme yaklagimi

uygulanirsa, (5.2) denkleminin sirasiyla first integrali ve ¢6ziimii;

(F'(©)°F() — 2vF2() = R, (5.35)
ve
(MZ 4 M, (t3 + 6xv) 4 (t3 + 6xv)2) _ 2
2V 3 36v v (5.36)
@5(t, X) =
2v
sekillerinde elde edilir. Burada M, sabittir.
indirgeme 6: X = aa_x jeneratorii i¢in
0(t, x) = F($), §=t (5.37)

benzerlik degiskenleri elde edilir. Elde edilen benzerlik degiskenleri
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—2F)v—-§&2=0 (5.38)

denklemini saglar. Buradan ¢6ziim

2

04(tx) = — ;—v (5.39)

ile verilir. Sekil 5.4-5.6’da ©,(t, x) ve ©5(t,x) ¢Oziimlerinin uygun degerler altinda {i¢ boyutlu,
kontur ve yogunluk grafigi verilmistir.

w

K
7

L),
)
w),

@ ()

Sekil 5.4. v = 1,C; = 2 ve M, = < icin (a): (5.32) denkleminin iig boyutlu grafigi; (b): (5.36) denkleminin
ti¢ boyutlu grafigi

05 1 L5
t t

(a) (b)

2

25 3

Sekil5.5. v =1,C, = ive M, = iicin (a): (5.32) denkleminin kontur grafigi; (b): (5.36) denkleminin
kontur grafigi
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Sekil 5.6. v =1,Cy = éve M, = % icin (a): (5.32) denkleminin yogunluk grafigi; (b): (5.36) denkleminin
yogunluk grafigi

52.3. a(t) = sinh(t) olmasi durumu:

(5.2) denkleminde a(t) = sinh(t) alinmasi ve Lie simetri yonteminin uygulanmasiyla

t d tsinh(t) + cosh(t) + 2vx 0 N tcosh(t) + 2sinh(t) + 4Gv 0

X7 = 20t + 4v ox 4v 00

0 sinh(t) 9 cosh(t) 0

87 ot 2v  Ox 2v 00
d

~ox

(5.40)

Xo

ile verilen ti¢ vektor alani elde edilir.

vektor alanimi ele

. . to tsinh(t)+cosh(t)+2vx 0 tcosh(t)+2sinh(t)+40v 0
Indirgeme 7: x7=—55+ ) yw (&) £+ &) o &) %6

alirsak, (5.2) denkleminin benzerlik doniistimleri;

2F(&)v — sinh(t)t? & = —t(cosh(t) + 2vx) (5.41)
2ut? ’

o(t,x) =
seklinde olacaktir. Burada F (§);

20 ((=2F @ + OF"(©) = (F' () v+ FE) — F'() = 0 (542)
denkleminin ¢oziimiidiir. (5.42) denklemini polinom formunda ¢o6zdiikten sonra, (5.2)

denkleminin ¢oziimii;
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1 1
0,(t,x) = Sor? <—t25inh(t) + (8Hyv — 4tL\2Hyv + 1 + t2L? + 4tL)> (5.43)

seklinde olur. Burada H, keyfi sabit ve L = (2vx + cosh(t))’dir.

i _ sinh(t)i _ cosh(t)i
at 2v Ox 2v 00

Indirgeme 8: X3 = vektor alani (5.2) denklemine uygulandiginda

benzerlik doniigiimleri;

2F(&)v — sinh(t) £ = 2vx + cosh(t) (5.44)

O(t,x) =
(t,x) 2v 2v

seklinde ortaya ¢ikar. Burada F (§);

2F(E)F" (&) — 4F (©)v+(F'(§))" = 0 (5.45)

denkleminin ¢oziimiidiir. Nucci indirgeme yontemini (5.45)’e uygulayarak, sirasiyla (5.2)

denkleminin first integralini ve ¢6ziimiinii;

(F'(©)*F () — 2vF%(§) = R, (5.46)

ve

2
(szv + Ny (2xv + cosh(t)) + (2xv +ZzSh(t)) )v — sinh(t) (5.47)

2v

Og(t,x) =

seklinde elde ederiz. Burada N, sabittir.
Indirgeme 9: Xy = ;—x vektor alani i¢in (5.2) denkleminin benzerlik dontisiimleri;

0(t,x) = F(¢), =t (5.48)
seklindedir. Burada F(§);

—2F(&)v —sinh(§) =0 (5.49)

denklemini saglar. (5.2) denkleminin (5.49)’a karsilik gelen basit ¢oztiimil

sinh(t)

= (5.50)

Oo(t,x) = —

olur. Sekil 5.7-5.9°da 0,(t, x) ve Og(t,x) ¢dziimlerinin v = %,HO = 0 ve N, = 1 degerleri igin

ii¢c boyutlu, kontur ve yogunluk grafigi verilmistir.
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@ ®)

Sekil 5.7. v = ;, Hy = 0ve N, =1 igin (a): (5.43) denkleminin ii¢ boyutlu grafigi; (b): (5.47) denkleminin
ii¢ boyutlu grafigi

Sekil 5.8. v = ;, Hy = 0 ve N, = 1 igin (a): (5.43) denkleminin kontur grafigi; (b): (5.47) denkleminin
kontur grafigi
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Sekil 5.9. v = %, Hy = 0 ve N, = 1 igin (a): (5.43) denkleminin yogunluk grafigi; (b): (5.47) denkleminin
yogunluk grafigi

5.24. a(t) = In(t) olmasi durumu:

(5.2) denkleminde a(t) = In(t) alinmasi ve Lie simetri yonteminin uygulanmasiyla

td 2tin(t)+2vx—t o N 2tin(t) + (46v + 1)t 0

Xio = C 20t 4v ox 4vt 00
a In(t) 0 1 0
- _ 7 - 5.51
Xu ot 2v 0x 2vt00 ( )
X = 0
12 = 50

sonsuz kii¢iik iiretecleri elde edilir.

I . . _ _Ei 2tln(t)+2vx—ti 2tln(t)+(4®v+1)tﬂ .
Indirgeme 10: (5.2) denkleminde X, = >t pw P o 7 vektor
alaninin dikkate alinmast ile, (5.2) denkleminin benzerlik doniistimleri;
2F(&)v — t2in(t) _ t(tin(t) + 2vx — t) (5.52)

e(t’ x) - thz ] E - 217

seklinde olacaktir. Burada F (§);
n 4 2 !
(2F(§) + 25)F"(§) —4F (v + (F'(§)) - 2F'(§) =0 (5.53)

denkleminin ¢6ztimiidir. (5.53) denkleminin polinom formunda ¢6ziilmesiyle, (5.2) denkleminin

¢cOzimij;
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1 1
O1(t,x) = For? (—tzln(t) + (Zsztz + Mt/2Tyv + 1 + Mt + 2T0) v) (5.54)

seklinde olur. Burada T, keyfi sabit ve M = tnO+2wt, g,
3  In(t) d 1 9

Indirgeme 11: X, = %" 20 9% " 706 vektor alam (5.2) denklemine uygulandiginda

benzerlik doniisiimleri;

2F(&v — In(t) £ = 2vx + tin(t) — t (5.55)

O(t,x) =
(&, x) 2v 2v

seklinde ortaya ¢ikar. Burada F (§);

2F()F"(E)+(F'(§))" —4F(&)v =0 (5.56)

denkleminin ¢6ziimiidiir. Nucci indirgeme yonteminin (5.56) denklemine uygulanmasiyla, (5.2)

denkleminin first integrali ve ¢6ziimii sirasiyla;

(F'(©)°F () — 2vF%(§) = R, (5.57)

ve

_ 2
0., (t, %) = %((zgv 2,00 + 200 — 1) + KD ¥ 2w = ) >v - zn(t)>

4v
(5.58)
olur. Burada Z, sabittir.
Indirgeme 12: X;, = :—x vektor alani igin (5.2) denkleminin benzerlik doniistimleri;
0(t,x) = F($), §=t (5.59)
seklindedir. Burada F(§);
—2F)v—-mn(€) =0 (5.60)
denklemini saglar. (5.2) denkleminin (5.60)’a karsilik gelen bir basit ¢6ziimii;
In(t)
= — 5.61
04, (t,x) - (5.61)

olur. Sekil 5.10-5.12°de ©4((t,x) ve 0,,(t,x) ¢Ozimlerinin v =1,T, = 2 ve Z, = 2 degerleri

icin li¢ boyutlu, kontur ve yogunluk grafigi verilmistir.
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2 i¢in (a): (5.54) denkleminin ti¢ boyutlu grafigi; (b): (5.58) denkleminin

2V€Zz=

Sekil 5.10.v = 1, T,

ii¢ boyutlu grafigi

10

10

-10

-10

; (b): (5.58) denkleminin

>

2 igin (a): (5.54) denkleminin kontur grafigi

kil5.11.v=1,T, =2ve Z, =

Se

8i

kontur grafi
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-10 = 0 5 10
X X,

(a) (b)

Sekil 5.12. v = 1,T, = 2 ve Z, = 2 i¢in (a): (5.54) denkleminin yogunluk grafigi; (b): (5.58) denkleminin
yogunluk grafigi
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6. SONUCLAR

Son yiizy1l ile birlikte hayatimizda 6nemli degisikler meydana getiren sanayi, teknoloji,
saglik vb. bilimin her alaninda kayda deger gelismeler olmustur. Bu gelismeler insanliga iiretim,
ulasim, iletisim gibi alanlarda bircok fayda saglarken kiiresel 1sinma, hastalik, hava kirliligi,
sanayi atiklar1 gibi tiim insanlig1 olumsuz yonde etkileyen sorunlar meydana getirmistir. Bilim
insanlari; insanlarin hayatlarin1 kolaylastiran yenilikleri ortaya koyarken bu yeniliklerle beraber
ortaya ¢ikan problemleri de kaldirmak ve ¢oziim iiretmek i¢in ¢alismaktadir. Dolayisiyla tiim
diinya insanim1 yakindan ilgilendiren tiim bilimlerde yapilan bircok bilimsel arastirmada
matematiksel modeller kullanilmaktadir. Kullanilan matematiksel modellerin ¢ogunu da LOKDD
olusturmaktadir. Bu durum bilim insanlar i¢in LOKDD’nin ¢6ziim yollarmi arastirmayi ilgi
cekici hale getirmistir. Literatiirii inceledigimizde yapilan ¢alismalarda LOKDD ¢6ziimleri igin
bir¢ok yontem gelistirildigini gérmekteyiz. Bu yontemlerden biri; adim1 Norvecli matematikgi
Sophus Lie’den alan analitik ¢oziimleri bulmada kullanilabilecek en genel yontem olarak
diisiinebilecegimiz Lie simetri yontemidir. Bir diferansiyel denklem sistemi i¢in Lie simetri
grubu, herhangi bir ¢6zliimii baska bir ¢oziime doniistiiren doniisiimler grubu demektir. Lie simetri
metodunda; verilen herhangi bir denklemi degismez birakan simetri grubuna karsilik bir sonsuz
kiiciik tireteg grubu bulunur, bulunan sonsuz kiiciik iiretecler yardimiyla benzerlik doniisiimleri
tanmimlanir ve elde edilen benzerlik doniisiimleri ile LOKDD ADD’lere indirgenir. Boylece yeni
¢oziimlerin elde edilmesine olanak saglanir. ADD’lere indirgenen denklemlerin tam ¢oziimlerini
elde etmek i¢in bircok yontem vardir. Bunlardan biri, literatiirde {izerine az sayida caligma
bulunan Nucci indirgeme yontemidir. Nucci indirgeme yontemi temelde degisken degistirme
yapilarak verilen ADD’nin tam ¢6ziimlerini elde etmek i¢in kullanilan bir metottur. Ayrica
ADD’ler Nucci yontemiyle ¢o6ziildigiinde matematiksel fizikte 6nemli bir yeri olan first
integraller elde edilir.

Bu tezde sonsuz kiigiik doniisiimlerin bir parametreli Lie grubunu dikkate alarak, ele alinan
problemin iki indirgemesini elde etmek igin kullanilan ii¢ sonsuz kiigiik iireteci elde edilmistir.
Nucci indirgeme yontemiyle ilk indirgeme igin bazi tam ¢éziimler sunulmustur. Ayrica karsilik
gelen first integraller verilmistir. Periyodik genel Degasperis-Procesi denkleminin 6zel durumlari
da bu giigli yontem kapsaminda ele alinmustir. Camassa-Holm denklemi, klasik Degasperis-
Procesi denklemi, b-family denklemi ve Fornberg-Whitham denklemi i¢in tam ¢6ziimler
bulunmustur. Ayrica, ele alinan problemin ikinci indirgemesi i¢in Siniis genisletme yontemi adi
verilen farkli bir verimli yontem yardimiyla bazi tam ¢6ziimler elde edilmistir. Periyodik Hunter-
Saxton denklemi de Lie simetri ve Nucci yontemiyle indirgenerek first integralleri ve yeni

¢oziimleri bulunmustur. Bu arastirmada, iki avantajli analitik ¢6ziim yontemi altinda sunulan



modelin iki indirgemesi i¢in ¢esitli tam ¢oziimlere ulasilmistir. Elde edilen ¢oziimlerin fiziksel
Ozelliklerinin daha iyi anlagilmasi i¢in bazi grafikler verilmistir.

Ayrica bu tezde lineer olmayan optik fiberlerdeki darbe yayilimimi tanimlayan coupled
lineer olmayan denklemlerin tam hareket eden dalga soliton ¢oziimleri, Yeni Sardar Alt Denklem
yontemiyle incelenmistir. Elde edilen sonuglar, bright, W-bi¢cim bright ve kink solitonlarn,
trigonometrik ve tekil fonksiyon ¢éziimleridir. Bu sonuglarin davranisi sekillerle tasvir edilmistir.
Ayrica, eliptiklik a¢1 ve coupled denklemin katsayisinin etkisi altinda MK gain spektrumlarinin
davranist incelenmistir. Lineer olmayan katsayinin degeri negatif oldugunda, kararsizlik
bolgelerinin (MK biiyiime hizi) goriiniimii incelenmistir. Bu sonuglar, coupled denklemin

katsayisinin optik ¢ift kirilmadaki etkilerini vurgulamaktadir.
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