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OZET

F, + uF, + vF, + v?F, Halkas1 Uzerindeki Devirli Kodlar
ve DNA Kodlara Uygulamalari

Merve BULUT YILGOR

Matematik Anabilim Dali

Doktora Tezi

Danisman: Doc. Dr. Fatih DEMIRKALE
Es-Damisman: Dr. Ogr. Uyesi Elif Segah OZTAS

Bu calismada, éncelikle yerel Frobenius olup zincir halkasi olmayanR = F,[u,v]/(u* =

vZ uv = 0) boliim halkas: olarak da ifade edilen R = F, + uF, + vF, + v*F, halkasi
tizerinde durulacaktir. R halkasi iizerinde tanimlanan bir C devirli kodunu {ireten
ideal yapisi verilecek ve R halkas: iizerinde ters-sirali DNA kod elde etmek icin tek
ya da ¢ift uzunluklu devirli kodlarin 3 tipi belirlenecektir. Belirlenen bu devirli
kodlarin iirete¢c matrisi ve kodsoz sayisi elde edilecektir. Ayrica dual kodunun iireteci
belirlenecek ve R halkasi tizerindeki lineer kodlar i¢in kendine dik olma kosulu
verilecektir. R halkasi tizerindeki kodlarin Gray doniisiimlerinden optimal ikili lineer
kodlar elde edilecektir. Ayrica elde edilen kodlarin kendine dik kod olduklar1 ve
timiiniin bir-agirlikli kod olduklar bilgisi verilecektir. Farkli bir kod insa metodu
olan, dongiisel matrisler, yani R halkasi iizerindeki temsilci vektoriinii ve bu vektoriin
devirsel Otelemelerini satir kabul eden matrisler kullanilarak optimal kodlar elde
edilecek ve bu kodlarin arasinda iki-agirlikli kodlarin bulunmasinin yani sira optimal
iki-agirlikli kodlarin da oldugundan bahsedilecektir. R halkasi tizerindeki devirli
kodlarin DNAya uygulamalarina yer verilerek R halkasi {izerinde tanimlanan devirli
kodlarin cebirsel 6zelliklerinden faydalanilmak suretiyle DNA kodlar i¢in 6nemli bir
esik olan ters siralilik problemi coziilerek ters-siralt DNA kod ve ters-sirali tamlayan
DNA kodlar elde edilecektir.

Son olarak ise gercek DNA dizileri iizerine calismalar yapilacaktir. Insanda bulunan
TRAV7 (T cell receptor alpha variable 7) geni ve farede bulunan TRAV7-1 ile TRAV7-6

xii



arasindaki 7 gen tizerindeki lineer kod yapisi incelenecektir TRAV7 genlerinden
kayan pencere metodu ile elde edilen dizilerin F,’teki karsiliklarini satir kabul eden
matrislerin iirettigi kodlarin parametreleri elde edilecektir. Ayrica elde edilen lineer
kodlar MDS, kendine dual, kendine dik, devirli ve optimal olma 6zelliklerine gore
siniflandirilacaktir. Literatiirde ilk olarak, TRAV7 geni ve Arabidopsis Thaliana geni
icin hata diizeltme grafikleri elde edilerek genlerle hata diizeltme grafikleri arasindaki
iliski arastirilacaktir. Kodlanan ve kodlanmayan bolgelere karsilik hata diizeltme
grafigindeki durumlar incelenerek hata diizeltemeyen kodlarin kodlanmayan bolgede

yogunlastig1 gosterilecektir.

Anahtar Kelimeler: Lineer kodlar, devirli kodlar, DNA kod, optimal kod

YILDIZ TEKNIK UNIVERSITESI
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Cyclic Codes over the Ring F, + uF, + vF, + v*F, and
Their Applications to DNA Codes

Merve BULUT YILGOR

Department of Mathematics
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Advisor: Assoc. Prof. Dr. Fatih DEMIRKALE
Co-advisor: Assist. Prof. Dr. Elif Segah OZTAS

In this study, we focus on R = F, + uF, + vF, + v?*F,, u> = v*, uv = 0 which is a
local Frobenius but non-chain ring. The ideal structure that generates a cyclic code
C defined on the ring R will be given. 3 types of single or double length cyclic codes
will be determined to obtain the reversible DNA code on the ring R. In addition,
the generator of the dual code will be determined. It is given the condition of being
self orthogonal for linear codes on the R ring. Optimal binary linear codes will be
obtained from Gray images of codes on the ring R. It will also be given that the codes
obtained are self orthogonal codes and all are one-weight codes. By using circulant
matrices, a different code constructing method, that is, optimal codes will be obtained
from the matrix which accepts the representative vector on the ring R and the cyclical
displacements of this vector, and will include two-weight codes as well as optimal
two-weight codes. Using the algebraic properties of the cyclic codes defined on the ring
R by applying the cyclic codes on the ring R to the DNA, the problem of reversibility,
an important threshold for the DNA codes, will be solved and reversible DNA code

and reversible complement DNA codes will be obtained.

Finally, real DNA sequences will be studied. The human TRAV7 (T cell receptor alpha
variable 7) gene and 7 genes between TRAV7-1 and TRAV7-6 in mice will be examined

on the linear code structure.

The parameters generated by the matrices that accept the lines in the F, of the

sequences obtained by the sliding window method from TRAV7 genes will be obtained.
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In addition, the linear codes obtained will be classified according to MDS, dual,
vertical, cyclic and optimal. In the literature, first of all, error correction graphics
for TRAV7 gene and Arabidopsis Thaliana gene will be obtained and the relationship
between genes and error correction graphics will be investigated. The cases in the
error correction graph will be examined for exon and intron regions and it will be

shown that the non-corrected codes are concentrated in the non-coded region.

Keywords: Lineer codes, cyclic codes, DNA code, optimal code
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GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

1997’de NASAnin Mars’a gonderdigi Pathfinder isimli robot 16.500’den fazla goriinti
ve 15’ten fazla kaya ve topragin analizi ve riizgarlar ile diger hava kosullar1 hakkinda
kapsamli bilgiler iceren 2.3 milyar bitlik bilgi gonderdi [1]. Bir radyo vericisi ile
gerceklesen bu bilgi aktariminin ortalama 225 milyon kilometre [[2]] uzaktan giivenilir
ve tamamen bozulmamus bir sekilde gerceklesmesi nasil miimkiin olabilir? Matematik
ve mithendislik gibi farkli disiplinleri bir araya getiren Kodlama Teorisi (Coding Theory)

ile.

Iletisim teorisi, dijital diinyada bilgi iletimi ve bilginin depolanmasini konu olarak ele
alir. Claude Shannon "A mathematical theory of communication" [3]] baslikli makalesi
ile iletisimdeki matematiksel teoriyi gelistirdi. Bu teoriye gore uygun kodlama
teknikleri kullanilirsa bilginin istenilen oranda giivenli iletiminin saglanacagindan
bahsedildi.

Kodlama teorisi, giiriiltiilii bir kanal boyunca bilgi iletimi ve bu sirada bozulan iletilerin
tamir edilmesi ile ilgilenmektedir. Kodlamanin nasil yapilacagina dair ilk temel
ise Richard W. Hamming'in [[4]] hata diizelten kodlar (error-correcting codes) iizerine

yaptig1 calismalar ile atildi.

DNA hesaplama fikri ise ilk olarak 1987 yilinda Tom Head [|5]] tarafindan ortaya atilmis
olmasina ragmen bu konudaki ilk basarili ¢calisma 1994 yilinda Leonard Adleman
tarafindan gerceklestirildi [|6]. Adleman DNA hesaplama ile NP-tam problemi olan
Hamilton yolu problemini sentetik DNA iplik¢iklerini bir test tiiplinde bir araya
getirmek suretiyle birbirleri ile olan etkilesimlerinden faydalanarak ¢6zdii. Adleman
bu deneyinde DNAnin WCC (Watson-Crick Complement) o6zelliginden faydalandi.
Bu ozellik, DNA molekiilleri olarak isimlendirilen adenin, guanin, sitozin ve timin
molekiillerinin biraraya gelmesi durumunda adenin ile timinin, guanin ile sitozinin

yapismasina dayanir. Yapisan iplikcikler elektromanyetik alandan gecirilerek ayiklanir



ve aranan sonuclar elde edilir Bu metodun bilinen yontemlere gore problemin
¢oziimiinde daha pratik olmasi, farklit NP problemlerin ¢oziimiinde kullanilabilecegi
fikrini akillara getirdi. Kirilmasi zor olan DES (Data Encryption Standard) yani veri
sifreleme standardi bu metod ile kirildi [[7]. NP-tam problemi olan SAT probleminin
¢cozlimiine [8] ve kombinatoriyel optimizasyon problemlerinin ¢ézlimiine [[9] DNA
molekiilleri yardimiyla ulasildi. Bilgi depolama maksadiyla da DNAnin yapisinda
bulunan depolama 6zelliginden faydalanilabilecek calismalar yapildi [[10, |11].

DNA molekiillerini hesaplama araci olarak kullanirken basvurulan en 6nemli 6zellik
DNA hibridizasyonudur. Ancak meydana gelebilecek hatalar da yine hibridizasyondan
kaynaklanir. Bu yiizden DNA hesaplamasinin basarisi hata diizeltme tekniklerine
baghdir. Cebirsel kodlama teorisi teknikleri mevcut bilgi ve iletisim teknolojisi (BIT)
icin temel saglamistir. Dolayisiyla, kodlama teorisinin DNA hesaplama siireci i¢in
temel konu olacagini beklemek dogaldir. Bu ise DNA kodlarin dogusuna sebep

olmustur.

DNA hesaplama, esas olarak canli hiicrelerde bulunan kisitlar altinda mantiksal
hesaplamalar gerceklestirmeyi amaclamaktadir. Kisitlar hibridizasyonda meydana
gelebilecek hatalari en aza indirmek icin yapilir. Baslica DNA kisitlari; Hamming
uzaklik kisiti, ters-sira (reverse) kisiti, ters-sira tamlayan (reverse-complement) kisit
ve sabitlenmis GC-miktar kisitidir (fixed GC-content) [|12].

Gilintimiize kadar DNA kisitlar1 g6z oniinde bulundurularak cebirsel yapilardan olan
sonlu cisimler ve sonlu halkalar iizerine bir cok DNA kod calismasi gerceklestirildi.
DNAnin 4 molekiiliiniin olmasi 4 veya 4’iin kuvveti elemanli sonlu yapilar iizerinde
calismay1 gerektirdi. Abulraub vd., F, cisminin elemanlar1 ile DNA molekdilleri
arasinda esleme yaparak DNA kod insa ettiler [13]. Oztas vd. ise F;¢ cisminin
elemanlar1 ile 2 uzunluklu DNA bazlar1 (DNA 2-bazlar1) arasinda iliski kurarak bazi
0zel polinomlar yardimiyla DNA kod elde ettiler [|14] ve bu polinomlar1 kullanarak
DNA kodlari F,x cisminde genellestirdiler [[15]. Siap vd. ise F,[u]/(u®* — 1)
zincir halkasinin (chain ring) elemanlar1 ile DNA molekiilleri arasinda iliski kurarak
ters-sirali DNA kod elde ettiler. Yildiz vd. tarafindan yapilan calismada F,[u]/(u*—1)
zincir halkasi kullanilarak DNA 2-bazlari iliskilendirildi [[16]]. Bayram vd. tarafindan
ise F,+VF, zincir olmayan halkasi (non-chain ring) tizerinde DNA kod calismasi yapildi
[17].

Matematiksel biyoloji alaninda calisan arastirmacilarin, DNA dizilerinin yapisindaki
hata diizelten kodlarin varligina iliskin meraki olumlu sonu¢ verdi. Faria vd.
tarafindan yapilan ¢alismada [[18]], Trav7 (T cell receptor alpha variable 7) geninin

n = 511 uzunluklu bir kodsoz olarak, sadece bir bit fark ile, devirli kodlarin (cyclic



codes) onemli bir alt sinifi olan GF(4) {izerindeki bir BCH kodun elemanina karsilik

geldigi gorildii.

1.2 Tezin Amaci

Yerel Frobenius olup zincir olmayan bir halka tizerinde tanimlanan bir C devirli
kodunu iireten ideal yapisinin, kodun iirete¢ matirisinin ve kodséz sayisinin
belirlenmesi ayrica dual kodun iiretecinin belirlenmesi amaclanmaktadir. R halkasi
tizerindeki kodlarin Gray dontistimii ile ve dongiisel matrisler ile optimal ikili
lineer kodlar elde edilmesi amaglanmaktadir. R halkasinin cebirsel yapisindan
faydalanilarak ters-sirali DNA kodlarin ve ters-sirali tamlayan DNA kodlarin elde
edilmesi amaclanmaktadir. Ayrica gercek DNA dizileri iizerinde hata diizelten kodlarin
gosterilmesi ve gercek DNA dizilerinde bulunan 6zel bolgeler ile hata diizelten kodlar

arasinda bir iligski kurulmas1 amaclanmaktadir.

1.3 Orijinal Katki

Bu calismada yerel Frobenius olup zincir olmayan bir halka tizerinde tanimlanan bir
C devirli kodunu treten ideal yapisi belirlenmekte olup kodun iirete¢ matirisi ve
kodsoz sayisi verilmektedir. Ayrica dual kodun iireteci gosterilmektedir. R halkasi
tizerindeki kodlarin Gray dontisiimii ile ve dongiisel matrisler ile optimal ikili lineer
kodlar elde edilmektedir. Ters sirali DNA kod elde etmek icin oncelikle ters siralilik
probleminin ¢oziilmesi gerekir. Bu ¢alismda ters siralilik problemini ¢6zmek icin daha
once bulunan yontemlerin disinda R halkasinin cebirsel yapisindan faydalanilarak, ters
siralilik problemi ¢oziilmekte ve boylece ters-sirali DNA kodlar ve ters-sirali tamlayan
DNA kodlar belirlenmektedir. Ayrica insanda ve farede bulunan 7 farkli Trav7 geni
ve molekiiler biyoloji tizerine yapilan calismalarda oldukca sik kullanilan Arabidopsis
Thaliana bitkisinden alinan gen (NRPB5 Eukaryotic rpb5 RNA polymerase subunit
family protein [Arabidopsis Thaliana (thale cress)]) icin kodlanmayan bélge (intron)
ve kodlanan bolge (exon) gibi protein sentezinde aktif rol oynayan 6zel bolgeler ile
hata diizelten kodlar arasinda bir iliski kurulmaktadir. Kodlanmayan bolgeyi belli bir

ylzde ile tahmin edebilen bir algoritma gelistirilmistir.

1.4 Tezin icerigi
Boliim 2’de oncelikle halkalar, sonlu cisimler ve modiiller ile ilgili tezde bahsi

gecen genel tanim ve teoremler yer alacaktir. Ayrica hata diizelten kodlar, lineer

kodlar ve devirli kodlardan bahsedilecektir. Son olarak ise DNA ile ilgili kavramlara



deginilecektir.

Boliim 3’te F, + uF, + v, + v2F, halkasinin yapisi incelenecek ve bu halka iizerindeki
devirli kodlar belirlenecektir. Belirlenen kodlar icin {irete¢c matrisi ve kodsoz sayisi
elde edilecektir. Ayrica dual kodun iireteci belirlenecek ve R halkasi iizerindeki lineer
kodlar icin kendine dik olma kosulu verilecektir. R halkasi iizerindeki kodlarin Gray
dontisimlerinden optimal ikili lineer kodlar elde edilecektir. Elde edilen kodlarin
kendine dik kod olduklar: ve tiimiiniin bir-agirlikli kod olduklar: gosterilecektir. Farkl
bir kod insa metodu olarak dongiisel matrisler kullanilarak optimal kodlar elde
edilecektir. Bu sekilde elde edilen kodlarin iki-agirlikli optimal kod olduklar1 hatta

iclerinde optimal iki-agirlikli kodlarin da oldugu gosterilecektir.

Béliim 4’te F,+ulF,+vF,+v>F, halkasi {izerindeki devirli kodlar {izerinden DNA kodlar
belirlenecektir. R halkas: tizerinde tanimlanan devirli kodlarin cebirsel yapisindan
faydalanarak DNA kodlar i¢in biiyiik 6nem tasiyan ters siralilik problemi coziilerek

ters-sirali DNA kod ve ters-sirali tamlayan DNA kodlar belirlenecektir.

Boliim 5’te gercek DNA dizileri tizerinde hata diizelten kodlar incelenecektir. Insanda
bulunan TRAV7 (T cell receptor alpha variable 7) geni ve farede bulunan TRAV7-1
ile TRAV7-6 arasindaki 7 gen iizerindeki lineer kod yapisi incelenecektir Bu
genlerden kayan pencete metodu ile elde edilen vektorleri satir kabul eden matrislerin
tirettigi kodlar belirlenerek ozelliklerine gore siniflandirilacaklardir. Bu boéliimde
son olarak TRAV7 geni ve Arabidopsis Thaliana geni icin hata diizeltme grafikleri
belirlenerek hata diizeltemeyen kodlarin genler iizerindeki kodlanmayan bolgelerde

yogunlastiklar1 gosterilecektir.



2

TEMEL BILGILER

Bu boliimde oncelikle halkalarla ilgili baz1 kavramlar agiklanacaktir. Ardindan hata
diizelten kodlar icin biiylik 6neme sahip olan lineer kodlarla ilgili 6nemli tanim ve
teoremler verilecektir ve devirli kodlar aciklanacaktir. Son olarak ise DNA kavramina
dair bilgilerden ve DNA koddan bahsedilecektir.

2.1 Halkalar

Bu kisimda halkalar ile ilgili kavramlardan bahsedilecektir. Tanim ve teoremler

Thomas W. Hungerford un, Algebra [[19] isimli eseri esas alinarak yazilmustir.

Tanmim 2.1. R bos kiimeden farkli bir kiime olmak {izere toplama ve carpma ikili
islemli (R, +, ) cebirsel yapis1 verilsin. Asagidaki ti¢ kosulun saglanmasi durumunda
bu yapiya halka denir.

1. (R,+) bir degismeli gruptur.
2. Hera,b,c€Ricin(a-b)-c=a-(b-c).

3. Hera,b,ceRigina-(b+c)=a-b+a-cve(a+b)-c=a-c+b-c.

Bundan sonra a ile b’nin ¢arpimi i¢in a - b yerine ab kullanilacaktir.

Tanim 2.2. Bos kiimeden farkli R kiimesi i¢in (R, +, -) cebirsel yapisi verilsin. Buna
gore asagidaki tanimlar mevcuttur.

1. R halkasinda carpma islemine gore degisme 6zelligi varsa, yani her a, b € R icin,

ab = ba ise R’ye bir degismeli halka denir.

2. R halkasinda carpma isleminin birim elemani varsa, yani her a € R icin, 1za =
alp = a olacak sekilde R halkasinda bir 1; elemani varsa, R’ye birimli halka
denir.



3. R halkasindaki bir u elemaninin R’de tersi varsa, yani uv = vu = 1y sartini

saglayan bir v € R varsa u’ya R'nin birimsel elemant denir.

4. Rbirimli halkasiicin Oy disindaki tiim elemanlarinin tersi varsa bu halkaya bélen-

ler halkast denir.

Bu boliimde gecen tanim ve teoremlerde R halkasi birimli ve degismeli bir halka olarak
kabul edilecektir.

Yukarida bahsedilen tanimlamalara gore Z ve Z, (mod n kalan siniflarinin kiimesi)
toplama ve ¢arpma islemlerine gore degismeli ve birimli birer halkadir. Cift sayillardan

olusan 27 halkasi ise degismeli ve birimli olmayan bir halkadir.

Tanmim 2.3. R bir halka ve her r € R i¢in nr = 0Oy kosulunu saglayan pozitif n
tamsayilarinin en kii¢iigii R halkasinin karakteristigidir. Bu sart1 saglayan n sayisi

olmamasi durumunda halkanin karakteristigi sifirdur.

Karakteristigin tanimina gore Z,Q,R ve C halkalarinin karakteristigi O’dir.  Z,

halkasinin karakteristigi ise n’dir.

Tanmim 2.4. R bir halka, S kiimesi R halkasinin elemanlarindan olusan kiimenin bos
kiimeden farkli bir alt kiimesi olsun. S kiimesi R halkasindaki islemlere gore halka

olma kosullarini sagliyorsa S kiimesine R halkasinin bir alt halkas1 denir.

Tanim 2.5. R bir halka, I, R halkasinin bir alt halkas: olsun.

1. Her r€eRve b€l iginrb €1 ise I bir sol idealdir.
2. Her reRve b €1 icin br €1 ise I bir sag idealdir.

3. I hem sag hem de sol ideal ise I’ya R halkasinin bir ideali denir.

Idealin tanimina gére k € Z olmak iizere, kZ alt halkas: Z halkasinin bir idealidir.

Bir X C R kiimesi tarafindan iiretilen ideal (X) seklinde gosterilir. X kiimesi sonlu
sayida eleman iceriyorsa, (X) idealine sonlu iiretilmis ideal denir. Eger (X) idealli,
(X) = (x) gibi tek bir eleman tarafindan iiretiliyorsa, temel ideal olarak adlandirilir.

Halkanin tiim idealleri temel ideal ise bu halkaya temel ideal halkast denir.

Tanim 2.6. Bir halkanin (0) ve (1) ideallerine asikar idealler, bunlarin disindaki

ideallerine ise asikar olmayan idealler denir.



Tanim 2.7. R bir halka olsun. R halkasinin tim idealleri tam sirali ise R halkasina
gincir halkast (chain ring) denir. Aksi takdirde, bu halkaya zincir olmayan halka

(non-chain ring) denir.

Tanim 2.8. R bir halka olsun. R’nin asikar olmayan ideallerinin en biiyiigiine maksimal
ideal denir. Sadece bir maksimal ideale sahip olan halkaya ise yerel halka (local ring)

denir.

Ornek 2.1. Z, halkasimn idealleri (0) C (8) € (4) C (2) € (1) = Z,, seklinde zincir
olusturur. Dolayisiyla Z,¢ bir zincir halkasidir. Bu halkanin maksimal ideali ise (2)’dir.
Ancak S = Z,[x] / (x + x2> halkasinin idealleri Sekil den goriilecegi tizere tek bir

zincir olusturmadigi icin bir zincir olmayan halkadir.

e

Sekil 2.1 S halkasinin ideal latisi

Tanmim 2.9. R bir halka ve S bog kiimeden farkli bir alt halkasi olsun. Ann(S) = {a €
R : herx € Sicinax = 0z} kiimesi R'nin bir sol idealidir. Eger S, R halkasinin bir sol
ideali ise Ann(S), R halkasinin bir idealidir. Ann(S) ye R'nin sifirlayicist (anhilatorii)
denir.

Teorem 2.1. R bir halka, I ise bir ideali olsun. Her r; +1,r, + I € R/I i¢in asagidaki
gibi tanimlanan toplama ve carpma islemlerine gore R/I bir halkadir.

o (r+I)+(ry+I)=(r;+ry)+1.

o (m+D)(ry+I)=rry+1.
Ayrica, R halkasi degismeli halka ise R/I halkasi da degismeli halkadir. R halkasi

birimli halka ise R/I halkasi da birimli halkadur.

Yukaridaki teoremde bahsedilen R/I halkasi R halkasinin I idealine gore béliim halka-

sudir.



Tanmim 2.10. (R, +,-) ve (S, ®, ®) iki halka ve f : R — S bir fonksiyon olsun. Her a, b €
R icin asagidaki islemler saglaniyorsa, f fonksiyonuna R halkasindan S halkasina bir

halka homomorfizmast denir.

* fla+b)=f(a)® f(b).
* f(ab)= f(a)® f(b).

Birebir 6rten halka homomorfizmasina izomorfizma denir. Ayrica R ve S halkalar

arasinda bir izomorfizma varsa bu iki halka birbirine izomorftur.

Ornek 2.2. n porzitif tamsay1 olmak iizere Z/(n) degismeli ve birimli bir béliim

halkasidir. Bu halka ayni1 zamanda Z, halkasina izomorftur.

R bir degismeli halka ve ay,a,,...,a, € R olmak lizere R[x] = {a, + a;x + ... + a,x" :
n > 0} kiimesine toplama ve ¢arpma islemlerine gore R halkasi iizerindeki polinom

halkast denir.

R[x] polinom halkasinin elemanlarina polinom denir. Ayrica a, # 0 olmak {izere
f(x) = > a;x" polinomunun derecesi n’dir ve der(f(x)) olarak gésterilir. a, = 1

i=0
ise polinoma 6zel olarak monik polinom denir.

2.2 Sonlu Cisimler

Bu boéliimde [19]] nolu eserden faydalanilarak sonlu cisimler konusuna kisaca

deginilecektir.

Tanim 2.11. Bos kiimeden farkli bir R kiimesi icin (R, +,.) cebirsel yapisi verilsin.
Eger R degismeli bolenler halkasi ise R’ye cisim denir. Cisim, genel olarak F veya F ile

gosterilir.

Tamim 2.12. F bir cisim olsun. pl, = 0 kosulunu saglayan, eger varsa, pozitif p
tamsayilarinin en kii¢iigiine F cisminin karakteristigi denir. Bu sart1 saglayan p sayisi

olmamasi durumunda cismin karakteristigi sifirdir.
Teorem 2.2. Cismin karakteristigi ya sifirdir ya da bir asal sayidir.

Teorem 2.3. Karakteristigi p olan F sonlu cisminin eleman sayisi ¢ = p" (n € Z*)dir

ve F, ile gosterilir.



2.3 Modiiller

Bu boliimde modiillerle ilgili baz1 tanim ve teoremlere yer verilecek olup bu bilgiler

icin [[19]] nolu kaynaktan faydalanilmistir. R halkasi birimli ve degismeli bir halkadir.

Tanim 2.13. R bir halka olsun. M toplama islemine gore bir degismeli grup olsun.
M’deki elemanlarin, R’deki elemanlarla skaler carpimi, R x M — M fonksiyonu
asagidaki kosullar1 sagliyorsa, M’ye R iizerinde bir sol modiil veya kisaca sol R-modiil

denir.

1. Herr e Rve her m,m’ € M i¢in, r(m+m’) =rm+rm’.
2. Herr,r’€eRveherme M icin, (r +r'Y) m=rm+r'm.

3. Her r,r’ € Rve her m € M icin, (rr’)m = r(r'm).

Tanim 2.14. R bir halka, M bir R—modiil ve N € M bostan farkli bir alt kiime olsun.

N kiimesi bir R—modiil ise N kiimesine M nin bir alt modiilii veya R-alt modiilii denir.

Onerme 2.1. R—modiil M’nin bostan farkli bir N € M kiimesinin alt modiil olmas1

icin gerek ve yeter sart her r,r’ € R ve her m,m’ € N icin rm + r'm’ € N olmasidur.

Tanim 2.15. M bir R—modiil ve m € M olsun. m elemamn tarafindan iiretilen sol alt
modil (m) = Rm = {rm : r € R} olarak tanimlanir. M = (m) olacak sekilde bir m € M
bulunabiliyorsa M’ye devirli modiil denir.

Tanim 2.16. R bir halka, M bir R—modiil ve S = {y;};c; de M’nin bir {irete¢ kiimesi

olsun. Her m € M elemani, r; € R ve y; € S olmak lizere m = > ¥; seklinde

. T
jel ")
yazilabiliyor ve bu yazilig tek tiirlii oluyorsa, S = {y;};¢; kiimesine M igin bir taban

denir ve M modiiliine serbest modiil denir.

2.4 Hata Diizelten Kodlar

Iletisim teorisi, dijital diinyada bilgi iletimi ve bilginin depolanmasini konu olarak ele
alir. Bell telefon laboratuarlarinda matematikgi olarak gorev yapan Claude Shannon,
1948 yilinda yayinladigi makalesinde [[3]], iletisim kanal modelinin sistematik yapisini
sunarak iletisimdeki matematiksel teoriyi gelistirdi. Bu teoriye gore bilgi transferinde
ilk olarak kaynaktan ¢ikan mesaj, kanala uygun hale gelmesi icin kodlayic1 (encoder)
tarafindan kodlanir. Kods6z (codeword) olarak isimlendirilen kodlanan mesaj
kanaldan gecerken giiriiltiiye yani hataya (error) maruz kalir. Kanaldan cikan
mesaj ise dekodlayic1 tarafindan doniistiiriiliir ve tahmini mesaj aliciya iletilir. Bilgi
transferinin basit bir semas: Sekil [2.2]de yer almaktadir.



Kodlayici Dekodlayici

Sekil 2.2 Iletisim kanal modelinin sistematik diyagrami

Shannon’un [3]] nolu ¢alismasinda, eger uygun kodlama ve kod ¢6zme metodu
kullanilirsa bilginin istenilen oranda giivenli iletiminin saglanacagindan bahsedildi.
Kodlamanin nasil yapilacagi sorusu ise kodlama teorisinin ortaya c¢ikmasini
saglamistir. Hamming’in [[4] nolu calismasi ise hata diizelten kodlarin temelini

olusturmaktadir.

Bilgi aktarimi esnasinda cevresel faktorlerden ya da kaynaktan dolayr bilginin
giiriiltiiye maruz kalmasi kaginilmazdir. Giiriiltii ise iletilmek istenen bilginin hatali
bir sekilde aliciya ulasmasina sebep olabilir. Bir kanal boyunca bilginin iletilmesi ve
varsa hatanin tespit edilmesi ve hatta miimkiinse diizeltilmesi hata diizelten kodlar

teorisinin konusudur.

Bu boliimde hata diizelten kodlar, lineer kodlar ve devirli kodlar ile ilgili baz1 tanim
ve teoremlere yer verilecektir. Bu tanim ve teoremler [20] nolu eser temel alinarak

yazilmstir.

Tamim 2.17. Alfabe olarak tammlanan A = {a;,a,,...,a,} eleman sayisi q olan bir

kiime olsun. Asagidaki tanimlamalar mevcuttur.
1. w = wyw,..w, seklindeki diziye n uzunluklu gq—lu séz denir. —w sozi
(wq,w,,...,w,) seklinde vektor olarak da gosterilir.

2. Akiimesinin elemanlarindan olusan n uzunluklu vektorlerin olusturdugu bostan
farkli bir C € A" kiimesine kod denir. C kodunda bulunan vektorlere ise C

kodunun kodsézleri denir.
3. A={0,1} = Z, ise C koduna ikili kod denir.
4. C kodunun kodsoz sayisi |C| ile gosterilir.
Bir kodun kodsozleri arasindaki uzaklik hata tespitinde ve miimkiinse diizeltilmesinde

biiyiik 6nem tasir. Kodsozler arasindaki uzaklik tanimi ve uzakliga baghh bazi

kavramlar asagida yer almaktadir.
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Tanim 2.18. u = (uy,uy,...u,) ve v.= (v,V,,...v,) vektorleri A" kiimesindeki
birbirinden farkli iki s6z olsun. Sozler arasindaki Hamming uzaklik, u ve v s6zlerinin
koordinatlarinin farkli oldugu yerlerin sayisidir ve d(u,v) = [{i :u; #v;,1 <i < n}|

seklinde hesaplanir.

Ornek 2.3. A = {0,1,2,3} ise A% kiimesinden secilen u = 12022 ve v = 10121

sozlerinin arasindaki Hamming uzaklik d(u,v) = 3 olur.

Tanim 2.19. C, en az iki kodsoéze sahip bir kod olsun. C kodunun minimum Ham-
ming uzakligi birbirinden farkli kodsozlerin aralarindaki uzakliklarin en kii¢iigiidiir ve
d(C) = min{d(u,v)|u,v € C,u # v} seklinde ifade edilir.

Tanim 2.20. C, q elemanl bir alfabede tanimli, uzunlugu n, eleman sayis1t M ve
minimum uzaklig1 d olan bir kod olsun. n, M ve d sayilarina C kodunun parametreleri

denir. C kodu ise parametreler cinsinden (n, M, d),—kod olarak isimlendirilir.

Ornek 2.4. C = {1000,1100,1011} ikili kod olsun. C kodunun kodsézleri arasindaki
(Hamming) uzakliklar d(1000,1100) = 1, d(1000,1011) = 2 ve d(1100,1011) = 3
oldugundan d(C) = 1 dir ve C kodu ikili (4,3, 1),-koddur.

Bir kodun en kiiciik uzakligi, kodun tespit edebilecegi ve diizeltebilecegi hata sayisi

hakkinda bilgi verir. Bu bilgiye iliskin teorem asagida yer almaktadir.

Teorem 2.4. C bir kod ve d kodun minimum uzaklig1 olsun. C kodu olarak d —1 hata

tespit eden koddur.

Teorem 2.5. C bir kod ve d kodun minimum uzakligi olsun. C kodu olarak |(d —1)/2]
hata diizelten koddur.

Burada | x| ile ifade edilmek istenen x’e esit ya da x’ten kiiciik en biiyiik tamsayidir.

2.4.1 Lineer Kodlar

Bu boliimde lineer kodlardan bahsedilecek olup 6nemli tanim ve teoremlere

deginilecektir. Boliimiin hazirlanmasinda [[21]] nolu kaynaktan faydalanilmistir.

Tanim 2.21. F; vektor uzayinin bir alt uzayina F, sonlu cismi tizerinde uzunlugu n

olan bir lineer kod denir.

Tanim 2.22. C, n uzunluklu bir lineer kod, u = (u;,u,,...,u,) Cnin bir kodsozii
olsun. u kodsoziiniin Hamming agirlig1 sifirdan farkli bilesenlerinin sayisidir ve wt(u)

seklinde gosterilir.
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uve v, F; vektor uzayindaki iki s6z olsun. Iki séz arasindaki uzaklik ile sézler

arasindaki fark vektoriiniin agirlig1 birbirine esittir, yani d(u,v) = wt(u — v) olur.

Tanim 2.23. C bir lineer kod olsun. C kodunun minimum Hamming agirligi,
kodso6zlerinin Hamming agirliklarinin sifirdan farkli en kiiciik olanidir ve wt(C)

seklinde gosterilir.

Teorem 2.6. C bir lineer kod olsun. C kodunun minimum Hamming agirlig: ile

minimum Hamming uzaklig1 birbirine esittir, yani wt(C) = d(C) olur.

C, Fg vektor uzayinda bir lineer kod olsun. Uzunlugu n, boyutu k ve minimum
Hamming agirhgi d olan bir C lineer kodu parametreler cinsinden [n, k,d],—kod
seklinde ifade edilit. C kodunun kodséz sayist |C| = ¢¥’dir. Boyutun sifir olmasi

durumunda ise C koduna asikar kod denir ve bu kod sadece sifir vektoriinii igerir.

Ornek 2.5. C = {00000,10000,10011,00011} ikili lineer kodunun kodsozlerinin
agirliklar sirastyla wt(0000) = 0, wt(10000) = 1, wt(10011) = 3 ve wt(00011) =
2’dir. C lineer kodunun uzunlugu 5, minimum Hamming uzakligi 1 ve boyutu 2
oldugundan kisaca [5, 2, 1],-kod olarak ifade edilir.

Tanim 2.24. q > 1, n ve d pozitif tamsayilar1 1 < d < n sartin1 saglasin. Singleton

n—d+1

stnurt (singleton bound), |C| < q olacak sekilde C kodunun kods6z sayisi i¢in bir

Ust sinir verir.

Tamim 2.25. Singleton sinirini saglayan yani parametreleri d = n — k + 1 sartin

saglayan [n, k, d ]-koda MDS (maximum distance separable) kod denir [21]].

Kodlama teorisinin temel problemi n, k ve d parametrelerinden herhangi ikisi sabit
tutuldugunda digerinin en uygun hale getirilmesidir. Bu optimizasyonu gercekleyen
kodlara optimal kodlar denir. Lineer kodlar icin uzunlugun (1 < n < 256) ve boyutun
(1 < k < 256) sabit tutulmasi durumunda miimkiin olan en biiyitk Hamming uzaklik
[22] nolu kaynakta yer almaktadir.

C bir lineer kod, u = (uy,u,,...,u,) vev=(vy,v,,...,v,) vektorleri R" vektor uzayinda
iki vektor olsun. u ve v vektorlerinin Oklit i¢ ¢arptmu, islemler R halkasinda olacak
sekilde [u,v]=>"_ u;v; olarak hesaplanir.

i=1

R halkasi iizerindeki n uzunluklu C lineer kodu icin, C kodunun dual kodu C*+ = {u €

R" :herv € C, [u,v] = 0} olarak tanimlanir.

Tanim 2.26. C bir lineer kod olsun. C € C* ise C koduna kendine dik (self-orthogonal)
kod denir. C = C* ise C koduna kendine dual (self-dual) kod denir.
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Lineer kodlarda baz vektorlerinin bilinmesi kodsozleri tanimlamada kolaylik saglar.
Kodlama teorisinde lineer kodlarin bazlari1 matris olarak gosterilir. Bir lineer kodun
baz vektorlerinin olusturdugu matrise kodun iirete¢ matrisi denir. Uretec matrisi G ile
gosterilir. Lineer kodun dual kodunun iirete¢ matrisine ise parite kontrol matrisi denir.
Parite-kontrol matrisi H ile gosterilir.

Lineer kodlarin lineer olmayan kodlara gore bircok avantaji vardir. Bu avantajlar

asagidaki gibi siralanabilir.

1. Lineer kodlar, vektor uzay: olduklari icin bir taban kullanilarak daha kolay ifade
edilirler.

2. Lineer kodun minimum uzakligi, kodun sifirdan farkli kodsézlerinin
agirliklarinin en kiciigiine esittir.

3. Lineer kodlar icin kullanilan kodlama ve dekodlama algoritmalar1 daha hizh
calisir [20]].

Kodlama teorisi iizerine yapilan calismalar genellikle lineer kodlar iizerinedir. Bunun
sebebi lineer kodlarin bir cebirsel yapiya sahip olmasidir [20]. Ornegin, lineer bir kod
ireteg veya kontrol matrisi ile ifade edilir. Kodun parite kontrol matrisinden, minimum
Hamming uzakligina ulasilabilir. Minimum Hamming uzaklig1 bilinen kodun kag hata

tespit edebilecegi veya diizeltebilecegi bilgisi de kolayca elde edilir.

2.4.2 Devirli Kodlar

Bir lineer koddaki her bir kodsoziin dairesel dondiiriilmesi ile yine bir kodsoz elde
ediliyorsa bu tip kodlara devirli kod (cyclic code) denir. Bu fikir ilk olarak Prange
tarafindan 1957 yilinda ortaya atilmistir [23]]. Devrili kodlarin yapisi incelendiginde
ise n uzunluklu, k boyutlu devirli kodun, derecesi n — k olan bir polinom tarafindan
ifade edilebildigi goriilmiistiir. En 6énemli kod ailelerinden olan Hamming kod, Golay
kod ve BCH kod devirli kodlardir [[20].

Giinlimiize kadar devirli kodlarla ilgili farkli yapilar izerine bircok calisma yapilmistir.
Bu boliimde devirli kodlarin cebirsel yapisindan bahsedilecektir. Tanim ve teoremler

icin [20] nolu kaynaktan faydalanilmistir.

Tanim 2.27. C, n uzunlugunda bir lineer kod ve her (cy,c¢y,...,¢,_;) € C icin
(¢h—1,Cg5 -+ -, Cys) € C ise C’ye devirli kod denir. o(cy,Cq,.-.,¢h1) = (Ch—15Cos -+ -»Cps)
devirsel hareketini saglayan o doniisiimiine ise devirsel 6teleme (cyclic shift) denir
[34].
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Ornek 2.6. C = {0000,1100,0110,0011, 1001} bir devirli koddur.

Devirli kodlarin kombinatoriyel yapisi polinomlar yardimiyla cebirsel yapiya
donistiiriilir. @ : F! — Fy[x]/{x" — 1) lineer déniisiimii ¢ = (cp,¢y,...,C;1)

n~1 elemanina egler.

kodsoziinli polinom halkasindaki c¢(x) = ¢y + ¢;x + ... + ¢,1X
Bu durumda c¢ elemaninin devirsel 6telemesi polinom halkasinda xc(x) mod(x" —
1) polinomuna karsilik gelir. Ayrica ® lineer doniisiimii yardimiyla devirli kodlar

ideallerle iligkilendirilebilir.

Teorem 2.7. C C F; lineer kodunun devirli kod olmasi i¢in gerek ve yeter kosul ®(C)

kiimesinin F,[x]/(x" — 1) polinom halkasinin bir ideali olmasidur.

Teorem 2.8. I ideali F;[x]/(x" — 1) halkasmnin sifirdan farkl bir ideali ve g(x), I
idealinin sifirdan farkli en kiiciik dereceli monik polinomu olsun. g(x), I idealinin

irete¢ polinomudur ve x™ — 1 polinomunu boler.

Teorem 2.9. F,[x]/(x"—1) halkasimn sifirdan farkl her ideali i¢cin en kiigiik dereceli

monik polinom tektir.

Tanim 2.28. F [x]/ (x™—1) halkasinin bir I idealinin sifirdan farkl en kii¢tik dereceli
monik polinomuna I'nin {irete¢ polinomu denir. C devirli kodu icin ise ®(C)’nin iirete¢

polinomu ayni zamanda C kodunun iirete¢ polinomudur.

Yukaridaki tanim ve teoremlerin uygulamasi niteligindeki ornek asagida yer

almaktadir.

Ornek 2.7. C = {0000,1100,0110,0011,1001} devirli kodunu ele alalim. ®(C) =
{0,1+ x,x +x2,x? + x3,1 + x3} kiimesi F,[x]/{x*— 1) halkasinin 1 + x elemam
tarafindan {retilen idealidir. 1+ x elemani ayni1 zamanda C devirli kodunun {iretec

polinomudur.

Teorem 2.10. x" — 1 € F [x] polinomunu bélen her bir monik polinom, F;’de bir

devirli kodun tiretecine tekabiil eder.

Teorem [2.9]ve [2.10/den asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 2.10.1. x"—1 € F [x] polinomunun monik bélenleri ile F;’deki devirli kodlar

arasinda birebir esleme vardir.

Teorem 2.11. g(x), F,[x]/(x"—1) polinom halkasinin bir idealinin iirete¢ polinomu
olsun. g(x) polinomunun derecesi n —k ise ideale karsilik gelen devirli kodun boyutu
k’dir.
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Ornek 2.8. x®—1 polinomunun F,[x]'de carpanlara ayrilist x®—1 = (1+x)?(1+x +
x?)? seklindedir. {(1+ x + x?)?) idealine karsilik gelen devirli kod bir [6, 2, 3]-koddur
ve kodsozleri {0000000,101010,010101,111111} seklindedir.

Teorem 2.12. x"—1 = g(x)h(x) ve C kodu iiretec polinomu g(x) = gy + g1 x+...+
g, X" olan bir devirli kod olsun. C devirli kodunun iirete¢c matrisi asagidaki gibidir.

g(x) g 81 " &nk 0 o o0 --- 0
xg(x) 0 .0 0 --- 0

_| ¢ _| T & & 8nk Dl e
xk—lg(x) 0 0 0 gO gl gn—k

C devirli kodunun parite kontrol matrisi ise h(x) = hy +h;x + ...+ h,x* olmak iizere

asagidaki gibi elde edilir.

h*(x) hy hi, -+ h 0 o o --- 0
xh*(x 0O h h,, -+ h o o ..- 0

H= '( )| y e 0 | e
Xn—k—lh*(x) 0 0 0 hk hk—l hO

2.5 DNA ile ilgili Baz1 Kavramlar

DNA; hiicrelerin nasil davranmas: gerektigi bilgisini ve biyolojik gelismelerle ilgili
genetik talimatlar1 icinde barindiran bir molekiildiir. Adenin (A), guanin (G), sitozin
(C) ve timin (T) bazlarindan (niikleotid) olusur. DNA molekiiliiniin seker ve fosfattan
olusan yapisina tutunan bazlar DNA molekiiliiniin bir dizisini olustururlar. 1ki DNA
dizisinin, birbirini tamamlayan bazlarin kars: karsiya gelmesiyle birbirine baglanarak
DNA cift sarmal (double helis) yapisi olusturmasina ise hibridizasyon denir. Bu
baglanma WCC (Watson Crick complement) 6zelligi geregi birbirinin tamamlayici
bazlar1 olan A ile T ve G ile C baz eslesmesi ile gerceklesir. Tamamlayici bazlar
arasindaki iliski A = T ve G° = C seklinde gosterilir. Baglanma esnasinda
tamamlayici bazlardan A ile T arasinda iki zayif hidrojen bag, G ile C arasinda ise
lic zayif hidrojen bag olusur. Bazlar yapisal olarak ise piirin ve primidin olarak ikiye

ayrilirlar. Piirinler adenin ve guanin, pirimidinler ise timin ve sitozinden olusur.

DNA dizisinin uc¢ noktalar1 yapisal farkliliklardan dolayr 3’ ucu ve 5’ ucu olarak
isimlendirilir =~ DNA ve RNA dizileri 5 ucundan 3’ ucuna dogru sentezlenir.
Hibridizasyon esnasinda ise iki zincir birbirlerine antiparalel olarak yapisir. Bu
ise bir taban DNA dizisi aldigimizda bu diziden ters-sirali tamlayan bir DNA dizi
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Sekil 2.3 DNA cift sarmal goriintiisii [[24]]

sentezlendigini gosterir.

Sekil [2.4/de taban DNA dizisi 5 — ATTGCTACAACCG — 3’ olsun. Bu zincirden
sentezlenen DNA dizisi 5 — CGGTTGTAGCAAT — 3’ olur. Buna gore, 5 —
ATTGCTACAACCG—3've 5 —CGGT TGTAGCAAT —3’ zincirleri WCC kuralina gore
birbirlerine yapisarak DNAnin ¢ift sarmal yapisini olustururlar.

5' 3
I I D I D I I O I
AT TGO CTATCAA ATCTCSOG

Taban DNA zinciri

Sentezlenen DNA
zinciri

—
— 0
— 0
s

3' 5'
¢mmmm  Sentez yonii

Sekil 2.4 WCC kuralina gore DNA dizilimi

Bu tezde gecen DNA ile ilgili bazi kavramlar kisaca asagidaki gibidir:

e Replikasyon; Hiicre boliinmesi 6ncesinde DNA molekiiliiniin kendini eslemesine
denir.

e Yazilma (transkripsiyon); DNA dizisindeki genetik bilginin kopyalanip aynisinin
mRNAya (messenger RNA) aktarilmasidir.

e Okunma (translasyon) ise mRNA fiizerindeki kodonlara (mRNAda bulunan
3 niikleotidden olusan diziler) uygun amino asitler ile ribozom organelinde
protein sentezlenmesidir.
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e Mutasyon; genetik materyalde meydana gelen degisikliklerdir.

2.6 DNA Replikasyonu ile Kodlama Teorisi Arasindaki iliski

Biyolojide DNA veya protein dizisinin bir bilgisayar kullanilarak, biyoenformatik
yontemlerle incelenmesine dizi analizi (sequences analysis) denir. DNA, sonlu ve
sembolik bir dizidir. Dolayisiyla DNAnin incelenmesi dizi analizinden kodlama

teorisinin kullanimina genisletilebilir.

Ik olarak Battail, mutasyonla agir sekilde degistirilen bir dizinin tekrardan
evrimlestigini ve bir replikasyon kod ¢6zme cercevesi sundugunu belirtti [25]. May vd.
ise blok ve evrisimli kodlama modellerini kullanarak E. coli ¢eviri baglatma dizilerini
inceledi [26,27]]. Bu ¢calismada mRNA giiriiltiilii kodlanmis bir sinyal olarak goriiliir ve
diziyi ceviren ribozom kod ¢o6ziicii olarak diisiiniiliir. Ribozomal kod ¢6zme modelini
parametrelestirmek icin cesitli biyolojik ve kimyasal faktorler kullanilir. Blok kod
modeli, ribozomal baglanma sahasinin (binding site) [28]] taninmasinda etkilidir ve
evrisimli model, cevrilmis ve cevrilmemis diziler arasinda kolayca ayirt edilir. May vd.
[26, 27] bu calismalar ile kodlama modellerinin sinyal tanimada etkili oldugunu ve

DNAda dogal bir kodlama yapist olup olmadigi sorusunu akillara getirdi.

Replikasyon siireci tek basina ele alindiginda 1072 ile 10 arasinda bir hata oram
vardir [29]]. Ancak DNA kendi icinde hata diizeltmeyi amaglayan "tekrar okuma
(proofreading)" mekanizmasina sahiptir. Replikasyon islemi sirasinda, ilk 6nce sarmal
yap1 fermuar gibi acilmaya baslar ve acilan kisim iki ayri zincire ayrilir. Zincirin
karsisina sirastyla uygun tamamlayici bazlar kendilerini baglarlar ve birbirinin aynisi
olan iki merdiven olusur. Replikasyon sonrasi esas DNA molekiilii ile niikleotid dizilimi

ayni olan yeni DNA molekiilleri olusur.

Replikasyon esnasinda meydana gelen yerine koyma hatasi, tamamlayict bazin
yerlesmesi esnasinda baglanmasi gereken piirin yerine farkli bir piirin yerlesmesidir.
Benzer sekilde bir primidin, tamamlanma asamasinda baglanmasi1 beklenen
primidinin yerine gecebilir Ornegin, guanin ile sitozin primidininin baglanmasi
gerekirken baska bir primidin olan timin baglanir. Meydana gelen bu uyumsuzluk
DNAda bir kivrilma (kink) olusmasina neden olur ve dogru baz baglanana kadar

sentez durur. Bu basit tekrar okuma, hata oranini yaklasik 1071a kadar diisiiriir [[29]].

Bilim insanlar iletisim kanali modeli ile DNA islemleri arasinda paralellik oldugunu
diisiindiiler. Bir doktrinde kanal, kodonlarin proteinlere dontistiigii yer olarak gorildi
[30]. May vd. ise [27], kanalin DNA igin ¢ogalma isleminin gerceklestigi ve
genetik bilginin kusaktan kusaga aktarildigi ortam olarak kabul etti. Bu doktrin
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DNAnin transkripsiyonunun ve kopyalanmasinin giiriiltili bir islem olmasindan
dolay1 mutasyon modellemesi icin iyi oldugunu séyledi [27]]. Yukarida bahsettigimiz
tekrar okuma mekanizmasinin etkinligi engellendiginde, replikasyon siirecinde hata
orani artar. Bu da bizi replikasyon giiriiltiisiine karsi koruyacak bir blok kodlama yapis1

oldugu hipotezine gotiiriir.

Giiralti

Genetik
Bilgi === LCLIEN]

—
DNA
T Dekodlayici 4_|

Sekil 2.5 Kodlama varsayimiyla birlikte gen replikasyonlu giirtiltiilii kanal modeli

B1]

Sekil ve Sekil incelendiginde DNAnin mRNAya kodlanmasi ve mRNAnin
proteinlere dekodlanmasi siireci, iletisim kanal modeli ile benzerlik gostermektedir.

mRNA Amino
Asitler

mRNA

Replikasyon Kanali

2.7 DNA Hesaplama ve DNA Kod

Adleman [6], 1994 yilinda yaynlanan "Molecular Computation of Solutions to
Combinatorial Problems" isimli makalesinde, sentetik DNA dizilerinin WCC kuralina
gore birbirleri ile olan etkilesimlerinden faydalanarak 7 diiglim icin Hamilton yolu
problemini ¢6zdii. Bu calisma, DNA dizilerinin manipiile edilerek matematiksel

problemlerin ¢6ziimiinde hesaplama araci olarak kullanilabilecegini gosterdi.

Hamilton yolu probleminin ¢6zlimii icin, yonlii veya yonsiiz bir graf verildiginde her
diiglimden yalnizca bir kez gecmek sartiyla tiim diigiimlerden gecen bir yol olup

olmadig1 sorusuna cevap aranir. Bu problemi 6 diigiim icin modelleyelim.

Ornek 2.9. Sehirler arasindaki ucuslar Sekil te yonlii graf ile gosterilmistir. Buna
gore Manisa ve Sakarya arasinda gidis-doniis ucusu vardir. Sakarya’dan Denizli’ye ise
sadece gidis ucusu vardir, doniis ugusu yoktur.

Denizli’den baslayip tiim sehirlere bir kez ugrayarak Ankara’ya giden bir yol
aradigimizi kabul edelim. Bunun icin dncelikle her sehir 6 uzunluklu DNA dizileri ile
kodlanir. Sehirler arasindaki tiim olasi ucuslar, sehirler icin yapilan kodlamalara gore,

tamamlayic1 bazlar kullanilarak kodlanir. Yollar i¢in yapilan kodlama kalkis sehrine
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! Ankara
Istanbul

Sakarya

Manisa

Sekil 2.6 Sehirler arasindaki ucuslar icin yonli graf

karsilik gelen DNA dizisinin son 3-bazinin tamlayani ile varis sehrinin ilk 3-bazinin
tamlayaninin yanyana yazilmasi ile olur. Ornegin; Denizli sehrinin DNA dizi karsilig1
CCGAT G, Bursa sehrinin DNA dizi karsilig1 CGGT GC olarak verildiginden Denizli’den
Bursa’ya ucus TACGCC dizisi ile ifade edilir.

Sehir DNA Dizisi
Denizli CCGATG
Bursa CGGTGC
Sakarya | TTAAGG
Manisa GATACT
istanbul | AAAGGG
Ankara CGTCCA

Tablo 2.1 Sehirler ve DNA karsiliklar1

Problemin ¢6ziimii icin ise, sehirlere karsilik gelen DNA dizileri cogaltilarak bir tiipe,
yollara karsiik gelen DNA dizileri ise cogaltilarak baska bir tiipe konur. iki tiip
kanstirilir. Hibridizasyonu saglayan enzim eklenerek dizilerin uygun cift sarmallar:
olusturmalar1 saglamir. Farkli uzunluklu cift sarmallar elektromanyetik alandan
gecirilerek 6 uzunluklu zincirler ayiklanir. Son olarak da ayiklama yOntemleri
kullanilarak, Denizli ile baslayip Ankara ile biten zincirler elde edilir. Kalan DNA
dizileri Sekil [2.7]deki gibi okunarak problemin ¢6ziimiine ulasilir.

Tanim 2.29. C, n uzunluklu vektorlerden olusan bir kod olsun. C kodunun ¢ =
{cq,¢5, ..., ¢, } kodsOzlerinin bilesenleri ¢; € {A, G, C, T} ise C’ye DNA kod denir.

Tanim 2.30. C bir DNA kod ve u bir kods6z olsun. u kodsoziiniin ters-siralisi1 (reverse)

u’, ters-sirali tamlayani (reverse-complement) u’¢ seklinde gosterilir.
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CCGATG CGGTGC TTAAGG GATACT AAAGGG CGTCCA
\ N /\ AN /A /

\ / N\ /N /N / \ /
X /

\\ / \/ \/ \/ \/
TACGCC ACGAAT TCCCTA TGATTT CCCGCA

- - - - -

Sekil 2.7 Cift sarmal molekiil ¢oziimii

Ornek 2.10. u = GTACAGCTT vektoriiniin ters-siralisi u” = TTCGACATG,
ters-sirali tamlayani ise u"* = AAGCT GTAC vektoriidiir.

Tanim [2.29]e gore yukaridaki 6rnekte sehirleri temsil eden 6 uzunluklu vektorlerin
olusturdugu kiime bir DNA koddur.

Adleman’in deneyinden de goriilecegi gibi problemin ¢oziimiinde DNA dizilerinin
secimi oldukca onemlidir. =~ Hibridizasyon siirecinde dizilerin kendi {izerlerine
yapismalart ya da meydana gelebilecek istenmeyen tamamlamalar problemin
¢Oziimiine ulasmay1 engeller. Bu tip olumsuzluklarin 6niine gecmek maksadiyla DNA
kodlarin kodsozlerinin bazi kombinatoriyel kisitlar: saglamalar gerekir. C bir DNA kod
ve kodsozler arasindaki uzaklik d olmak iizere kodsozler icin bazi kisitlar asagidaki

gibidir.
1. Hamming uzakligi kisiti: her u,v € C (u # v) igin d(u,v) > d.
2. Ters-sira kisiti: her u,v € C igin d(u",v) > d.

3. Ters-sira tamlayan kisiti: her u,v € C i¢in d(u™,v) > d.

4. Sabitlenmis GC-miktar kisiti: C kodunun her bir kodsozii icin toplam G ve C

sayisinin esit olmasidir.

Tanim 2.31. D bir DNA kod olsun. Her u kodsozii icin u” vektorii de D’nin bir kodsozii

oluyorsa D koduna ters-siralt DNA kod denir.

Tamim 2.32. D bir DNA kod olsun. Her u kodso6zii icin u" vektorii de kodsoz oluyorsa

D koduna ters-siralt tamlayan DNA kod denir.

Ters-sirali tamlayan DNA kod elde etmek icin ters-sirali DNA kodlar 6nemli bir
basamaktir. Ters-sirali DNA kodun vektorlerinin ve her vektoriiniin tamlayaninin

olusturdugu kiime bir ters-sirali tamlayan DNA koddur.
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Ornek 2.11. D = {AAAAA,ACTTG,GTTCA} bir ters-sirali DNA koddur. Ayrica
D' = {AAAAA, TTTTT,ACTTG,GTTCA, TGAAC,CAAGT} bir ters-sirali tamlayan
DNA koddur.
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3

F, + uF, + vF, + v2F, HALKASI UZERINDEKI DEVIRLI
KODLAR

Bu béliimde oncelikle R = F, + ulF, + vF, + v*F, halkasi incelenecektir. Kisim de R
halkasinin ideal yapisi aciklanacaktir. Kisim[3.3[te ise R halkast {izerinde tanimli devirli
kodlar belirlenecektir. Son olarak, Kisim[3.4]te homojen agirlik tanimlanarak R halkas1

tizerindeki devirli kodlarin homojen agirliga gore ikili goriintiileri incelenecektir.

Kodlama teorisinde genel olarak cisimler {izerine calismalar yapilmistir. Ancak 1994
yilinda Hammons vd. tarafindan Z, halkasi {izerinde kod c¢alismasi yapild: [32]. Bu
calismadan sonra pek cok arastirmaci tarafindan bazi 6zel halkalar iizerindeki kod

yapilari incelendi [33-35]].

Bolim 2’de cisimler iizerinde tanimlanan lineer kodlardan bahsedildi. Ancak lineer

kodlar halkalar tizerinde de tanimlanabilirler.

Tanim 3.1. R bir halka ve C kodu, R halkasi tizerindeki uzunlugu n olan bir kod olsun.

C kodu R™in bir R-alt modiilii ise C’ye lineer kod denir.

Cisimler birer vektor uzayi olduklarindan, cisim {izerinde tanimlanan bir lineer kodun
baz vektorleri kullanilarak {irete¢ matrisi elde edilir. Fakat bir halka iizerindeki lineer
kod icin bazdan bahsedilemez. Bunun yerine en kiiciik iirete¢ kiimesi kullanilir. Bu

iretec kiimesinden faydalanilarak kodun iirete¢ matrisi elde edilir.

Tanim 3.2. C, R halkasi {izerinde tanimli bir kod olsun. Bir S kiimesinin elemanlar1
diger elemanlarinin lineer kombinasyonundan olusmuyor ve 6z alt kiimeleri (proper

subsets) C’yi germiyorsa S’ye C’yi lireten en kiiciik tirete¢ kiimesi denir.

3.1 F,+ulF,+vF, +v*F, Halkas1

F, + ulF, + vIF, + vF, halkas: karakteristigi 2 olan degismeli bir halka olmasinin yani
sira R = F,[u,v]/{(u? = v, uv = 0) béliim halkas: olarak da ifade edilir. R halkas1 16
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elemanldir ve bu elemanlar; a, b, c,d elemanlar1 F, cisminden olmak iizere a + bu +

cv + dv? seklindedir. Elemanlarin tamami asagidaki gibidir:

R={0,u,v,u+v,v2,u+v3,v+viu+v+v?

(3.1)
L,1+u,l+v,1+u+v,1+v31+u+v31+v+v31+u+v+v3}.

R halkasinin iki elemam a; = a; + byu+c;v+d;v? ve a, = a,+ byu+c,v+d,v?* olmak

izere R halkasi iizerinde toplama islemi ve carpma islemi asagidaki gibidir:

a; +a, =(a; +a,)+ (by + by)u+(c; +c,)v + (dy +dy)v?,
a,a, = (a;a,) + (bya, + a;by)u + (ayc; + aycy)v + (by by + cicy + ayd; + a;dy)v2.
(3.2)

R halkasinin birimsel elemanlar ise asagidaki gibidir:

UR)={1,1+u,1+v,1+u+v,1+v3,1+u+vi1+v+v31+u+v+v?3}
(3.3)
Bundan sonraki boliimlerde F, + ulF, + v, + v2[F, halkas1 kisaca R halkas:1 olarak

gosterilecektir.

3.2 R Halkasimin ideal Yapisi

R halkasmin ideal yapisi incelendiginde ideallerinin birbirini iceren tek bir zincir
olusturmadig1 goruliir:
{0}=1,C1.CI,I,1I,,,S1I,,CSI, =R (3.4)

us v Tutv

R halkasinin asikar olmayan idealleri asagidaki gibidir:

I, =(v?)={0,v*}, (3.5)
I, = (u) = {0,u,u+v?v?}, (3.6)
I,={v)={0,v,v +v*v?}, (3.7)
I.,={u+v)={0,u+v,v ,u+v+v=3}, (3.8)
I, =(u, vy ={0,u,v,u+v,v:,u+v:v+v: u+v+v3}. (3.9)

R halkasinin yukarida verilen ideallerinin latis gosterimi Sekil [3.1}de yer almaktadir.

R halkasinin agikar olmayan ideallerinden I, ideali, R halkasinin tek maksimal
idealidir. Ayrica I, idealinin elemanlar1 R halkasinin sifir bélenleridir. R halkasinin
birimsel elemanlan ise a eleman: I,, idealinin bir elemam olmak iizere 1 + a
seklindedir.
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(0)
Sekil 3.1 R Halkasinin ideal latisi

Sekil [3.1 ve Tanim [2.8]den R halkas! icin asagidaki sonuglara varilir.

1. R bir yerel halkadir, ¢iinkii I, tek maksimal idealdir.
2. R zincir olmayan halkadir.
3. R temel ideal halkas: degildir, ciinkii I, , = (u,v) temel ideal degildir.

Teorem 3.1. R halkasi bir Frobenius halkadir.

Ispat. Teoremin ispat1 icin [36]] nolu kaynaktaki sonuc kullamilir. Buna gére, R,
maksimal ideali M ve kalan cismi (residue field) K olan bir sonlu yerel halka ise

asagidaki kosullar birbirine denktir.

1. R bir Frobenius halkadr.

2. M maksimal idealinin sifirlayicisinin K kalan cismi tizerindeki boyutu 1’dir.

Sekil [3.T]e gore R halkasi, maksimal ideali I, , olan sonlu bir yerel halkadir ve kalan

cismi F,’ dir. I, idealinin sifirlayicist Ann(I,,) = {0,v?*} oldugu icin I, idealinin

sifirlayicisinin F, kalan cismi tizerindeki boyutu 1 olur. O halde R halkas: bir Frobenius
halkadir. |

Kodlama teorisi alaninda kullanmaya uygun en genis aile sonlu Frobenius halkalardir.

Cilinkii MacWilliams’in iki 6nemli teoremi olan genisleme teoremi (extension theorem)
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ve MacWilliams o6zdeslikleri (MacWilliams identities) sonlu Frobenius halkalarda
saglanir [36]].

3.3 R Halkasi Uzerindeki Devirli Kodlar

Homojen agirlik ilk olarak Contantinescu ve Heise tarafindan 1997 yilinda bulundu
[37]]. Daha sonraki yillarda Greferath ve Schimidt sonlu zincir halkalar iizerinde
homojen agirliga gore Gray doniisimii tanimladilar [[38]. Son zamanlarda yapilan
calismalardan [[34] ve [35]'da ise sonlu zincir halkasi olmayan halkalar {izerinde
homojen agirliga gore Gray doniisiim tanimlandi. Bu béliimde, bir sonlu zincir halkasi
olmayan halka {izerinde devirli kodlar incelenecektir. Ayrica bu kodlarin homojen

agirhiga gore Gray doniisiimleri izerinden optimal kodlar arastirilacaktir.

Dougherty vd.nin [33]] nolu calismasinda 16 elemanli yerel Frobenius halkalar
tizerinde tanimli uzunlugu tek say1 olan devirli kodlarin yapisi karakterize edilmistir.
Bu calismaya gore R halkasi {izerinde tanimli devirli kodlarin iiretecleri Teorem [3.2]de
verilmistir. Bu béliimde g polinomu, R, polinom halkasi tizerindeki bir polinom olmak

tizere I, ,g = (u,v)g = {agla € I, = (u,v)} elemanlar kisaca Z g ile gosterilecektir.

Teorem 3.2. [[33]] n bir pozitif tek tamsay1 ve C kodu, R halkasinin iizerinde taniml
n uzunluklu devirli bir kod olsun. R[x] halkasinin {izerinde x"™ — 1 polinomu,
i € {0,...,6} olmak {izere F; monik polinomlarinin ¢arpimi olarak x" —1 =
F,F, ...F, seklinde yazilsin. C kodu, F; = (x" —1)/F, polinomlar: tarafindan iiretilen
(F,, ZF,,uF;,vF,, (u+ v)Fs, v*F,) idealidir.

R halkasi iizerinde tanimli n uzunluklu devirli kodlarin {iretecleri, birbirini bélen
polinomlar ile de ifade edilebilirler. Bu béliimde, g; polinomunun g; polinomunu

kalansiz boldiigii g;|g; ile ifade edilecektir.

Teorem 3.3. n bir pozitif tek tamsay1 ve C kodu, R halkasinin {izerinde taniml
uzunlugu n olan devirli bir kod olsun. g; polinomu, R[x] halkasinda bir polinom ve
i € {1,...,6} olsun. Polinomlar arasinda j € {3,4,5} icin g¢|g;|g,|g:|(x" — 1) iligkisi
olmak iizere C kodu, iiretecleri g; polinomlari olan (g, Zg,,ugs,vg4, (u+v)gs, v2ge)
idealidir.

Ispat. C kodu, x"—1 = F,F, ...F icin Teorem 3.2}deki gibi C = (F,, ZF,, uF,, vE,, (u+
v)F;, v2Fg) olarak tanimlansin. n tek tamsay: oldugu icin i # j olmasi durumunda F;
ve F; polinomlar: aralarinda asaldir. Polinom halkasi R[x J'de bulunan g; polinomlari
i€{l,...,6} ve j € {3,4,5} icin g¢|g;/g.|g; kosulunu saglayacak sekilde asagidaki
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gibi tanimlansin.

g, = FyF,F3F, FFq, (3.10)
82 = FoF3F,FsF, (3.11)
g3 = F,F,FsFq, (3.12)
84 = FoF3FsFg, (3.13)
gs = FyF;F,Fq, (3.14)
86 = Fo- (3.15)

Bir A = (g1,Zg,,ugs,(u+ v)g4,vgs,v>ge) idealini ele alalim. Teorem den F, =
g, dir ve ZF, = ZF,F,F;F,F;F; = Zg,F; olup ZF, € Adir. Benzer sekilde le:"\j =
w;g;FF, €A, j €{3,4,5} vews =u,w, = v,ws = u+v, ve v?Fs = v2g,F, F,F,F ,Fs €A
olur. Dolayisiyla C € A’dir. Ters kapsama icin g; € C olsun.

i. F; ve F, aralarinda asal polinomlar olduklar icin aF; + bF, = 1 olacak sekilde

a,b € R[x] vardir. Bu yiizden,
g, = (aF, + bF,)F,F,F,FsFs = aF, + bg, (3.16)

ve Zg, =aZF,+bZg, € C olur.

ii. F1F, ve F; aralarinda asal polinomlar olduklar i¢in aF;F, + bF; = 1 olacak
sekilde a, b € R[x] vardir. Dolayisiyla,

g; = (aF\F, + bF;)g; = aF, + bg, (3.17)

oldugundan w;g; = awjl?j + bw;g, € C’dir.

iii. Durum ii’ye gore v>g,;,v2g,,v?gs € Cdir. Dolayistyla vebob(gs, g4, 85) =
v*F,F, € C olur. F,F,F;F,Fs ve Fg aralarinda asal polinomlar olmalarindan
dolay1 aF,F,F;F,Fs + bF; = 1 olacak sekilde a, b € R[x] vardir. O halde,

g¢ = (aF,F,FsF,Fs + bF¢)F, = aF + bF,F, (3.18)

ve v2g = av?Fy + bv?F,F € C'dir.
Sonuc olarak, A= C elde edilir. [ |

Bu tezde, R halkas: iizerinde ters-sirali DNA kodlar1 elde etmek icin tek ya da cift

uzunluklu devirli kodlarin asagida tanimlanan iic tipi tizerinde durulacaktir.
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Tanmim 3.3. n pozitif bir tamsay1, i € {1,2,3}, y; =u, y, =u+v ve y3 = v olsun. C;
kodu, g,/g5/g2lg:|(x" —1) sartim saglayan j € {1, 2,3,4} olmak iizere g; polinomlar
icin (g1,Z 85,783, v>g4) seklinde tanimlanur.

Tanim [3.3[te tanimlanan devirli kodun {irete¢ matrisi ve sahip oldugu kods6z sayisi

asagidaki teoremde yer almaktadir.

Teorem 3.4. n pozitif bir tamsay1 i € {1,2,3}, y; = u, v, =u+v ve y5 = v olsun.
C; = (81,285,783, v>g4) kodu g,|25|2,|21| (x™ — 1) olmak iizere n uzunluklu devirli
bir kod olsun. j € {2, 3,4} i¢in k; = n—der(g;), k; = der(g;_;) —der(g;) olsun. Buna

gore asagidaki kiimeler elde edilir:

S;={x'g:0<t <k;—1},

S, ={x'2g,:0<t<k,—1,z2€Z},
Sz ={x'r;83:0<t <k;—1},
Sy={x"v?g,:0<t<k,—1}.

(3.19)

S =5,US,US;US, kiimesi bir R-modiil olarak C; kodu icin en kiigiik iirete¢ kiimesidir.
Ayrica, C; kodunun eleman sayis1 16%18%24%2% olur.

Ispat. C; kodunun bir kodsoézii ¢ olsun. a; € R[x] ve z € Z icin ¢ = a,g; + a,2g, +
asy;g; + a,v?g, olsun. Eger der(a;) < n —der(g;) ise a;g; € Span(S;) olur. Aksi
takdirde der(r;) < n—der(g,) olmak iizere a, = %ql +r, olacak sekilde q;, 7, € R[x]
vardir. Dolayisiyla, g;a; = r;g; € Span(S;) olur.

Eger der(a,) < k, = der(g,)—der(g,) ise a,zg, € Span(S,)’dir. Aksi halde, der(r,) < k,
icin a, = Z—;qz + r, olacak sekilde q,,r, € R[x] vardir. r,2g, € Span(S,) oldugu icin
a,28, = 4,28, + 1,28, € Span(S)’dir. Bu islemleri siirdiiriirsek ¢ € Span(S) elde edilir.

S kiimesinin elemanlar1 diger elemanlarinin lineer kombinasyonundan
olusmadigindan, C; icin en kiiciik {iretec kiimesidir. Ayrica [Span(S;)| = 16",
|Span(S,)| = 8%, |Span(S;)] = 4%, |Span(S,)] = 2% ve sonu¢ olarak,
|C;| = 16¥18k24k3 2k« elde edilir. |

Teorem 3.5. n pozitif bir tamsayy, i € {1,2,3}, v; =u, vy, =u+v ve y; = v olsun.
241251251g1] (x™ — 1) olmak tizere C; = (g1, Z g5, Y83, V>&4), n uzunluklu devirli bir kod

olsun. y{ =v, y; =u+v and y; = u olmak iizere C; kodunun dual kodu asagidaki

n_1* n_1* n_l* n_1>k
(LY A A o
84 &3 82 81
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Ispat. &, = 1, ay = Z, a3 = y; ve a, = V> olmak {izere C; =

(0181, @280, A383,0484) Olsun. By = 1,8, = Z,f; = Yii, Bs = v icin A =
<ﬂ1(x;—:1)*,ﬁz(%)*:ﬁs(%)*’ﬁzt(le)*) idealini alalim. t4|t5|t,|t;](x™—1) icin
t; = (x;fl)* olsun. j € {1,2,3,4} icin a;g; (/5](’;;1)*)* = 0 vardir. Bu yiizden
A C Cldir. Diger taraftan m € {2,3,4} icin k,, = der(g,,_,) — der(g,,) olup |A| =
16%r(egkighsgke ve |C,| = 16M18%4%2k vardir. n = k; + ky + ky + ky + der(g,)

oldugundan |A| |C;| = 16" sonucuna varilir. O halde, |A| = |CiL|’dir. [ |

Sonug 3.5.1. n porzitif bir tamsay1 olsun. C, = (g7, 285, Y283, v>g4) kodu n uzunluklu
ve vy = U+ v Ve g4|85/8,[8:1|(x" —1) olsun. g; polinomlar: i¢in g,|g5/g2/8:|(x" —1)

x"—1 x"—1
& 2

” ) ve g3 = ( P

sart1 saglansin. g; = ( )* olmasi durumunda, C, kodu R halkasi

tizerinde kendine diktir.

Ornek 3.1. C, = (g,,2¢,,7-83,v>g,) R halkasi iizerinde 12 uzunluklu devirli bir kod

olsun. {i =1,2,3,4} icin g; polinomlar1 asagidaki gibi tanimlansin:

g (x) =%+ x+1)*x+1)3,
g (x) =%+ x+1)3(x+1)3,
g (x) =0+ x+1)(x+1),
g4(x) =(x+1).

(3.21)

Teorem [3.4]e gore C, kodunun en kiigiik tirete¢ kiimesi asagidaki kiimelerin birlesimi
ile elde edilir. z € Z ve i € {1, 2, 3,4} olmak iizere S; kiimeleri

S1={g&},

S, ={x'2g,:0<t <1},
Sy ={x"y,g;:0=<t <5},
S,={x"?g,:0<t <1}

(3.22)

olarak elde edilir. S kiimesinin elemanlar: olan vektorler, C devirli kodunun iiretec

matrisinin satirlarini olusturacagindan kodun iirete¢ matrisi asagidaki gibidir.
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[ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 111 \
Z 0 0 Z 0 0 Z 0 0 =z 0O
0 b4 0 0 Z 0 0 Z 0 0 z O
u+v 0 0O u+v 0 0 0 0 0 0 0O
0O u+v 0 0O u+v 0 0 0 0 0 0O
G= 0 O u+v O 0O u+v O 0 0O 00O
0 0 0O u+v O 0O u+v O 0O 00O
0 0 0 0O u+v 0 0O u+v 0O 00O
0 0 0 0 0 u+v O 0 u+v 00O
v: )2 0 0 0 0 0 0 0 000
\ 0o v v 0 0 0 0 0 0 000 }
G iirete¢ matrisinin transpozu G’ olmak iizere GG' = 0 oldugundan C, kodu
kendine diktir. Ayrica Sonug (3.5.1|de belirtildigi gibi g; = (%) ve g5 = (x _1)

sartlar saglandigindan kendine diktir.

3.4 Homojen Agirlik ve R Halkas:1 Uzerindeki Devirli Kodlarin ikili
Gorintiileri

Steven vd. 16 elemanli zincir olmayan Frobenius halkalar iizerindeki devirli kodlar:
Lee agirliga gore incelediler [33]]. Bu boliimde ise R halkas: iizerindeki devirli ve
parcali devirli kodlarin homojen agirliga gore Gray doniisiimleri sonucu olusan kodlar

incelenecektir.

Bir kodun sifir agirlikli kodsozili disindaki tiim kodsozlerinin agirliklar: ayni ise bu
koda bir-agirlikli (one-weight) kod denir. Ayrica bir kodun sifir agirlikli kodsozi
disindaki kodsozlerinin agirliklart w, veya w, ise bu koda iki-agirliklt (two-weight)
kod denir. Bir-agirlikli kodlarin GSM ag1 [[39] ve nano elektronik [[40] alanlarinda bir
cok 6nemli uygulamalar: vardir. Iki-agirlikli kodlar ile giiclii diizenli graflar (strongly
regular graphs) yakin iliskilidir. Bu calismadaki insa metodlar1 ile bir-agirlikli kodlar
ve iki-agirlikli kodlar icin 6rnekler elde edilecektir.

Tamim 3.4. C kodu, R halkasi {izerinde lineer kod ve

c= (Cl,la cee C1,n—1: Cl,n: C2,1: cee CZ,n—l’ CZ,m RS Cl,l’ LR Cf,n—l! Cf,n)
bir kodso6zii olsun. ¢ kodsoziiniin parcali devirsel 6telemesi (quasi-cyclic shift)
O-(C) - (Cl,nJ Cl,l’ ooy Cl,n—l’ Cz’n, CZ,].J ceey CZ,H—].’ ey Ce,n, Cf,l’ ooy Cf,n—l) (3.23)

C’nin bir kods6z oluyorsa C koduna indeksi ¢ uzunlugu nf olan parc¢ali devirli (quasi-
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cyclic) kod denir.

Yildiz vd. tarafindan, elemanlan degisme 6zelligini ve u*> = v* = 0 sartin1 saglayan
F, +uF, + vF, + uvF, zincir olmayan halka iizerinde homojen agirlik tizerine ¢alisma
yapildi [34]]. Bu calismada, birinci Reed-Muller kodu RM (1, 3) kullanilarak lineer
mesafe koruyan bir doniisiim insa edildi.

Tanim 3.5. [41]] Sonlu elemanl S halkasinda reel degerli w fonksiyonuna asagidaki
kosullar1 saglamas1 durumunda (sol) homojen agirlik denir.

@ w(0)=0.

(i) Her x,y € S icin Sx =Sy, w(x) = w(y) esitligini ifade eder.

(iii) Asagidaki kosulu saglayan bir y reel sayis1 vardir:

D W) =vlsx]. (3.24)

YESX

Burada y sayisi, S halkasindaki w agirhiginin ortalama degeridir ve (iii) kosulunda
bahsedildigi gibi S halkasindaki sifirdan farkli tiim temel idealler icin sabittir.

R halkas: {izerindeki her x elemani icin homojen agirlik [34] nolu ¢alismadaki gibi

tamimlanabilir:
0 ,x=0,
Whom(X) =1 8 , x =12 (3.25)
4 , diger.

Homojen agirligin tanimli oldugu R halkasindan (R, wy,,,,) Hamming agirligin taniml
oldugu (Iﬁ‘g,wH) vektor uzaymna mesafe koruyan Gray déniisiimii insa edilir. Bu
dontisim asagidaki gibidir:

e(v*)=(1,1,1,1,1,1,1,1), ¢(u)=(1,1,1,1,0,0,0,0), (3.26)
¢(v)=(1,1,0,0,1,1,0,0), (1)=(1,0,1,0,1,0,1,0). (3.27)

Halkada bulunan her eleman icin Gray goriintiisti asagidaki gibi elde edilir:
pla+bu+cv+dv?)=ap(1)+bp(u)+co(v)+de(v?). (3.28)

R halkasindaki elemanlarin tiimiiniin Gray goriintiisii alinarak elde edilen ikili lineer
kodun parametreleri [8,4,4] seklindedir. Bu yol ile elde edilen C = ¢(R) ikili lineer
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kodunun trete¢ matrisi asagidaki gibidir:

(3.29)

T

11
0 0
11
1 0

[ J S S G
[T o N T G
O O V= =
_ O O =
o O O =

Gray dontisiim ile elde edilen C ikili lineer kodun, birinci mertebe Reed-Muller kod
oldugu goriiliir. Ayrica, GG’ = 0 sart1 saglandigindan C kodu kendine dik koddur.

Gray doniisim ¢ = (cg,¢q,..-,C,1) kodsozi icin ¢(c) = (¢(cy), ¢(cq),...,0(c,1))
olarak n-koordinata genisletilebilir. Ayrica, R halkas: tizerindeki C lineer kodu n

uzunluklu ise ¢ (C) ikili lineer kodu 8n uzunlukludur.

Teorem 3.6. C kodu R halkasi iizerindeki bir lineer kod olsun. C kodunun Gray

goriintiisii bir ikili kendine dik koddur.

Ispat. ¢(R) kendine dik kod oldugundan her a,b € R icin [¢(a), p(b)] =

O’dir. € uzunlugu n olan bir lineer kod ve ¢,d € C olsun. Bu durumda
$(c) = P(co,C15eesCpg) = (90(00),90(01):---;So(cn—l))n‘_ff ¢(d) = ¢(do,dy, ... dpq) =
(p(do), ¢(dy), ..., p(dp 1)) olur ve [¢(c),(d)] = X ¢ (c)p(d) = 0 elde edilir
Dolayisiyla ¢ (C) bir kendine dik koddur. = |

Teorem 3.7. C kodu R halkasi iizerindeki n uzunluklu tiim vektorleri iceren bir lineer
kod olsun. ¢(C) kodu, [8n,4n,4] parametrelerine sahip bir ikili kendine dual koddur.

Ispat. n = 1 icin C = Rdir. Bu durumda ¢(C), [8,4,4] parametrelerine sahiptir.
Ayrica, optimal kendine dual kodlar vertabanina gore ¢ (C) bir optimal Tip II (tiim
agirliklar1 4’in kat1 olan) ikili kendine dual koddur [[42].

n = 2icin C = {((1,0),(0,1))’dir. Bu durumda ¢(C) kodu [16,8,4] parametreli bir
optimal Tip II kendine dual koddur.

n uzunlugunun daha biiyiik degerleri icin ise C = R" kodu 16" = 2*" elemanldr.
Cc = (0,0,...,ej,.
farkli olsun. Bu kodsoziin agirligi wy,,(¢(c)) = wy(p(e;)) = 4'tir. C kodunda

..,0) bir kodsoz ve bu kodsoziin e;-nci bileseni sifirdan ve v¥den

agirhigi sifirdan farkli olan daha kiigiik agirlikli kods6z bulunamayacagindan ¢ (C)nin
minimum uzakligi 4 olur. Bu yiizden ¢(C) kodu [8n,4n, 4] parametrelerine sahiptir
ve Teorem [3.6/dan ikili kendine dual koddur. u

R halkasi tizerindeki devirli kodlarin Gray goriintiilerinden elde edilen optimal kodlar
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icin baz1 6rnekler asagidaki gibidir. Ornekler icin Magma [43] cebirsel hesaplama
sistemi kullanilmis olup elde edilen sonuclar, [[22]] ve [44] nolu kaynaklardaki kod

tablolar ile karsilastirilmistur.

Ornek 3.2. g(x) polinomu, R halkas: iizerinde derecesi n — k olan ve x" — 1
polinomunu bélen bir polinom olsun. C = (v*g(x)) kodu R halkasi iizerinde devirli
koddur ve ¢(C) kodu [8n, k,d] parametrelerine sahip bir ikili lineer koddur. Devirli
kodlarin Gray goriintiilerinden elde edilen kodlardan optimal kod olan kodlarin listesi
Tablo de yer almaktadir. Ayrica R halkasi iizerinde (v2g(x),...,v*g(x)) seklinde
tiretilen parcali devirli kodlardan elde edilen optimal kodlar da yine Tablo [3.I}den

gorilebilir.

Tablo [3.1]de, R halkas: iizerindeki ¢ = 2 ve n{ = 6 uzunluklu parcali devirli kodun
tireteci (110]110) vektorii ile gosterilmektedir ve (v + vZx|v? + v?x) polinomuna
karsilik gelir. Tablo [3.I]deki kodlar incelendiginde tiim kodlarin bir-agirlikli kod
oldugu goriiliir. Ayrica [22] nolu kaynaktaki kod tablosunda, [224, 3, 128] parametreli
optimal kod 68 adimdan sonra elde edilirken bu ¢alismada bahsedilen insa metodu ile
parametreler 1 adimda elde edilir. Elde edilen kodlarin [22]] nolu kaynakta yer alan
adim sayilar1 Tablo [3.1de goriilmektedir.

Tablo 3.1 R halkasi tizerindeki devirli kodlarin Gray goériintiilerinden elde edilen
optimal ikili lineer kodlar ve [22]'ye gore adim sayilari

n | g(x) ¢(C) Adim
3 | (110) [24,2,16] 1
3 | (110/110) [48,2,32] 1
7 | (1011100) [56,3,32] | 20
7 | (1011100/1011100) [112,3,64] | 36
7 | (1011100/1011100|1011100) [168,3,96] | 52
7 |1(1011100/1011100|1011100|1011100) [224,3,128] 68
9 | (110110110) [72,2,48] 1
9 |(110110110/110110110) [144,2,96] | 1
9 | (110110110/110110110/110110110) [216,2,144] | 1
15| (110110110110110) [120,2,80] 1
15 | (110110110110110/110110110110110) | [240,2,160] | 1
15 | (100110101111000) [120,4,64] 22
15 | (100110101111000/100110101111000) | [240,4,128] 38
21 | (111010011101001110100) [168,3,96] | 52
21 (101101101101101101101) [168,2,112] 1
27 1(101101101101101101101101101) [216,2,144] 1

Yukaridaki insa metodu disinda dongiisel (circulant) matrisler kullanilarak, yani

temsilci vektori ve onun devirsel otelemelerini satir kabul eden matristen elde edilen
optimal kodlar Tablo [3.2]de yer almaktadir.
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Bu insa metoduna 6rnek olarak bir temsilci vektor v = (u,v) olsun. C kodu bu
vektoriin dondiisel matrisi tarafindan iiretilsin. ¢(C) kodunun 16 kodsézii vardir ve
bu kodsozlerden 14 tanesi 8 agirlikly, bir tanesi 16 agirlikli ve bir tanesi de 0 agirliklidir.
Tablo de agirhiklar kisaca agirlik sayaci polinomu ile x'¢ + 14x8 + 1 érneginde
oldugu gibi ifade edilmektedir.

Tablo [3.2]de [24, 8, 8] ve [24,9, 8] parametrelerine sahip kodlar digindaki tiim kodlar
iki-agirlikli koddur. Ayrica, [16,5,8] ve [32,6,16] parametrelerine sahip kodlar [44]
nolu kaynakta yer alan optimal iki-agirlikli kod tablosuna gore optimal iki-agirlikli
kodlardir.

Tablo 3.2 Dongiisel matrislerden elde edilen optimal ikili lineer kodlar

n | C kodunun treteci ¢(C) ¢ (C) kodunun agirlik sayac polinomu
2 | (u,v) [16,4,8] x+14x8+1

21 (1,1+v) [16,5,8] x1®+30x8+1

3| (w+lu+l,u+1) [24,4,12] x*+14x12 +1

3| (v,u+lu+v+1) [24,8,8] 45x'0 +168x'2 +42x8 +1
3(v31,1) [24,9,8] x% +87x1® +336x12+87x8+1

4 | (v,u,v,u) [32,4,16] x32+14x% +1

41 (v+1,1,v+1,1) [32,5,16] x324+30x +1

4| (L,v+Lu+v+1,u+1)|[32,6,16] x324+62x10 +1
6(1,1,1,1,1,1) [48,4,24] x*®+14x2* +1

Ornek 3.3. C kodu, v = (1, 1+V) vektorii tarafindan iiretilen devirli kodu olsun. ¢ (C)
kodu [16, 5, 8] parametrelerine sahip optimal ikili koddur. (v|v) vektorii ile elde edilen
indeksi 2 olan parcali devirli kod ise [32, 5, 16] parametreli bir optimal koddur. Bu kod
ayni zamanda iki-agirlikli koddur. Indeksi 8 olana kadar bu islemi devam ettirirsek
(v|]...|v) vektorii tarafindan elde edilen kod ise yine [16{,5,8(] parametreli bir
optimal koddur. Bu kodlarin parametreleri sirasiyla [48, 5,24], [64, 5, 32], [80, 5,40],
[96,5,48], [112,5,56] ve [128,5,64] seklindedir. Bu kodlarin tiimii iki-agirlikli
koddur.

Ornek 3.4. C koduv = (1,v+ 1,u+v + 1,u + 1) vektorii ile iiretilen bir devirli
kod olsun. ¢(C) kodu [32,6,16] parametreli bir optimal ikili lineer koddur. Onceki
ornekte oldugu gibi 2 < £ < 8icin indeks £ ile elde edilen (V| ... |v) vektorii ile liretrilen
parcali devirli kodlar elde edilir. Bu kodlarin Gray doniisiimleri ile elde edilen kodlarin
parametreleri sirasiyla [64,6,32], [96,6,48], [128,6,64], [160,6,80], [192,6,96],
[224,6,112] ve [256,6,128] seklindedir. Bu ikili lineer kodlar optimaldir ve timii
iki-agirlikli koddur.
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4

F, + uF, + vF, + v2F, HALKASI UZERINDEKI DEVIRLI
KODLARIN DNA UYGULAMALARI

Bir iletisim sisteminin bant genisligi arttikca, tek seferde daha fazla bilgi aktarimi
saglanir. Bu nedenle, genis bir bant genisliginde daha fazla veri tasimak icin DNAnin
tekli bazlar1 yerine DNA k-bazlar kullanilabilir. Bu ytizden halkalar ve cisimler gibi
bir cebirsel yapinin elemanlari ile DNA k-bazlari arasinda bir esleme yapilmasi 6nemli

bir problemdir.

Cebirsel yapilar icin DNA k-bazlarinin (k > 2) kullanilmasi, DNA kodlar iiretmek i¢in
asilmasi gereken bir sorun olan ters siralilik problemini ortaya ¢ikartir. Dort elemanl
bir cebirsel yapi ile DNA niikleotidleri, yani {A, T, G, C}, arasinda bir esleme yaparsak,
bu cebirsel yap: tizerindeki ters sirali herhangi bir kod, bu esleme ile bir ters-sirali
DNA kodu verir. Ancak 4 (i > 1) elemanl cebrisel yapilarda ters siralilik problemi
olarak isimlendirilen sorun meydana gelir ve DNA kod elde etmek icin 6ncelikle bu

problemin coziilmesi gerekir.

Bu boliimde ters siralilik problemi ¢oziilerek R halkasindan ters-sirali DNA kodlar ve

ters-sirali tamlayan DNA kodlar elde edilecektir.

4.1 DNA Kodun Ters Siralilik Problemi

Eleman sayist 4 olan halka ya da cisimler {izerinde ters-sirali DNA kodlarla ilgili
yapilan calismalarda k > 2 icin DNA k-bazlari ile bu yapilarin 4% elemanin birebir
eslenmesi sirasinda oldukg¢a zor ve ilgin¢ bir problemle karsilasilir. k = 1 igin,
Abulraub ve Ghrayeb tarafindan yapilan calismada F, = {0, 1, @, a*} elemanlar sirasi
ile {A, T, G, C} bazlar ile eslestirilmistir [13]]. Bu calismada kodsozlerin ters-siralisi
kodsozleri sondan basa dogru yazarak elde edilir. Ancak k cift say1 oldugunda [[14,
16, |17] nolu calismalarda karsilasilan ters siralilik problemi asagida yer almaktadir.

16 elemanl F;¢ cismi kullanilarak DNA kod elde etmek icin cismin elemanlari ile
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DNA 2-bazlar1 arasinda birebir esleme olmasi gerekir. Bu eslemeye gore cismin
a;,a,,a; elemanlarina karsilik gelen DNA 2-bazlari sirasiyla AT, GA ve TC olsun.
Bu durumda (a,,a,,a;) kodsoziiniin DNA karsiigt ATGATC olur. (a4, a,,as)
kodsoziiniin ters-siralist (a3, a5, a;) olup DNA karsiligit TCGAAT olarak elde edilir.
Ancak AT GAT C nin ters-siralis1 T CGAAT degildir.

Ters-sirali DNA kod icin kodsozlerin ters-siralilarinin da kodséz olmasi gerektigi
bilinmektedir. Bu durumda ters-sirali DNA kod elde etmek i¢in oncelikle ters siralilik
probleminin ¢oziilmesi gerekir.

4.2 R Halkasi Uzerindeki DNA kodlar

16 elemanli bir halka {izerinde yapilan DNA kod calismasinda 6zel bir matris
kullanilarak ters siralilik problemi ¢6ziilmiistiir [[17]. Bu béliimde Tablo [4.1]deki gibi
halkanin elemanlar: ile DNA ikilileri arasinda iliski kurularak ters siralilik problemi
¢oziilecektir. R halkasi {izerindeki devirli kodlar kullanilarak ters-sirali ve ters-sirali
tamlayan DNA kodlar iiretilecektir.

R halkasinin elemanlari ile DNA ikilileri arasindaki iliski 7 dontisiimii ile asagidaki gibi
ifade edilir.

T:R—{A T,G,C)? (4.1)
a— t(a). (4.2)

DNA ikilileri ve R halkasinin elemanlar1 arasinda kurulan esleme Tablo [4.1]de yer
almaktadir.

Tablo 4.1 R halkasinin elemanlarina karsilik gelen DNA ikilileri

0 AA | v AT |1 AG | 1+u+v GA

v? TT |v+v> | TA | 1+v? TC |1+u+v+v?|CT

u+v GG | u GC|1+v GT | 1+u+v? TG

u+v+v> | CC |u+v? | CG|1+v+v? | CA |1+u AC
Yukaridaki esleme ¢ = (cyp,C¢1,..-,61) € R" kodsozii icin 1(c) =

(t(co),7(cy),...,7(c,—1)) seklinde n-koordinata genisletilebilir.

T eslemesi, R halkasi iizerindeki devirli kodlarin 6zellikleri kullanilarak cebirsel

yollardan ters siralilik probleminin ¢6ziilmesini saglar.

Tablo de, a € R icin 7(a) DNA ikilisinin tamlayaninin 7(a +v*) DNA ikilisi ve 7(a)
DNA ikilisinin ters siralisinin 7((1 + u + v)a) DNA ikilisi oldugu goriiliir.
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Ornek 4.1. (u,1,1) vektoriine karsilik gelen DNA dizisi 7((u,1,1)) = GCAGAG
seklindedir. GCAGAG dizisinin ters siralist ise T7((1+u+ v)(u,1,1)") = 7((1 +u +
v)(1,Lu)=71((1+u+v,1+u+v,u+v?*)=GAGACG olur.

Lemma 4.1. ¢ vektorli R" vektor uzayinda bir vektor olsun. ¢ vektoriiniin ters siralisi
" =1(cp,C15++5Cn1) = (€p1,Cpgs---5Cco) Ve 1 =(1,1,...,1) olmak {izere asagidaki
esitlikler saglanir:
i. T(c)=1(+v?1+0c),
ii. 7(c) =7((14+u+v)h),
iii. T(c)*=71(v*1+Q+u+v)c").

Tanmim 4.1. Bir kodun kodsozleri DNA dizilerinden olusuyorsa bu koda DNA kod denir.

f(x) polinomunun ters-siralt (reciprocal) polinomu x@¢"CDf(x~1) polinomudur ve
f*(x) ile gosterilir.

Ornek 4.2. f(x) = x®+ x + 1 polinomu icin der(f (x)) = 3’tiir. f(x) polinomunun

ters-siral1 polinomu ise f*(x) = x> + x2 + 1 seklindedir.

Bir f (x) polinomu ile f (x) polinomunun ters-sirali polinomunun birbirine esit olmasi
durumunda f (x) polinomuna ters siralisina esit (self-reciprocal veya palindromic) poli-

nom denir.

Lemma 4.2. [45] f(x) ve g(x) polinomlar1 R[x] polinom halkasindaki iki polinom
olsun. deg(f) > deg(g) ve u = deg(f) —deg(g) olsun. Asagidaki esitlikler saglanir:

L [f()g()]" = fx) g (),
i [f(x)+g(x)]" = f(x) + xtg(x)"

Bu boliim ile ilgili ana sonuclar ve uygulama 6rnekleri asagida yer almaktadir.

Teorem 4.3. n pozitif bir tamsay1 olsun. C; = (g,,28,,7,83,vV>&4), i € {1,2,3},
Y1 =1U, Yy =u+V, y3 =V olmak lizere n uzunluklu devirli kod ve g; polinomlari i¢cin
841831821811 (x™ —1) iligkisi verilsin. 1 < j < 4 i¢in g;(x) polinomlar ters siralisina
esit polinomlar ise 7(C;) kodu bir ters-sirali DNA koddur. Ayrica v2((x"—1)/(x —1))

polinomu C; kodunun elemani ise 7(C;) kodu ters-sirali tamlayan DNA koddur.
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Ispat. c¢(x) € C; olsun. 1 <j <4icin a;’ler R[x J'te birer polinom olmak tizere
c(X)=a,8, +ayZg, + azy; g3 + agv’g, (4.3)
olsun.Lemma [4.2]den u,, u,, U5 tamsayilari vardir, 6yle ki;

c(x) =[a,8, +a,Zg, +asugs +av>g,l*
= (a,81)" +x"(ay,Zg,)" + x"*(asugs)* + XM3(514V2g4)>k (4.4)
=(a,)*g; +x"(ay) Zg, + x*2(as) ugs + x“3(a4)*v2g4.

c(x)* € C ve ¢"(x) = x"4e8(cN-1¢(x)* oldugundan, c"(x) € C olur. Dolayisiyla C bir
ters-sirali koddur. (1+u+v)c"(x)eCve t1((1+u+v)c") =1(c) € 7(C;) oldugu icin
7(C;) bir ters-sirali DNA koddur.

Ayrica, v2((x" —1)/(x —1)) € C; yani v*(1 + x + x> + ... + x" 1) € C; oldugunu kabul
edelim. 1=(1,1,...,1) olmak iizere v*1 € C; olur. Dolayisiyla v?1+(1+u+v)c" € C
ve T(V2 1+ (1 +u+v)c") = 7(c) € 7(C,)dir. Bu yiizden, 7(C;) ters-sirali tamlayan
DNA koddur. |

Teorem 4.4. n pozitif bir tamsay1 olsun. C; = (g,,28,,7:83,vV>84), i € {1,2,3},
Y1 =1U, Yy =u+V, y3 =V olmak tizere n uzunluklu devirli kod ve g; polinomlari i¢cin
841831821811 (x™ — 1) iligkisi verilsin. 1 < j < 4 i¢in g;(x) polinomlar ters siralisina

esit polinomlar ise 7(C l.l) kodu bir ters-sirali DNA koddur.
Ispat. Lemma Ve Teorem ten, C ll nin liretec polinomlar: da ters siralisina esit
polinomlar olduklarindan 7(C l.i) ters-siralit DNA koddur. |

Ornek 4.3. n =15 olsun. x" — 1 polinomunun asagidaki carpanlara ayrilis1 verilsin:

x®—1 = fifofsfafs

=+ D2+ x+ D +x + D+ 3+ D+ 3+ %+ x + 1),

Uzunlugu 15 olan devirli kodu ele alalim. C = (g;,ugs;,v?g,) ve polinomlar g; =
fofafafs, 83 = fofsfa Ve g4 = f, olsun. C kodunda 16'4*28 = 22° kodséz vardir. 7(C)
kodu ise 30 uzunluklu ve 22° kodséze sahip bir ters-sirali DNA koddur. Ayrica 7(C)
kodu v2g,(x) = v?((x"—1)/(x — 1)) polinomunu icerdigi icin bir ters-sirali tamlayan
DNA koddur.

Ornek 4.4. n = 4 uzunluklu C = (vgs,v2g,) kodu icin g; = 1+x2 ve g, = x +1 olsun.
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C kodu uzunlugu 4 olan bir koddur ve iirete¢c matrisi asagidaki gibidir:
v 0
0 v
v: oy?

(4.5)

o O <
o < O

Urete¢ matrisinin satirlarina karsilik gelen DNA dizilerini diisiinelim. 1 <i < 3 icin r;
vektorti, G liretec matrisinin i —nci satirt olsun. Buna gore asagidaki esitlikler saglanir:
g5 ve g, polinomlarinin her ikisi de ters siralisina esit polinomlar olduklarindan 7(C)
ters-sirali DNA koddur.

Uretec matrisinin satirlarina karsilik gelen DNA dizilerini diisiinelim. 1 <i < 3 icin r;

vektorii, G lirete¢c matrisinin i—nci satir1 olsun. Buna gore asagidaki esitlikler saglanir:

7(r;) =7((v,0,v,0)) = AT AAAT AA, (4.6)
T((1+u+v)ry) =7((0,v +v%,0,v+v?)) = AATAAATA. 4.7)

Yukarida goriildiigii gibi 7(r;) DNA ikilisinin ters siralis1 T7((1+u+v)r,) DNA ikilisidir.
Benzer sekilde 7(r;) DNA ikilisinin ters siralist 7((1 + u + v)(vr; + vry, + r3)) DNA
ikilisidir. Ayrica C kodu, v*1 = (v?,v2,v?,v?) kodséziinii icerdiginden ters-sirali
tamlayan DNA koddur. 7(r;) DNA dizisinin ters sirali tamlayaninin 7(v*1+ (1 +u +
v)ry) = t((v?,v,v?,v)) = TT AT T T AT oldugu gériiliir.
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5}

GERCEK DNA DiZiLERINDE HATA DUZELTEN KODLAR

Matematiksel biyoloji alaninda ¢alisan arastirmacilar gercek DNAlarda bulunan genler
ile hata diizelten kodlar arasindaki iliskiyi arastirdilar. Faria vd. tarafindan yapilan
calismada [[18]], TRAV7 (T cell receptor alpha variable 7) geninin 511 uzunluklu bir
kodsoz olarak, sadece bir bit fark ile, devirli kodlarin 6nemli bir alt sinifi olan F,
tizerindeki bir BCH kodun kodso6ziine karsilik geldigi gorildi.

Bu boliimde TRAV7 (T cell receptor alpha variable 7)(insan) geni ve TRAV7-1 (fare)
ile TRAV7-6 (fare) arasindaki 7 gen lizerindeki lineer kod yapisi incelenecektir.

5.1 Metod

DNA dizilerinin matematiksel gosterimini olusturmak icin mertebesi 4 olan Galois
cisminin yani F, = {0,1, a, a?} cisminin elemanlan ile 4 DNA niikleotidi (A, T, G, C)
arasinda iligki kurulmasi gerekir. Buna gore 24 esleme yapmak miimkiindiir. Sifirin
secimi kodun minimum agirligina etki edeceginden 4 farkli secim vardir. Bu se¢imler

asagida yer almaktadir.

DNAno1 DNA no 2

A TGcCc|l[ATGC]

a> a 1 0 a> a 0 1

: L / (5.1)
DNA no 3 DNA no 4

A TGcCc|[AT G C |

_aanl_ _Olaaz_

F,=1{0,1,a,a*} cisminde toplama iglemi mod 2’de gerceklesir. Carpma islemi igin ise

a® = a+ 1 kural uygulanir.

Bu calismada kayan pencere (sliding window) [46] yontemi kullanilmaktadir. Bu

yonteme gore TRAV7 geni uzunlugu 8’den 40’a kadar degisen parcalara boliiniir. Her
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parcanin bir baslangic noktasi (SP) ve bir bitis noktas1 (EP) vardir. SB orjinal gende
parcanin ilk niikleotidine, EP ise son niikleotidine tekabiil eder.

Herhangi bir TRAV7 geninden lineer kod elde elmek i¢in 6ncelikle genden uzunlugu N
olan bir ana pencere alinir. Kayan pencere metodu ile N uzunluklu parcadan uzunlugu
n olan alt pencereler yani vektorler elde edilir. Bu vektorleri satir kabul eden matris

[n, k,d] kodu icin iirete¢ matrisidir.

Kayan pencere metodu ile elde edilen vektorleri ve bu vektorleri satir kabul eden

matristen kod elde edilmesini aciklayici 6rnek asagida yer almaktadir.

Ornek 5.1. TRAV7-3 geni icin SP=28 ve EP=34 olan 7 uzunluklu DNA parcasi
GTCCTGT dir. Bu DNA parcasindaki n = 5 wuzunluklu vektorler kayan
pencere yontemine gore belirlenirler. Belirlenen vektorler koyu renk ile asagida

gosterilmektedir. Vektorler DNA no 1’e gore asagidaki gibi eslenirler:

Rl: GTCCTGT — GTCCT — (1,a,0,0,a),
R2: GTCCTGT — TCCTG— (a,0,0,a,1), (5.2)
R3: GTCCTGT — CCTGT — (0,0,a,1,a).

Eslemeye gore elde edilen vektoérleri satir kabul eden iirete¢ matrisi asagidaki gibidir:

1a00a
G=]| a00al |. (5.3)
00ala

G matrisi tarafindan iiretilen C lineer kodunun parametreleri [5,3,3] olup [[22]'de
bulunan F, tizerindeki lineer kodlarin en kii¢iik uzakliklarina gore sinirlar tablosuna
gore bir optimal koddur. Ayrica C kodu devirli MDS koddur.

TRAV7 genlerinden kayan pencere metodu ile elde edilen lineer kodlarin MDS,
kendine dual, kendine dik, devirli ve optimal olma 6zelliklerine gore siniflandirildiklar:
tablolar asagida yer almaktadir. Hesaplamalar yapilirken Magma [43]] programindan
faydalanilmastir.

Tablolarda yer alan Gen ID’nin TRAV70 olmas: ile insan DNAsinda bulunan TRAV7
geni ifade edilmektedir. Fare DNA'sinda bulunan TRAV7-1 tipindeki genler ise kisaca
TRAV71 olarak gosterilmektedir.

Tablo [5.1lde kendine dual ve devirli olan lineer kodlar listelenmektedir. Sadece
ana parca uzunlugunun 8 olmas: durumunda sonuca ulasilmistir. TRAV70, TRAV71,
TRAV72, TRAV73 ve TRAV76 genlerinden elde edilen kendine dual ve devirli lineer
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kodlarin tiimdi listedeki gibidir. TRAV74 ve TRAV7S5 genleri icin kendine dual ve devirli
olan lineer kod bulunmamaktadir. Listede yer alan [6, 3, 3] lineer kodu [[44]]'ye gore

optimal kendine dual koddur.

Tablo 5.1 Kendine dual ve devirli kodlar

GenID [ N| SP | EP |DNAno |n | k|d
TRAV70 | 8 | 37 | 44 1,24 [6]3]|3
TRAV71 [ 8 | 93 |100| 1,34 |6|3 |2
TRAV72 | 8 [ 376 | 383 | 1,24 [6|3 |3
TRAV73 | 8 | 417 | 424 | 1,34 |6|3 |2
TRAV76 | 8 | 137 1144 | 2,34 | 6|33

Tablo [5.2]de hem MDS hem de devirli kod olan optimal kodlar listelenmektedir. Ana
parca uzunlugu 7,8, 10 ve 12 icin sonuca ulasimustir. Uzerinde calisilan tiim genlerde
MDS devirli optimal kod elde edilmistir. Farkli SP ve EP’ler i¢cin ayn1 DNA no’lardan

ayni kodlarin elde edilmesi durumunda ilk karsilasilan kod listeye eklenmistir.

Tablo [5.3]te kendine dik ve devirli optimal kodlar listelenmektedir. Ana parca
uzunlugu 7 ve 9 icin sonuca ulasilmistir. Uzerinde calisilan tiim genlerde alt sinirin
saglandig1 kendine dik devirli kod elde edilmistir. Farkli SP ve EP’ler icin ayni
DNA no’lardan aymi kodlarin elde edilmesi durumunda ilk karsilasilan kod listeye

eklenmistir.

Tablo kendine dik ve devirli kodlar yer almaktadir. Sadece ana par¢a uzunlugu
7 icin sonuca ulasilmistir. Uzerinde calisilan tiim genlerde kendine dik ve devirli kod
elde edilmistir. Farkli SP ve EP’ler icin ayn1 DNA no’lardan ayni kodlarin elde edilmesi
durumunda ilk karsilasilan kod listeye eklenmistir.

Elde edilen optimal MDS kodlarin sayisinin oldukea fazla olmasi nedeniyle Tablo[5.5te
TRAV70 geni icin elde edilen kodlarm bir kism listelenmektedir. Uzerinde calisilan
tim genlerde ayni1 parametreli kodlar elde edilmistir.

Tablo [5.6]da devirli optimal kodlar yer almaktadir. Ana parca uzunlugu 9,10, 15 ve
17 icin sonuca ulasilmistir. Uzerinde calisilan tiim genlerde devirli optimal kod elde
edilmistir. Farkli SP ve EP’ler icin ayn1t DNA no’lardan ayni kodlarin elde edilmesi

durumunda ilk karsilagilan kod listeye eklenmistir.

Tablo [5.7]de ise devirli kodlar yer almaktadir. Ana parca uzunlugu 7,8,16 ve 17 icin
sonuca ulasilmistir. Uzerinde calisilan tiim genlerde devirli optimal kod elde edilmistir.
Farkli SP ve EP’ler i¢in ayn1 DNA no’lardan ayni kodlarin elde edilmesi durumunda ilk
karsilasilan kod listeye eklenmistir.
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Tablo 5.2 Optimal, MDS ve devirli kodlar

GenID | N | SP | EP |DNAno |n |k |d
TRAV70 | 7 | 19 | 25 134 [5(3]|3
TRAV70 | 7 | 56 | 62 1,23 [5(3]|3
TRAV70 | 7 | 429 | 435 | 2,34 |53 |3
TRAV70 | 7 | 466 | 472 1,24 (5|33
TRAV70 | 8 | 28 | 35 3 51412
TRAV70 | 8 | 184 | 191 4 51412
TRAV70 | 8 | 251 | 258 2 51412
TRAV70 | 8 | 498 | 505 1 51412
TRAV70 | 10 | 115 | 124 | 1,2,3,4 | 6 | 5| 2
TRAV70 | 10 | 185 | 194 | 1,24 |6 |5 |2
TRAV71 | 7 | 28 | 34 1,34 5|33
TRAV71 | 7 | 296 | 302 1,24 [5(3]|3
TRAV71 | 8 | 187 | 194 3 51412
TRAV71 | 8 | 208 | 215 2 51412
TRAV71 | 8 | 249 | 256 1 51412
TRAV72 | 7 | 30 | 36 1,34 |53 (3
TRAV72 | 7 | 135 | 141 1,24 [(5(|3]|3
TRAV72 | 8 2 9 1 51412
TRAV72 | 8 | 90 | 97 2 51412
TRAV72 | 8 | 200 | 207 3 51412
TRAV72 | 10 | 490 | 499 | 1,234 |6 |5 | 2
TRAV72 | 12 | 229 | 240 3 7162
TRAV72 | 12 | 415 | 426 2 71612
TRAV73 | 7 | 28 | 34 1,34 5|33
TRAV73 | 7 [ 310316 | 124 |5|3 |3
TRAV73 | 8 | 263 | 270 1 51412
TRAV73 | 8 | 438 | 445 2 51412
TRAV73 | 8 | 485 | 492 3 51412
TRAV73 | 10 | 505 | 514 | 1,2,3,4 | 6 | 5| 2
TRAV73 | 12 | 429 | 440 4 71612
TRAV74 | 7 | 28 | 34 1,34 |53 (3
TRAV74 | 7 | 310|316 | 1,24 |53 |3
TRAV74 | 7 [ 318 324 | 123 |5[3]|3
TRAV74 | 8 | 149 | 156 1 51412
TRAV74 | 8 | 222 | 229 2 51412
TRAV74 | 8 | 398 | 405 3 51412
TRAV74 | 8 | 498 | 505 4 51412
TRAV75 | 7 | 28 | 34 1,34 |53 (3
TRAV75 | 7 (108 | 114 | 124 |5|3 |3
TRAV75 | 8 | 63 | 70 1 51412
TRAV75 | 8 | 102 | 109 4 51412
TRAV75 | 8 | 151 | 158 3 51412
TRAV75 | 8 | 224 | 231 2 51412
TRAV75 | 12 | 246 | 257 1 7162
TRAV76 | 7 | 316 | 322 1,24 [5(3]|3
TRAV76 | 8 | 110 | 117 2 51412
TRAV76 | 8 | 269 | 276 1 51412
TRAV76 | 8 | 404 | 411 3 51412
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Tablo 5.3 Optimal, kendine dik ve devirli kodlar

GenID |[N| SP | EP |DNAno |n |k |d
TRAV70 | 9 | 368 | 376 1 71314
TRAV71 | 7 | 64 70 1 6124
TRAV71 | 7 | 93 | 99 2 6124
TRAV71 | 7 | 247 | 253 | 124 |6|2|4
TRAV71 | 7 | 335 | 341 3 6124
TRAV72 | 7 | 246 | 252 | 124 |6|2|4
TRAV72 | 7 | 334 | 340 3 6124
TRAV72 | 7 | 403 | 409 2 6124
TRAV73 | 7 | 261 | 267 1,2,4 6124
TRAV73 | 7 | 416 | 422 2 6124
TRAV73 | 9 | 296 | 304 3 71314
TRAV74 | 7 | 261 | 267 1,2,4 6|24
TRAV74 | 7 | 349 | 355 3 6124
TRAV75 | 7 | 263 | 269 2,4 6124
TRAV75 | 7 | 420 | 426 2 6124
TRAV75 | 9 | 486 | 494 4 7134
TRAV76 | 7 | 355 | 361 3 6124

Tablo 5.4 Kendine dik ve devirli kodlar

GenID [ N| SP | EP |DNAno |n | k| d
TRAV70 | 7 | 37 | 43 3 623
TRAV71 | 7 | 124 | 130 4 623
TRAV71 | 7 | 366 | 372 3 6123
TRAV72 | 7 | 376 | 382 3 6123
TRAV73 | 7 | 217 | 223 4 6123
TRAV73 | 7 | 380 | 386 3 6123
TRAV74 | 7 | 239 | 245 2 623
TRAV74 | 7 | 380 | 386 3 6123
TRAV75 | 7 | 124 | 130 4 6123
TRAV75 | 7 | 146 | 152 1 6123
TRAV76 | 7 | 137 | 143 1 6123

5.2 TRAV7 Geni ile Hata Diizelten Kodlar Arasindaki Iligki

DNAdan protein ya da enzim iiretmek icin DNAdaki genetik bilgi RNAya RNAdan
da mRNAya aktarilir. RNAdan mRNAya aktarim esnasinda genin niikleotid dizilimi
bastan sona okunmaz. Bir kisim dizilim okunur, bir kisim dizilim ise okunmadan
atlanir ve oradan okunmaya devam edilir. Okunmadan atlanan boélgeye kodlanmayan
bolge (intron) okunan bolgeye ise kodlanan bélge (exon) denir. Insan DNAsinda
kodlanmayan bolge tiim DNAnin yaklasik %97’lik kismini olusturmaktadir [[47]].
Gen arastirmalarinda kodlanan ve kodlanmayan bolgelerin belirlenmesi énemli bir

problemdir.
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Tablo 5.5 Optimal ve MDS kodlar

GenID | N | SP | EP [DNAno| n | k |d
TRAV70 | 7 3 9 1,3 5 313
TRAV70 | 8 1 8 2 5 4 |2
TRAV70 | 8 26 33 1 6 314
TRAV70 | 10 1 10 1 6 5|2
TRAV70 | 12 2 13 4 7 6 |2
TRAV70 | 14 | 2 15 2 8 7 |2
TRAV70 | 16 1 16 1 9 8 |2
TRAV70 | 18 | 10 27 3 10 9 |2
TRAV70 | 20 8 27 4 11|10 | 2
TRAV70 | 22 | 28 49 4 12 |11 | 2
TRAV7/0 | 24 2 25 3 13112 | 2
TRAV70 | 26 | 42 67 2 14 | 13 | 2
TRAV70 | 28 | 11 38 1 1514 | 2
TRAV70 | 30 | 18 47 2 16 | 15 | 2
TRAV70 | 32 | 73 | 104 2 17|16 | 2
TRAV70 | 34 | 94 | 127 3 18 (17 | 2
TRAV70 | 36 | 110 | 145 2 19 (18 | 2
TRAV70 | 38 | 72 | 109 3 20119 | 2
TRAV70 | 40 | 178 | 217 3 21 120 |2

Tablo 5.6 Optimal devirli kodlar

GenID | N | SP | EP [DNAno| n |k |d
TRAV70 | 9 | 139 | 147 4 6 (4|2
TRAV70 | 9 | 186 | 194 3 6 (4|2
TRAV71 | 9 | 36 | 44 | 1,234 | 6 |4 |2
TRAV72 | 9 | 38 | 46 | 1,234 | 6 |4 |2
TRAV72 | 9 | 397 | 405 2 6 |42
TRAV73 | 9 | 101 | 109 4 6 |42
TRAV73 | 9 | 221229 1,23,4 | 6 |4 |2
TRAV73 | 9 | 324 | 332 1 6 |42
TRAV73 | 17 | 188 | 204 3 108 |2
TRAV74 | 9 | 119 | 127 4 6 |42
TRAV74 | 9 [ 193201 1,234 | 6 | 4] 2
TRAV75 | 9 | 414 | 422 2 6 (4|2
TRAV75 | 10 | 486 | 495 1,2,3 7 1413
TRAV75 | 15| 74 | 88 4 10|64
TRAV76 | 9 [ 125|133 | 1,234 | 6 | 4| 2
TRAV76 | 9 | 324 | 332 1,2,3 6 |42
TRAV76 | 9 | 330 | 338 1 6 |42

Protein ya da enzim sentezinde rol alan kodonun yapisinda kodlanmayan bolge
bulunmamasi kodlanmayan bolgelerde hata diizeltme oraninin diisiik oldugunu
diisiindiirmektedir. Bu diistinceden yola cikarak bu béliimde TRAV7 geni ile hata

diizeltme arasinda bir iligki oldugu gosterilecektir.
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Tablo 5.7 Devirli kodlar

GenID | N | SP | EP [DNAno| n |k |d
TRAV70 | 8 | 153 | 160 3 6 |33
TRAV70 | 8 | 396 | 403 2 6 |33
TRAV71 | 7 | 11 | 17 | 1,234 | 6 |23
TRAV71 | 8 | 134 | 141 4 6 |33
TRAV72 | 7 | 291|297 | 1,234 | 6 |23
TRAV72 | 8 [ 175 | 182 1 6 |33
TRAV72 | 17 | 441 | 457 | 1,2,3,4 |12 |6 |3
TRAV73 | 7 | 121|127 | 1,234 | 6 |23
TRAV73 | 8 | 190 | 197 1 6 [3]3
TRAV74 | 7 | 306 312 1,234 | 6 |23
TRAV75 | 7 | 308 (314 1,234 | 6 |23
TRAV75 | 8 | 195 | 202 2 6 |33
TRAV75 |16 | 74 | 89 | 1,23 |10|7 |2
TRAV76 | 7 | 87 | 93 | 1,234 | 6 |23
TRAV76 | 8 | 31 | 38 2 6 |33
TRAV76 | 8 | 324 | 331 4 6 |33
TRAV76 | 8 | 397 | 404 1 6 |33
TRAV76 | 8 | 412|419 | 1,234 | 6 |33

Bu calismada izlenen algoritma asagidaki gibidir:

1. TRAV7 geni icin oncelikle genden alinan ana pencere yani belirlenir.

2. Magma [43]] programi kullanilarak kayan pencere metodu ile boyutu 2 olan

kodlarin parametreleri belirlenir.

3. Elde edilen kodlarin minimum uzaklig1 hesaplanarak Teorem [2.5/den kodun

diizeltebilecegi hata sayisi tespit edilir.

4. Hata diizeltemeyen kodlarin sayisi belirlenerek hangi oranda kodlanmayan

bolgede bulunduklari tespit edilir.

Bu oran algoritma uygulayicisina

kodlanmayan bélge tahmin yiizdesini verir.

Edinilen bilgilerin grafikleri asagida yer almaktadir.

Sekil[5.1]de TRAV7 genindeki kodlanan ve kodlanmayan kisimlar yer almaktadir. Buna
gore 511 uzunluklu gende 52 uzunluklu ve 285 uzunluklu iki kodlanan bolge ve 174

uzunluklu bir kodlanmayan bolge oldugu goriiliir.

TRAV7 geninden alinan 7 uzunluklu parcalardan kayan pencere metodu ile elde edilen

boyutu 2 olan kodlar incelendiginde bu kodlarin minimum uzakliklarinin maksimum 2

1Bu calismada ana pencere uzunlugunun 7, 8,9 ve 10 olma durumlari incelenmistir.
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1 52 Intron-174 nt 227 >11

Exon — 52 nt Exon — 285 nt

511 nt

Sekil 5.1 TRAV7 genindeki kodlanan ve kodlanmayan bolgeler

oldugu goriiliir. Sekil[5.2/deki hata diizeltme grafigi incelendiginde hata diizeltemeyen

kodlarin yogunlukta oldugu goriiliir.

1 T
0 T i
— O+ O ALV AV dO—dOdAO0dAOAGOdAWOdAUOAO-AOodWO-A O dA O o O
TN T ONOODOANMINOWOVADADANISTINNONOOANMITONOOONMIL O 0 O
A ddddd N NNNNNOOO DO NT T S <

Sekil 5.2 TRAV7 geni N=7, n=6, k=2 icin hata diizeltme grafigi

TRAV7 geninden alinan 8 uzunluklu parcalardan kayan pencere metodu ile elde
edilen boyutu 2 olan kodlar incelendiginde ise bu kodlarin minimum uzakliklarinin
maksimum 5 oldugu goriiliir. Sekil [5.3]teki hata diizeltme grafigi incelendiginde hata
diizeltemeyen kodlarin yogunlastig bolgelerin %63’inin kodlanmayan bolgede oldugu
goriilir.

TRAV7 geninden alinan 9 uzunluklu parcalardan kayan pencere metodu ile elde
edilen boyutu 2 olan kodlar incelendiginde ise bu kodlarin minimum uzakliklarinin
maksimum 6 oldugu goriiliir. Sekil [5.4/teki hata diizeltme grafigi incelendiginde hata
diizeltemeyen kodlarin yogunlastig1 bolgelerin %78’inin kodlanmayan bélgede oldugu
goriliir.

TRAV7 geninden alinan 10 uzunluklu parcalardan kayan pencere metodu ile elde
edilen boyutu 2 olan kodlar incelendiginde ise bu kodlarin minimum uzakliklarinin
maksimum 7 oldugu goriiliir. Sekil[5.5]deki hata diizeltme grafigi incelendiginde hata

diizeltemeyen kodlarin tamaminin kodlanmayan bolgede oldugu goriiliir.

Grafiklerde DNA no 1 icin elde edilen sonuglar gosterilmektedir. Diger se¢imler i¢in
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Sekil 5.3 TRAV7 geni N=8, n=7, k=2 i¢in hata diizeltme grafigi
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Sekil 5.4 TRAV7 geni N=9, n=8, k=2 i¢in hata diizeltme grafigi
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Sekil 5.5 TRAV7 geni N=10, n=9, k=2 icin hata diizeltme grafigi
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elde edilen sonuclar DNA no 1 ile paralellik gostermektedir.

Molekiiler biyoloji iizerine yapilan caligmalarda oldukga sik kullanilan Arabidopsis
Thaliana El bitkisinden alinan gen (NRPB5 Eukaryotic rpb5 RNA polymerase subunit
family protein [Arabidopsis Thaliana (thale cress)]) i¢in kodlanan ve kodlanmayan
kisimlar sekil [5.6]da yer almaktadur.

1 256 453 705 884 979 1089 1180 1305 1547
Exon-197 nt Exon—179 nt Exon —113 nt Exon —125 nt

1547 nt

Sekil 5.6 Arabidopsis Thaliana genindeki kodlanan ve kodlanmayan bolgeler

Arabidopsis Thaliana geninden alinan ana pencere uzunlugu 8 olan parcalardan kayan
pencere metodu ile elde edilen boyutu 2 olan kodlar incelendiginde ise bu kodlarin
minimum uzakliklarinin maksimum 7 oldugu goriiliir. Sekil [5.6]daki bolgeler ve Sekil
[5.7]deki hata diizeltme grafigi incelendiginde hata diizeltemeyen kodlarin yogunlastig:
bolgelerin %82’sinin kodlanmayan bolgede oldugu goriiliir. Arabidopsis Thaliana geni
icin detayli bilgi NCBI gen veritabaninda yer almaktadir.

3

—
o0
o
i

Sekil 5.7 Arabidopsis Thaliana geni N=8, n=7, k=2 i¢in hata diizeltme grafigi

1473
1519

5.3 Elde Edilen Sonuclar

Proteinlerin iiretimindeki anlamli rolii nedeniyle, genler igerisindeki kodlanan ve

kodlanmayan boélgeleri belirlemek 6nem arz etmektedir.

Bu calismada, hata diizelten kodlar kullanilarak olusturulan metod ile kodlanan ve

kodlanmayan bolgeleri belli bir oranda tahmin edebilen bir algoritma olusturulmustur.

2Bkz. https://www.sciencedirect.com/topics/neuroscience/arabidopsis-thaliana
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Arabidopsis Thaliana bitkisi tizerinde yapilan [49] nolu ¢alismada, DNA zincirlerinin
ayrilmasi icin anahtar role sahip baglanma bélgesinin (binding site) [[28] tespiti icin,
8 uzunlugundaki DNA dizilerinin, 6 — 13 araligindaki diger uzunluktaki dizilere gore
daha anlamli olabilecegi sonucu belirtilmistir. Bu calismada da, kullanilan cebirsel
metod ve tahmin algoritmasi ile [49] calismasina benzer olarak 8 uzunlugundaki DNA
parcalarinin, kodlanan ve kodlanmayan bolgelerin belirlenmesi hususunda da 6nem

arz ettigi ortaya cikarilmistir.

Tanimlanan kodlanan ve kodlanmayan boélgeleri tahmin algoritmasi, belirli bir ylizde
ile kodlanmayan bolge icin dogruluk belirtmesi ve mevcut biyolojik calismalarin
sonuclar ile Ortlisen verileri ortaya cikarmasi, bu algoritmanin genler iizerindeki
arastirma alanindaki tahmin calismalarinda belirli bir 6éneme sahip oldugunu
gostermektedir.
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6

SONUC ve ONERILER

Bu boliimde, yapilan calismalardan elde edilen sonuclar ve yapilabilecek c¢alisma

Onerileri verilecektir.

6.1 Sonuc

Bu tezde, 6ncelikle yerel Frobenius olup zincir halkasi olmayan R = F,+uF,+vF,+VF,
halkas1 ve bu halkanin ideal yapisi incelendi. R halkas: iizerinde tanimlanan bir C
devirli kodunu iireten ideal yapisi belirlendi. Ayrica R halkasi tizerinde ters-sirali DNA
kod elde etmek icin tek ya da cift uzunluklu devirli kodlarin 3 tipi belirlendi. Belirlenen
bu devirli kodlarin iirete¢ matrisi ve kodsoz sayisi elde edildi. Ayrica dual kodunun
tireteci belirlendi ve R halkasi tizerindeki lineer kodlar i¢in kendine dik olma kosulu

verildi.

R halkas: tizerindeki kodlarin Gray doniisiimlerinden optimal ikili lineer kodlar elde
edildi. Elde edilen optimal kodlar, optimal lineer kodlar veritabaninda [|22]] birden
fazla adimda gerceklesirken R halkasi {izerinden Gray doniisiim ile elde edilen ayni
parametreli kodlarin sadece bir adimda bulunabildigi goriildii. Ayrica elde edilen
kodlarin kendine dik kod olduklari anlasildi. Elde edilen kodlar incelendiginde

tiimiiniin bir-agirlikli kod olduklar goriildii.

Farkli bir kod insa metodu olan, dongiisel matrisler kullanilarak, yani R halkasi
tizerindeki temsilci vektoriinii ve bu vektoriin devirsel 6telemelerini satir kabul eden
matristen optimal kodlar elde edildi. Bu kodlarin arasinda iki-agirlikli kodlarin

bulunmasinin yani sira optimal iki-agirlikli kodlarin da oldugu gortldii.

Boliim 4'te ise R halkasi tizerindeki devirli kodlarin DNAya uygulamalarina yer verildi.
Bu boliimde, R halkas: iizerinde tamimlanan devirli kodlarin cebirsel 6zelliklerinden
faydalanilmak suretiyle DNA kodlar icin 6nemli bir esik olan ters siralilik problemi
coziilerek ters-sirali DNA kod ve ters-sirali tamlayan DNA kodlar elde edildi.
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Béliim 5in ilk kisminda, gercek DNA dizileri iizerine calismalar yapildi. Insanda
bulunan TRAV7 (T cell receptor alpha variable 7) geni ve farede bulunan TRAV7-1 ile
TRAV7-6 arasindaki 7 gen tizerindeki lineer kod yapisi incelendi. TRAV7 genlerinden
kayan pencere metodu ile elde edilen dizilerin F,’teki karsiliklarini satir kabul eden
matrislerin iirettigi kodlarin parametreleri elde edildi. Ayrica elde edilen lineer
kodlar MDS, kendine dual, kendine dik, devirli ve optimal olma 0Ozelliklerine gore

siniflandirildi.

Bolim 5’in ikinci kisminda, literatiirde ilk olarak, TRAV7 geni ve Arabidopsis
Thaliana geni icin hata diizeltme grafikleri elde edilerek genlerle hata diizeltme
grafikleri arasindaki iligki arastirildi. Kodlanan ve kodlanmayan bélgelere karsilik
hata diizeltme grafigindeki durumlar incelendiginde hata diizeltemeyen kodlarin

kodlanmayan boélgede yogunlastigi goriildii.

6.2 Oneriler

GC-miktar kisitin1 saglayan DNA kodlar ve CSS quantum kodlar izerine Oneriler

asagida yer almaktadir.

6.2.1 GC-miktar Kisitim1 Saglayan DNA Kodlar

Boliim 2’de GC-miktar kisitinin tanimi verilmektedir. Tanima gore bu tezde bahsedilen

kod tiretme metodu i¢in R halkasinda GC-miktar kisit1 saglanmamaktadir.

Ornegin; (u,u,u,u) vektdriinii ele alahm. (u,u,u,u) vektoriiniin DNA dizisi olarak
karsiigt GCGCGCGC’dir. Ancak bu vektort u ile carptigimizda elde ettigimiz vektor
u(w,u,u,u) = (v3,v3,v%,v?) olur. Bu vektdriin DNA karsihgr ise TTTTTTTT

seklindedir. Bu ise GC-miktar kisitinin saglanmadigini gostermektedir.

R halkasi tizerindeki kodlardan GC-miktar kisitin1 saglayan DNA kodlarin bulunmasi
acik bir problemdir.

6.2.2 R Halkasindan Elde Edilen Kodlarin CSS Quantum Kod insasinda Kullanil-
masl

Teorem [3.6]da R halkas: {izerindeki lineer kodlarin Gray doniisiimleri ile olusan

kodlarin ikili kendine dik kodlar olduklarindan bahsedilmektedir. Dolayisiyla [50]]

nolu calismada gecen Sonug¢ 21’e gore R halkas: iizerindeki lineer kodlarin Gray

doniistimleri ile olusan ikili kendine dik kodlarin duali ile CSS quantum kod insasi

yoluyla CSS quantum kod elde edilir. Ayrica elde edilen kodlar bazilar [[22]]'ye gore
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bilinen en iyi quantum kodlardandir.

Ornegin, C = (v? + v2x) kodu R halkasi iizerinde bir kod olsun. C kodunun Gray
goriintiisiiniin parametreleri [24, 2,16] seklindedir. Bu kodun dualinin parametreleri
ise [24,22,2] olur. Dolayisiyla, bu kod parametreleri [[24,22,2]] olan bir ikili

quantum kod elde etmek icin kullanilabilir.

Yukarida bahsedilen CSS quantum kod insasi ile iyi quantum kodlar elde edilmesi agik

bir problemdir.
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A

TRAV7 VE ARABIDOPSIS THALIANA GENLERININ
DIZILIMLERI

Ulusal biyoteknoloji bilgi merkezi arama veritabani [48]’'den alinan TRAV7 genleri ve
Arabidopsis thaliana geni ile ilgili bilgiler asagida yer almaktadir.

ID: 28686 T cell receptor alpha variable 7 [Homo sapiens (human)] Chromosome 14

ATGGAGAAGATGCGGAGACCTGTCCTAATTATATTTTGTCTATGTCTTGGCTGTAAGTTG
AGGGTTCTAAGAACTGGGGACCCCAGGAGACATTTATTCAAGTCCTTTTGGGGAGATG
GGGATGTAGTCTGGACTTACTTGTCATTGCTTGTTTGAGATTAAGAAATAAAATTATGAA
AGGTCTAAATTAAAATGTACATATTGTACCTGATGTCTTTCTGAATAGGGGCAAATGGAG
AAAACCAGGTGGAGCACAGCCCTCATTTTCTGGGACCCCAGCAGGGAGACGTTGCCTC
CATGAGCTGCACGTACTCTGTCAGTCGTTTTAACAATTTGCAGTGGTACAGGCAAAATAC
AGGGATGGGTCCCAAACACCTATTATCCATGTATTCAGCTGGATATGAGAAGCAGAAAGG
AAGACTAAATGCTACATTACTGAAGAATGGAAGCAGCTTGTACATTACAGCCGTGCAGCC
TGAAGATTCAGCCACCTATTTCTGTGCTGTAGATG.

ID: 671652 T cell receptor alpha variable 7-1 [Mus musculus (house mouse)]
Chromosome 14

ATGAAGTCCTTGTGTGTTTCACTAGTGGTCCTGTGGCTTCAGCTACACTGTAAGTTTGG
GAATTTCTTCTGGATCCAGGTGTGATATGTAAAGTTGTTGTCTGCCCAGGCTAATGGTAG
AAACACAGATAGTTTCAATCTCTAGGAGCGGGAGGCCCATCAAAAAGCCATTCTGGAGT
GTTATGCATCTCTTCTTGATTGTCTGACCTTTGTTTTTCTCCACAGGGGTGAACAGCCAG
CAGAAGGTGCAGCAGAGCCCAGAATCCCTCATTGTTCCAGAGGGAGGCATGGCCTCTCT
CAACTGCACTTTCAGTGATCGTAATTCTCAGTATTTCTGGTGGTACAGACAGCATTCTGG
GGAAGGCCCCAAGGCACTGATGTCCATCTTCTCCAATGGTGACAAGAAGGAAGGCAGAT
TCACAGCTCACCTCAATAAGGCCAGCCTGCATGTATCCCTGCACATCAAAGACTCCCAAC
CCAGTGACTCTGCTCTCTACTTCTGTGCAGTGAGCAC.

ID: 634132 T cell receptor alpha variable 7-2 [Mus musculus (house mouse)]
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Chromosome 14

GAATGAAATCCTTTAGTATTTCCCTAGTGGTCCTGTGGCTTCAGCTAAACTGTAAGTTT
GGGAATTTCTTTAGGATTGTAATATTGGTTCTAGGCTAATGGTAGGAACCCAGATGTTT
TTTAATATCTAGTTAGGGATAGGAGACCCATGGAAAAATCTTTCTAGAGTGCTAGCATC
CATATAAGTCCACTCTATTTTGTCTGATCTTTGTCTTTCTGCACAGGGGTGAACAGCCA
ACAGAAGGTGCAGCAGAGCCCAGAATCCCTCATTGTTCCAGAGGGAGGCATGGCCTC
TCTCAACTGCACTTCCAGTGATCGTAATGTTGACTACTTCTGGTGGTACAGACAGCACT
CTGGGAAAAGCCCCAAGATGCTGATGTCTATCTTCTCCAATGGTGAAAAGGAAGAAGG
CAGATTCACAGTTCACCTCAATAAAGCCAGCCTGCATACTTCCCTGCACATCAGAGACT
CCCAGCCCAGTGACTCTGCTCTCTACCTCTGTGCA.

ID: 547420 T cell receptor alpha variable 7-3 [Mus musculus (house mouse)]
Chromosome 14

ATGAAATCCTTGAGTGTTTCCCTAGTGGTCCTGTGGCTCCAGTTAAACTGTAAGTTTGG
GAATTCCTTTGCGATCCAGGTGTGATATGTAAAGTTACTGTCAGCTCCAGGGGAATGGT
AGACACACAGATTTCTTAATCTCTAGTTAAGAAATGGGAAGCCCATGGAAAAATCATTCT
AGAGTGTTAGCATCCATATGCATCCAGTCTTGATTGTCTGGCCTTTGTCTTTCTGCACAG
GGGTGAACAGCCAGCAGAAGGTGCAGCAGAGCCCAGAATCCCTCATTGTCCCAGAGGG
AGCCATGACCTCTCTCAACTGCACTTTCAGCGACAGTGCTTCTCAGTATTTTGCATGGTA
CAGACAGCATTCTGGGAAAGCCCCCAAGGCACTGATGTCCATCTTCTCCAATGGTGAAA
AAGAAGAAGGCAGATTCACAATTCACCTCAATAAAGCCAGTCTGCATTTCTCCCTGCACA
TCAGAGACTCCCAGCCCAGTGACTCTGCTCTCTACCTCTGTGCAGTGAGCA.

ID: 386450 T cell receptor alpha variable 7-4 [Mus musculus (house mouse)]
Chromosome 14

ATGAAATCCTTGAGTGTTTCACTAGTGGTCCTGTGGCTCCAGTTAAACTGTAAGTTTGG
GAATTCCTTTGGGATCCAGGTGTGATATGTAAAGTTATTGTCTGCTCCAGGCTAATGGTA
CAAACACAGATGTTCTTAATCTCTAGTTAGGGGCGGGAGACCCATGGAAATGCCATTCT
GGAATGTTAGCATCCATACGCATCCAGTCTTGATTGTCTGACCTTTGTTTTTCTGTACAG
GCGTGAGGAGCCAGCAGAAGGTGCAGCAGAGCCCAGAATCCCTCAGTGTCCCAGAGG
GAGGCATGGCCTCTCTCAACTGCACTTCAAGTGATCGTAATTTTCAGTACTTCTGGTGG
TACAGACAGCATTCTGGAGAAGGCCCCAAGGCACTGATGTCAATCTTCTCTGATGGTGA
CAAGAAAGAAGGCAGATTCACAGCTCACCTCAATAAGGCCAGCCTGCATGTTTCCCTGC
ACATCAGAGACTCCCAGCCCAGTGACTCCGCTCTCTACTTCTGTGCAGCTAGTGAGCA.

ID: 630061 T cell receptor alpha variable 7-5 [Mus musculus (house mouse)]
Chromosome 14
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ATGAAATCCTTGAGTGTTTCACTAGTGGTCCTGTGGCTCCAGTTTAATTGTGAGTTTGG
ACATTTCTTTTGGATATAAGGTGCTATAAGTGAGGTCACTGCCTACTCTAGGATAGTGGT
AGAAACATAGATGTTTTAAATCTCTAGTTAAGGGGTGGGAGGCCCATGGAAAATTTATTC
TAGAGTGTTAGCATCCAAATGCATCCAGTCTTGATCATCTGATCTTTGTTTTTCTGCACAG
GGGTGAGCAGCCAGCAGAAGGTGCAGCAGAGCCCAGAATCCCTCACTGTCTCAGAGGG
AGCCATGGCCTCTCTCAACTGCACGTTCAGTGATGGTACTTCTAACAACTTCAGGTGGTA
CAGACAGCATTCTGCGAAAGGCCTTGAGGTGCTAGTGTCCATCTTCTCTGATGGTGAAA
AGGAAGAAGGCAGATTTACAGCTCACCTCAATAGAGCCAACTTGCATGTTTCCCTACACA
TCAGAGAACCACAACCCAGTGACTCTGCTGTCTACCTCTGTGCAGTGAGCA.

ID: 213480 T cell receptor alpha variable 7-6 [Mus musculus (house mouse)]
Chromosome 14

ATGCATTCCTTACATGTTTCACTAGTGTTCCTCTGGCTTCAACTAGGTGGTGAGTTTGGT
CATTTCTATGGGAATATAAAAATACAATATATAAGGGTATTGCCTATTTTAGGCTAGAGGGT
AAAATGCTAATATTCTCACGCTGCAACAAAATCGGGTGGGAGGCCCGTGGAAAAGCAAT
TCTAGAATGTTAACATCCAAGTGCATCCAGTCTTGACCGTCTGACCTTTGTCTTTCTGCA
CAGGGGTGAGCAGCCAGGAGAAGGTACAGCAGAGCCCAGAATCCCTCATTGTCCCAGA
GGGAGCCATGGTCTCCCTCAACTGCAGTTTCAGCGACAGTGCTTCTCAGTCCATCTGGT
GGTACCAACAGCATCCTGGGAAAGGCCCCAAAGCACTAATATCCATCTTCTCTAATGGCA
ACAAGAAAGAAGGCAGATTGACAGTTTACCTCAATAGAGCCAGCCTGCATGTTTCCCTG
CACATCAAAGACTCCCAGCCCAGTGACTCCGCTGTCTACCTCTGTGCAGTGAGCA.

ID: 821801 NRPB5 Eukaryotic rpb5 RNA polymerase subunit family protein [
Arabidopsis thaliana (thale cress) ] Chromosome 3

ATAGAATTGAGAAAAGGGTTCGAGGTAAAAGGAGAAAGCTTGAAACGCCGCTTCTTCT
TCTTCTTCTTCCACTGTCGTTCTCTCTGTAAATCGCTTCTTCAATCATCTCTGTGGATTT
GTCTCTATTCGTAAGTTTTCGTATCTGTGTATATATTCTCAAAGAGATTGATAAACTCTTA
ATTGTTTCTGTCAATTTTTGAAAAACCCTAATTTTGATATGGTTTTGGTAAAGCTGCAGA
TAACTTGGTGAAGAAGATGTTGACGGAAGAGGAGCTCAAAAGATTGTACAGAATCCAG
AAGACGTTGATGCAGATGTTAAGGGATCGTGGATATTTTATCGCGGATTCTGAACTTAC
GATGACTAAACAACAGTTTATTAGGAAACATGGTGATAACATGAAAAGAGAGGATCTTGT
TACTCTTAAGGCTAAGCGAAATGATAATAGTGATCAGGTTTGTAGTTGTATGTCTCTCCTT
CAATGTGATTATCAGCTTCTCTTTAGTGTTCTTTAGCTGGAGACTATCATTAT TTATCTAGT
TGTTGAATGTGAATAGTAAGTAGACATGGAATGTTACAGAGAGCTAGATTTTGACAAAAG
TATAGATAAATGTCATCTCTTTAATCTCTAAGAAGCTGTGGATATGGTAGAAAGATTGTTTA
TGTGTGTTTGATTTAGTCGCTGATTCATGTGCTCTTGTTGTAGCTCTATATATTCTTCCCT
GATGAGGCGAAAGTTGGTGTGAAGACGATGAAAATGTACACGAACAGGATGAAATCAGA
GAATGTGTTCAGAGCTATTTTGGTTGTGCAACAGAACTTGACCCCGTTTGCTCGAACTT
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GCATTAGTGAGATCTCTTCTAAGTTTCATCTGGAAGTTTTCCAGGTAAAACAAATCACTT
TGTGTCTTGACTCTTGATGATGATGTATCCACATCACAATCCTACTAAACCATGATTTGGT
GGTGGATGCTGCAGGAGGCGGAAATGCTAGTGAACATTAAAGAACATGTTCTTGTTCC
TGAGCATCAAGTTCTTACCACTGAAGAGAAGAAAACTTTACTGGAGAGATACACAGTG
AAGGAGACACAGGTTAGTAGTATATAGAAACTTTGTTTGAATTCTTGGTGATGAAATTT
TTGTTGTGTTATTAAATGTTTGGAACTTTGTGGGTGTTGTTAGCTTCCAAGGATCCAAG
TGACTGATCCAATCGCAAGATACTTTGGACTAAAACGTGGGCAAGTGTGAAGATCAITC
GTCCGAGTGAAACGGCTGGTCGTTATGTTACCTATCGTTATGTTGTATAAGCCAAAGCAA
AAGGCTTTTGTGGATTGTAATGCGAATTGAACGCTGAGAGTTGTGAAACATAAGAGTAA
TGCTTTTGTACTAAACCAAACTGATGACTGTGTTTTATTTTTGTTTGTCCGATAGGAGAA
ATTAAAGCTTGAAACAACTTATTTGTATTAGTTTTCTATCCAAAAACTTGCAAGATCCGAT
TCCGACTTGTTTGTATTTGTTCATCCCAACAAATGCCATATTTTGTTAATAA.
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