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The purpose of this thesis is to study the concept of near-rings, Smarandache near-
rings, examining some related features and researching some theorems and results. In
addition, because of the near-rings, generalized version of the rings, studies and
researches in this field are carried out regularly and continuously. Historically, the first
studies on the near-ring were done by L.E. dickson in 1905. Vasantha Kandasamy did
his first work on Smarandache near-rings in 2002. Different results have been obtained
by extending many concepts in rings in near-rings. In this study, it has been shown that
it can create different near-ring structures on each G group. In addition, it has been
investigated that in the N near-ring the annihilator of each element is a left ideal
requirement and generally there is no sub near-ring. Then the concepts of S-near-ring,
S-sub near-ring and S-near-ring homomorphism are explained by giving examples.
Finally, examples are presented with prime, semi-prime ideals and related theorems

on the prime radical of an ideal.

Key Words: Near-ring, N-group,Near-ring Homomorphism,Group Near-ring, S-near-

ring, S-ideal, Prime Ideal, Semi Prime Ideal, Prime Radical.



OZET

YAKIN-HALKALARIN VE SMARANDACHE YAKIN-HALKALARIN ASAL
IDEALLERI VE RADIKALLERI

TAMER, Hiiseyin
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik
Damisman: Dog. Dr. Necati OLGUN
Haziran 2020
63 sayfa

Bu tezin yapilmasinin amaci yakin-halkalar, Smarandache yakin-halkalar1 kavrami
tizerinde c¢alisilmasi, ilgili bazi 6zelliklerin incelenmesi ve konuyla bagli bazi
teoremler ile sonucglarin arastirilmasidir. Ayrica Yakin-halkalar, halkalarin
genellestirilmis hali oldugu nedeni ile bu alanda ¢alismalar, aragtirmalar diizenli ve
stirekli bir sekilde yiiriitiilmektedir. Tarihsel olarak, yakin-halka {izerinde ilk
caligmalar 1905 yilinda L.E. dickson tarafindan yapilmigtir. Smarandache yakin-
halkalar1 tizerinde ilk ¢aligmalar1 Vasantha Kandasamy 2002 yilinda yapmustir.
Halkalardaki pek ¢ok kavramin yakin-halkalar’da genisletilmesiyle farkli sonuglar
elde edilmistir. Bu calismada her G grubu iizerinde farkli yakin-halka yapisi
olusturabilecegi gosterilmistir. Ayrica N yakin-halkasinda her elemanin sifirlayani bir
sol ideal gerek oldugu ve genelde alt yakin-halka olmadig1 incelenmistir. Daha sonra
S-yakin-halka, S-alt yakin-halka ve S-yakin-halka homomorfizmasi kavramlari 6rnek
vererek aciklandirilmistir. Son olarak, asal, yar1 asal idealler ve bir idealin asal radikali

tizerinde ilgili teoremler ile 6rnekler sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Yakimn-halka, N-grup, Yakin-halka Homomorfizm, Grup Yakin-
halka, S-yakin-halka, S-ideal, Asal ideal, Yar1 Asal ideal, Asal
Radikal.
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SEMBOLLER LISTESI

GS G grubunun tizerindeki fonksiyonlar kiimesi

Oc G grubunun etkisiz elemani

0 Fonksiyonlarda belirlenen bileske islemi

v Her

3 En az bir

€ Eleman

¢ Eleman degil

c Alt kiime

Z Alt kiime degil

N Dogal sayilar kiimesi

R Reel sayilar kiimesi

E(G) G grubunun biitiin endomorfizmlerin kiimesi

Mint (R) Integralli gercek fonksiyonlarin kiimesi

= Ise
S Ancak ve ancak

N Kesisim islemi
Mast (V) V vektor uzayi tizerindeki affine fonksiyonlarin kiimesi
Hom, (V,V)  V vektor uzay: iizerindeki homomorfizmalarin kiimesi
n(N) N yakin-halkasinin tiim normal elemanlarinin kiimesi
C(N) N yakin-halkasinin merkezi
SN (N) N yakin-halkasiin simple nilpotent elemanlarin kiimesi

NN N-grup



M (L) M (L)-grup
<y N-alt grup

Hom, (L,L") L N-grubundan,L' N-grubuna tiim N-homomorfizmlerinin kiimesi

| Ideal

7 Bos kiime

=~ Eslik
Card(Q) Q kiimesinin eleman sayisi
<n> n elemant ile tiretilen ideal

<S> S kumesi ile tiretilen ideal

xi



BOLUM 1

GIRIS

1.1 Calismanin Amaci

Yakin-halkalar kavrami genel olarak halkalarin genellestirilmis halidir. Ayrica her
halka bir yakin-halka belirtmektedir. Yakin-halkalar, halkalardan farkli olarak birinci
isleme gore degismeli olmasi gerekmeyen ve belirlenen ikinci islem birinci islem

tizerine tek yonden dagilma 6zelligini saglamasi yeterlidir [1].

Yakin-halka biinyesinin varligin1 gosteren bircok Ornek ile dogal bir sekilde
karsilagabiliriz, ornegin; ( G , + ) herhangi bir grup olmak iizere, fonksiyonlarda

toplama " + " ve bileske " 0 " islemi altinda,
M(G)={0:G — G | o birfonksiyon }

kiimesi bir yakin-halka biinyesi belirtmektedir. Hatta G degismeli bir grup ise, dagilma
ozelligi sag taraftan, (o + ©)07= 007 + w07 daima saglanmaktadir. Fakat sol
taraftan 0 0 (1 + 7) = 0 0 u + 0 0 T saglanmasi igin, ¢’nin bir grup homomorfizm olmasi

gerekmektedir.

Tarihsel agidan, yakin-halka tizerinde ilk calismalar 1905 yilinda L.E. dickson
tarafindan yapilmistir [2]. Ancak Dickson sadece tek yonden dagilma &zelligini
saglayan cisimlerin varligini kanitlamistir. Zira bulunan cisimler " yakin-cisim " adi
verilerek tanimlanmigtir. Sonraki yillarda yakin-halka teorisi lizerine, birinci baskis1
1977°de ve daha sonra yenilenmis baskis1 1983 yilinda, yapilan Giinter PILZ e ait olan
"Near-rings" isimli kitabi, yakin-halkalarla ilgili temel bir kaynak olarak kabul

edilmistir.

Yakin-halkalarda, asal ideallerin konusunda ilk adimlar ve detayli galismalar (\Van der
Walt,1964) [3], (Beidleman, 1967) [4], (Rao, 1979) [5] tarafindan yapilmistir.



Yari asal ideal, asal ideal ve asal radikal kavramlar1 yakin-halka teorisinde dnemli bir

rol almaktadir.

Ayrica asallik kavramini incelemek ve ilgili temel teoremler ile sonuglart ispatlamak
igin, sp-system, m-system gibi kavramlar kullanilmaktadir. Smarandache yakin-

halkalar1 tizerine ilk detayli ¢alismalar1 Vasantha Kandasamy (2002b) yapmustir [6,7].
Bu tezde ilk olarak yakin-halkalarla ilgili genel bilgilere yer verilmistir.

Ikinci boliimde yakin-halka, N-grup ( yakin-modiil ), alt yakin-halka, yakin-halka
homomorfizmasi ve idealler gibi kavramlar tanitilmistir. Ayrica bu kavramlarla ilgili
bazi 6zellikler ve teoremler incelenmistir. Bu boliimde N yakin-halkasi igin, (N, +)
grubu, (No, +) sifir simetrik kisminin, ( Nc , +) sabit kismu ile bir yari-direkt carpimi
oldugu gosterilmistir. Yakin-halka teorisinde her sol idealin bir alt yakin-halka
olmadig kamtlanmistir. Ornegin; N yakin-halkasinda her elemanin sifirlayani bir sol

ideal gerek oldugu ve genelde alt yakin-halka olmadigr incelenmistir.

Ucgiincii béliimde grup yakin-halka, Smarandache yakin-halka tanimi verilerek,
ornekler ve teoremler ile birgok 6zellikler incelenmistir. Daha sonra Smarandache alt
yakin-halka (S-alt yakin-halka), Smarandache yakin-halka homomorfizm (S-yakin-
halka homomorfizm), Smarandache ideal (S-ideal) gibi kavramlar tanimlanmig, bazi

ornekler sunularak agiklanmistir.

Dordiincti boliimde yakin-halkalarda asal ideal, yar1 asal ideal ve bir idealin asal
radikali gibi kavramlara yer verilmistir. Yakin-halkalar, halkalardan farkli olduguna
gore asallik kavrami birgcok farkli asallik tanimi ile sunulmustur. Ayrica asallik
konusunda, Halkalardaki pek ¢cok kavramin yakin-halkalar ’da genisletilmesiyle farkli

sonuglar elde edilmistir.

Besinci boliimde son olarak bu tezde elde edilen sonuglara ve nerilere yer verilmistir.



BOLUM 2

YAKIN-HALKALAR

2.1 On Bilgiler

Yakin-halkalar kavrami genel olarak halkalarin bir genellestirilmis halidir.
Yakin-halkalar, halkalardan farkli olarak, birinci isleme gore degismeli olmasi
gerekmeyen ve belirlenen ikinci islem birinci islem iizerine tek yonden dagilma

Ozelligini saglamasi yeterlidir.

Tanmmm 2.1.1 [1] N # ¢ bir kiime olsun. Eger N kiimesi {izerine belirlenen " +" ve

" iki ikili islem, asagidaki kosullart sagliyorsa, N’ye sag yakin-halka denir.
1) (N, +) (degismeli olmasi gerekmeyen) grup.
2) (N,. ) yar grup.
3) Va,,a,,a,¢e Nigin,
(a, +a,)-a,= a,-a, +a, -a,
Eger 3.6zellik
3') Va,a,,a,e Nigin,
a-(a,+a,)=a-a,+a a,

seklinde saglaniyorsa, N’ye sol yakin-halka denir. Bu tez calismasinda aksi

belirtilmedikge verilen yakin-halkalar bir sag yakin-halka olarak alinacaktir.



Ornekler 2.1.2

1) (G, +) bir grup ve 0, etkisiz eleman1 olmak iizere, fonksiyonlara tanimlanan

toplama " + " ve bileske " 0 " islemi altinda asagidaki kiimeler yakin-halka biinyesi

belirtmektedir.
i. M(G) ={06:G — G | o birfonksiyon} = G°.
i. Mo(G) = {0:G — G| o(0.) =0.}

iii.Mc (G) ={0: G — G |osabit fonksiyon}.

) O¢; =0
iv. M2(G)={0,:G -G | 72G Ve 0,(8)= {yG; o0

}
Coziim: Sadece (M. (G), +, o) i¢liisiinlin bir yakin-halka oldugunu gésterecegiz.
Kalan i. , ii. ve iv. Ornekler ise, benzer bir sekilde kolayca ispatlatilabilir.
» (M, (G),+ ) nm grup oldugunu gosterelim.
+ 1 M:(G) x M;(G) — M.(G)
Vo,ueM(CG),yeGicin, (o,u)>o+pu:(c+u)@)=c@)+u()
.V o,u € M;(G), y e Gigin,
(o+u)()=c@) +tu@)=ctc
= o0 +u € M (G) oldugundan, kapalilik 6zelligi saglanir.
ii.vo,u,te Mc(G) ,y € G igin,
(o +u)+7) ()= (o +1) () +7(y)
=@ +u0))+70)
=0 (@) + @) +7()
=o(@)+(u+ 7))

=(o +(u+ 1))@



= (o+u)+r=0+(u+ 1) oldugundan, birlesme 6zelligi saglanir.
li.v o € M.(G),yeG igin, 3 u=0e M_.(G):

(c+u))=c(+u@)=0(®)+0(p) =c(y) +0=0(y)

ve

(u+o))=u@)+e()=00)+c()=0 +a () =0 ()

= 0+0=0+0=0 oldugundan, birim eleman 6zelligi saglanir.
iv. V. ¢ € M.(G) ,ye G icin, 3 u=-c e M (G):

(c+u))=c@+u®)=c@)+(0))=c@)+(-o())=0=0()

ve
(uta) )= +to()=Co) P +o()=(c())+a()=0=0()
= o+ (-0)=(-0) +3=0 oldugundan, ters eleman zelligi saglanir.
» (M¢(G), o) mn yari grup oldugunu gosterelim.
0: M:.(G) x M.(G) — M.(G)
Vo,pueM(G),yeGicin, (o,u)> cou:(oou)@y)=c(u(y))
i. Vv o,ueM.(G),yeG icin,
(oou)()=a(u())=o(c)=ce
= oou € M (G) oldugundan, kapalilik 5zelligi saglanr.
ii. Vo,u,7eMc(G),yeG igin,
((cou)or)()=(oou)(z())=(oou)(c1)
= o(u()) =o(c2)=cs
(co(uoz))()=a((uoz)(®))=oc(u(z(y)
= o(u(cr)) =o(c2)=cs

5



= (oop)or=c0(uo07) oldugundan, birlesme 6zelligi saglanir.

» Vo,u,teM:(G),yeG igin,

((e+p)or)()=(o+pu)(@@) =(o+pu)(c)
=o(c1)+pu(cr)=ca+cs
((oz)+(uoz))(y)=(o07) () +(uo7)(y)
=o(z(y))*+u(z(y))
=o(c1)+u(cr)=ca+cs
= (o+u)or= (607)+(uoz) olduundan, dagilma 6zelligi saglanir.

2) (R, +,.) degismeli ve birimli bir halka ise, ( R[X] , +, o ) gliisii, fonksiyon

toplama " + " ve fonksiyon bileske " o " islemi altinda bir yakin-halkadir.
RIX] ={f: f(x)=a, +a,x+a,x* +a,x> +...+a,Xx" |[neN, x bir degisken , aieR }.

3) G bir grup olsun. E(G) , G’nin biitiin endomorfizmlerin kiimesi fonksiyonlarda

toplama ve bileske islemleri altinda yakin-halka belirtmektedir.
4) (N,+)birgrupve va,a' e N igin, ¢arpma islemi
, {a ; a#0
0; d=0
seklinde tanimlanirsa, bu durumda ( N, +,.) bir yakin-halkadir ve asikar yakin-

halka olarak tanimlanmaktadir.

5) Her grup iizerine bir yakin-halka yapisi olusturulabilir. Eger (N , + ) grubun iizerine
ikinci islem olarak va, a’'e N igin, a.a’ =0 ile tanimlanirsa, (N, +, .) bir yahin-

halk olur.
6) Her halka bir yakin-halkadr.

Ornek 2.1.3 Mint (R) = {f:R — R |f integralli } kiimesi fonksiyonlarda toplama
ve bileske islemi altinda bir yakin-halka degildir. Ornegin ;



f(x)=¢, g(x)=x% igin, (gof)(x)=e*e Min(R)
fakat (fog)(x)=e* ¢ M (R )dir
Ozellikler 2.1.4 N yakin-halka olmak iizere, asagidaki dzellikler saglanmaktadir.
a) v aeN ign, 0a=0
b) va,a eN igin, (-a)a’'=-a a
Ispat:a) v ae N igin, ve sag taraftan dagilma 6zelligini kollanarak,
0Oa=(0+0)a=0a+0a = 0a = 0 bulunur.
b) va,a e N igin, sag taraftan dagilma ve a) ozelliklerini kullanarak,
(-a) a’=(0-a)a’ =0a-aa' =-ad eldeedilir.
Not 2.1.5: Bir N yakin-halkasinda, a0 = 0 ve a(- a') = -a @’
ozellikleri genel olarak saglanmamaktadir.Ornek2.1.2°de(M(G),+,0)yakin-halkasinda,

o 0 0=0olmas1 i¢in, ¢ fonksiyonunun orijinden ge¢mesi ile saglanir. Benzer sekilde

00 (-u)=-(0o0u) gergeklesmesi de o fonksiyonunun tek fonksiyon olmasi ile

aglanmaktadir.
Tammm 2.1.6 [1] N yakin-halka olmak {izere,
a) No={a e N | a0 = 0 }kiimesine, N’nin 0-simetrik kism1 denir.

b)Nc={aeN|al0=za}={aeN|v aeN:aa=a} kimesine,

N’nin sabit kism1 denir.
No ve Nc kiimeleri ayn1 zamanda N’nin alt yakin-halkasidir.

Eger N = No ise, N’ye 0-simetrik yakin-halka ve N = Nc ise, N’ye sabit yakin-halka

denir.
Ornek 2.1.7 (M(G))o = Mo(G) ve (M(G))c = Mc(G)dir.
Coziim: (M (G))o={c cM(G) |6 0 0=0}={0o e M(G) | (0) =0} = Mo (G)

M(G))c={oceM(@G) |[c00=0 }={oce M(G) |o sabit} =Mc (G)



Bu durumda, Mo (G ) O-simetrik; Mc ( G ) sabit yakin-halkalardir.
Teorem 2.1.8 [8] Her N yakin-halkasiicin, N = No + Nc’dir.
Ispat: v ae N igin,
[a-(a0)]0=[a+(-a0)]0=[a+(-a)0]0

= al0+[(-a)0]0 =a0+(-a)(00)

= al0+(-a)0=al0+[-(a0)]=0
oldugundan, a-(a0) e No'dir.
Ayni zamanda, v a € N i¢in,

(a0)0=a(00) =ao0
oldugundan, a0 e Nc’dir.
Budurumda, v ae N igin,
a=Ja-(a0)]+a0 e No + Nc’dir.

Ohalde N < No + Nc ve (No + Nc < N asikar ) oldugundan, N = No + Nc’dir.

Sonu¢ 2.1.9 Her N yakin-halkasi i¢in, ( N, +) grubu, ( No, + )’nin, ( Nc , +)
ile bir yari-direkt ¢arpimidir.

Ae Ng=>10=0

AeN;= 10 =2 } = 4=0

Ispat: v 1e No n Nc :>{

OhaldeNo " Nc < {0} ve{0}< No n Nc oldugundan,

No " Nc ={0 }’dir.

Teorem 2.1.8°den, N = No + Nc’dir.

Sonolarak (No,+)’nin (N, +)’da normal oldugunu gosterelim.

v beNo, v aeN igin,
(a+b-a)0=a0+b0+(-a0)

=al0+[-(@0)]=0



oldugundan, a+b—-a e No’dir.
Boylece (N, +)grubu, (No,+)’nin, (Nc,+) ile bir yari-direkt garpimudir.
Onerme 2.1.10 N O-simetrik yakin-halka,
Nr ={ae N |ar=0, ridempotent}
olmak tizere, bu durumda,
i) Nrve Nr birer yakin-halkadir.
ii) N = Ny + Nrdir.
iii) (N, +)grubu, (Nr,+)nin, (Nr, +) ile bir yari-direkt ¢arpimudir.
Ispat: i) V u,v e Nr igin, u=ar ve v=br olacak sekilde a,b e N vardur.
u-v =ar—br= (a-b)r
oldugundan, (Nr,+), (N, +)’nm alt grubudur.
¥ U,V e Nr igin,
uv=(ar)(br)=((ar)b)r=(arb) rdir.
Buradan, Nr Nr < Nr olur.
vV a,a e Ny igin,
(a-a)r=ar-ar=0-0=0
oldugundan, (N, +), (N, +)’nin bir alt grubudur.
V a,a’ € Ny i¢in,
(aa)r =a(a'r)=a0=0dm.
Buradan, Nr Nr < Ny elde edilir.

i) vaeNicin, [a—(ar)]r=[a+(-ar)]r=[a+(-a)r]r

ar+[(-a)r]r=ar+(-a)(rr)

ar+(-ar=ar+[-(ar)]=0



oldugundan, a-(ar) e N, dir.
Ayni zamanda, v a € N i¢in, ar e Nr’dir.
Budurumda, v ae N igin,
a=Ja-(ar)]+ar e Ny + Nrdir.
Ohalde N < Nr + Nr ve (Nr + Nr < N asikar) oldugundan, N = N, + Nr’dir.

Ae N, = Ar=0 }
AeNr=>A=ar,a €N

i) vieN AN = {
—Ai=ar=a(rr)=(ar)r=1r=0
O halde Nr » Nr < {0} ve ({0} < Nr n Nr asikar) oldugundan Ny »~ Nr = {0} dur.
Sonolarak ( Nr,+)’nin ( N, +)’da normal alt grup oldugunu gosterelim.
VaeN,VDbeNigin,
(a+b-a)r=ar+br—-ar=ar+0-ar=ar—-ar=0
Saglanir.
Boylece (N, +)grubu, (Nr,+)’nin, (Nr,+) ile bir yari-direkt ¢arpimidir.
Tamm 2.1.11 [1] N yakin-halka olsun. va,a’ € N, t e N igin,
a) Eger
t(a+d) =ta+td

saglaniyorsa, t elemanina dagilmali eleman denir.N’nin biitiin dagilmali elemanlarinin

kiimesi Ng ile gosterilmektedir.

b) Eger Ng = N ise, N’ye dagilmali yakin-halka,

c) (N, +)degismeli grup ise, N’ye abelyen yakin-halka,

d) (N ,.)degismeli yar1 grup ise, N’ye komutatif yakin-halka,
e) (N ,.) birimli yar1 grup ise, N’ye birimli yakin-halka,

f) (N-{O} ,.)grupise, N’ye yakin-cisim denir.
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Ornekler 2.1.12

1) Ornek 2.1.2 3)’de G bir grup ise, E(G) , G grubunun biitiin endomorfizmlerin
kiimesi fonksiyonlarda toplama ve bileske islemleri altinda dagilmali yakin-halkadir.

2) V, F cismi lizerinde vektor uzay1 olmak tizere, (N = Mar (V) , +, 0 ) Ugliisii bir

yakin-halkadir.
Mat (V) = {f e M(V) | f, V’ de affine fonksiyonu }

Bu durumda, Ng = Hom  (V,V )’dir.

3) Zo ={0,1} kiimesi lizerinde asagidaki verilen islemlere gore ( Z> , +, .) bir

yakin-cisimdir.

0+0=0=1+1 ve 0+1=1=1+0

Sonu¢ 2.1.13 a) Eger N komutatif sag yakin-halka ise, N sol yakin-halkadir.
b) Eger N birimli bir yakin-halka ise, 1 € No’dur.
c) Her N yakin-halkasiig¢in, Ng < No’dir.
Ispat:a) V a,,a,,a, e N igin,
a-(a,+a,)=(a,+a,)-a,=a,-a +a,-a,= a,-a,+a,-a,
b)1.0=0.1=0 = 1.0=0 = 1e No.
c) Vte Ng iginp t.0=t.(0+0)=1t.0+t.0 = t.0=0
= t e No = Niac No
Tamm 2.1.14 [9] N yakin-halka olmak tizere, eger S € N igin,
SN = Ns

saglantyorsa, S’ye normal eleman denir. N’nin biitiin normal elemanlarinin kiimesi

n(N) ile gosterilmektedir.
Eger n(N) =N ise, N yakin-halkasina normal yakin-halka denir.
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C(N)={c eN |ca=ac VaeN}
kiimesine N’nin merkezi olarak tanimlanmaktadir.
Onerme 2.1.15 [10] N normal yakin-halka,
E={reN | r idempotent }
olmak tzere,
E#{0} = E < C(N)dir.

Ispat: V r € E igin, N normal yakin-halka olduguna gore,

rN = Nr
‘dir. Bu taktirde, V a € N igin,

ra= xr
ve

ar=rb

olacak sekilde u,b e N vardir. Buradan,

rar=r(ar)=r(rb)=(rr)b=r’b=rb=ar

ve
rar=(ra)r=(ur)r=u(rr)=ur’=ur=ra
olup,
ra=ar
elde edilir.

Onerme 2.1.16 N bir 0-simetrik yakin-Kalka,
SN(N) = {seN|s*=0}
simple nilpotent elemanlarin kiimesi olmak {izere, eger

E cNg ve SN(NN={0} = E c C(N ydir.
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ispat: VreE, VaeN igin,
(rar—ar)?> =(rar—ar) (rar—ar) = (rar) (rar—ar)— (ar)(rar—ar) =
(ra)(r(rar—ar))—(a)(r(rar—ar))=(ra)(rar—rar)—a(rar—rar)=
(ra)0-a0=r(a0)-a0=r0-0=0
oldugundan,
rar—ar e SN(N) ve SN(N)={0}
olduguna gore,
rar—ar=0
buradan,
rar =ar
olur. Ayn1 zamanda,
(rar—ra)? =(rar—ra)(rar—ra) = (rar)(rar—ra)— (ra)(rar—ra)=
(ra)(r(rar—ra))—(ra)(rar—ra)=(ra)(rar—ra)—(ra)(rar—ra)=0
oldugundan,
rar—ra e SN(N) ve SN(N)={0}

olduguna gore,

rar—ra=0
buradan,
rar =ra
saglanir.
Bu durumda,
ra=ar
elde edilir.
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2.2 N - Gruplar (Yakin-Modiiller)

Halkalar iizerine tanimlanan modiil kavraminin, yakin-halkalarda karsis1 olan yakin-

modiile bir N-grup ad1 verilmistir.

Tamm 2.2.1 [1] (L, +) birgrup ve OL bu grubun etkisiz elemani, N bir yakin-halka

olmak tzere,

n  NxL — L
vVaeN, |lel igin, (a,l) — al
Eger V a,a’ e N ve V | eL igin,

(a+a)l=al+ a'l
ve

(ad)Il= a(dl)

kosullar1 saglaniyorsa, ( L, 7 )’ye bir N-grup veya N {izerinde bir yakin-modiil denir
ve Nt ile gosterilmektedir. Eger N birimli yakin-halka ise,

V | € L igin,
11=1

kosulunu saglaniyorsa, L N-grubuna iiniter N-grup denir.
Ornekler 2.2.2 1) N yakin-halka olmak iizere,

n :Nx N — N
Vv a,a €N igin, (a,a") > ad
doniisiimii alttnda (N, +) bir N-gruptur ve NN ile gésterilir.
2) R halkasi iizerinde, her M sol modiil bir R-gruptur.
3) (L, +) birgrup olsun.

n:M(L) xL —- L
Vo eM(L) veV el igin, (o,1) B o(l)
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doniisiimii altinda, L bir M (L)-gruptur ve M (L)t ile gdsterilir.
Gergekten, V o, u e M (L) ve V | e L igin,
(o+u)l=(o+u))=c()+pu(l)=0cl+pul
ve
(cu)l=(opu)O)=c(ul))=c(ul)
saglanir.
Ozellikler 2.2.3 N yakin-halka, L bir N-grup olmak iizere, bu durumda,
a) Vel igin, 01= 0
b) VielL, VaeN igin, (-a)l=-al
c) VaeNoy i¢in, aO. = O
d) Viel, VaeNcigin, al=a0_
Ispat: a) V | e L icin,
0l =(0+0)I=01+0lI

Buradan,

0l =0
elde edilir.
b) Viel, VaeN igin,

(-a)l=(0-a)Il=0Il-al=0.-al=-aldir.
c) VaeNo igin,
al.=a(@O0L)=(a0)0.=00.= O.dir.

d) VI1el,V ae Nc igin,

al=(a0)l=a(0l) =a0.dir.
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2.3 Alt Yakin-halkalar

Tamm 2.3.1 [1] N yakin-halkave (H, +), (N, + )’nin bir alt grubu olmak fiizere,
eger HH < H saglaniyorsa, H’ye N yakin-halkasinin bir alt yakin-halkas1 denir.

Ornekler 2.3.2 No, Nc ve Nr , N’nin birer alt yakin-halkalaridir.
Gergekten,
i) Va,a eNo igin,(a-a’)0=a0-a'0=0-0=0
oldugundan, (No,+), (N, +)’nin alt grubudur.
V a,a e Np igin, (aa’)0=a(a’0)=a0=0dr.
Boylece No No < No olur.
ii) Va,a eNcigin, (a-a’)0 =a0-a'0 =a-a’
oldugundan, (Nc,+), (N, +)’nin alt grubudur.
vV a,a’ e Nc igin, (aa’)0 = a(a’'0)= aa'dir.
Bu durumda, Nc Nc < Nc olur.
iii ) 6nerme 2.1.10°da Nr, N’nin alt yakin-halkas1 oldugu gésterilmistir.
Ornek 2.3.3 N 0-simetrik yakin-halka,
E= {reN | r idempotent }
olmak tizere, bu durumda,
Nr ={ae N |ar=0, ridempotent}
N’nin alt yakin-halkasidir.
Coziim: onerme 2.1.10°da verilmistir.
Ornek 2.3.4 a) K, G grubunun alt grubu olsun. Bu durumda,
My (G)={oeM(G)|o(K) cK}

kiimesi, M ( G )’nin alt yakin-halkasidir.
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b) K, Ggrubunun normal alt grubu olmak iizere, Bu durumda,

Mg, (G)={oeM(G)[VyeG:a(y+K) c a(y)+K}

kiimesi, M ( G )’nin alt yakin-halkasidir.
Tamm 2.3.5 N yakin-halka ve L N-grup olmak iizere, L’nin Q alt grubu igin,

NQ c Q

kosulu saglaniyorsa, o halde Q’ya L’nin N-alt grubu denir ve Q <, L ile

gosterilmektedir.
2.4 Yakin-halka Homomorfizmasi ve idealler
Tammm 2.4.1[1] N ve H iki yakin-halka ve
w:.: N — H
bir doniisiim olmak tizere, eger V a,a’ € N igin,
i) vy (a+a') =y(a)+ y(a)
i) v (aa) =y(a) y(a)

sartlari saglaniyorsa, i’ ye yakin-halka homomorfizmasi denir. N yakin-halkasindan
H yakin-halkasina tiim yakin-halka homomorfizmlerinin kiimesi Hom ( N, H ) ile

gosterilmektedir.
Not 2.4.2 y yakin-halka homomorfizmasi olmak iizere,

a) y bire-bir ise, ¥ homomorfizmasina yakin-halka monomorfizmasi,

b) y ortenise, y homomorfizmasina yakin-halka epimorfizmasi,

C) w bire-bir ve orten ise,  homomorfizmasina yakin-halka izomorfizmasi,
ad1 verilir.

d) w : N — N homomorfizmasia N yakin-halkasinin endomorfizmasi

ve y izomorfizma ise, y doniisiimiine N yakin-halkasinin otomorfizmasi denir.
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Tamm 2.4.3 N yakin-halka, L ve L' iki N-grup olmak iizere, eger
w o Nb — NY
dontsimii, Vae N, V I, I' € L i¢in,
D)y (1) = w () + y ()
i) v (al) =ay (I)

kosullar1 sagliyorsa, ' ye N-homomorfizmasi denir. L N-grubundan L' N-grubuna

tim N-homomorfizmlerinin kiimesi Hom (L, L") ile gosterilmektedir.

Ornek 2.4.4 N yakim-halka, L bir N-grup olmak iizere,
Vv | €L igin,
v, N — L
Vv a € N ig¢in, a — al
dontistimii bir N-homomorfizmasidir ve Hom (N, L) ile gosterilmektedir.

Tanim 2.4.5 [1] N yakin-halka ve R, N’nin normal alt grubu olmak iizere,
eger
i) RN <R
i) Va,a eN, VreR igin,
a(a'+r)—aa R

kosullari saglaniyorsa, R’ ye N’nin ideali denir ve R < N ile gosterilmektedir. Sadece
i ) kosulu saglaniyorsa, R’ye N’nin sag ideali, sadece ii ) kosulu saglaniyorsa, R’ ye

N’nin sol ideali denir ve sirasiyla R <, N, R <, N ile gosterilmektedir.

Tanmim 2.4.6 N yakin-halka, L bir N-grup olmak tizere, L’nin bir 2 normal alt grubu

i¢in,
VIielL, VoeQve VaeN igin,
a(l+w)-al e @
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Kosulu saglaniyorsa, €’ ya L’ nin ideali denirve Q < L ile gosterilmektedir.

Onerme 2.4.7 N ve H iki yakin-halka ve v : N — H bir homomorfizma olmak

lizere, asagidaki ozellikler saglanir.
i) w(0,) = 0, dir.
ii)VaeNign, y (-a)=-w(a)dr.
iii ) N birim elemanl yakin-halka ise, w (1,) = 1, ’dir.
iv) N birim elemanli yakin-halka ise, herhangi bir a € N’ nin tersi varsa,

bu a?elemanin goriintiisii, y (a) elemannimn H’ deki tersi, yani
vy (%) =(y(a))bdir.
Ispat: i) V ae N icin, w(a+0,) = w(a) + w(0,) = w(0,) =0,
ii) vaeNign, y (a)+y (-a)=w(a+(-a))=w(0y) =0,
=y (-a)=-y(a)
lii)vVaeNign w(aly) =w(a) w(1l)=w(l,) = 1,
iv) VaeN igin, w(aah)= yw(1,) = 1,
olup, diger taraftan,
y(aat)=y(a) y (ah) = 1, = y (a') =(y(a))?
Tanim 2.4.8 v - N — H yakin-halka homomorfizmasi olsun.
Kery = {aeN|y(a)=0,}
kiimesine, y homomorfizmasinin ¢ekirdegi,

Imy = {w(a)|aeN}

kiimesine, w homomorfizmasinin gériintiisti denir.
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Onerme 2.4.9 v : N — H yakin-halka homomorfizmasi olmak iizere,
1) w bire-bir doniisiimiidir < Ker y = { 0, }’dir.
ii) y orten donisiimdir < Imy = H-dir.
Iii ) Ker v , N yakin-halkasinin idealidir.
iv) Imy, H yakin-halkasinin bir alt yakin-halkasidir.
v) S, H yakin-halkasimnin bir ideali ise, w (S ) kiimesi N yakin-halkasinin
bir idealidir.
vi) R, N yakin-halkasimnin bir ideali ise, y (R ) kiimesi H yakin-halkasinin
bir alt yakin-halkasidir.
Ispat: i) = ) w 1-1olsun. V a € Ker y igin,w (a)= 0, = w(0,) olur.
w 1-1 oldugundan, a = 0, olup,
Kery = { 0, }dir.
<) Kery = {0y }olsun. ¥ a,a" € Nigin, w(a)=y(a")alalim.
= y(a)-y(a')=0, > y (a-a')=0, >a-a eKery ={0,}
—a-a =0y, >a=a =y 1llolur
ii)=) y oOrten olsun.V b € H i¢in, y Orten oldugundan dolay1, b= y(a)
olacak sekilde a € N vardir. Buradan, b= w(a) € Imyolup, H < Im ydir.
Boylece Imy = H esitligi saglanir.
<) Imy =Holsun. V b e H icin,b e H = Imy olur.
= b=y (a)olacak sekilde a € N vardir. = y Ortendir.
i) 0, e N ve w(0,)=0, oldugundan, 0, €Ker y’dir. Buradan, ¢ # Ker w < N

elde edilir.
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vV a,a € Kery i¢gin, a—a' € N ve
y (a-a")=y(a)-y (a') = 0,-0,= 0,
oldugundan, a—a' € Ker y olur. Buradan, Ker y, N’nin bir alt grubudur.
VaeN,VbeKeryiginpa+b-aeN ve
y(at+tb-a)=y(a)+ty(b)-y(a)
=y(a) +0,- y(a)
=y (a)-w(a) =0,
Oldugundan, a + b —aeKer y “dir. Bu durumda Ker , N’nin bir normal alt

grubudur.
VaeN,VbeKeryiginba € N ve
y(ba)=y(b)y(a)=0, w(a)=0,
oldugundan, ba e Ker y dir. Yani Ker y, N’nin bir sag idealidir.
vVa,aeN,VbeKeryigin, a(a'+b)—aa N ve
y(a(a'+b)-aa’)=y(a(a'+b))-w(aa’)
=y(a)y(a+b)-y(aa’)
=y (a)(y(a)ty(b))-y(aa’)
=y(a)(y(a’)+ 0y)-y(aa’)
=y(a)y(a')-y(aa’)
=y(aa')-y(aa)=0,
oldugundan, a(a'+b)—aa' e Kery dir. Boylece Ker y, N’nin bir sol idealidir.
O halde Ker y , N yakin-halkasinin idealidir.

iv) Oy,e Nve w(0,)=0, € Imy oldugundan, ¢ # Imy < H’dir.
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, .. b=%¥(a) ) ,
vV b,b" e Imy igin, {b’ — ¥ (a) olacak sekildea, a' € N vardir,

ve

b-b'=yw(a)-y(a)=y(a—-a)elmy dir.
Buradan, Im y , H’nin bir alt grubudur.

Ayni zamanda,

bb=yw(a)y(a')=y(aa) e Imy dir.
O halde Im y, H'nin alt yakin-halkasidir.

v) w(S) ={aeN | w(a)eS}olsun.

w(0,)= 0, eSoldugundan,0, € *(S)olur. Budurumda, ¢ #w " (S)cNdir.

vV a,a €y '(S)icin,a,a e N,yw(a), w(a') e S veS altgrup oldugundan,
w(a—-a')=w(a)—wy(a) e Sidir.

Buradan, a—a' €y (S) saglanmr. Boylece ('S ), N’ nin bir alt grubudur.

VaeN,Vbey™(S)igina+b—aeN,y(b)eS veS normal alt grup

oldugundan,

y(a+tb-a)=y(a)+y(b)-y(a)e Sidir

Buradan,a+b—a e w*(S) olur. Budurumda,y ('S ), N’nin normal alt

grubudur.

VaeN,Vbey™(S)igin, bae N,y(b)eS veS sagideal oldugundan,

w(ba)=y(b)w(a) e Sidir.

Bu durumda, b a e *(S) elde edilir. Boyleceyr ('S ), N’ nin bir sag idealidir.

Va,a'eN,Vbeyfl(S)i(;in,
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a(a'tb)-aa eN, w(b)e S veS sol ideal

oldugundan,

y(a(a+b)-aa’)=y(a(a+b))-y(aa)
=y(a)y(a+b)-y(aa’)
=y(a)(y(a)ty(b))-y(aa)
=y(a)(y(a)ty(b))-w(a)y(a')eSdir

Buradan,a(a'+b)—aa' € w (S)’dir. O halde v *(S), N’nin bir sol idealidir.

Sonug olarak, 1//"1( S), N yakin-halkasinin bir idealidir.

vi) w(R) ={w(a) | aeR }alalim.
0, € Rvey(0,)=0, oldugundan,0,, € w (R )olur. O halde ¢ #y (R)cHdir.

, r b=%¥(a) . :
vV b,b e w(R)igin, {b’ — ¥ (a) olacak sekilde a, a' € R vardir.

R alt grup oldugundan,
b-b'=y(a)-y(a)=y(a-a)ey(R)dir
Bu durumda, y (R ), H’nin bir alt grubudur.

, .. b=¥(a) . .
vV b,bew(R)igin, {b’ ¥ (a) olacak sekildea,a' € R vardir.

R alt yakin-halka oldugundan,
bb' =y (a)y(a’)=y(aa)ey(R)dir
O halde, w (R), H nin alt yakin-halkasidir.
Not2.4.10 v : N — H yakin-halka homomorfizmasi olmak {izere,

R, N yakin-halkasinin bir ideali ve y ortenise, y (R ) kiimesi de H yakin-halkasinin
bir idealidir.
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Tamim 2.4.11 [1] N yakin-halka ve R < N olmak iizere,

o0 halde % boliim yakin-halkasi, boliim halkasi oldugu gibi,

% ={a+R|aeN}
seklinde tanimlanmaktadir.

Teorem 2.4.12 [1] a) N yakin-halkave R < N olmak iizere,

go:N-»%

kanonik doniisiimii yakin-halka epimorfizmidir. Buradan, % , N ’nin bir homomorfik

goriintlistidiir.
b) N, H iki yakin-halkave w e Hom (N, H) ise,

bu durumda,

11

Im yw

Viery
‘dir.

Eger w yakin-halka epimorfizmasi ise, 0 halde

N ~
%(erz// = H

olur.

Teorem 2.4.13[1]a) N, H iki yakin-halkave v : N — H bir epimorfizm
olsun. O halde N deki y nin ¢ekirdegini iceren alt yakin-halkalarla ( ideallerle ), H
nin alt yakin-halkalar1 ( idealleri ) arasindaki 1 — 1 bir esleme y doniistimiidiir. Ayrica

N yakin-halkasinin Ker y igeren her R idealleri i¢in,

Yo = W('\%(R)

*dir.
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b) p:N — % kanonik epimorfizm ise, N ’nin R idealini igeren tiim S idealleri

Onerme 2.4.14 N, H iki yakin-halkave y : N — H yakin-halka homomorfizmas1

i¢in,

“dir.

olmak tizere, bu durumda,
i) w (No) < Ho'dir.
i) w(Nc ) < Hc’dir.
Ispat:i) V b e w (No )icin, b=y (a)olacak sekilde a € No vardur,
ve
b 0,=w(a) 0,=yw(a)y(0y)= y(aly)=y(0,)=0,

’dir. Boylece y (No ) < Ho saglanir.
ii) V bew(Nc)igin, b=y (a)olacak sekilde a € Nc vardir. Bu durumda,

b0, =w(a)0, =y(a)y(0y)= w(aly)=y(a)=b
elde edilir. Buradan w ( Nc ) < Hc saglanr.
Tamim 2.4.15 T, N yakin-halkasinin alt yakin-halkasi olmak iizere,
eger

TN T ve NT T

kosullart saglaniyorsa, T’ ye, N yakin-halkasmin invaryant alt yakin-halkasi denir.
Buradan, N ’nin oldugu yone gore T’ ye sirasiyla sag ya da sol invaryant alt yakin-

halka denir.
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Ornek 2.4.16 N yakin-halka olmak iizere, bu durumda,

i) No <, N’dir. Fakat genelde No < N olmak zorunda degildir.

Ii) Nc , N nin invaryant alt yakin-halkasidir. Ancak genel olarak ne sag ne de sol

ideali degildir.
Coziim:i) V a,a’ € No i¢in,
(a-a)0=a0-4a'0=0-0=0
oldugundan, (No,+), (N, +)’nin bir alt grubudur.
v aeN, v beNo i¢in,
(a+b-a)0=a0+b0+(-a0) =a0+[-(@0)]=0

oldugundan, a+b-a e No’dir. Béylece (No, +), (N, +)’nin normal alt grubudur.
Va,a eN, v be Nopigin,

(a(a"+b)-aa’)0=(a(a’'+b))0-(aa’)o0

=a((a'+b)0)-ad0

=a (a'0+b0) -a a0

a(a’0+0)-ad0

aadld -aad0=0

oldugundan, a (a'+b)—aa’e No’dir. Buradan, No <, Ndir.
Simdi No, N’ nin ideali olmadigin1 gostermek i¢in, asagidaki 6rnegi verebiliriz.

R gercek sayilar kiimesi olmak tizere, N =M (R)={ o : R— R| ¢ bir fonksiyon }
yakin-halkasinda,

d:R—->R
VvV k € R igin, 0(k) =Kk

birim fonksiyonu ise, o halde 8 € No = Mo (R )’dir. ¢ € M ( R) fonksiyonu,
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c.: R—->R
V k € R ig¢in, o(k) =1,
ile tanimlanirsa, bu durumda,
VvV k e R i¢in,
((000)00)(k)=(000)(0(k))=(0005)(0g)=(000)(0)
=0 (0(0g))=0(1;) =1; =0 (k)
oldugundan, (# 00)00 = ¢ # 0’dir. Buradan, § 0o ¢ No olur.
Bu ise, No’in, N’ nin sag ideali olmadigin1 géstermektedir.
i) ornek 2.3.2°de Nc , N’nin alt yakin-halkas1 oldugu gésterilmistir.
Simdi v ae N, Vv be Nc igin,
(ba)0O=b0=b=Dba
ve
(ab)0O=a(b0)=ab
oldugundan,
Nc N < Nc ve N Nc < Nc
kosullar1 saglanir. Béylece Nc , N’ nin bir invaryant alt yakin-halkasidir.

Genelde Nc, N’nin ne sag ne de sol ideali olmak zorunda degildir. Ciinkii genel olarak

Nc, N’nin normal alt grubu degildir.

Omegin, ( G, + ) abelyen olmayan bir grup olmak iizere, S, y €G elemanlar
p+vy # y+ polacak sekilde secilirse ve N=M (G ) ={o: G — G | o bir fonksiyon}
yakin-halkasinda,

ay:G—>G

v ke G igin, ay(k)=y
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ile tanimlanirsa, g, € Nc=Mc (G )’dir. & € M (G) birim fonksiyonu ise,
0:G—>G

Vv k e G igin, 0(k) =k

bu durumda,
(0+5,-0)(0c)=0c+y-0c =7y =0, (0c)
olur, fakat
(O0+0, -0 )(B)=B+y - #ydr

Buradan, 6+ -0 & Nc olur.

Boylece Nc, N’nin normal alt grubu degildir.
Onerme 2.4.17 y : N — H yakin-halka homomorfizmasi ve

Ng ={te N | t dagilmahdir }

Ey = {reN | r idempotent }

C(N)={c eN|ca=ac Vae N}
VseN iginp Ns = {aeN |as=0,}=(0,:5s)

olmak iizere, bu durumda,
a) te Ng ve w epimorfizmaise, y(t) e Hq'dir.
b) re E, NC(N)ve y epimorfizmaise, y(r)e E,NC(H)dir.
c) VseN igin, (0, :s) <, Ndir.
d) seC(N) ise, (0, :s)< Ndir.
e) se C(N) ve y epimorfizmaise, w((0,:s)) < (0, :w(s))< Hdir.

f) se C(N) ve y izomorfizmaise, w((0, :s)) = (0, 1w (s))< Hdir.
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Ispat: a) t € Ng olsua.vb,b' € H ve y epimorfizma oldugu igin, {2, : w(a)

olacak sekilde a,a' € N vardir. Bu durumda,
y(t)(b+b)=y(t)[y(a)+ty(a)]=w(t) y(ata’)
=y(t(ata’))=y(ta+ta’)
=y ta)+yta)=yM)y(a)+ty)y(a)
=y (M)b+y ()b
oldugundan, w (t) € Hq'dir.
b) re E, NC(N)alalim. Ohalde r> = r ve Vae N igin, ra=ardir.

Bu durumda,

w(r)?=y(r)y(r)=y(rr)=y(rydr

Diger taraftan, vb € H ve w epimorfizma oldugundan dolayr b = y (a) olacak
sekilde a € N vardir. Buradan,

y(r)b=yw(r)y(a)=w(ra)=yw(ar)=y(a)y(r)=by(r)dir.

Boylece w(r) e E,NC(H) olur.
c)0,eNveO, s=0, oldugundan, 0, €( O, :s)’dir. Buradan, ¢ #( 0, :s)< N
VvV a,a e (0, :s)igin,
(a-ad)s=as-a's=0, -0, =0,

oldugundan, (( 0y :s),+), (N, + ) nnalt grubudur.
vVaeN,Vbe(0,:s) igin,

(a+b-a)s=as+bs-as=as+ 0, —as=as—as= 0, dir.
Buradan, (( 0, :s),+), (N, + ) nin bir normal alt grubu oldugu goriiliir.
Va,aeN, Vbe (0,:s) igin,
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(a(a'+b)-aa')s=(a(a+b))s - (aa')s
za((a"+b)s)—aa's
za(a's+ bs)-aa's
=a (a's+0,)—aa's
= aa's—aa's= 0,’dir.
Ohalde (0, :s) <, Ndir.
d) VaeN, Vbe(0,:s) veseC(N) oldugundan,
(ba)s =Db(as)=b(sa)=(bs)a=0, a=0,’dir.
Buradan, ba e (0, :s)elde edilir.
Yani (0, :s)N < (0, :s)saglanir.
Boylece ( 0y :s) < N olur.
e) oncelikles € C(N) oldugundan, ( 0, :s) < Ndir.
w epimorfizma olduguna gore ve not 2.4.10’na dayanarak, y (( 0, :s)) <H olur.

Diger taraftan, vb e H , s € C(N) ve y epimorfizma oldugundan, b =y (a)

olacak sekilde a € N vardir.

Bu durumda,

by(s)=w(a)y(s)=y(as)=y(sa)=y(s)y(a)= w(s) bdir.
Buradan, w(s) € C(H)dir.Ohalde (0, :w(s)) < H saglanir.
Simdi vbe w((0,:s))igin,b =y (a)olacak sekilde a € ( 0, :s) vardir.
Bu durumda,

bw(s)=w(a)y(s)=y(as)=yw(0,)=0,"dir
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Buise, b e (0, :w(s)) oldugunu gosterir.
Yani w((0y:s)) < (0, :w(s))dir.
Boylece w ((0y:s))< (0, :w(s))< H olur.

b=%(a);a€eN

f)vbe(0,:w(s))igin, ve y izomorfizma olduguna gore, {b w(s) = 0

dir.
b y(s)=0,=y(a)y(s)=0,=y(as)=0,
= ase Kery ={0,}=as=0,

—ae(0,:s)=b=w(a)eyw((0,:s))dir.

Buradan, (0, :w(s)) cw((0,:s)) saglan.

Sonug olarak w (( 0y :s))=(04 :w(s)) < H elde edilir.
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BOLUM 3

SMARANDACHE YAKIN-HALKALAR

Bu boéliimde grup yakin-halkasinin tanimi ile bazi 6rnekler verilmistir. Ayrica yine bu
bolimde Smarandache yakin-halka (S-yakin-halka) kavramimin tanimi verilerek,
ornekler ve teoremler ile S-yakin-halkalarla ilgili birgok 6zellikler incelenmistir. Daha
sonra Smarandache alt yakin-halka (S-alt yakin-halka), Smarandache yakin-halka
homomorfizm (S-yakin-halka homomorfizm), Smarandache ideal (S-ideal) gibi
kavramlar tanimlanmig ve bunlarla ilgili bazi 6rnekler verilmistir. Smarandache yakin-
halkalar1 tlizerinde ilk detayli ¢aligmalar Vasantha Kandasamy (2002 b) tarafindan
gergeklesmistir.

3.1 Grup Yakin-halkalari

Tanmm 3.1.1 [6] G ¢arpimsal grup ve N birimli komutatif yakin-halka olmak {izere,

Bu durumda, NG grup yakin-halkasi, o; € N ve g, € G olmak iizere, asagidaki

kosullar1 saglayan biitiin sonlu Z a,g; toplamlarini igeren bir yakin-halkadir.

1) Vi=12,....n, ¢;, 5, €N,g; €G igin,
g = 2h% = a=p
i) vi=12,....n, ¢, €N,g, €G i¢in,
Zijaigi + Zi:ﬂigi =Zij(ai +5)9;
n)vi=12,...,n, o, eN,g, €G igin, ,9; =0;¢,

v)vi=12,....n,j=1,2,....m, a;, B € N,gi,hj e G igin,
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(Zaigi) (Zﬁjhj) :Zﬂvkk , gihj =k, 4, :Zaiﬁj
i j k ij
Bu yakin-halkanin sifirt 0 € N'dir. 1 € N oldugundan, G =1G < NG ve e ,G’nin
birim elemani ise, N = Ne < NG ’dir.

Ornek 3.1.2 Zs ={0,1,2} kiimesi iizerinde asagidaki verilen islemlere gore,

( Z3 , +,.) bir yakin-halkadir.
"+ " iglemi Zzlizerinde modiilo 3 ile bilenen toplama islemi ve " . " islemi

Vr,s e Zz igin,

ile tanimlanir.

G =<g|g%=1> grubu olmak iizere, o halde grup yakin-halkas1
Z36 = {0,1,2, 9,29,1+g,1+29, 2+g }

dir.

3.2 Smarandache Yakin-halkalari

Tamim 3.2.1 [6] (N, +,.) yakin-halka olmak iizere, eger N’nin N deki islemlere gore
yakin-cisim olan bir ( A, +, . ) 6z alt kiimesi varsa, o halde N ye bir Smarandache

yakin-halka ( S-yakin-halka ) denir.
Ornek 3.2.2 Z> = {0, 1} bilenen Z, deki toplama islemi ve

Vr,s e Zigin,

belirlenen ¢arpma islemi altinda bir yakin-cisimdir. G herhangi bir grup olmak iizere,

bu durumda Z; < Z>G olup, grup yakin-halkas1 Z;G bir S-yakin-halkadir.

Ornek 3.2.3 Q # ¢ ve Card(Q) > 1 bir kiime olsun. P(Q) kuvvet kiimesi olmak
tizere,ve V X,Y e P(Q) igin,

XAY=(X\Y)u(Y\X)
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alalim. Bu durumda, ( P(Q2), A, N ) yakin-halkadir. Simdi { ¢ , Q } = P(Q) yakin-
cisim oldugundan, ( P(2), A, N ) S-yakin-halkadir.

Ornek 3.2.4 F bir yakin-cisim olsun.
Y u(x), v(x) € F[x] igin,
u(x) . v(x) = u(x)

alinirsa, bu durumda, ( F[x], +,.) bir yakin-halkadir. Ayrica F < F[x] oldugundan,
(F[x], +, . )’niin bir S-yakin-halka oldugu goriiliir.

3.3 Smarandache Alt Yakin-halkalar

Tammm 3.3.1[7] (N, +,.) S-yakin-halka ve H, N’nin alt yakin-halkas1 olmak iizere,
eger H S-yakin-halka ise, 0 halde H *ye S-alt yakin-halka denir.

Ornek 3.3.2 Z; = {0, 1} yakin-cisim ve Sp n. Dereceden bir simetrik grup olsun.

Bu durumda, Z»Sn grup yakin-halkasidir.

1 2 3 1 2 3 1 2 3
H=J1= P, = P, =
1 2 3 2 31 31 2

Sn’nin bir alt grubu ve Z> < Z>H oldugundan, Z;H bir S-alt yakin-halkadir.

Diger taraftan,

Sonu¢ 3.3.3 Mg,z = {(aij),i,j =123, a;; € Z, = {0,1},2, yakln—cisim}
olsun.Bilenen matrislerdeki toplama ve Z, de tanimlanan carpma islemi altinda

(M543 ,+, .) bir yakin-halka olur. Bu yakin-halka en az bir S-alt yakin-halka igerir.
Ispat:V A=(a;;),B=(b;;) € Msyxs icin,
A+B=(ay) + (by) = (ay +by)
3
A.B = (al-j) . (blj) = (Cik) v Cik = Zaij , k=123
=l

“dir.
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Simdi

3

3 3
K = {(kij )i, i=123k, eZ,ved k, =Yk, = k3j} < Ms,s
j=1 =1

i1 i

alalim.

Sifir matrisi 0 € K oldugundan, K # ¢’dir.
vV P= (p;),Q= (a;) €K igin,
P-Q=(py) - ()= (pj — i)
ve
3 3 3 3 3 3 3
Z(plj _qu) :Z plj _quj :Z ij _quj :Z(pzj' _qu) :Z(psj _qu)
= = = =1 = = =
olduguna gore, P —Q € K’dir. Buradan, K, M5 yakin-halkasinn bir alt grubudur.

v P=(p;),Q= (q;) €K igin,
P.Q=(pi) (ai5)= () s T =D P k=123
i1

ve
3 3 3 3 3

Zrlk :Z(Z plj):3z Pyj =3__ Pyj =Z(z pzj)zzrzk :Zr3k

k=1 j=1 = k=1 j=1 k=1

saglandigina gore, P . Q € K ’dir. O halde K , M35 yakin-halkasinin alt yakin-
halkasidir. Diger taraftan,

bir yakin-cisim oldugu kolayca goriiliir. Béylece K alt yakin-halkasi bir S-alt yakin-
halkasidir.
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Sonuc¢ 3.3.4 My, = {(aij) L,j=123,..,n,a;; €Z, ={0,1},Z, yakin — cisim}

olsun. Bilenen matrislerdeki toplama ve Z, de tanimlanan ¢arpma islemi altinda

(Mpxn ,+, .) bir yakin-halka olur. Bu yakin-halka en az bir S-alt yakin-halka igerir.

Ispat: Benzer sekilde, asagidaki kapsamalar gozlenmektedir.

K = {(kij )i i=123..nk, € Z,and >k, =Y ky, = ks, =..= ikm} < My
j=1 j=1 '

j=1

ve

Burada, K, F yakin-cismini igeren bir S-alt yakin-halkasidir.
3.4 Smarandache Yakin-halka Homomorfizmasi ve Smarandache idealler
Tanmm 3.4.1 [7] N, N' iki S-yakin-halka ve F , N’nin bir yakin-cismi olsun.
p: N - N

bir doniisiim olmak tizere,
eger V k, | € F i¢in,

i) p(k+1) =0 (k)+o(l)

i) e (k1) =9(k) ¢(l)
olacak sekilde ¢ (k),p (1) € F' ve F', N'niin bir yakin-cismi olarak
yukaridaki kosullar saglantyorsa, ¢’ ye bir Smarandache yakin-halka homomorfizmasi

( S-yakin-halka homomorfizmasi ) denir.
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Tamim 3.4.2 [7] N S-yakin-halka, F, N’nin yakin-cismi ve | , N’nin normal alt grubu

olmak tizere,
eger
i) IF c |
i) Vk,l eF, Vael igin,
k(l+a)-kl el

kosullar1 saglaniyorsa, I’ ya N’nin F yakin-cismi ile bagli Smarandache ideali
( S-ideali ) denir.

Sadece i ) kosulu saglaniyorsa, I’ ya N’nin F yakin-cismi ile bagli Smarandache sag

ideali ( S-sag ideali ),

sadece ii ) kosulu saglaniyorsa, I’ ya N’nin F yakin-cismi ile bagli Smarandache sol

ideali ( S-sol ideali ) denir.

Tamim 3.4.3 T, N yakin-halkasinin bir S-alt yakin-halkasi ve F , N’nin yakin-cismi

olmak tizere,
eger
TF T ve FT T

kosullar1 saglaniyorsa, T *ye, N'nin F yakin-cismi ile bagl bir Smarandache invaryant
alt yakin-halkas1 ( S-invaryant alt yakin-halkasi ) denir. Buradan, F ’nin yoniine gére

T ’ye sirastyla F yakin-cismi ile bagh sag ya da sol S-invaryant alt yakin-halka denir.
Onerme3.4.4 ¢ : N — N' yakin-halka monomorfizmasi olsun.
Eger

N S-yakin- halkasi ise, o zaman N'’de S-yakin-halkasidir.

Ispat: N bir S-yakin-halkas1 oldugundan, N deki islemlere gore yakin-cisim olan bir

A 0z alt kiimesine sahiptir.
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Yani,

A < N ve A bir yakin-cisimdir.

Simdi,
9(A) ={p(a) |acA}
alalim.
OyeAve ¢ (0y)=0,€ ¢ (A) oldugundan, ¢ #¢ (A) = N'
olur.

pla) =b

o(a) = b’ olacak sekilde a, a'e A vardr,

vb,b' e p(A) icin, {

ve

p(a—a)=¢p(a)-p(a)=b -b e¢p(A)dr.

Buradan, (¢ (A ), +), N' ’niin bir alt grubudur.

vb,b' e p(A) igin, {(p‘p((;l,)) :ll;, olacak sekilde a, a'e A vardr,
ve

p@a)=p(@p@)=bb cp(A)dr
V a € A igin,

p(a)=¢(aly)=¢(a) ¢(1,)
oldugundan, ¢ (1,)=1,, dr.

vbegp(A) igin, ¢ (a) = b olacak sekilde a € A vardir. Ayrica a € A ve A yakin-

cisim olduguna gore, a* € A saglanir.

Buradan,

p(aat)=9(1,) = L
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olup, diger taraftan,
p(aat)=gp(a)p(a?
oldugundan, ¢ (a)=(p (a))'=bte ¢ (A)dmr.

Boylece (¢ (A)O0, },.), N' 'niin bir alt grubudur.

Buise, ¢ (A), N' "niin bir yakin-cismi oldugunu gosterir.

Simdi  N'  yakin-halkasinin bir S-yakin-halkasi oldugunu gostermek igin,
o (A) # N'’ye ispatlanmasi yeterlidir.

Eger ¢ (A) = N' ise, budurumda, x € N\ A vardirve ¢ (x) € N'=¢ (A) olur.

Buradan, ¢ (x) € ¢ (A)oldugundan, ¢ (x) =¢ (@) olacak sekilde a € A vardir.
p(x)=¢p(a)=>ep(x)-9(a)=0,=>9¢(x-a)=0,
= x-aekerp={0,}=>x-a=0,
= x=a e A (geliskidir).

Boylece ¢ (A) < N' saglanir. O halde N' bir S-yakin-halkasidir.

Sonu¢ 3.4.5 Bir N S-yakin-halkasi i¢in, her I S-ideali N’ nin bir ideali olmak
zorunda degildir.

Ornek 3.4.6 Zi» S-yakin-halkasinda, F ={ 0, 4, 8}, Zi2’nin bir yakin-cismidir.
| ={0,3,6,9}, Zi2’ninhem F ile bagh bir S-ideali hem de bir idealidir. Fakat
J={0,3,9}, Zi2’nin F ile bagl bir S-idealidir ama bir ideali degildir.

Cinkii, 3 e J ve 2 € Zioigin, 3.2 = 6 ¢ J olur.

Ornek 347 N =2Z»x Z7 , N' = Z x Z iki S-yakin-halkas1 olmak iizere,

ve ¢ donlistimil
p: N —- N

V (ab)eZ,xZ, igin, ¢[(ab)]=(b, a)
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ile tanimlanirsa, o halde ¢ dSniisiimii bir S-yakin-halka homomorfizmasidir.
Gergekten,
F ={(0,0),(1,0)}, N’nin bir yakin-cismi,
F'={(0,0),(0,)}, N' ’niin bir yakin-cismi oldugu kolayca goriiliir. Diger taraftan,
¢ [(0,0)] = (0,0)
v[@0)] = (0]
ve V(a,b),(c,d) e F icin,
i) pl@b)+(cd]=pl@+cbrd)]=pl(@+cb+d)]
= [(b+d,a+c)] = (b,a)+(d,c)
=p[@b)l+¢[cd)]
i) p[(ab).cd)] =¢l[(acbd)]=¢l(@b)]= (ba)
= (ba).d.c)=¢ [(@b)].¢[(c.d)]

kosullar1 saglanir. Bu ise, ¢ doniisiimiiniin bir S-yakin-halka homomorfizmasi

oldugunu gosterir.

Onerme 3.4.8 N, N' iki S-yakin-halkasi, ¢ (F) = F' olacak sekilde F, F' sirasiyla

N, N"" niin yakin-cismi olmak tizere, ve
p: N —- N
bir yakin-halka homomorfizmasi olsun.
i) Eger |, N’nin F yakin-cismi ile bagl bir S-ideali ve ¢ orten ise, bu durumda,
@ (1), N"nin F' yakin-cismi ile bagl bir S-idealidir.
ii) Eger J, N' niin F' yakin-cismi ile bagl bir S-ideali ise, o halde ¢1(J),

N 'nin F yakin-cismi ile bagli bir S-idealidir.
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Ispat:i) 1, N nin F yakin-cismi ile bagh bir S-ideali olsun.

Bu durumda, ¢ (1), N' 'niin F' = ¢ ( F) yakin-cismi ile bagl bir S-ideali oldugunu

gosterelim.

Oyelve p(0y)=0,€¢(l) oldugundan, ¢#¢ (1) < N' olur.

p(a) =b

o(a) = b’ olacak sekilde a,a’ e | vardir,

vV b,bep(l) icin, {

ve
p(a-a)=g(a)-p(a)=b-b'ep(l)ydr

Buradan, (¢ (1), +), N' ’niin bir alt grubudur.

}ljolacak sekildea e I, xe N

Vbe ¢(1),Vy e N ve ¢ orten oldugundan, { Z((Calc)) ==

vardir, ve
pla+x—-a)=¢p@+eox)-p(a)=b+y-beop(l)dr

Bu durumda, (¢ (1), +), N' ’niin bir normal alt grubudur.

Vbep(l),vleF igin,{‘;((‘;)) ~ ll’, olacak sekilde a € I, 1 e F vardir,
ve
p(al)=¢(@) eD)=bl € ¢ (1)dr.
pla) = b
Vbeo(l),VI,k eF igin,{ ¢(l) = [ olacak sekilde a € |, |,k € F vardr,
¢ (k) =k
ve

p(I(k+a)-lk)=9p(l(k+a))-9p(lk)
=o (D)o (k+a)-o(l)e(k)
=o (D) [e(k)+o(a)l-o(l)e (k)

=1 (K+b)— I K e ¢ (I)dr.
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Boylece, ¢ (1), N' ’niin F' = ¢ ( F) yakin-cismi ile bagli bir S-ideali oldugu saglanir.
i) J,N ’niin F' =¢ (F) yakin-cismi ile bagl bir S-ideali olsun.
Bu durumda, ¢ (J), N ’nin F yakin-cismi ile bagli bir S-ideali oldugunu gésterelim.

Oye N ve ¢(0y)=0, € J oldugundan, 0 € ot (J)olur.

O halde, ¢ # ¢ (J) < N’ dir.

Vv a,a eg¢!(J) igin, {g((acg z Z, olacak sekilde b , b" e J vardr,
ve

p(a—a)=¢(a)-p(a’)=b-b'eJ=a-a'eqe!(Jd)
dir.

Buradan, (¢ (J), +), N’nin bir alt grubudur.

pla)=">h

Vaeopl(J),V X Niin,{
=) SN e =y

olacak sekilde b € J,y e N' vardr,

ve
p(x+a—x)=¢p()+p@)-pX)=y+b-yel =>x+a-xe 9" (J)
“dir.

Bu durumda, (¢ (J), +), N’nin bir normal alt grubudur.

Vaegp!(d),VleF icn, {‘(’;((‘?) _ Il’, olacak sekilde b € J,I' € F* vardr,
ve
p(al)=¢@) o) =blel=alepl(d)
dir.
@(a) = b
Vaecopl(@),VILkeF icin {@(l) = I olacak sekildeb € J, I' , k' eF" vardur,
@ (k) =k
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ve
p(l(k+a)-lk)=9p(l(k+a))-¢(lk)
=p(Ne(k+a)-p(l)e(k)
=o (N [e(k)+e(a)l-o (1) (k)
=I'(K+b)-I'K e
= l(k+a)-lke ¢ (J)
*dir.

Boylece ¢t (J),N ’nin F yakin-cismi ile bagl bir S-ideali oldugu saglanir.
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BOLUM 4

ASAL IDEALLER VE RADIKALLER

Yakin-halkalar, halkalardan farkli olduguna gore asallik kavrami birgok farkli asallik
tanimi ile sunulmustur. Yakin-halkalarda asal idealler bir¢ok yazarlar tarafindan
arastirilmistir. Yakin-halkalarda asal idealler iizerinde ilk detayli caligsmalar, (Van der
Walt,1964) , (Ramakotaiah,1979) , (Laxton,1964) , (Rao,1979) tarafindan yapilmistir.
Bu boliimde yakin-halkalarda asal ideallerin bazi temel 6zellikleri gosterilmis ve ayni
dogrultuda yar1 (semi) asal ideal, asal radikal, sp-system ve m-system gibi kavramlar

ayrintili bir sekilde incelenmistir.
4.1 Yakin-halkalarda Alt Kiimelerin Carpimi
Tamim 4.1.1 [1] N yakin-halkave U,V S N olmak iizere,
bu durumda,
UV ={uv |ueU veveV}
’dir. n dogal sayist i¢in U" tanimi benzer bir sekilde tanimlanmaktadir.

N yakin-halka ve U,V < N olsun. O halde UV c¢arpimi ideal olmayabilir. Hatta

genel olarak bu ¢arpim ( N, +) grubunun alt yar1 grubu olmak zorunda degildir.
Onerme 4.1.2 N ve N’ birer yakin-halka olmak tizere bu durumda,

i) VU,V,WECESN igin, (UV)W =U(VW)

ii) w : N - N yakin-halka homomorfizmasi olsun. O halde

v U,V SN icin, w(UV)=y(U)w (V)
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ve
VYU,V €N igin, y}(UV") 2y (U)yi(V)
i) VISN,VU,VCEN igin, (U+1)(V+1)=UV+I
4.2 Asal idealler
Tamim 4.2.1 [1] N yakin-halka ve P = N olmak iizere,
VI, J2Niin, I1JSP = 1SPveyaJcP
gerektirmesi saglaniyor ise, P’ye N yakin-halkasinin asal ideali denir.

Tamim 4.2.2 Eger N yakin-halkasinin sifir ideali asal ideal ise, N "ye asal yakin-halka

denir.

Not 4.2.3 N yakin-halka ve S S N olmak {izere, S kiimesi tarafindan iiretilen ideal

< § > ile gosterilmistir.
Ayricabir n € N i¢in, < {n} > yerine < n > gosterimi kullanilmstir.

Ornek 4.2.4 N sabit yakin-halka olsun. Bu durumda, ( N, + )’ nin her normal alt

grubu asal idealdir.
Boylece her sabit yakin-halka ayn1 zamanda asal yakin-halkadir.

Ornek 4.2.5 N=2Z3={0, 1, 2 } asagidaki tablolarda toplama ve carpma islemleri

altinda yakin-halka olmak iizere,

+10 1 2 *10 1 2
o |0 1 2 0 |0 0 0
1 /1 2 0 1 1|0 1 2
2 (2 0 1 2 |0 2 1
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Ayni zamanda, N yakin-halkas: komutatif, integral (sifir bolensiz), birimli, dagilmali

ve bir yakin-cisimdir. Birim elemani1 1° dir.
Ayrica {0}, N’ nin bir asal ideali oldugu goriiliir.
Bu takdirde N bir asal yakin-halkadir.

Ornek 4.2.6 N={0,a,b,c}, Klein-4-grup iizerinde, asagidaki tablolarda verilen

islemlere gore yakin-halkadir.

+]0 a b ¢ *10 a b ¢
0|0 a b c 0|0 O 0 O
ala 0 ¢ b al0 b c a
b|b ¢ 0 a b| 0 ¢ a b
clc b a O c| 0 a b ¢

Ustelik bu N yakin-halkas1 komutatif, integral (sifir bolensiz), birimli, dagilmali ve

bir yakin-cisimdir.
Birim elemani ¢’ dir.
Ayrica {0}, N’ nin bir asal ideali oldugundan dolay1, N bir asal yakin-halkadir.

Ornek 4.2.7 N=A;={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11 }, alterne grubu iizerinde,

asagidaki tablolarda verilen iglemlere gore bir yakin-halkadir.

0=(1) . 4=(234) , 8=(243)
1=(13)(2 4) ., 5=(143) , 9=(123)
2=(14)(23) ., 6=(124) , 10=(134)
3=(12)(34) . 7=(132) , 11=(142)

46



11
11

10
10

11
10

10
11

10

11

11

10

10

11

10

11

11

10

11
10

10
11
8
9

11
10

11

10

10 | 10
11 |11

10
11

Ayni zamanda, N yakin-halkas1 0-simetrik, komutatif ve dagilmali bir yakin-halkadir.

{0,1,2,3} ve J={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11},

A={0},]I

N ’nin birer idealidir. Ayrica | ideali, N yakin-halkasinin bir asal idealidir.
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Onerme 4.2.8 [3] N yakin-halkave P < N olsun. Asagidaki ifadeler denktir.
i) P asal idealdir.
i)Vr,s € Nigin, r¢P ve s¢gPise <r><s> &P ’dir.
iii)v R,S 2N i¢cin, RODP ve SoP ise RS &P dir.
iv)V R,S 2N i¢in, R €P veS £Pise RS & P ’dir.

Onerme 4.2.9 [1] N yakin-halka ve {P,},ca kapsama altinda tam sirali olan N’ nin

asal ideallerinin bir ailesi olmak {izere, bu durumda,

-

a€EN

ideali N’ nin bir asal idealidir. Burada A bir indis kiimesidir.

Onerme 4.2.10 [11] N yakin-halka, | < N direkt toplanan ideal ve P asal ideali ise,
o halde PN 1, 1°dabir asal idealdir.

Onerme 4.2.11 [1] N yakm-halka, | SN, ISP N ve
p N — I\% =N
kanonik epimorfizmasi olmak tizere, bu durumda,

P asal idealdir & ¢ (P) asal idealdir.
Ispat: =) Pbirasalidealve J;,J, < |\% icin, J; J, € ¢ (P) olsun.

Ji=o1(]),i€{1,2} alalim. Onerme 4.1.2 den,
=0 (1) et (2) € ¢ (Ui )z) Sot(p(P)) =g (P+1)=P
’dir. Buradan, P bir asal ideal olduguna gore,
J1EP veya <€ P
olup, ve ¢ orten oldugundan,

Ji=e (ot (J1))=e (1) S 9 (P)
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veya
J: € ¢(P)

elde edilir. Bu ise, ¢ (P )’nin bir asal ideal oldugunu gosterir.
&) ¢ (P)birasalidealve J;, J, 2N igin, J; J, € P olsun.
O halde, onerme 4.1.2 den,

o (J12) = o(J1)o(J2) S o(P)
dir. Buradan, ¢ ( P ) bir asal ideal oldugundan,

o(J1) So(P) veya  ¢o()2) € ¢(P)
olup,
S h+l c¢t(e(h)) Sot(p(P))=¢p*(P+1)=P
veya
<P

elde edilir. Bu ise, P’nin asal ideal oldugunu gosterir.

Onerme 4.2.12 N yakin-halka olmak iizere, P 2 N idealinin asal olmasi igin gerek

ve yeter kosul % boliim yakin-halkasinin asal yakin-halkasi olmasidir.

Ispat: p - N — % = N kanonik epimorfizmasini alalim. Onerme 4.2.11° den,

P asal idealdir & ¢ (P ) asal idealdir.
Buradan,
P asal idealdir < % asal yakin-halkadir.
Onerme 4.2.13 N ,N' iki yakin-halkave w: N — N' 6rten homomorfizmasi olsun,

a) P, N yakin-halkasmin bir asal ideali ve Kery S P ise, y (P ), N yakin-

halkasinin bir asal idealidir.
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b) P, N'yakin-halkasimin bir asal ideali ise, y* (P')’de N yakin-halkasimin bir

asal idealidir.

Ispat: a) vV J;, J, 2N icin, J; J, S w(P)olsun. y yakim-halka homomorfizmas:

oldugundan,
wt(J1), vt (J2) 2 Ndir.

Ker v € P olduguna gore,

VXEY(y(P)) =y (X)Ey(P)=w(x)=y(y) 1 yEP
= y(X)-y(y)=0=y(x-y)=0
= X-yYEKery € P=x-y=z:z€P
= X=y+z €P’dir.

Onerme 4.1.2° den,

v (h) vt () Syt (L)) € v (y(P)) P

’dir. Buradan, P bir asal ideal olduguna gore,

y' () <SP veya yt(J,) € P
olup,

Ji € w(P) veya ]2 € w(P)
elde edilir.
b) VI,,I, 2 Nign, I, I, € w!(P")olsun.
Onerme 4.1.2° den,

L, €y (P)=y(LL)S P = y(lDy(L)S P

’dir. Buradan, P' bir asal ideal olduguna gore,

w(l)c P veya h(L,)< P’
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olup,
L €yt (P") veya I, € y'(P")
elde edilir.
Tamim 4.2.14 [1] N yakin-halkave M € N olmak tizere,
eger
va,beM igin, 3a, €<a>, Ib;E<b>: a;b; EM
ise, M ’ye bir m-system denir.
Ornek 4.2.15
a) ¢ ve N asikar m-system lerdir.
b) YneN igin, {n,n?,n3, ... }bir m-systemdir.
Teorem 4.2.16 N bir yakin-halkave P 2 N olmak iizere,
P asal idealdir < N \P bir m-systemdir.

Ispat: =) P bir asal ideal olsun. O halde Vv a,b €N \P igin, a,b &P olup,

Onerme 4.2.8’den, <a><b> & P’dir.
Buradan,

Jda,€<a>, Ib eE<b>: ab &P
Oldugundan, a;b; € N \P olur. O halde N \P bir m-systemdir.

&) N\P bir m-system olsun. Bu durumda, vV a,b & Pi¢in, a,b € N \P olur ve

N \P bir m-system oldugundan,
Jda, €<a>, 3b;E<b>: a;b; EN\P
olup, a;b, & P olur.

Buradan, <a><b> & P’dir. Buise, P’nin asal ideal oldugunu gosterir.
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Onerme 4.2.16 N yakin-halkave M S N bir m-system olmak iizere,
eger N’nin bir | idealii¢in, | "M = ¢
ise, 0 halde
P#N ve PNM=¢
olacak sekilde | idealini igeren N’nin bir P asal ideali vardir.
Ispat: 7={JaN , 1c€J,JNM = ¢}olsun.
| € 7 oldugundan, 7 # ¢’dir.
Zorn lemmasina dayanarak 7, bir P maksimal elemanini igerir.
PN M = ¢ olduguna gore, P# N, N’nin bir idealidir.
P gercekten bir asal idealdir:
Eger /; DP ve J, D P ise, P maksimal eleman olduguna gore,
3/,€/;NM ve 3j,€/,NM
olup,
<ji><j,>< J;J, ve M bir m-system oldugundan,
Ja€e<j;> ve Ibe<j,> : abeMdir.
Buradan, abe <j; ><j,>NM < J; J, N M olur.
Yani J; J, N M # ¢’dir.
Boylece J; J, € P olup, P’nin bir asal ideal oldugunu gosterir.
4.3 Yan Asal idealler
Tamim 4.3.1 [1] N yakin-halkave S < N olmak iizere,
V12 Nign, 12€S = 1cS

gerektirmesi saglaniyor ise, S idealine N yakin-halkasinin yar1 asal ideali denir.
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Tanmim 4.3.2 Eger N yakin-halkasimin sifir ideali yar1 asal ideal ise, o halde N ’ye
yar1 asal yakin-halka denir.

Not 4.3.3 N yakin-halkasinda her asal ideal ayn1 zamanda yar1 asal idealdir.

Onerme 4.3.4 [1] N yakin-halka olmak iizere, S < N ideali igin, asagidaki ifadeler
denktir.

1) S yar asal idealdir.

ii) VR 2N icin, <R?>cS = RcS’dir.
i)V r €N igin, <r>cS = reS’dir.
iv)V R 2N igin, R>Sise, R? &S dir.
V)V R 2N icin, RZS = R?¢ S dir.

Onerme 4.3.5[1] N yakin-halkave {S,},ca kapsama altinda tam sirali olan N yakin-

halkasinin yari asal ideallerinin bir ailesi olmak tizere, bu durumda,

s

a€EA

ideali N’ nin yar1 asal idealidir. Burada, A bir indis kiimesidir.

Onerme 4.3.6 [1] N yakin-halka, | <N direkt toplanan ideal ve S bir yari asal ideali

ise,
SN, I’dayar asal idealdir.

Onerme 4.3.7 N yakin-halka, | SN, I €S <N olsun.

Syartasal idealdir & ¢ (S)C l\% yar1 asal idealdir.

Onerme 4.3.8 N yakin-halkasinin asal ideallerinin herhangi kesisimleri birer yar1 asal
idealdir.

Ispat: {P;};c;, N yakin-halkasinm asal ideallerinin bir ailesi olsun.

S:ﬂpl

i€l
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alalim. Bu durumda,
vV R 2 Nigin, R°€S = R?2 <€ NP, = VreRrR igin, R?¢c P,
= V reR i¢in, RS P,=R € N P, =S dir.
Tamim 4.3.9 [1] N yakin-halkave S € N olmak iizere,
eger
VsS€ES igin, Is5;,5, E<S> 55, €S
ise, S ’ye bir sp-system denir.
Sonug 4.3.10 Her m-system kiimesi, ayn1 zamanda bir Sp-System denir.
Teorem 4.3.11 N yakin-halkave S 2 N olmak iizere,
S yari asal idealdir < N \S bir sp-system dir.

Ispat: =) S bir yari asal ideal olsun. Bu durumda, Vv s € N\S igin, s ¢ S olup,

onerme 4.3.4’den, <s>? ¢ S’dir.
Buradan,
15,,50 E<S> : 55, €S
Oldugundan, s;s, € N\S olur. O halde N \S bir sp-systemdir.
<) N\S bir sp-system olsun. Bu durumda,
V' s & Sicin, S€ N \P olurve N\S bir sp-system oldugundan,
35,5, €E<S> 55, EN\S

olup, s;s, & Solur. Buradan, <s>? & S’dir. Buise, S’nin bir yar1 asal ideal oldugunu

gosterir.
Onerme 4.3.12 N yakin-halka, S € N sp-system ve s € S olsun. O halde
MEN ve seMCcS

olacak sekilde M gibi bir m-system vardr.
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Ispat: s€S ve S bir sp-system oldugundan,
1s5,,5 €E<S> 55, €S
’dir. Benzer sekilde s;s, € S olduguna gore,
Ist,sle<s;s,> :sisi €S

’dir. Ayn1 dogrultuda devam ederek, her K pozitif tam say1 igin,

sksk €s
ve
<s>D o) 1¢ls ... D kek > o ...
S>2< 515, >2<5§;>2 2858553 >2
Lo it 1.1 k ok
olur. Simdi M = {s,s;5,,5{S,,...,S;Sy,...} alinirsa,

bu durumda, s € M < Solup, V s¥ sk, ststeM (k<1)igin,
Isitl sitle<stsi >c<sksk> @ sttt em
saglanir. Bu ise, M kiimesinin bir m-system oldugunu gosterir.
4.4 Yakm-halkalarda Asal Radikal Kavram
Tamim 4.4.1 [12] N yakin-halkave M € N olmak iizere,
eger
vVa,beM igin, 3b;E<b>: ab;eM
ise, M ye bir m*-system denir.

Tanim 4.4.2 [12] N yakin-halkave a,,a;,a,,....,a,,...., N’de bir eleman dizisi olmak

uzere, eger
vYn>1i¢in, a,€a,-1<ap_i>
ise, a,,8,,8,,....,a,,.... dizisine bir m*-dizisi denir.

Sonu¢ 4.4.3 N yakin-halkasinda, eger M kiimesi m-system ise, o halde M bir

m*-system olur.
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Onerme 4.4.4 N yakin-halka, P < N olmak iizere,
i) P asalidealdir & Vr,seN igin, r<s>CP ise, reP veya s € P’dir.
ii ) P asal idealdir & N\P bir m*-systemdir.

Ispat:i) =) P birasal ideal olsun. Vr,s € N icin, r<s>Z< P olacak sekilde

r ¢ P ve s¢P farzedelim. O halde r,s € N \P olur. Teorem 4.2.16’dan, N \P

bir m-system olduguna gore,
Are<r>, 3s;€<s>:rs; EN\P
’dir. Bu durumda,
rs; Er<s>cP
celiskisi elde edilir.
Buradan,
Vr,seN igin, r<s>CP ise, reP veya s € P’dir.
&) Vr,seN igin, r<s>CP ise, reP veya s €P olsun. Budurumda,
V r,s€N\P igin, r <s> & P olup,
Are<r>, 35, €<s> :rs; &P

olur. O halde rs; € N \P’dir. Buise, N \P bir m-system oldugunu gosterir.
Boylece teorem 4.2.16’dan faydalanilarak, P’nin bir asal ideal oldugu ispatlanmis olur.
ii) =) Teorem 4.2.16 ve sonug 4.4.3’¢ gore,

P asal idealdir = N \P bir m-systemdir = N \P bir m"-systemdir.

<) Vr,seN igin, r<s>CP olacak sekilde r ¢ P ve s¢& P farz edelim.

O halde r,s € N\P olur. N \P bir m*-system olduguna gore,
ds; €<s>:rs; EN\P

*dir.
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Bu durumda,
rs Er<s>cp
celiskisi elde edilir. Boylece
Vr,seN igin, r<s>CP ise, reP veya s € P’dir.
Buradan i ) sikkina dayanarak, P’nin asal ideal oldugu ispatlanir.
Sonug 4.4.5 N yakin-halkasinda, eger {a,},., bir m™-dizisi ise, o halde
M={a, |n>0}
kiimesi bir m*-system olur.
Coziim: a,,a,€ M, (s<t) alalm. O halde {a,},., bir m*-dizisi oldugundan,
&, € a,<a>= 3IDb €<a>:a, = ahb

“dir. Diger taraftan,

a, € a,<a,>CS<a,>

a,€a,<a,>c<a_,>

a, € a,<a, >c<a, >

s+1

olduguna gore,
<a,>Cc<a,>c<a,>C...C<a >
saglanir. Buradan,
Va,a, €M, (s<t) igin, I b, € <a, >: ab =a, €M

*dir. Boylece M kiimesi bir m”*-system olur.
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Tanim 4.4.6 [1] N yakin-halkave | < N olmak iizere, | ’y1igeren N’nin biitiin asal

ideallerin kesisimlerine, | idealinin radikali denir ve p (1) ile gosterilir. Bu durumda,

pn= (] ¢

P asal ideal
1P

*dir.

Sonug 4.4.7 Onerme 4.3.8”¢ bakarak, p (1), | *y1 igeren bir yar1 asal ideal oldugu

goriilmektedir.
Onerme 4.4.8 [12] N yakin-halkave | 2N olmak iizere, o halde
nep(l)=3keN: nel
Ispat: M ={n,n?,n®, ...} alalm. Budurumda, M kiimesi bir m-systemdir.
Eger
INM = ¢
ise, 6nerme 4.2.16’dan,
PN ve PNM =94

olacak sekilde | idealini iceren N’nin bir P asal ideali vardir. Buise, n € p (I)

oldugunun c¢eligkisidir. Buna gore,
I NM #£ ¢
olup,
3keN: nel
“dir.
Teorem 4.4.9 [13] N yakin-halka ve I 2 N olmak iizere, o halde
» (1)={n€N | n’yiigeren her m"-system, | *nan kesisir }
Ispat: X ={n €N | n’yiigeren her m"-system, | *nan kesisir } olsun.

n € p(I)alalim. Eger n € X ise,
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bu durumda,

neM ve MNI=¢g
bir m*-system vardr.
Buradan,

P

u

I ve MNP=¢
olacak sekilde bir P asal ideali vardir.
Boylece
nepr
olup,
négp(l)
celiskisi elde edilir.
Buise, p (1) S X oldugunu gosterir.
Diger taraftan, n € X olsun. Eger n & p (1) ise, o halde
P21 ve negP

olacak sekilde bir P asal ideal vardir.
Buradan,

neN\P ve N\P m"-system
olur. Bu durumda, n € X olduguna gore,
(N\P)NIT #¢

gerekir. Fakat

oldugundan, bir ¢eliski gerceklesir.

Buradan, X <€ p (1) saglanir.
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Boylece
p(I) =X
olur.
Teorem 4.4.10 [14] N yakin-halkave | 2 N olmak iizere,
bu durumda,
| yariasalidealdir & p (1) =1

Ispat: =) | yar1 asal ideal olsun. Genelde | € p (1) dir. farz edelimki | < p (1).

Bu durumda,
aep(l) ve a¢egl
bir a eleman1 vardir.

| yari asal ideal olduguna goére, Teorem 4.3.11°den, N \I bir sp-system olur.

onerme 4.3.12°den, a € N \| oldugundan dolayz,
MCSN ve aeM cN\I

olacak sekilde M gibi bir m-system vardir. Sonug 4.4.3’e gére, M ayni1 zamanda bir

m”-systemdir.

Simdi a€ p (1) ve teorem 4.4.9’a dayanarak, a elemanin1 igeren her m*-system,

| ’nan kesisimi gerekmektedir.
Fakat
IN(N\l)=¢ = I NM=4¢
“dir. Boylece bir celigki elde edilir.
Sonugta 1€ p (1) ve | & p (1) olduguna gore, | = p (1) olur.

<) | = p(I)olsun. p (1) bir yar1 asal ideal olduguna gore, | ideali de yar1 asal

ideal olmaktadir.
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BOLUM 5

SONUC

Bu tezde ilk olarak, yakin-halka, N-grup ( yakin-modiil ), alt yakin-halka ve invaryant
alt yakin-halka, ideal ve yakin-halka homomorfizmasi gibi kavramlarin tanimi ile
temel ozellikleri verilmistir. Ancak N yakin-halkasi i¢in, (N, +) grubu, (No, +) sifir
simetrik kisminin, ( Nc , +) sabit kismi ile bir yari-direkt carpimi oldugu 6zellik, ayni
zamanda da O-simetrik yakin-halkasi ve her r € N idempotent eleman igin, (N , +)
grubu, ( Nr , + ) grubu’nun, ( Nr , + ) grubu ile bir yari-direkt ¢carpimi oldugu
ispatlanmigtir. Daha sonra idempotent elemanlarin merkezi olabilecegi durumlar
incelenmistir. Sonraki bolimde Smarandache alt yakin-halkas1 ve Smarandache yakin-
halka homomorfizmasi ile ilgili detayli 6rnekler sunulmustur. Son olarak, yakin-
halkalar, halkalardan farkli oldugu nedeni ile sp-system, m-system gibi kavramlar
kullanarak, asal ideal, yar1 asal ideal ve bir idealin asal radikali ile ilgili baz1 teoremler

ispatlanmugtir.

Bu konunun 6nemi, 6zellikle halkalar, gruplar, halkalarin genellestirilmis bir hali olan
yakin-halkalar konusunda arastirmacinin cebir alandaki bilgilerine ve sonraki
lisansiisti  0grencilerin  benzer konularda c¢alismalarma katki  saglayacagi

distiniilmektedir.
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