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The purpose of this thesis is to study the concept of near-rings, Smarandache near-

rings, examining some related features and researching some theorems and results. In 

addition, because of the near-rings, generalized version of the rings, studies and 

researches in this field are carried out regularly and continuously. Historically, the first 

studies on the near-ring were done by L.E. dıckson in 1905. Vasantha Kandasamy did 

his first work on Smarandache near-rings in 2002. Different results have been obtained 

by extending many concepts in rings in near-rings. In this study, it has been shown that 

it can create different near-ring structures on each G group. In addition, it has been 

investigated that in the N near-ring the annihilator of each element is a left ideal 

requirement and generally there is no sub near-ring. Then the concepts of S-near-ring, 

S-sub near-ring and S-near-ring homomorphism are explained by giving examples. 

Finally, examples are presented with prime, semi-prime ideals and related theorems 

on the prime radical of an ideal. 

 

Key Words: Near-ring, N-group,Near-ring Homomorphism,Group Near-ring, S-near-                     

                      ring, S-ideal, Prime Ideal, Semi Prime Ideal, Prime Radical. 

                       

 



 

ÖZET 

YAKIN-HALKALARIN VE SMARANDACHE YAKIN-HALKALARIN ASAL 

İDEALLERİ VE RADİKALLERİ 

TAMER, Hüseyin 

Yüksek Lisans Tezi, Matematik  

Danışman: Doç. Dr. Necati OLGUN    

Haziran 2020  

63 sayfa 

 

Bu tezin yapılmasının amacı yakın-halkalar, Smarandache yakın-halkaları kavramı 

üzerinde çalışılması, ilgili bazı özelliklerin incelenmesi ve konuyla bağlı bazı 

teoremler ile sonuçların araştırılmasıdır. Ayrıca yakın-halkalar, halkaların 

genelleştirilmiş hali olduğu nedeni ile bu alanda çalışmalar, araştırmalar düzenli ve 

sürekli bir şekilde yürütülmektedir. Tarihsel olarak, yakın-halka üzerinde ilk 

çalışmalar 1905 yılında L.E. dickson tarafından yapılmıştır. Smarandache yakın-

halkaları üzerinde ilk çalışmaları Vasantha Kandasamy 2002 yılında yapmıştır. 

Halkalardaki pek çok kavramın yakın-halkalar’da genişletilmesiyle farklı sonuçlar 

elde edilmiştir. Bu çalışmada her G grubu üzerinde farklı yakın-halka yapısı 

oluşturabileceği gösterilmiştir. Ayrıca N yakın-halkasında her elemanın sıfırlayanı bir 

sol ideal gerek olduğu ve genelde alt yakın-halka olmadığı incelenmiştir. Daha sonra 

S-yakın-halka, S-alt yakın-halka ve S-yakın-halka homomorfizması kavramları örnek 

vererek açıklandırılmıştır. Son olarak, asal, yarı asal idealler ve bir idealin asal radikali 

üzerinde ilgili teoremler ile örnekler sunulmuştur. 

 

Anahtar Kelimeler: Yakın-halka, N-grup, Yakın-halka Homomorfizm, Grup Yakın- 

                                   halka, S-yakın-halka, S-ideal, Asal İdeal, Yarı Asal İdeal, Asal 

                                   Radikal.     
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BÖLÜM 1 

 

GİRİŞ 

 

 

1.1 Çalışmanın Amacı 

Yakın-halkalar kavramı genel olarak halkaların genelleştirilmiş halidir. Ayrıca her 

halka bir yakın-halka belirtmektedir. Yakın-halkalar, halkalardan farklı olarak birinci 

işleme göre değişmeli olması gerekmeyen ve belirlenen ikinci işlem birinci işlem 

üzerine tek yönden dağılma özelliğini sağlaması yeterlidir [1].  

Yakın-halka bünyesinin varlığını gösteren birçok örnek ile doğal bir şekilde 

karşılaşabiliriz, örneğin; ( G , + ) herhangi bir grup olmak üzere, fonksiyonlarda 

toplama '' + '' ve bileşke '' o '' işlemi altında,  

M ( G ) = { σ : G  →  G  |  σ  bir fonksiyon } 

kümesi bir yakın-halka bünyesi belirtmektedir. Hatta G değişmeli bir grup ise, dağılma 

özelliği sağ taraftan, ( σ + μ ) o τ =  σ o τ  +  μ o τ daima sağlanmaktadır. Fakat sol 

taraftan σ o ( μ + τ ) = σ o μ + σ o τ sağlanması için, σ’nın bir grup homomorfizm olması 

gerekmektedir.  

Tarihsel açıdan, yakın-halka üzerinde ilk çalışmalar 1905 yılında L.E. dickson 

tarafından yapılmıştır [2]. Ancak Dickson sadece tek yönden dağılma özelliğini 

sağlayan cisimlerin varlığını kanıtlamıştır. Zira bulunan cisimler '' yakın-cisim '' adı 

verilerek tanımlanmıştır. Sonraki yıllarda yakın-halka teorisi üzerine, birinci baskısı 

1977’de ve daha sonra yenilenmiş baskısı 1983 yılında, yapılan Günter PİLZ’e ait olan 

''Near-rings'' isimli kitabı, yakın-halkalarla ilgili temel bir kaynak olarak kabul 

edilmiştir.  

Yakın-halkalarda, asal ideallerin konusunda ilk adımlar ve detaylı çalışmalar (Van der 

Walt,1964) [3], (Beidleman, 1967) [4], (Rao, 1979) [5] tarafından yapılmıştır. 
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Yarı asal ideal, asal ideal ve asal radikal kavramları yakın-halka teorisinde önemli bir 

rol almaktadır. 

Ayrıca asallık kavramını incelemek ve ilgili temel teoremler ile sonuçları ispatlamak 

için, sp-system, m-system gibi kavramlar kullanılmaktadır. Smarandache yakın-

halkaları üzerine ilk detaylı çalışmaları Vasantha Kandasamy (2002b) yapmıştır [6,7]. 

Bu tezde ilk olarak yakın-halkalarla ilgili genel bilgilere yer verilmiştir.  

İkinci bölümde yakın-halka, N-grup ( yakın-modül ), alt yakın-halka, yakın-halka 

homomorfizması ve idealler gibi kavramlar tanıtılmıştır. Ayrıca bu kavramlarla ilgili 

bazı özellikler ve teoremler incelenmiştir. Bu bölümde N yakın-halkası için,  ( N , + ) 

grubu, ( N0 , + ) sıfır simetrik kısmının, ( NC , + ) sabit kısmı ile bir yarı-direkt çarpımı 

olduğu gösterilmiştir. Yakın-halka teorisinde her sol idealin bir alt yakın-halka 

olmadığı kanıtlanmıştır. Örneğin; N yakın-halkasında her elemanın sıfırlayanı bir sol 

ideal gerek olduğu ve genelde alt yakın-halka olmadığı incelenmiştir. 

Üçüncü bölümde grup yakın-halka, Smarandache yakın-halka tanımı verilerek, 

örnekler ve teoremler ile birçok özellikler incelenmiştir. Daha sonra Smarandache alt 

yakın-halka (S-alt yakın-halka), Smarandache yakın-halka homomorfizm (S-yakın-

halka homomorfizm), Smarandache ideal (S-ideal) gibi kavramlar tanımlanmış, bazı 

örnekler sunularak açıklanmıştır.  

Dördüncü bölümde yakın-halkalarda asal ideal, yarı asal ideal ve bir idealin asal 

radikali gibi kavramlara yer verilmiştir. Yakın-halkalar, halkalardan farklı olduğuna 

göre asallık kavramı birçok farklı asallık tanımı ile sunulmuştur. Ayrıca asallık 

konusunda, Halkalardaki pek çok kavramın yakın-halkalar ’da genişletilmesiyle farklı 

sonuçlar elde edilmiştir. 

Beşinci bölümde son olarak bu tezde elde edilen sonuçlara ve önerilere yer verilmiştir.
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BÖLÜM 2 

 

YAKIN-HALKALAR 

 

 

2.1 Ön Bilgiler  

Yakın-halkalar kavramı genel olarak halkaların bir genelleştirilmiş halidir.            

Yakın-halkalar, halkalardan farklı olarak, birinci işleme göre değişmeli olması 

gerekmeyen ve belirlenen ikinci işlem birinci işlem üzerine tek yönden dağılma 

özelliğini sağlaması yeterlidir.  

Tanım 2.1.1 [1]  N  ≠    bir küme olsun. Eğer N kümesi üzerine belirlenen  " + "  ve   

"  . " iki ikili işlem, aşağıdaki koşulları sağlıyorsa, N’ye sağ yakın-halka denir. 

       1 )  ( N , + )  (değişmeli olması gerekmeyen) grup. 

       2 )  ( N , .  ) yarı grup. 

       3 )   321 ,, aaa  N için, 

  321 aaa  = 3231 aaaa   

Eğer 3.özellik    

      3' )   321 ,, aaa  N için, 

 321 aaa   = 3121 aaaa   

şeklinde sağlanıyorsa, N’ye sol yakın-halka denir. Bu tez çalışmasında aksi 

belirtilmedikçe verilen yakın-halkalar bir sağ yakın-halka olarak alınacaktır. 
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Örnekler 2.1.2   

1 )  ( G , + ) bir grup ve G0  etkisiz elemanı olmak üzere, fonksiyonlara tanımlanan 

toplama " + " ve bileşke " o " işlemi altında aşağıdaki kümeler yakın-halka bünyesi 

belirtmektedir.   

i.   M ( G )   =  { σ : G  →  G  | σ  bir fonksiyon} = GG. 

ii.  M0 ( G )  =  { σ : G  →  G  |   σ ( G0  )  = G0 }. 

iii. MC ( G )  = { σ : G  →  G  | σ sabit fonksiyon}. 

iv. 0

CM ( G ) = { σγ : G  → G  |  γ  G  ve  σγ ( β ) =  {
0𝐺  ;   𝛽 =  0𝐺

𝛾   ;   𝛽 ≠  0𝐺
 }. 

Çözüm: Sadece  ( M C (G) , + , o ) üçlüsünün bir yakın-halka olduğunu göstereceğiz. 

Kalan i. , ii. ve iv. Örnekler ise, benzer bir şekilde kolayca ispatlatılabilir. 

»   ( M C (G) , + )’nın grup olduğunu gösterelim. 

                                +   :   M C (G)     M C (G)     →     M C (G) 

       σ  ,  μ   M C (G)  ,  γ  G  için,    ( σ , μ )  σ + μ : ( σ + μ ) (γ) = σ (γ) + μ (γ)            

i.     σ  , μ     M C (G)  ,  γ  G için,     

( σ + μ ) (γ) = σ (γ) + μ (γ) = c1 + c2 

     σ  + μ   M C (G)   olduğundan, kapalılık özelliği sağlanır. 

ii.   σ  , μ , τ  M C (G)  , γ  G  için,  

                     (( σ  + μ ) + τ ) (γ) =  ( σ  + μ) (γ)  + τ (γ) 

= (σ (γ) + μ(γ) ) + τ (γ) 

                                                   = σ (γ) + (μ(γ) + τ (γ)) 

                                                   = σ (γ) + ( μ  +  τ ) (γ) 

                                                   = ( σ  + ( μ  +  τ ) ) (γ)    
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    ( σ + μ ) + τ = σ + ( μ + τ )   olduğundan, birleşme özelliği sağlanır.  

iii.     σ      M C (G)  ,  γ  G  için,    μ = 0   M C (G) : 

( σ + μ ) (γ) = σ (γ) + μ (γ) = σ (γ) + 0(γ)  = σ (γ) + 0 = σ (γ) 

ve 

( μ + σ ) (γ) = μ (γ) + σ (γ) =  0(γ) + σ (γ) = 0  + σ (γ) = σ (γ) 

    σ + 0 = 0 + σ = σ    olduğundan, birim eleman özelliği sağlanır. 

iv.     σ     M C (G)  ,  γ  G  için,    μ = -σ   M C (G) :  

( σ + μ ) (γ) = σ (γ) + μ (γ) = σ (γ) + (-σ) (γ) = σ (γ) + (-σ (γ) ) = 0 = 0(γ) 

ve 

( μ + σ ) (γ) = μ (γ) + σ (γ) = (-σ) (γ) + σ (γ) = (-σ (γ) ) + σ (γ) = 0 = 0(γ) 

    σ + (-σ) = (-σ) + σ = 0   olduğundan, ters eleman özelliği sağlanır.    

»   ( M C (G) ,  o )’nın yarı grup olduğunu gösterelim. 

                                 o  :   M C (G)     M C (G)     →     M C (G)       

        σ  ,  μ   M C (G)  ,  γ  G  için,   ( σ , μ )    σ o μ : ( σ o μ ) (γ) = σ ( μ (γ) ) 

i.      σ  ,  μ   M C (G)  ,  γ  G  için, 

( σ o μ ) (γ) = σ ( μ (γ) ) = σ (c1) = c2 

     σ o μ   M C (G)   olduğundan, kapalılık özelliği sağlanır.  

ii.    σ  , μ , τ  M C (G)  , γ  G  için,  

( ( σ o μ ) o τ ) (γ) = ( σ o μ ) ( τ (γ) ) = ( σ o μ ) (c1) 

                                                          =       σ ( μ (c1) )    =  σ ( c2 ) = c3 

( σ o ( μ o τ ) ) (γ) = σ ( ( μ o τ ) (γ) ) = σ ( μ ( τ (γ)) 

                                                          =       σ ( μ (c1 ) )   =  σ ( c2 ) = c3 
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    ( σ o μ ) o τ = σ o ( μ o τ )   olduğundan, birleşme özelliği sağlanır. 

»      σ  , μ , τ   M C (G)  , γ  G  için,   

( ( σ + μ ) o τ ) (γ) = ( σ + μ ) (τ (γ) )  = ( σ + μ ) (c1 ) 

                                                         = σ ( c1 ) + μ ( c1 ) = c2 + c3  

                          ( ( σ o τ ) + ( μ o τ )) (γ) = ( σ o τ ) (γ) + ( μ o τ ) (γ) 

                                                         = σ ( τ ( γ ) ) + μ ( τ ( γ ) )                     

                                                         = σ ( c1 ) + μ ( c1 ) = c2 + c3 

    ( σ + μ ) o τ =  (σ o τ ) + ( μ o τ )   olduğundan, dağılma özelliği sağlanır. 

2 )  ( R , + , . )  değişmeli ve birimli bir halka ise, ( R[x] , + , o ) üçlüsü, fonksiyon 

toplama " + " ve fonksiyon bileşke " o " işlemi altında bir yakın-halkadır.                      

R[x] ={f : f ( x ) = n

n xaxaxaxaa  ...3

3

2

210  | nℕ , x bir değişken , aiR }. 

3 )  G  bir grup olsun. E(G) , G’nin bütün endomorfizmlerin kümesi fonksiyonlarda 

toplama ve bileşke işlemleri altında yakın-halka belirtmektedir. 

4 )  ( N , + ) bir grup ve  a , 𝑎′   N için, çarpma işlemi  

a . 𝑎′  = {
𝑎   ;    𝑎′ ≠ 0
0   ;    𝑎′ = 0

 

şeklinde tanımlanırsa, bu durumda  ( N , + , . )    bir yakın-halkadır ve aşikâr yakın-

halka olarak tanımlanmaktadır. 

5 )  Her grup üzerine bir yakın-halka yapısı oluşturulabilir. Eğer ( N , + ) grubun üzerine 

ikinci işlem olarak  a ,  𝑎′ N  için,  a . 𝑎′ = 0  ile tanımlanırsa, ( N , + , . ) bir yahın-

halk olur. 

6 )  Her halka bir yakın-halkadır. 

Örnek 2.1.3   Mint ( R )  =  { f : R → R | f  integralli } kümesi fonksiyonlarda toplama 

ve bileşke işlemi altında bir yakın-halka değildir. Örneğin ; 

 



7 
 

f ( x ) = ex  ,  g ( x ) = x2   için,    ( g o f ) ( x ) = e2x    Mint ( R ) 

                                                          fakat    ( f o g ) ( x ) = 𝑒𝑥2
   Mint ( R )’dir 

Özellikler 2.1.4  N yakın-halka olmak üzere, aşağıdaki özellikler sağlanmaktadır. 

           a )      a  N     için,    0 a =  0 

           b )    a , 𝑎′  N  için,  ( - a ) 𝑎′ = - a  𝑎′ 

İspat: a )      a  N     için, ve sağ taraftan dağılma özelliğini kollanarak, 

                   0 a = ( 0 + 0 ) a = 0 a + 0 a    0 a  =  0  bulunur. 

           b )    a , 𝑎′  N  için, sağ taraftan dağılma ve a) özelliklerini kullanarak, 

                   ( - a )  𝑎′ =  ( 0 – a ) 𝑎′  =  0 a – a 𝑎′ = - a 𝑎′   elde edilir. 

Not 2.1.5:  Bir  N  yakın-halkasında,   a 0  =  0  ve  a ( -  𝑎′)  =  -a  𝑎′ 

özellikleri genel olarak sağlanmamaktadır.Örnek2.1.2’de(M(G),+,o)yakın-halkasında, 

 σ  o  0 = 0 olması için,  σ  fonksiyonunun orijinden geçmesi ile sağlanır. Benzer şekilde  

 σ o (- μ ) = - ( σ o μ ) gerçekleşmesi de σ fonksiyonunun tek fonksiyon olması ile 

ağlanmaktadır. 

Tanım 2.1.6 [1]   N  yakın-halka olmak üzere, 

a )   N0  =  { a   N  |  a 0  =  0  } kümesine, N’nin 0-simetrik kısmı denir. 

b ) NC  =  { a  N  | a 0 = a }  =  {  a   N  |     𝑎′ N  : a  𝑎′=  a  }   kümesine,             

N’nin sabit kısmı denir.   

N0   ve  NC  kümeleri aynı zamanda N’nin alt yakın-halkasıdır.    

Eğer  N = N0  ise, N’ye 0-simetrik yakın-halka ve  N = NC  ise, N’ye sabit yakın-halka 

denir.  

Örnek 2.1.7   (M ( G ))0  =  M0 ( G )   ve   (M ( G ))C  =  MC ( G )’dir. 

Çözüm: (M ( G ))0 = { σ M (G)  | σ  o  0 = 0 } = { σ  M (G)  | σ (0) = 0} = M0 (G )    

              (M ( G ))C = { σ M (G)  | σ  o  0 = σ  } = { σ  M (G)  | σ  sabit } = MC (G )  
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Bu durumda, M0 ( G )  0-simetrik; MC ( G )  sabit yakın-halkalardır. 

Teorem 2.1.8 [8]  Her N  yakın-halkası için,  N   =   N0  +  NC’dir. 

İspat:       a  N     için, 

               [ a – ( a 0 ) ] 0 =  [ a + ( - a 0 ) ] 0 = [ a + (-a) 0] 0 

=  a 0 + [ (-a) 0 ] 0  = a 0 + (-a) (0 0) 

                                       =  a 0 + (-a) 0 = a 0 + [ -( a 0) ] = 0 

olduğundan,     a – ( a 0 )   N0’dır. 

Aynı zamanda,   a  N   için, 

( a 0 ) 0 =  a ( 0 0 )  =  a 0   

olduğundan,     a 0   NC’dir. 

Bu durumda,      a  N  için, 

a =  [a  - ( a 0 )] + a 0     N0  +  NC’ dir. 

O halde  N     N0  +  NC    ve  ( N0  +  NC      N aşikâr ) olduğundan, N  =  N0  +  NC’dir. 

Şonuç 2.1.9   Her  N   yakın-halkası için,  ( N , + ) grubu, ( N0 , + )’nın, ( NC , + )             

ile bir yarı-direkt çarpımıdır. 

İspat:     λ  N0    NC       {
𝜆    𝑁0   𝜆 0 = 0 

    𝜆   𝑁𝐶    𝜆 0 = 𝜆    
}       λ =  0   

O halde N0    NC   { 0 }  ve { 0 }  N0    NC  olduğundan,  

N0    NC  = { 0 }’dır.  

Teorem 2.1.8’den,   N   =   N0  +  NC’ dir.  

Son olarak  ( N0 , + )’nın  ( N , + )’da normal olduğunu gösterelim. 

   b  N0   ,     a  N     için, 

                            ( a + b – a ) 0 = a 0 + b 0 + (-a 0) 

                                                    =  a 0 + [- (a 0)] = 0 
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olduğundan,     a + b – a   N0’ dır. 

Böylece   ( N , + ) grubu, ( N0 , + )’nın, ( NC , + )  ile bir yarı-direkt çarpımıdır. 

Önerme 2.1.10   N  0-simetrik yakın-halka,  

Nr  = { a  N  | a r = 0 , r idempotent} 

olmak üzere, bu durumda, 

i )    Nr  ve  Nr  birer yakın-halkadır. 

ii )   N   =   Nr  +  Nr’dir. 

iii )  ( N , + ) grubu, ( Nr , + )’nın, ( Nr , + ) ile bir yarı-direkt çarpımıdır.  

İspat:  i )    u , v  Nr   için,  u = ar  ve   v = br  olacak şekilde  a , b    N  vardır. 

u – v  =  ar – br =  ( a – b ) r 

olduğundan,  ( Nr , + ) , ( N , + )’nın alt grubudur. 

  u , v  Nr   için,  

u v = ( ar ) ( br ) = ( ( ar ) b ) r = ( arb ) r’dir. 

 Buradan,    Nr  Nr     Nr  olur.  

  a , 𝑎′  Nr  için,   

( a - 𝑎′) r = a r - 𝑎′r = 0 – 0 = 0 

olduğundan,  ( Nr , + ) , ( N , + )’nın bir alt grubudur. 

  a , 𝑎′  Nr  için,   

( a 𝑎′) r  =  a ( 𝑎′ r ) =  a 0 = 0’dır. 

Buradan,   Nr  Nr     Nr   elde edilir. 

ii )   a  N  için,  [ a – ( a r ) ] r =  [ a + ( - a r ) ] r = [ a + (-a) r] r 

                               =  a r + [ (-a) r ] r = a r + (-a) (r r ) 

                              =  a r + (-a) r = a r + [ -( a r) ] =  0 
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olduğundan,     a – ( a r )   Nr’ dir. 

Aynı zamanda,   a  N   için,  a r   Nr’dir.   

Bu durumda,       a  N     için,  

a =  [a  - ( a r )] + a r     Nr  +  Nr’dir. 

O halde   N      Nr  +  Nr    ve  ( Nr  +  Nr     N  aşikâr) olduğundan, N = Nr + Nr’dir. 

iii )    λ  Nr    Nr       {
𝜆    𝑁𝑟                 𝜆 𝑟 = 0

    𝜆   𝑁𝑟   𝜆 = 𝑎 𝑟 , 𝑎 ∈ 𝑁   
}     

   λ = a r = a ( r r ) = ( a r ) r = λ r = 0 

O halde Nr    Nr   {0} ve ({0}  Nr    Nr aşikâr) olduğundan Nr    Nr  = {0}’dır. 

Son olarak  ( Nr , + )’nın  ( N , + )’da normal alt grup olduğunu gösterelim. 

  a  N  ,   b  Nr  için,  

( a + b – a ) r = ar + br – ar = ar + 0 – ar = ar – ar = 0  

sağlanır.  

Böylece   ( N , + ) grubu, ( Nr , + )’nın, ( Nr , + )  ile bir yarı-direkt çarpımıdır. 

Tanım 2.1.11 [1]  N yakın-halka olsun.   a , 𝑎′  N  ,  t  N  için, 

a )  Eğer   

t ( a + 𝑎′ )  =  t a + t 𝑎′ 

sağlanıyorsa, t elemanına dağılmalı eleman denir.N’nin bütün dağılmalı elemanlarının 

kümesi  Nd  ile gösterilmektedir. 

b )  Eğer  Nd  =  N  ise,  N’ye dağılmalı yakın-halka, 

c )  ( N , + ) değişmeli grup ise,  N’ye abelyen yakın-halka,  

d )  ( N  , . ) değişmeli yarı grup ise,  N’ye komutatif yakın-halka,  

e )  ( N  , . ) birimli yarı grup ise, N’ye birimli yakın-halka, 

f )  ( N - { 0 }  , . ) grup ise,  N’ye yakın-cisim denir. 
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Örnekler 2.1.12    

1 )  Örnek 2.1.2   3)’de  G  bir grup ise, E(G) , G grubunun bütün endomorfizmlerin          

kümesi fonksiyonlarda toplama ve bileşke işlemleri altında dağılmalı yakın-halkadır. 

2 )  V , F cismi üzerinde vektör uzayı olmak üzere, ( N = Maff ( V ) , + , o ) üçlüsü bir 

yakın-halkadır. 

Maff ( V )  =  { f   M ( V )  |  f ,  V’ de affine fonksiyonu } 

Bu durumda,  Nd  =  Hom f ( V , V )’dir. 

3 )  Z2  = { 0 , 1 }  kümesi üzerinde aşağıdaki verilen işlemlere göre (  Z2  , + , . ) bir 

yakın-cisimdir. 

0 + 0 = 0 = 1 + 1     ve     0 + 1 = 1 = 1 + 0 

0 . 0  = 0 =  0 . 1      ve     1 . 0  = 1 = 1 . 1 

Sonuç 2.1.13  a )  Eğer  N  komutatif sağ yakın-halka ise,  N  sol yakın-halkadır. 

                        b )  Eğer  N  birimli bir yakın-halka ise,  1  N0’dır. 

                        c )  Her   N  yakın-halkası için,   Nd   N0’ dır. 

İspat: a )    321 ,, aaa   N   için,   

 321 aaa   =   132 aaa  = 1312 aaaa  = 3121 aaaa   

           b )  1 . 0  =  0 . 1 =  0     1 . 0  =  0     1  N0 . 

           c )    t    Nd   için,   t . 0  =  t . ( 0 + 0 ) =  t . 0 + t . 0     t . 0 = 0   

   t    N0       Nd   N0 

Tanım 2.1.14 [9]  N  yakın-halka olmak üzere, eğer  s  N   için,   

s N  =  N s 

sağlanıyorsa, s’ye normal eleman denir. N’nin bütün normal elemanlarının kümesi  

n(N) ile gösterilmektedir. 

Eğer  n(N) =N  ise, N yakın-halkasına normal yakın-halka denir. 
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C ( N ) =  { c   N   |  c a =  a c    a  N  } 

kümesine  N’nin merkezi olarak tanımlanmaktadır. 

Önerme 2.1.15 [10]  N normal yakın-halka,  

E =  { r  N   |  r  idempotent } 

olmak üzere,    

E  ≠  { 0 }      E     C ( N )’dir. 

İspat:     r  E  için,  N  normal yakın-halka olduğuna göre,    

r N  =  N r 

’dir. Bu taktirde,     a  N  için,  

r a =  x r 

ve 

a r =  r b 

olacak şekilde    u , b   N   vardır. Buradan,  

r a r =  r ( a r ) = r ( r b ) = ( r r ) b = r2 b = r b = a r 

ve 

r a r =  ( r a ) r =  ( u r ) r =  u ( r r )  = u r2  =  u r = r a 

olup,                                                   

r a = a r 

elde edilir. 

Önerme 2.1.16  N  bir 0-simetrik yakın-kalka, 

SN (N)  =  { s  N  |  s2 = 0 } 

simple nilpotent elemanların kümesi olmak üzere, eğer  

E    Nd   ve  SN (N) = { 0 }        E   C ( N )’dir. 
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İspat:    r  E  ,    a  N  için, 

( rar – ar )2  = ( rar – ar ) ( rar – ar )  =  ( rar ) ( rar – ar ) –  ( ar ) ( rar – ar ) =  

( ra ) ( r (rar – ar) ) – ( a ) ( r ( rar – ar ) ) = ( ra ) ( rar – rar ) – a ( rar – rar ) =  

( ra ) 0 – a 0 = r ( a 0 ) – a 0 = r 0 – 0 = 0 

olduğundan, 

rar – ar   SN (N)   ve   SN (N) = { 0 } 

olduğuna göre,   

rar – ar = 0 

buradan, 

rar  = ar  

olur. Aynı zamanda,  

( rar – ra )2  = ( rar – ra ) ( rar – ra )   =  ( rar) ( rar – ra ) –  ( ra ) ( rar – ra ) =  

( ra ) ( r ( rar – ra ) ) – ( ra ) ( rar – ra ) = ( ra ) ( rar – ra ) – ( ra ) ( rar – ra ) = 0 

olduğundan,   

rar – ra  SN (N)  ve   SN (N) = { 0 } 

olduğuna göre, 

rar – ra = 0 

buradan, 

rar  = ra 

sağlanır.  

Bu durumda,  

ra = ar 

elde edilir. 
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2.2  N - Gruplar (Yakın-Modüller)   

Halkalar üzerine tanımlanan modül kavramının, yakın-halkalarda karşısı olan yakın-

modüle bir N-grup adı verilmiştir. 

Tanım 2.2.1 [1]  ( L, + )  bir grup ve  0L  bu grubun etkisiz elemanı, N  bir yakın-halka 

olmak üzere,  

η  :  N     L   →    L 

  a  N  ,  l  L  için,                      ( a , l )      a l 

Eğer    a , 𝑎′  N  ve    l  L  için,  

( a  + 𝑎′ ) l =  a l +  𝑎′ l  

ve 

(  a 𝑎′ )  l =    a ( 𝑎′ l ) 

koşulları sağlanıyorsa,  ( L, η )’ye bir N-grup veya N  üzerinde bir yakın-modül denir 

ve  N L  ile gösterilmektedir. Eğer N birimli yakın-halka ise, 

  l  L  için,        

1 l =  l 

koşulunu sağlanıyorsa,  L  N-grubuna üniter  N-grup denir. 

Örnekler 2.2.2  1 )  N  yakın-halka olmak üzere, 

η  :  N     N    →    N 

  a , 𝑎′  N    için,                         ( a , 𝑎′  )      a 𝑎′  

dönüşümü altında  ( N , + )  bir  N-gruptur ve  NN  ile gösterilir. 

2 )  R   halkası üzerinde, her  M  sol modül bir  R-gruptur. 

3 )  ( L, + )  bir grup olsun. 

η  :  M (L)     L   →    L  

  σ   M (L)  ve   l  L  için,         ( σ , l )        σ ( l )  
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dönüşümü altında,   L bir   M (L)-gruptur ve  M (L)L   ile gösterilir. 

Gerçekten,    σ , μ  M (L)  ve   l  L  için, 

( σ + μ ) l = ( σ + μ ) (l) = σ ( l ) + μ ( l ) = σ  l + μ  l  

ve 

( σ  μ ) l =  ( σ  μ ) (l) = σ ( μ (l) ) = σ ( μ l ) 

sağlanır. 

Özellikler 2.2.3  N yakın-halka,  L bir  N-grup olmak üzere, bu durumda, 

a )     l  L  için,   0 l =  0L  

b )     l L,    a  N    için,  ( - a) l =  - a l 

c )     a  N0    için,   a 0L   =   0L 

d )     l L,    a  NC  için,   a l =  a 0L    

İspat:  a )     l  L  için,   

0 l  =  ( 0 + 0 )  l =  0  l +  0 l 

Buradan,    

0 l  =  0L   

elde edilir. 

b )     l L,    a  N    için,  

( - a) l =  ( 0 – a )  l =  0 l - a l = 0L - a l = - a l’dir. 

c )     a  N0    için,  

a 0L   =  a (0 0L ) = ( a 0 ) 0L = 0 0L =  0L’dir. 

d )     l  L,  a  NC  için,  

a l = ( a 0 ) l = a ( 0 l)  = a 0L’dir. 
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2.3 Alt Yakın-halkalar 

Tanım 2.3.1 [1]  N yakın-halka ve ( H , + ), ( N , + )’nın bir alt grubu olmak üzere, 

eğer  H H    H  sağlanıyorsa,  H’ye  N yakın-halkasının bir alt yakın-halkası denir. 

Örnekler 2.3.2  N0 , NC  ve Nr  , N’nin birer alt yakın-halkalarıdır. 

Gerçekten,   

i )    a , 𝑎′  N0   için, ( a - 𝑎′) 0 = a 0 - 𝑎′ 0 = 0 – 0 = 0 

      olduğundan,  ( N0 , + ) , ( N , + )’nın alt grubudur. 

        a , 𝑎′  N0  için, ( a 𝑎′) 0 = a ( 𝑎′ 0 ) = a 0 = 0’dır. 

       Böylece    N0  N0      N0  olur. 

ii )    a , 𝑎′  NC  için,   ( a - 𝑎′) 0  = a 0 - 𝑎′ 0  = a – 𝑎′ 

       olduğundan,  ( NC , + ) , ( N , + )’nın alt grubudur. 

         a , 𝑎′  NC  için,  ( a 𝑎′) 0  =  a ( 𝑎′ 0 ) =  a 𝑎′’dir. 

        Bu durumda,   NC  NC     NC  olur.  

iii )  önerme 2.1.10’da  Nr,  N’nin alt yakın-halkası olduğu gösterilmiştir. 

Örnek 2.3.3  N  0-simetrik yakın-halka,  

E =  { r  N   |  r  idempotent } 

 olmak üzere, bu durumda, 

Nr  = { a  N  | a r = 0 , r idempotent} 

N’nin alt yakın-halkasıdır. 

Çözüm: önerme 2.1.10’da verilmiştir.   

Örnek 2.3.4  a )  K ,  G grubunun alt grubu olsun. Bu durumda,  

M K  ( G ) = { σ  M ( G ) |  σ ( K )    K  } 

kümesi, M ( G )’nin alt yakın-halkasıdır. 
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b )    K ,  G grubunun normal alt grubu olmak üzere, Bu durumda, 

M
K

G  ( G ) = { σ  M ( G )  |   γ  G : σ ( γ + K )     σ ( γ ) + K  } 

kümesi, M ( G )’nin alt yakın-halkasıdır. 

Tanım 2.3.5  N  yakın-halka ve L  N-grup olmak üzere, L’nin Ω alt grubu için, 

N Ω     Ω 

koşulu sağlanıyorsa, o halde Ω’ya L’nin N-alt grubu denir ve  Ω N  L  ile 

gösterilmektedir. 

2.4  Yakın-halka Homomorfizması ve İdealler 

Tanım 2.4.1 [1]  N  ve  H  iki yakın-halka ve  

ψ  :  N    →    H 

bir dönüşüm olmak üzere, eğer   a , a'   N  için, 

           i )   ψ  ( a + a' )  =  ψ ( a ) +  ψ ( a' )  

           ii )  ψ  ( a a' )  =  ψ ( a )  ψ  ( a' )  

şartları sağlanıyorsa, ψ’ ye  yakın-halka homomorfizması denir. N yakın-halkasından 

H yakın-halkasına tüm yakın-halka homomorfizmlerinin kümesi Hom ( N , H ) ile 

gösterilmektedir. 

Not 2.4.2  ψ  yakın-halka homomorfizması olmak üzere, 

           a )  ψ  bire-bir ise,  ψ  homomorfizmasına yakın-halka monomorfizması, 

           b )  ψ  örten ise,  ψ  homomorfizmasına yakın-halka epimorfizması, 

           c )  ψ  bire-bir ve örten ise,  ψ  homomorfizmasına yakın-halka izomorfizması,  

adı verilir. 

           d )  ψ  :  N   →  N   homomorfizmasına  N yakın-halkasının endomorfizması 

ve  ψ  izomorfizma ise, ψ  dönüşümüne N  yakın-halkasının otomorfizması denir. 
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Tanım 2.4.3  N yakın-halka,  L  ve  L'  iki N-grup olmak üzere, eğer  

ψ  :  NL   →    NL ' 

dönüşümü,   a  N ,   l , l'   L  için, 

           i )   ψ  ( l + l' )  =  ψ ( l )  +  ψ ( l' )   

           ii )  ψ  ( a l )  =  a ψ  ( l )   

koşulları sağlıyorsa, ψ’ ye   N-homomorfizması denir.  L  N-grubundan  L'  N-grubuna 

tüm N-homomorfizmlerinin kümesi  Hom N  ( L , L' ) ile gösterilmektedir. 

Örnek 2.4.4  N  yakın-halka,  L bir N-grup olmak üzere, 

  l   L  için, 

l   :  N   →   L 

  a  N  için,                                          a    a l 

dönüşümü bir N-homomorfizmasıdır ve  Hom N  ( N , L ) ile gösterilmektedir. 

Tanım 2.4.5 [1]  N  yakın-halka ve R , N’nin normal alt grubu olmak üzere, 

eğer  

           i )    R N     R 

           ii )    a , a'   N ,    r  R   için, 

a ( a' + r ) – a a'   R     

koşulları sağlanıyorsa, R’ ye N’nin ideali denir ve  R   N  ile gösterilmektedir. Sadece 

i ) koşulu sağlanıyorsa,  R’ ye N’nin sağ ideali, sadece ii ) koşulu sağlanıyorsa,  R’ ye 

N’nin sol ideali denir ve sırasıyla  R  r  N ,  R  l  N  ile gösterilmektedir. 

Tanım 2.4.6  N  yakın-halka, L bir N-grup olmak üzere, L’nin bir Ω normal alt grubu 

için, 

  l   L  ,    ω  Ω  ve     a  N  için,  

a  (  l + ω ) – a l   Ω   
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koşulu sağlanıyorsa,  Ω’ ya  L’ nin ideali denir ve  Ω  N  L  ile gösterilmektedir. 

Önerme 2.4.7  N  ve  H  iki yakın-halka  ve  ψ  :  N    →    H  bir homomorfizma olmak 

üzere, aşağıdaki özellikler sağlanır. 

           i )   ψ ( N0 )  =  H0 ’dir. 

           ii )   a  N  için,   ψ  ( - a ) = - ψ ( a )’dır. 

           iii ) N  birim elemanlı yakın-halka ise,  ψ ( N1 )  =  H1 ’dir. 

           iv ) N  birim elemanlı yakın-halka ise, herhangi bir  a  N’ nin tersi varsa,  

                 bu  a-1 elemanın görüntüsü,   ψ  ( a ) elemanının H’ deki tersi, yani                   

ψ  ( a-1)  = ( ψ ( a ))-1’dir. 

İspat:  i )    a  N  için,  ψ ( a + N0 )  =  ψ ( a )  +  ψ ( N0 )    ψ ( N0 )  = H0  

            ii )   a  N  için,  ψ  ( a ) + ψ  ( - a ) =  ψ ( a + ( - a ) ) = ψ ( N0 )  = H0  

  ψ  ( - a ) = - ψ ( a ) 

           iii )   a  N  için,  ψ ( a N1 )  =  ψ ( a )  ψ ( N1 )   ψ ( N1 )  =  H1  

           iv )   a  N  için,  ψ ( a a-1) =  ψ ( N1 )  =  H1   

                   olup, diğer taraftan,  

ψ ( a a-1 ) =  ψ ( a )  ψ  ( a-1)  =  H1     ψ  ( a-1)  = ( ψ ( a ))-1 

Tanım 2.4.8  ψ  :  N    →    H  yakın-halka homomorfizması olsun. 

Ker ψ  =  { a  N  |  ψ ( a ) = H0 } 

kümesine,  ψ  homomorfizmasının çekirdeği, 

Im ψ  =  { ψ ( a )  |  a  N  }  

kümesine,  ψ  homomorfizmasının görüntüsü denir.  
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Önerme 2.4.9  ψ  :  N    →    H  yakın-halka homomorfizması olmak üzere, 

            i )  ψ  bire-bir dönüşümüdür    Ker ψ  =  { N0 }’dir. 

            ii )  ψ  örten dönüşümdür         Im ψ  =  H’dir. 

            iii ) Ker ψ  ,  N  yakın-halkasının idealidir. 

            iv ) Im ψ ,  H  yakın-halkasının bir alt yakın-halkasıdır. 

            v )  S , H  yakın-halkasının bir ideali ise,  1 ( S )  kümesi  N  yakın-halkasının 

                  bir idealidir. 

            vi )  R , N  yakın-halkasının bir ideali ise,  ψ ( R )  kümesi  H yakın-halkasının 

                  bir alt yakın-halkasıdır. 

İspat:  i )    )  ψ   1-1 olsun.   a  Ker ψ  için, ψ ( a ) =  H0  =  ψ ( N0 )  olur.  

                           ψ    1-1  olduğundan,  a = N0  olup, 

Ker ψ  =  { N0 }’dir. 

  )  Ker ψ  =  { N0 } olsun.   a , a'   N için,  ψ ( a ) = ψ ( a' ) alalım. 

           ψ ( a ) - ψ ( a' ) = H0     ψ  ( a - a' ) = H0    a - a'  Ker ψ  =  { N0 }  

  a - a'  = N0    a  =  a'    ψ    1-1 olur. 

ii ) ) ψ  örten olsun.  b  H  için,  ψ  örten olduğundan dolayı,  b =  ψ ( a )           

            olacak şekilde a  N  vardır. Buradan, b =  ψ ( a )  Im ψ olup, H   Im ψ’dir. 

            Böylece  Im ψ  =  H   eşitliği sağlanır. 

  )  Im ψ  =  H  olsun.   b  H  için, b  H  =  Im ψ  olur. 

           b = ψ ( a ) olacak şekilde a  N  vardır.   ψ  örtendir. 

iii )  N0  N  ve  ψ ( N0 ) = H0  olduğundan, N0 Ker ψ’dir. Buradan, ϕ ≠ Ker ψ   N   

        elde edilir. 
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         a , a'   Ker ψ  için,  a – a'  N  ve                          

ψ  ( a – a' ) = ψ ( a ) – ψ  ( a' )  =  H0 – H0 =  H0  

       olduğundan,  a – a'  Ker ψ  olur. Buradan, Ker ψ ,  N’nin bir alt grubudur.  

         a  N ,   b  Ker ψ  için,  a + b – a  N  ve                                

                         ψ ( a + b – a ) = ψ ( a ) + ψ ( b ) – ψ ( a ) 

= ψ ( a )  + H0 –   ψ ( a ) 

= ψ ( a ) –  ψ ( a )  = H0  

       Olduğundan, a + b – aKer ψ ’dir. Bu durumda Ker ψ, N’nin bir normal alt 

       grubudur. 

        a  N ,   b  Ker ψ  için,  b a   N  ve                               

ψ ( b a ) = ψ ( b ) ψ ( a ) = H0  ψ ( a ) = H0  

       olduğundan,   b a  Ker ψ ’dir. Yani  Ker ψ , N’nin bir sağ idealidir. 

        a , a'  N ,   b  Ker ψ  için,  a ( a' + b ) – a a'  N  ve                 

       ψ ( a ( a' + b ) – a a' ) = ψ ( a ( a' + b ) ) – ψ ( a a' ) 

= ψ ( a ) ψ ( a' + b ) – ψ ( a a' ) 

                                           = ψ ( a ) ( ψ ( a' )+ψ ( b ) ) – ψ ( a a' )  

                                           = ψ ( a ) ( ψ ( a' )+  H0 ) – ψ ( a a' )  

                                           = ψ ( a ) ψ ( a' ) – ψ ( a a' ) 

                                           = ψ ( a a' ) – ψ ( a a' ) = H0  

      olduğundan,   a ( a' + b ) – a a'  Ker ψ’dir. Böylece Ker ψ , N’nin bir sol idealidir. 

      O halde  Ker ψ  ,  N  yakın-halkasının idealidir. 

iv ) N0  N  ve  ψ ( N0 ) = H0  Im ψ   olduğundan,  ϕ  ≠  Im ψ    H’dir. 
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        b , b'  Im ψ  için,   {
𝑏 = 𝛹 ( 𝑎 ) 
𝑏′ = 𝛹 ( 𝑎′)

   olacak şekilde a , a'  N  vardır, 

       ve 

b – b' = ψ ( a ) – ψ ( a' ) = ψ ( a  –  a' )  Im ψ ’dir. 

       Buradan,   Im ψ , H’nin bir alt grubudur. 

       Aynı zamanda,  

b b' = ψ ( a ) ψ ( a' ) = ψ ( a a' )   Im ψ ’dir. 

       O halde  Im ψ , H’nin alt yakın-halkasıdır. 

v )  1 ( S )  = { a  N  |  ψ ( a )  S } olsun. 

      ψ ( N0 ) = H0 S olduğundan, N0 
1 ( S ) olur. Bu durumda, ϕ  ≠ 1 ( S )N’dir. 

       a , a'   1 ( S )  için, a , a'   N , ψ ( a ) ,  ψ ( a' )  S  ve S  alt grup olduğundan, 

ψ ( a – a' ) = ψ ( a ) – ψ ( a' )  S’dir. 

      Buradan,   a – a'  1 ( S ) sağlanır. Böylece 1 ( S ), N’ nin bir alt grubudur. 

       a  N ,   b  1 ( S ) için,  a + b – a  N , ψ ( b )  S  ve S  normal alt grup   

      olduğundan,  

ψ ( a + b – a ) = ψ ( a ) + ψ ( b ) – ψ ( a )  S’dir. 

      Buradan, a + b – a  1 ( S ) olur. Bu durumda, 1 ( S ), N’nin normal alt  

      grubudur. 

        a  N ,   b  1 ( S ) için,  b a  N , ψ ( b )  S  ve S  sağ ideal olduğundan, 

ψ ( b a ) = ψ ( b ) ψ ( a )  S’dir. 

       Bu durumda,  b a  1 ( S ) elde edilir. Böylece 1 ( S ), N’ nin bir sağ idealidir. 

        a , a'  N ,   b  1 ( S ) için, 
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a ( a' + b ) – a a'  N ,  ψ ( b )  S  ve S  sol ideal 

       olduğundan, 

       ψ ( a ( a' + b ) – a a' ) = ψ ( a ( a' + b ) ) – ψ ( a a' ) 

= ψ ( a ) ψ ( a' + b ) – ψ ( a a' ) 

                                           = ψ ( a ) ( ψ ( a' )+ψ ( b ) ) – ψ ( a a' )  

                                           = ψ ( a ) ( ψ ( a' )+ψ ( b ) ) – ψ ( a ) ψ ( a' ) S’dir. 

       Buradan, a ( a' + b ) – a a'  1 ( S )’dir. O halde 1 ( S ), N’ nin bir sol idealidir. 

       Sonuç olarak, 1 ( S ), N yakın-halkasının bir idealidir. 

vi )  ψ ( R )  = { ψ ( a )  |  a  R  } alalım. 

       N0  R ve ψ ( N0 ) = H0 olduğundan, H0  ψ ( R )olur. O halde  ϕ ≠ ψ ( R )H’dir. 

        b , b'  ψ ( R ) için,    {
𝑏 = 𝛹 ( 𝑎 ) 
𝑏′ = 𝛹 ( 𝑎′)

   olacak şekilde a , a'  R  vardır. 

       R  alt grup olduğundan, 

b – b' = ψ ( a ) – ψ ( a' ) = ψ ( a  –  a' )  ψ ( R )’dir. 

       Bu durumda, ψ ( R ) , H’nin bir alt grubudur. 

         b , b'  ψ ( R ) için,    {
𝑏 = 𝛹 ( 𝑎 ) 
𝑏′ = 𝛹 ( 𝑎′)

   olacak şekilde a , a'   R  vardır. 

       R  alt yakın-halka olduğundan, 

b b' = ψ ( a ) ψ ( a' ) = ψ ( a a' )  ψ ( R )’dir. 

       O halde,  ψ ( R ), H’nin alt yakın-halkasıdır. 

Not 2.4.10   ψ  :  N    →    H  yakın-halka homomorfizması olmak üzere, 

R , N  yakın-halkasının bir ideali ve  ψ  örten ise,  ψ ( R ) kümesi de H  yakın-halkasının 

bir idealidir. 
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Tanım 2.4.11 [1]  N yakın-halka ve  R   N  olmak üzere,  

o halde   
R

N  bölüm yakın-halkası, bölüm halkası olduğu gibi, 

R
N  = { a + R  |  a  N }  

şeklinde tanımlanmaktadır. 

Teorem 2.4.12 [1]  a ) N yakın-halka ve  R   N  olmak üzere,  

φ  :  N    →   
R

N  

kanonik dönüşümü yakın-halka epimorfizmidir. Buradan, 
R

N , N’nin bir homomorfik 

görüntüsüdür. 

b )  N , H  iki yakın-halka ve   ψ  Hom ( N , H ) ise,  

bu durumda,  

Ker
N       Im ψ  

’dir.  

Eğer  ψ   yakın-halka epimorfizması ise, o halde   

Ker
N      H 

olur. 

Teorem 2.4.13 [1] a )  N , H  iki yakın-halka ve  ψ  :  N    →    H   bir epimorfizm 

olsun. O halde  N deki  ψ  nin çekirdeğini içeren alt yakın-halkalarla ( ideallerle ), H 

nin alt yakın-halkaları ( idealleri ) arasındaki 1 – 1 bir eşleme ψ  dönüşümüdür. Ayrıca  

N  yakın-halkasının  Ker ψ  içeren her  R   idealleri için,  

R
N        

)(
)(

R
N



 

’dir. 
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b )  φ : N  → 
R

N  kanonik epimorfizm ise,  N ’nin R idealini içeren tüm S idealleri 

için, 

R
S

R
N

      
S

N  

’dir. 

Önerme 2.4.14  N , H  iki yakın-halka ve  ψ  :  N  →  H  yakın-halka homomorfizması 

olmak üzere, bu durumda, 

i )   ψ  ( N0  )   H0’dır. 

ii )  ψ ( NC  )   HC ’dir. 

İspat : i )    b  ψ  ( N0  ) için,  b = ψ ( a ) olacak şekilde a  N0  vardır, 

ve 

b  H0  =  ψ ( a )  H0 =  ψ ( a ) ψ ( N0 ) =   ψ ( a N0 ) = ψ ( N0 ) = H0  

’dir. Böylece   ψ  ( N0  )   H0  sağlanır. 

ii )    b  ψ ( NC  ) için, b = ψ ( a ) olacak şekilde a  NC  vardır. Bu durumda,  

b H0  =  ψ ( a ) H0  =  ψ ( a ) ψ ( N0 ) =   ψ ( a N0 ) = ψ ( a ) = b  

elde edilir. Buradan  ψ ( NC  )   HC  sağlanır. 

Tanım 2.4.15   T , N  yakın-halkasının alt yakın-halkası olmak üzere,  

eğer  

T N    T          ve          N T    T  

koşulları sağlanıyorsa, T’ ye, N yakın-halkasının invaryant alt yakın-halkası denir. 

Buradan,  N’nin olduğu yöne göre  T’ ye sırasıyla sağ  ya da sol invaryant alt yakın-

halka denir. 
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Örnek 2.4.16  N  yakın-halka olmak üzere, bu durumda,  

i )  N0   l  N ’dir. Fakat genelde  N0    N  olmak zorunda değildir. 

ii )  NC  , N nin invaryant alt yakın-halkasıdır. Ancak genel olarak ne sağ ne de sol 

ideali değildir. 

Çözüm: i )    a , 𝑎′  N0   için,  

( a - 𝑎′) 0 = a 0 - 𝑎′ 0 = 0 – 0 = 0 

olduğundan,  ( N0 , + ) , ( N , + )’nın bir alt grubudur. 

   a  N  ,     b  N0    için, 

( a + b – a ) 0 =  a 0 + b 0 + (-a 0)  =  a 0 + [-(a 0)] = 0 

olduğundan,     a + b – a   N0’dır. Böylece ( N0 , + ) , ( N , + )’nın normal alt grubudur. 

  a , 𝑎′  N ,     b  N0  için,  

          ( a ( 𝑎′ + b ) – a 𝑎′ ) 0 = ( a ( 𝑎′ + b ) ) 0 – ( a 𝑎′ ) 0 

=  a ( ( 𝑎′ + b ) 0 ) –  a  𝑎′ 0 

                                              = a  ( 𝑎′ 0 + b 0 )  – a  𝑎′ 0 

                                              =  a  ( 𝑎′ 0 + 0 )  – a  𝑎′ 0 

                                              =  a  𝑎′ 0   – a  𝑎′ 0 = 0 

olduğundan,  a ( 𝑎′ + b ) – a 𝑎′ N0’dır. Buradan,  N0   l  N’dir. 

Şimdi  N0 , N’ nin ideali olmadığını göstermek için, aşağıdaki örneği verebiliriz.  

ℝ gerçek sayılar kümesi olmak üzere, N = M ( ℝ ) = { σ  : ℝ → ℝ |  σ  bir fonksiyon } 

yakın-halkasında, 

θ  :  ℝ  →  ℝ 

                           k  ℝ  için,          θ ( k )  =  k  

birim fonksiyonu ise, o halde   θ   N0  = M0 ( ℝ )’dir.  σ   M ( ℝ ) fonksiyonu, 
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σ  :  ℝ  →  ℝ 

                           k  ℝ  için,          σ ( k )  =  1 R  

ile tanımlanırsa, bu durumda,  

  k  ℝ  için, 

( ( θ  o σ ) o 0 ) ( k ) = ( θ  o σ ) ( 0 ( k ) ) = ( θ  o σ ) ( R0 ) = ( θ  o σ ) ( R0 ) 

                                         =  θ   ( σ ( R0 ) ) = θ  ( 1 R )  =  1 R  = σ  ( k ) 

olduğundan,   ( θ  o σ ) o 0  =  σ  ≠  0’dır. Buradan,  θ  o σ    N0  olur.  

Bu ise,  N0’ın , N’ nin sağ ideali olmadığını göstermektedir. 

ii )  örnek 2.3.2’de  NC  , N’nin alt yakın-halkası olduğu gösterilmiştir. 

Şimdi     a  N  ,     b  NC   için, 

( b a ) 0 =  b 0 = b =  b a  

ve 

( a b ) 0 = a ( b 0 ) = a b  

olduğundan,  

NC  N   NC           ve        N NC    NC 

koşulları sağlanır. Böylece   NC  , N’ nin bir invaryant alt yakın-halkasıdır. 

Genelde NC , N’nin  ne sağ ne de sol ideali olmak zorunda değildir. Çünkü genel olarak 

NC , N’nin normal alt grubu değildir. 

Örneğin,  ( G , + ) abelyen olmayan bir grup olmak üzere,  β , γ G elemanları                  

β + γ  ≠  γ + β olacak şekilde şeçilirse ve N = M ( G ) = { σ : G  →  G  | σ  bir fonksiyon} 

yakın-halkasında,   

  :  G   →   G 

                        k  G   için,          
   ( k  )  =  γ 
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ile tanımlanırsa,   
    NC = MC ( G )’dir.  θ    M ( G ) birim fonksiyonu ise,  

θ  :  G  →  G 

                           k  G  için,           θ ( k )  =  k 

bu durumda,   

( θ +
  – θ  ) ( 0G ) =  0G + γ  – 0G  =  γ  = 

  ( 0G )  

olur, fakat  

( θ + 
   – θ  ) ( β ) =  β + γ  – β  ≠  γ’dır. 

Buradan,   θ + 
   – θ    NC  olur. 

Böylece   NC , N’nin normal alt grubu değildir. 

Önerme 2.4.17   ψ  :  N  → H  yakın-halka homomorfizması ve  

Nd   = { t  N   |  t  dağılmalıdır } 

                                        NE  =  { r  N  |   r  idempotent    } 

 C( N ) = { c   N  |  c a =  a c   a  N } 

  s  N   için,  Ns   =  { a  N   |  a s  =  N0 } = ( N0  : s ) 

olmak üzere, bu durumda,  

a )  t  Nd    ve   ψ  epimorfizma ise,   ψ ( t )  Hd’dir. 

b )  r  NE  ∩ C ( N ) ve  ψ  epimorfizma ise,   ψ ( r )  HE ∩ C (H )’dir.  

c )    s  N   için,   ( N0  : s ) l  N’dir.   

d )  s  C ( N )  ise,   ( N0  : s )   N’dir.  

e )  s   C ( N )  ve  ψ  epimorfizma ise,   ψ ( ( N0  : s ) )   ( H0  : ψ ( s ) )   H’dir. 

f )  s   C ( N )  ve  ψ  izomorfizma ise,   ψ ( ( N0  : s ) )  =  ( H0  : ψ ( s ) )   H’dir. 
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İspat:  a )  t  Nd   olsua. b , b'  H  ve   ψ  epimorfizma olduğu  için,  {
 𝑏 =  𝛹 ( 𝑎 ) 
𝑏′ = 𝛹 ( 𝑎′)

   

olacak şekilde  a , a'  N  vardır. Bu durumda, 

      ψ ( t ) ( b + b' ) = ψ ( t ) [ ψ ( a ) + ψ ( a' ) ] = ψ ( t )  ψ ( a + a' ) 

         =  ψ ( t ( a + a' ) ) = ψ ( t a + t a' ) 

                                              = ψ (t a ) + ψ (t a' ) = ψ (t ) ψ ( a ) + ψ (t ) ψ ( a' ) 

                                              = ψ (t ) b + ψ (t ) b'  

olduğundan,  ψ ( t )  Hd’dir. 

b )  r  NE  ∩ C ( N ) alalım. O halde  r2  =  r   ve    a  N  için,  r a = a r’dir. 

Bu durumda, 

(ψ ( r ))2 = ψ ( r ) ψ ( r ) = ψ ( r r ) =  ψ ( r )’dir. 

Diğer taraftan,   b  H  ve  ψ  epimorfizma olduğundan dolayı  b = ψ ( a ) olacak 

şekilde  a  N  vardır. Buradan,  

ψ ( r ) b =  ψ ( r ) ψ ( a ) = ψ ( r a ) =  ψ ( a r ) = ψ ( a ) ψ ( r ) = b ψ ( r )’dir. 

Böylece  ψ ( r )  HE ∩ C (H )  olur. 

c ) N0  N  ve N0  s = N0  olduğundan, N0 ( N0  : s )’dir. Buradan, ϕ ≠ ( N0  : s )  N   

  a , 𝑎′  ( N0  : s ) için,   

( a - 𝑎′) s = a s - 𝑎′s = N0  – N0  = N0  

olduğundan,  ( ( N0  : s ) , + ) , ( N , + )’nın alt grubudur.  

  a  N  ,   b  ( N0  : s )  için,   

( a + b – a ) s = a s + b s – a s = a s + N0  – a s = a s – a s = N0 ’dir. 

Buradan, ( ( N0  : s ) , + ) , ( N , + )’nın bir normal alt grubu olduğu görülür.  

  a , 𝑎′  N ,    b  ( N0  : s )    için,   
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            ( a ( a' + b ) – a a' ) s  =  ( a ( a' + b ) ) s  –  ( a a' ) s 

= a ( ( a' + b ) s ) –  a a' s 

= a  ( a' s +  b s ) –  a a' s 

                                                = a  ( a' s + N0  ) – a a' s 

 =  a a' s – a a' s =  N0 ’dir. 

O halde   ( N0  : s ) l  N’dir.  

d )    a  N ,    b  ( N0  : s )  ve  s  C ( N )  olduğundan, 

( b a ) s  =  b ( a s ) = b ( s a ) = ( b s ) a = N0  a = N0 ’dir. 

Buradan,   b a  ( N0  : s ) elde edilir. 

Yani   ( N0  : s ) N    ( N0  : s ) sağlanır.  

Böylece  ( N0  : s )   N  olur. 

e )  öncelikle s  C ( N )  olduğundan,   ( N0  : s )   N’dir.  

ψ  epimorfizma olduğuna göre ve not 2.4.10’na dayanarak,  ψ ( ( N0  : s ) ) H  olur. 

Diğer taraftan,  b  H  ,  s   C ( N )  ve  ψ  epimorfizma olduğundan,  b = ψ ( a ) 

olacak şekilde  a  N  vardır. 

Bu durumda, 

b  ψ ( s )  =  ψ ( a ) ψ ( s ) = ψ ( a s ) = ψ ( s a ) = ψ ( s ) ψ ( a ) =  ψ ( s )  b’dir. 

Buradan,    ψ ( s )    C ( H )’dir. O halde  ( H0  : ψ ( s ) )   H  sağlanır. 

Şimdi   b  ψ ( ( N0  : s ) ) için, b = ψ ( a ) olacak şekilde  a   ( N0  : s )  vardır. 

Bu durumda,  

b  ψ ( s )  =  ψ ( a ) ψ ( s ) = ψ ( a s ) = ψ ( N0 ) = H0 ’dir. 
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Bu ise,   b  ( H0  : ψ ( s ) )  olduğunu gösterir. 

Yani   ψ ( ( N0  : s ) )    ( H0  : ψ ( s ) )’dir.  

Böylece   ψ ( ( N0  : s ) )   ( H0  : ψ ( s ) )   H  olur. 

f ) b( H0 : ψ ( s )) için, ve  ψ  izomorfizma olduğuna göre, {
𝑏 = 𝛹 ( 𝑎 )  ;  𝑎 ∈ 𝑁
𝑏  𝛹 ( 𝑠 )     =     0𝐻

 

’dir. 

   b  ψ ( s ) = H0   ψ ( a ) ψ ( s ) = H0   ψ ( a s ) = H0  

                      a s  Ker ψ  = { N0 }  a s = N0  

                                                   a  ( N0  : s ) b = ψ ( a )  ψ ( ( N0  : s ) )’dir. 

Buradan,   ( H0  : ψ ( s ) )   ψ ( ( N0  : s ) )   sağlanır.  

Sonuç olarak    ψ ( ( N0  : s ) ) = ( H0  : ψ ( s ) )   H  elde edilir.
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BÖLÜM 3 

 

SMARANDACHE YAKIN-HALKALAR 

 

 

Bu bölümde grup yakın-halkasının tanımı ile bazı örnekler verilmiştir. Ayrıca yine bu 

bölümde Smarandache yakın-halka (S-yakın-halka) kavramının tanımı verilerek, 

örnekler ve teoremler ile S-yakın-halkalarla ilgili birçok özellikler incelenmiştir. Daha 

sonra Smarandache alt yakın-halka (S-alt yakın-halka), Smarandache yakın-halka 

homomorfizm (S-yakın-halka homomorfizm), Smarandache ideal (S-ideal) gibi 

kavramlar tanımlanmış ve bunlarla ilgili bazı örnekler verilmiştir. Smarandache yakın-

halkaları üzerinde ilk detaylı çalışmalar Vasantha Kandasamy (2002 b) tarafından 

gerçekleşmiştir.  

 3.1  Grup Yakın-halkaları 

Tanım 3.1.1 [6]  G  çarpımsal grup ve  N  birimli komutatif yakın-halka olmak üzere, 

Bu durumda,  NG  grup yakın-halkası, Ni   ve Gg i   olmak üzere, aşağıdaki 

koşulları sağlayan bütün sonlu   
i

ii g  toplamlarını içeren bir yakın-halkadır. 

    i )   i = 1,2,….,n , GgN iii  ,,  için,   

i

i

i g  =  ii

i

i g   = i  

    ii )  i = 1,2,….,n , GgN iii  ,,  için,  

i

i

i g  +  
i

iiii

i

i gg )(   

    iii ) i = 1,2,….,n , GgN ii  ,  için,   iiii gg    

    iv )  i = 1,2,….,n , j=1,2,….,m , GhgN jiji  ,,,  için,
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)( i

i

i g  
k

kj

j

j kh  )(     ;  
ji

jikji khg
,

,   

Bu yakın-halkanın sıfırı  0  N’dir. 1  N  olduğundan,  G = 1G   NG  ve  e ,G’nin 

birim elemanı ise,   N = Ne   NG ’dir. 

Örnek  3.1.2  Z3  = { 0 , 1 , 2 }  kümesi üzerinde aşağıdaki verilen işlemlere göre,           

(  Z3  , + , . ) bir yakın-halkadır. 

" + " işlemi Z3 üzerinde modülo 3 ile bilenen toplama işlemi ve " . " işlemi  

 r , s  Z3  için,  

r . s  =  r 

ile tanımlanır.  

G = < g | g2 = 1 >  grubu olmak üzere, o halde grup yakın-halkası  

Z3G  =  { 0 , 1 , 2 ,  g , 2g , 1+g , 1+2g , 2+g } 

’dir. 

3.2  Smarandache Yakın-halkaları 

Tanım 3.2.1 [6]  ( N , + , . ) yakın-halka olmak üzere, eğer N’nin N deki işlemlere göre 

yakın-cisim olan bir ( A , + , . ) öz alt kümesi varsa, o halde N ye bir Smarandache 

yakın-halka ( S-yakın-halka ) denir. 

Örnek 3.2.2  Z2  =  { 0 , 1 } bilenen Z2 deki toplama işlemi ve  

 r , s  Z2  için, 

r . s  =  r 

belirlenen çarpma işlemi altında bir yakın-cisimdir. G  herhangi bir grup olmak üzere, 

bu durumda Z2    Z2G olup, grup yakın-halkası  Z2G  bir S-yakın-halkadır. 

Örnek 3.2.3   Ω  ≠  ϕ  ve  Card(Ω)  > 1  bir küme olsun. Ƥ(Ω) kuvvet kümesi olmak 

üzere, ve    X , Y  Ƥ(Ω) için,  

X Δ Y = ( X \ Y ) ( Y \ X ) 
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alalım. Bu durumda, ( Ƥ(Ω) , Δ , ∩ ) yakın-halkadır. Şimdi { ϕ , Ω }  Ƥ(Ω) yakın-

cisim olduğundan,  ( Ƥ(Ω) , Δ , ∩ ) S-yakın-halkadır. 

Örnek 3.2.4  F bir yakın-cisim olsun.  

 u(x) , v(x)  F[x] için,   

u(x) . v(x) = u(x) 

alınırsa, bu durumda,  ( F[x] , + , . ) bir yakın-halkadır. Ayrıca  F   F[x]  olduğundan, 

( F[x] , + , . )’nün bir S-yakın-halka olduğu görülür. 

3.3  Smarandache Alt Yakın-halkaları 

Tanım  3.3.1 [7]  ( N , + , . ) S-yakın-halka ve  H , N’nin alt yakın-halkası olmak üzere, 

eğer H  S-yakın-halka ise, o halde H ’ye  S-alt yakın-halka denir.    

Örnek  3.3.2  Z2  =  { 0 , 1 } yakın-cisim  ve  Sn  n. Dereceden bir simetrik grup olsun. 

Bu durumda,  Z2Sn  grup yakın-halkasıdır. 

Diğer taraftan,  





































213

321
,

132

321
,

321

321
1 54 PPH  

Sn’nin bir alt grubu ve Z2    Z2H  olduğundan,   Z2H  bir S-alt yakın-halkadır. 

Sonuç 3.3.3  𝑀3×3 =  {(𝑎𝑖𝑗) , 𝑖, 𝑗 = 1,2,3 , 𝑎𝑖𝑗 ∈  𝑍2 =  {0, 1 } , 𝑍2 yakın − cisim}  

olsun.Bilenen matrislerdeki toplama ve Z2 de tanımlanan çarpma işlemi altında          

(𝑀3×3 , + , . ) bir yakın-halka olur. Bu yakın-halka en az bir S-alt yakın-halka içerir. 

İspat:  A = (𝑎𝑖𝑗) , B = (𝑏𝑖𝑗)  ∈  𝑀3×3 için,  

A + B = (𝑎𝑖𝑗) + (𝑏𝑖𝑗)  =  (𝑎𝑖𝑗 + 𝑏𝑖𝑗)   

                                       A . B  = (𝑎𝑖𝑗) . (𝑏𝑖𝑗)  =  (𝑐𝑖𝑘)  ;  𝑐𝑖𝑘 = 


3

1j

ija , k = 1,2,3 

’dir. 
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Şimdi   

 








   
  

3

1

3

1

3

1

3212,3,2,1,,
j j j

jjjijij kkkveZkjikK  𝑀3×3 

alalım. 

Sıfır matrisi  0 ∈ K  olduğundan,  K  ≠  ϕ’dir.  

  P =  (𝑝𝑖𝑗) , Q =  (𝑞𝑖𝑗)  ∈ 𝐾 için, 

P – Q = (𝑝𝑖𝑗) – (𝑞𝑖𝑗) =  (𝑝𝑖𝑗 −  𝑞𝑖𝑗)  

ve 





3

1

332

3

1

2

3

1

2

3

1

2

3

1

1

3

1

1

3

1

11 )()()(
j

jjj

j

j

j

j

j

j

j

j

j

j

j

jj qpqpqpqpqp  

olduğuna göre,  P – Q ∈ 𝐾’dir. Buradan,  K , 𝑀3×3 yakın-halkasının bir alt grubudur. 

  P =  (𝑝𝑖𝑗) , Q =  (𝑞𝑖𝑗)  ∈ 𝐾 için,  

P . Q = (𝑝𝑖𝑗) . (𝑞𝑖𝑗) =  (𝑟𝑖𝑘) ;  𝑟𝑖𝑘 = 


3

1j

ijp , k = 1,2,3 

ve 

    
    


3

1

3

3

1

3

1

3

1

3

1

222

3

1

1

3

1

3

1

1

3

1

1 )(33)(
k

k

j k j k

kjj

j

j

k j

j

k

k rrppppr  

sağlandığına göre,   P . Q ∈ 𝐾 ’dir. O halde K , 𝑀3×3 yakın-halkasının alt yakın-

halkasıdır. Diğer taraftan, 





















































111

111

111

1,

000

000

000

0    K 

bir yakın-cisim olduğu kolayca görülür. Böylece  K  alt yakın-halkası bir S-alt yakın-

halkasıdır. 
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Sonuç 3.3.4 𝑀𝑛×𝑛 = {(𝑎𝑖𝑗) , 𝑖, 𝑗 = 1,2,3, … , 𝑛 , 𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝑍2 = {0, 1 }, 𝑍2 yakın − cisim} 

olsun. Bilenen matrislerdeki toplama ve Z2 de tanımlanan çarpma işlemi altında          

(𝑀𝑛×𝑛 , + , . ) bir yakın-halka olur. Bu yakın-halka en az bir S-alt yakın-halka içerir. 

İspat: Benzer şekilde, aşağıdaki kapsamalar gözlenmektedir. 

 








   
  

n

j

n

j

n

j

nj

n

j

jjjijij kkkkandZknjikK
1 1 11

3212 ...,,...3,2,1,,  𝑀𝑛×𝑛 

ve 
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

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
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







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



























1...11

............

1...11

1...11

1,

0...00

............

0...00

0...00

0    K 

Burada, K , F yakın-cismini içeren bir S-alt yakın-halkasıdır. 

3.4 Smarandache Yakın-halka Homomorfizması ve Smarandache İdealler  

Tanım 3.4.1 [7]  N , N'  iki S-yakın-halka ve F , N’nin bir yakın-cismi olsun.   

φ  :   N    →    N'   

bir dönüşüm olmak üzere,  

eğer   k , l  F  için, 

           i )  φ ( k + l )  =  φ ( k ) + φ ( l )  

           ii ) φ ( k l )  =  φ ( k )  φ ( l )   

olacak şekilde  φ ( k ) , φ ( l )   F '  ve  F ' ,  N' nün bir yakın-cismi olarak  

yukarıdaki koşullar sağlanıyorsa, φ’ ye bir Smarandache yakın-halka homomorfizması  

( S-yakın-halka homomorfizması ) denir. 
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Tanım 3.4.2 [7]  N  S-yakın-halka, F , N’nin yakın-cismi ve I , N’nin normal alt grubu 

olmak üzere, 

eğer  

           i )    I F     I 

           ii )    k , l   F ,    a  I   için, 

k ( l + a ) – k l   I     

koşulları sağlanıyorsa, I’ ya N’nin F yakın-cismi ile bağlı Smarandache ideali                   

( S-ideali ) denir. 

Sadece i ) koşulu sağlanıyorsa, I’ ya N’nin F yakın-cismi ile bağlı Smarandache sağ 

ideali  ( S-sağ ideali ),  

sadece ii ) koşulu sağlanıyorsa, I’ ya N’nin F yakın-cismi ile bağlı Smarandache sol 

ideali ( S-sol ideali ) denir. 

Tanım 3.4.3  T , N  yakın-halkasının bir S-alt yakın-halkası ve F , N’nin yakın-cismi 

olmak üzere,  

eğer 

T F    T          ve          F T    T  

koşulları sağlanıyorsa, T ’ye, N’nin F yakın-cismi ile bağlı bir Smarandache invaryant 

alt yakın-halkası ( S-invaryant alt yakın-halkası ) denir. Buradan,  F ’nin yönüne göre  

T ’ye sırasıyla F yakın-cismi ile bağlı sağ  ya da sol S-invaryant alt yakın-halka denir. 

Önerme 3.4.4  φ  :   N    →    N'  yakın-halka monomorfizması olsun.  

Eğer  

N  S-yakın-  halkası ise, o zaman  N'’de  S-yakın-halkasıdır. 

İspat:  N  bir S-yakın-halkası olduğundan, N deki işlemlere göre yakın-cisim olan bir  

A  öz alt kümesine sahiptir. 
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Yani,  

A  

  N  ve  A bir yakın-cisimdir. 

Şimdi, 

φ ( A )  = { φ ( a )  |  a  A } 

alalım. 

N0  A ve  φ ( N0 ) = '0
N
 φ ( A )  olduğundan,  ϕ ≠ φ ( A )   N' 

olur. 

 b , b'  φ ( A )  için,  {
𝜑(𝑎)  = 𝑏

𝜑(𝑎′) = 𝑏′ olacak şekilde a , a' A vardır, 

ve 

φ ( a – a' ) = φ ( a ) – φ ( a' ) = b  – b'   φ ( A )’dır. 

Buradan,  ( φ ( A ) , + ), N' ’nün bir alt grubudur.  

 b , b'  φ ( A )  için, {
𝜑(𝑎)  = 𝑏

𝜑(𝑎′) = 𝑏′ olacak şekilde a , a' A vardır, 

ve 

𝜑 (a a' ) = 𝜑 (𝑎) φ (a' ) = b b'  φ ( A )’dır. 

  a  A  için, 

φ ( a ) = φ ( a A1 ) = φ ( a )  φ ( A1 ) 

olduğundan,   φ ( A1 ) =  A1 ’dır. 

 b  φ ( A )  için, φ ( a ) = b olacak şekilde a  A vardır. Ayrıca a   A ve A yakın-

cisim olduğuna göre, a-1  A sağlanır. 

Buradan, 

φ ( a a-1) = φ ( A1 )  =   A1  
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olup, diğer taraftan,  

φ ( a a-1) = φ ( a ) φ ( a-1)  

olduğundan, φ ( a-1) = (φ ( a ) )-1 = b-1  φ ( A )’dır. 

Böylece  ( φ ( A )\{ '0
N

} , . ), N' ’nün bir alt grubudur. 

Bu ise, φ ( A ), N' ’nün bir yakın-cismi olduğunu gösterir. 

Şimdi  N'  yakın-halkasının bir S-yakın-halkası olduğunu göstermek için,                                  

φ ( A )  ≠  N' ’ye ispatlanması yeterlidir. 

Eğer  φ ( A )  =  N'  ise, bu durumda,  x  N \ A  vardır ve  φ ( x )  N' = φ ( A ) olur. 

Buradan,   φ ( x )  φ ( A ) olduğundan,  φ ( x ) = φ ( a ) olacak şekilde  a   A vardır. 

φ ( x ) = φ ( a )   φ ( x ) – φ ( a ) = '0
N
  φ ( x – a ) = '0

N
 

                                               x – a  ker φ = { N0 }   x – a = N0   

                                               x = a  A  ( çelişkidir ). 

Böylece   φ ( A ) 

  N'  sağlanır. O halde  N'  bir S-yakın-halkasıdır. 

Sonuç 3.4.5  Bir  N   S-yakın-halkası için, her I  S-ideali  N’ nin bir ideali olmak 

zorunda değildir. 

Örnek 3.4.6   Z12   S-yakın-halkasında,  F  = { 0 , 4 , 8 }, Z12’nin bir yakın-cismidir. 

 I  = { 0 , 3 , 6 , 9 },  Z12’nin hem  F  ile bağlı bir S-ideali hem de bir idealidir. Fakat  

J = { 0 , 3 , 9 },  Z12’nin  F  ile bağlı bir S-idealidir ama bir ideali değildir.  

Çünkü,   3  J  ve  2  Z12 için,  3 . 2  =  6   J  olur.  

Örnek 3.4.7   N  = Z2   Z7   ,  N'  =  Z    Z2  iki S-yakın-halkası olmak üzere,                         

ve φ dönüşümü  

  φ  :   N    →    N' 

          72),( ZZba     için,       φ [ ),( ba ] = (b, )a  
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ile tanımlanırsa, o halde φ dönüşümü bir S-yakın-halka homomorfizmasıdır. 

Gerçekten,  

F  = { )0,1(),0,0( } , N’nin bir yakın-cismi,  

F ' = { )1,0(),0,0( } , N' ’nün bir yakın-cismi olduğu kolayca görülür. Diğer taraftan, 

φ [ )0,0( ]  = )0,0(  

   φ [ )0,1( ]  = )1,0(  

ve Fdcba  ),(),,(   için, 

      i )   φ [ ),(),( dcba  ] = φ [ ),( dbca  ] = φ [ ),( dbca  ] 

=  [ ),( cadb  ]  = ),(),( cdab   

                                         = φ [ ),( ba ] + φ [ ),dc ] 

      ii )  φ [ ),).(,( dcba ]   = φ [ ).,.( dbca ] = φ [ ),( ba ] = ),( ab  

    = ),).(,( cdab = φ [ ),( ba ] . φ [ ),( dc ] 

koşulları sağlanır. Bu ise, φ dönüşümünün bir S-yakın-halka homomorfizması 

olduğunu gösterir. 

Önerme 3.4.8  N , N'  iki S-yakın-halkası, φ ( F ) = F'  olacak şekilde  F , F'  sırasıyla 

N , N'’ nün yakın-cismi olmak üzere, ve 

φ  :   N    →    N' 

 bir yakın-halka homomorfizması olsun. 

      i ) Eğer  I , N’nin F  yakın-cismi ile bağlı bir S-ideali ve φ örten ise, bu durumda, 

           φ ( I ) , N'’ nün  F'  yakın-cismi ile bağlı bir S-idealidir.  

      ii ) Eğer J , N' ’nün F'  yakın-cismi ile bağlı bir S-ideali ise, o halde  φ -1( J ) ,  

           N ’nin F  yakın-cismi ile bağlı bir S-idealidir. 
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İspat: i ) I , N ’nin  F  yakın-cismi ile bağlı bir S-ideali olsun. 

Bu durumda, φ ( I ), N' ’nün F' = φ ( F ) yakın-cismi ile bağlı bir S-ideali olduğunu 

gösterelim.  

N0  I  ve  φ ( N0 ) = '0
N
 φ ( I )  olduğundan,  ϕ ≠ φ ( I )   N'  olur. 

  b , b '  φ ( I )   için,   {
𝜑(𝑎)  = 𝑏

 𝜑(𝑎′) = 𝑏′  olacak şekilde  a , a '   I  vardır, 

ve 

φ ( a  –  a ' ) =  φ ( a ) – φ ( a ' ) = b – b '   φ ( I )’dır. 

Buradan, ( φ ( I ) , + ) , N' ’nün bir alt grubudur. 

 b φ( I ) , y  N' ve φ örten olduğundan, {
 𝜑(𝑎)  = 𝑏

 𝜑(𝑥) = 𝑦
olacak şekilde a   I , x  N 

vardır, ve 

𝜑( 𝑎 + 𝑥 – a ) = 𝜑(𝑎) + 𝜑(𝑥) – φ ( a ) = b + y – b  φ ( I )’dır. 

Bu durumda, ( φ ( I ) , + ) , N' ’nün bir normal alt grubudur.  

  b  φ ( I ) , l'  F'  için, {
𝜑( 𝑎 ) =  𝑏

 𝜑( 𝑙 )  =  𝑙′ olacak şekilde  a  I , l   F  vardır, 

ve 

𝜑( 𝑎 𝑙 ) = 𝜑(𝑎) 𝜑(𝑙)= b l'  φ ( I )’dır. 

  b  φ ( I ) , l', k' F'  için, {

𝜑(𝑎)   =   𝑏

𝜑( 𝑙 )  =   𝑙′

𝜑 (𝑘)  = 𝑘′

 olacak şekilde  a   I , l , k   F  vardır, 

ve 

              φ ( l ( k + a ) – l k ) = φ ( l ( k + a ) ) – φ ( l k ) 

                                             = φ ( l ) φ ( k + a ) – φ ( l ) φ ( k ) 

                                             = φ ( l ) [ φ ( k ) + φ ( a )] – φ ( l ) φ ( k ) 

                                             = l' ( k' + b ) –  l'  k'   φ ( I )’dır. 
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Böylece,  φ ( I ), N' ’nün F' = φ ( F ) yakın-cismi ile bağlı bir S-ideali olduğu sağlanır. 

ii )  J , N' ’nün  F'  = φ ( F ) yakın-cismi ile bağlı bir S-ideali olsun. 

Bu durumda,  φ-1 ( J ), N ’nin F  yakın-cismi ile bağlı bir S-ideali olduğunu gösterelim. 

N0  N  ve  φ ( N0 ) = '0
N
 J  olduğundan, N0  φ-1 ( J ) olur.  

O halde, ϕ  ≠  φ-1 ( J )   N’ dir. 

  a , a'  φ-1 ( J )   için,   {
𝜑( 𝑎) = 𝑏

 𝜑(𝑎′) = 𝑏′  olacak şekilde  b  ,  b '   J  vardır, 

ve 

φ ( a  –  a ' ) =  φ ( a ) – φ ( a ' ) = b – b '  J   a  –  a ' φ-1 ( J ) 

’dir. 

Buradan, ( φ-1 ( J ) , + ), N’nin bir alt grubudur. 

  a  φ-1 ( J ) ,  x  N  için, {
 𝜑(𝑎 ) = 𝑏

𝜑(𝑥) = 𝑦
olacak şekilde  b  J , y   N' vardır, 

ve 

 𝜑( 𝑥 + 𝑎 − 𝑥) = 𝜑(𝑥) + 𝜑(𝑎) – φ (x) = y + b – y  J    𝑥 + 𝑎 – x  φ-1 ( J ) 

’dir. 

Bu durumda, ( φ-1 ( J ) , + ), N’nin bir normal alt grubudur. 

  a  φ-1 ( J ) , l  F  için, {
𝜑(𝑎)   =  𝑏

 𝜑( 𝑙 )  =  𝑙′ olacak şekilde  b   J , l'   F'  vardır, 

ve 

𝜑( 𝑎 𝑙 ) = 𝜑(𝑎) 𝜑(𝑙) = b l'  J   𝑎 𝑙  φ-1 ( J ) 

’dir. 

 a  φ-1 (J ), l, k  F   için, {

𝜑(𝑎)   =  𝑏

𝜑( 𝑙 )  =  𝑙′

𝜑 (𝑘)  = 𝑘′

 olacak şekilde b   J , l' , k' F'  vardır, 
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ve 

              φ ( l ( k + a ) – l k ) = φ ( l ( k + a ) ) – φ ( l k ) 

                                             = φ ( l ) φ ( k + a ) – φ ( l ) φ ( k )  

                 = φ ( l ) [ φ ( k ) + φ ( a )] – φ ( l ) φ ( k ) 

                                             = l' ( k' + b ) –  l'  k'    J 

                                              l ( k + a ) – l k φ-1 (J ) 

’dir.  

Böylece  φ-1 ( J ), N ’nin  F  yakın-cismi ile bağlı bir S-ideali olduğu sağlanır. 
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BÖLÜM 4 

 

ASAL İDEALLER VE RADİKALLER 

 

 

Yakın-halkalar, halkalardan farklı olduğuna göre asallık kavramı birçok farklı asallık 

tanımı ile sunulmuştur. Yakın-halkalarda asal idealler birçok yazarlar tarafından 

araştırılmıştır. Yakın-halkalarda asal idealler üzerinde ilk detaylı çalışmalar, (Van der 

Walt,1964) , (Ramakotaiah,1979) , (Laxton,1964) , (Rao,1979) tarafından yapılmıştır. 

Bu bölümde yakın-halkalarda asal ideallerin bazı temel özellikleri gösterilmiş ve aynı 

doğrultuda yarı (semi) asal ideal, asal radikal, sp-system ve m-system gibi kavramlar 

ayrıntılı bir şekilde incelenmiştir. 

4.1 Yakın-halkalarda Alt Kümelerin Çarpımı 

Tanım 4.1.1 [1]  N yakın-halka ve U , V  ⊆ N  olmak üzere,  

bu durumda, 

U V  = { u v   |  u ∈ U  ve  v ∈ V  } 

’dir. n doğal sayısı için  nU  tanımı benzer bir şekilde tanımlanmaktadır.  

N  yakın-halka ve U , V ⊲ N  olsun. O halde  U V  çarpımı ideal olmayabilir. Hatta 

genel olarak bu çarpım ( N , + ) grubunun alt yarı grubu olmak zorunda değildir. 

Önerme 4.1.2  N  ve  N '  birer yakın-halka olmak üzere bu durumda, 

      i )    U , V , W  ⊆ N   için,   ( U V ) W  =  U ( V W )  

      ii )  ψ  :  N  →  N '  yakın-halka homomorfizması olsun. O halde 

  U , V  ⊆ N   için,   ψ ( U V ) = ψ ( U ) ψ ( V )
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ve 

U' , V '  ⊆ N '  için,   ψ-1( U' V ' )  ⊇  ψ-1( U' ) ψ-1( V ' ) 

      iii )    I  ⊴  N  ,   U , V  ⊆ N   için,  ( U + I ) ( V + I ) = U V + I 

4.2 Asal İdealler 

Tanım 4.2.1 [1]  N  yakın-halka ve  P ⊴ N  olmak üzere,  

  I , J  ⊴  N  için,    I J  ⊆ P  ⟹  I ⊆ P  veya  J ⊆ P 

gerektirmesi sağlanıyor ise,  P’ ye  N  yakın-halkasının asal ideali denir. 

Tanım 4.2.2  Eğer N  yakın-halkasının sıfır ideali asal ideal ise, N ’ye asal yakın-halka 

denir. 

Not 4.2.3  N  yakın-halka ve  S ⊆ N olmak üzere, S  kümesi tarafından üretilen ideal            

< 𝑆 >  ile gösterilmiştir.  

Ayrıca bir  n ∈ N  için, < {𝑛} > yerine < 𝑛 >  gösterimi kullanılmıştır. 

Örnek 4.2.4  N  sabit yakın-halka olsun. Bu durumda, ( N , + )’ nın her normal alt 

grubu asal idealdir.  

Böylece her sabit yakın-halka aynı zamanda asal yakın-halkadır. 

Örnek 4.2.5   N = Z3 = { 0 , 1 , 2 } aşağıdaki tablolarda toplama ve çarpma işlemleri 

altında yakın-halka olmak üzere, 

 

+ 0       1       2 

0 

1 

2 

0       1       2 

1       2       0 

2       0       1 

 

 

* 0        1        2 

0 

1 

2 

0        0        0 

0        1        2 

0        2        1 
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Aynı zamanda,  N  yakın-halkası komutatif, integral (sıfır bölensiz), birimli, dağılmalı 

ve bir yakın-cisimdir. Birim elemanı 1’ dir.  

Ayrıca  {0}, N’ nin bir asal ideali olduğu görülür.  

Bu takdirde N  bir asal yakın-halkadır. 

Örnek 4.2.6   N = { 0 , a , b , c }, Klein-4-grup üzerinde, aşağıdaki tablolarda verilen 

işlemlere göre yakın-halkadır. 

 

+ 0       a       b       c 

0 

a 

b 

c 

0       a       b       c 

a       0       c       b 

b       c       0       a 

c       b       a       0 

 

 

* 0       a        b       c 

0 

a 

b 

c 

0       0        0       0 

0       b        c       a 

0       c        a       b 

0       a        b       c 

 

 

Üstelik bu  N  yakın-halkası komutatif, integral (sıfır bölensiz), birimli, dağılmalı ve 

bir yakın-cisimdir.  

Birim elemanı c’ dir. 

Ayrıca  {0}, N’ nin bir asal ideali olduğundan dolayı,  N  bir asal yakın-halkadır. 

Örnek 4.2.7  N = A4 = { 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 ,7 , 8 , 9 , 10 , 11 }, alterne grubu üzerinde, 

aşağıdaki tablolarda verilen işlemlere göre bir yakın-halkadır. 

0 = ( 1 )                           ,          4 = ( 2  3  4 )         ,        8 = ( 2  4  3 )  

1 = ( 1  3 ) ( 2  4 )           ,          5 = ( 1  4  3 )         ,        9 = ( 1  2  3 ) 

2 = ( 1  4 ) ( 2  3 )           ,          6 = ( 1  2  4 )         ,        10 = ( 1  3  4 ) 

3 = ( 1  2 ) ( 3  4 )           ,          7 = ( 1  3  2 )         ,        11 = ( 1  4  2 ) 
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+ 0        1        2        3        4        5        6        7        8        9        10        11    

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

0        1        2        3        4        5        6        7        8        9        10        11 

1        0        3        2        7        6        5        4        10      11       8          9 

2        3        0        1        5        4        7        6        11      10       9          8 

3        2        1        0        6        7        4        5         9        8        11        10 

4        5        6        7        8        9        10      11       0        1         2          3 

5        4        7        6        11      10       9        8        2        3         0          1 

6        7        4        5         9        8       11       10      3        2         1          0 

7        6        5        4        10       11      8         9       1        0         3          2  

8        9        10      11        0        1       2         3       4        5         6          7 

9        8        11      10        3        2       1         0       6        7         4          5 

10     11        8        9         1        0       3         2       7        6         5          4 

11     10        9        8         2        3       0         1       5        4         7          6        

 

* 0        1        2        3        4        5        6        7        8        9        10        11    

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

0        0        0        0        0        0        0        0        0        0         0          0  

0        0        0        0        0        0        0        0        0        0         0          0 

0        0        0        0        0        0        0        0        0        0         0          0 

0        0        0        0        0        0        0        0        0        0         0          0 

0        0        0        0        4        4        4        4        8        8         8          8 

0        0        0        0        4        4        4        4        8        8         8          8 

0        0        0        0        4        4        4        4        8        8         8          8 

0        0        0        0        4        4        4        4        8        8         8          8 

0        0        0        0        8        8        8        8        4        4         4          4 

0        0        0        0        8        8        8        8        4        4         4          4 

0        0        0        0        8        8        8        8        4        4         4          4 

0        0        0        0        8        8        8        8        4        4         4          4 

 

Aynı zamanda,  N  yakın-halkası 0-simetrik, komutatif ve dağılmalı bir yakın-halkadır. 

A = { 0 } , I = { 0 , 1 , 2 , 3 }  ve  J = { 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 , 10 , 11 },            

N ’nin birer idealidir. Ayrıca  I  ideali,  N  yakın-halkasının bir asal idealidir.  
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Önerme 4.2.8 [3] N  yakın-halka ve  P ⊴ N  olsun. Aşağıdaki ifadeler denktir. 

      i )   P  asal idealdir. 

      ii )   r , s  ∈  N  için,    r ∉ P  ve   s ∉ P  ise   < 𝑟 > < 𝑠 >  ⊈ P ’dir. 

      iii )  R , S  ⊴ N  için,   R ⊃ P  ve  S ⊃ P  ise   R S  ⊈ P ’dir. 

      iv )  R , S  ⊴ N  için,   R  ⊈ P  ve S  ⊈ P ise   R S  ⊈ P ’dir. 

Önerme 4.2.9 [1] N  yakın-halka ve  {𝑃𝛼}𝛼∈Λ kapsama altında tam sıralı olan N’ nin 

asal ideallerinin bir ailesi olmak üzere, bu durumda, 

⋂ 𝑃𝛼

𝛼∈Λ

 

ideali   N’ nin bir asal idealidir. Burada  Λ  bir indis kümesidir. 

Önerme 4.2.10 [11] N  yakın-halka, I  ⊴ N  direkt toplanan ideal ve  P  asal ideali ise, 

o halde  P ∩ I ,   I ’da bir asal idealdir. 

Önerme 4.2.11 [1]  N  yakın-halka, I  ⊴ N ,  I ⊆ P ⊴ N   ve   

φ  :  N    →   
I

N  = 𝑁̅ 

kanonik epimorfizması olmak üzere, bu durumda,  

P asal idealdir   ⇔   φ ( P ) asal idealdir. 

İspat:  ⟹ )  P bir asal ideal ve   𝐽1̅ , 𝐽2̅   ⊴  
I

N  için,  𝐽1̅ 𝐽2̅  ⊆  φ ( P )  olsun. 

 𝐽𝑖 = φ-1 ( 𝐽𝑖̅ ) , i ∈ { 1 , 2 } alalım. Önerme 4.1.2 den, 

𝐽1 𝐽2 =  φ-1 ( 𝐽1̅ ) φ-1 ( 𝐽2̅ )  ⊆  φ-1 ( 𝐽1̅ 𝐽2̅ )  ⊆ φ-1 (φ ( P ) ) = φ-1( P + I ) = P  

’dir. Buradan,  P  bir asal ideal olduğuna göre,  

𝐽1 ⊆  P            veya           𝐽2 ⊆  P     

olup, ve  φ  örten olduğundan, 

𝐽1̅ = φ ( φ-1 ( 𝐽1̅ ) ) = φ ( 𝐽1 )  ⊆  φ ( P )       
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 veya    

   𝐽2̅  ⊆  φ ( P )  

elde edilir. Bu ise,  φ ( P )’nin bir asal ideal olduğunu gösterir. 

 ⟸ )  φ ( P ) bir asal ideal ve  𝐽1 ,  𝐽2 ⊴ N  için,  𝐽1 𝐽2  ⊆  P  olsun. 

O halde, önerme 4.1.2 den, 

φ ( 𝐽1 𝐽2 )  =   φ ( 𝐽1) φ ( 𝐽2 )   ⊆  φ ( P )   

dir. Buradan,  φ ( P ) bir asal ideal olduğundan, 

φ ( 𝐽1)  ⊆  φ ( P )         veya         φ ( 𝐽2 )  ⊆  φ ( P )   

olup, 

𝐽1 ⊆  𝐽1 + I  ⊆ φ-1 (φ ( 𝐽1 ) )  ⊆ φ-1 (φ ( P ) ) = φ-1 ( P + I ) = P 

veya 

𝐽2 ⊆  P  

elde edilir. Bu ise,  P’nin asal ideal olduğunu gösterir. 

Önerme 4.2.12  N  yakın-halka olmak üzere, P  ⊴ N  idealinin asal olması için gerek 

ve yeter koşul  
P

N   bölüm yakın-halkasının asal yakın-halkası olmasıdır. 

İspat:  φ  :  N    →   
P

N  = 𝑁̅ kanonik epimorfizmasını alalım. Önerme 4.2.11’ den,  

P asal idealdir ⇔  φ ( P ) asal idealdir. 

Buradan, 

    P asal idealdir  ⇔ 
P

N  asal yakın-halkadır.  

Önerme 4.2.13  N ,N' iki yakın-halka ve  ψ : N  → N'  örten homomorfizması olsun, 

      a )  P , N yakın-halkasının bir asal ideali ve  Ker ψ  ⊆  P  ise,  ψ ( P ) , N' yakın- 

            halkasının bir asal idealidir. 
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      b )  P' , N' yakın-halkasının bir asal ideali ise, ψ-1 ( P' )’de  N yakın-halkasının bir 

            asal idealidir. 

İspat:  a )   𝐽1 ,  𝐽2 ⊴ N'  için,  𝐽1 𝐽2  ⊆  ψ ( P ) olsun. ψ  yakın-halka homomorfizması 

olduğundan, 

ψ-1 ( 𝐽1 ) , ψ-1 ( 𝐽2 ) ⊴ N ’dir. 

Ker ψ  ⊆  P  olduğuna göre,  

   x ∈ ψ-1 ( ψ ( P ) )  ⟹ ψ ( x ) ∈ ψ ( P ) ⟹ ψ ( x ) = ψ ( y )  :  y ∈ P  

⟹  ψ ( x ) – ψ ( y ) = 0 ⟹ ψ ( x – y ) = 0 

                                    ⟹ x – y ∈ Ker ψ  ⊆  P ⟹ x – y = z : z ∈ P  

                                    ⟹ x = y + z  ∈ P’ dir. 

Önerme 4.1.2’ den, 

ψ-1 ( 𝐽1 )  ψ-1 ( 𝐽2 )  ⊆ ψ-1 ( 𝐽1 𝐽2)  ⊆  ψ-1 ( ψ ( P ) )  ⊆  P 

’dir. Buradan, P bir asal ideal olduğuna göre, 

ψ-1 ( 𝐽1 )  ⊆  P        veya        ψ-1 ( 𝐽2 )  ⊆  P 

olup, 

 𝐽1  ⊆  ψ ( P )          veya           𝐽2  ⊆  ψ ( P ) 

elde edilir. 

b )    𝐼1 ,  𝐼2  ⊴  N  için,  𝐼1 𝐼2  ⊆  ψ-1 ( P' ) olsun. 

Önerme 4.1.2’ den,  

𝐼1 𝐼2  ⊆  ψ-1 ( P' )  ⟹ ψ ( 𝐼1 𝐼2 ) ⊆  P'  ⟹  ψ ( 𝐼1) ψ ( 𝐼2 ) ⊆  P'  

’dir. Buradan, P'  bir asal ideal olduğuna göre, 

ψ ( 𝐼1) ⊆  P'        veya         ℎ ( 𝐼2 ) ⊆  P' 
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olup, 

𝐼1  ⊆  ψ-1 ( P' )        veya          𝐼2  ⊆  ψ-1 ( P' )   

elde edilir. 

Tanım 4.2.14 [1]  N  yakın-halka ve  M ⊆ N  olmak üzere,  

eğer  

 a , b ∈ M  için,  ∃ 𝑎1 ∈ < a >  ,  ∃ 𝑏1 ∈ < b >  :  𝑎1𝑏1 ∈ M   

ise, M ’ye bir m-system denir. 

Örnek 4.2.15  

      a )  ϕ  ve  N  aşikâr m-system lerdir. 

      b )   n ∈ N  için,  { n , n2 , n3 , …… } bir m-systemdir. 

Teorem 4.2.16  N  bir yakın-halka ve  P ⊴ N  olmak üzere, 

P  asal idealdir     ⇔    N ∖P  bir m-systemdir. 

İspat:  ⟹ )  P  bir asal ideal olsun. O halde    a , b ∈ N ∖P  için,  a , b  ∉ P  olup, 

önerme 4.2.8’den,  < a > < b >  ⊈ P’dir.  

Buradan,  

∃ 𝑎1 ∈ < a >  ,  ∃ 𝑏1 ∈ < b >  :  𝑎1𝑏1 ∉ P   

Olduğundan,  𝑎1𝑏1 ∈  N ∖P  olur. O halde  N ∖P  bir m-systemdir. 

 ⟸ )  N ∖P  bir m-system olsun. Bu durumda,   a , b  ∉ P için,  a , b ∈ N ∖P olur ve  

N ∖P  bir m-system olduğundan,   

∃ 𝑎1 ∈ < a >  ,  ∃ 𝑏1 ∈ < b >  :  𝑎1𝑏1 ∈ N ∖P   

olup,  𝑎1𝑏1 ∉ P olur.  

Buradan,  < a > < b >  ⊈ P’dir. Bu ise,  P’nin asal ideal olduğunu gösterir. 
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Önerme 4.2.16  N  yakın-halka ve  M ⊆ N  bir m-system olmak üzere, 

eğer N’nin bir I  ideali için,  I  ∩ M  =  ϕ   

ise, o halde 

P ≠ N    ve    P ∩ M  =  ϕ   

olacak şekilde  I  idealini içeren  N’nin bir  P  asal ideali vardır. 

İspat:  ℐ = { J ⊴ N  ,  I ⊆ J  ,  J ∩ M  =  ϕ } olsun. 

I  ∈  ℐ  olduğundan,  ℐ  ≠  ϕ’dir. 

Zorn lemmasına dayanarak  ℐ, bir P  maksimal elemanını içerir.  

P ∩ M  =  ϕ  olduğuna göre,  P ≠ N , N’nin bir idealidir.  

P gerçekten bir asal idealdir: 

Eğer   𝐽1 ⊃ P   ve   𝐽2 ⊃ P   ise,  P  maksimal eleman olduğuna göre, 

∃ 𝑗1 ∈ 𝐽1 ∩ M   ve  ∃ 𝑗2 ∈ 𝐽2 ∩ M   

olup, 

< 𝑗1 > < 𝑗2 > ⊆  𝐽1 𝐽2  ve  M  bir m-system olduğundan,  

∃ a ∈ < 𝑗1 >   ve   ∃ b ∈ < 𝑗2 >  :  a b ∈ M’dir. 

Buradan,  a b ∈  < 𝑗1 > < 𝑗2 > ∩ M  ⊆  𝐽1 𝐽2 ∩ M  olur. 

Yani   𝐽1 𝐽2 ∩ M  ≠  ϕ’dir. 

Böylece  𝐽1 𝐽2 ⊈ P olup,  P’nin bir asal ideal olduğunu gösterir. 

4.3  Yarı Asal İdealler 

Tanım 4.3.1 [1]  N  yakın-halka ve  S ⊴ N  olmak üzere, 

  I  ⊴  N  için,    I 2 ⊆ S  ⟹  I ⊆ S  

gerektirmesi sağlanıyor ise,  S idealine  N  yakın-halkasının yarı asal ideali denir. 
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Tanım 4.3.2  Eğer N  yakın-halkasının sıfır ideali yarı asal ideal ise, o halde  N ’ye 

yarı asal yakın-halka denir. 

Not 4.3.3  N  yakın-halkasında her asal ideal aynı zamanda yarı asal idealdir. 

Önerme 4.3.4 [1] N yakın-halka olmak üzere, S ⊴ N  ideali için, aşağıdaki ifadeler 

denktir. 

      i )   S  yarı asal idealdir. 

      ii )   R  ⊴ N  için,    < R 2 >  ⊆ S  ⟹  R ⊆ S ’dir. 

      iii )  r  ∈ N  için,    < r  >2 ⊆ S  ⟹  r ∈ S ’dir. 

      iv )  R  ⊴ N  için,    R ⊃ S ise,   R 2  ⊈ S ’dir. 

      v )   R  ⊴ N  için,    R  ⊈ S  ⟹  R 2 ⊈ S ’dir. 

Önerme 4.3.5 [1]  N  yakın-halka ve  {𝑆𝛼}𝛼∈Λ kapsama altında tam sıralı olan N yakın-

halkasının yarı asal ideallerinin bir ailesi olmak üzere, bu durumda,  

⋂ 𝑆𝛼

𝛼∈Λ

 

ideali   N’ nin yarı asal idealidir. Burada,  Λ  bir indis kümesidir. 

Önerme 4.3.6 [1]  N yakın-halka, I  ⊴ N  direkt toplanan ideal ve  S  bir yarı asal ideali 

ise, 

S ∩ I ,   I ’da yarı asal idealdir. 

Önerme 4.3.7  N  yakın-halka, I  ⊴ N ,  I ⊆ S ⊴ N  olsun. 

S yarı asal idealdir   ⇔   φ ( S ) ⊆ 
I

N  yarı asal idealdir. 

Önerme 4.3.8  N  yakın-halkasının asal ideallerinin herhangi kesişimleri birer yarı asal 

idealdir. 

İspat:  {𝑃𝑖}𝑖∈I , N yakın-halkasının asal ideallerinin bir ailesi olsun. 

𝑆 = ⋂ 𝑃𝑖

𝑖∈𝐼
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alalım. Bu durumda,   

  R  ⊴  N  için,    R2 ⊆ S  ⟹  R 2  ⊆  ⋂ 𝑃𝑖𝑖∈𝐼  ⟹   r ∈ R   için,   R 2 ⊆  𝑃𝑖 

                                           ⟹   r ∈ R   için,   R ⊆  𝑃𝑖 ⟹ R  ⊆ ⋂ 𝑃𝑖𝑖∈𝐼  = S’dir. 

Tanım 4.3.9 [1]  N yakın-halka ve  S ⊆ N  olmak üzere,  

eğer  

 s ∈ S  için,    ∃ 𝑠1 , 𝑠2 ∈ < s >    : 𝑠1𝑠2  ∈ S   

ise, S ’ye bir sp-system denir. 

Sonuç 4.3.10  Her m-system kümesi, aynı zamanda bir sp-system denir. 

Teorem 4.3.11  N  yakın-halka ve  S ⊴ N  olmak üzere, 

S yarı asal idealdir     ⇔    N ∖S  bir sp-system dir. 

İspat:  ⟹ )  S  bir yarı asal ideal olsun. Bu durumda,    s ∈ N ∖S  için,  s  ∉ S  olup, 

önerme 4.3.4’den,  < s >2  ⊈ S’dir.  

Buradan,  

∃ 𝑠1 , 𝑠2 ∈ < s >   :  𝑠1𝑠2  ∉ S   

Olduğundan,  𝑠1𝑠2   ∈  N ∖S  olur. O halde  N ∖S  bir sp-systemdir. 

 ⟸ )  N ∖S  bir sp-system olsun. Bu durumda, 

  s  ∉ S için,  s ∈ N ∖P olur ve  N ∖S  bir sp-system olduğundan,   

∃ 𝑠1 , 𝑠2 ∈ < s >    :  𝑠1𝑠2 ∈ N ∖S   

olup,  𝑠1𝑠2 ∉ S olur. Buradan,  < s >2  ⊈ S’dir. Bu ise,  S’nin bir yarı asal ideal olduğunu 

gösterir. 

Önerme 4.3.12  N  yakın-halka , S ⊆ N  sp-system ve s ∈ S  olsun. O halde  

M ⊆ N      ve     s ∈ M  ⊆ S 

olacak şekilde M gibi bir m-system vardır. 
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İspat:  s ∈ S  ve  S  bir sp-system olduğundan, 

∃ 𝑠1 , 𝑠2 ∈ < s >    :  𝑠1𝑠2 ∈ S 

’dir. Benzer şekilde 𝑠1𝑠2 ∈ S  olduğuna göre,  

∃ 𝑠1
1 , 𝑠2

1 ∈ < 𝑠1𝑠2 >    : 𝑠1
1 𝑠2

1  ∈ S 

’dir. Aynı doğrultuda devam ederek, her k pozitif tam sayı için,  

𝑠1
𝑘 𝑠2

𝑘   ∈ S  

   ve    

 < s > ⊇ <  𝑠1𝑠2  > ⊇ < 𝑠1
1 𝑠2

1 > ⊇ ⋯  ⊇ < 𝑠1
𝑘 𝑠2

𝑘 > ⊇ ⋯ 

olur. Şimdi  M  =  { s , 𝑠1𝑠2 , 𝑠1
1 𝑠2

1 , . . . , 𝑠1
𝑘 𝑠2

𝑘, . . . } alınırsa,  

bu durumda, s ∈ M  ⊆ S olup,   𝑠1
𝑘 𝑠2

𝑘 ,  𝑠1
𝑙  𝑠2

𝑙  ∈ M  ( k ≤ l ) için,  

∃ 𝑠1
𝑙+1 , 𝑠2

𝑙+1 ∈ < 𝑠1
𝑙  𝑠2

𝑙 > ⊆ < 𝑠1
𝑘 𝑠2

𝑘 >  :  𝑠1
𝑙+1𝑠2

𝑙+1 ∈ M  

sağlanır. Bu ise, M  kümesinin bir m-system olduğunu gösterir.     

4.4  Yakın-halkalarda Asal Radikal Kavramı 

Tanım 4.4.1 [12]  N  yakın-halka ve  M ⊆ N  olmak üzere,  

eğer  

 a , b ∈ M  için,    ∃ 𝑏1 ∈ < b >  :   a 𝑏1 ∈ M   

ise, M ’ye bir m*-system denir. 

Tanım 4.4.2 [12] N  yakın-halka ve  ,....,....,,, 210 naaaa ,  N’de bir eleman dizisi olmak 

üzere, eğer 

 n   1  için,    𝑎𝑛 ∈ 𝑎𝑛−1 < 𝑎𝑛−1 >   

ise, ,....,....,,, 210 naaaa dizisine bir m*-dizisi denir. 

Sonuç 4.4.3  N  yakın-halkasında, eğer M  kümesi m-system ise, o halde M  bir             

m*-system olur. 
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Önerme 4.4.4  N  yakın-halka, P  ⊴ N olmak üzere, 

      i )   P  asal idealdir   ⇔   r , s ∈ N   için,   r <s> ⊆ P  ise,  r ∈ P  veya  s ∈ P’dir.    

      ii ) P  asal idealdir   ⇔   N ∖P  bir m*-systemdir. 

İspat: i )  ⟹ )  P  bir asal ideal olsun.  r , s ∈ N   için,   r <s> ⊆ P  olacak şekilde  

r  ∉ P   ve   s ∉ P  farz edelim. O halde  r , s ∈ N ∖P olur. Teorem 4.2.16’dan,  N ∖P  

bir m-system olduğuna göre,  

∃ r ∈ < r >  ,  ∃ 𝑠1 ∈ < s >  :  𝑟𝑠1 ∈ N ∖P 

’dir. Bu durumda, 

𝑟𝑠1 ∈ r <s> ⊆ P 

çelişkisi elde edilir.  

Buradan,  

 r , s ∈ N   için,   r <s> ⊆ P  ise,  r ∈ P  veya  s ∈ P’dir. 

⟸ )   r , s ∈ N   için,   r <s> ⊆ P  ise,  r ∈ P  veya  s ∈ P  olsun. Bu durumda,  

  r , s ∈ N ∖P  için,  r <s> ⊈ P olup, 

∃ r ∈ < r >  ,  ∃ 𝑠1 ∈ < s >  :  𝑟𝑠1 ∉ P   

olur. O halde  𝑟𝑠1  ∈ N ∖P’dir. Bu ise,  N ∖P  bir m-system olduğunu gösterir. 

Böylece teorem 4.2.16’dan faydalanılarak, P’nin bir asal ideal olduğu ispatlanmış olur. 

ii )  ⟹ )  Teorem 4.2.16  ve  sonuç 4.4.3’e göre, 

P  asal idealdir   ⟹  N ∖P  bir m-systemdir  ⟹  N ∖P  bir m*-systemdir. 

⟸ )   r , s ∈ N   için,   r <s> ⊆ P  olacak şekilde  r  ∉ P   ve   s ∉ P  farz edelim.     

O halde  r , s ∈ N ∖P olur. N ∖P  bir m*-system olduğuna göre, 

 ∃ 𝑠1 ∈ < s >  :  𝑟𝑠1 ∈ N ∖P 

’dir.  
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Bu durumda, 

𝑟𝑠1 ∈ r <s> ⊆ P 

çelişkisi elde edilir. Böylece  

 r , s ∈ N   için,   r <s> ⊆ P  ise,  r ∈ P  veya  s ∈ P’dir. 

Buradan i ) şıkkına dayanarak,  P’nin asal ideal olduğu ispatlanır. 

Sonuç 4.4.5  N  yakın-halkasında, eğer { 0} nna  bir m*-dizisi ise, o halde  

M = { na   |  n   0 } 

kümesi bir m*-system olur. 

Çözüm:  ts aa , ∈ M ,  ( s < t )   alalım. O halde { 0} nna  bir m*-dizisi olduğundan, 

1ta  ∈  ta < ta >  ⟹   ∃ tb  ∈ < ta >  : 1ta  =  ta tb  

’dir. Diğer taraftan,   

ta  ∈   1ta < 1ta > ⊆ < 1ta >  

1ta ∈ 2ta < 2ta > ⊆ < 2ta >  

                                           

1sa   ∈   sa < sa >  ⊆  < sa > 

olduğuna göre, 

< ta > ⊆ < 1ta > ⊆ < 2ta > ⊆ ….. ⊆ < sa > 

sağlanır. Buradan,   

 ts aa , ∈ M ,  ( s < t )   için,  ∃ tb  ∈  < sa >  :  ta tb  = 1ta  ∈ M 

’dir. Böylece M  kümesi bir m*-system olur.  
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Tanım 4.4.6 [1] N  yakın-halka ve I  ⊴ N  olmak üzere,  I ’yı içeren  N’nin bütün asal 

ideallerin kesişimlerine, I  idealinin radikali denir ve 𝓅 ( I ) ile gösterilir. Bu durumda, 

𝓅 ( 𝐼 ) = ⋂ 𝑃
𝑃 𝑎𝑠𝑎𝑙 𝑖𝑑𝑒𝑎𝑙

𝐼  ⊆  𝑃

 

’dir. 

Sonuç 4.4.7  Önerme 4.3.8’e bakarak, 𝓅 ( 𝐼 ) , I ’yı içeren bir yarı asal ideal olduğu 

görülmektedir.  

Önerme 4.4.8 [12]  N  yakın-halka ve I  ⊴ N  olmak üzere, o halde  

n  ∈  𝓅 ( 𝐼 )  ⟹  ∃  k  ∈  ℕ  :   nk  ∈  I 

İspat:  M  = { n , n2 , n3 , …… } alalım. Bu durumda, M  kümesi bir m-systemdir.  

Eğer  

I  ∩ M  =  ϕ 

ise, önerme 4.2.16’dan,  

P ≠ N    ve    P ∩ M  =  ϕ 

olacak şekilde  I  idealini içeren  N’nin bir  P  asal ideali vardır. Bu ise,  n  ∈  𝓅 ( 𝐼 ) 

olduğunun çelişkisidir. Buna göre,  

I  ∩ M  ≠  ϕ 

olup, 

∃  k  ∈  ℕ  :   nk  ∈  I  

’dır. 

Teorem 4.4.9 [13]  N yakın-halka ve I  ⊴ N  olmak üzere, o halde 

𝓅 ( 𝐼 ) = { n ∈ N  |  n ’yi içeren her m*-system, I ’nan kesişir } 

İspat:  X  = { n ∈ N  |  n ’yi içeren her m*-system, I ’nan kesişir } olsun.  

n  ∈  𝓅 ( 𝐼 ) alalım. Eğer  n ∉ X  ise,  
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bu durumda, 

n  ∈  M     ve     M  ∩  I  =  ϕ 

bir m*-system vardır. 

Buradan, 

P  ⊇  I      ve      M  ∩  P  =  ϕ 

olacak şekilde bir  P  asal ideali vardır.  

Böylece  

n  ∉  P 

olup, 

n  ∉  𝓅 ( 𝐼 ) 

çelişkisi elde edilir. 

Bu ise,   𝓅 ( 𝐼 )  ⊆  X   olduğunu gösterir. 

Diğer taraftan,  n  ∈  X  olsun. Eğer   n  ∉  𝓅 ( 𝐼 ) ise, o halde 

P  ⊇  I      ve      n  ∉  P 

olacak şekilde bir  P  asal ideal vardır.  

Buradan,  

n  ∈  N ∖P      ve      N ∖P  m*-system 

olur. Bu durumda, n  ∈  X  olduğuna göre, 

( N ∖P  ) ∩ I  ≠  ϕ 

gerekir. Fakat   

P  ⊇  I       

olduğundan, bir çelişki gerçekleşir. 

Buradan,   X  ⊆  𝓅 ( 𝐼 ) sağlanır.  
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Böylece    

𝓅 ( 𝐼 )  =  X  

 olur. 

Teorem 4.4.10 [14]  N  yakın-halka ve I  ⊴ N  olmak üzere,  

bu durumda,  

I  yarı asal idealdir      ⇔     𝓅 ( 𝐼 )  =  I 

İspat: ⟹ )  I yarı asal ideal olsun. Genelde  I ⊆ 𝓅 ( I )’dır. farz edelim ki  I  ⊂ 𝓅 ( I ). 

Bu durumda, 

a ∈ 𝓅 ( 𝐼 )     ve    a  ∉ I 

bir a elemanı vardır.  

I yarı asal ideal olduğuna göre, Teorem 4.3.11’den,  N ∖I  bir sp-system olur.         

önerme 4.3.12’den, a ∈ N ∖I  olduğundan dolayı,  

M ⊆ N      ve     a ∈ M  ⊆ N ∖I   

olacak şekilde  M  gibi bir m-system vardır. Sonuç 4.4.3’e göre, M  aynı zamanda bir 

m*-systemdir. 

Şimdi  a ∈ 𝓅 ( 𝐼 )  ve  teorem 4.4.9’a dayanarak, a elemanını içeren her m*-system,       

I ’nan kesişimi gerekmektedir.  

Fakat  

I  ∩ ( N ∖I  )  =  ϕ  ⟹   I  ∩ M  =  ϕ 

’dir. Böylece bir çelişki elde edilir.  

Sonuçta  I ⊆ 𝓅 ( I )  ve  I  ⊄ 𝓅 ( I ) olduğuna göre,  I  =  𝓅 ( 𝐼 ) olur. 

⟸ )  I  =  𝓅 ( 𝐼 ) olsun. 𝓅 ( 𝐼 ) bir yarı asal ideal olduğuna göre, I  ideali de yarı asal 

ideal olmaktadır.  
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BÖLÜM 5 

 

SONUÇ 

 

 

Bu tezde ilk olarak, yakın-halka, N-grup ( yakın-modül ), alt yakın-halka ve invaryant 

alt yakın-halka, ideal ve yakın-halka homomorfizması gibi kavramların tanımı ile 

temel özellikleri verilmiştir. Ancak N yakın-halkası için,  ( N , + ) grubu, ( N0 , + ) sıfır 

simetrik kısmının, ( NC , + ) sabit kısmı ile bir yarı-direkt çarpımı olduğu özellik, aynı 

zamanda da 0-simetrik yakın-halkası ve her  r  N  idempotent eleman için, ( N , + ) 

grubu, ( Nr , + ) grubu’nun, ( Nr , + ) grubu ile bir yarı-direkt çarpımı olduğu 

ispatlanmıştır. Daha sonra idempotent elemanların merkezi olabileceği durumlar 

incelenmiştir. Sonraki bölümde Smarandache alt yakın-halkası ve Smarandache yakın-

halka homomorfizması ile ilgili detaylı örnekler sunulmuştur. Son olarak, yakın-

halkalar, halkalardan farklı olduğu nedeni ile sp-system, m-system gibi kavramlar 

kullanarak, asal ideal, yarı asal ideal ve bir idealin asal radikali ile ilgili bazı teoremler 

ispatlanmıştır. 

Bu konunun önemi, özellikle halkalar, gruplar, halkaların genelleştirilmiş bir hali olan 

yakın-halkalar konusunda araştırmacının cebir alandaki bilgilerine ve sonraki 

lisansüstü öğrencilerin benzer konularda çalışmalarına katkı sağlayacağı 

düşünülmektedir.              
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