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OzET

4-Boyutlu Oklid Uzayinda Bishop Catiya Gére Bazi iliskili Egriler

Ahmet DUYAN
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Fen Bilimleri Enstitiisi

Matematik Anabilim Dali
Geometri Bilim Dali

TEMMUZ 2020, Sayfa ix+29

Oklid uzayinda egriler teorisinde farkli gatilara gore birgok calisma yapilmistir. Birgok bilim adami bu
teoride Frenet cati, Bishop c¢ati, Adapted cati gibi catilar1 c¢alismistir. Bu catilar egriler ile ilgili
karakterizasyonlarda bize yardimci olur.

Bu caligmada, 4-boyutlu Oklid uzayinda bishop catiya gore Frenet egrisi ile iliskili egriler
incelenmistir. Bu gatiya gore Frenet egrilerin dogrultman egrileri ve rektifyan egrileri verilmistir.

Anahtar kelimeler : Bishop cat1, Frenet egrileri, Frenet gatisi, Integral egrisi
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ABSTRACT

Associated Curves According to Bishop Frame in 4-Dimensional

Euclidean Space
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Many studies have been done according to different frames of the theory of curves in Euclidean Space.
Many scientists have studied frames such as Frenet frame, Bishop frame, Adapted frame in this theory. These

frames help us in the characterization of curves.
In this study, associated curves with Frenet curve according to Bishop frame in 4-dimensional Euclidean
space are investigated. Direction and rectifying curves of the frenet curve according to this frame are given.

Key words : Bishop frame, Frenet curves, Frenet frame, Integral curve
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1. GIiRis

Egrilerin diferansiyel geometrisi farkli uzaylarda farkli catilara gore calisilan en onemli
alanlardan birisidir. 3-boyutlu Oklid uzayinda bir egrinin teget, asli normal ve binormal
vektorlerinden olusan Frenet catis1 bu egrinin diferansiyel geometrisinin ¢alisilabilmesi i¢in en iyi
bilinen bir ortonormal g¢atidir. Ayrica bir uzay egrisinin sekli, yani uzaydaki yerel davranigi bu
egrinin egrilik ve burulmasi ile tamamen belirlidir. Dolastyla bir egrinin tamamen incelenebilmesi
i¢in en azindan tiglincii mertebeye kadar siirekli tiirevlenebilir olmasi gerekmektedir.

Bir ¢ok arastirmaci egrilerin 6zelliklerini karakterize etmek ve hesap yapmak igin Frenet
catisim kullanir. Fakat Frenet catis1 yalnizca diferensiyellenebilen egriler i¢in tanmimlidir ve bazi
noktalarda egrinin ikinci tiirevi sifir olabilir. Bu durumda egri igin alternatif bir ¢atiya ihtiyag
vardir. Bu sebeple 1975 yilinda L.R. Bishop paralel vektdr alanlart yardimiyla 3-boyutlu Oklid
uzayinda egriler i¢in bir alternatif ¢at1 ya da paralel 6teleme ¢atis1 tanimlamistir. Bu ¢at1 bir egrinin
ikinci tiirevinin tamamen sifir oldugu durumda bile iyi tanimlanan bir hareketli ¢atidir.

Bishop, bu cat1 sayesinde hareketli bir ¢atiy1 tanimlamak i¢in alternatif bir yol bulmustur [1].
Bu c¢at1 Frenet catisinda bulunan teget vektor sabit tutularak normal vektorlerin belli bir agiyla
dondiiriilmesiyle olusur [1]. Bu alternatif ¢atmin bulunusuyla birlikte arastirmacilar bazi temel
konular1 bu yeni ¢atiya gore incelemeyi amaglamiglardir ve Bishop ¢atisi {izerine pek ¢ok ¢alisma
yapmusglardir [2,3,4].

Biik¢ii ve Karacan bazi 6zel egileri Bishop c¢atisina gore incelemislerdir [5]. Yilmaz,
Ozyillmaz ve Turgut séz konusu Bishop catisinin bilesenlerinin kiiresel goriintiileri iizerine
calismistir [6]. Babadag ise bazi egrileri Bishop ¢atisina gore karakterize etmistir [8].. Macit ve
Diildiil, E* de her iliskili egrinin egriliklerini karakterize etmisler ve E*de bazi yeni iliskili egrileri
tammlamuslardir [9]. 2015 yilinda Biiyiikkiitiik ve Oztiirk E* de Bishop catiya gore egriler i¢in bazi
sonuglar elde etmisler [10]. Elzawy 2017 yilinda yaptigi ¢alismasinda 4-boyutlu Oklid uzayinda
Bishop ve Frenet catiyr ¢alismustir [11]. J. H. Choi ve Y. H. Kim 2012 yilinda integral egrileri
yardimiyla, verilen bir Frenet egrisi i¢in bazi baglantili egriler tanimlamiglardir. Bu baglantili
egrileri asli-dogrultu egrisi, binormal dogrultu egrisi, asli-donér egrisi, binormal-dondr egrisi
olarak siralayabiliriz.[12]. Kérpinar 3-boyutlu Oklid uzayda Bishop catiya gére iliskili egrileri
incelemistir [4,13]. Korpimar, bu calismasinda 3- boyutlu Oklid uzayinda Bishop catisina baglh
olarak Mi-dogrultman egrisini ve M,-dondr egrisini vermistir.

Bu ¢alismada ise 3-boyutlu Oklid uzayinda Bishop gatiya gére bazi iliskili egriler verip 4-
boyutlu Oklid uzayindaki Bishop cati ya gore dogrultman egrilerinin birinci ikinci ve {igiincii

egrilikleriyle birlikte asli normal vektor alani ile binormal vektor alanini elde etmeye calisacagiz.



2. TEMEL KAVRAMLAR
Bu bolumde bazi temel tanim ve teoremler verilecektir.

Tamm 2.1 (OKlid i¢ carpim): () :R" X R™ - R, her x = (%, %3, ..., X,) Ve y =
V1, Y25 -»Yn) i¢in

n—-1

(x,y) = z X Vi (2.1)

m=0

seklinde tanimlanan fonksiyona R™ vektdr uzayi iizerinde Oklid i¢ carpim denir [13].

Tamm 2.2 (Vektérel carpim): a = (aq,a,,a3) ve b = (by, by, b3) € R3 seklinde iki vektor

olsunlar. Bu iki vektoriin vektorel ¢arpimi

i j ok
aXb=|la; a, as (2.2)
by b, b3
ile verilir [13].

Tamm 2.3 (Norm): Bir x = (x4, Xy, ..., ) vektoriiniin normu ||x|| =V(xy, x5, ..., x,,) olarak

tanimlanir [13].

Tamm 2.4 (Egri): I,R nin agik araligi olmak tizere a:I — R™ bigiminde ( C* sinifindan)
bir o doniisiimiine, R™ uzay: i¢inde bir egri denir [13]. Bu sekilde tammli egrinin geometrik

ifadesi Sekil 2.1°de gosterilmistir.
/ R'n-
o
alt)
—
F

Sekil 2.1. n-boyutlu uzayda egri



Tamm 2.5 (Hiz vektorii): a:1 - R™ ,a = a,(t) = (a,(t), ay(t), ..., a,(t)) bir egri olsun.

a'=a,'(t) = (al’(t),az’(t), ...,an’(t)) egrisine a egrisinin  a(t) noktasindaki hiz vektorii
denir [13].

Tamm 2.6 (Regiiler egri): a:] - R™ egrisi verilsin. Her t €[ igin a'(t) # 0 ise «a
egrisine regiiler egri(diizenli egri) denir [13].

Tamm 2.7 (Birim hizh egri): a:/ - R", a = a(t) olmak iizere

lla' Il = {a'(®) ,a'(®) =1 (2.3)
ise a egrisine birim hizli egri denir [13].
Tamm 2.8 (Frenet Vektorleri): T(s), B(s), N(s) vektorlerine, a:1 = R3 egrisinin  a(s)
noktasindaki Frenet vektorleri denir.
{T(s),B(s), N(s)} (2.4)
kiimesine, @ egrisinin a(s) noktasindaki Frenet catist denir. T, N, B vektor alanlarina, « egrisi
iistiinde Frenet vektor alanlar1 denir [13]. Bu vektor alanlar1 Sekil 2.2°de gosterilmistir.

T(s)

N{s)

Sekil 2.2. Frenet vektorleri

Tamm 2.9 (Serre-Frenet ¢atis1): a:I — R3 egrisinin  a(s) noktasndaki T(s), N(s), B(s)

vektorlerine Serre-Frenet vektor alanlar1 denir. {T(s),N(s),B(s)} ortonormal kiimesine a

egrisinin a(s) noktasindaki Serre-Frenet ¢atisi denir [13].

Teorem 2.10 (Egrilik fonksiyonu): R3 uzayindaki birim hizli  a:I — R3 egrisi icin

K:I1 >R, k(s)=|T" ()|l (2.5)

fonksiyonuna, a egrisinin egrilik fonksiyonu denir. k(s) sayisina egrinin a(s) noktasindaki
egriligi denir [13].



Tamm 2.11 (Burulma Fonksiyonu): Birim hizli a:1 — R3 egrisinin Frenet vektdr alanlar
T, N, B olmak tizere

:1 >R

7(s) = =< B’ (s),N(s) > (2.6)

fonksiyonuna a egrisinin burulma fonksiyonu denir. t(s) sayisina egrinin «(s) noktasindaki

burulmasi denir [13].
Tamm 2.12 (Birim Teget Vektorii): R® uzayinda birim hizli a:I — R egrisi igin

T(s) = a'(s) 2.7

esitligiyle belirli T(s) vektoriine a egrisinin a(s) noktasindaki birim teget vektorii denir [13].

Tamm 2.13 (Asli Normal Vektorii): R uzayindaki birim hizli a:1 - R3 egrisi igin

1
(k(s))

esitligiyle belirli N(s) vektoriine, a egrisinin a(s) noktasindaki birinci asli normali denir. N

N(s) = T'(s) (2.8)

vektor alanina, a egrisinin asli normal vektor alani denir [13].

Tamm 2.14 (Binormal Vektor): R® uzaymdaki birim hizli a:1 — R3 egrisi i¢in

B(s) =T(s) X N(s) (2.9)
esitligiyle tanimli B(s) vektoriine, a egrisinin a(s) noktasindaki binormali denir. B vektor

alanina, « egrisinin binormal vektor alani denir [13].
Tamm 2.15 (Birim teget vektor alam ): R3 uzayinda birim hizli a:1 — R3 egrisi igin
T(s) = a'(s) (2.10)
esitligiyle belirli T(s) vektoriine a egrisinin a(s) noktasindaki birim teget vektorii denir [13].
Tamm 2.16 (Serre-Frenet tiirev formiilleri ): a:I — R3 birim hizli bir egri olsun.

a egrisinin Serre-Frenet vektor alanlar1 T, N, B ise,

T' = kN
N' = —«kT + B (2.11)
B’ = —1N

dir. Matris formu da



T’ 0 k O]([T
N|l=|-k 0 <[ |N (2.12)
B’ o -t ollB

dir. Bu formiillere Serre-Frenet tiirev formiilleri denir [13].

Tamm 2.17 (Ortogonal kiime ve Ortonormal kiime): S, sifirdan farkli vektorlerin kiimesi
olsun. Eger S kiimesinde herhangi iki vektdr birbirine dik ise S kiimesine ortogonaldir denir. S

ortogonal iken S deki her bir vektdr birim vektor ise S ye ortonormladir denir [14].

Tamm 2.18 (Bishop c¢ati1): Bishop catisi veya paralel oteleme catis1 hareketli cati
tanimlamasina alternatif bir yaklasimdir. Bir egrinin bazi noktalarinda egrilik sifirlanabilir yani

egrinin ikinci tiirevi sifir olabilir. Bu durumda alternatif bir ¢ati1 olan Bishop ¢atisi olusturulabilir.

Bir egrinin Frenet catisinda bulunan T teget vektoriinii degistirmeden teget vektoriinii
degistirmeden diger asli normal ve binormal vektorleri belli bir ag1 ile dondiiriilerek Bishop cati
veya paralel oteleme catis1 adi verilen alternatif bir ¢ati olusturulur. Buna gore Bishop ¢atisinda
T vektorii aynen alinir ve bu vektore dik bir diizlemde bulunan herhangi iki elemanli {M;, M, } bazi
secilir. Bu iki vektoriin tiirevleri sadece T vektoriine baghdir. Boylece olusturulan { T, My, M,}
catist dik bir ¢at1 olur [20].

Buna gore Bishop veya paralel 6teleme gatisi su sekilde tanimlanabilir.

a, sifirdan farkli x egrilikleriyle birlikte verilmis birim hizli bir uzay egrisi ve M, ,T teget
vektoriine dik bir herhangi birim vektér olsun. Eger M, =T X M; olacak sekilde
alinirsa, {T, My, M,} pozitif yonlendirilmis ortonormal ¢ati olur ve bu gatiya Bishop ¢ati denir.

Frenet ve Bishop catilar1 arasindaki iliski su sekilde verilebilir.

T 1
N| =10 cos 9 sin 9 (2.13)
B 0 —sinf cosé@

T=T

N = cos 6M; + sin M, (2.14)

B = —sinOM; + cos M,

Burada 6 ,N ile M; arasindaki agidir [1]. Boylece tanimli Bishop ¢at1 elemanlar1 Sekil 2.3’de

gosterilmistir.



Sekil 2.3. 3-boyutlu uzayda bishop vektorleri

Tamm 2.19 (integral egrisi): X, M de diferensiyellenbilir vektor alani olsun. Herhangi bir

t € licin
a:I - M diferensiyellenbilir egrisi X in bir integral egrisidir [12].

a’(t) = Xa(t) (215)

Teorem 2.20: a, sifirdan farkli « egriligi ile verilmis birim hizli bir egri olsun. Bu durumda
Kk ve t Frenet egrilikleri, K; ve K, Bishop egrilikleri olmak {izere, Bishop catisi i¢in tiirev

formiilleri agagidaki gibidir.
T'(s) = KyMy(s) + K5 (s)M,(s)
M;(s) = K, (s)T(s) (2.16)
M;(s) = —K(s)T(s)

Frenet ve Bishop catilar1 arasindaki doniisiim matrisi ise

Tl 10 K KJ[T
Mi|l=[-k;, 0 0 Ml] (2.17)
Mé _KZ 0 0 MZ

seklinde olup bu matris anti-simetrik matristir. Frenet ve Bishop ¢at1 arasindaki egrilikler de

k(s) = VKZ(s) + K2 (s) (2.18)



_do(s) B K, (s)
(s) = FIOK ,0(s) = arctan <K1 (s))
K;(s) = k(s)cos O (2.19)

K,(s) = k(s)sin0
seklinde olur [1].

Tamm 2.21: a: R* — R, 4-boyutlu Oklid uzayinda keyfi bir egri olmak iizere ,
a =(ay,a,,as, as) , b =(b1,by, b3, by) , ¢ =(cq,c5,¢3,¢,) R* uzaymda birer egri olsun .
a, b, ¢ i¢in dig ¢arpim

€1 € e3 ey

_ |9 a2 az a4
axXbxc= b, b, b; b, (2.20)
€1 Cp C3 C4

ile verilir. Burada

e1 X e, Xe; =e,

e, X ez Xe,=e;

ez XegXe =e;

e, XegXe, =e3

ez X ey, Xe =e,
dir [10].

T(s),N(s), B;(s), B5(s) vektorleri birim hizl bir a egrisi boyunca hareketli Frenet-

Serret ¢atisidir. Frenet-Serret tiirev formiilleri soyle verilir.

T' 01T
N’ —k1 0 kz ollN
_kZ

B | 0 ksl||Bi|" (2.21)
B, —k; 011B;
Burada T, N, By, B, sirasiyla a egrisinin teget, asli normal, 1.binormal ve 2.binormal vektor
alanlaridir. Bu k4 (s), k5 (s), k3 (s) fonksiyonlari sirasiyla a egrisinin 1., 2. ve 3. egrilikleridir.
Bishop (paralel dteleme) denklemleri R* uzayinda asagidaki gibi ifade edilir.

[r'1r1 0 K K k[T
lMéJ —K, 0 0 o0][m, '
Ml L—K; 0 o0 0]lm,



Burada {Ki, K,, K3} egrilikleri Bishop (paralel oOteleme) catisina gore « egrisinin egrilik
fonksiyonlaridir. {T, M,, M,, M3} kiimesine « egrisinin Bishop (paralel &teleme) catisi denir
[15,16]. Temel egrilikler de asagidaki gibi verilir.

K; = kqcos@ cosyp

K5 = ki (—cos ¢ cos Y + sin ¢ sin 6 cos )

K3 = kq(—sin¢@ siny + cos ¢ sin 8 cos )

k1 = \/K12 + Kzz + K32 (223)

k, =—¢'+ ¢'sind
‘4 siny’

¢@'cosB +0'cotyp =0

Burada

k3

/k12+k22

1”"'32—(9')2
P ==kt ks—— (2.24)
/k12+k22

0" =

Jka?=(6")?

¢ ="
seklindedir.

Burada {K;, K,, K3} egrilikleri Bishop (paralel oteleme) catisina gore a egrisinin temel
egrilik fonksiyonlar1 ve kq, k,, k3 fonksiyonlari sirasiyla @ egrisinin Frenet Serret gatisina gore

temel egrilik fonksiyonlaridir. Bishop ¢at1 Sekil 2.4’de gosterilmistir.
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Sekil 2.4. 4-boyutlu uzayda bishop vektorleri

Tamm 2.22: a, B: 1 — E3 iki egri olsun. Vt € I igin B(t) = F(a(t)) olacak sekilde E3 te bir
F izometrisi varsa bu iki egriye kongruenttir (esdegerdir) denir [21].

Tamm 2.23 (B, — Rektifiyan Egrileri): g, E* Te Bir Frenet egrisi § nin B, — dogrultman

egrisi [ olsun. Eger f egrisinin konum vektorii daima B nm asli normalinin ortogonal

timleyeninde bulunuyorsa, yani 44,1, , A5 diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak iizere

B =MT + A,B, + A3B, (2.25)

oluyorsa f egrisine B, — rektifiyan egrisi denir [22].

Teorem 2.24: 8, kq(s), ky(s), k3(s) egriliklerine sahip Frenet egrisi olsun. § bir B,—
rektifiyan egriye kongruenttir gerek ve yeter sart

(%)+(s refBas) k=0, cer (2.26)

2

dir [22].

Ispat : (=) S Frenet egrisi B, — rektifiyan egrisi olsun. Tanim geregince,

yazilir. Ayrica 8 egrisinin B, — dogrultman egrisi § ise

T=B,, B, =N, B,=T

oldugunu biliyoruz. Bu esitlikler yerine yazilirsa

B =AB, + ,N + AT



elde edilir. Her iki tarafin tiirevi alinirsa,

T =21B;, + A1(—k3B,) + 25N + A,( k1T + kyBy) +25T + A3(ky N)
olup

{A,3 —Azl;l = 1, 1,2 - A3E1 = O, —1,1];3 + 12];2 = 0, 1’1 = 0

elde edilir. Burada A} = 0 esitliginden 1; = c(sabit) olur. Ayrica , —Aiks + Ak, = 0

esitliginden A4, = Cl_cﬁ olup , A5 — A,k; = 1 denkleminde yerine yazilirsa 3 = s + ¢ f ks ds elde
2

edilir. Bulunan degerler A, — A3k; = 0 esitliginde yerine yazilirsa
CE3 k3
(kz) +(s +cf ds)k1 0
elde edilir.

() E* | ky, ky, ks egriliklerine sahip ve egrilikleri denklem (2.26) saglayan keyfi bir § egrisi

alalim.

_ _ e kqks
X=,B—ch—k—N s+cf 7 ds |N

2 2

esitligini saglayan X € E* vektoriinii g6z oniine alalim.

X' = {— (%3), — (s + cf%? ds) El}IV=6

olacagindan X bir sabit vektordiir. Boylece

1K3

B_—CB2+Ck3N+(s+cf ds)T+X

yani [ egrisi X sabit vektorii tarafindan belirlenen &teleme ile bir B, — rektifiyan egriye

kongruenttir.

Tamm 2.25 (Helis): R3 uzayinda bir a egrisinin birim teget vektor alani T olsun. T vektdr

alani, belirli bir u vektorii ile sabit a¢1 yapiyorsa a egrisine bir helis ad1 verilir [22].

Tamm 2.26 (Slant Helis): a:I — R3 birim vektérii Ny (s) olan diizenli egrisinin belirli u

sabit vektoriiyle yaptigi ag1 8 olsun. Her s € [

10



(Ny(s) ,u)=cos @ (2.27)

ise a egrisi bir slant helis adini1 alir [22].
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3. 3-BovyuTLu OKLiD UZAYINDA BiSHOP CATIYA GORE
ILiSKiLi EGRILER
Bu béliimde 3-boyutlu Oklid uzayinda Bishop ¢atiya gore bazi iliskili egriler verilecektir.

Tamm 3.1: B, E3 te bir Frenet egrisi olsun. Bishop catiya gore f min M, in bir integral
egrisi M;- dogrultman egrisi admni alir. Oyleyse u(s) = w(s) = 0, v(s) =1 olmak iizere bir M;-

dogrultman egrisi
V(s) =u(s)T(s) + v(s)M;(s) + w(s)M,(s) (3.1)

nin bir integral egrisidir.

Tamm 3.2: B, E3 te bir Frenet egrisi olsun. Bishop ¢atiya goére f nin M, nin bir integral
egrisi  M,- dogrultman egrisi admi alir. Oyleyse u(s) = w(s) = 0,v(s) =1 olmak iizere bir

M,-dogrultman egrisi (3.1) in bir integral egrisidir.

Teorem 3.3: 8, E3 te bir Frenet egrisi ve § (3.1) in bir integral egrisi olsun. Buna gore ve

nin M;-dogrultman egrisi £ Yya esittir gerek ve yeter sart

u(s) =0,v(s) = -1,w(s) =0 (3.2
dir.

Tamm 3.4: § nin Bishop catiya gére M; in bir integral egrisi M, - donor egrisi adini alir.

Teorem 3.5: 8, E3 te x egriligi ve 7 burulmasiyla verilmis bir Frenet egrisi ve f K egriligi

ve T burulmasiyla verilmis f nin bir M, - dogrultman egrisi olsun. Boylece f nin Frenet ¢atist
T(s) = My(s),N(s) = =T(s), B(s) = My(s)
ve f nin K egriligi ve T burulmasi
K =ki(s) veT=—k,(s)
seklinde verilir.
Ispat: (3.1) tanimindan
ﬁ_, = T:Ml (33)
yazabiliriz. (3.3) iin tiirevinin normunu alirsak k; > 0 i¢in

R = ky(s) (3.4)



elde ederiz. Diger taraftan

N(s) = =T(s),B(s) = My(s)
yazilir. B(s) = M,(s) oldugundan ,B'(s) = —k,(s) ve

=—(B',N) = —k, (3.5)

elde edilir.

Sonuc 3.6: 3, E3 te k egriligi ve T burulmastyla verilmis bir Frenet egrisi ve f da k egriligi

ve T burulmasiyla verilmis f nin bir M, - dogrultman egrisi olsun. Buna gére S nin Bishop catisi
T(s) = M,(s),
M;(s) = — cos(f k,(s)ds)T(s) + sin(f k,(s)ds) My (s),

M,(s) = sin(f k,(s)ds)T(s) + cos(f k,(s)ds) M, (s),

Teorem 3.7: Eger E® te bir B egrisi k egriligi ve T burulmasiyla verilmis f nin bir M;-

donoér egrisi ise § egrisinin k egriligi ve T burulmasi

. -
k(s) = yKkZ(s) +T%(s) ©(s) = _EZ(:)-S)Z(S) ;((Ss))),

seklinde verilir.

Ispat. (3.4) ve (3.5) karelerini alip taraf tarafa toplayip karekokleri alinirsa, o zaman

k(s) =K2(s) +T2(s)

elde edilir.
7(s) ispati (3.5) ten asikardir.

Sonuc 3.8: 8, E? te x egrilik ve T burulmasiyla verilmis bir Frenet egrisi ve £ da k egriligi

ve T burulmasiyla verilmis § nin bir M;- Dogrultman egrisi olsun. Buna gore

= —tan 6(s)

el

(s) KA T(s)

k(s) (RZ(S)-FfZ)% R(s))

olur.

13



Teorem 3.9: 8, E3 te bir Frenet egrisi ve 8 (3.1) in bir integral egrisi olsun. Buna gore ve

nin M,-dogrultman egrisi §§ a esittir gerek ve yeter sart

u(s) =a,v(s) = =1 —a?sin0(s),w(s) = \/1 —a?cos8(s).

Tamm 3.10: Bir integral egrisi olan

aT(s) — \/1 —a?sin8(s) + \/1 —a?cos8(s)
egrisine [ nin Bishop catiya gére M,- dondr egrisi denir.

Teorem 3.11: B, E3 te x egriligi ve T burulmasiyla verilmis bir Frenet egrisi ve f da &

egriligi ve T burulmasiyla verilmis 8 nin bir M,- dogrultman egrisi olsun. Buna gére k egriligi ve

7 burulmasi

K(s) = ky(s) ve 7(s) = ky(s)
ile verilir.
Teorem 3.12: B, E? te k egriligi ve t burulmasiyla verilmis bir Frenet egrisi ve £ da &
egriligi ve 7 burulmasiyla verilmis S nin bir M,- dogrultman egrisi olsun. Buna gére § mn
Bishop catis1
T(s) = My(s),
M;(s) = — cos(f ky(s)ds)T(s) + sin(f k,(s)ds) M,(s),

M,(s) = — sin(f k1(s) ds)T(s) — cos(f k,(s)ds) My(s),

Sonuc 3.13: B E3 te bir egri ve B, K egriligi ve 7 burulmasiyla verilmis § mn bir M,-

donor egrisi ise f min k egriligi ve T burulmasi

I ONEPION
Z5)

k(s) =Kk2(s) +T2(s) 1(s) = oo 6

bigiminde verilir.
Sonuc 3.14: B, E® te x egriligi ve 7 burulmasiyla verilmis bir Frenet egrisi ve f da K

egriligi ve T burulmasiyla verilmis § min bir M; - dogrultman egrisi olsun. Oyleyse

= cot 8(s),

Al =

(s)  T(s) R(S)),
K(s) (®2(s) + fZ)% T(s)
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Ornek 3.15: 3-boyutlu Oklid uzayinda Euler spirali olarak adlandirilan

p(s) = (gfsin(s2 + 1) ds, [ cos(s? + 1) ds,%s) egrisini ele alalim. B(s) nin Frenet ¢ati

aparatlari

T(s) = (%sin(s2 + 1), cos(s? + 1),%),
N(s) = (cos(s? + 1), —sin(s? + 1),0),
B(s) = (gsin(s2 +1) ,gcos(s2 +1), —z)

K(s) =2, 7(s)=-%

2
Bishop aparatlarmi elde etmek i¢in =— [ 7ds = 4% hesaplarsak egrinin doniisiim matrisi

T1 1 0 11T
:|O cos (4%2) —sm( )| M,
[O sin (4%) ( )J M

seklinde olup S nin bishop aparatlarim

T(s) =T(s),

M, (s) = cos <4;2> N(s) + sin <4 >B(s)

M,(s) = —sin <4;2> N(s) + cos (4 )B(s)

K (s) = E 0S <4—SZ>

5 %\ 75
6 4
K,(s) = —gssin< ; >

bigiminde elde ederiz[19].

Ornek 3.16: 3-boyutlu Oklid uzayinda bir egri

ﬁ (COSSCOSV 7s + sinssinV17s, cosssinV17s + sinscosV17s, \/_sms)

olsun. Bu egrinin Frenet egrilik fonksiyonlar1

Kk(s) = — , 7(s)=-

CoSSs 4coss

ve Frenet catist

15



4 . 4 1
T(s) = (—ﬁsm\/ﬁs, —ﬁcosx/ﬂs,ﬁ),
N(s) = (- cosV17s,—sinV17s,0),

B(s) = (—J%sinv 17s, —‘/%_7605\/175, —%)

Bishop ¢atisii elde etmek i¢in §=— [ 7ds = iln (1?%) alirsak doniisiim matrisimiz

T1 1 0 0 T
1 1+sins .1 1+sins
N|= 0 COSZIH( cos ) _Sanln( cos ) M,
.1 1+sins 1 1+sins
B 0 sin 4 In ( cos ) cos 4 In ( cos ) 2

olur ve egrinin Bishop aparatlarmi

T(s) =T(9),
1 1 + sins 1 1 + sins
M;(s) = cos—=In (—) N(s) + sin—In (—) B(s)
4 cos 4 cos
1 1 + sins 1 1 + sins
M,(s) = —sin—=In (—) N(s) + cos—=1In (—) B(s)
4 cos 4 cos
1 1 1 + sins
Ki(s) = ——cos—=In (—)
COSS 4 cos

K,(s) = ——sin—=In

6s 1 (1 + sinS)
5 4

cos

bi¢ciminde elde ederiz.
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4. 4-BoYUTLU OKLIiD UZAYINDA BisHOP CATIYA GORE BAZI
ILiSKIiLi EGRILER

Bu béliimde 4-boyutlu Oklid uzayinda Bishop catiya gére baz iliskili egriler verilecektir.

4.1, M;:— Dogrultman Egrileri

Teorem 4.1: B, E* te ky, ky, k5 egrilikli Frenet egrisi ve B, kq, ko, k3 egrilikli § nin bir M-

dogrultman egrisi olsun. O zaman 8 nin Frenet gatis1

T = M1 y (41)

N =T " (42)

= 1

B; = Jﬁ(KZMZ — K3M3) , (4.3)

Ez = E (K3M2 - K2M3) ) (4-4)
K2+K2

El = Kl! (45)

_ /K32+K22

kz = - K y (46)

1, 1 ! !

ks = K_32+K22(K3K2 — K;K3) (4.7)

ispat 4.1: {T,N,B;,B, ki, kyks} f egrisinin Frenet aparatlari olsun. § nun M-

dogrultman egrisi 8 oldugundan
B =T=M>T =0
= _KlT

bulunur. Boylece M;- dogrultman egrisinin 1.egriligi

= I—Cl = Kl
seklinde olur. Boylece f nin M;- dogrultman egrisinin asli normal vektdr alani

!

18”1
seklindedir. Ayrica

i

M, —KT
KK

Iv: = = -T

’_PF‘Il "jl



T My M, Mg
N/ Il I __ 0 1 O 0
BPXB"B"=129 0 o0 o
0 Ki K, K;

= K3M2 - K2M3

“.8_' X B x .3_”'” = \/<K3M2 — K;Ms, K3M, — K> M3)

= /K32 + K?

esitliklerinden M, - dogrultman egrisinin ikinci binormal vektor alant

_ ,8_, X ,8_” X ‘8_”, 1
= (K3M; — K;M3)

By=rr— =
FllBxB < B KT+ KZ

olarak bulunur. B;(s) = B,(s) x T(s) x N(s) esitligi kullanilirsa M- dogrultman egrisinin birinci

binormal vektor alani

T M1 MZ M3
B 1 0 0 K3 —K
JKZ + K2 _01 (1) g g

1
= T (—KZMZ - K3M3)

seklindedir. O halde M- dogrultman egrisinin ikinci egriligi

(Bpp") 1 1 (—=K,My — KsMs, K, My + K, M, + Ko Ms)
B CET A
~ 1

K\ K2 + K2
K3+K3 _ KI+K]

 KWKZ+KZ K,

I_CZZ

[-K3 — K7]

olup
B* =(KyM; + K, M, + KsM3)'
=K{M; + K;M} + K3M, + K,My + K3M5 + K3 M}
=K{M, — K2T + K}M, — KT + K}Ms — K2T
= p*=KiMy + K;M; + K3M; — (K? + KF + KT

oldugundan ve
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— (EZJ 3_4)

R = 2220
T kyk,

esitliklerinden M;-dogrultman egrisinin liglincii egriligi

1 , , '
= (K3M, — Ko M3) , K{My + K;M, + KsMs — (Kf + K7 + K3)T)

VK + K

ks = 2 2
_K VK + K
1 K1
- 1 ! !
_K§+K22(K3K2 - K2K3)

bi¢giminde elde edilir.

4.2. M- Dogrultman Egrileri

Teorem 4.2: 8, E* te kq, ko, k3 egrilikli Frenet egrisi ve B, ky,ky, ks egrilikli f nin bir

M- dogrultman egrisi olsun. O zaman f min Frenet ¢atist

T = MZ y (48)

[\_/ =-T, (49)

= 1

B, = (KM, + K3M3) (4.10)
1 \[m 1M1 33

= 1

B, = (—K3M; + K, My) (4.11)
2 \/m 31 173

,I_Cl = KZ (412)

_ [K3+KF

ky,=— o (4.13)

ks = ———(Ks K] — K1 K3) (4.14)

T KZ+K?
ispat 4.2: {T,N,B;,B, ki, kyks} f egrisinin Frenet aparatlari olsun. § nun M-
dogrultman egrisi 8 oldugundan
f'=T=M,>T =M,
= _KzT

bulunur. Béylece M- dogrultman egrisinin 1.egriligi

19



seklinde olur. Béylece 8 nin M,- dogrultman egrisinin asli normal vektdr alani

_ T M, —K,T
N = == —= = -T
ki Ky K

seklindedir. Ayrica

T M, M, M,

’ oI I __ 0 O 1 O
BXB"™F"=13 0 o0 o

0 K K, K

= —K3M1 + K1M3

“.3_' X B x .3_”'” = \/<—K3M1 + K1 M3, K3M; — K; M3)

= /K32 + K7

esitliklerinden M,- dogrultman egrisinin ikinci binormal vektor alan

_ ﬁ_l X ﬁ_ll % ﬁ_lll 1
= (—K3M; + K1 Ms)

By="—— "L =
||ﬁl X ﬁ” X ﬁ,”” /ng n K12
olarak bulunur. B;(s) = B,(s) x T(s) x N(s) esitligi kullanilirsa M- dogrultman egrisinin birinci

binormal vektor alani

T My, M, Ms

5o 0 Kz 0 -K
JKZ+KZ[0 0 1 0

-1 0 0 o0

1
= ———=(K1M; + K3M3)

seklindedir. O halde M,- dogrultman egrisinin ikinci egriligi

(B,B") 1 1
—— = ————((K1M; + K3M3,K;M; + K; M, + K3M3)

ky K> VK2 + K?

I—CZZ

1
= ————[K{ + K{]
KWKZ+KZ &
4 (AR
Ky K2 + K} K,

R4 1 _<§2rﬁ4) - . o o e . o eqee-

olup B* ve k3 = = esitliklerinden M,- dogrultman egrisinin 3.egriligi
172
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1

VKZ + K?

(—KsM; + Ky M3), K{M, + K;M, + K3Ms — (K# + KZ + K2)T)

sz/1(’32 + K

K>

I;3=

1 ! !
= K§+K12(_K3K1 + K1K3)

bi¢ciminde elde edilir.

4.3. Mz3— Dogrultman Egrileri

Teorem 4.3: B, E* te ky, k,, k5 egrilikli Frenet egrisi ve 3, kq, k,, k5 egrilikli § min bir M-

dogrultman egrisi olsun. O zaman 8 nin Frenet catis1

T = M, (4.15)

N=-T, (4.16)

= 1

B, = K:M; — K, My) (4.17)
1 \m( 111 242

= 1

BZ = (KlMZ - Kle) y (418)

KZ+K2

ky =K (4.19)

_ [KF+K3

ky,=— o (4.20)

7 1 ’ ’

k3 = - W(KZK:L - Kle) (421)

ispat 4.3: {T,N,B;,B, ky,kyks} [ egrisinin Frenet aparatlari olsun. § nin M-

dogrultman egrisi 8 oldugundan

B =T=M=T =il

= —K3T bulunur. Boylece

M3- dogrultman egrisinin 1.egriligi

seklinde olur. Boylece f nin M;- dogrultman egrisinin asli normal vektdr alani
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1Bl * ks Ks

N =
seklindedir. Ayrica

T M, M, M;

’ oI I __ 0 O O 1

BPXB"B"=129 0 o0 o

0 Ki K, K;

= K;M; — K1 M,

18" x B" x B""|| = V{K:M; — KyMy, K, My — Ky Ms)

=/@+g

esitliklerinden M;- dogrultman egrisinin ikinci binormal vektor alani

_ ‘B_l X ﬁ_” X ﬁ_lll 1
= (K2My — K1M3)

BZ = — — — —
||ﬁl X ﬁ” X ﬁ,”” /Klz n Kzz
olarak bulunur. B;(s) = B,(s) X T(s) X N(s) esitligi kullamilirsa M3- dogrultman egrisinin birinci

binormal vektor alani

T Ml MZ M3

5o 0 K, —-K 0
JEZ+kz|0 0 0 1

-1 0 o0 O

seklindedir. O halde M;- dogrultman egrisinin ikinci egriligi

_ (B,B") 1 1
kZ = = ——(<—K1M1 - KZMZ'KlMl + KZMZ + K3M3)

ky K3 \JKZ + K2
1

K3\ K? + K?
K:+K;  KI+K;

KiJKZ+KZ Ks

— — B 4
olup f*ve ks = <:2'§ ) esitliklerinden M;- dogrultman egrisinin 3.egriligi
1,72

[-K? - K7]
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1

VK2 + K2

(K.My — KyMy) , K{My + K3M, + KiMs — (K2 + K2 + K2T)

I;3 =
_x VK2 + K}
37Ky
1 ! !
=- W(Kzlﬁ - KiK3)
Ornek 4.5: Birim hizh
1
B(s) = (sm —sins,—cos s)

ittt f V2
egrisi yarigapi 1 olan bir kiiresel egri olsun. § min Frenet egrilik fonksiyonlari

ey =Lk, =B k=0

2’727 ¢ 3’

ve Frenet cat1 vektor alanlari

1 s .S _
T(s) = —=(cos—,—sin—, cos s, —sins)

V20 N2 2

2 1
N(s) = ——=(=sin—, = —sins, coss)

322 \/_x/_ V2

B, (s) 1 ( s .S ins)
1(s) = —=(cos—, —sin—, —cos s, sin s
V2o A2 V2
B,(s) 8 1 . s 1 s 1 . 1 )
§s) = ——=(—=sin—=,—=cos—,—=sins,——=cos s
? V342 NZ'avzZ N2 8 8

biciminde olur. Ayni zamanda Bishop (paralel 6teleme ) catisinin vektor alanlari

s
(cos —sin—, cos s, —sins)

T =57 " e

\/—

1 s 1 S 1 1
—C0SS)

8
M;(s) = —=(—=sin—=,——=cos—, —=sins, —
! V342 24z V2 8 8

M,(s) = sin(?s) N(s) + cos(? s) B;(s)

V3 V3
M;5(s) = cos(? s)N(s) — sin(? s) B;(s)
ve Bishop catisinin egrilikleri

K, =0,K, = gsm(is) K3 = gcos(ﬁs)
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bigiminde bulunur. Bu egrinin M,- dogrultman egrisinin tegeti, normali 1. ve 2.binormal ve vektor

alanlar1 ve 1.,2.,3. egrilikleri sirasiyla

T 1 . 1
T = (—sm\/_ 4\/_ \/_,—gsms,—gcoss)
N=-T= (cos\/_,— \/_,coss —sins)
\/7(K2M2 K;M; =sin2(gs) N(s) + cosz(gs) B;(s)
+I('2
\/7 — K;M3)= sm( s) cos(—s) N(s) + sm(—s) cos(—s) B, (s)
El = O

+K5
/ +K2

1 1 ! ! _‘/§
ks = 7 a(KaKz — KoKa)=">

=tanimsiz

M,- dogrultman egrisinin tegeti, normali 1. Ve 2.binormal vektor alanlari ve 1.,2.,3. egrilikleri

sirastyla

T=M,= sin(?s) N(s) + cos(gs) B, (s)

N=-T=2(Ysins Lcos> —Lgins -1

= —ﬁ(4ﬁ51nﬁ,4ﬁcosﬁ, Ssins, 8coss)

B, = ;(KlMl — K3M3) = /?cos(gs) [cos(\/gs) N(s) — sin(\/gs) B1(s)]
/K32+K12

EZ = _K1M3)

1
— (K3M;
/K32+K12

/ 1. 1

—co (— )[\/_ 4\/_ \/_ 4\/_ \/_,—gsms,—gcos(s)]

k, = K,= gsin(gs)

_ /K2+K2
k, =— S cot(?s)

K>

7 1 ’ I\—
ks = —W(IQIQ — K1K3)=0
elde edilir.
M3- dogrultman egrisinin tegeti, normali 1. Ve 2.binormal vektor alanlar ve 1.,2.,3. egrilikleri

sirastyla
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T = M3=M;(s) = cos(\/—fs) N(s) — sin(gs) B,(s)

N=-T=-—= (cos coss,—sins)

\/—1_ \/—r

B, = ——— (KM, — K,M,) = /ifsin(gs) [cos(?s)N(S) - sin(gﬂ B;(s)]
/K12+K22
1

B, = = (KiM; — K; M)
VK2 + K2
—-451n(—s) (—smf Fcosf,—ésins,—écoss)

k=K =§cos(§s)

/K2+K2
— = -tan(?s)

K3

Gl

2

&
w
|

K2 KZ(KZKl KlKZI) =~ 0

bulunur.

4.6. M;— Rektifiyan Egrileri

Tamm 4.6: B E* te bir Frenet egrisi § nin B, — dogrultman egrisi £ olsun. eger f

egrisinin konum vektorii daima £ nin asli normalinin ortogonal tiimleyeninde bulunuyorsa, yani

A1, 15, A3 diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak iizere
B =T + A;M, + A3M;
oluyorsa f8 egrisine M — rektifiyan egrisi denir.

Teorem 4.7: B, ki(s), ky(s), ks(s) egriliklerine sahip Frenet egrisi olsun. 5 bir
rektifiyan egriye kongruenttir gerek ve yeter sart

!

K |[K2+K2 [KZ+K2
S (KoKi — KiK3) | + | s+ ¢ [ K2 A (Ko K] — Ky K3) ds | K5=0,

c
(K2+K3)? (Ki+K3)?

¢ € R dir.

Ispat: Teorem 2.24, (4.19), (4.20) ve (4.21) ifadelerinden ispat kolayca yapilabilir.
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Sonug 4.8: k,, k,, ks egriliklerinin tiimiiniin sifirdan farkli sabitler oldugunu kabul edelim.
Bu durumda (4.22) numaral denklem saglanmayacagindan, tamamen E* de bulunan, sifirdan farkli

k1, ky, k5 sabit egriliklerine sahip bir M, — rektifiyan egri yoktur.
Teorem 4.8:

1) B E* Oklid uzayinda bir Frenet egrisi ve f mn asli dogrultman egrisi § olsun. Bu

durumda g bir slant helistir & f bir genel helistir.

2) f E* Oklid uzayinda bir Frenet egrisi ve f nin M; -dogrultman egrisi § olsun. Bu

durumda g bir slant helistir & S bir genel helistir.

3) B E* Oklid uzayinda bir Frenet egrisi ve f nin M,- dogrultman egrisi £ olsun. Bu

durumda g bir slant helistir & S bir genel helistir.

Ispat 4.8:

1) B nin asli dogrultman egrisi  oldugundan N(ﬁ_(s)) = ['(s) = T(s) yazlabilir. B bir
slant helistir & (N, u) = cos 6 (u sabit bir birim vektor ve 8= sabit)
& (—T,u) = cos 8 < B bir genel helistir.
2) B min M, - dogrultman egrisi 8 oldugundan M, (E (s)) = f'(s) = T(s) yazilabilir. B bir
slant helistir & (M, v) = cos 8 (v sabit bir birim vektor ve 6= sabit)
& (T, v) = cos @ < B bir genel helistir.
3) B nin M, -dogrultman egrisi § oldugundan N ([? (s)) = f'(s) = T(s) yazilabilir. 8 bir
slant helistir & (M,, w) = cos 6 (w sabit bir birim vektor ve 0= sabit)

& (T,w) = cos @ < B bir genel helistir.
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5. SONUCLAR

Bu ¢alismada,3 ve 4-boyutlu Oklid uzayinda bazi yeni iliskili egriler Bishop catiya gore
tanimlanmustir. Bir Frenet egrisinin Bishop catis1 yardimiyla dogrultman egrisi tanimlanarak, bu
egrilerin egrilikleri arasindaki iliski elde edilmistir. Ayrica, 3-boyutlu Oklid uzaymnda asli
dogrultman ve dondr egrileri elde edilerek dogrulman egrileri verilmistir. Son olarak, 4-boyutlu
egrisi ve M;-rektifiyan egri tanimlar1 yapilmis ve bu egrilerin bazi karakterizasyonlar1 elde
edilmistir.

Benzer diisiinceyle; n-boyutlu Oklid uzayinda bir Bishop catiya gore bir Frenet egrisiyle

iliskili yeni egriler tammlanarak, bu egrilerin egrilikleri arasindaki iligkiler arastirilabilir.
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