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OzET

4-Boyutlu Galilean Uzayda Egrilerin Yeni Karakterizasyonlari
Hakan UYSAL
Yiiksek Lisans Tezi

FIRAT UNIVERSITESI
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali
Agustos 2020, Sayfa viii + 25

Bu tezde, 4-Boyutlu Galilean uzayda egrilerin yeni karakterizasyonlari1 incelenmistir. Bir regiiler
egrinin Frenet vektorleri kullanilarak yer vektorii elde edilmistir. Egrilik fonksiyonlar: cinsinden bu egriler
karakterize edilmistir. Son olarak G, de rektifiyan, sabit oranli, T-sabit ve N-sabit egriler igin bazi sonuglar

elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Frenet catisi, Sabit oranli Egriler, Rektifiyan egri, Oklid Uzay, 4-Boyutlu Galilean
uzay.
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ABSTRACT

New Characterizations of the Curves in Galilean 4-Space
Hakan UYSAL
Master’s Thesis

FIRAT UNIVERSITY
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics
August 2020, Page viii + 25

In this thesis, new characterizations of curves in Galilean 4-space G, are studied. The position vector of a
regular curve is obtained using its Frenet vectors. Such curves are characterized in terms of their curvature
functions. In addition, some results of rectifying, constant ratio, T-costant and N-costant curve in G, are
obtained.

Keywords: Frenet Frame, Constant-ratio curves, Rectifying curves, Euclidean Space, Galilean 4-Space G,.
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1. GIRIS

Rektifiyan egriler 3- Boyutlu Oklid uzayda B. Y. Chen tarafindan [1]’ de ilk olarak
incelenmistir. Yine B. Y. Chen tarafindan [2]” da rektifiyan diizlemde teget ve binormal vektor
incelenmistir.

Bir egrinin yer vektdriin bulunarak smiflandirilmasi diferansiyel geometride 6nemli bir
yere sahiptir. Rektifiyan egriler, Lorentz uzay1 ve Galilean uzayinda farkli boyutlarda detayli bir
sekilde incelenmis ve bazi temel sonuglar elde edilmistir.

Son yillarda matematikgiler Galilean uzayda ve psedou-Galilean uzayda egrilerin yeni
karakterizasyonlarin1 incelemeye basladilar. Galilean uzayda egriler teorisi genis bir sekilde
Roschel tarafindan incelenmistir [3]. Ayrica ti¢ boyutlu Galilean uzayda helisler, Involiit-Evolut
egriler, sabit oranli egriler ve bu egrilerin yer vektorleri incelenmistir [4,5,6,7,8].

2010 yilinda S.Yilmaz tarafindan 4-Boyutlu Galilean uzayda egrilerin Frenet-Serret ¢atisi
inga edilerek bazi sonuglar elde edilmistir [9]. Daha sonra 4-Boyutlu Galilean uzayda bazi 6zel
egriler detayl1 bir sekilde incelenmeye baglanmistir [10,11,12,13,14].

Bu ¢alismada [13] deki makale esas alinarak 4-Boyutlu Galilean uzayda bir regiiler egrinin
yer vektorl, frenet vektorlerin bir lineer birlesimi seklinde ifade edilmistir. Ayrica egrilik
fonksiyonlari cinsinden bu egriler karakterize edilmistir. Son alarak G, de rektifiyan, sabit oranli

T-sabit ve N-sabit egriler i¢in baz1 sonuglar elde edilmistir [15,16].



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1. Oklid Uzayr

Tamim 2.1.1. X sonlu boyutlu reel vektor uzay: olsun. Bir
g )rXxX->R

fonksiyonu asagidaki kosullar1 saglarsa g ye X iizerinde bir i¢ carpim denir [17].
i. (,) bilineer formdur.
ii. (,)simetrik formdur.

iii. (,) pozitif tanimlidir.

Tanmm 2.1.2. x = (x1,%3, ..., Xn) V€ ¥ = (1,2, ..., ¥n) sirali reel say1 n-lileri olsunlar. x ile y

arasindaki uzaklik,

d(x,y) =

seklinde tanimlansin. O halde, biitiin sirali reel say1 n- lilerinin climlesi ile bu climle tizerinde
tamimlanan uzaklik fonksiyonu bir metrik uzaydir. Bu uzaya, n-boyutlu Oklid uzay: denir.
Ayrica, bu uzay E™ ile gosterilir. (xq, X5, ..., X,,) sirali reel say1 n-lisine de E™ de Oklid anlaminda

bir koordinat sistemi denir [17].

Tanmm 2.1.3. x;: E™ - R, x;(q1,92, -, qn) = q; reel degerli fonksiyona, E™ uzayinda i yinci dik
koordinat fonksiyonu denir.
Koordinat fonksiyonlarmin olusturdugu (x4, x5, ...,x,) n-lisine , E™ {izerinde dik

kordinaat sistemi (veya Oklidiyen kordinat sistemi ) denir [17].
Tamm 2.1.4. f:E™ - R ve QeE™ olsun.

limf(ql, 42, Qi-1,9i T S, Qiv1r - qn) — F(q1, 925 ) Qiz1, 90 Qi 15 -+ Gn)
s-0 S

limiti mevcutsa bu limite f fonksiyonunun i inci bagimsiz degiskene gore kismi tiirevi denir.
Genel olarak, E™ uzayinda dik kordinat sistemi (x, x5, ..., X,) olduguna gére 1 <i <n

i¢in herbir x;: E™ — R fonksiyonunun k inci bagimsiz degiskene gore kismi tiirev



0x; .
a—xk = ik, 1<i<n
bi¢imindedir [18].

Tamm 2.1.5. f fonksiyonunun E™ nin herbir noktasinda k inci mertebeden kismi tiirevleri var ve
bu kismi tiirevler siirekli ise “f fonksiyonu C* sinifindandir” denir. E® den R ye taniml1 biitiin

C* siifindan fonksiyonlarin ciimlesi C*(E™, R) bigiminde gosterilir [18].

Tamm 2.1.6. f fonksiyonunun E™ nin herbir Q noktasinda her mertebeden kismi tiirevi var ve

stirekli ise “f fonksiyonuna C*sinifindandir (diizgiin fonksiyondur) ” denir [18].

Tanmm 2.1.7. R™ = {(xy, x5, ..., Xp,): X1, X, ..., X, € R} kiimesi i¢in

(%1, X2, s X)), (Y1, Y2, -, Yu) € R™ olmak tizere,
(X1, X2, s X)) + (Y1, Y20 o0, Yn) = (X1 + Y1, X2 + Yo, o X + V)
seklinde taniml1
+:R" X R" > R"
d6niisiimiine R™ {izerinde toplama islemi denir. Skaler ile ¢arpma islemi 4 € R ve
A(x1, X2, o, Xp) = (Axq, Ax3, ..o, AXy)
seklinde
SR X R - R?
doniigtimiiyle tanimlanir.

Bu iglemler ile R™ uzay1 R iizerinde bir vektor uzayidir. Bu vektor uzayma reel vektor

uzay1 denir [17].



Tamm 2.1.8 x = (xq,%3, ..., x,) Ve y = (y1,¥2, -, ¥n) olmak iizere her x,y € R™ i¢in

n
(x,y) = Z Xi, Vi
=1

seklinde tanimlanan
,)R*XR" > R
doniisiimii R™ {izerinde bir i¢ carpimdir. Bu i¢ ¢arprma R™ uzayinda Oklid i¢ ¢arprmi denir [17].
Tanim 2.1.9. R" reel vektor uzayinda herhangi bir x = (x4, x5, ..., X,) elemani igin
I1l: R > R
déniisiimii ile tamml1 ||x|| = \/(x, x) ifadesine x in normu denir [18].

Tamm 2.1.10 R™ reel vektor uzay1 olsun. Herhangi bir x, y € R™ vektorii igin d = R" X R" —

R fonksiyonu

lx —yll = d(x,y)

bi¢iminde tanimliysa, bu fonksiyon R™ uzayinda bir metriktir. Bu metrikle beraber R™ uzayi bir

Oklid uzayidir ve bu uzay E™ ile gosterilir [18].

2.2. OKlid Uzayinda Egriler

Tammm 2.2.1. [,R nin bir agik aralik olsun. C*smifindan bir a:I - E™ doniisiimiine E™

uzayinda bir egri denir [18].
Tanim 2.2.2. a:1 — E™ egrisi verilsin. | araliginin bir t noktasinda
a'(s) = (a1, @z ) ) as)

bi¢iminde tanimli vektore « egrisinin a(s) noktasindaki hiz vektorii denir [18].



Tamm 2.2.3. a:1 — E™ egrisi verilsin. Her t € I i¢in a'(s) # 0 kosulu saglanirsa a egrisine

diizenli egri (regiiler egri) denir [18].

Tamm 2.2.4. a:1 — E™ egrisi lizerindeki X vektor alaninin bilegenlerinin her biri €*smifindan

ise X vektor alanina da C*smifindan denir [18].

Tamim 2.2.5. X, a egrisi iizerinde C*sinifindan bir vektor alan1 olmak {izere
' n ' a
X6 =) () 5 (a(s)
j=1 0x;

esitligi ile tanimli X'(s) vektor alanina X vektor alaminm a egrisi boyunca a(s) noktasindaki

tiirevi denir [18].
Tamm 2.2.6. a : | — E3 bigiminde tamiml1 bir egri birim hizl1 olsun.

t(s) = a (s)

biciminde taniml1 vektore a egrisinin a (s) noktasindaki birim teget vektorii,

a'(s)

lla "()I
bigiminde tanimli vektore a egrisinin « (s) noktasindaki asli normal vektori,
b=txn

bigiminde tanimli vektore a egrisinin « (s) noktasindaki binormal vektorii denir.

V s€ ligin k(s) = ||t(s)|| seklinde tanimli fonksiyona o egrisinin egrilik fonksiyonu
k(s) € R sayisina da a egrisinin a (S) noktasindaki egriligi denir.

Vse€ligin t(s) = ||b(s)|| seklinde tanimli fonksiyona o egrisinin burulma fonksiyonu
7(s) € R sayisinada a egrisinin a(s) noktasindaki burulmasi denir.

Bu durumda {¢t, n, b} frenet gatisi i¢in asagidaki Serret-Frenet formiilleri gergeklenir [18].

a (T 0 xk O0\/T
S\B 0 -t 0/\B



Tamm 2.2.7. E3 6klid uzayimda bir egri a ve bu egrinin Frenet ¢atis1 {t,n, b} olsun. s € | igin
Span{T(s), N(s)} diizlemine o egrisinin a(s) noktasindaki oskiilatér (dokunum) diizlem,
Span{T(s), B(s)} diizlemine a egrisinin a(s) noktasindaki rektifiyan (dogrultma) diizlem

Span{N(s), B(s)} diizlemine a egrisinin a(s) noktasindaki normal (dik) diizlem denir [18].



3. MATERYAL VE METOT

Bu tezde temel olarak G.Oztiirk, S.Biiyiikkiitiik ve I.Kisi’nin “A characterization of curves
in Galilean 4-Space” G, isimli makalesi ¢alisilmigtir. Temel kavramlar i¢in H.H.Hacisalihoglu ve
A.Sabuncuoglu’nun kitaplar1 esas alinmistir

4-Boyutlu Galilean uzayda yeni karakterizasyonlar, T-sabit, N-sabit ve sabit oranli egriler

calisilmustir.

3.1. 4-Boyutlu Galilean Uzayda Egrilerin Baz1 Temel Ozellikleri

Tamim 3.1.1. Afin koordinatlarda galilean uzayindaki iki nokta arasindaki uzaklik,

Pi = (pill Pi2, Pi3, pi4)' i=12

|21 — P1al, eger P21 # P11
g(Py, P) = % o
((Pzz —p12) + (023 — P13) + (P24 — P14)) » €8€r P21 = P11

seklinde tanimlanir [9].

Tamim 3.1.2. 4-boyutlu Galilean uzayda vektorel garpim U = (uq, Uy, U3, Uy),

U = (V1,Vy,V3,0,) V& W = (W, Wy, W3, W,) olmak iizere,

0 e € €
ul uZ u3 u4
Vi Uy V3 V)
Wi Wy W3 Wy

seklindedir. Burada e;, 1 < i < 4, standart baz vektorleridir [9].

Tamm 3.1.3. U = (uy, Uy, U3, Uy) V€ U = (U1, Vy, V3, V,) olmak lizere U ile U arasindaki skaler

carpim,

N {ulvl eger uy # O yada v, + 0}
<Uuv>= <
UiV + Uyvy +uzv;  egeruy; = 0yadav, =0

seklinde verilir [9].



Tamim 3.1.4. 4 = (uy, Uy, Ug, Uy) vektdriiniin normu,

- — |

lEllg, = ||< U1 >,

seklinde tanimlanir [9].

Tamm 3.15 a:IcR->G, , a(s) =(s,¢(s),P(s),w(s)) G, de s yay parametresi ile

parametrilendirilmis bir egri olsun. Frenet-serret ¢atisinin birinci vektdrii yani a nin teget vektorii
t=a'(s)=(1,¢'(s)Y'(s) 0'(s)
seklinde tanimlanir. ¢ birim vektor oldugundan
<tt>g =1
yazilabilir. Denklemde her iki tarafin s ye gore tiirevini alacak olursak,
<tht>g=0
elde edilir [9].

Tanim 3.1.6. a: I € R - G, regiiler bir egri olmak {izere @ nin birinci egriligi,

K(s) = It Il = (9" ()2 + @"())? + (0" (5)2)
seklinde tamimlanir. V s € I igin k(s) # 0 oldugunu kabul ederiz [18].

Tanim 3.1.7. a: I € R - G, regiiler bir egri olmak {izere @ nin asli normal vektorii

t'(s)

n(s) = )

yada,

1
n(s) = <) (0,0" (), 9" (s), " (5))



denklemlerinden biriyle tanimlanir [9].

Tanmm 3.1.8. a:1 c R - G, regiiler bir egri olmak tlizere a nin ikinci egrilik fonksiyonu, asli

normal vektoriin tiirevinin alinmasiyla,
7(s) = [In(s)'llg,
seklinde tanimlanir. Buna & egrisinin torsiyonu denir [9].
Tamim 3.1.9. a: I € R - G, regiiler bir egri olmak iizere a egrisinin binormal vektdr alani,
1 "(s ! "(s ! W' (s !
by = (0 (LOY (PO (")
(s) K(s) K(s) K(s)

seklinde tanimlanir. Boylece b(s) vektorii hem t(s) ye hemde n(s) ye diktir [9].

Tanmmm 3.1.10. a:I € R = G, regiiler bir egri olmak iizere a egrisinin ikinci binormal birim

vektorii e(s),

e(s) = ut(s) x n(s) x b(s)

seklinde tamimlanir. Buradaki p katsayilar1 {t, n, b, e} matrisinin determinantin1 +1 yapmak i¢in

+1 alinir [9].

Tanim 3.1.11. a: I € R = G, regiiler bir egri olmak iizere a egrisinin ti¢lincii egriligi,

o(s) =<b',e >g,

seklinde tamimlanir. Boylece elde edilen {t, n, b, e} vektorleri biribirine ortogonaldir. Yani,

<t t>g,=<nn>g, =< b,b >g,=<ee>g, =1
<tn>g, =<tb>g =<te>g =0
<nb >g, =<ne >g, =< b, e >g, =0

dir [9].



Tamm 3.1.12. a: I ¢ R - G, bir regiiler egri olsun. Eger a egrisinin k(s), t(s), o(s) egrilikleri

sabit fonksiyonlar ise a ya bir helis ad1 verilir. Bu egriler W egri olarak adlandirilir [19].

Tamm 3.1.13. a: I € R - G, bir regiiler egri olsun. Eger « egrisi sabit birim 1 vektérii ile sabit

bir ag1 yaparsa bu taktirde bu egriye genel helis veya egilim ¢izgisi denir [19].

Tanmm 3.1.14. a: I € R = G, bir regiiler egri olsun. Eger H;(s) = % ve H,(s) = %Sabit

fonksiyonlar ise a egrisine ccr-egri denir [20].

10



4, BULGULAR VE TARTISMA

4.1. 4-Boyutlu Galilean Uzayda Egrilerin Bir Karakterizasyonu

Tanmm 4.1.1. a:1 c R - G, regiiler bir egri olmak iizere G, de a egrisi i¢in

Frenet-Serret denklemleri:

t' = k(s)n(s)
n'(s) = t(s)b(s) 4.1
b'(s) = —1(s)n(s) + a(s)e(s)
e'(s) = —a(s)b(s)

seklinde tanimlanir [9].

Gy de k(s) =0, 7(s) ve a(s) egrilikli birim hizli regiiler egri @ olsun. a egrisinin yer

vektori m;(s) , 0< i < 3 diferansiyellenebilir fonksiyonlar olmak tizere,

a(s) = mo(s)t(s) + my(s)n(s) + my(s)b(s) +mz(s)e(s) (4.2)

esitligini saglar. (4.2) denkleminin s' ye gore tiirevi alinip (4.1) kullanilirsa,

a'(s) = mp' ()t(s) + (my'(s) + k(Img(s) — 7(s)my(s))n(s)
+(my'(s) + 7(s)my (s) — 3 ()ms())b(s) + (m3'(s) + o (s)m,(s))e(s)  (4-3)

fonksiyonu elde edilir. (4.3) fonksiyonu,
a'(s) =t(s)

denkleminde dikkate alinirsa

my'(s) =1

my'(s) + k(s)mg(s) — t(s)my(s) = 0 (4.4)
my'(s) + t(s)my(s) — o(s)ms(s) =0

m3'(s) + a(s)m,(s) =0



denklem sistemi elde edilir [13].

Teorem 4.1.1. a = (s,9(s),Y(s),w(s)) , G, de bir yay parametreli egri olsun. @ nin teget

vektori dordiinci dereceden

1[1/e\) T ot

CEIREROR

ol|t\k Ko T\K
denklemini saglar [9].

Teorem 4.1.2. a:1 € R - Gy , k > 0 yay parametreli bir egri olsun. eger a bir W egri ise bu
taktirde egrilik fonksiyonlari ¢; , 0 < i < 4 integral sabitleri ve a = Vt2+0?2 bir reel sabit olmak

lizere,

my(s) =s+c

TC; TC, ko? [s?
my(s) = —sinas ——cosas ——-| =+ cs+c;3
a a

a? \ 2
’ KT
m,(s) = cycosas + c,sinas + =z (s+0) (4.5)
©) —0C L D00 k1o (52 fest
ms(s) = sinas cosas ———|—+cs+c
3 a a a? \ 2 4
seklinde verilir [13].

Ispat: G, de bir W egri a olsun. Bu taktirde (4.4) denklem sistemi kullanilarak,

my'(s) =1 (4.6)
my'(s) = —k(s)mo(s) + t(s)my(s) (4.7)
my'(s) = —t(s)my(s) + a(s)ms(s) (4.8)
m3'(s) = —o(s)ma(s) (4.9)

denklemleri elde edilir. Yukaridaki denklem sistemindeki (4.6) denkleminden ,

mog=s+c (4.10)

bulunur. (4.8) denkleminde s’e gore tiirevi alinirsa ve gerekli ifadeler yerine yazilirsa,
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my" (s) = —1()(—k () (s + ©) + T($Imy(5)) + () (—a(s)m,(s))

= 1(s)k(s)(s + ¢) — T2(s)my(s) — a*(s)my(s),
m,"(s) + (v2(s) + a%(s))my(s) = T(s)k(s)(s + ¢)

homojen olmayan (4.11) diferansiyel denklemi elde edilir.

(4.11) denklemi ¢oziiliirse:
Once homojen kismin ¢oziimii ,
m, =a
alinip ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,

a’?+t?2+0%2=0
a’? = —(t2 +o?)
a= iim
m, = ¢, eV @05 4 ¢ o=i/@+0?s

= [cosw/ (%2 + 0%)s + isin,/ (12 + 02 s]
+c, [cos\/ (12 + 0?)s — isin /(12 + 02 s]
my, = (¢q + ¢3) cos/ (72 + d2)s + (c; — ¢y)isiny/(t? + d?)s

Burada homojen kismin ¢éziimii:
m, = ¢4 cosas + cyisinas

seklinde bulunur. Simdi, homojen olmayan kismin ¢6ziimii yapilirsa:

my" (s) + (z2(s)+02(s))my(s) = T(s)k(s)(s + ¢)

7(s)k(s)(s + ¢)
12(s)+02(s)

my(s) =

Burada a = V12402 oldugundan yerine yazilirsa homojen olmayan kismin ¢6ziimii:

13
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2()—w( +c)

(4.11) denklemi agikar olmayan

7(s)K(s)

m, = ¢ cosas + cyisinas + T(s +¢) (4.12)

¢cOzlimiine sahiptir. Bu esitlik (4.9) da yerine yazilirsa,

m3'(s) = —o(s)m;(s)

m3'(s) = —a(s) (clcosas + cyisinas + % (s+ c))

fmg, (s)ds = —a(s)f <clcosas + cyisinas + s )K(S)( )> ds

—oc; | —ac, k1o (s
ms(s) = - sinas + 5 cosas ——| — +cs+cy (4.13)

¢oziimiine sahiptir. (4.7) denkleminde (4.10) ve (4.12) yerine yazilirsa,

my'(s) = —k(s)(s + ¢) + ©(s) (clcosas + cyisinas + ——— T(S) (S) (s+ ))

fml’(s) ds = f —k(s)(s+¢c) + t(s) (clcosas + cyisinas + oL (S)( + )) ds
2
= —k(s) < +cs+ c1> + s)a sinas — oL cosas
2 2
+ T(S)a# <S? +cs+ c4> (4.14)

¢Oziimii elde edilir.

Tamm 4.1.2. G, de regiiler bir a egrisinin egriligi k = 0 ise @ ya Frenet ¢atisina {t,n, b, e} gore

bir dogru denir [4].
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Tamm 4.1.3. a egrisi G, de birim hizli bir egri olsun. a nin yer vektdrii b ve e nin bt veya et
ortogonal tiimleyeninde yatiyorsa a ya G, de bir oskiilator egri denir [14].

Tanima gore bir oskiilator egri m;(s),0 < i < 3 sabit fonksiyonlar olmak tizere

a(s) = mo(s)t(s) + my(s)n(s) + mz(s)e(s) (4.15)
veya,

a(s) = mo(s)t(s) + my(s)n(s) + my(s)b(s) (4.16)
seklinde yazilabilir.

Teorem 4.1.3. G4 de sifirdan farkl k, T ve o egrilikli bir birim hizli egri a olsun. Bu taktirde «

egrisinin bir oskiilator egri olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
d !
—E(H2)=s+c (4.17)

denkleminin saglanmasidir. Burada, H,(s) = % ve ¢, d sifirdan farkli sabitlerdir [14].

Ispat: Oskiilator egri tanimi ve (4.4) denklem sistemi kullanilirsa,

my'(s) =1 (4.18)
my'(s) + k(s)my(s) =0 (4.19)
t(s)my(s) —o(s)ms(s) =0 (4.20)
m3'(s) =0 (4.21)

denklemleri elde edilir. (4.18) ve (4.21) denklemlerinden

myg=s+c¢

m3'(s) =0 = ms(s) =d, d: sht
bulunur. Bu deger (4.20) de yerine yazilirsa,

T(s)m,(s) —a(s)d =0
a(s)

my(s) = m

my(s) = Hy(s)d
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bulunur. Bulunan degerler (4.19) da yerine yazilirsa,

dH,' (s) + k(s)(s+¢) =0
—dH,'(s) _
—K(s) =(s+0¢)

bulunur. Bdylece ispat tamamlanir.

Sonu¢ 4.1.1. G, de sifirdan farkli k, T ve ¢ egrilikli birim hizh W egrilerden hicbiri bir
oskiulator egri degildir [14].

Sonug 4.1.2. G4 birim hizli cer-egrilerden higbiri bir oskiilator egri degildir [13].

Ispat: G, birim hizl1 ccr-egri a olsun. Bu durumda H, nin sabit oldugunu biliyoruz. Eger bu egri
bir oskiilator egri ise H, (4.17) denkleminde bir sabit olamaz. Bu bir ¢eligkidir. Boylece G, deki

birim hizli ccr-egrilerden higbiri bir oskiilator egri degildir.
[21] benzer olarak asagidaki tanimi verebiliriz.

Tanim 4.1.4. G, de s yay parametreli bir egri a: I € R = G, olsun. Eger a egrisinin yer vektori

{t, b, e} ile gerilen hiper diizlemde yatiyorsa a ya G, de rektifiyan egri denir.

Tanima gore bir rektifiyan egri m;(s), 0 < i < 3 sabit fonksiyonlar olmak iizere

a(s) = my(s)t(s) + my(s)b(s) + mz(s)e(s) (4.22)
seklinde yazilabilir [13].

Teorem 4.1.4. a:1 ¢ R — G, egrisi G, de birim hizli egri olsun. Bu taktirde @ nin bir rektifiyan

egri olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul H;(s) = % (s) olmak tizere

a(s)=(s+c)+H(s+c)b(s) + % (H{'(s+¢c)+ Hye(s) (4.23)

olmasidir [13].
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Ispat: a egrisinin G, de rektifiyan egri oldugunu kabul edelim. Tanimdan m; egrilik fonksiyonu

stfirdir. (4.3) denkleminden
my'(s) =1
Kk(s)mg(s) — (s)my(s) = 0
my'(s) — o(s)ms(s) =0
ms'(s) + o(s)m,(s) =0
yazabiliriz. Bu denklem sistemindeki birinci denklemden
myg=s+c

dir. Bu deger ikinci denklemde yerine yazilirsa
K(s)(s+c)—t(s)my(s) =0
K(s)(s + ¢) = 1(s)my(s)
Hy(s + ¢) = my(s)
elde edilir. Bulunan m, degeri denklem sistemindeki ti¢lincii denklemde yerine yazilirsa

my'(s) = a(s)ms(s)

Hy'(s + ¢) + H, = a(s)m3(s)
G+ )+ ] = m(5)
bulunur. Bu degerler (4.22) de yerine yazilirsa (4.23) elde edilir.
Onerme 4.1.1. a:] € R - G, egrisinin birim hizli rektifiyan egriye kongurent olabilmesi igin

gerek ve yeter kosul H,(s) = %(s); c; Ve ¢, ER

1
Hi(s+c¢)*+ s (H'(s+c)+H)*=¢ (4.24)

esitliginin saglanmasidir [13]. (4.24) iin sonucu olarak asagidaki sonucu verebiliriz.
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Sonu¢ 4.1.3. a:1 € R —» G, egrisi birim hizl rektifiyan egri olsun. Eger a bir ccr-egri ise bu

taktirde c; ve c, €ER olmak lizere

) h (4.25)
o = .
Jo = (Hy (s +0)?2)

esitligi saglar [13].

Ispat: « bir ccr-egri oldugundan egrilik fonksiyonlari sabittir. (4.24) denkleminden

1
Hy(s + ¢)? +?Hl2 =q

1 5 2
FHl =c¢; —Hi(s+c¢)
1 ¢ —Hi(s+¢)?
o2 H,?
Hy
Jer — Hi(s + ¢)?

elde ederiz.
[22] dekine benzer olarak asagidaki tanimi verebiliriz.
Tamim 4.1.5. a: ] € R - G, birim hizl1 bir egri olsun. Bu taktirde @« = a” + a seklinde teget

ve normal bilesenlerine ayrilabilir. Eger ||a”||: |||l , a(I) iizerinde sabit ise bu taktirde a ya

sabit oranlidir denir. G, de bir sabit oaranli egri i¢in ¢; € R olmak {izere

my?(s) _ 426
m2(s) + my2(s) + mg2(s)  * (4.26)

esitligi mevcuttur [13].

Teorem 4.1.5. a:1 € R = G, egrisi birim hizli olsun. O halde, & nin birim hizl bir egri olmasi

igin gerek yeter kosul « egrisinin yer vektorii,
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1 K' K
a(s) = (s + Ot(s) = (== ) n(s) + ( PRI c)> b(s)

1K c1

1 K’ K "ot
+—<[ > +—(S+C)] ——)e(s)
o\|cik?T T C1K

parametrizasyonuna sahip olmasidir [13].

Ispat: a:1 € R » G, birim hizl bir egri olsun. (4.26) dan

my2(s)

ma?(s) + my?(s) + ma?(s) = =

yazilabilir. Her iki tarafin tiirevi alinirsa,

Zmomol

2mymy’ + 2m,m,’ + 2mymy’ =
€1

s+c

mymy' + mym,’ + mymy' = (4.27)

1

esitligini saglar. (4.4) ve (4.27) denklemleri kullanilacak olursa;

my () (—K()mo(s) + T(s)ma(s)) + ma(s)(—t()my (s) + a(s)ms(s))
s+c

+m3(s)(=o(s)my(s)) = )

—K($)mo(s)my (s) + T(s)my (s)my(s) — T(s)my(s)my(s) + o (s)my (s)m3(s)

—o(s)my(s)ms(s) = > tc
Ss+c
e ma(e)m ) =

1
—K(s)my(s) = o

1

k(s)cy

my(s) = —

1
my(s) = ) (my(s) + K (s)myo ()

oldugunu biliyoruz . Buradan
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1 1y
m,(s) = ) (— K(S)Cl) +k(s)(s+0¢)

!

K K
mz(s)=c +;(s+c)

1K%T

1
ms(s) = o) (my"(s) + 7(s)my(s))

1 K’ K "ot
m3(s):—<[ > +—(s+c)] ——>
o\|ck?T T C1K

bulunan mg, my, m,ve ms degerleri (4.1) de yerine yazilirsa

1 &

1 I
a(s) = (s + O)t(s) — (ﬁ) n(s) + < ’ZZT " g (s + c)> b(s)

1 K' K "o
+E<[clrczr + ;(s + c)] — 01_K> e(s)

elde edilir ki buda ispat1 tamamlar.

Sonu¢ 4.1.4. a:1 € R = G, egrisi birim hizli olsun. a egrisinin sabit oranli bir egri olabilmesi

icin gerek ve yeter kosul

1 K’ K "o\ oK' ok
—<[ +—(s+c)] ——) + +T(s+c)=0

o\|lc,k?T 1T c1K%T
olmasidir [13].
[15] dekine benzer olarak asagidaki tanimi verebiliriz.

Tanmm 4.1.6. a:] ¢ R > G, birim hizl bir egri olsun. Eger ||a”|| sabit ise a bir T-sabit egri
olarak adlandirilir. Ayrica ||a”|| = 0 ise a T-sabit egrisine birinci tiptendir aksi durumunda ikinci

tiptendir denir [13]. (4.1) ve (4.3) den asagidaki sonucu verebiliriz.
Onerme 4.1.2 G, uzayimda birim hizl1 T-sabit egri yoktur [13].

Ispat: a:1 ¢ R - G, birim hizli bir T-sabit egri olsun. ||a”|| = m, sifirdir veya sifirdan farkl

bir sabittir. Ancak my = s + ¢ oldugundan bu bir ¢eligkidir ve kabiil yanligtir.
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[15] dekine benzer olarak asagidaki tanimi verebiliriz.

Tanmm 4.1.7. a:] c R > G, birim hizli bir egri olsun. Eger |[a™| normu sabit olmasi
durumunda a bir N-sabit egri olarak adlandirilir. Bir N-sabit a egrisi i¢in ||a™|| = 0 veya en az
bir sifiradan farkli u sabit fonksiyonu icin ||a”|| = u dir. Eger ||aV|| = 0 ise a a egrisine birinci
tiptendir aksi taktirde ikinci tiptendir denir.

a N-sabit egrisi i¢in ¢, bir reel sabit olmak {izere

la¥ ($)II? = my2(s) + mz2(s) + m3%(s) = ¢ (4.28)

yazabiliriz [13].
(4.1), (4.4) ve (4.11) esitliklerinden asagidaki sonucu elde edilir:

Yardimer Teorem 4.1.1. a:] € R —» G, egrisi birim hizli olsun. O halde, @ egrisinin N-sabit

egri olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

my'(s) =1
my'(s) + k(s)mg(s) — t(s)my(s) =0
my'(s) + 7(s)my(s) —a(s)ms(s) =0 (4.29)

ms3'(s) + a(s)m,(s) =0

my(s)my'(s) + ma(s)my'(s) + ma(s)ms'(s) =0

esitliginin saglanmasidir [13].

Onerme 4.1.3. a:1 € R - G, egrisi birim hizli olsun. O halde, @ egrisinin N — sabit olmas1

icin gerek yeter kosul @ nin bir dogruya yada bir rektifiyan egriye kongurent olmasidir [13].

Ispat: (4.29) denklemindeki
my'(s) = —k(s)my(s) + t(s)m,(s)
my'(s) = —t(s)my(s) + a(s)ms(s)

m3'(s) = —o(s)my(s)
tiirevleri agagida yerine yazacak olursak

my(s)my'(s) + ma(s)my'(s) + ma(s)ms'(s) = 0
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my(s)(—k(s)my(s) + t(s)my(s)) + my(s)(—t(s)my(s) + a(s)ms(s))
+m3(s)(—a(s)m,(s)) =0

gerekli islemler yapilacak olursa

—K(s)mo(s)my(s) =0

elde edilir. Burada my(s) = s + c oldugundan k(s) = 0 veya m;(s) = 0 dir. k(s) = 0 ise a bir

dogru m;(s) = 0 ise a bir rektifiyan egridir.
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5. SONUCLAR

Bu tezde 4-Boyutlu Galilean uzayda bazi 6zel egriler ve karakterizasyonlar ¢aligildi.

G, deki regiiler egriler i¢in tanimlanan frenet gatis1 kullanilarak egrilerin frenet vektorleri
cinsinden yer vektorii elde edilmistir. Ayrica oskiilatér egriler, sabit oranli egriler, rektifiye
egriler, N-sabit ve T-sabit egriler i¢in bazi temel sonuglar elde edilmistir.

Bu ¢alismadaki metot kullanilarak 4-Boyutlu Galilean uzayda bazi 6zel egriler igin yeni

incelemeler ve karakterizasyonlar elde edilebilir.
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