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CESITLI KONVEKS FONKSIYONLAR ICIN FEJER TiPLI
ESITSIZLiGI iLE ILGILi YENI TAHMIN VE SONUCLAR

OZET

Bu tezde, p-konveks fonksiyonlar i¢in yeni fejér tipli esitsizlikler ve genellestirmeler
yapilmistir. Birinci bdliimde sirasiyla esitsizlik teorisi, konveks fonksiyonlarin
tarihgesi, konvekslik teorisi hakkinda giris niteliginde bilgiler yer almaktadir. Ikinci
boliimde tezin kuramsal temelleri igin gerekli temel kavramlar, tanimlar, teorem
verilmis ayrica konveks fonksiyon siniflarinin birbiriyle olan iligkisi literatiir
calismasiyla da desteklenerek aktarilmistir. Uciincii béliimde tez ¢alismasinda
kullanilan klasik esitsizlikleri igeren teoremler, ispatlari ve bu c¢alismaya kuramsal
temel teskil eden bazi esitsizlikler verilmistir. Dordiincti bolimde ise fejér tipli
konveks ve harmonik konveks fonksiyonlar sinifinin daha genel bir hali olan fejér
tipli p-konveks fonksiyonlarla ilgili yeni esitsizliklere yer verilmistir. Elde edilen
esitsizliklerin literatlirle uyumlu oldugu gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Konvekslik, Harmonik Konvekslik, Hermite-Hadamard
Esitsizligi, Hermite-Hadamard-Fejér Esitsizligi, p-Konveks Fonksiyonlar.



ESTIMATION AND RESULTS RELATED TO FEJER TYPE
INEQUALITY FOR SOME CONVEX FUNCTIONS

SUMMARY

In this thesis, new fejér type inequalities and generalizations have been made for p -
convex functions. In the first part, the inequality theory, the history of convex
functions, the theory of convexity are given. In the second part, the basic concepts,
definitions, theorems and proofs for the theoretical foundations of the thesis are
given and the relation of the convex function classes with each other is supported by
the literature. In the third part, theorems which contain the classical inequalities used
in the thesis study, the proofs and some inequalities which constitute the theoretical
basis are given. In the fourth chapter, new fejér type inequalities related to products
of Convex and Harmonic Convex functions which is a more general form of the class
of p-convex functions are obtained. The inequalities obtained have been shown to be
compatible with the literature.

Key Words: Convexity, Harmonic Convexity, Hermite-Hadamard Inequality,

Hermite-Hadamard-Fejér Inequality , p-Convex Functions.
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BOLUM 1. GIRIS

Konvekslik kavramiyla hayatimizin pek ¢ok yerinde sanatta, finans matematiginde,
saglik alaninda, fizikte, endiistri alaninda, biyolojide, insan anatomisinde ve giinliikk
yasantimizin pek ¢ok yerinde bilerek yada bilmeden karsilasiriz. Konveksligi en basit
haliyle Archimedes (M.0.250) kullanmistir. Archimedes konveks bir seklin cevre
uzunlugunun onu ig¢ine alan bagka konveks bir seklin ¢evre uzunlugundan daha
kiigiik oldugunu gozlemlemis ve bu yolla diizgiin konveks ¢okgenleri igine alan en
Kiiglik gemberin g¢evresini bundan faydalanarak bulmaya g¢alismis ve bu yolla w

sayisinin yaklasik degerini hesaplamustir [23].

Konveks bir kiime lizerinde tanmimli konveks fonksiyonlar bu aralikta smirli ve
araligin iginde siireklidir [5], dolayisiyla goriintii kiimesi de konveks olur. Bu sebeple
konveks fonksiyon teorisi konveksligin genel konularindan biridir bununla birlikte
tirevlenebilen fonksiyonlarda ikinci tlirev testi konveksligi belirlemede ¢ok
kullamiglhi ve etkili bir yontemdir. Konveks fonksiyonlarin tanimi geregi bu
fonksiyonlarda esitsizlikler 6nemli bir yer tutmaktadir. Esitsizlikler matematigin her
alaninda ¢ok onemli bir yere sahiptir. Genel anlamiyla esitsizlik konusunda en temel
calismalar1 18. ve 19. yiizyilda C. F. Gauss, P. L. Chebyshev, A. L. Cauchy
yapmuglardir. Bu alanda ilk o6nemli eser “Inequalities” 1934 yilinda Hardy,
Littlewood ve Polya tarafindan yazilmistir [24]. Bu kitap i¢indeki yeni esitsizlikler
ve uygulamalarla matematigin bir¢ok dali i¢in olduke¢a kullanighdir. Bu alanda ikinci
onemli eser ayni isimli 1961 yilinda E. F. Beckenbach ve R. Bellman tarafindan
yazilmistir [25]. Bu kitap daha 6nce elde edilen esitsizliklerin farkli sonuglarini
icermektedir. Uglinci 6nemli kitap “AnalyticInequalities” 1970 yilinda D. S.
Mitrinovi¢ tarafindan yazilmistir [26]. Bu kaynaklar haricinde D. S. Mitrinovi¢, J. E.
Pecari¢, A. M. Fink tarafindan yazilan “Inequalities Involving Functions and Their
Integrals and Derivatives” [27] ve Classical and new inequalities inanalysis” [28]. C.
Niculescu, L. Persson “Convex functions and their applications” [23]. B. G.
Pachpatte “Mathematical Inequalities” [29]. Bunlar haricinde S. S. Dragomir, V.
Lakshmikanthan, R. P. Agarwal gibi birgok matematik¢i bu konuda ¢esitli makale



kitap monografi yayinlamistir. Bunlardan en kapsamlisi S. S. Dragomir ve C. E. M.
Pearce tarafindan yazilan “Selected Topic on Hermite-Hadamard Inequalities and
Applications” kitaptir [30]. Gegmiste yapilan c¢alismalarin ¢ogu bu Kitapta
derlenmistir. Bir¢ok esitsizlik tiiri vardir bunlardan bir tanesi de konveksite

esitsizlikleridir bu esitsizlik konveks fonksiyonlarla ilgilidir.

Bilinen anlamiyla konvekslik C. Hermite tarafindan 1883 yilinda Mathesis adli
dergide Sur deux limites d'une intégrale définie adiyla yayinlanmistir [8]. Bagimsiz
olarak on yil sonra J. Hadamard tarafindan 1893 yilinda Etude sur les propriétés des
fonctions entipéres et en particulier d'une fonction considerée par Riemann [31],
ismiyle yaymlanmistir, bu nedenle Hermite-Hadamard esitsizligi olarak
adlandirilmistir. Bu esitsizlik konveks fonksiyonun ilk énemli ve temel teskil eden
sonucudur. Konveks fonksiyonlarla ilgili ilk sistematik ¢alisma J. L. W. V Jensen’in
1905-1906 yillar1 arasinda yaptig1 ¢alismayla hiz kazanmistir matematikte bilinen ve
kullanilan esitsizliklerin birgogu aslinda Jensen esitsizliginin [20]. Degisik konveks
fonksiyonlara uygulanmasinin bir sonucudur bunlardan bazilar1 Aritmetik-Geometrik
Ortalama, Cauchy-Bunyakovski-Schwartz, Young, Holder ve Minkovski

esitsizlikleri olarak siralanabilir [32].

Jensen, “bana dyle geliyor ki konveks fonksiyonlar pozitif ve artan fonksiyonlarin
temelini olusturur ve eger yanilmiyorsam reel fonksiyon teorisinde ¢cok onemli bir
yere sahiptir’ demistir [23]. Ayrica esitsizlik {izerine yazilmis olan asagidaki
kitaplar; Beckenbach ve R. Bellman [25]. D. S. Mitrinovié, J. E. Pecari¢, A. M. Fink
[27]. Ayrica A. W. Roberts, D. E. Varberg [6]. J. E. Pecari¢, F. Proschan ve Y. L.
Tong [2], C. P. Niculescu, L. E. Persson [23]. Konveks fonksiyonlar i¢in ¢ok sayida
esitsizlik ve calisma igcermektedir. 1906 yilinda Macar matematik¢i Lipot Fejér
Hermite-Hadamard esitsizliginin agirlikli bir genellemesini vermistir [15]. Bu

esitsizlik Hermite-Hadamard-Fejér esitsizligi olarak da anilmaktadir.

Bu tez calismasinda konveks ve harmonik konveks fonksiyonlar igin verilen
Hermite-Hadamard-Fejér ve Hermite-Hadamart-Fejér trapezoidal tipli esitsizliklerin

bir genellemesi p-konveks fonksiyonlar igin verilmis olup bu teorem ve sonuglarin



bir kisminin 6zelde konveks ve harmonik konveks fonksiyonlar i¢in gegerli oldugu

gosterilmistir.



BOLUM 2. KAYNAK ARASTIRMASI

2.1. On Bilgiler

Bu boliimde tez i¢in gerekli olan bazi temel kavramlar, tanimlar, teoremler ve
esitsizliklere yer verilmistir.

Tamm 2.1.1 (Konveks Kiime): E Lineer bir uzay olmak iizere (R"Oklid uzay:
alabiliriz) Sc E olsun. Eger p,q € S ve 0 < t < 1 saglayan her gergel ¢t i¢in

tp+ (1 —t)q €S ise S’ ye konveks kiime denir [1].

Oklid uzayinda diisiindiigiimiizde geometrik olarak konveks S de alan iki noktay1

birlestiren dogru pargasinin yine S’ ye ait oldugunu gérmek zor degildir (Sekil 2.1.1).

s tp+ (1 —t)g &) )
T

Sekil 2.1.1 Dogrusal konveks kiime.

Sekil 2.1.2 Konveks kiime. Sekil 2.1.3 Konveks olmayan kiime.
A,B c E olmak lizere A,B konveks kime A, a €ER A, « =0 olmak sartiyla
A+ aB = {Ax + ay|x € A,y € B} AA + aB’ de konvekstir. Geometrik olarak sekil
2.4’ de kolayca goriilebilir [23].



Sekil 2.1.4 Konveks kiimelerin cebirsel birlesimi.

Ornek 2.1.1 R’ de [a, b] konveks bir kiimedir [9].

Bir kiime konveks degil ise konkav olarak adlandirilir.

Sekil 2.1.5 Konkav(Icbiikey) kiimeler.

Ornek 2.1.2 @ (Bos kiime) konveks bir kiimedir [9].
{(Va,b € @) A(Vt €[0,1]D} = (ta+ (1 —t)b) € O birlesik 6nermesini ele alirsak,
p=Wab €Q), r=(Vte[0,1]) ve s = (ta+ (1 —1t)b) € @ alt 6nermelerinin
dogruluk degerleri p = 0, r = 1 ve s = 0 olacagindan birlesik 6nermesinin dogruluk
degeri [(p Aq) = r] =1 olacaktir. O halde tamima uygun hipotezin sonucunda
dogru bir hiikkme varmis oluruz. Bu ise @ (Bos kiime)’ nin konveks oldugunu
gosterir.
Tammm 2.1.2 (Konveks Fonksiyon): I ¢ RReel bir aralik ve f:1 c R — R bir
fonksiyon olsun. Eger V a,b € I ve t € [0,1] i¢in

f(ta+ (1 —=t)b) <tf(a)+ (A —-1t)f(b) (2.1)
saglaniyorsa, f~ ye konveks fonksiyon denir. f konveks ise - f konkavdir denir ve
(2.1)’ de ki esitsizlik ters gevrilir.
Eger (2.1) esitsizligia # b vet € (0,1) igin kesin ise bu durumda f fonksiyonuna
kesin konvekstir denir [32].
Bu durumda " < " yerine " < " yazilir ve asagidaki sekilde gosterilir.

fta+ (1 -0b) <tf(a) + (1 -0)f(b)

(2.1)’ deki esitsizlige es olarak V x1, x, x3 € I igin



x1 f(x) 1
x; f(x2) 1120

x3 f(x3) 1
determinantin1 verebiliriz. Bunun R?’ de geometrik anlami;
1%t flx) 1
P==|x, f(x) 11=0
x3 flxs) 1
y ¥ My
>\H’
M.
M| 3 HI
My
0 x X Xy x B " X KX

Sekil 2.1.6 Konveks fonksiyonun  Sekil 2.1.7 Konkav fonksiyonun

geometrik yorumu. geometrik yorumu.

koseleri (xq1, f(x1)), (x2, f(x2)), (x3, f(x3)) olan iliggenin alanm1 konveks sekillerde
(Sekil 2.1.6.) P = 0 i¢in konveks (P > 0 igin kesin konveks), konkav sekillerde
(Sekil 2.1.7) P < 0 igin konkav (P < 0 i¢in kesin konkav) dir [32].

Eger f hem konveks hem de konkav bir fonksiyon ise f’ ye afine (dogrusal)
dontigiim denir [37].

Ornek2.13f:1 ¢ R - R f(x) = x? I iizerinde konveks bir fonksiyondur [20].

N

Sekil 2.1.8 Tkinci dereceden konveks fonksiyon (f (x) = x?2).

I = (—o0, ) araliginda konveks oldugunu gosterelim.
m,n € Ricin(m —n)? > 0 oldugundan, 2mn < m? + n2olur. k,m,n € I igin
k =tm+ (1 — t)n alinirsa,
f)=t’m?*+ (1 -t)’n? +t(1 —-t)2m <
t?m? + (1 —t)’n? + t(1 —t)(m? + n?)



tm?+ (1 —tn? =tf(m)+ (1 —t)f(n)
(2.1) ifadesinden f konveks olur burada t € [0,1] oldugundan t(1—t) >0
olduguna dikkat edilmelidir aksi halde t <0 ve t > 1 durumunda t(1—t) <0
olacagindan esitsizlik ters ¢evrilirdi.
Benzer sekilde f(x) = ax + b seklindeki dogrusal(affine)fonksiyonlarin da konveks
oldugu gosterilebilir.
Tanim 2.2’ de esitligin yalniz dogrusal(affine) fonksiyonlari tarafindan saglandig da
buradan daha iyi anlagilir.
Konveks fonksiyonlar asagidaki dzellikleri saglar;

Ozellik 2.1.1
f(x)_f(xo) 15

X—X0

a. f I’ da konveks & 3 x, € I noktast igin da artan bir

fonksiyondur.

b. f:(a,b) — Rfonksiyonu konveks & Ve c,x € (a,b) igin f(x)— f(c) =
fcx w(t)dt olacak sekilde w: (a,b) — R artan fonksiyonu vardir.

C. f diferansiyellenebilir konveks < f~ artandir.

d. f", (a, b)arahginda mevcut vef konveks & f(x) = 0 dir.

f:(a,b) = R f konveks & f(x) = f(xg) + A(x —xy) Vx, xy € (a,b)
olacak sekilde bir yardimci destek dogrusu vardir. Burada A, x,’ a baglhidir ve
eger f' varsa, 0 zaman A= f'(x,) ya da f'_(x,) # f'+(x0) ise A€
[f'_(xo). f (xo)] dir.

e. f:(a,b) = R, f konveks < P,Q ve R noktalar1 f fonksiyonunun grafigi
tizerinde herhangi lic nokta olmak iizere, egimPQ < egimPR < egimPR
esitsizlikleri vardir [2].

Yukarida ozellik d” de f’ varsadan kasit konveks fonksiyonlarin tanimlandigi her

noktada diferansiyellenebilir olmasinin gerekmedigidir. f:1 ¢ R - R, f(x) =

|x — 1| konveks bir fonksiyon oldugu halde x,=1 noktasinda diferansiyellenebilir
olmadigima dikkat edilmelidir. Yukaridaki 6zellikleri kullanilarak bir fonksiyonun
konveks olup olmadigim daha kolay bir sekilde bulabiliriz. Ornek 2.1.3° te  f~
mevcut ve f (x) =2>0 oldugundan verilen fonksiyonun konveks oldugu

rahatlikla goriilebilir.



Tanmm 2.1.3 (Harmonik konveks fonksiyon): I ¢ R\{0} olmak {izere f:1 — R bir
fonksiyon olsun. Eger Va,b € I vet € [0,1] i¢in

ab
Flagames) S f® + A -0r@ 22)

saglantyorsa, f~ ye harmonik konveks fonksiyon denir. Esitsizlik ters ¢evrilirse [~ ye

harmonik konkav denir [3].

Ornek 2.1.4 f:(0,0) > R, f(x)=x, ve h:(—»,0) > R, h(x)=x, olsun f

harmonik konveks A harmonik konkav olur. Asagidaki 6zellikler verilen 6rnekten

asikar olarak gortlebilir [3].

Ozellik 2.1.2 I < R\{0} bir aralik vef:I — R bir fonksiyon olsun. Bu taktirde

a. Eger I c (0, ),fkonveks ve azalmayan bir fonksiyon ise bu taktirde f
fonksiyonuharmonik konvekstir.

b. Eger I c (0,0), f harmonik konveks ve artmayan bir fonksiyon ise bu
taktirde f fonksiyonu konvekstir.

C. Eger I € (— o, 0), f harmonik konveks ve azalmayan bir fonksiyon ise bu
taktirde f fonksiyonu konvekstir.

d. Eger I ¢ (— ,0) , f konveks ve artmayan bir fonksiyon ise bu taktirde
harmonik konvekstir [3].

Tamim 2.1.4 (p-konveks fonksiyon): I c (0, o) reel sayilarda p-konveks bir kiime

olsun p € R\{0}olmak iizere. Eger V a,b € I ve t € [0,1] i¢in

f([ta? + (1 = )bP]'P) < tf (a) + (1 = O)f (b) (2.3)

saglaniyorsa, [ ye p-konveks fonksiyon ya da PC (I)sinifina aittir denir [12].

Esitsizlik ters gevrilirse f” ye p-konkav fonksiyon denir.

Sonug¢ 2.1.1

a. p =1 alinirsa (2.1) ifadesi,

b. p = —1 alinirsa (2.2) ifadesi,

elde edilir.

Ornek 2.1.5 f:(0,00) > R, f(x) = xP,p #0ve w: (0,0) > R, w(x) =c,c €R

olmak iizere f([ta? + (1 — t)b?]V/?) = {[ta? + (1 — t)bP]V/?}’ = ta? +

(1 —-t)b? < tf(a) + (1 —t)f(b) oldugundan f p-konveks fonksiyondur.

benzer sekilde w’ de hem p-konveks hem de p-konkav oldugu kolayca gosterilebilir

[13].



Tamm 2.1.5 (Bir kiimenin ici): ¥ bir topolojik uzay ve I c ¥ olsun.Va € I
icin N(a;r) c I olacak sekilde r > 0 sayis1 varsa a’ ya [ kiimesinin i¢ noktasi
denir. I’ nin i¢ noktalarinn kiimesine I’ nim ici denir ve I’ ile gosterilir N(a; r) a’ nin
r yarigapl agik civaridir [4].

Ornek 2.16 R’ dea<c<d<b icin (c,d) c [a, b]olacak sekilde segilen tiim
(¢, d) acik araliklari [a, b]’ nin i¢i olur.

Tanmm 2.1.6 (Siireklilik): f:1 ¢ R - R x; €[ ve € > 0 verilmis olsun. Eger

|x — xo] < diken Vx € I igin |f(x) — f(xy)| < € olacak sekilde bir § > 0 sayisi
varsa f, x, da siireklidir denir [4].

Tamim 2.1.7 (Diizgiin Siireklilik): f:] € R — R ve € > 0 verilmis olsun. Eger
|x; — x3| < & Sartin1 saglayan V xq,x, € I i¢in |f(xq) — f(x;)| < & olacak sekilde
bir § > 0 sayisi varsa f, I’ da diizgiin siireklidir denir [4].

Diger bir ifadeyle y — x iken f(y) — f(x) oluyorsa f , I > da diizgiin stireklidir.
Tamim 2.1.8 (Lipschitz kosulu): f: I ¢ R — R bir fonksiyon olsun Vx,y € [ igin
|f(x) = f(¥)| £ M|x — y|olacak sekilde bir M > 0 sayis1 varsa f I’ da Lipschitz
kosulunu sagliyor denir [6].

Sonug¢ 2.1.2 f I’ da Lipschitz kosulunu sagliyorsa f, I ’ da diizgiin stireklidir.

Ispat: Tanim 2.1.6° da Vx,y € Ive € >0 verilmis olsun. |x —y| <6 = % >

0 sartin1 saglayan, |f(x)— f(y)| < M|x —y| = & > 0olacak sekilde § >0 var
olacagindan f, I’ da diizgiin siireklidir.

Tamim 2.1.9 (Simetrik fonksiyon): w: [a, b] € R — R olmak iizere Vx € [a, b] i¢in
w(x)=w(a+b—x) (2.4)
saglaniyorsa w(x) fonksiyonuna (a + b)/2’ ye gore simetriktir denir [9].

Tamim 2.1.10 (Harmonik simetrik fonksiyon): w: [a, b] € R\{0} — R olmak
uzere,

Vx € [a,b]icin w(x) =w ((i + % - l)_l) (2.5)

X
saglaniyorsa w(x) fonksiyonuna % ye goére harmonik simetrik fonksiyon denir
[10].
Tamm 2.1.11 (p-simetrik fonksiyon): p € R\{0} ve w:[a, b] c (0, ) - R olmak

tizere Vx € [a, b] i¢in



w(x) = ([ap + bP — xp]%) (2.6)

aP +bP
2

1
Saglaniyorsa w(x) fonksiyonuna [ ]p’ ye gore p-simetrik fonksiyon denir [11].

Sonug 2.1.3 (2.5) ifadesine gore,

a. p=1 alinrsa (2.4) ifadesi,

b. p = —1 alinirsa (2.5) ifadesi,

elde edilir.

Ornek 2.1.7 p € R\{0} ve wy, w;:[a,b] € (0,0) > R w;(x) =c,c R, wy(x) =

1
2 —
(xp - ;rbp) olmak tizere wy (x), w,(x) fonksiyonlari [ap;bp ?* ye gore p-

simetriktir [11].

Tanmm 2.1.12 (Smrh fonksiyon): f(x) fonksiyonu [a, b] araliginda tanimlanmis
olsun.vx € [a,b] igin|f(x)| < M olacak sekilde M >0 sayist varsa f(x)
fonksiyonu [a, b] araliginda sinirlidir denir [4].

Tanmim 2.1.13 (integraller icin Holder Esitsizligi): 1 < p < o ve % + 3 = 1 olsun.
f ve g siirekli [a, b] araliginda tanimli fonksiyonlar1 |f|? ve [a, b] araliginda

integrallenebilir fonksiyonlar ise

b b 1/p b
j |f(x)g(x>|dxs<j If(x)l”dx> (f |g<x)|qu)

esitsizligini saglar [20].

1/q

Tanim 2.1.14 (integraller i¢cin Power Mean Esitsizligi): ¢ > 1olsun. f ve g [a, b]
araliginda tamimli ve siirekli fonksiyonlar1 verilsin |f|ve |q|P [a, b] araliginda

integrallenebilir fonksiyonlar ise

b b 1—% b
j |f(x>g(x>|dxs<j |f(x)|dx) (j If(x)llg(x)l"dx>

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik Holder esitsizliginde %z 1 —3 yazilmasiyla elde

1/q

edilir ve g = 1 igin de saglanir [20].
Tammm 2.1.15 (Jensen Esitsizligi): f:I c R araliginda tanimh konveks bir
fonksiyon olsun x = (xy, %z, ..., %,) €I" (n=2) ve p(P, =X ,p;) seklinde

tanimlanan pozitif sirali n-li ise

10



f(Pii D xi) = Plipif(xi)
"=l =

Teorem 2.1.1 f fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise ;

esitsizligi saglanir [28].

a. f, (a, b) araliginda siireklidir,
b. f, la.b] araliginda siirhdir,
[5].

Tamim 2.1.16 (Norm)

1

b
ol = ([ Wl ax) <e, a1
a
WOl = sup w0
t€la,b]

[21].
2.2. Baz1 Konveks Fonksiyonlarla ilgili Hermite-Hadamard Tipli Esitsizlikler

Teorem 2.2.1 (Konveks fonksiyonlarda Hermite-Hadamard Esitsizligi): f: 1 = R

konveks bir fonksiyon olsun. Eger a,b € I, a < b ise

b
b 1 b
f(a+ )Sb_affmdxﬁw 2.7)

2

saglanir ve bu esitsizlige konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizligi
denir. Eger f konkav fonksiyon ise esitsizlik ters ¢evrilir [7,8].

Teorem 2.2.1 (Harmonik Konveks Fonksiyonlarda Hermite-Hadamard
Esitsizligi): f: 1 c R\{0} — Rharmonik konveks fonksiyon olsun,a < bve a,b €

Iolmak tizere eger f € L[a, b]ise

f(Zab)< ab fbf(x)dx<f(a)+f(b)
<z ) < ——

a+b —a x?2 2 (2:8)

saglanir ve bu esitsizlige harmonik konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard
esitsizligi denir [7].

Teorem 2.2.3 (p-konveks fonksiyonlarda Hermite-Hadamard Esitsizligi):
fi:l € (0,0) > R p-konveks fonksiyon, p € R\{0}, a < b ve a,b € I olsun. Eger
f € L[a,b] ise

11



1/ b
; <[ap + bp] P) __P F(x) iy < f(a) + f(b) 2.9)

2 ~bP—aP ), x'7P 2
saglanir ve bu esitsizlige p- konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizligi
denir [14].

Ispat:f p -konveks fonksiyon oldugundan (2.3) ifadesinden dolay:
f(lta? + @ = ObP1VP) < tf(a) + (1 — ) (b) (2.10)
Seklinde yazilabilir. (2.10) ifadesinde t = 7 yazilirsa

1/p

f([ap erbp] ) = IM (2.11)
elde edilir.
(2.10) ifadesinin her iki tarafinin t * ye gore [0,1] iizerinde integralini alip

1 1 .
J| £ + @ —op1)ae < | ep@de+ | (1= 0f (e = f(a) + F(b)

0 0 0 2

(2.12)

biciminde yazilabiliriz, bu esitligin sol tarafinda [taP + (1 — t)bP]/? = x, xP =
ta? + (1 — t)bP seklinde degisken degistirirsek,

pxP !

ab — b?

olacagindan verilenleri (2.12) ifadesinde yerine yazip gerekli islemleri yaptigimizda

t=0icinx=bvet=1icin x =a ve dt = dx

asagidaki ifade elde edilir.
b
14 f(x)dxsf(a)+f(b)

bP —ar J, x-P 2

(2.13)

diger taraftan (2.11) ifadesinden dolay:

X +yP 1P\ F) + f(O)
(52 ) <1

yazilabilir , xP = ta? + (1 —t)b? ve y? = (1 — t)aP + tbPalinirsax? + yP = aP +
bP olacagindan yukaridaki esitsizlikte yerine yazarsak,

f<[ap + bp]l/”) _ f([ta? + A —0)bP]VP) + F([(tbP + (1 — )aP]"P)
2 - 2

olacagindan elde edilen esitsizligin her iki tarafinin t’ ye gore [0,1] tizerinde

integralini alirsak,

12



1<ap+bp1/p>d
t
J, (=1
S%UVUm”+u—owayu
0

+ flf([(tbp + (1 - t)ap]l/P)] 2.14)
0

[r(E=1) o)
P (@

bP —ar J, x'-P

p bf(x)d
bP —aP J, x1-p x

1
ffWﬂ+u—omwﬂm:
0

1
f f([bp +(1-— t)bp]l/p) dt =
0

oldugundan elde edilen esitlikler (2.14) ifadesinde yerine yazilirsa,

1/p b
f<[ap+bp] >< p [ 2.15)

2 ~bP—ar x1-p

(2.11), (2.13) ve (2.15) ifadelerinden dolay1 ispat tamamlanmis olur.
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BOLUM 3. MATERYAL VE YONTEM

Bu bdliimde tez calismasmmin ana sonuglarini bulmamiza yardimci olan ve

destekleyen literatiirdeki bazi ¢alismalara yer verilmistir.

3.1. Cesitli Konveks Fonksiyonlar Tle Tlgili Hermite-Hadamard-Fejér Tipli
Esitsizlikler

Teorem 3.1.1 (Konveks fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard-Fejér esitsizligi):
f :[a, b] = R konveks bir fonksiyon olsun. w: [a, b] = [0, co)fonksiyonu asz ye

gore simetrik ve w € L[a, b] ise

w(x)dx (3.1)

! fla) + f(b)f

f (“ Ll b) f ) < j oW <

saglanir ve bu esitsizlige konveks fonksiyonlarda Hermite-Hadamard esitsizliginin
agirlikli genellemesi olan Hermite-Hadamard-Fejér esitsizligi denir [15].

Teorem 3.1.2 (Harmonik konveks fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard-Fejér
esitsizligi): f: I ¢ R\{0} — R bir harmonik konveks fonksiyon, a,b € I vea < b

olsun. Eger w: [a, b] € R\{0} — [0, co)fonksiyonu %’ ye gore harmonik-simetrik
fonksiyon olmak tizere f,w € L[a, b] ise

2ab W(X) P fw(x) f@+fB) ("wx)
a+bf sfa S —dx < —— fa Sodx (32)

saglanir ve bu esitsizlige harmonik konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard-
Fejér esitsizligi denir [16].

Teorem 3.1.1 (p-konveks fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard-Fejér esitsizligi):
f:I c (0,0) > R p-konveks fonksiyon, p € R\{0},a, b €1, a< b,w:[a,b] C

1
]”’ ye gore negatif olmayan p-simetrik fonksiyon olsun.

(0,00) - R ve w(x) [
Eger f,w € L[a, b] ise
; ({ap + bfT”’) f weo o [Tfew® f@+ f(b) f we)

2 . X7 y 4 x1-p x1= y 4

(3.3)

14



saglanir. Bu esitsizlige p-konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard-Fejér

esitsizligi denir [17].
1
2

Ispat: f:1 c (0,00) - R p-konveks fonksiyon Va, b € I ve (2.3) ifadesinde t =

almirsa

X +yP 1P\ F) + f(O)
(e R

olur. x? =ta? + (1 —t)b? ve yP = (1 —t)aP + tb? segilirse x? + yP = a? + b?

f([ap + bp]l/P> _f(lea? + = 0bP]VP) + £([tb? + (1 = )bP]/?)
2 o 2

(3.4)

olup, w(x) p-simetrik oldugundan
w([ta? + (1 — )bP]*/P) = w([tb? + (1 — t)bP]/P)
dir. (3.4) ifadesinin her iki tarafint w([ta? + (1 — t)bp]l/p) ile ¢arpip (w(x) = 0)t’

ye gore [0,1] lizerinde integralini aldiktan sonra degisken degistirip,

f({ap -; bp]l/p>bp f p Lb ‘;Vl(fp) 4

1 1/p
=f f([ap +bp] )W([tap +(1—t)bP]V/P) dt
0

2

1 1/p
= J f ([ap t bp] )w([tbp + (1= t)bP]V/?) dt
0

2

1/ 1
f<[ap erbp] p)f w([ta? + (1 —t)bP]V/?)dt
0

< Jlf([tap + =01 )w(lta? + A - Op1)
0

2

+ Jlf([tbp - t)ap]l/p);’([tap + (1 —t)bP]/P) dt
0

~ fl f([ta? + (1 = )bP1VP)w([ta? + (1 — t)bP]V/P) "
- 2
0

+ flf([tbp +a- t)ap]l/p);]([tb” + (1 —t)ar]'/P) dt
0

15



14 fb fEw) 4 +- fb fEw) 4.

bp_ap x1-p a xl-r

2
p_(°f wE)

T

(3.5)

seklinde yazip, (3.5) ifadesinin her iki yanini - > carparsak (3.3) ifadesinin sol

tarafini elde etmis oluruz. Diger taraftan f’ nin p-konvekshglnden yararlanirsak,

f([ta? + (1 —ObP1P) + f([th? + (1 — )aP]YP) < tf(a) + (1 — ) f(b) +

tf(b) + (1 —6)f(a) = f(a) + f(D)

f([ta? + (1 —ObP1YP) + f([tb? + (1 — t)aP]V/P) _f@+f®)
2 - 2

(3.6) ifadesinin her iki tarafini W([tap +(1-— t)bp]l/p) ile garpar ve t’ ye gore

(3.6)

[0,1] iizerinde integralini alirsak ;

1
%U f([ta? + (1 = ObP1YP)w([ta? + (1 — )bP]V/P) dt
0

1
+j f([eb? + @ = a1 P)w([ta? + (1~ t)bp]l/p)dtl
0
w([taP + (- t)bP]l/p) = w([tbp +(1- t)bp]l/p)

1
= %[J f([tap +(1- t)bp]l/p)w([tap +(1- t)bp]l/p)dt
0

1
* J f(eb? + (1 = Oar P )w([eb” + (1 - Da?]'?) dtl
0

olur. Bununla birlikte degisken degistirip gerekli diizenlemeleri yaparsak

p b f(x)w(x) b f(x)w (x)
bp apf x1-p dx +bp apf x1-1 dx p f(x)W(x)

2 bp —aP x1-p
1
< wf W([tap + (1 - t)bp]l/p) dt
0

_f@+f®) be(x)

2 bp —aP J, x'-p

dx (3.7)

elde edilir.Burada her iki tarafi bpiap

ile carparsak (3.3) ifadesinin sag tarafini elde

etmis oluruz. Boylece ispat tamamlanmis olur.
Sonug 3.1.1 (3.3) ifadesinde;
a. p=1ve w(x) =1 alnrsa(2.7) esitsizligi,
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b. p =1 alimirsa (3.1) esitsizligi,

c. p—1 ve w(x) =1 alinrsa (2.8) esitsizligi,
d. p = —1 alinirsa (3.1) esitsizligi,

e. w(x) = 1alinirsa (2.9) esitsizligi,

elde edilir.

3.2. Konveks Fonksiyolar ile Tlgili Trapezoidal Tipli Esitsizlikler

Teorem 3.2.1 f:1° € R - R[° ’de diferansiyellenebilir bir doniisiim olsun a,b €

I°ve a < b olmak tizere eger ' € L(a, b)ise

f(a) + f(b)
2

esitligi elde edilir [18].

b _ 1
_biajaf(x)dx =b2—af0(1—2t)f'(ta+(1—t)b)dt (3.8)

ispat: Kismi integral alma islemini kullanarak;
1
J= f (1—=2t)f (ta+ (1 —t)b)dt
0

f(ta + (1 —t)b)
—-b

_f(a)+f(b)_
- b—a

N ZJ Lf(ta + (1b— t)b)

)ZJ f(x)dx
0

cqee: b—a . .
son esitligi Ta ile ¢arparsak ispat tamamlanur.

Teorem 3.2.2 f:1° € R — R [°’ de diferansiyellenebilir bir doniisiim olsun a, b € I°

ve a < bolmak iizere eger |f’|, [ab]” de konveks bir fonksiyon ise

f@+f® 1 P (b—alf @] +1f (B
5 —b_aj;f(x)dx < 3

esitsizligi saglanir [18].

(3.9)

Ispat: (3.8) ifadesini kullanarak;
‘f (a) + f(b)

_ 1
= ‘bTaJ (1-2t)f (ta+ (1 —t)b)dt
0

1 b
—b_af f(x)dx

b—a (! ,
sTf 11— 2t]|f (ta + (1 — )b)| dt
0
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b_ 1 ! !
<222 [ - zedielf @1+ - 9l )l e
0

1 1
f |1—2t|(1—t)dt=f |1—2t|tdt=f
0 0 0

oldugundan bir dnceki esitsizlikte yerine yazilirsa,

- a)(If @I+ 1f 1))
- 2

1/2 1 1
|1 — 2t| tdt +f |2t —|tdt = 2

1/2

(b —a)(f (@] +If (b))
8

1

f |1 —2t|tdt <
0

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.2.3 f:I°CS R—= R, [® de diferansiyellenebilir bir doniisim olsun
a,b€l°, a<b ve p>1 olmak iizere eger |f'|P/®P~1, %+%= 1, [ab]” de

konveks bir fonksiyon ise

f@+rm 1 °
2 _b—ajaf(x)dx

b 4 ‘(b I ey
—-a a)lp—1 + p-1
- ( )1 If (o)l ? lf (b))l (3.10)
2(p+ 1)»
esitsizligi saglanir [18].
Ispat: (3.8) ifadesine Holder integral esitsizligini uygularsak
f@+f>m) 1 fb
‘ 5 b—al, f(x)dx
b—a (! '
STJ |1 —2t||f (ta+ (1 —t)b)|dt (3.11)
0
1 1
b—a 1 P 1 , q
< T(j |1 — 2t|? dt) (J |f (ta+ (1 —1t)b)|? dt)
0 0
olur. |f'|P/®=1D = |£'|9’ nun konveksligini kullanip
1 1
[1f Gar a-omide < [ [ @1+ @ - olf Bl de
0 0
' a4 £ (b)|4
_V @i+ e) 312
1 1/2 1 1/2
f |1—2t|pdt=f (1-2t)P dt + (Zt—l)pdt:2f (1-2t)P dt
0 0 1/2 0
__1 3.13
T p+1 (3.13)
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(3.12)-(3-13) ifadelerini birlestirirsek (3.10) ifadesi elde edilir.

3.3. Konveks Fonksiyonlar ile Tlgili Trapezoidal Tipli Fejér Esitsizlikleri

Teorem 3.3.1 w:[a,b] = R [a,b] lizerinde integrallenebilir ve # > ye gore
simetrik bir fonksiyon olsun;

a te [o, %] icin
1 t
f w(sa+ (1 —s)b)ds — f w(sa+ (1 —s)b)ds
t 0

1/2
= Zf w(sa+ (1 —s)b)ds (3.14)

b. te E, 1] icin

t 1
f w(sa + (1 —s)b)ds — f w(sa + (1 —s)b)ds
0 t

=2 jt w(sa + (1s)b)ds (3.15)
1/2

saglanir [19].
Ispat:
ate [0,%]ve w fonksiyonu #’ ye gore simetrik ve % < ¢ < b oldugundan

x = sa + (1 — s)b degisken degisimi yapilip,

a+b

fa; w(x)dx = fTW(x)dx

a+b

fp w(x)dx = f ’ w(x)dx + j:b w(x)dx = fa;w(x)dx + f;W(x)dx

Lib w(x)dx = J:b w(x)dx + fbw(x)dx
2 2 ¢

1 @ b 2 4
m [J W(X)dx _J W(X)Xm = mja-*-b W(X')dx
a @ -

1/2
= 2] w(sa+ (1 —s)b)ds
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olur. Elde edilen esitligi (3.14) ifadesinde yerine yazarsak ispat tamamlanir. Ayni
arglimanlar1 kullanarak benzer sekilde (3.15) ifadesini de ispatlayabiliriz.

Sonug 3.3.1 Eger w negatif olmayan bir fonksiyon ise asagidaki esitsizlikler
gecerlidir.

a. t€[0,5]igin

1 t
f w(sa+ (1 —s)b)ds — f w(sa+ (1 —s)b)ds =0 (3.16)
t 0

b. te E, 1] icin
t 1

f w(sa+ (1 —s)b)ds — j w(sa+ (1 —s)b)ds =0 (3.17)
0

t

esitsizlikleri elde edilir.
Teorem 3.3.2 f:1° € R - R [° ’de diferansiyellenebilir bir dontisiim olsun a, b €

I,a < b,w:[a, b] — [0, ) diferansiyellenebilir bir déntisiim olsun

1 t
u(t) = f w(sa+ (1 —s)b)ds — f w(sa+ (1 —s)b)ds (3.18)
t 0

olmak tlizere, eger f' € L[a, b] ise

1 f(a)+f(b)jb
b—a 2 a

b
W(X)dX—J f(x)w(x)dx)

= b_Tafolu(t) f (ta+ (1—1t)b)dt (3.19)
esitligi saglanir [19].
Sonug 3.3.2 (3.18) de u(1 — t) + u(t) = 0 olacagindan,
¢ =p(1-t)=—u@®) <0 (3.20)
olur.
Teorem 3.3.3 f: I = R [° *de diferansiyellenebilir bir doniisim a, b € I°,a <
b w:[a, b] = [0, o) integrallenebilir (a, b)’ de diferansiyellenebilir ve # > ye gore
simetrik bir fonksiyon olsun, eger |f'|[a, b]” de konveks bir fonksiyon ise

b b
ML W(x)dx—faf(x)w(x)dx

b
. w(x)(x — b)dx (3.21)

= [If @] + If )] j

olur [19].
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Ispat: (3.14)-(3.19) ve |f’|’ ninkonveksligi kullanilirsa,
‘f(@"‘f(b)fb
2 a

b
W(x)dx—f fOw(x)dx

N2 plg el
(b Za) f U w(sa+ (1 —s)b)ds
o L/t

— ftw(sa + (1 —s)b)ds|f (ta+ (1 —t)b)dt
0

(b_a)Z 1/2
Sl

+ (1 —-t)b)dt
1
),

+(1- t)b)dt}

(b_a)Z 1/2
=55

+ @1 —-0lf (b)ldt
1
an

+(1- t)If'(b)Idt}

If'| (ta

1 t
f w(sa+ (1 —s)b)ds — f w(sa+ (1 —s)b)ds
t 0

1 t
f w(sa+ (1 —s)b)ds — f w(sa + (1 —s)b)ds
t 0

(ta

tlf (@)

1 t
f w(sa+ (1 —s)b)ds — j w(sa+ (1 —s)b)ds
t 0

1 t
j w(sa+ (1 —s)b)ds — J w(sa + (1 = s)b)ds|t|f (a)l
t 0

elde edilir. x =sa+ (1 —s)b degisken degistirip, (3.14) ve (3.15) ifadelerini

kullanarak integral sirasini degistirirsek

1/2 / 12 , ,
= (b—a)? { jo ( j w(sa + (1s)b)ds>(t|f @l + (1 - DIf (B de
1 t ) )
+ f ( f w(sa(1s)b)ds ) ¢lf @]+ (1 - 0lf (b)|)dt}
172 \J1,2

1/2 rs , ,
= (b - a)? { j f wisa+ (1—)b) (tlf @] + (1 — OIf B)]) deds
0 0

1 1 , ,
; j f wisa + (1 - )b) (tlf @] + (1 - If (b>|>dt}
1/2Ys
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1/2 , t2 , t? S
= (b —a)* {fo w(sa + (1 —s)b) Klf (a)|?+ (If It —3)> | 0] ds
1 2 2
+ fl/ZW(Sa+ (1-5s)b) l(lf'(a)|%+ (If'(b)l(t—%)> | ;l ds}

1/2 ) SZ , SZ
= (- a)Z{f w(sa+(1-s)b) <|f @I+ (f B —7))ds
0

1 , 1 s?
1—s)b ——=
+f1/2w(sa+< s)><|f(a)|<1 2)

+ (If ()] (%—s+sz>>ds}

elde edilir. Burada s = — yaz1hrsa

(b a){ w(x) (If @I
(a+b)/2
(a+b)/2 , 1 _p)?
H W <If @ (E - g’(“a A ;)

x—b 1/x—h\*
(-

: +b, . . . 3 .
olur. w(x) fonksiyonu aT ye gore simetrik oldugundan integral sinirlarini

x—b — b)?
iy ol (£ ;’(‘a_z)»dx

degistirip x — b’ nin yerine a — x yazilirsa,

< . (1 (x—b —b — b\’
[ W(x)<|f(a)|<§—§’(‘a_2))+(|f()|<——" b+%(’;_b))>dx

o (a—x)? (( ) (a—x)2>
—f(a+b)/ZW(x)<If()I2( SO (S22 - ) Jax

elde edilir. Burada gerekli sadelestirme ve diizenlemeleryapildiginda

b

b
=f W(x)(b—x)lf'(a)ldx+f w(x)(b —x) |f (b)|dx
(a+b)/2

(a+b)/2

b
= [If @I +1f O [, wex — by

2

esitligi elde edilir ve boylece ispat tamamlanmis olur.
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Sonug 3.3.3 (3.20) ifadesini kullanarak (3.19) ifadesini u(1 —t) = ¢(t) oldugundan

1 f(a)+f(b)fb
b—a 2 a

b
w(x)dx—f f(x)w(x)dx)

_ 1
- bTaf dOf (th+ (1 —Da)dt  (3.22)
0

seklinde yazabiliriz. (3.22) ifadesini kullanarak (3.21) ifadesinin ikinci kismi1

a+b

= [If @] + If ()] f W — a)dx

seklinde yazilabilir.

Teorem 3.3.4 f:1 - RI° ’de diferansiyellenebilir bir dontisim olsuna < b ve
a, b € I° olmak tizere w:[a, b] — [0,0) integrallenebilir bir doniisiim ve(a, b)’ de
diferansiyellenebilir olsun. f € L(a,b) olmak sartiyla —co <m < f (x) <M < oo

olacak sekilde m < M sabitleri varsa

f(@+f(b) (° 1 (b (b—a)(m+ M) [
m ) w(x)dx—mfa fxwlx)dx — 2 foﬂ(t)dt

M—-m)(b— 1
<! mi( ) jo ()| dt (3.23)

saglanir [19].
Ispat: (3.19) ifadesini kullanirsak;

1 f(a)+f(b)jb
b—a 2 a

b
W(X)dX—J f(x)w(x)dx)

m+M+m+M
2 2
m+ M)(b—a) (!
( i( )f u(t) dt +
0

= (3.24)

b—a (! : M
\Tafo W |f Ga+ (- op) - "2 ar

=b%af01u(t) [f’(ta+ (1-1)b) - ]dt

1 (f(a)+f(b)

b b
lr— 5 f w(x)dx —f f(x)w(x)dx)

M)(b — 1
_(m+ i( a)fou(t)dt
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b—a (! , M
= Zafop(t)[f(ta+(1—t)b)—m;r ]dt
b—a (! , M
'R'STafo RO e+ 1 -0p) -2 (3.25)

olur.m < f'(ta + (1 — t)b) < M oldugundan dolay:

M—-m , M—-m m+M M-—-m
Sf(ta+(1—t)b)—T§M— — =

m —

—m| M—-m
<
2 2

son esitsizlik (3.25) ifadesinde yerine yazilirsa ispat biter.

|f’(ta+(1—t)b)—M

Sonu¢ 3.3.4 w(x) fonksiyonunun azﬁ ye gore simetrikligini ve (3.14) ifadesini

kullanirsak,
1 1] +1/2
f lu(®)| dt = ZJ- f w(sa+ (1 —t)b)ds|dt
0 o e
T 1
< 2] ——t| sup |w(sa+ (1 —-t)b)|dt < =Wl (3.26)
0 12 seft 5] 2

elde ederiz. Bu son esitsizlik (3.23) ifadesinin sag tarafinda yerine yazilirsa;

b) (? 1 (P b— M) (t
M ) W(x)dx—mfa f(x)w(x)dx—( a)im-l_ )J;) u(t)dt

2(b—a)
M — b —
TS,

olur. (3.26) ifadesinin sol tarafina Holder’in integral esitsizligini uygularsak

1
1 1 =
f lu(t)| dt = zf fzw(sa + (1= t)b)ds| dt
0 0 t
1 1 l
Yooap( !
szf |t——| f lw(sa+ (1 —s)b|?ds
0 2 t
1 1/p
< 2||w||qj t— 5 dt (3.27)
0

elde edilir [19].
Uyan 3.1.1

1/2 1/q
wllg = (" Iw(sa + (A =)bl7ds) ", Il == sup lw(sa+ (1—6)b)]

X€E [t'E]
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anlaminda kullanilmigtir [21].

Sonug 3.3.5 (3.23) ifadesinde eger w(x) = 1 alinirsa;

f@+fm) 1 (* M(b —a)
3 —b_a.[;f(x)dx S—

elde edilir [19].
Ispat: w(x) = 1 oldugundan ||w||, = 1 dir (3.26) ifadesinden dolay1

f1| Ol dt < =Wl =~
N =7 Wlle =73

(3.28)

olacagindan (3.24) ifadesini ve liggen esitsizligini kullanarak

f(a) + f(b)
2

b—a)(M 1
s‘( 2 +"‘)f0|u(t)|dt "

1 b
—b_aj f(x)dx

(b—a)(M —m)
R

<(b—a)(M+m) (b—a)M—-m) M(b—a)
- 8 " 8 4

Teorem 3.3.5 f:1 —» R [°° de diferansiyellenebilir bir doniisiim a,b € I°,a < b ve
w:[a, b] = [0, o) integrallenebilir (a,b)’ de diferansiyellenebilir bir fonksiyon
olsun. Eger f € L[a, b] olmak sartryla f " bazt K > 0 sabiti icin lipschitz sartini

sagliyorsa
b b
% wx)dx — j Feowdx - ' (237) j u(odt
K(b — a)?
S%L t—§| ()| dt (3.29)
olur [19].

Ispat: (3.19) ifadesini kullanarak,

1 f(a)+f(b)fb
b—a 2

:_f (t)[f(ta+(1—t)b) f( +b>+f’<a;rb)]dt

b—a

=2 ju(t)[f(ta+(1—t)b) f( ;’ )]dt+b;af’(a;b)folu(t)dt

b
W(X)dX—J f(x)w(x)dx)

25



1 b) (P b b — b\ (!
b_a<f(“);f( )faw(x)dx—faf(x)w(x)dx)— ZC‘Lf'(a”Zr )fo u(t) dt

S fo e [ ot @ -0 -7 (230)] ar (330)

f fonksiyonu bazi K > 0 igin lipschitz sartin1 sagladig igin

1

|f’(ta+(1—t)b)—f'<%b>| SK|ta+(1—t)b—asz| :K(b_a)|t_§

bu son esitlik (3.30) yerine yazilirsa ispat tamamlanir.

3.4. Harmonik Konveks Fonksiyonlar ile Tlgili Trapezoidal Tipli Fejér
Esitsizlikleri

Tamim 3.4.1 w: [a, b] — R bir fonksiyon veu(t): [0,1] - R
t ab
w (—) ds (3.31)

O=[ w(zre as- |
k. 2 twsb+(1—s)a s 0 sb+ (1—s)a
Teorem 3.4.1 I ¢ R\{0} bir aralik a,b € I°,a < b w:[a,b] » R\{0} ve w, [a, b]

tizerinde integrallenebilir bir fonksiyon olsun su halde asagidaki 6zellikler saglanir;

a. Egerw, 2ab/(a + b)’ ye gore harmonik simetrik ise

thl/ZW (sb+?+s)a) ds, te (Oé)

u(e) = 1/2 ab 1
—th W(m) dS, t € (O'E) (332)
b. vt €[0,1]i¢in p(t)=p(1—1t) (3.33)
c. Eger w negatif olmayan bir fonksiyon ise
1
u() =0 0t < >
u) <0 > <t <1 (3.34)
d. Eger w negatif olmayan bir fonksiyon ise
1 1 1 1 1/p
[ @i <5, [ u@rde<ziwl, [ -5 de @)
0 2 0 0 2

esitsizlikleri elde edilir.

e. Ic R\{0} bir aralik f:I°—> Rve w:[a,b]—>[0,0) olmak iizere
f ve w fonksiyonlar1 diferansiyellenebilir birer  doniisiim olsun. Eger f' €
Lla, b] ise
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b—a x2

_ab(b—a) f (ab/(th + (1 — t)a))
=T 2 f O~ ra-paz “

ab (f(a)+f(b)f wx) | fbf(X)W(X)>

(3.36)

esitligi elde edilir [53].
Teorem 3.4.2 f:1 ¢ R\{0} » R [® da diferansiyellenebilir bir déntisim a,b €
[Pa<b ve w:[a,b] - R diferansiyellenebilir bir déniisim olsun.f € L[a, b]

olmak sartiyla Vx € [%,ﬂ icin —oo <m < x%f '(x) £M < o olacak sekilde

m < M var ise

b—a x2

ab <f(a)+f(b)f wx) | ff(x)W(x) )

M)(b — ;
_(m+43”(9 @) J u(t) dt

<M= m)(b_a)f (D) dt (3.37)

esitsizligi saglanir [22].

Ispat: (3.36) ifadesindeki esitligi kullanirsak

ab <f(a) + f(b)f W(x) B bf(x)W(X)> x
X2

b—a
B ab(b—a)f © f'(ab/(th + (1 — t)a)) M+m M+m .
-T2 H (th + (1 — Da)? 2a2b2  2a?b?
_ab(b-a) * f'(ab/(th+ (1 —=t)a)) M+m
-T2 ] “(t)l @+ d-Da)F 2a2bzl
(b —a)(M +m)
4ab j ()
P (f(a) +f(b)f w(x) f(x)w(x) )
b—a

M)(b —
‘(m+4;z() ) f u(6) dt

2 (th+(1—0a)?  2a2b?

b—a)ab
R < 2= fom(tn

NG a)abj @ f'(ab/(th+ (1 —=t)a)) M+ ml it

f (ab/(th+ (1 —t)a)) M+m
(th+ (1—0a)?  2a2b?

(3.38)
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m < x%f (x) < M’ den dolay1 x = (ab/(th + (1 — t)a) alirsak
a’b?f ((ab/(th + (1 — t)a))

m= th + (1—Da) < M her iki tarafi 1/a?b?ile carparsak
m _a?b*f ((ab/(th+(1—t)a)) M M+m
2he = b+ (L= Da)? <57 esitsizligin iki tarafindan ~a7h7

ifadesini ¢ikarir ve mutlak degerini alirsak
m M+m<a2b2f’((ab/(tb+(1—t)a)) M+m< M M+m

a’b?  2a%p? (th + (1 — t)a)? 2a2b? ~ a?b?  2a?b?
a’b?*f ((ab/(th + (1 —t)a)) M+m <M—m
(th + (1 — t)a)? 2a%b% |~ 2a?b?

elde ederiz. Son esitsizlik (3.38) ifadesinde yerine yazilirsa ispat tamamlanmis olur.
Sonug 3.4.1
a. Eger (3.36) ve (3.35) ifadelerindeki esitsizlikleri kullanirsak,

ab <f(a)+f(b) jb w(x) dx_jbf(X)\:/(X) dx)

b—a 2 x2 X

+ M) (b - 1
_(m 4311() @) fo u(t) dt (3.39)

- (b—a)(M —m)
- 8ab

lIwlle
Esitsizligi elde edilir.
b. Eger (3.35) ifadesinde elde edilen esitsizlikleri (3.37) esitsizliginde yerine

yazilirsa,

ab (f(a)+f(b)be(X) dx_fbf(X)\g/(x) dx)

b—a 2 x? . X
(m+M)(b—a) (!

— 2ab jo u(t) dt (3.40)
(b—a)(M —m) 1 1)

< _Z

S Wl [ [e=3] @

esitsizligi, elde edilir.

Teorem 3.4.3 f:1 c R\{0} = R [°’da diferansiyellenebilir bir doniisim a, b € I°
vea < b olmak iizere w: [a,b] » R 2ab/(a + b)’ye gore harmonik-simetrik ve
diferansiyellenebilir bir doniisiim olsun. Eger |f’| [a, b] tizerinde harmonik konveks

bir doniisiim ise
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ab (f(a)+f(b)f W(X) f(x)W(x) )‘

b—a x?
2ab /(a+b) w(x) , ,

<abb—o) | PIAWIF @] +BEIF B dx (3:41)

burada; A(x) ve B(x),
GG t GG 1-t

AG) = fo @+ A-paz™ +f0 CEDIE D
GG 1-t GG t

B = fo (th + (1 — t)a)? at +f0 (1 =t)b + ta)? dt

olmak iizere, (3.41) esitsizligi saglanir [22].
Ispat: p(t)’ nin tanimz, (3.31), (3.32), (3.34) ve (3.36) ifadelerini kullanirsak
‘(f(a) +f(b) W(x) bf(x)W(x)>

2 2
2 . A X

_ 2
PG
2

(b—a)? ! , ab dt
=T fo 150 |f ((tb e t)a)>| @ + 1 =0a)?
[ 2 2 ab tf @I+ A-olf B |
: fo (ft v (sb +(1- s)a> ds) W+ d-Daz =
(b—a)
+ d

]1 (J (o s tf @]+ A= OIf B
12\J12 \sb+(1—s)a (th + (1 - t)a)?

elde edilir ve bu son ifadede integral sirasini degistirirsek

(f(a) + f(b)J w) bf(x)W(x)>

x2

! f (ab/(th + (1 - t)a))
fo Db+ (1= Da)? t|

<

a

j j ab tlf'(a)|+(1—t)|f'(b)|
sh+(1- s)a (th + (1 — t)a)?

ab tlf (@] + (1= Olf )
l -/;/zf sb+(1—- S)(l) (th + (1 — t)a)? dtdsj

dtds ]

1 1 1 1,1 1

olur. Son ifadede x = b+(1 — almirsa, + = s(G-2)+3 s=C-D/G-3)
. _ .. _ _ .. _ _l 2a __ab —dx
olup; s =0 igin x-b,s-lu;mx-a,s-z1(;1nx——a+ ve ds =

olacagindan, bu degerler yerine yazildiginda
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f fiw(X)tIf @I+ A-DIf B
b 2ab (th + (1 — t)a)? x (3.42)
=a —a .

+fmf1 w() tIf (@] + (1 —DIf (b)]

22 @+ (- Da)? dtdx

b

==

Q

elde edilir. Ayrica w(x) fonksiyonu 2ab/(a + b)’ ye gore harmonik simetrik
olduguna gore;
( fb fé—%)/%-%)w(x)uf’(an +(1-DIf )]

"
N w@) tIf (@] + (1= 0)If (b)]
e fa f(——g)/(l L x? (b +(1-Da)? e

dtdx

olur. Burada;
oldugundan ve t yerine (1 — t) yazildiginda

( fl tdt ~ f(i—i)/ G (1—t)de
| ALyt (th + (1= t)a)? F ((1 = t)b + ta)?

3.44
{ 1 1-tdt f(%_%)/(%_%) tdt G4
0 (

U(%_%)/(%_%) (tb+ (1 —ta)? (1—1t)b + ta)?

esitlikleri edilir. (3.43) ve (3.44) ifadelerindeki esitlikleri (3.42) ifadesinde yerine

yazarsak ispat tamamlanmis olur.
Teorem 3.4.4 f:1 c R\{0} = R [°’ de diferansiyellenebilir bir fonksiyon a,b € I°
ve a<b olmak tizere w:[a,b] - [0,) (a,b)’ de diferansiyellenebilir bir
fonksiyon, f ve w € L[a,b] olmak sartiyla bazi K > 0sabiti i¢in f lipschitz
sartin1 sagliyorsa
ab (f(a)+f(b)be(x) dx_fbf(x)W(x)dx>

a a

b—a 2 x?2 x2

B ab(b — a)f u(t)f (2ab/(tb + (1 — t)a)) gt
(th + (1 — t)a)?

K(b — a)?a’b?
< f nol| 3
2|la + b| (tb+(1 t) )
esitsizligi saglanir [22].
Ispat: (3.36) ifadesini kullanirsak

| dt (3.45)
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ab (f(a)+f(b)f w) bf(X)W(X))

b—a x?
_(b—a)ba u(t) ab ,( 2ab
B 2 o (th + (1 —t)a)? [f (tb -(1- t)a) +f (a + b)
2ab
(a + b)] dt

_(b—a)ab u(t) ab ,( 2ab
B 2 o (kb + (1 —-1t)a)? [f (tb -(1- t)a) -f (a + b)] dt

(b —a)ba u(t) 2ab

2 f (tb+(1—t)a)2f (a+b)d

R = ab (f(a)+ f(b) W(x) f P fw(x)

'"b-a 2 . X2 a2

(b —a)ba (! u(t) [ 2ab
T g o b+ (1 —1t)a)? f(a+b)dt (3.46)

- 1
Ry = S za)ab o (th + ?1(? t)a)? [f, (tb 4 (alb— t)a) - (a n b)] dt (347)

olmak tizere, (3.46) ifadesinden dolay1 R; = R; olacagindan |R{| = |R,| dir.

Ayrica |f’| lipschitz kosulunu sagladigindan

|f’<L)—f’<2ab)|<K| ab _Zab

th—(1-1t)a a+b/l~ lth—(1—-t)a a+b

_ KO- a)|ab||1 — 2t|

|(a+b)(th — (1 —t)a)|

elde edilir. (3.48) ifadesini (3.47) ifadesinde yerine yazarsak,
K(b-a)labl  (b—a)lab| fl (D11 — 2¢]dt

[(a+b)(th — (1 —t)a)| o (tb+ (1 —1t)a)?

elde edilir. Boylece,

K(b — a)?abh?
IRy | < la + b fl()||(tb

(3.48)

|R1| = |R,| <

GP

olacagindan ispat tamamlanmis olur.
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BOLUM 4. ARASTRMA BULGULARI

Bu béliimde elde edilen teorem ve sonuglar p-konveks fonksiyonlar igin yeni olup,
Ozelinde p = 1 ve p = —1 alindiginda 3. boliimdeki teoremlerin tamami, ayrica bu
ve benzeri calismalarin daha genel bir hali p-konveks fonksiyonlar i¢in verilmistir.

Asagida p-konveks fonksiyonlarin Fejér tipli esitsizlikleri ve yeni sonuclarini elde
etmek icin w:l € (0,00) - R olmak iizere, wile baglantli; u(t):[0,1] - R

doniistimdi,
1 t
ue) = f w([sa? + (1 - s)bP]"/P)ds —f w([saP + (1 —s)bP]'/P) ds
t 0

verilsin. Bu boliimde u(t) doniisiimiiniin baz1 dzelliklerini igeren teoremi kullanarak
belirli sartlar altinda p-konveks fonksiyonlarin Fejér tipli esitsizliklerle ilgili yeni
tahmin ve sonuglarini elde edecegiz.

Bo6liim boyunca u(t) yukaridaki tanimda verildigi anlamda kullanilmustir.

aP +bp]1/p

Teorem 4.1.1 w:[a,b] » R [a, b]iizerinde integrallenebilir ve [ -

> ye gore
p-simetrik bir fonksiyon olsun. p € R\{0} olmak {lizere asagidaki esitlik ve

esitsizlikler saglanir.

1/2 1 1
th w([sa? + (1 —s)bP]/P)ds 0<t<s
a u®=4{ 0 , t=s (4.1)
-2 ftl/zw([saI‘J + (1 —s)bP]MP)ds % <t<1
b. vte[0,1]u(t)+u(l—t)=0 (4.2)
c. Eger w negatif degil ise
1
u() =o , OStSE
) . (4.3)
u) <o , 5 <t<1
d. Eger w negatif degil ise
( ! 1
| [ Iucae < 5wl
. L Lk - (4.4)
<2 —= R 1
[ e < 2wl [ -3 de, peo=1, 1<k<e
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ispat:

ap+bp]1/P

a  0<t< Siginu=[ta? + (1— £)bP]"/? olmak iizere [ <u<h

1/p
% <t < liginu = [taP + (1 — t)bP]Y/P olmak iizere a < u < [ap+bp]

olacagindan, x = [sa? + (1 — s)bP]M/? degisken degisimi yapilirsa;
1

1. ap+bp
s=tiginx =u,s =1iginx = aq, s——1g:1nx—

aP — b? dx

p

s=0icinx = b,ds =

1 t
u(t) = f w([sa? + (1 — s)bP]¥/P)ds —f w([sa? + (1 = s)bP]*/P) ds
t 0

1

aP + bP1p

w(x) fonksiyonu[ ] ye gore p — simetrik oldugundan

w([sa? + (1 —s)bP]/P) = w([sb? + (1 — s)aP]'/P) (4.5)
ftw([sap + (1 —s)bP]'/P)ds ifadesinde,
1

s =1— s’ yazilirsa,

t 0
j W([Sap +(1- s)bp]l/p)ds = J w([s’bP +(1-— S’)ap]l/P)dS’
1 1

—t
buradan;

t 0
j w([sa? + (1 —s)bP]/P)ds = J w([sb? + (1 — s)aP]'/P)ds
1

1-t
elde edilir. (4.5) ifadeden dolay1

0 0
f w([sb? + (1 — s)aP]*/?)ds =f w([[sa? + (1 —s)bP]V/P])ds (4.6)
1-t 1-t

olur. Buradan;

t 0
f w([sa? + (1 —s)bP1'/P)ds :f w([[sa? + (1 —s)bP]V/P])ds
1 1

—t

. 1
olur. Bu son ifadede t = 2 yazilirsa

1 0
f w([sa? + (1 —s)bP1'/P)ds =f w([[sa? + (1 — s)bP]*/?])ds
1/2 1/2

elde edilir. Ayrica x = [saP + (1 — s)bP]'/P degisken degisimi yapilirsa
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[al’;bl’]l/p W(x) , W(x)
fa i 4 f[_]’ i (4.7)
1 t
J. w([sa? + (1 —s)bP]/P)ds — f w([sa? + (1 — s)bP]HP) ds
t 0

_ pP — gP l “wx) fb w(x) dxl (4.8)

1- 1-
p XSy x0T

p+bp]1/p

J.uw(x)dxzf[aT W(x)dx+f[u de

x1-p x1-p aP+bP]1/p x1-p

2

fwx) b w(x) u w(x)
fa pore— dx = ﬁap+bp]1/p Py dx + jiambp]l/" g dx (4.9)
2

2

dx (4.10)

% w(x) " w(x)  [Pw(x)
al +bP 1P 5 1-p X = ap oo/ x1-p x1-r
[ 2 ] [ 2 ] u

elde edilir. (4.9) ve (4.10) ifadelerinde verilen esitlikler (4.8) ifadesinde yerine

“wx)  [Pw) b? —aP [ w(x)
j = —j T dx| =2 J p 1o, dx
@ X°°P u X°P p [ap+bp] x1-p

yazilirsa
pP — gP

p

2

1/2
= 2] w([sa? + (1 —s)bP]/P)ds

elde edilir. Ayni argiimanlar1 kullanarak (a)’ nin ikinci kismini da benzer sekilde elde

ederiz. u(%) = 0 olup integral sonucunu etkilemeyeceginden (a)’ nin birinci ve

ikinci kisminda t = % i¢in sinirlar [0, %] , E, 1] almabilir.

b.
1/2 1
2 w([sa? + (1 — s)bP]/P)ds , 0<t< >
ue)y=4 ", )
—2f w([sap +(1- s)bp]l/”)ds , ==<t<1
k 1/2 2
‘ 1
2f w([sa? + 1 —s)bP1'P)ds , 0<t< >
wi-n=1 ", 1
k—ZI w([sa? + (1 —s)bP]/P)ds , SSts 1
t
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olacagindan Vt € [0, %] ve E, 1] icin u(t) + u(1 —t) = 0 kolayca goriiliir.

c. w fonksiyonu negatif olmadigindan

1 1/2
vVt € [0'5] icin  u(t) = Zf W([sa” +(1- s)bp]l/P)ds >0

t
1 1/2
vt € [z,l] icin  u(t) = —Zf w([sa? + (1 —s)bP]/P)ds <0
t

esitsizlikleri kolayca goriiliir.

d. w fonksiyonu negatif olmadigindan

jollu(t)ldt - fol/z,u(t)dt— jl ,u(t)dt{t € [%1] icin u(t) < o}

1/2
12 / +1)2
= 2]0 (ft w([sa? + (1 - s)bp]l/p)ds> dt
1 /ot
+ 2] <f w([sa? + (1 - s)bp]l/p)ds> dt (4.11)
172 \J1/2

172 [ 172
= Zf j- sup lw([sa? + (1 —s)bP]V/P)|ds |dt
0 t

SE O'E

1 t
+ 2] J sup |w([sa? + (1 — s)bP]¥/P)|ds |dt
172\ /1

/ZSE[%J]
1
-, ({1 p tro g - o1 p
<2 [*(5 =) Iwllode+2 [ (¢=3) Iwllo de = 21wl | 65| de
2
1
=S lwlle, (4.12)
e. %+$=1ve1<q<ooolmakﬁzere,

dt (4.13)

jolu,t(md:zfo1

u(t)’ nin tanimi , (4.11) ifadesi ve Holder’ in integral esitsizligini kullanirsak,

172 ot
f f w([sa? + (1 —s)bP]'/P)ds
¢ Jie

1/2
j ds
t

1/2
J w([sa? + (1 —s)bP]'/P)ds

1/k 1/q

<

1/2
<f lw([sa? + (1 - s)bp]l/p)ds|q dt)
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<le-2" twi,

elde edilir. Bu son esitsizlik (4.13) ifadesinde yerine yazilirsa

f (Olde < 2llwll, f |t—— t (4.14)

olur.

Teorem 4.1.2 f:1 ¢ R\{0} » R [°’ da diferansiyellenebilir bir fonksiyon a,b €
I°,a < b,p € R\{0} olsun. Eger f € L[a, b]ve w:[a, b] = R integrallenebilir birer
doniisiim ise

fla) +£(b) bW(x) ff(X)W(X)

2 axlp x1=p

- ([ta? + (1 — t)bP]M/P)dt (4.15)

_ @7 —a)? fl u(t)
0 [ta? + (1 —t)b?] 7

2p?
esitligi elde edilir.

Ispat: (4.15) ifadesinin sag tarafini ve u(t)’ nin tanimin1 kullanirsak,

_ 2 r1
T = (bp2 gp) f u(t) _F ([ea? + (1 — OB TPt
P o [tar + (1 - )bP]'
(b? — a?)?

1/ /1
= Tf (f w([sa? + (1 —s)bP]V/P)ds
0o \Je

t , B )
- j w([sa? + (1 = s)bP]'/P) d5>f (Ita? + (1= Ob?] pl)dt
O [ta? + (1 — O)bP]' 7

N2 1yl . f[ta? + (1 - 1:)bp]z17 dt
T = (bpz—gp)J (J w ([sap +(1- s)b”]5> ds) ( ?
p> Jo \U [ta? + (1 —t)b?]' >

_ 2 1/ 01 1 f’ [taP + (1 — t)bp]% dt
_ (b7"2 ;ﬂ’) f <f W([Sap +(1- s)bp]5> ds) ( : 2
p 0 \Jt [ta? + (1 —t)bP] #

N2 1yl . f[ta? + (1 - t)bp]% dt
T, = (bpz—;lp)J <J w ([Sap +(1- s)bp]_) ) ( 2
p 0 \Je ta? + (1 —t)br]" 7

[
S ([ o)) L0
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olmak uizere,
T =T, —T, olur. (4.16)

Kismi(pargali )integrasyon uygularsak;
1

AL st (s + - o0
0
— fbp flw([sap - s)bp]%).f([mp +(1- t)bp]%> dt

(bp _ ap)Z pz bf(x)w(x)
T = [(aP pyef ).f e~ —by ), dx'_l

(bP — ap)2 p’ p’ b f)w(x)
2p2 [(ap bp)z f( )j x1 p (ap _ bp)z xl 14 xl

W() ff(x)W(x) ]

x1-p

Tl ==

[f(b) (4.17)

elde edilir. Diger taraftan,
1

T, = (bP z—pgp)Z Iap ﬁbl’ J:w<[sap +(1- S)bp]%> dsf ([tap +(1- t)bp]%ﬂ 0
T fbp flw([sap + (- S)bp]%>.f<[tap +(1-— t)bp]%> dt

wp—wf W) P fewE
= Lw wﬁ“)f x(w—wVL X7 xl

(w—ﬂf P (MW
T, = [(ﬂ Myﬂ)f x(w_my 2l 4
we) (MW
T, = El—f(a)ja el e l (4.18)

elde edilir. (4.17) ve (4.18) ifadelerindeki esitlikleri (4.16) ifadesinde yerine yazarsak
ispat tamamlanur.

Teorem 4.1.3 f:1 c (0,00) -» R [°’ da diferansiyellenebilir bir fonksiyon a,b € I,
a <b, |f'|, [a, b] lizerinde p-konveks bir fonksiyon ve p € R\{0} olsun. Eger

aP +bP 1/p . . o .- .
w:la, b] - R, [ ] ye gore p-simetrik, integrallenebilir ve negatif olmayan
bir doniisiim ise
fla) + f (b) W(x) 'f Ow)
xl p a xl_P
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ap+bp]1/p

bP — aP f[T
<
p a

olur. Burada, A;(x) ve 4,(x);

w(x) . '
i A OIf (@] + A ()|f (b)]] dx

alinmustir.

Ispat: (4.15) esitliginin her iki tarafinin mutlak degerini aldigimizda,

( xP —aP xP —aP \
bP—aP tdt bP —aP (1-1t)dt
A0 = f —+ f .
0 [ta? + (1 —t)bP] » -0 [th? + (1 —t)aP] »
9 xP —qP 1 d xP —qP d g
bP—aP —t)dt bP—aP tdt
A2(x) :J. ( : 1-L +_f 1-+
\ 0 [ta? + (1 —¢t)bP] » -0 [tb? + (1 — t)aP] »J

_|[fl@a+ f (b) f W(x) 'f (X)W(x)
xl‘l’ . 4
— (bp _;lp)z .I-l ,U(t) 1f’([tap + (1 _ t)bp]l/p)dt
2p 0 [ta? + (1—t)b?] 7
_ )2
L _uf W@ |f' (1ea? + (1 - 07} S
[ta? + (1 — D)bP] >
elde edilir. (4.11) ifadesi ve |f'|” nin konveksligini kullanarak
P — qP\>2
Ls( : )

f( FW (1507 + 1 - s)bp]%) ) el @l + = Olf B
o \U, [ta? + (1 — Ob]' 7

1 t _
+f <f W([tap + (1 - ¢t)bP]P ) >(t|f @]+ 1 =-0)If (b)l)
L\ [tap+(1—t)bp] 5

elde ederiz. Bu son ifadede integral sirasin1 degistirirsek,
P — qP\>2
Ls(—>)
p

1/2 rs —
[j j W([Sa,, +(1—S)bPT )(tlf @]+ @ -lf (i))l)
0 [taP + (1 — t)bP]

(4.19)

]

+f1 flw([sa,,+(1 )bp]>(tlf(a)|+(1—t)lf(b)l)dtd J
172 /s

[ta? + (1 —t)bP] »
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‘fb fbp = w(x) tlf @I+ QA =-0If (b)l)
[aP+bP]P

1 1
pP — qP x [taP + (1 — t)bp] P
X (4.20)

p f wlo (tf @I+ A -Dlf &)

Jn P—xP x1-p

bP—aP [ta? + (1 — £)bP]' >
elde edilir. Son e$1t51zhktek1 integraller,

I = fb fb” = w(x) (tlf (@] + @ - DIf (b)l)
1= 1
et le X e (1= ope]e
I = j
p bp]l/p

seklinde kisaltilip ve w(x) fonksiyonunun [a Lt

[ap+bp 1“’ +P—aP

jbp T w() (lf (@] + (1 = DIf’ (b)l)
T L+ (1= 0be]

(4.21)

> ye gore p-simetrik oldugunu

g6zoniine alirsak, I; = I, oldugu Kolayca goriilebilir. Boylece

P _qP

1 tdt y j—bp_ap (1—t)dt
- il
e [ta? + (1—0)bP] > 20 [eb + (1 —t)ar] >
xP —aP
. (1-1t)dt bP—aP tdt
bP —xP 1-1 = f 1L (4.22)
w—ap [taP + (1 —t)bP] » 70 [th? + (1 —t)aP] »

elde edilir. Son olarak (4.21), (4.22) ve (4.23) ifadeleri (4.20) ifadesinde yerine
yazilirsa ispat tamamlanir.

Sonug 4.1.1 (4.19) ifadesinde;

a. p=1ve w(x)=1 alirsak (3.9) esitsizligini,

b. p=1 alirsak (3.21) esitsizligini,

C. p = —1 alirsak (3.41) esitsizligini

elde ederiz.

Teorem 4.1.4 f:1 c (0,00) - R [°° da diferansiyellenebilir bir fonksiyon a,b € I,
a < b, |f'|, [a,b] tlizerinde p-konveks bir fonksiyon ve p € R\{0} olsun. Eger

w:[a, b] - R integrallenebilir ve negatif olmayan bir doniisiim ise

‘f(a) + f(b)f W(X) f(x)W(x) ‘
x1- P “ Coxlr
(b? — aP)? : :
< TIIWIIm[Bl(p)If @I+ B()If (B)] (4.23)
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dir. Burada, B; (p) ve B, (p);
1/2 _ 942 1 2 _
|(B1(P) =f (t — 2t%)dt 1+f (2t% — t)dt _1\|
12 [th? + (1 — t)aP] pf

0 [ta? +(1—t)br]'»
12 (2t = 3t + Ddt fl (—2t? + 3t —1)dt
12

B = [ o+

0 [ta? +(1—1t)br]' P th? + (1 — t)ar]'

alinmustr.

Ispat: (4.15) ifadesinde her iki tarafin mutak degerini alirsak,

‘f(a)+f(b)j w) jf(x)W(x) ‘

le x1l-p

-f ([ta? + (1 — t)bP]Y/P)dt

ta? + (1 —t)br]' >

O —a?)’ ]1 u(®)
-5

olur.

‘f(a) + f(b)j w) f(X)W(x)

xlp o xlp

x| olmak lizere,

dt

H < Mf| (t)||f<tap+(1—t)bp]>

1
[ta? + (1 — t)bP] #
olacagindan ve (4.12) ifadesinden

1 71 1, 1
jm(t)utszf (——t)||w||oodt+zj (£=3) wlr e
0 0 2 % 2

esitsizligini elde edebiliriz. Bu ifadeyi bir 6nceki esitsizlikte yerine yazarsak,
@ -y aP)Z
H<—=—|wlle x

1/2 1-2t
( ) gt

1

[ta? + (1 — t)bP]' >

1 _ 1
[ 2 (e + - 00y
12[the + (1 — )ar]' 7

f ([tap +(1- t)bp]%)

dt) (4.24)

elde edilir. Ayrica |f'| [a, b] lizerinde p-konveks oldugundan gerekli diizenlemeler

yapilirsa,
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fz (1—-20(lf (@] + (1 - t)lf (b))dt |
H< M” o x| [ta? + (1 — O)bP]' G
-2 fl(Zt— D(elf (a)| + (1—t)|f (b)|)dt
7 [eb? + (1 — t)ap] 5
(b? — aP)?
H < T”W”oo

taP + (1 —t)bP] tb? + (1 —t)ar] »

1/2 2 _ 1 (_942 —
N (f (2t* — 3t + Ddf_Lf (—2t* + 3t 1)clli> b))
0 [ta? + (1 —¢t)bP]" »“1/2[tb? + (1 — t)aP] » |

[ (12 (t — 2t%)dt 1 (2t% — t)dt , |
<f0 [ 1—%f1/2[ 1—1> lf (a)l

olacagindan ispat tamamlanir.

Sonug 4.1.2 (4.23) ifadesinde;
a. p=1vew(x) =1 alirsak B;(1) = %, B,(1) =% olup
‘ﬂ@+ﬂm_

1 b
b_af f(x)dx

_b-
- 8

esitsizligini,
b. p =1 alirsak

b b
Fﬂiﬂ@fmww—fﬂwmww
Y
< O il OF @1+ 1 @)D
esits1zl1g1n1

c. p=-1vew(x)=1 alirsak

‘f(a) +f(b) ab

f f(x)dx

b — ,
<& )[(Bl(—lnf @] + B (=DIf BD)]

esitsizligini,
d. p = —1alirsak
‘f(a) +f(b)j W(x) f(X)W(x) ‘

x2

41




2

1/b— : '
< E(Wa) IWlloo [(By (—DIf (@] + By (=DIf (B)D]

esitsizligini,
e. w(x) =1 alirsak
f@+f®)__p (P
2 bP —aP J, x'- P
pP — gP
= (F5 ) (BN @]+ B)lf D]
esitsizligini , elde ederiz.

Teorem 4.15 f:1c (0,0) - R, I°° da diferansiyellenebilir bir fonksiyon,
w:[a,b] - R integrallenebilir ve negatif olmayan bir doniisima,b € I°a < b,

q = 1, p € R\{0} olsun. Eger |f'|? [a, b]iizerinde p-konveks bir fonksiyon ise
‘f(a) +f(b) (" w(x) dx _f f(x)W(x)

x1-p Coxlr

a

bP — qP)2
<E il [((Cl(m) C@)IF @I + G T
+ () G @1+ CmIF ©)17179)) (4.25)

dir. Burada, C; (p), C;(p), C5(p), C4(p), C5(p), Cs(p);

1/2 1—28t)d 1/2 -2 2 d
aom=[ —E . ae= [ S
0 [taP + (1 —t)bP] » 0 [ta? + (1 —t)bP]
V2 (2t? =3t +1)d . 2t — 1)d
am=[ N = [
0 [ta? + (1 —t)bP] 21th? + (1 — t)aP] »

1 (2t% — t)dt 1
C = - C =
o= e | .

t)ar] »

(—2t? + 3t — 1)dt

the + (1— t)ar]' 7
alinmustir.

ispat: |f'|9° nin p-konveksligi, Power Mean esitsizligi ve (4.24) ifadesini
kullanirsak,

fl@) + f(b) f” w) f fOw®)
2

1 T xlp
axp x7P
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P _ 4P)2
S(b a’)
2p?

1/2
Wil f
0

(1-2t) 1

— |f’ ([tap +(1- t)bP]5> dt

(2t-1)

1
)
1/2

(b? — aP)?
< 2—pz”W”oo X

T

[th? + (1 —t)aP]

f ([tap +(1- t)bP]é)

1

P

[ta? + (1 —t)bP] P
dt]
1—

(1-2t)dt

(1-2t)dt

<f0 [ta? + (1 —t)bP

L
q
1-1 %
] r

) (fo [ta? + (1 — )bP] >

1

f ([tap +(1- t)bp]%)

1
q>q
o0

(2t — 1)dt

1
(fl/z [taP + (1 —t)bP

(2t — 1)dt

j1
q
X
1
g

—

P _ 4P)2
<(b a?)

< Il

T

1
(fl/z [taP + (1 — t)bP]

i

1/q
q)

f ([tap +(1- t)bp]%>

(1-2t)dt

b

[

ta? + (1 —t)b?]

(1-2t)dt

P )
1 1_% )
<J2 (1-2t)dt )
1-+ %
O [ta? + (1 —t)bP] » A+
— [tlf (@17 + (1 - t)If'(b)I‘?]>
p 1 ] >
1 1_3
F (1 —2t)dt
T X
0 [tar + (1 —t)br]' »
— [tlf (@) + (1 - t)If’(b)Iq]>
P J

\ (jo [ta? + (1 — £)bP]'

olur. Gerekli diizenleme ve sadelestirmeler yapilirsa
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(b? —a?)?

22 Iwlle X
( . 11 \
F (1—-2t)dt
T X
0 [ta? + (1 —t)bP]' »
: —2t%)d , ? (2t2—3t+1)d , ¢
f (t — 2t%)dt Nif @i+ f (2t t+)1t_l F ()1
0 [ta? + (1 —t)bP] 0 [ta? + (1 —t)bP] »
1 + ’
L
jl (2t — 1)dt
! [tar + (1— 0)br]P
1 2t —t)d , L (=2t?+3t—1)d , ’
jl (2t? — t)dt i @i+ [ (—2t% + 3t )1t1 Bl
\U\’"2 [ta? + (1 —t)bP] » 3 [ta? + (1 — ©)bP] 7 )

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
Sonug 4.1.3 (4.25) ifadesinde;

a. p =1ve w(x) = 1 alirsak konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard tipli,

‘f(a) +FB)
2

<

1 b
b_ajf&Mx

(b—a)
8

e (o Lo S
(2) (Bs1F @17+ 1F BT + I @17 + 517 BT

esitsizligini ve bu ifadede q = 1 alirsak (3.10) ifadesini elde ederiz.

b. p = 1 alirsak konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard-Fejer tipli,

f@+f®) (*
A

<

b
x)dx—j fxw(x)dx
a
1
(b —a)? /1\a , , 1 , , 1
= (=) Il (11 @I + 17 BT + [IF @7 + 517 BT )
esitsizligini elde ederiz.
c. p=—1vew(x) =1alirsak harmonik konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-

Hadamard tipli ,
fl@+fb) ab ‘fbf(x)dx‘

<
2 b—a x?2

a

44



@) [(cl(—l))l‘E[cz(—1)|f’<a)|q + (= DI BT
(€4 (=D) Cs (= DIf @I + Co(=DIF B4

esitsizligini elde ederiz.
d. p = —1 alirsak harmonik konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard-Fejer

tipli,
‘f(a)+f(b) be(x) dx—f W(X)f(X) ‘_

x2 oxz

1/b—a
L= e [(a - 1)) TE(DIF @I+ G DI @)1
+(C4-D) TICEDIF @I + Go(-DIF ) 11]

esitsizligini elde ederiz.
e. w(x) =1 alirsak p-konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard tipli esitsizligi

flw+fB) p f()

2 bp—aqaxlp

pP —
( )((Cl(p)) Cz(p)lf (@]9 + C;P)If (b)|‘?]

<

+ (@) TGO @1+ G@IF BIT)
elde edilir.
f. g =1 alirsak (4.23) ifadesini elde ederiz, bu ifade (4.25) ifadesinin 6zel bir

halidir.
Teorem 416 f:1c (0,0)—> R [®> da diferansiyellenebilir fonksiyon ve
|f'|? [a,b] tzerinde p-konveks fonksiyon olsun.a,b € I°,a < b,q > 1, %+§ =
1 ve p € R\{0} olmak iizere, eger f ,w € L[a, b] ve w negatif olmayan bir doniisiim
ise

‘f(a)+f(b)j w® . f(X)W(X) ‘

xlp “ S oxlr

If (@l + 3If'(b)lq a
h? — qP 2 Dl(pr k)[ l +
G ) i, x

- (4.26)

2p

D, (p k)l

dir. Burada, D; (p, k) ve D,(p, k);

31f (a)lq +1f (b)lql
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N =

b= | =20 ) g
0 \[ta? + (1 —t)bP]' »
N
1 _
D) =| | =D ) 4
V2 \[ta? + (1 - t)bP] 7
alinmustir.
Ispat: (4.24) ifadesinden,
‘f(a) +f(b)j W(x) f(x)W(x) ‘
x1- P “ S oxlr
_ 2 1/2 _ 1
(bpz—;zp)”W”m f d-20 - |f'([tap +(1—t)bv]§) dt
p 0 [ta? +(1—t)br]'

1 i 1
+f @-1) : |f’ ([tap +(1- t)bP]5>
12[the + (1 — t)a?]' 7

dtl

yazilabilir, Holder’in integral esitsizligini kullanirsak,

PG a?)?

< Wil x

(T kNt | )

1
]2 (1-2¢t) ) e | x
0 \[ta? + (1 —t)bP]' 7
(L )
[ )
__ 0 ) i _ \
k k

! 2t—1
f ( ) | dt | X
12\ [tar + (1 —£)bP]
1

_<f1/2|f (tap+(1—t)bp] )thfJ

ve |f'|7° nin p-konveksliginden yararlanarak, integral degerlerini hesaplayip gerekli

1

f <[tap +(1- t)bp]%)

—

diizenlemeleri yaptigimizda,

_ G —ay?

<o Wil x
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M/ . PEENE I
jz (1-2¢t) ) ar | x
o \[ta? + (1 — O)bP]' > 4
(If'(a)l" " 3|f’(b)|q>3
| 8
! b
k k
1 _
f e-n ) .
1/2\[tap + (1 — t)bP] »
<3|f'(a)|q " |f’(b>|q)3
L 8 1y
_s 2
<Mllwllmx

< 22

(@17 + 3£ (b)]7\a 3IF @9 + If (B)]9\e
Dl(p,k)<|f @) 2 I >|> +D2(p’k)< I @ 8+If( ) )]

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonug 4.1.4
a. p =1vew(x) = 1 alirsak konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard tipli,

‘f(a) +FB)
2

<

1 b
= aj f(x)dx

1
1
q

) (11f @1 + 317 @)1 + BIF @)1 + 15 )15 )

(b—a) ( 4

16 k+1
esitsizligini,

b. p = 1 alirsak konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard-Fejér tipli,

f(a)+f(b)jb
2 a

<

b
w(x)dx—j fxw(x)dx

(b —a)?
16

1
q

4\ , ,
() Wl (17 @17 +31F @17
+IBIF @I+ I )IT)

esitsizligini,
c. p=—1vew(x) =1alirsak harmonik konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-

Hadamard tipli,
fl@+fb) ab fbf(x)dx‘

<
2 b—a x?2
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(b—a) I @I + 317 B)I7s
2ab Dl(_l’k)< 8 )
L) <3If @I+ 1y <b)|q>q>
esitsizligini,

d. p = —1 alirsak harmonik konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard-Fejér
tipli,
‘f(a)+f(b) ab fbf(x)
> - dx
a

<
b—a x2

1 /b — a\* (D)7 +3|f (b T\q
E(ﬁ) Wil Dl(—l,k)<|f (@] J; If ( )I)

1

31f (@] +|f (b)|7\7

+Dz(—1,k>< F @i+ 1 G ))
esitsizligini,

e. w(x) = 1 alirsak p-konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard-Fejer tipli,

f(a) + f(b) P bf(x)d
X

- <

2 bP —aP ), x'=p -
b — a? F (@17 + 31F (B)l7\e
(" )Dlmk)( - )

+D,(p, k) <3|f <a>|q8+ If <b>|q>q

esitsizligini, elde ederiz.
Torem 4.1.7 f:1 c (0,0) - R I°° da diferansiyellenebilir bir fonksiyon a,b €
I°,a<b, peR\{0}olsun w, f € L[a,b] ve w negatif olmayan bir doniisim
olmak tizere , olmak tizere , eger |f'| doniisiimii baz1 K > 0 i¢in Lipschitz kosulunu

sagliyorsa

p (fbw(x) e [ @) dx)_

bp — qP a x1-p a x1-p
1
b? —aP ! u(t)dt , [ap + bp]zT
2p _[0 o/ 2
[ta? + (1 —t)bP]
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K(b? —aP) (! lu(®)dt
< — |4, (a?,b") — M, | (4.27)
0 [taP + (1 —t)bP]

dir.
Ispat: (4.15) ifadesini kullanip verilen esitligi,
p__P f(a) + f(b) W(x) f(X)W(X)
17 pr —qp le T

bP — aP t)dt ,

= f “() - F ([ta” + (1 — D)bP]P)
P Yo [tar + (1 - 0)b?]'

bigiminde yazilabiliriz, ayrica F; esitliginin sag tarafini

b? — q? fl u(t)dt
2P Jo [tap + (1 - t)bP]"

()

seklinde yazip buradan,
pP — qP
F, = X

1 1/
f u(t)dt lf ( [ta? + (1 — )bP] 1/p) £ <[aP+bP] P)l
0 [ta? + (1 - t)b?]'

s bP — aP f p(t)dt <[ap+bp ””)
20 o [tap + (1 - £)bP] 17

1/p
If ( [ta? + (1 — t)bP] 1/p) f <[ap+bp] )

elde edilir. Bu esitligin sag tarafindaki toplamsal kismi esitliginin sol tarafina

attigimizda asagidaki F, esitligini elde ederiz.

poo | P <f(a)+f(b) W(x) f(X)W(X) >
27 | pp—qr j x1- p . T xlp
b —a fl u(t)dt [ap+bp
20 Do tp + (1= 0)br]*

— lf’([tap + (1 —t)bP]V/P)
taP + (1 —t)bP] »

()
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2p 0




F, esitliginin her iki tarafinin mutlak degerini alip,

p (f(a) + f(b) w(x) f(x)w(x) >
bP—aP 2 . Xt P “ Coxlp
b —a? fl u(t)dt [ap +bp
20 Jo [tqr 4 (1= O)bP]

_|p? —a? fl u(t)dt
2p 0

T [f'([tap + (1 —0)bP]P)
ta? + (1 —t)bP]

()

esitligini elde ederiz. Esitligin sag tarafi, f lipschitz kosulunu sagladigindan; tanim

2.1.8 kullanarak esitligi,

aP +bP 7P
1)

f’([tap +(1- t)bp]l/p) = f <[

1
1 raP+bP1pe
< K|[[ta? + (1 —t)bP]r — [ > ]p

bigiminde yazilabiliriz. Bu son esitsizligi F, esitliginin sag tarafinda yerine yazip

gerekli diizenlemeleri yaptigimizda,

P (f(a)+f(b) bW(X) ff(x)W(x) >

br—qgP 2 . Xt p x1-»
1
p? —qP (1 u(t) [ ra? +bP1p
 2p j 1—lf 2
0 [ta? + (1 —t)bP] »
b? —a?| (! t)|dt
< K| 5 f 0] = |[ta? + (1 — t)pP]1/P
P Vo [tar + 1 —6)br]'
aP +bP7M?
B [ 2 ]
KO —aP) (! lu(D)ldt

— |At1/p(ap,bp) —Mp|
0 [ta? + (1 —t)bP] »

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Sonuc 4.1.5
a. (4.27) esitsizliginin sol tarafim1 R ile gosterelim bu esitsizligin sag tarafim
kullanirsak agagidaki bi¢imde yazabiliriz,
K(bP —a?) (! t)|de
IR| < ( 2 ) f lu(®)l
P Jo [tar + (1 - t)bP]

1

al +bP7'P
-

[ta? + (1 — £)bP]L/P — [

K(b? —a?) ' £)|dt
< ( - )f ()| — | sup |[tap+(1_t)bp]1/p|_Mp
P 0 inf [ta? + (1 —t)bP] » te[0,1]
t€[0,1]
buradan,
1
i p>0igin inf ‘[tal’ +(1-0b"]' 7| =a? 1 ve
tel0,1]
1
sup ([ta? + (1 —t)bPlP| = b
tel0,1]

olur. (4.12) ifadesini kullanirsak,

K(b? —aP)|b — M,|
4par—1

IR| < Wl

elde edilir.

1
ii. p<O0igin inf |[tap +(1—-6)bP]' 7| = bP L ve

te[0,1]

sup |[ta? + (1 —)bP]Y?P| =a
te[0,1]

olur. (4.12) ifadesini kullanirsak,

K(b? — ap)|a — Mp|

Rl < =
elde edilir.
b.g>1 %+ i =1 olmak lzere,

i. p>0icin (4.14) ifadesinden

Kb —aP)|b — M,| LI T
IRl < el ||w||qf -] ar
pa 0 2

elde edilir.
ii.  p <0 igin (4.14) ifadesinden
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1/k

|IR| < t—=| dt

2

K(bP —aP)|la—M 1
_|1 1 Iwll,
pb?

elde edilir.
c.p=1 igin (3.29) ifadesini,
d. p =-1 icin (3.41) ifadesini,

e. w(x) = 1 alirsak bununla baglantili olarak (4.12) ifadesinden

. p>0icin
f@+f® _» ("f&
2 bP —ar J, x'- P
_ K@? —an)[Kp— My| +|f (M)]]
4papr~1
ifadesini,
ii.  p<0igin
f@)+f(b) p f(x)
2 CbP—ar |, x1P pr
_ K@ — a)[K]a - My| + | (M)]]
4pbp—1

ifadesini elde ederiz.

Teorem 4.1.8 f:1 c (0,0) - R [°° da diferansiyellenebilir bir fonksiyon a,b €
I°a<b ,p€R\{0} olsun w, f €L[a b] ve w negatif olmayan bir déniisim
olmak iizere, eger Vx € [a,b] igin —o0o < m < x'Pf (x) < M < oo olacak sekilde

m < M sabitleri varsa

p (f(a) + f(b)J W(X) f(X)W(X) )

by — qb xl—p a xl p
(b? — aP)(M + m) (M —m)(b? —aP) (!

— 1 JO u(t)dt| < 1 JO |lu(t)|dt (4.28)
esitsizligi saglanir.
Ispat: (4.15) ifadesinin sag ve sol tarafini
[P <f(a) + f(b)f W(x) f(x)W(x) )

bp — qP x1- p a xl p
T = bpz_ “pj w) £ ([ta? + (1 — OBP]P)dt

P Jo [tar + (1 - 0)bP] 7

bigiminde yazilabiliriz. Bu durumda,
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L=T (4.29)

olacag aciktir.

_ 1
T = b7 Zpapf u(t) [[(tap + (1 - t)bp)l/l’]l_pf'([tap + (1 - t)bp]l/P)] dt
T = bpz—papf u(t) [[(tap +(1 - t)bP)l/P] PF ([ta? + (1 = £)bP]V/P)
m + M N m+ M] Qe
2 2
ve bu ifadeyi daha agik bir bigimde yazarsak,
( (b? —aP)(m+ M) (! bP — a?
_! I fou(t)dt+ 2 X
- 1 171— 1
I\ fo u(t) “(tap 41— t)bp)i] f ([tap 41— t)bp]l7> _n er Ml dt

olur. Son ifadedeki T ’nin toplamsal sag tarafin1 (4.29) ifadesinde L’ nin oldugu

tarafa atip bu yeni ifadeyi H seklinde kisaltirsak,
= [ p (f(a) + f(P) W(x) f(X)W(X) )

— 1 T xlp
b? — a? 2 axp axp

(bP —aP)(M +m) (!
- 4p jo #(t)dtl

b —a
= f u(® [[(tap + (1= )] F ([ta? + (1 — HbP]P)
m + m]
- dt
_ 1
H= cll zpapj u(t) [[(tap +(1- t)bp)l/?’]l_pf'([tap + (1 —t)bP]V/P)
0

m+m
|

olacagindan, H esitliginin her iki tarafinin mutlak degerini alip esitligin sag tarafini

diizenlersek,

p_p
|H|_

f |,u(t)|| (ta? + (1 — Ob?)?] P £ ([ta? + (1 — O)bP]VP)

m+M

| dt (4.30)
seklinde yazabiliriz. Ayrlca teoremde verilen kabulden dolay1

m < [(ta? + (1 - t)bp)l/p]l_pf'([tap +(1—0bPIMP) <M
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biciminde yazilabileceginden, bu ifadede gerekli diizenlemeler yapilirsa,

1— 1
m-= er M =< [(tap + (1 - t)bp)p v f ([taP +(1- t)bP]E) _n : M
m + M
171— 1 _
[(tap +(1- t)bP)zT] f’([tap +(1- t)b?’]5> _z er M < M 5 n

elde edilir. Son ifade (4.30) ifadesinde yerine yazilirsa ispat tamamlanmais olur.
Sonuc 4.1.6 (4.28) ifadesinde;

1/p
LI ye gore p-simetrik bir donisim ise (4.12) ifadesini

a. Eger w(x), [

kullanip;
i. p=1 alnrsa (3.27) ifadesini,
ii. p=-—1 ahnisa (3.39) ifadesini,

aP +bP 1/p, . . . . . .. . . .
] ye gore p-simetrik bir doniisim ise (4.14) ifadesini

b. Eger W(x)[
kullanip;
I. p= 1 almrsa(3.27) ifadesini,
ii. p=—1 alimirsa (3.40) ifadesini,

C. p = 1 alinirsa (3.23) ifadesini,

d. p = —1 alinrsa (3.37) ifadesini,

e. Eger w(x) = 1ise (4.12) ifadesini ve liggen esitsizligini kullanip;

p =1 alinirsa (3.28) ifadesini,
f. Eger w(x) = 1 ise (4.12) ve (4.14) ifadelerini kullanirsak;

p (f(a)+f(b)J w) Jf(x)W(x) )

b? — a? x1- P x1-p
(b? — aP)(M + m) (M —m)(b? — aP)
— ye JO u(t)dt| < 8p
ii.
p (f (a) + f(b) f W(x) i (x)W(x) )
bp — qP x1 p “ xl p

(b? — aP)(M + m)
— 1 J;) u(t)dt
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(M —m) (b — aP) 1| 1)
< t—— d
- Iwll, fo | as

ifadelerini elde ederiz.
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BOLUM 5.TARTISMA VE SONUC

Bu tez ¢alismasinin 4.bolimiinde; w:I € (0,0) - R olmak tizere, w ile baglantili;
u(t):10,1] » R dontsiimi ve u(t) doniigimiiniin bazi ozelliklerini igeren yeni
teorem, Hermite-Hadamard esitsizliginin sol tarafindan orta kisminin ¢ikarilmasiyla
elde edilen teoremle birlikte p-konveks fonksiyonlara uygulanmig, sonucunda
Hermite-Hadamart-Fejér ve Hermite-Hadamart-Fejér Trapezoidal tipli esitsizliklerin
bir genellemesi p-konveks fonksiyonlar igin verilmistir. Elde edilen tahmin ve
sonuclar yeni olup p=1 ve p=—1 alindiginda 3. boéliimdeki c¢alismalarin
tamamina indirgendigi gortilmistiir. Bununla birlikte daha bir¢ok yeni teorem ve
sonug elde edilmis olup, buradan p’ nin farkli degerleri i¢in kullanigh birgok yeni

esitsizlik ve ortalama elde edilebilir.
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