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ℝ                              : Reel Sayılar Kümesi  

∀                               : Her 

∃                               : Bazı 

𝐿[𝑎, 𝑏]                      : [𝑎, 𝑏] Aralığında İntegrallenebilen Fonksiyonların Kümesi 

𝑓 ′                               : 𝑓 Fonksiyonunun Birinci Mertebeden Türevi  

𝑓 ′′                              : 𝑓 Fonksiyonununİinci Mertebeden Türevi 

𝐼                                : ℝ’ de Herhangi bir aralık 

𝐼°                               : 𝐼’ nın  içi 

𝑃𝐶(𝐼)                        : 𝑝-Konveks Fonksiyonlar Sınıfı 

∑                               : Toplam Sembolü 

𝑖𝑛𝑓                            : İnfimum 

𝑠𝑢𝑝                           : Supremum 

ℝ𝑛                             : n-Boyutlu Öklid Uzayı 

| ∙ |                                : Mutlak Değer 

‖ ∙ ‖                              : Norm 

‖ ∙ ‖𝑝                                        : 𝐿𝑝  uzayı üzerindeki norm 

‖ ∙ ‖∞                                       : Esaslı supremum 

  𝐴𝑡
1/𝑝 𝑎𝑝 , 𝑏𝑝          :  𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝  1/𝑝  

𝑀𝑝                             : 
𝑎𝑝 +𝑏𝑝
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ÇEŞİTLİ KONVEKS FONKSİYONLAR İÇİN FEJER TİPLİ 

EŞİTSİZLİĞİ İLE İLGİLİ YENİ TAHMİN VE SONUÇLAR 

 

ÖZET 

 

 
Bu tezde, p-konveks fonksiyonlar için yeni fejér tipli eşitsizlikler ve genelleştirmeler 

yapılmıştır. Birinci bölümde sırasıyla eşitsizlik teorisi, konveks fonksiyonların 

tarihçesi, konvekslik teorisi hakkında giriş niteliğinde bilgiler yer almaktadır. İkinci 

bölümde tezin kuramsal temelleri için gerekli temel kavramlar, tanımlar, teorem 

verilmiş ayrıca konveks fonksiyon sınıflarının birbiriyle olan ilişkisi literatür 

çalışmasıyla da desteklenerek aktarılmıştır. Üçüncü bölümde tez çalışmasında 

kullanılan klasik eşitsizlikleri içeren teoremler, ispatları ve bu çalışmaya kuramsal 

temel teşkil eden bazı eşitsizlikler verilmiştir. Dördüncü bölümde ise fejér tipli 

konveks ve harmonik konveks fonksiyonlar sınıfının daha genel bir hali olan fejér 

tipli p-konveks fonksiyonlarla ilgili yeni eşitsizliklere yer verilmiştir. Elde edilen 

eşitsizliklerin literatürle uyumlu olduğu gösterilmiştir. 

 

Anahtar Kelimeler: Konvekslik, Harmonik Konvekslik, Hermite-Hadamard 

Eşitsizliği, Hermite-Hadamard-Fejér Eşitsizliği, p-Konveks Fonksiyonlar. 
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ESTIMATION AND RESULTS RELATED TO FEJER TYPE 

INEQUALITY FOR SOME CONVEX FUNCTIONS 

 

SUMMARY 

 

 

In this thesis, new fejér type inequalities and generalizations have been made  for p -

convex functions. In the first part, the inequality theory, the history of convex 

functions, the theory of convexity are given. In the second part, the basic concepts, 

definitions, theorems and proofs for the theoretical foundations of the thesis are 

given and the relation of the convex function classes with each other is supported by 

the literature. In the third part, theorems which contain the classical inequalities used 

in the thesis study, the proofs and some inequalities which constitute the theoretical 

basis are given. In the fourth chapter, new fejér type inequalities related to products 

of Convex and Harmonic Convex functions which is a more general form of the class 

of 𝑝-convex functions are obtained. The inequalities obtained have been shown to be 

compatible with the literature. 

 

Key Words: Convexity, Harmonic Convexity, Hermite-Hadamard Inequality, 

Hermite-Hadamard-Fejér Inequality , p-Convex Functions. 
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BÖLÜM 1. GİRİŞ 

 

Konvekslik kavramıyla hayatımızın pek çok yerinde sanatta, finans matematiğinde, 

sağlık alanında, fizikte, endüstri alanında, biyolojide, insan anatomisinde ve günlük 

yaşantımızın pek çok yerinde bilerek yada bilmeden karşılaşırız. Konveksliği en basit 

haliyle Archimedes (M.Ö.250) kullanmıştır. Archimedes konveks bir şeklin çevre 

uzunluğunun onu içine alan başka konveks bir şeklin çevre uzunluğundan daha 

küçük olduğunu gözlemlemiş ve bu yolla düzgün konveks çokgenleri içine alan en 

küçük çemberin çevresini bundan faydalanarak bulmaya çalışmış ve bu yolla 𝜋 

sayısının yaklaşık değerini hesaplamıştır [23]. 

 

Konveks bir küme üzerinde tanımlı konveks fonksiyonlar bu aralıkta sınırlı ve 

aralığın içinde süreklidir [5], dolayısıyla görüntü kümesi de konveks olur. Bu sebeple 

konveks fonksiyon teorisi konveksliğin genel konularından biridir bununla birlikte 

türevlenebilen fonksiyonlarda ikinci türev testi konveksliği belirlemede çok 

kullanışlı ve etkili bir yöntemdir. Konveks fonksiyonların tanımı gereği bu 

fonksiyonlarda eşitsizlikler önemli bir yer tutmaktadır. Eşitsizlikler matematiğin her 

alanında çok önemli bir yere sahiptir. Genel anlamıyla eşitsizlik konusunda en temel 

çalışmaları 18. ve 19. yüzyılda C. F. Gauss, P. L. Čhebyšhev, A. L. Cauchy 

yapmışlardır. Bu alanda ilk önemli eser “Inequalities” 1934 yılında Hardy, 

Littlewood ve Pόlya tarafından yazılmıştır [24]. Bu kitap içindeki yeni eşitsizlikler 

ve uygulamalarla matematiğin birçok dalı için oldukça kullanışlıdır. Bu alanda ikinci 

önemli eser aynı isimli 1961 yılında E. F. Beckenbach ve R. Bellman tarafından 

yazılmıştır [25]. Bu kitap daha önce elde edilen eşitsizliklerin farklı sonuçlarını 

içermektedir. Üçüncü önemli kitap “AnalyticInequalities” 1970 yılında D. S. 

Mitrinović tarafından yazılmıştır [26]. Bu kaynaklar haricinde D. S. Mitrinović, J. E. 

Pečarić, A. M. Fink tarafından yazılan “Inequalities Involving Functions  and Their 

Integrals and Derivatives” [27] ve Classical and new inequalities inanalysis” [28]. C. 

Niculescu, L. Persson “Convex functions and their applications” [23]. B. G. 

Pachpatte “Mathematical Inequalities” [29]. Bunlar haricinde S. S. Dragomir, V. 

Lakshmikanthan, R. P. Agarwal gibi birçok matematikçi bu konuda çeşitli makale 
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kitap monografi yayınlamıştır. Bunlardan en kapsamlısı S. S. Dragomir ve C. E. M. 

Pearce tarafından yazılan “Selected Topic on Hermite-Hadamard Inequalities and 

Applications” kitaptır [30]. Geçmişte yapılan çalışmaların çoğu bu kitapta 

derlenmiştir. Birçok eşitsizlik türü vardır bunlardan bir tanesi de konveksite 

eşitsizlikleridir bu eşitsizlik konveks fonksiyonlarla ilgilidir. 

 

Bilinen anlamıyla konvekslik C. Hermite tarafından 1883 yılında Mathesis adlı 

dergide Sur deux limites d'une intégrale définie adıyla yayınlanmıştır [8]. Bağımsız 

olarak on yıl sonra J. Hadamard tarafından 1893 yılında Étude sur les propriétés des 

fonctions entiµères et en particulier d'une fonction considerée par Riemann [31], 

ismiyle yayınlanmıştır, bu nedenle Hermite-Hadamard eşitsizliği olarak 

adlandırılmıştır. Bu eşitsizlik konveks fonksiyonun ilk önemli ve temel teşkil eden 

sonucudur. Konveks fonksiyonlarla ilgili ilk sistematik çalışma J. L. W. V Jensen’in 

1905-1906 yılları arasında yaptığı çalışmayla hız kazanmıştır matematikte bilinen ve 

kullanılan eşitsizliklerin birçoğu aslında Jensen eşitsizliğinin [20]. Değişik konveks 

fonksiyonlara uygulanmasının bir sonucudur bunlardan bazıları Aritmetik-Geometrik 

Ortalama, Cauchy-Bunyakovski-Schwartz, Young, Hölder  ve Minkovski 

eşitsizlikleri olarak sıralanabilir [32]. 

 

Jensen, “bana öyle geliyor ki konveks fonksiyonlar pozitif ve artan fonksiyonların 

temelini oluşturur ve eğer yanılmıyorsam reel fonksiyon teorisinde çok önemli bir 

yere sahiptir” demiştir [23]. Ayrıca eşitsizlik üzerine yazılmış olan aşağıdaki 

kitaplar; Beckenbach ve R. Bellman [25]. D. S. Mitrinović, J. E. Pečarić, A. M. Fink 

[27]. Ayrıca A. W. Roberts, D. E. Varberg [6]. J. E. Pečarić, F. Proschan ve Y. L.  

Tong [2], C. P. Niculescu, L. E. Persson [23]. Konveks fonksiyonlar için çok sayıda 

eşitsizlik ve çalışma içermektedir. 1906 yılında Macar matematikçi Lipót Fejér 

Hermite-Hadamard eşitsizliğinin ağırlıklı bir genellemesini vermiştir [15]. Bu 

eşitsizlik Hermite-Hadamard-Fejér eşitsizliği olarak da anılmaktadır. 

 

Bu tez çalışmasında konveks ve harmonik konveks fonksiyonlar için verilen 

Hermite-Hadamard-Fejér ve Hermite-Hadamart-Fejér trapezoidal tipli eşitsizliklerin 

bir genellemesi 𝑝-konveks fonksiyonlar için verilmiş olup bu teorem ve sonuçların 
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bir kısmının özelde konveks ve harmonik konveks fonksiyonlar için geçerli olduğu 

gösterilmiştir. 
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BÖLÜM 2.KAYNAK ARAŞTIRMASI 

 

2.1. Ön Bilgiler 

 

Bu bölümde tez için gerekli olan bazı temel kavramlar, tanımlar, teoremler ve 

eşitsizliklere yer verilmiştir. 

Tanım 2.1.1 (Konveks Küme): E Lineer bir uzay olmak üzere (ℝ𝑛Öklid uzayı 

alabiliriz) S⊂ 𝐸  olsun. Eğer 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑆 ve 0 ≤ 𝑡 ≤ 1 sağlayan her gerçel 𝑡 için  

𝑡𝑝 +  1 − 𝑡 𝑞 ∈ 𝑆  ise  𝑆’ ye konveks küme denir [1]. 

Öklid uzayında düşündüğümüzde geometrik olarak konveks 𝑆’ de alınan iki noktayı 

birleştiren doğru parçasının yine 𝑆’ ye ait olduğunu görmek zor değildir (Şekil 2.1.1). 

 

Şekil 2.1.1 Doğrusal konveks küme. 

 

             Şekil 2.1.2  Konveks küme.                Şekil 2.1.3 Konveks olmayan küme. 

𝐴, 𝐵 ⊂ 𝐸 olmak üzere  𝐴 , 𝐵 konveks küme 𝜆, 𝛼 ∈ ℝ   𝜆, 𝛼 ≥ 0 olmak şartıyla 

𝜆𝐴 + 𝛼𝐵 =   𝜆𝑥 + 𝛼𝑦 𝑥 ∈ 𝐴, 𝑦 ∈ 𝐵  𝜆𝐴 + 𝛼𝐵’ de konvekstir. Geometrik olarak şekil 

2.4’ de kolayca görülebilir [23]. 
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Şekil 2.1.4 Konveks kümelerin cebirsel birleşimi. 

Örnek 2.1.1 ℝ’ de  𝑎, 𝑏  konveks bir kümedir [9]. 

Bir küme konveks değil ise konkav olarak adlandırılır. 

 

Şekil 2.1.5 Konkav(İçbükey) kümeler. 

Örnek 2.1.2 ∅  (Boş küme) konveks bir kümedir [9]. 

  ∀𝑎, 𝑏 ∈ ∅ ∧ (∀𝑡 ∈  0,1 ) ⇒  𝑡𝑎 +  1 − 𝑡 𝑏 ∈ ∅ birleşik önermesini ele alırsak, 

𝑝 ≡  ∀𝑎, 𝑏 ∈ ∅ , 𝑟 ≡ (∀𝑡 ∈  0,1 ) ve 𝑠 ≡  𝑡𝑎 +  1 − 𝑡 𝑏 ∈ ∅ alt önermelerinin 

doğruluk değerleri 𝑝 ≡ 0, 𝑟 ≡ 1 ve 𝑠 ≡ 0 olacağından birleşik önermesinin doğruluk 

değeri  (𝑝 ∧ 𝑞) ⇒ 𝑟 ≡ 1 olacaktır. O halde tanıma uygun hipotezin sonucunda 

doğru bir hükme varmış oluruz. Bu ise ∅ (Boş küme)’ nin konveks olduğunu 

gösterir. 

Tanım 2.1.2 (Konveks Fonksiyon): 𝐼 ⊂ ℝReel bir aralık ve 𝑓: 𝐼 ⊂ ℝ → ℝ  bir 

fonksiyon olsun. Eğer ∀ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 ve 𝑡 ∈ [0,1] için 

𝑓 𝑡𝑎 +  1 − 𝑡 𝑏 ≤ 𝑡𝑓 𝑎 +  1 − 𝑡 𝑓(𝑏)                             (2.1) 

sağlanıyorsa, 𝑓’ ye konveks fonksiyon denir. 𝑓 konveks ise – 𝑓 konkavdır denir ve 

 2.1 ’ de ki eşitsizlik ters çevrilir. 

Eğer (2.1) eşitsizliği 𝑎 ≠ 𝑏 ve 𝑡 ∊ (0,1) için kesin ise bu durumda 𝑓 fonksiyonuna 

kesin konvekstir denir [32]. 

Bu durumda " ≤ " yerine " < " yazılır ve aşağıdaki şekilde gösterilir. 

𝑓 𝑡𝑎 +  1 − 𝑡 𝑏 < 𝑡𝑓 𝑎 +  1 − 𝑡 𝑓(𝑏) 

(2.1)’ deki eşitsizliğe eş olarak ∀ 𝑥1,  𝑥2 ,  𝑥3 𝜖 𝐼 için 
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𝑥1 𝑓(𝑥1) 1
𝑥2 𝑓(𝑥2) 1
𝑥3 𝑓(𝑥3) 1

 ≥0 

determinantını verebiliriz. Bunun ℝ2’ de geometrik anlamı; 

𝑃 =
1

2
 

𝑥1 𝑓(𝑥1) 1
𝑥2 𝑓(𝑥2) 1
𝑥3 𝑓(𝑥3) 1

 ≥ 0 

 

             Şekil 2.1.6  Konveks fonksiyonun       Şekil 2.1.7 Konkav fonksiyonun 

             geometrik yorumu.                               geometrik yorumu. 

 

köşeleri (𝑥1, 𝑓(𝑥1)), (𝑥2, 𝑓(𝑥2)), (𝑥3, 𝑓(𝑥3)) olan üçgenin alanı konveks şekillerde 

(Şekil 2.1.6.) 𝑃 ≥ 0 için konveks (𝑃 > 0 için kesin konveks), konkav şekillerde 

(Şekil 2.1.7)  𝑃 ≤ 0 için konkav (𝑃 < 0 için kesin konkav) dır [32]. 

Eğer 𝑓  hem konveks hem de konkav bir fonksiyon ise 𝑓’ ye afine (doğrusal) 

dönüşüm denir [37]. 

Örnek 2.1.3 𝑓: 𝐼 ⊂  ℝ →  ℝ  𝑓 𝑥 = 𝑥2  𝐼  üzerinde konveks bir fonksiyondur [20]. 

 

Şekil 2.1.8  İkinci dereceden konveks fonksiyon (𝑓 𝑥 = 𝑥2). 

𝐼 =  −∞, ∞  aralığında konveks olduğunu gösterelim. 

𝑚, 𝑛 ∈ ℝ için 𝑚 − 𝑛 2 ≥ 0 olduğundan, 2𝑚𝑛 ≤ 𝑚2 + 𝑛2olur. 𝑘, 𝑚, 𝑛 ∈ 𝐼 için 

𝑘 = 𝑡𝑚 +  1 − 𝑡 𝑛 alınırsa, 

𝑓 𝑘 = 𝑡2𝑚2 +  1 − 𝑡 2𝑛2 + 𝑡 1 − 𝑡 2𝑚 ≤ 

𝑡2𝑚2 + (1 − 𝑡)2𝑛2 + 𝑡 1 − 𝑡  𝑚2 + 𝑛2  
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𝑡𝑚2 +  1 − 𝑡 𝑛2 = 𝑡𝑓 𝑚 +  1 − 𝑡 𝑓(𝑛) 

(2.1) ifadesinden 𝑓 konveks olur burada 𝑡 ∈ [0,1] olduğundan 𝑡 1 − 𝑡 ≥ 0 

olduğuna dikkat edilmelidir aksi halde 𝑡 < 0 ve 𝑡 > 1 durumunda 𝑡 1 − 𝑡 ≤ 0 

olacağından eşitsizlik ters çevrilirdi. 

Benzer şekilde 𝑓 𝑥 = 𝑎𝑥 + 𝑏 şeklindeki doğrusal(affine)fonksiyonların da konveks 

olduğu gösterilebilir. 

Tanım 2.2’ de eşitliğin yalnız doğrusal(affine) fonksiyonları tarafından sağlandığı da 

buradan daha iyi anlaşılır.  

Konveks fonksiyonlar aşağıdaki özellikleri sağlar; 

Özellik 2.1.1 

a. 𝑓  𝐼’ da konveks ⇔ ∃ 𝑥0 ∊ 𝐼 noktası için  
𝑓 𝑥 −𝑓(𝑥0)

𝑥−𝑥0
 𝐼’ da artan bir 

fonksiyondur. 

b. 𝑓:  𝑎, 𝑏 → ℝ fonksiyonu konveks ⇔ ∀∊ 𝑐, 𝑥 ∊  𝑎, 𝑏  için 𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑐 =

 𝑤 𝑡 𝑑𝑡 
𝑥

𝑐
olacak şekilde  𝑤: (𝑎, 𝑏) → ℝ  artan fonksiyonu vardır. 

c. 𝑓 diferansiyellenebilir konveks ⇔ 𝑓’ artandır. 

d. 𝑓 ′′ , (𝑎, 𝑏)aralığında mevcut ve𝑓 konveks ⇔ 𝑓′′(𝑥) ≥ 0 dir. 

𝑓:  𝑎, 𝑏 → ℝ 𝑓 konveks ⇔ 𝑓 𝑥 ≥ 𝑓 𝑥0 + 𝜆 𝑥 − 𝑥0    ∀𝑥,  𝑥0 ∊ (𝑎, 𝑏) 

olacak şekilde bir yardımcı destek doğrusu vardır. Burada 𝜆,  𝑥0’ a bağlıdır ve 

eğer 𝑓' varsa, o zaman 𝜆 = 𝑓′(𝑥0) ya da 𝑓′_(𝑥0) ≠ 𝑓 ′
+
 𝑥0  ise 𝜆 ∊

[ 𝑓′_(𝑥0), 𝑓 ′
+
 𝑥0 ] dir. 

e. 𝑓:  𝑎, 𝑏 → 𝑅, 𝑓 konveks  ⇔ 𝑃, 𝑄 𝑣𝑒 𝑅 noktaları 𝑓 fonksiyonunun grafiği 

üzerinde herhangi üç nokta olmak üzere, eğim𝑃𝑄 ≤ eğim𝑃𝑅 ≤ eğim𝑃𝑅 

eşitsizlikleri vardır [2]. 

Yukarıda özellik d’ de 𝑓′ varsadan kasıt konveks fonksiyonların tanımlandığı her 

noktada diferansiyellenebilir olmasının gerekmediğidir. 𝑓: I ⊂  ℝ →  ℝ , f x =

 x − 1  konveks bir fonksiyon olduğu halde 𝑥0=1 noktasında diferansiyellenebilir 

olmadığına dikkat edilmelidir. Yukarıdaki özellikleri kullanılarak bir fonksiyonun 

konveks olup olmadığını daha kolay bir şekilde bulabiliriz. Örnek 2.1.3’ te  𝑓 ′′  

mevcut ve 𝑓 ′′  𝑥 = 2 ≥ 0 olduğundan verilen fonksiyonun konveks olduğu 

rahatlıkla görülebilir. 



 
 

8 
 

Tanım 2.1.3 (Harmonik konveks fonksiyon): 𝐼 ⊂ ℝ\ 0  olmak üzere 𝑓: 𝐼 → ℝ bir 

fonksiyon olsun. Eğer ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼  ve 𝑡 ∈ [0,1] için 

𝑓  
𝑎𝑏

𝑡𝑎 +  1 − 𝑡 𝑏
 ≤ 𝑡𝑓 𝑏 +  1 − 𝑡 𝑓 𝑎                                 (2.2) 

sağlanıyorsa, 𝑓’ ye harmonik konveks fonksiyon denir. Eşitsizlik ters çevrilirse 𝑓’ ye 

harmonik konkav denir [3].  

Örnek 2.1.4 𝑓: (0 , ∞) → ℝ,  𝑓 𝑥 = 𝑥, ve 𝑕: (−∞, 0) → ℝ,  𝑕 𝑥 = 𝑥, olsun 𝑓 

harmonik konveks 𝑕 harmonik konkav olur. Aşağıdaki özellikler verilen örnekten 

aşikar olarak görülebilir [3]. 

Özellik 2.1.2 𝐼 ⊂ ℝ\ 0  bir aralık ve𝑓: 𝐼 → ℝ bir fonksiyon olsun. Bu taktirde 

a. Eğer 𝐼 ⊂ (0, ∞),fkonveks ve azalmayan bir fonksiyon ise bu taktirde f 

fonksiyonuharmonik konvekstir. 

b. Eğer 𝐼 ⊂ (0, ∞), f harmonik konveks ve artmayan bir fonksiyon ise bu 

taktirde f fonksiyonu konvekstir. 

c. Eğer 𝐼 ⊂ (− ∞, 0), f harmonik konveks ve azalmayan bir fonksiyon ise bu 

taktirde  f  fonksiyonu konvekstir. 

d. Eğer 𝐼 ⊂ (− ∞, 0) , f konveks ve artmayan bir fonksiyon ise bu taktirde  

harmonik konvekstir [3]. 

Tanım 2.1.4 (p-konveks fonksiyon): 𝐼 ⊂ (0, ∞) reel sayılarda  p-konveks bir küme 

olsun 𝑝 ∈ ℝ\ 0 olmak üzere. Eğer ∀ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 ve 𝑡 ∈ [0,1] için 

𝑓  𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝  1 𝑝  ≤ 𝑡𝑓 𝑎 +  1 − 𝑡 𝑓 𝑏                     (2.3) 

sağlanıyorsa, 𝑓’ ye p-konveks fonksiyon ya da 𝑃𝐶(𝐼)sınıfına aittir denir [12]. 

Eşitsizlik ters çevrilirse 𝑓’ ye p-konkav fonksiyon denir. 

Sonuç 2.1.1 

a. 𝑝 =1     alınırsa (2.1) ifadesi, 

b. 𝑝 = −1 alınırsa (2.2) ifadesi, 

elde edilir. 

Örnek 2.1.5 𝑓: (0, ∞) → ℝ , 𝑓 𝑥 = 𝑥𝑝 , 𝑝 ≠ 0 ve 𝜔: (0, ∞) → ℝ , 𝜔 𝑥 = 𝑐, 𝑐 ∈ ℝ 

olmak üzere 𝑓  𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 1 𝑝  =   𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 1 𝑝  
𝑝

= 𝑡𝑎𝑝 +

 1 − 𝑡 𝑏𝑝 ≤ 𝑡𝑓 𝑎 +  1 − 𝑡 𝑓 𝑏   olduğundan 𝑓 p-konveks fonksiyondur. 

benzer şekilde 𝜔’ de hem p-konveks hem de p-konkav olduğu kolayca gösterilebilir 

[13]. 



 
 

9 
 

Tanım 2.1.5 (Bir kümenin içi): Ψ  bir topolojik uzay ve 𝐼 ⊂ Ψ olsun. ∀𝑎 ∈ 𝐼 

için 𝑁(𝑎; 𝑟) ⊂ 𝐼 olacak şekilde 𝑟 > 0 sayısı varsa 𝑎’ ya 𝐼 kümesinin iç noktası 

denir. 𝐼’ nın iç noktalarının kümesine 𝐼’ nın içi denir ve 𝐼° ile gösterilir 𝑁 𝑎; 𝑟  𝑎’ nın 

𝑟 yarıçaplı açık civarıdır [4]. 

Örnek 2.1.6 ℝ’ de 𝑎 < 𝑐 < 𝑑 < 𝑏 için (𝑐, 𝑑) ⊂  𝑎, 𝑏 olacak şekilde seçilen tüm 

 𝑐, 𝑑  açık aralıkları  𝑎, 𝑏 ’ nin içi olur. 

Tanım 2.1.6 (Süreklilik): 𝑓: 𝐼 ⊂  ℝ →  ℝ  𝑥0 ∈ 𝐼  ve 𝜀 > 0 verilmiş olsun. Eğer 

 𝑥 − 𝑥0 < 𝛿 iken ∀𝑥 ∈ 𝐼 için  𝑓 𝑥 − 𝑓(𝑥0) < 𝜀  olacak şekilde bir  𝛿 > 0 sayısı 

varsa 𝑓, 𝑥0 da süreklidir denir [4]. 

Tanım 2.1.7 (Düzgün Süreklilik): 𝑓: 𝐼 ⊂  ℝ →  ℝ ve 𝜀 > 0 verilmiş olsun. Eğer 

 𝑥1 − 𝑥2 < 𝛿 Şartını sağlayan ∀ 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐼 için  𝑓 𝑥1 − 𝑓(𝑥2) < 𝜀  olacak şekilde 

bir  𝛿 > 0 sayısı varsa 𝑓, 𝐼’ da düzgün süreklidir denir [4]. 

Diğer bir ifadeyle 𝑦 → 𝑥  iken 𝑓(𝑦) → 𝑓 𝑥  oluyorsa 𝑓 , 𝐼 ’ da düzgün süreklidir. 

Tanım 2.1.8 (Lipschitz koşulu): 𝑓: 𝐼 ⊂  ℝ → ℝ bir fonksiyon olsun ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 için 

 𝑓 𝑥 − 𝑓(𝑦) ≤ 𝑀 𝑥 − 𝑦 olacak şekilde bir 𝑀 > 0 sayısı varsa 𝑓 𝐼’ da Lipschitz 

koşulunu sağlıyor denir [6]. 

Sonuç 2.1.2 𝑓 𝐼’ da Lipschitz koşulunu sağlıyorsa 𝑓, 𝐼 ’ da düzgün süreklidir. 

İspat: Tanım 2.1.6’ da ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼ve 𝜀 > 0 verilmiş olsun.  𝑥 − 𝑦 ≤ 𝛿 =
𝜀

𝑀
>

0 şartını sağlayan,  𝑓 𝑥 − 𝑓(𝑦) ≤ 𝑀 𝑥 − 𝑦 = 𝜀 > 0 olacak şekilde 𝛿 > 0 var 

olacağından 𝑓, 𝐼’ da düzgün süreklidir. 

Tanım 2.1.9 (Simetrik fonksiyon): 𝑤:  𝑎, 𝑏 ⊂ ℝ → ℝ olmak üzere ∀𝑥 ∈  𝑎, 𝑏  için 

𝑤 𝑥 = 𝑤 𝑎 + 𝑏 − 𝑥                                                                                                         (2.4) 

sağlanıyorsa 𝑤 𝑥  fonksiyonuna (𝑎 + 𝑏)/2’ ye göre simetriktir denir [9]. 

Tanım 2.1.10 (Harmonik simetrik fonksiyon): 𝑤:  𝑎, 𝑏 ⊂ ℝ\ 0 → ℝ olmak 

üzere, 

∀𝑥 ∈  𝑎, 𝑏  için 𝑤 𝑥 = 𝑤   
1

𝑎
+

1

𝑏
−

1

𝑥
 
−1

                                                                 (2.5) 

sağlanıyorsa 𝑤 𝑥  fonksiyonuna 
2𝑎𝑏

𝑎+𝑏
’ ye göre harmonik simetrik fonksiyon denir 

[10]. 

Tanım 2.1.11 (p-simetrik fonksiyon): 𝑝 ∈ ℝ\ 0  ve 𝑤:  𝑎, 𝑏 ⊂  0, ∞ → ℝ olmak 

üzere ∀𝑥 𝜖 [𝑎, 𝑏] için  
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𝑤 𝑥 =   𝑎𝑝 + 𝑏𝑝 − 𝑥𝑝  
1

𝑝                                                            (2.6) 

Sağlanıyorsa 𝑤 𝑥  fonksiyonuna   
𝑎𝑝 +𝑏𝑝

2
 

1

𝑝
’ ye göre p-simetrik fonksiyon denir [11]. 

Sonuç 2.1.3 (2.5) ifadesine  göre, 

a. 𝑝 = 1    alınırsa (2.4) ifadesi, 

b. 𝑝 = −1 alınırsa (2.5) ifadesi, 

elde edilir. 

Örnek 2.1.7 𝑝 ∈ ℝ\ 0  ve 𝑤1, 𝑤2:  𝑎, 𝑏 ⊂  0, ∞ → ℝ  𝑤1 𝑥 = 𝑐 , 𝑐 ℝ,  𝑤2 𝑥 =

 𝑥𝑝 −
𝑎𝑝 +𝑏𝑝

2
 

2

olmak üzere 𝑤1 𝑥 , 𝑤2(𝑥) fonksiyonları  
𝑎𝑝 +𝑏𝑝

2
 

1

𝑝
’ ye göre p-

simetriktir [11]. 

Tanım 2.1.12 (Sınırlı fonksiyon): 𝑓 𝑥  fonksiyonu  𝑎, 𝑏  aralığında tanımlanmış 

olsun. ∀𝑥 ∈  𝑎, 𝑏  için 𝑓 𝑥  ≤ 𝑀 olacak şekilde 𝑀 > 0 sayısı varsa 𝑓 𝑥  

fonksiyonu  𝑎, 𝑏  aralığında sınırlıdır denir [4]. 

Tanım 2.1.13 (İntegraller İçin Hölder Eşitsizliği): 1 < 𝑝 < ∞ ve  
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 olsun. 

𝑓 ve 𝑔 sürekli  𝑎, 𝑏  aralığında tanımlı fonksiyonları  𝑓 𝑝  ve  𝑎, 𝑏  aralığında 

integrallenebilir fonksiyonlar ise 

  𝑓 𝑥 𝑔(𝑥) 
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 ≤    𝑓(𝑥) 𝑝
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

1/𝑝

   𝑔(𝑥) 𝑞
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

1/𝑞

 

eşitsizliğini sağlar [20]. 

Tanım 2.1.14 (İntegraller İçin Power Mean Eşitsizliği): 𝑞 ≥ 1olsun. 𝑓 ve 𝑔  𝑎, 𝑏  

aralığında tanımlı ve sürekli fonksiyonları verilsin  𝑓  ve  𝑞 𝑝   𝑎, 𝑏  aralığında 

integrallenebilir fonksiyonlar ise 

  𝑓 𝑥 𝑔(𝑥) 
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 ≤    𝑓(𝑥) 
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

1−
1

𝑞

   𝑓(𝑥)  𝑔(𝑥) 𝑞
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

1/𝑞

 

eşitsizliği sağlanır. Bu eşitsizlik Hölder eşitsizliğinde 
1

𝑝
= 1 −

1

𝑞
 yazılmasıyla elde 

edilir ve 𝑞 = 1 için de sağlanır [20]. 

Tanım 2.1.15 (Jensen Eşitsizliği): 𝑓: 𝐼 ⊂  ℝ  aralığında tanımlı konveks bir 

fonksiyon olsun 𝑥 =  𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 ∈ 𝐼𝑛   (𝑛 ≥ 2) ve  𝑝 𝑃𝑘 =  𝑝𝑖
𝑘
𝑖=1   şeklinde 

tanımlanan pozitif sıralı 𝑛-li ise  
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𝑓  
1

𝑃𝑛
 𝑝𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑥𝑖 ≤
1

𝑃𝑛
 𝑝𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑓(𝑥𝑖) 

eşitsizliği sağlanır [28]. 

Teorem 2.1.1 𝑓  fonksiyonu  𝑎, 𝑏  aralığında konveks ise ; 

a. 𝑓 ,  𝑎, 𝑏  aralığında süreklidir, 

b. 𝑓,   𝑎. 𝑏  aralığında sınırlıdır, 

[5]. 

Tanım 2.1.16 (Norm) 

 𝑤(𝑛) 
𝑞

≔    𝑤 𝑛 (𝑥) 
𝑞

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

1

𝑞

< ∞ ,  𝑞 ≥ 1 

 𝑤(𝑛) 
∞

= 𝑠𝑢𝑝
𝑡∈ 𝑎,𝑏 

 𝑤 𝑛  𝑥   

[21]. 

2.2. Bazı Konveks Fonksiyonlarla İlgili Hermite-Hadamard Tipli Eşitsizlikler 

 

Teorem 2.2.1 (Konveks fonksiyonlarda Hermite-Hadamard Eşitsizliği): 𝑓: 𝐼 → ℝ 

konveks bir fonksiyon olsun. Eğer 𝑎, 𝑏 𝜖 𝐼, 𝑎 < 𝑏 ise 

𝑓  
𝑎 + 𝑏

2
 ≤

1

𝑏 − 𝑎
 𝑓 𝑥 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≤
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2
                             (2.7) 

sağlanır ve bu eşitsizliğe konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard eşitsizliği 

denir. Eğer 𝑓 konkav fonksiyon ise eşitsizlik ters çevrilir [7,8]. 

Teorem 2.2.1 (Harmonik  Konveks Fonksiyonlarda Hermite-Hadamard 

Eşitsizliği): 𝑓: 𝐼 ⊂ ℝ\{0} → ℝharmonik konveks fonksiyon olsun, 𝑎 < 𝑏 ve 𝑎, 𝑏 ∈

𝐼olmak üzere eğer 𝑓 ∈  𝐿 𝑎, 𝑏 ise  

𝑓  
2𝑎𝑏

𝑎 + 𝑏
 ≤

𝑎𝑏

𝑏 − 𝑎
 

𝑓 𝑥 

𝑥2
𝑑𝑥 ≤

𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2

𝑏

𝑎

                         (2.8)  

sağlanır ve bu eşitsizliğe  harmonik konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard 

eşitsizliği denir [7]. 

Teorem 2.2.3 (p-konveks fonksiyonlarda Hermite-Hadamard Eşitsizliği): 

𝑓: 𝐼 ⊂  0, ∞ → ℝ  p-konveks fonksiyon, 𝑝 ∈ ℝ\ 0 , a < 𝑏 ve 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 olsun. Eğer 

𝑓 ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] ise  
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𝑓   
𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
 

1 𝑝 

 ≤
𝑝

𝑏𝑝 − 𝑎𝑝
 

𝑓 𝑥 

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 ≤
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2
                                       (2.9) 

sağlanır ve bu eşitsizliğe p- konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard eşitsizliği 

denir [14]. 

İspat:𝑓 𝑝 -konveks fonksiyon olduğundan  (2.3) ifadesinden dolayı 

𝑓  𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 1 𝑝  ≤ 𝑡𝑓 𝑎 +  1 − 𝑡 𝑓 𝑏                                                    (2.10) 

Şeklinde yazılabilir. (2.10) ifadesinde 𝑡 =
1

2
  yazılırsa 

𝑓   
𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
 

1 𝑝 

 ≤
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2
                                                                                2.11  

elde edilir. 

(2.10) ifadesinin her iki tarafının 𝑡 ’ ye göre [0,1] üzerinde integralini alıp 

 𝑓  𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 1 𝑝  𝑑𝑡
1

0

≤  𝑡𝑓 𝑎 𝑑𝑡
1

0

+   1 − 𝑡 𝑓 𝑏 𝑑𝑡
1

0

=
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2
 

  2.12  

biçiminde yazılabiliriz, bu eşitliğin sol tarafında  𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 1 𝑝 = 𝑥, 𝑥𝑝 =

𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝  şeklinde değişken değiştirirsek, 

𝑡 = 0 için 𝑥 = 𝑏 ve 𝑡 = 1 için  𝑥 = 𝑎  ve  𝑑𝑡 =
𝑝𝑥𝑝−1

𝑎𝑝 − 𝑏𝑝
 𝑑𝑥 

olacağından  verilenleri (2.12) ifadesinde yerine yazıp gerekli işlemleri yaptığımızda 

aşağıdaki ifade elde edilir. 

𝑝

𝑏𝑝 − 𝑎𝑝
 

𝑓 𝑥 

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 ≤
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2
                                                                           (2.13) 

diğer taraftan (2.11) ifadesinden  dolayı 

𝑓   
𝑥𝑝 + 𝑦𝑝

2
 

1 𝑝 

 ≤
𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 

2
 

yazılabilir , 𝑥𝑝 = 𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝  ve 𝑦𝑝 = (1 − 𝑡)𝑎𝑝 + 𝑡𝑏𝑝alınırsa𝑥𝑝 + 𝑦𝑝 = 𝑎𝑝 +

𝑏𝑝olacağından yukarıdaki eşitsizlikte yerine yazarsak, 

𝑓   
𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
 

1 𝑝 

 ≤
𝑓  𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 1 𝑝  + 𝑓  (𝑡𝑏𝑝 +  1 − 𝑡 𝑎𝑝 1 𝑝  

2
 

olacağından elde edilen eşitsizliğin her iki tarafının 𝑡’ ye göre [0,1] üzerinde 

integralini alırsak, 
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 𝑓   
𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
 

1 𝑝 

  𝑑𝑡
1

0

≤
1

2
  𝑓  𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 1 𝑝   𝑑𝑡

1

0

+  𝑓  (𝑡𝑏𝑝 +  1 − 𝑡 𝑎𝑝 1 𝑝  
1

0

                                                        (2.14) 

 𝑓   
𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
 

1 𝑝 

  𝑑𝑡 = 𝑓   
𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
 

1 𝑝 

 
1

0

 

 𝑓  𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 1 𝑝   𝑑𝑡 =
1

0

𝑝

𝑏𝑝 − 𝑎𝑝
 

𝑓 𝑥 

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

 𝑓  𝑏𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 1 𝑝   𝑑𝑡 =
1

0

𝑝

𝑏𝑝 − 𝑎𝑝
 

𝑓 𝑥 

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

olduğundan  elde edilen eşitlikler (2.14) ifadesinde yerine yazılırsa, 

𝑓   
𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
 

1 𝑝 

 ≤
𝑝

𝑏𝑝 − 𝑎𝑝
 

𝑓 𝑥 

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥                      (2.15) 

(2.11), (2.13) ve (2.15) ifadelerinden dolayı ispat tamamlanmış olur. 
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BÖLÜM 3. MATERYAL VE YÖNTEM 

 

Bu bölümde tez çalışmasının ana sonuçlarını bulmamıza yardımcı olan ve 

destekleyen literatürdeki bazı çalışmalara yer verilmiştir. 

 

3.1. Çeşitli Konveks Fonksiyonlar İle İlgili Hermite-Hadamard-Fejér Tipli 

Eşitsizlikler 

 

Teorem 3.1.1 (Konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard-Fejér eşitsizliği): 

𝑓 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ konveks bir fonksiyon olsun. 𝑤: [𝑎, 𝑏] → [0, ∞)fonksiyonu 
𝑎+𝑏

2
’ ye 

göre simetrik ve 𝑤 ∈ 𝐿 𝑎, 𝑏  ise  

𝑓  
𝑎 + 𝑏

2
  𝑤 𝑥 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≤  𝑓 𝑥 𝑤 𝑥 𝑑𝑥 ≤
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2
 𝑤 𝑥 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

     (3.1) 

sağlanır ve bu eşitsizliğe konveks fonksiyonlarda Hermite-Hadamard eşitsizliğinin 

ağırlıklı genellemesi olan Hermite-Hadamard-Fejér eşitsizliği denir [15]. 

Teorem 3.1.2 (Harmonik konveks fonksiyonlar için  Hermite-Hadamard-Fejér 

eşitsizliği):𝑓: 𝐼 ⊂ ℝ\{0} → ℝ bir harmonik konveks fonksiyon, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 ve 𝑎 < 𝑏 

olsun. Eğer 𝑤: [𝑎, 𝑏] ⊂ ℝ\{0} → [0, ∞)fonksiyonu 
 2𝑎𝑏

𝑎+𝑏
’ ye göre harmonik-simetrik 

fonksiyon olmak üzere 𝑓, 𝑤 ∈ 𝐿 𝑎, 𝑏  ise 

𝑓  
2𝑎𝑏

𝑎 + 𝑏
  

𝑤(𝑥)

𝑥2

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 ≤  
𝑓 𝑥 𝑤 𝑥 

𝑥2

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 ≤
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2
 

𝑤 𝑥 

𝑥2
𝑑𝑥

𝑏

𝑎

         (3.2) 

sağlanır ve bu eşitsizliğe harmonik konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard-

Fejér eşitsizliği denir [16]. 

Teorem 3.1.1 (p-konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard-Fejér eşitsizliği): 

𝑓: 𝐼 ⊂  0, ∞ → ℝ   p-konveks fonksiyon,  𝑝 ∈ ℝ\ 0 , 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼,  a < 𝑏, 𝑤:  𝑎, 𝑏 ⊂

 0, ∞ → ℝ ve 𝑤 𝑥  
𝑎𝑝 +𝑏𝑝

2
 

1

𝑝
’ ye göre negatif olmayan p-simetrik fonksiyon olsun. 

Eğer 𝑓, 𝑤 ∈ 𝐿 𝑎, 𝑏  ise  

𝑓   
𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
 

1 𝑝 

  
𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 ≤  
𝑓 𝑥 𝑤 𝑥 

𝑥1−𝑝
𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≤
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2
 

𝑤 𝑥 

𝑥1−𝑝
𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

(3.3) 
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sağlanır. Bu eşitsizliğe p-konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard-Fejér 

eşitsizliği denir [17]. 

İspat: 𝑓: 𝐼 ⊂  0, ∞ → ℝ  p-konveks fonksiyon ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 ve (2.3) ifadesinde 𝑡 =
1

2
 

alınırsa 

𝑓   
𝑥𝑝 + 𝑦𝑝

2
 

1 𝑝 

 ≤
𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 

2
 

olur. 𝑥𝑝 = 𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝  ve 𝑦𝑝 = (1 − 𝑡)𝑎𝑝 + 𝑡𝑏𝑝  seçilirse 𝑥𝑝 + 𝑦𝑝 = 𝑎𝑝 + 𝑏𝑝  

𝑓   
𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
 

1 𝑝 

 ≤
𝑓  𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 1 𝑝  + 𝑓  𝑡𝑏𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 1 𝑝  

2
      (3.4) 

olup, 𝑤(x) p-simetrik olduğundan 

𝑤  𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 1 𝑝  = 𝑤  𝑡𝑏𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝  1 𝑝   

dir. (3.4) ifadesinin her iki tarafını 𝑤  𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 1 𝑝   ile çarpıp (𝑤(𝑥) ≥ 0)𝑡’ 

ye göre [0,1]  üzerinde integralini aldıktan sonra değişken değiştirip, 

    𝑓   
𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
 

1 𝑝 

 
𝑝

𝑏𝑝 − 𝑎𝑝
 

𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥                                    

=  𝑓   
𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
 

1 𝑝 

 𝑤  𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 1 𝑝  
1

0

𝑑𝑡

=  𝑓   
𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
 

1 𝑝 

 𝑤( 𝑡𝑏𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 1 𝑝 )
1

0

𝑑𝑡 

 

𝑓   
𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
 

1 𝑝 

  𝑤  𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 1 𝑝  
1

0

𝑑𝑡

≤  
𝑓  𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 1 𝑝  𝑤  𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 1 𝑝  

2

1

0

𝑑𝑡 

                             +  
𝑓  𝑡𝑏𝑝 +  1 − 𝑡 𝑎𝑝 1 𝑝  𝑤  𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 1 𝑝  

2

1

0

𝑑𝑡      

 =  
𝑓  𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 1 𝑝  𝑤  𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 1 𝑝  

2

1

0

𝑑𝑡           

  +  
𝑓  𝑡𝑏𝑝 +  1 − 𝑡 𝑎𝑝 1 𝑝  𝑤  𝑡𝑏𝑝 +  1 − 𝑡 𝑎𝑝 1 𝑝  

2

1

0

𝑑𝑡            
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   =

𝑝

𝑏𝑝−𝑎𝑝  
𝑓(𝑥)𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑎
𝑑𝑥 +

𝑝

𝑏𝑝−𝑎𝑝  
𝑓(𝑥)𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑎
𝑑𝑥

2
 

   =
𝑝

𝑏𝑝 − 𝑎𝑝
 

𝑓(𝑥)𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥                                                                                          (3.5) 

şeklinde yazıp, (3.5) ifadesinin her iki yanını 
𝑝

𝑏𝑝−𝑎𝑝  çarparsak (3.3) ifadesinin sol 

tarafını elde etmiş oluruz. Diğer taraftan 𝑓’ nin  𝑝-konveksliğinden yararlanırsak, 

𝑓  𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 1 𝑝  + 𝑓  𝑡𝑏𝑝 +  1 − 𝑡 𝑎𝑝 1 𝑝  ≤ 𝑡𝑓 𝑎 +  1 − 𝑡 𝑓 𝑏 +

𝑡𝑓 𝑏 +  1 − 𝑡 𝑓 𝑎 = 𝑓 𝑎 + 𝑓(𝑏) 

𝑓  𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 1 𝑝  + 𝑓  𝑡𝑏𝑝 +  1 − 𝑡 𝑎𝑝 1 𝑝  

2
≤

𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2
                 (3.6) 

(3.6) ifadesinin her iki tarafını 𝑤  𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 1 𝑝   ile çarpar ve 𝑡’ ye göre 

[0,1]  üzerinde integralini alırsak ; 

1

2
  𝑓  𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 1 𝑝  𝑤  𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 1 𝑝  

1

0

𝑑𝑡

+  𝑓  𝑡𝑏𝑝 +  1 − 𝑡 𝑎𝑝 1 𝑝  𝑤  𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 1 𝑝  
1

0

𝑑𝑡  

𝑤  𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 1 𝑝  = 𝑤  𝑡𝑏𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝  1 𝑝   

                       =  
1

2
  𝑓  𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 1 𝑝  𝑤  𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 1 𝑝  

1

0

𝑑𝑡

+  𝑓  𝑡𝑏𝑝 +  1 − 𝑡 𝑎𝑝 1 𝑝  𝑤  𝑡𝑏𝑝 +  1 − 𝑡 𝑎𝑝 1 𝑝  
1

0

𝑑𝑡  

olur. Bununla birlikte değişken değiştirip gerekli düzenlemeleri yaparsak 

𝑝

𝑏𝑝−𝑎𝑝  
𝑓(𝑥)𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑎
𝑑𝑥 +

𝑝

𝑏𝑝−𝑎𝑝  
𝑓(𝑥)𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑎
𝑑𝑥

2
=

𝑝

𝑏𝑝 − 𝑎𝑝
 

𝑓(𝑥)𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

 ≤
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2
 𝑤  𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝  1 𝑝  

1

0

𝑑𝑡   

=
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2

𝑝

𝑏𝑝 − 𝑎𝑝
 

𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥                                                                               (3.7) 

elde edilir.Burada  her iki tarafı 
𝑝

𝑏𝑝−𝑎𝑝  ile çarparsak (3.3) ifadesinin sağ tarafını elde 

etmiş oluruz. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

Sonuç 3.1.1 (3.3) ifadesinde; 

a. 𝑝 = 1 ve   𝑤 𝑥 = 1     alınırsa (2.7) eşitsizliği, 
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b. 𝑝 = 1 alınırsa (3.1) eşitsizliği, 

c. 𝑝 − 1   ve  𝑤 𝑥 = 1    alınırsa (2.8) eşitsizliği, 

d. 𝑝 = −1 alınırsa (3.1) eşitsizliği, 

e. 𝑤(𝑥) = 1 alınırsa (2.9) eşitsizliği, 

elde edilir. 

 

3.2. Konveks Fonksiyolar İle İlgili Trapezoidal Tipli Eşitsizlikler 

 

Teorem 3.2.1 𝑓: 𝐼° ⊆ ℝ → ℝ 𝐼° ’de diferansiyellenebilir bir dönüşüm olsun 𝑎, 𝑏 ∈

𝐼° ve 𝑎 < 𝑏 olmak üzere eğer 𝑓′ ∈ 𝐿 𝑎, 𝑏 ise  

𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2
−

1

𝑏 − 𝑎
 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 

𝑏

𝑎

=
𝑏 − 𝑎

2
  1 − 2𝑡 

1

0

𝑓 ′ 𝑡𝑎 +  1 − 𝑡 𝑏 𝑑𝑡    (3.8) 

eşitliği elde edilir [18]. 

İspat: Kısmî integral alma işlemini kullanarak; 

𝐽 =   1 − 2𝑡 
1

0

𝑓 ′ 𝑡𝑎 +  1 − 𝑡 𝑏 𝑑𝑡

=   
𝑓 𝑡𝑎 +  1 − 𝑡 𝑏 

𝑎 − 𝑏
(1 − 2𝑡)  

0

1

+ 2  
𝑓 𝑡𝑎 +  1 − 𝑡 𝑏 

𝑎 − 𝑏
𝑑𝑡 

1

0

=
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

𝑏 − 𝑎
−

2

(𝑏 − 𝑎)2
 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 

1

0

 

son eşitliği  
𝑏−𝑎

2
  ile çarparsak ispat tamamlanır. 

Teorem 3.2.2 𝑓: 𝐼° ⊆ ℝ → ℝ  𝐼°’ de diferansiyellenebilir bir dönüşüm olsun 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼° 

ve 𝑎 < 𝑏 olmak üzere eğer  𝑓′ , [a,b]’ de konveks bir fonksiyon ise 

 
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2
−

1

𝑏 − 𝑎
 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 

𝑏

𝑎

 ≤
 𝑏 − 𝑎  𝑓 ′(𝑎) +  𝑓 ′(𝑏) 

8
                            (3.9) 

eşitsizliği sağlanır [18]. 

İspat: (3.8) ifadesini kullanarak; 

 
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2
−

1

𝑏 − 𝑎
 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 

𝑏

𝑎

 =  
𝑏 − 𝑎

2
  1 − 2𝑡 

1

0

𝑓 ′ 𝑡𝑎 +  1 − 𝑡 𝑏 𝑑𝑡  

 ≤
𝑏 − 𝑎

2
  1 − 2𝑡  𝑓 ′ 𝑡𝑎 +  1 − 𝑡 𝑏  

1

0

𝑑𝑡 
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 ≤
𝑏 − 𝑎

2
  1 − 2𝑡  𝑡 𝑓 ′(𝑎) + (1 − 𝑡) 𝑓 ′(𝑏)  

1

0

𝑑𝑡 

  1 − 2𝑡 (1 − 𝑡)
1

0

𝑑𝑡 =   1 − 2𝑡 𝑡
1

0

𝑑𝑡 =   1 − 2𝑡 
1/2

0

𝑡𝑑𝑡 +   2𝑡 − 𝑡
1

1/2

𝑑𝑡 =
1

4
 

olduğundan bir önceki eşitsizlikte yerine yazılırsa, 

≤
 𝑏 − 𝑎 ( 𝑓 ′ 𝑎  +  𝑓 ′ 𝑏  )

2
  1 − 2𝑡 𝑡

1

0

𝑑𝑡 ≤
 𝑏 − 𝑎 ( 𝑓′ 𝑎  +  𝑓 ′ 𝑏  )

8
 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

Teorem 3.2.3 𝑓: 𝐼° ⊆ ℝ → ℝ, 𝐼°’ de diferansiyellenebilir bir dönüşüm olsun 

𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼° , 𝑎 < 𝑏 ve 𝑝 > 1 olmak üzere eğer  𝑓′ 𝑝/(𝑝−1), 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 , [a,b]’ de 

konveks bir fonksiyon ise  

 
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2
−

1

𝑏 − 𝑎
 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 

𝑏

𝑎

  

≤
 𝑏 − 𝑎 

2 𝑝 + 1 
1

𝑝

 
 𝑓 ′ 𝑎  

𝑝

𝑝−1 +  𝑓 ′ 𝑏  
𝑝

𝑝−1

2
 

𝑝

𝑝−1

                                                                  (3.10) 

eşitsizliği sağlanır [18]. 

İspat: (3.8) ifadesine Hölder integral eşitsizliğini uygularsak  

 
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2
−

1

𝑏 − 𝑎
 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 

𝑏

𝑎

  

≤
𝑏 − 𝑎

2
  1 − 2𝑡  𝑓 ′ 𝑡𝑎 +  1 − 𝑡 𝑏  

1

0

𝑑𝑡                                                                (3.11) 

≤
𝑏 − 𝑎

2
   1 − 2𝑡 𝑝

1

0

𝑑𝑡 

1

𝑝

   𝑓 ′ 𝑡𝑎 +  1 − 𝑡 𝑏  𝑞
1

0

𝑑𝑡 

1

𝑞

 

olur.  𝑓′ 𝑝/(𝑝−1) =  𝑓′ 𝑞’ nun konveksliğini kullanıp 

  𝑓 ′ 𝑡𝑎 +  1 − 𝑡 𝑏  𝑞
1

0

𝑑𝑡 ≤   𝑡 𝑓 ′(𝑎) 𝑞 + (1 − 𝑡) 𝑓 ′(𝑏) 𝑞 
1

0

𝑑𝑡                                 

=
 𝑓 ′ (𝑎) 𝑞 +  𝑓 ′(𝑏) 𝑞

2
                                                                                                     (3.12)       

  1 − 2𝑡 𝑝
1

0

𝑑𝑡 =  (1 − 2𝑡)𝑝
1/2

0

𝑑𝑡 +  (2𝑡 − 1)𝑝
1

1/2

𝑑𝑡 = 2  (1 − 2𝑡)𝑝
1/2

0

𝑑𝑡

=
1

𝑝 + 1
                                                                                                    (3.13) 
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(3.12)-(3-13) ifadelerini birleştirirsek  (3.10) ifadesi elde edilir. 

 

3.3. Konveks Fonksiyonlar İle İlgili Trapezoidal Tipli Fejér Eşitsizlikleri  

 

Teorem 3.3.1 𝑤:  𝑎, 𝑏 → ℝ  𝑎, 𝑏  üzerinde integrallenebilir ve 
𝑎+𝑏

2
 ’ ye göre 

simetrik bir fonksiyon olsun; 

a. 𝑡 ∈  0,
1

2
  için 

 𝑤 𝑠𝑎 +  1 − 𝑠 𝑏 𝑑𝑠 −  𝑤 𝑠𝑎 +  1 − 𝑠 𝑏 𝑑𝑠
𝑡

0

1

𝑡

                                           

= 2  𝑤 𝑠𝑎 +  1 − 𝑠 𝑏 𝑑𝑠                                                           (3.
1/2

𝑡

14) 

b. 𝑡 ∈  
1

2
, 1  için 

 𝑤 𝑠𝑎 +  1 − 𝑠 𝑏 𝑑𝑠 −  𝑤 𝑠𝑎 +  1 − 𝑠 𝑏 𝑑𝑠
1

𝑡

𝑡

0

 

                             = 2  𝑤 𝑠𝑎 +  1𝑠 𝑏 𝑑𝑠                                                                 (3.
𝑡

1/2

15) 

sağlanır [19]. 

İspat:  

a. 𝑡 ∈  0,
1

2
 ve 𝑤 fonksiyonu 

𝑎+𝑏

2
’ ye göre simetrik ve 

𝑎+𝑏

2
≤ 𝜑 ≤ 𝑏 olduğundan 

𝑥 = 𝑠𝑎 +  1 − 𝑠 𝑏 değişken değişimi yapılıp, 

 𝑤 𝑥 𝑑𝑥
𝑏

𝑎+𝑏

2

=  𝑤 𝑥 𝑑𝑥

𝑎+𝑏

2

𝑎

 

 𝑤 𝑥 𝑑𝑥 =  𝑤 𝑥 𝑑𝑥

𝑎+𝑏

2

𝑎

𝜑

𝑎

+  𝑤 𝑥 𝑑𝑥
𝜑

𝑎+𝑏

2

=  𝑤 𝑥 𝑑𝑥
𝑏

𝑎+𝑏

2

+  𝑤 𝑥 𝑑𝑥
𝜑

𝑎+𝑏

2

 

 𝑤 𝑥 𝑑𝑥
𝑏

𝑎+𝑏

2

=  𝑤 𝑥 𝑑𝑥
𝜑

𝑎+𝑏

2

+  𝑤 𝑥 𝑑𝑥
𝑏

𝜑

 

1

𝑏 − 𝑎
  𝑤 𝑥 𝑑𝑥 −

𝜑

𝑎

 𝑤 𝑥 𝑑𝑥
𝑏

𝜑

 =
2

𝑏 − 𝑎
 𝑤 𝑥 𝑑𝑥

𝜑

𝑎+𝑏

2

= 2  𝑤 𝑠𝑎 +  1 − 𝑠 𝑏 𝑑𝑠 
1/2

𝑡
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olur. Elde edilen eşitliği (3.14) ifadesinde yerine yazarsak ispat tamamlanır. Aynı 

argümanları kullanarak benzer şekilde (3.15) ifadesini de ispatlayabiliriz.  

Sonuç 3.3.1 Eğer 𝑤 negatif olmayan bir fonksiyon ise aşağıdaki eşitsizlikler 

geçerlidir. 

a. 𝑡 ∈ [0,
1

2
] için 

 𝑤 𝑠𝑎 +  1 − 𝑠 𝑏 𝑑𝑠 −  𝑤 𝑠𝑎 +  1 − 𝑠 𝑏 𝑑𝑠
𝑡

0

1

𝑡

≥ 0                                        (3.16) 

b. 𝑡 ∈  
1

2
, 1  için 

 𝑤 𝑠𝑎 +  1 − 𝑠 𝑏 𝑑𝑠 −  𝑤 𝑠𝑎 +  1 − 𝑠 𝑏 𝑑𝑠
1

𝑡

𝑡

0

≥ 0                                        (3.17) 

eşitsizlikleri elde edilir. 

Teorem 3.3.2 𝑓: 𝐼° ⊆ ℝ → ℝ  𝐼° ’de diferansiyellenebilir bir dönüşüm olsun 𝑎, 𝑏 ∈

𝐼, 𝑎 < 𝑏, 𝑤: 𝑎, 𝑏 →  0, ∞  diferansiyellenebilir bir dönüşüm olsun 

μ 𝑡 =   𝑤 𝑠𝑎 +  1 − 𝑠 𝑏 𝑑𝑠 −  𝑤 𝑠𝑎 +  1 − 𝑠 𝑏 𝑑𝑠
𝑡

0

1

𝑡

                                 (3.18) 

olmak üzere, eğer 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] ise  

1

𝑏 − 𝑎
 
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2
 𝑤 𝑥 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

−  𝑓 𝑥 𝑤 𝑥 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

  

=
𝑏 − 𝑎

2
 μ 𝑡 

1

0

𝑓 ′ 𝑡𝑎 +  1 − 𝑡 𝑏 𝑑𝑡            (3.19) 

eşitliği sağlanır [19]. 

Sonuç 3.3.2 (3.18)’ de 𝜇 1 − 𝑡 + 𝜇 𝑡 = 0 olacağından, 

𝜙 𝑡 = 𝜇 1 − 𝑡 = −𝜇 𝑡 ≤ 0                                                                                      (3.20) 

olur. 

Teorem 3.3.3 𝑓: 𝐼 → ℝ 𝐼° ’de diferansiyellenebilir bir dönüşüm 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼° , 𝑎 <

𝑏 𝑤: 𝑎, 𝑏 → [0, ∞) integrallenebilir  (𝑎, 𝑏)’ de diferansiyellenebilir ve  
𝑎+𝑏

2
 ’ ye göre 

simetrik bir fonksiyon olsun, eğer  𝑓′  𝑎, 𝑏 ’ de konveks bir fonksiyon ise  

 
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2
 𝑤 𝑥 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

−  𝑓 𝑥 𝑤 𝑥 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

  

=   𝑓 ′ (𝑎) +  𝑓 ′(𝑏)   𝑤 𝑥 (𝑥 − 𝑏)𝑑𝑥
𝑏

𝑎+𝑏

2

                                                                (3.21) 

olur [19]. 
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İspat: (3.14)-(3.19) ve   𝑓′ ’ ninkonveksliği kullanılırsa, 

 
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2
 𝑤 𝑥 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

−  𝑓 𝑥 𝑤 𝑥 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 =

=
(𝑏 − 𝑎)2

2
    𝑤 𝑠𝑎 +  1 − 𝑠 𝑏 𝑑𝑠

1

𝑡

1

0

−  𝑤 𝑠𝑎 +  1 − 𝑠 𝑏 𝑑𝑠
𝑡

0

 𝑓 ′ 𝑡𝑎 +  1 − 𝑡 𝑏 𝑑𝑡  

≤
(𝑏 − 𝑎)2

2
    𝑤 𝑠𝑎 +  1 − 𝑠 𝑏 𝑑𝑠 −  𝑤 𝑠𝑎 +  1 − 𝑠 𝑏 𝑑𝑠

𝑡

0

1

𝑡

  𝑓 ′  
1/2

0

 𝑡𝑎

+  1 − 𝑡 𝑏 𝑑𝑡

+    𝑤 𝑠𝑎 +  1 − 𝑠 𝑏 𝑑𝑠 −  𝑤 𝑠𝑎 +  1 − 𝑠 𝑏 𝑑𝑠
𝑡

0

1

𝑡

  𝑡𝑎
1

1/2

+  1 − 𝑡 𝑏 𝑑𝑡  

≤
(𝑏 − 𝑎)2

2
    𝑤 𝑠𝑎 +  1 − 𝑠 𝑏 𝑑𝑠 −  𝑤 𝑠𝑎 +  1 − 𝑠 𝑏 𝑑𝑠

𝑡

0

1

𝑡

 𝑡 𝑓 ′(𝑎) 
1/2

0

+ (1 − 𝑡) 𝑓 ′(𝑏) 𝑑𝑡

+    𝑤 𝑠𝑎 +  1 − 𝑠 𝑏 𝑑𝑠 −  𝑤 𝑠𝑎 +  1 − 𝑠 𝑏 𝑑𝑠
𝑡

0

1

𝑡

 𝑡 𝑓 ′ (𝑎) 
1

1/2

+ (1 − 𝑡) 𝑓 ′(𝑏) 𝑑𝑡  

elde edilir. 𝑥 = 𝑠𝑎 +  1 − 𝑠 𝑏  değişken değiştirip, (3.14) ve (3.15)   ifadelerini 

kullanarak  integral sırasını değiştirirsek 

= (𝑏 − 𝑎)2     𝑤 𝑠𝑎 +  1𝑠 𝑏 𝑑𝑠 
1/2

𝑡

  𝑡 𝑓 ′(𝑎) + (1 − 𝑡) 𝑓 ′(𝑏)  
1/2

0

𝑑𝑡

+    𝑤 𝑠𝑎 1𝑠 𝑏 𝑑𝑠 
𝑡

1/2

  𝑡 𝑓 ′(𝑎) + (1 − 𝑡) 𝑓 ′(𝑏)  
1

1/2

𝑑𝑡  

= (𝑏 − 𝑎)2    𝑤 𝑠𝑎 +  1 − 𝑠 𝑏 
𝑠

0

 𝑡 𝑓 ′(𝑎) + (1 − 𝑡) 𝑓 ′(𝑏)  
1/2

0

𝑑𝑡𝑑𝑠

+   𝑤 𝑠𝑎 +  1 − 𝑠 𝑏 
1

𝑠

 𝑡 𝑓 ′(𝑎) + (1 − 𝑡) 𝑓 ′(𝑏)  
1

1/2

𝑑𝑡  
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= (𝑏 − 𝑎)2   𝑤 𝑠𝑎 +  1 − 𝑠 𝑏    𝑓 ′(𝑎) 
𝑡2

2
+ ( 𝑓 ′ 𝑏  (𝑡 −

𝑡2

2
) │

𝑠

0
 

1/2

0

𝑑𝑠

+  𝑤 𝑠𝑎 +  1 − 𝑠 𝑏    𝑓 ′(𝑎) 
𝑡2

2
+ ( 𝑓 ′ 𝑏  (𝑡 −

𝑡2

2
) │

1

𝑠
 

1

1/2

𝑑𝑠  

= (𝑏 − 𝑎)2   𝑤 𝑠𝑎 +  1 − 𝑠 𝑏   𝑓 ′(𝑎) 
𝑠2

2
+ ( 𝑓 ′ 𝑏  (𝑠 −

𝑠2

2
) 

1/2

0

𝑑𝑠

+  𝑤 𝑠𝑎 +  1 − 𝑠 𝑏   𝑓 ′(𝑎)  
1

1
−

𝑠2

2
 

1

1/2

+ ( 𝑓 ′ 𝑏   
1

2
− 𝑠 + 𝑠2  𝑑𝑠  

elde edilir. Burada 𝑠 =
𝑥−𝑏

𝑎−𝑏
  yazılırsa; 

(𝑏 − 𝑎)   𝑤 𝑥   𝑓 ′(𝑎) 
(𝑥 − 𝑏)2

2(𝑎 − 𝑏)
+ ( 𝑓 ′ 𝑏   

(𝑥 − 𝑏)

𝑎 − 𝑏
−

(𝑥 − 𝑏)2

2(𝑎 − 𝑏)
  

𝑏

(𝑎+𝑏)/2

𝑑𝑥 

+  𝑤 𝑥   𝑓 ′(𝑎)  
1

2
−

(𝑥 − 𝑏)2

2(𝑎 − 𝑏)
 

(𝑎+𝑏)/2

𝑎

+ ( 𝑓 ′ 𝑏   
1

2
−

𝑥 − 𝑏

𝑎 − 𝑏
+

1

2
 
𝑥 − 𝑏

𝑎 − 𝑏
 

2

  𝑑𝑥  

olur. 𝑤 𝑥  fonksiyonu  
𝑎+𝑏

2
’ ye göre simetrik olduğundan integral sınırlarını 

değiştirip 𝑥 − 𝑏’ nin yerine 𝑎 − 𝑥 yazılırsa; 

 𝑤 𝑥   𝑓 ′ 𝑎   
1

2
−

 𝑥 − 𝑏 2

2 𝑎 − 𝑏 
 + ( 𝑓 ′ 𝑏   

1

2
−

𝑥 − 𝑏

𝑎 − 𝑏
+

1

2
 
𝑥 − 𝑏

𝑎 − 𝑏
 

2

  

𝑎+𝑏

2

𝑎

𝑑𝑥 

=  𝑤 𝑥   𝑓 ′(𝑎) 
(𝑎 − 𝑥)2

2(𝑎 − 𝑏)
+ ( 𝑓 ′ 𝑏   

(𝑎 − 𝑥)

𝑎 − 𝑏
−

(𝑎 − 𝑥)2

2(𝑎 − 𝑏)
  

𝑏

(𝑎+𝑏)/2

𝑑𝑥 

elde edilir. Burada gerekli sadeleştirme ve düzenlemeleryapıldığında  

=  𝑤 𝑥  𝑏 − 𝑥  𝑓 ′ 𝑎  𝑑𝑥 +  𝑤 𝑥  𝑏 − 𝑥 
𝑏

(𝑎+𝑏)/2

𝑏

(𝑎+𝑏)/2

 𝑓 ′ 𝑏  𝑑𝑥 

              =   𝑓 ′(𝑎) +  𝑓 ′(𝑏)   𝑤 𝑥 (𝑥 − 𝑏)𝑑𝑥
𝑏

𝑎+𝑏

2

 

eşitliği elde edilir ve böylece ispat tamamlanmış olur. 
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Sonuç 3.3.3 (3.20) ifadesini kullanarak (3.19) ifadesini 𝜇 1 − 𝑡 = 𝜙 𝑡  olduğundan 

1

𝑏 − 𝑎
 
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2
 𝑤 𝑥 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

−  𝑓 𝑥 𝑤 𝑥 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

  

 =
𝑏 − 𝑎

2
 𝜙 𝑡 

1

0

𝑓 ′ 𝑡𝑏 +  1 − 𝑡 𝑎 𝑑𝑡            (3.22) 

şeklinde yazabiliriz. (3.22) ifadesini kullanarak (3.21) ifadesinin ikinci kısmı  

=   𝑓 ′(𝑎) +  𝑓 ′(𝑏)   𝑤 𝑥 (𝑥 − 𝑎)𝑑𝑥

𝑎+𝑏

2

𝑎

 

şeklinde yazılabilir. 

Teorem 3.3.4 𝑓: 𝐼 → ℝ 𝐼° ’de diferansiyellenebilir bir dönüşüm olsun 𝑎 < 𝑏 ve 

𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼° olmak üzere 𝑤: 𝑎, 𝑏 → [0, ∞) integrallenebilir bir dönüşüm ve(𝑎, 𝑏)’ de 

diferansiyellenebilir olsun. 𝑓 ′ ∈ 𝐿(𝑎, 𝑏) olmak şartıyla −∞ < 𝑚 ≤ 𝑓 ′ (𝑥) ≤ 𝑀 < ∞ 

olacak şekilde 𝑚 < 𝑀 sabitleri varsa 

 
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2(𝑏 − 𝑎)
 𝑤 𝑥 𝑑𝑥 −

1

𝑏 − 𝑎
 𝑓 𝑥 𝑤 𝑥 𝑑𝑥 −

(𝑏 − 𝑎)(𝑚 + 𝑀)

4
 𝜇 𝑡 𝑑𝑡

1

0

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

 

≤
 𝑀 − 𝑚 (𝑏 − 𝑎)

4
  μ 𝑡  

1

0

𝑑𝑡                                                                                     (3.23) 

sağlanır [19]. 

İspat: (3.19) ifadesini kullanırsak; 

1

𝑏 − 𝑎
 
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2
 𝑤 𝑥 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

−  𝑓 𝑥 𝑤 𝑥 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

  

=
𝑏 − 𝑎

2
 μ 𝑡 

1

0

 𝑓 ′ 𝑡𝑎 +  1 − 𝑡 𝑏 −
𝑚 + 𝑀

2
+

𝑚 + 𝑀

2
 𝑑𝑡        

=

 
 
 

 
 

 𝑚 + 𝑀 (𝑏 − 𝑎)

4
 μ 𝑡 

1

0

𝑑𝑡 +

𝑏 − 𝑎

2
 μ 𝑡 

1

0

 𝑓 ′ 𝑡𝑎 +  1 − 𝑡 𝑏 −
𝑚 + 𝑀

2
  𝑑𝑡

                                        (3.24) 

olur. 

𝑅 =
1

𝑏 − 𝑎
 
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2
 𝑤 𝑥 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

−  𝑓 𝑥 𝑤 𝑥 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

−
 𝑚 + 𝑀 (𝑏 − 𝑎)

4
 μ 𝑡 

1

0

𝑑𝑡   



 
 

24 
 

=
𝑏 − 𝑎

2
 μ 𝑡 

1

0

 𝑓 ′ 𝑡𝑎 +  1 − 𝑡 𝑏 −
𝑚 + 𝑀

2
  𝑑𝑡 

 𝑅 ≤
𝑏 − 𝑎

2
  μ 𝑡   𝑓 ′ 𝑡𝑎 +  1 − 𝑡 𝑏 −

𝑚 + 𝑀

2
 

1

0

                                              (3.25) 

olur. 𝑚 ≤ 𝑓 ′ (𝑡𝑎 +  1 − 𝑡 𝑏) ≤ 𝑀 olduğundan dolayı  

𝑚 −
𝑀 − 𝑚

2
≤ 𝑓 ′ 𝑡𝑎 +  1 − 𝑡 𝑏 −

𝑀 − 𝑚

2
≤ 𝑀 −

𝑚 + 𝑀

2
=

𝑀 − 𝑚

2
 

 𝑓 ′ 𝑡𝑎 +  1 − 𝑡 𝑏 −
𝑀 − 𝑚

2
 ≤

𝑀 − 𝑚

2
 

son eşitsizlik (3.25) ifadesinde yerine yazılırsa ispat biter. 

Sonuç 3.3.4 𝑤(𝑥) fonksiyonunun 
𝑎+𝑏

2
’ ye göre simetrikliğini ve (3.14) ifadesini 

kullanırsak, 

  μ 𝑡  
1

0

𝑑𝑡 = 2    𝑤 𝑠𝑎 +  1 − 𝑡 𝑏 𝑑𝑠
1/2

𝑡

 
1

0

𝑑𝑡 

≤ 2   
1

2
− 𝑡 𝑠𝑢𝑝

𝑠∈[𝑡,
1

2
]

1

0

 𝑤(𝑠𝑎 +  1 − 𝑡 𝑏) 𝑑𝑡 ≤
1

2
 𝑤 ∞                                            (3.26) 

elde ederiz. Bu son eşitsizlik (3.23) ifadesinin  sağ tarafında yerine yazılırsa; 

 
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2(𝑏 − 𝑎)
 𝑤 𝑥 𝑑𝑥 −

1

𝑏 − 𝑎
 𝑓 𝑥 𝑤 𝑥 𝑑𝑥 −

(𝑏 − 𝑎)(𝑚 + 𝑀)

4
 𝜇 𝑡 𝑑𝑡

1

0

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

  

≤
 𝑀 − 𝑚 (𝑏 − 𝑎)

8
 𝑤 ∞  

olur. (3.26) ifadesinin sol tarafına Hölder’in integral eşitsizliğini uygularsak 

  μ 𝑡  
1

0

𝑑𝑡 = 2    𝑤 𝑠𝑎 +  1 − 𝑡 𝑏 𝑑𝑠

1

2

𝑡

 
1

0

𝑑𝑡 

≤ 2   𝑡 −
1

2
 

1

𝑝1

0

   𝑤(𝑠𝑎 +  1 − 𝑠 𝑏 𝑞
1

2

𝑡

𝑑𝑠 

1

𝑞

 

≤ 2 𝑤 𝑞   𝑡 −
1

2
 
1/𝑝

𝑑𝑡                                                                                              
1

0

(3.27) 

elde edilir [19]. 

Uyarı 3.1.1 

 𝑤 𝑞 ≔    𝑤(𝑠𝑎 +  1 − 𝑠 𝑏 𝑞
1/2

𝑡
𝑑𝑠 

1/𝑞

,  𝑤 ∞ ∶= 𝑠𝑢𝑝
𝑥∈[𝑡,

1

2
]

 𝑤(𝑠𝑎 +  1 − 𝑡 𝑏)  
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anlamında kullanılmıştır [21]. 

Sonuç 3.3.5 (3.23) ifadesinde eğer 𝑤 𝑥 = 1 alınırsa; 

 
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2
−

1

𝑏 − 𝑎
 𝑓 𝑥 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 ≤
𝑀(𝑏 − 𝑎)

4
                                                       (3.28) 

elde edilir [19]. 

İspat: 𝑤 𝑥 = 1 olduğundan  𝑤 ∞ = 1 dir (3.26) ifadesinden  dolayı 

  μ 𝑡  
1

0

𝑑𝑡 ≤
1

2
 𝑤 ∞ =

1

2
 

olacağından (3.24) ifadesini ve üçgen eşitsizliğini kullanarak 

 
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2
−

1

𝑏 − 𝑎
 𝑓 𝑥 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

  

≤  
 𝑏 − 𝑎 (𝑀 + 𝑚)

4
  μ 𝑡  

1

0

𝑑𝑡 +  
 𝑏 − 𝑎 (𝑀 − 𝑚)

8
  

≤
 𝑏 − 𝑎 (𝑀 + 𝑚)

8
+

 𝑏 − 𝑎 (𝑀 − 𝑚)

8
=

𝑀(𝑏 − 𝑎)

4
 

 

Teorem 3.3.5 𝑓: 𝐼 → ℝ  𝐼°’ de diferansiyellenebilir bir dönüşüm 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼° , 𝑎 < 𝑏 ve 

𝑤: 𝑎, 𝑏 → [0, ∞) integrallenebilir  (𝑎, 𝑏)’ de diferansiyellenebilir bir fonksiyon 

olsun. Eğer 𝑓 ′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olmak şartıyla 𝑓 ′  bazı  𝐾 > 0 sabiti için lipschitz şartını 

sağlıyorsa 

 
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2(𝑏 − 𝑎)
 𝑤 𝑥 𝑑𝑥 −

1

𝑏 − 𝑎
 𝑓 𝑥 𝑤 𝑥 𝑑𝑥 −

1

2
𝑓′  

𝑎 + 𝑏

2
  𝜇 𝑡 𝑑𝑡

1

0

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

 

≤
𝐾 𝑏 − 𝑎 2

2
  𝑡 −

1

2
 

1

0

 𝜇(𝑡) 𝑑𝑡                                                       (3.29) 

olur [19]. 

İspat: (3.19) ifadesini kullanarak, 

1

𝑏 − 𝑎
 
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2
 𝑤 𝑥 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

−  𝑓 𝑥 𝑤 𝑥 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

  

=
𝑏 − 𝑎

2
 μ 𝑡 

1

0

 𝑓 ′ 𝑡𝑎 +  1 − 𝑡 𝑏 − 𝑓′  
𝑎 + 𝑏

2
 + 𝑓′  

𝑎 + 𝑏

2
  𝑑𝑡        

=
𝑏 − 𝑎

2
 μ 𝑡 

1

0

 𝑓 ′ 𝑡𝑎 +  1 − 𝑡 𝑏 − 𝑓′  
𝑎 + 𝑏

2
  𝑑𝑡 +

𝑏 − 𝑎

2
𝑓′  

𝑎 + 𝑏

2
  μ 𝑡 

1

0

𝑑𝑡 
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1

𝑏 − 𝑎
 
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2
 𝑤 𝑥 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

−  𝑓 𝑥 𝑤 𝑥 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 −
𝑏 − 𝑎

2
𝑓′  

𝑎 + 𝑏

2
  μ 𝑡 

1

0

𝑑𝑡 

=
𝑏 − 𝑎

2
 μ 𝑡 

1

0

 𝑓 ′ 𝑡𝑎 +  1 − 𝑡 𝑏 − 𝑓′  
𝑎 + 𝑏

2
  𝑑𝑡                                             (3.30) 

𝑓 ′  fonksiyonu bazı  𝐾 > 0 için lipschitz şartını sağladığı için  

 𝑓 ′ 𝑡𝑎 +  1 − 𝑡 𝑏 − 𝑓′  
𝑎 + 𝑏

2
  ≤ 𝐾  𝑡𝑎 +  1 − 𝑡 𝑏 −

𝑎 + 𝑏

2
 = 𝐾(𝑏 − 𝑎)  𝑡 −

1

2
  

bu son eşitlik (3.30) yerine yazılırsa ispat tamamlanır. 

 

3.4. Harmonik Konveks Fonksiyonlar İle  İlgili Trapezoidal Tipli Fejér 

Eşitsizlikleri 

 

Tanım 3.4.1 𝑤: [𝑎, 𝑏] → ℝ bir fonksiyon veμ 𝑡 :  0,1 → ℝ 

μ 𝑡 =  𝑤  
𝑎𝑏

𝑠𝑏 +  1 − 𝑠 𝑎
 

1

𝑡

𝑑𝑠 −  𝑤  
𝑎𝑏

𝑠𝑏 +  1 − 𝑠 𝑎
 

𝑡

0

𝑑𝑠        (3.31) 

Teorem 3.4.1  𝐼 ⊂  ℝ\ 0  bir aralık 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼° , 𝑎 < 𝑏  𝑤:  𝑎, 𝑏 → ℝ\ 0  ve 𝑤,   𝑎, 𝑏  

üzerinde integrallenebilir bir fonksiyon olsun şu halde aşağıdaki özellikler sağlanır; 

a. Eğer 𝑤,  2𝑎𝑏/(𝑎 + 𝑏)’ ye göre harmonik simetrik ise  

μ 𝑡 =  
                 2  𝑤  

𝑎𝑏

𝑠𝑏+ 1−𝑠 𝑎
 𝑑𝑠,          𝑡 ∈  0,

1

2
 

1/2

𝑡

                               −2  𝑤  
𝑎𝑏

𝑠𝑏+ 1−𝑠 𝑎
 𝑑𝑠,

1/2

𝑡
          𝑡 ∈  0,

1

2
      (3.32)

  

b. ∀𝑡 ∈  0,1  için  μ 𝑡 = μ 1 − 𝑡                                                                                (3.33) 

c. Eğer 𝑤 negatif olmayan bir fonksiyon ise 

             μ 𝑡 ≥ 0                     0 ≤ 𝑡 ≤
1

2
 

            μ 𝑡 ≤ 0                     
1

2
≤ 𝑡 ≤ 1                                                                         (3.34) 

d. Eğer 𝑤 negatif olmayan bir fonksiyon ise 

  𝜇 𝑡  
1

0

𝑑𝑡 ≤
1

2
 𝑤 ∞  ,   𝜇 𝑡  

1

0

𝑑𝑡 ≤ 2 𝑤 𝑞   𝑡 −
1

2
 
1/𝑝1

0

𝑑𝑡       (3.35) 

eşitsizlikleri elde edilir. 

e.   𝐼 ⊂  ℝ\ 0  bir aralık 𝑓: 𝐼° → ℝve 𝑤:  𝑎, 𝑏 →  0,  ∞   olmak üzere 

𝑓 ve  𝑤 fonksiyonları diferansiyellenebilir birer  dönüşüm olsun. Eğer 𝑓′ ∈

𝐿 𝑎, 𝑏  ise  
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𝑎𝑏

𝑏 − 𝑎
 
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2
 

𝑤 𝑥 

𝑥2

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 −  
𝑓(𝑥)𝑤 𝑥 

𝑥2

𝑏

𝑎

  

=
𝑎𝑏(𝑏 − 𝑎)

2
 μ 𝑡 

1

0

𝑓 ′ 𝑎𝑏/(𝑡𝑏 +  1 − 𝑡 𝑎 )

 𝑡𝑏 +  1 − 𝑡 𝑎 2
𝑑𝑡                                        (3.36) 

eşitliği elde edilir [53]. 

Teorem 3.4.2 𝑓: 𝐼 ⊂  ℝ\ 0 → ℝ  𝐼°’ da diferansiyellenebilir bir dönüşüm 𝑎, 𝑏 ∈

𝐼° 𝑎 < 𝑏 ve  𝑤:  𝑎, 𝑏 → ℝ diferansiyellenebilir bir dönüşüm olsun.𝑓 ′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] 

olmak şartıyla ∀𝑥 ∈  
1

𝑏
,

1

𝑎
  için −∞ < 𝑚 ≤ 𝑥2𝑓 ′ (𝑥) ≤ 𝑀 < ∞ olacak şekilde 

𝑚 < 𝑀 var ise 

 
𝑎𝑏

𝑏 − 𝑎
 
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2
 

𝑤 𝑥 

𝑥2

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 −  
𝑓(𝑥)𝑤 𝑥 

𝑥2

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

−
(𝑚 + 𝑀) 𝑏 − 𝑎 

4𝑎𝑏
 μ 𝑡 

1

0

𝑑𝑡  

             ≤
(𝑀 − 𝑚) 𝑏 − 𝑎 

4𝑎𝑏
  μ 𝑡  

1

0

𝑑𝑡                                            (3.37) 

eşitsizliği sağlanır [22]. 

İspat: (3.36) ifadesindeki eşitliği kullanırsak  

𝑎𝑏

𝑏 − 𝑎
 
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2
 

𝑤 𝑥 

𝑥2

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 −  
𝑓(𝑥)𝑤 𝑥 

𝑥2

𝑏

𝑎

 𝑑𝑥 

=
𝑎𝑏(𝑏 − 𝑎)

2
 μ 𝑡 

1

0

 
𝑓 ′ 𝑎𝑏/(𝑡𝑏 +  1 − 𝑡 𝑎 )

 𝑡𝑏 +  1 − 𝑡 𝑎 2
+

𝑀 + 𝑚

2𝑎2𝑏2
−

𝑀 + 𝑚

2𝑎2𝑏2
 𝑑𝑡        

=
𝑎𝑏(𝑏 − 𝑎)

2
 μ 𝑡 

1

0

 
𝑓 ′ 𝑎𝑏/(𝑡𝑏 +  1 − 𝑡 𝑎 )

 𝑡𝑏 +  1 − 𝑡 𝑎 2
−

𝑀 + 𝑚

2𝑎2𝑏2
 

+
 𝑏 − 𝑎 (𝑀 + 𝑚)

4𝑎𝑏
 μ 𝑡 

1

0

 

 𝑅 =
𝑎𝑏

𝑏 − 𝑎
 
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2
 

𝑤 𝑥 

𝑥2

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 −  
𝑓(𝑥)𝑤 𝑥 

𝑥2

𝑏

𝑎

𝑑𝑥                                 

−
(𝑚 + 𝑀) 𝑏 − 𝑎 

4𝑎𝑏
 μ 𝑡 

1

0

𝑑𝑡 

=
 𝑏 − 𝑎 𝑎𝑏

2
 μ 𝑡 

1

0

 
𝑓 ′ 𝑎𝑏/(𝑡𝑏 +  1 − 𝑡 𝑎 )

 𝑡𝑏 +  1 − 𝑡 𝑎 2
−

𝑀 + 𝑚

2𝑎2𝑏2
 𝑑𝑡 

 𝑅 ≤
 𝑏 − 𝑎 𝑎𝑏

2
  μ 𝑡   

𝑓 ′ 𝑎𝑏/(𝑡𝑏 +  1 − 𝑡 𝑎 )

 𝑡𝑏 +  1 − 𝑡 𝑎 2
−

𝑀 + 𝑚

2𝑎2𝑏2
 dt

1

0

                     (3.38) 
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𝑚 ≤ 𝑥2𝑓 ′(𝑥) ≤ 𝑀’ den dolayı 𝑥 =  𝑎𝑏/(𝑡𝑏 +  1 − 𝑡 𝑎  alırsak  

𝑚 ≤
𝑎2𝑏2𝑓 ′( 𝑎𝑏/(𝑡𝑏 +  1 − 𝑡 𝑎 )

 𝑡𝑏 +  1 − 𝑡 𝑎 2
≤ 𝑀 her iki tarafı 1/𝑎2𝑏2ile çarparsak 

𝑚

𝑎2𝑏2
≤

𝑎2𝑏2𝑓 ′ ( 𝑎𝑏/(𝑡𝑏 +  1 − 𝑡 𝑎 )

 𝑡𝑏 +  1 − 𝑡 𝑎 2
≤

𝑀

𝑎2𝑏2
 eşitsizliğin iki tarafından 

𝑀 + 𝑚

2𝑎2𝑏2
 

ifadesini  çıkarır ve mutlak değerini alırsak  

𝑚

𝑎2𝑏2
−

𝑀 + 𝑚

2𝑎2𝑏2
≤

𝑎2𝑏2𝑓 ′( 𝑎𝑏/(𝑡𝑏 +  1 − 𝑡 𝑎 )

 𝑡𝑏 +  1 − 𝑡 𝑎 2
−

𝑀 + 𝑚

2𝑎2𝑏2
≤

𝑀

𝑎2𝑏2
−

𝑀 + 𝑚

2𝑎2𝑏2
 

 
𝑎2𝑏2𝑓 ′ ( 𝑎𝑏/(𝑡𝑏 +  1 − 𝑡 𝑎 )

 𝑡𝑏 +  1 − 𝑡 𝑎 2
−

𝑀 + 𝑚

2𝑎2𝑏2
 ≤

𝑀 − 𝑚

2𝑎2𝑏2
 

elde ederiz. Son eşitsizlik (3.38)  ifadesinde yerine yazılırsa ispat tamamlanmış olur. 

Sonuç 3.4.1  

a. Eğer (3.36) ve (3.35) ifadelerindeki eşitsizlikleri kullanırsak,   

     

 
𝑎𝑏

𝑏 − 𝑎
 
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2
 

𝑤 𝑥 

𝑥2

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 −  
𝑓 𝑥 𝑤 𝑥 

𝑥2

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

−
 𝑚 + 𝑀  𝑏 − 𝑎 

4𝑎𝑏
 μ 𝑡 

1

0

𝑑𝑡                                                           (3.39)

≤
 𝑏 − 𝑎  𝑀 − 𝑚 

8𝑎𝑏
 𝑤 ∞  

Eşitsizliği elde edilir. 

b. Eğer (3.35) ifadesinde elde edilen eşitsizlikleri (3.37) eşitsizliğinde yerine 

yazılırsa, 

 
𝑎𝑏

𝑏 − 𝑎
 
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2
 

𝑤 𝑥 

𝑥2

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 −  
𝑓 𝑥 𝑤 𝑥 

𝑥2

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

−
 𝑚 + 𝑀  𝑏 − 𝑎 

4𝑎𝑏
 μ 𝑡 

1

0

𝑑𝑡                                                    (3.40)

≤
 𝑏 − 𝑎 (𝑀 − 𝑚)

2𝑎𝑏
 𝑤 𝑞   𝑡 −

1

2
 
𝑞

𝑑𝑡
1

0

 

eşitsizliği, elde edilir. 

Teorem 3.4.3 𝑓: 𝐼 ⊂  ℝ\ 0 → ℝ  𝐼° ’da diferansiyellenebilir bir dönüşüm 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼°  

ve 𝑎 < 𝑏 olmak üzere 𝑤:  𝑎, 𝑏 → ℝ   2𝑎𝑏/(𝑎 + 𝑏)’ye göre harmonik-simetrik  ve 

diferansiyellenebilir bir dönüşüm olsun. Eğer  𝑓′   𝑎, 𝑏  üzerinde harmonik konveks 

bir dönüşüm ise 
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𝑎𝑏

𝑏 − 𝑎
 
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2
 

𝑤 𝑥 

𝑥2

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 −  
𝑓(𝑥)𝑤 𝑥 

𝑥2

𝑏

𝑎

𝑑𝑥   

≤ 𝑎𝑏(𝑏 − 𝑎)  
𝑤 𝑥 

𝑥2
 𝐴 𝑥  𝑓 ′(𝑎) + 𝐵(𝑥) 𝑓 ′(𝑏)  

2𝑎𝑏/(𝑎+𝑏)

𝑎

𝑑𝑥                          (3.41) 

burada; 𝐴 𝑥  ve 𝐵 𝑥 , 

𝐴 𝑥 =  
𝑡

 𝑡𝑏 +  1 − 𝑡 𝑎 2
𝑑𝑡 +

(
1

𝑎
−

1

𝑥
)/(

1

𝑎
−

1

𝑏
)

0

 
1 − 𝑡

 (1 − 𝑡)𝑏 + 𝑡𝑎 2
𝑑𝑡

(
1

𝑎
−

1

𝑥
)/(

1

𝑎
−

1

𝑏
)

0

, 

𝐵 𝑥 =  
1 − 𝑡

 𝑡𝑏 +  1 − 𝑡 𝑎 2
𝑑𝑡 +

(
1

𝑎
−

1

𝑥
)/(

1

𝑎
−

1

𝑏
)

0

 
𝑡

 (1 − 𝑡)𝑏 + 𝑡𝑎 2
𝑑𝑡 

(
1

𝑎
−

1

𝑥
)/(

1

𝑎
−

1

𝑏
)

0

 

olmak üzere, (3.41) eşitsizliği sağlanır [22].   

İspat: μ 𝑡 ’ nin tanımı, (3.31), (3.32), (3.34) ve (3.36) ifadelerini  kullanırsak  

  
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2
 

𝑤 𝑥 

𝑥2

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 −  
𝑓(𝑥)𝑤 𝑥 

𝑥2

𝑏

𝑎

   

≤
(𝑏 − 𝑎)2

2
  μ 𝑡 

1

0

𝑓 ′ 𝑎𝑏/(𝑡𝑏 +  1 − 𝑡 𝑎 )

 𝑡𝑏 +  1 − 𝑡 𝑎 2
𝑑𝑡  

≤
(𝑏 − 𝑎)2

2
  μ 𝑡  

1

0

 𝑓 ′  
𝑎𝑏

(𝑡𝑏 +  1 − 𝑡 𝑎)
  

𝑑𝑡

 𝑡𝑏 +  1 − 𝑡 𝑎 2
 

≤ (𝑏 − 𝑎)2

 
 
 
 
    𝑤  

𝑎𝑏

𝑠𝑏 +  1 − 𝑠 𝑎
 

1

2

𝑡

𝑑𝑠 
𝑡 𝑓 ′ 𝑎  +  1 − 𝑡  𝑓 ′ 𝑏  

 𝑡𝑏 +  1 − 𝑡 𝑎 2

1

2

0

𝑑𝑡

+    𝑤  
𝑎𝑏

𝑠𝑏 +  1 − 𝑠 𝑎
 

𝑡

1/2

𝑑𝑠 
𝑡 𝑓 ′ 𝑎  +  1 − 𝑡  𝑓 ′ 𝑏  

 𝑡𝑏 +  1 − 𝑡 𝑎 2

1

1/2

𝑑𝑡
 
 
 
 
 

 

elde edilir ve bu son ifadede  integral sırasını değiştirirsek 

  
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2
 

𝑤 𝑥 

𝑥2

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 −  
𝑓 𝑥 𝑤 𝑥 

𝑥2

𝑏

𝑎

   

≤ (𝑏 − 𝑎)2

 
 
 
 
   𝑤  

𝑎𝑏

𝑠𝑏 +  1 − 𝑠 𝑎
 

𝑠

0

𝑡 𝑓 ′ 𝑎  +  1 − 𝑡  𝑓 ′ 𝑏  

 𝑡𝑏 +  1 − 𝑡 𝑎 2

1

2

0

𝑑𝑡𝑑𝑠

+   𝑤  
𝑎𝑏

𝑠𝑏 +  1 − 𝑠 𝑎
 

1

𝑠

𝑡 𝑓 ′ 𝑎  +  1 − 𝑡  𝑓 ′ 𝑏  

 𝑡𝑏 +  1 − 𝑡 𝑎 2

1

1/2

𝑑𝑡𝑑𝑠
 
 
 
 
 

 

olur. Son ifadede  𝑥 =
𝑎𝑏

𝑠𝑏+ 1−𝑠 𝑎
  alınırsa,  

 1

𝑥
= 𝑠  

1

𝑎
−

1

𝑏
 +

1

𝑏
,  𝑠 = (

1

𝑥
−

1

𝑏
)/(

1

𝑎
−

1

𝑏
) 

olup; 𝑠 = 0 için  𝑥 = 𝑏 , 𝑠 = 1 için 𝑥 = 𝑎 , 𝑠 =
1

2
   için 𝑥 =

2𝑎𝑏

𝑎+𝑏
 ve 𝑑𝑠 =

𝑎𝑏

𝑏−𝑎

−𝑑𝑥

𝑥2  

olacağından, bu değerler yerine yazıldığında 
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= 𝑎𝑏 𝑏 − 𝑎 

 
 
 
 
 
 
 

  
𝑤 𝑥 

𝑥2

1
𝑥
−

1
𝑏

1
𝑎
−

1
𝑏

0

𝑡 𝑓 ′ 𝑎  +  1 − 𝑡  𝑓 ′ 𝑏  

 𝑡𝑏 +  1 − 𝑡 𝑎 2

𝑏

2𝑎𝑏

𝑎+𝑏

𝑑𝑡𝑑𝑥

+   
𝑤 𝑥 

𝑥2

1

1
𝑥
−

1
𝑏

1
𝑎
−

1
𝑏

𝑡 𝑓 ′ 𝑎  +  1 − 𝑡  𝑓 ′ 𝑏  

 𝑡𝑏 +  1 − 𝑡 𝑎 2

2𝑎𝑏

𝑎+𝑏

𝑎

𝑑𝑡𝑑𝑥

 
 
 
 
 
 
 

                       (3.42) 

elde edilir. Ayrıca 𝑤 𝑥  fonksiyonu  2𝑎𝑏/(𝑎 + 𝑏)’ ye göre harmonik simetrik 

olduğuna göre; 

 
 
 

 
 𝐼1 =   

𝑤 𝑥 

𝑥2

(
1

𝑥
−

1

𝑏
)/(

1

𝑎
−

1

𝑏
)

0

𝑡 𝑓 ′ 𝑎  +  1 − 𝑡  𝑓 ′ 𝑏  

 𝑡𝑏 +  1 − 𝑡 𝑎 2

𝑏

2𝑎𝑏 /(𝑎+𝑏

𝑑𝑡𝑑𝑥

𝐼2 =   
𝑤(𝑥)

𝑥2

1

(
1

𝑥
−

1

𝑏
)/(

1

𝑎
−

1

𝑏
)

𝑡 𝑓 ′ 𝑎  +  1 − 𝑡  𝑓 ′ 𝑏  

 𝑡𝑏 +  1 − 𝑡 𝑎 2

2𝑎𝑏/(𝑎+𝑏)

𝑎

𝑑𝑡𝑑𝑥

  

olur. Burada; 

𝐼1 = 𝐼2                                                                                                                                  (3.43) 

olduğundan ve 𝑡  yerine  1 − 𝑡  yazıldığında 

 
 
 

 
  

𝑡𝑑𝑡

 𝑡𝑏 +  1 − 𝑡 𝑎 2

1

(
1

𝑥
−

1

𝑏
)/(

1

𝑎
−

1

𝑏
)

=  
(1 − 𝑡)𝑑𝑡

 (1 − 𝑡)𝑏 + 𝑡𝑎 2

(
1

𝑎
−

1

𝑥
)/(

1

𝑎
−

1

𝑏
)

0

 
(1 − 𝑡)𝑑𝑡

 𝑡𝑏 +  1 − 𝑡 𝑎 2

1

(
1

𝑥
−

1

𝑏
)/(

1

𝑎
−

1

𝑏
)

=  
𝑡𝑑𝑡

 (1 − 𝑡)𝑏 + 𝑡𝑎 2

(
1

𝑎
−

1

𝑥
)/(

1

𝑎
−

1

𝑏
)

0

                           (3.44) 

eşitlikleri edilir. (3.43) ve (3.44) ifadelerindeki eşitlikleri (3.42) ifadesinde yerine 

yazarsak ispat tamamlanmış olur. 

Teorem 3.4.4 𝑓: 𝐼 ⊂  ℝ\ 0 → ℝ  𝐼° ’ de diferansiyellenebilir bir fonksiyon  𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼° 

ve 𝑎 < 𝑏 olmak üzere 𝑤: 𝑎, 𝑏 →  0, ∞  (𝑎, 𝑏)’ de diferansiyellenebilir bir 

fonksiyon, 𝑓 ′  ve  𝑤 ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olmak şartıyla bazı  𝐾 > 0 sabiti için  𝑓 ′  lipschitz 

şartını sağlıyorsa 

 
𝑎𝑏

𝑏 − 𝑎
 
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2
 

𝑤 𝑥 

𝑥2

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 −  
𝑓(𝑥)𝑤 𝑥  

𝑥2

𝑏

𝑎

𝑑𝑥   

 −
𝑎𝑏 𝑏 − 𝑎 

2
 

μ 𝑡 𝑓 ′ 2𝑎𝑏/(𝑡𝑏 +  1 − 𝑡 𝑎 )

 𝑡𝑏 +  1 − 𝑡 𝑎 2

1

0

𝑑𝑡  

   ≤
𝐾(𝑏 − 𝑎)2𝑎2𝑏2

2 𝑎 + 𝑏 
  μ 𝑡  

1

0

 
1 − 2𝑡

 𝑡𝑏 +  1 − 𝑡 𝑎 3
 𝑑𝑡                                                (3.45) 

eşitsizliği sağlanır [22].         

İspat: (3.36) ifadesini kullanırsak 
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𝑎𝑏

𝑏 − 𝑎
 
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2
 

𝑤 𝑥 

𝑥2

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 −  
𝑓(𝑥)𝑤 𝑥 

𝑥2

𝑏

𝑎

  

=
(𝑏 − 𝑎)𝑏𝑎

2
 

μ 𝑡 

 𝑡𝑏 +  1 − 𝑡 𝑎 2
 𝑓′  

𝑎𝑏

𝑡𝑏 −  1 − 𝑡 𝑎
 + 𝑓′  

2𝑎𝑏

𝑎 + 𝑏
 

1

0

− 𝑓′  
2𝑎𝑏

𝑎 + 𝑏
  𝑑𝑡 

=
(𝑏 − 𝑎)𝑎𝑏

2
 

μ 𝑡 

 𝑡𝑏 +  1 − 𝑡 𝑎 2
 𝑓′  

𝑎𝑏

𝑡𝑏 −  1 − 𝑡 𝑎
 − 𝑓′  

2𝑎𝑏

𝑎 + 𝑏
  

1

0

𝑑𝑡 

+
(𝑏 − 𝑎)𝑏𝑎

2
 

μ 𝑡 

 𝑡𝑏 +  1 − 𝑡 𝑎 2
𝑓′  

2𝑎𝑏

𝑎 + 𝑏
 

1

0

𝑑𝑡                                                        

𝑅1 =
𝑎𝑏

𝑏 − 𝑎
 
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2
 

𝑤 𝑥 

𝑥2

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 −  
𝑓(𝑥)𝑤 𝑥 

𝑥2

𝑏

𝑎

  

−
(𝑏 − 𝑎)𝑏𝑎

2
 

μ 𝑡 

 𝑡𝑏 +  1 − 𝑡 𝑎 2
+ 𝑓′  

2𝑎𝑏

𝑎 + 𝑏
 

1

0

𝑑𝑡                                                  (3.46) 

𝑅2 =
(𝑏 − 𝑎)𝑎𝑏

2
 

μ 𝑡 

 𝑡𝑏 +  1 − 𝑡 𝑎 2
 𝑓′  

𝑎𝑏

𝑡𝑏 −  1 − 𝑡 𝑎
 − 𝑓′  

2𝑎𝑏

𝑎 + 𝑏
  

1

0

𝑑𝑡    (3.47) 

olmak üzere, (3.46) ifadesinden  dolayı 𝑅1 = 𝑅2 olacağından  𝑅1 =  𝑅2  dir. 

Ayrıca   𝑓′  lipschitz koşulunu sağladığından  

 𝑓′  
𝑎𝑏

𝑡𝑏 −  1 − 𝑡 𝑎
 − 𝑓′  

2𝑎𝑏

𝑎 + 𝑏
  ≤ 𝐾  

𝑎𝑏

𝑡𝑏 −  1 − 𝑡 𝑎
−

2𝑎𝑏

𝑎 + 𝑏
 

=
𝐾(𝑏 − 𝑎) 𝑎𝑏  1 − 2𝑡 

  𝑎 + 𝑏 (𝑡𝑏 −  1 − 𝑡 𝑎) 
                                                                                           (3.48) 

elde edilir. (3.48) ifadesini  (3.47) ifadesinde  yerine yazarsak, 

 𝑅1 =  𝑅2 ≤
𝐾(𝑏 − 𝑎) 𝑎𝑏 

  𝑎 + 𝑏 (𝑡𝑏 −  1 − 𝑡 𝑎) 

(𝑏 − 𝑎) 𝑎𝑏 

2
 

 μ 𝑡   1 − 2𝑡 dt

 𝑡𝑏 +  1 − 𝑡 𝑎 2

1

0

 

elde edilir. Böylece, 

 𝑅1 ≤
𝐾(𝑏 − 𝑎)2𝑎2𝑏2

 𝑎 + 𝑏 
  μ 𝑡   

1 − 2t

(tb −  1 − t a)3
 

1

0

𝑑𝑡 

olacağından ispat tamamlanmış olur. 
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BÖLÜM 4. ARAŞTRMA BULGULARI 

 

Bu bölümde elde edilen teorem ve sonuçlar 𝑝-konveks fonksiyonlar için yeni olup, 

özelinde 𝑝 = 1 ve 𝑝 = −1 alındığında 3. bölümdeki teoremlerin tamamı, ayrıca   bu 

ve benzeri çalışmaların daha genel bir hali 𝑝-konveks fonksiyonlar için verilmiştir. 

Aşağıda 𝑝-konveks fonksiyonların Fejér tipli eşitsizlikleri ve yeni sonuçlarını elde 

etmek için 𝑤: 𝐼 ⊂  0, ∞ → ℝ   olmak üzere, 𝑤 ile bağlantılı;  𝜇 𝑡 : [0,1]  → ℝ  

dönüşümü, 

𝜇 𝑡 =  𝑤  𝑠𝑎𝑝 +  1 − 𝑠 𝑏𝑝 1/𝑝 𝑑𝑠
1

𝑡

−  𝑤  𝑠𝑎𝑝 +  1 − 𝑠 𝑏𝑝 1/𝑝 
𝑡

0

𝑑𝑠 

verilsin. Bu bölümde 𝜇 𝑡  dönüşümünün bazı özelliklerini  içeren teoremi kullanarak 

belirli şartlar altında 𝑝-konveks fonksiyonların Fejér tipli eşitsizliklerle ilgili yeni 

tahmin ve sonuçlarını elde edeceğiz. 

Bölüm boyunca 𝜇 𝑡  yukarıdaki tanımda verildiği anlamda kullanılmıştır. 

Teorem 4.1.1 𝑤:  𝑎, 𝑏 → ℝ    𝑎, 𝑏 üzerinde integrallenebilir ve  
𝑎𝑝 +𝑏𝑝

2
 

1/𝑝

’ ye göre 

𝑝-simetrik bir fonksiyon olsun. 𝑝 ∈ ℝ\ 0  olmak üzere aşağıdaki eşitlik ve 

eşitsizlikler sağlanır. 

a. 𝜇 𝑡 =

 
 
 

 
 2  𝑤  𝑠𝑎𝑝 +  1 − 𝑠 𝑏𝑝 1/𝑝 𝑑𝑠     ,       0 ≤ 𝑡 <

1

2

1/2

𝑡

 0                                                                   ,        𝑡 =
1

2

−2  𝑤  𝑠𝑎𝑝 +  1 − 𝑠 𝑏𝑝 1/𝑝 𝑑𝑠     ,       
1

2
< 𝑡 ≤ 1

1/2

𝑡

                     (4.1) 

b. ∀𝑡 ∈  0,1  𝜇 𝑡 + 𝜇 1 − 𝑡 = 0                                                                                (4.2) 

c. Eğer 𝑤  negatif değil ise  

 
𝜇 𝑡 ≥ 𝑜   ,       0 ≤ 𝑡 ≤

1

2

𝜇 𝑡 ≤ 𝑜   ,       
1

2
≤ 𝑡 ≤ 1

 .                                                                                 4.3  

d. Eğer 𝑤  negatif değil ise 

 
 
 

 
   𝜇 𝑡  𝑑𝑡 ≤

1

2
 𝑤 ∞

1

0

  𝜇 𝑡  𝑑𝑡 ≤ 2 𝑤 𝑞   𝑡 −
1

2
 
𝑘

𝑑𝑡  ,   
1

𝑘
+

1

𝑞
= 1   ,        1 < 𝑘 < ∞  

1

0

1

0

(4.4)  
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İspat: 

a.      0 ≤ 𝑡 ≤  
1

2
 için 𝑢 =  𝑡𝑎𝑝 + (1 − 𝑡)𝑏𝑝 1/𝑝  olmak üzere   

𝑎𝑝 +𝑏𝑝

2
 

1/𝑝

≤ 𝑢 ≤ 𝑏 

1

2
≤ 𝑡 ≤  1 için 𝑢 =  𝑡𝑎𝑝 + (1 − 𝑡)𝑏𝑝 1/𝑝  olmak üzere  𝑎 ≤ 𝑢 ≤  

𝑎𝑝 +𝑏𝑝

2
 

1/𝑝

 

olacağından,  𝑥 =  𝑠𝑎𝑝 + (1 − 𝑠)𝑏𝑝 1/𝑝  değişken değişimi yapılırsa; 

𝑠 = 𝑡 için 𝑥 = 𝑢, 𝑠 = 1 için 𝑥 = 𝑎, 𝑠 =
1

2
 için 𝑥 =  

𝑎𝑝 +𝑏𝑝

2
 

1

𝑝
 

s=0 için 𝑥 = 𝑏, 𝑑𝑠 =
𝑎𝑝 − 𝑏𝑝

𝑝

𝑑𝑥

𝑥1−𝑝
 olacağından, 

    𝜇 𝑡 =  𝑤  𝑠𝑎𝑝 +  1 − 𝑠 𝑏𝑝 1/𝑝 𝑑𝑠
1

𝑡

−  𝑤  𝑠𝑎𝑝 +  1 − 𝑠 𝑏𝑝 1/𝑝 
𝑡

0

𝑑𝑠 

𝑤 𝑥  fonksiyonu 
𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
 

1

𝑝

' ye göre 𝑝 − simetrik olduğundan   

𝑤  𝑠𝑎𝑝 +  1 − 𝑠 𝑏𝑝 1/𝑝 =  𝑤  𝑠𝑏𝑝 +  1 − 𝑠 𝑎𝑝 1/𝑝                           (4.5) 

 𝑤  𝑠𝑎𝑝 +  1 − 𝑠 𝑏𝑝 1/𝑝 𝑑𝑠
𝑡

1

 ifadesinde, 

𝑠 = 1 −  𝑠′ yazılırsa, 

 𝑤  𝑠𝑎𝑝 +  1 − 𝑠 𝑏𝑝 1/𝑝 𝑑𝑠
𝑡

1

=  𝑤  𝑠′𝑏𝑝 +  1 − 𝑠′ 𝑎𝑝 1/𝑝 𝑑𝑠′
0

1−𝑡

 

buradan; 

 𝑤  𝑠𝑎𝑝 +  1 − 𝑠 𝑏𝑝 1/𝑝 𝑑𝑠
𝑡

1

=  𝑤  𝑠𝑏𝑝 +  1 − 𝑠 𝑎𝑝 1/𝑝 𝑑𝑠
0

1−𝑡

 

elde edilir.  (4.5) ifadeden dolayı 

 𝑤  𝑠𝑏𝑝 +  1 − 𝑠 𝑎𝑝 1/𝑝 𝑑𝑠
0

1−𝑡

=  𝑤   𝑠𝑎𝑝 +  1 − 𝑠 𝑏𝑝 1/𝑝  𝑑𝑠
0

1−𝑡

   (4.6) 

olur. Buradan; 

 𝑤  𝑠𝑎𝑝 +  1 − 𝑠 𝑏𝑝 1/𝑝 𝑑𝑠
𝑡

1

=  𝑤   𝑠𝑎𝑝 +  1 − 𝑠 𝑏𝑝 1/𝑝  𝑑𝑠
0

1−𝑡

 

olur. Bu son ifadede 𝑡 =
1

2
  yazılırsa 

 𝑤  𝑠𝑎𝑝 +  1 − 𝑠 𝑏𝑝 1/𝑝 𝑑𝑠
1

1/2

=  𝑤   𝑠𝑎𝑝 +  1 − 𝑠 𝑏𝑝 1/𝑝  𝑑𝑠
0

1/2

 

elde edilir. Ayrıca  𝑥 =  𝑠𝑎𝑝 +  1 − 𝑠 𝑏𝑝 1/𝑝  değişken değişimi yapılırsa  
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𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝

 
𝑎𝑝 +𝑏𝑝

2
 

1/𝑝

𝑎

𝑑𝑥 =  
𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝

𝑏

 
𝑎𝑝 +𝑏𝑝

2
 

1/𝑝 𝑑𝑥                                                                    (4.7) 

 𝑤  𝑠𝑎𝑝 +  1 − 𝑠 𝑏𝑝 1/𝑝 𝑑𝑠
1

𝑡

−  𝑤  𝑠𝑎𝑝 +  1 − 𝑠 𝑏𝑝 1/𝑝 
𝑡

0

𝑑𝑠 

=
𝑏𝑝 − 𝑎𝑝

𝑝
  

𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝

𝑢

𝑎

−  
𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑢

 𝑑𝑥                                                                             (4.8) 

 
𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝

𝑢

𝑎

𝑑𝑥 =  
𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝

 
𝑎𝑝 +𝑏𝑝

2
 

1/𝑝

𝑎

𝑑𝑥 +  
𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝

𝑢

 
𝑎𝑝 +𝑏𝑝

2
 

1/𝑝 𝑑𝑥                                         

 
𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝

𝑢

𝑎

𝑑𝑥 =  
𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝

𝑏

 
𝑎𝑝 +𝑏𝑝

2
 

1/𝑝 𝑑𝑥 +  
𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝

𝑢

 
𝑎𝑝 +𝑏𝑝

2
 

1/𝑝 𝑑𝑥                                          (4.9) 

 
𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝

𝑏

 
𝑎𝑝 +𝑏𝑝

2
 

1/𝑝 𝑑𝑥 =  
𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝

𝑢

 
𝑎𝑝 +𝑏𝑝

2
 

1/𝑝 +  
𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑢

 𝑑𝑥                                            (4.10) 

elde edilir. (4.9) ve (4.10) ifadelerinde verilen eşitlikler (4.8) ifadesinde yerine 

yazılırsa  

𝑏𝑝 − 𝑎𝑝

𝑝
  

𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝

𝑢

𝑎

−  
𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑢

 𝑑𝑥 = 2
𝑏𝑝 − 𝑎𝑝

𝑝
 

𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝

𝑢

 
𝑎𝑝 +𝑏𝑝

2
 

1/𝑝 𝑑𝑥

= 2  𝑤  𝑠𝑎𝑝 +  1 − 𝑠 𝑏𝑝 1/𝑝 𝑑𝑠
1/2

𝑡

 

elde edilir. Aynı argümanları kullanarak (a)’ nın ikinci kısmını da benzer şekilde elde 

ederiz. 𝜇  
1

2
 = 0 olup integral sonucunu etkilemeyeceğinden (a)’ nın birinci ve 

ikinci kısmında 𝑡 =
1

2
  için sınırlar  0,

1

2
 ,  

1

2
, 1  alınabilir. 

b.  

𝜇 𝑡 =

 
 
 

 
 2  𝑤  𝑠𝑎𝑝 +  1 − 𝑠 𝑏𝑝 1/𝑝 𝑑𝑠          ,        0 ≤ 𝑡 ≤

1

2

1/2

𝑡

−2  𝑤  𝑠𝑎𝑝 +  1 − 𝑠 𝑏𝑝 1/𝑝 𝑑𝑠         ,       
1

2
≤ 𝑡 ≤ 1

𝑡

1/2

  

𝜇 1 − 𝑡 =

 
 
 

 
 2  𝑤  𝑠𝑎𝑝 +  1 − 𝑠 𝑏𝑝 1/𝑝 𝑑𝑠      ,         0 ≤ 𝑡 ≤

1

2

𝑡

1/2

−2  𝑤  𝑠𝑎𝑝 +  1 − 𝑠 𝑏𝑝 1/𝑝 𝑑𝑠    ,       
1

2
≤ 𝑡 ≤ 1

1/2

𝑡

  

 



 
 

35 
 

olacağından ∀𝑡 ∈  0,
1

2
   ve  

1

2
, 1 için 𝜇 𝑡 + 𝜇 1 − 𝑡 = 0 kolayca görülür. 

c.  𝑤 fonksiyonu negatif olmadığından  

  ∀𝑡 ∈  0,
1

2
  için     𝜇 𝑡 = 2  𝑤  𝑠𝑎𝑝 +  1 − 𝑠 𝑏𝑝 1/𝑝 𝑑𝑠 ≥ 0 

1/2

𝑡

 

∀𝑡 ∈  
1

2
, 1 için     𝜇 𝑡 = −2  𝑤  𝑠𝑎𝑝 +  1 − 𝑠 𝑏𝑝 1/𝑝 𝑑𝑠 ≤ 0 

1/2

𝑡

 

eşitsizlikleri kolayca görülür. 

d.  𝑤 fonksiyonu negatif olmadığından 

  𝜇 𝑡  𝑑𝑡 =  𝜇 𝑡 𝑑𝑡
1/2

0

1

0

−  𝜇 𝑡 𝑑𝑡
1

1/2

 𝑡 ∈  
1

2
, 1 için 𝜇 𝑡 ≤ 0  

         = 2    𝑤  𝑠𝑎𝑝 +  1 − 𝑠 𝑏𝑝 1/𝑝 𝑑𝑠
1/2

𝑡

 
1/2

0

𝑑𝑡

+ 2    𝑤  𝑠𝑎𝑝 +  1 − 𝑠 𝑏𝑝 1/𝑝 𝑑𝑠
𝑡

1/2

 
1

1/2

𝑑𝑡                              (4.11) 

       = 2    sup
𝑠∈ 0,

1

2
 

 𝑤  𝑠𝑎𝑝 +  1 − 𝑠 𝑏𝑝 1/𝑝  𝑑𝑠
1/2

𝑡

 
1/2

0

𝑑𝑡

+ 2    𝑠𝑢𝑝
𝑠∈ 

1

2
,1 

 𝑤  𝑠𝑎𝑝 +  1 − 𝑠 𝑏𝑝 1/𝑝  𝑑𝑠
𝑡

1/2

 
1

1/2

𝑑𝑡 

      ≤ 2   
1

2
− 𝑡  𝑤 ∞

1

2

0

𝑑𝑡 + 2   𝑡 −
1

2
  𝑤 ∞

1

1

2

𝑑𝑡 = 2 𝑤 ∞   𝑡 −
1

2
 

1

0

𝑑𝑡    

     =
1

2
 𝑤 ∞                                                                                                                       (4.12) 

e. 
1

𝑘
+

1

𝑞
= 1 ve 1 < 𝑞 < ∞ olmak üzere, 

  𝜇 𝑡  𝑑 = 2    𝑤  𝑠𝑎𝑝 +  1 − 𝑠 𝑏𝑝 1/𝑝 𝑑𝑠
1/2

𝑡

 
1

0

1

0

𝑑𝑡                              (4.13) 

𝜇 𝑡 ’ nin tanımı , (4.11) ifadesi ve Hölder’ in integral eşitsizliğini kullanırsak, 

   𝑤  𝑠𝑎𝑝 +  1 − 𝑠 𝑏𝑝 1/𝑝 𝑑𝑠
𝑡

1/2

1/2

𝑡

  

≤   𝑑𝑠
1/2

𝑡

 

1/𝑘

   𝑤  𝑠𝑎𝑝 +  1 − 𝑠 𝑏𝑝 1/𝑝 𝑑𝑠 
𝑞

1/2

𝑡

𝑑𝑡 

1/𝑞
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 ≤  𝑡 −
1

2
 
1/𝑘

 𝑤 𝑞  

elde edilir. Bu son eşitsizlik (4.13) ifadesinde  yerine yazılırsa  

  𝜇 𝑡  𝑑𝑡 ≤ 2 𝑤 𝑞   𝑡 −
1

2
 
1/𝑘

𝑑𝑡
1

0

1

0

                                                               (4.14) 

olur. 

Teorem 4.1.2 𝑓: 𝐼 ⊂  ℝ\ 0 → ℝ  𝐼°’ da diferansiyellenebilir bir fonksiyon 𝑎, 𝑏 ∈

𝐼°, 𝑎 < 𝑏,𝑝 ∈ ℝ\ 0  olsun. Eğer 𝑓 ′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏]ve 𝑤: 𝑎, 𝑏 → ℝ integrallenebilir birer 

dönüşüm ise 

𝑓 𝑎 + 𝑓(𝑏)

2
 

𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 −  
𝑓(𝑥)𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

=
(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)2

2𝑝2
 

𝜇 𝑡 

 𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

1

0

𝑓 ′  𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 1/𝑝 𝑑𝑡                 (4.15) 

eşitliği elde edilir. 

İspat: (4.15) ifadesinin  sağ tarafını ve 𝜇 𝑡 ’ nin tanımını kullanırsak, 

𝑇 =
(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)2

2𝑝2
 

𝜇 𝑡 

 𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

1

0

𝑓 ′  𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 1/𝑝 𝑑𝑡 

=
(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)2

2𝑝2
   𝑤  𝑠𝑎𝑝 +  1 − 𝑠 𝑏𝑝 1/𝑝 𝑑𝑠

1

𝑡

𝟏

𝟎

−  𝑤  𝑠𝑎𝑝 +  1 − 𝑠 𝑏𝑝 1/𝑝 
𝑡

0

𝑑𝑠 
𝑓 ′  𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 1/𝑝 𝑑𝑡

 𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

 

𝑇 =
(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)2

2𝑝2
   𝑤   𝑠𝑎𝑝 +  1 − 𝑠 𝑏𝑝 

1

𝑝 𝑑𝑠
1

𝑡

 
1

0

𝑓 ′   𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1

𝑝 𝑑𝑡

 𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

 

−
(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)2

2𝑝2
   𝑤   𝑠𝑎𝑝 +  1 − 𝑠 𝑏𝑝 

1

𝑝 𝑑𝑠
1

𝑡

 
1

0

𝑓 ′   𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1

𝑝 𝑑𝑡

 𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

 

𝑇1 =
(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)2

2𝑝2
   𝑤   𝑠𝑎𝑝 +  1 − 𝑠 𝑏𝑝 

1

𝑝 𝑑𝑠
1

𝑡

 
1

0

𝑓 ′   𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1

𝑝 𝑑𝑡

 𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

 

𝑇2 =
(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)2

2𝑝2
   𝑤   𝑠𝑎𝑝 +  1 − 𝑠 𝑏𝑝 

1

𝑝 𝑑𝑠
1

𝑡

 
1

0

𝑓 ′   𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1

𝑝 𝑑𝑡

 𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1−

1

𝑝
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olmak üzere, 

𝑇 = 𝑇1 − 𝑇2  olur.                 (4.16) 

Kısmî(parçalı )integrasyon uygularsak; 

𝑇1 =
(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)2

2𝑝2
  

𝑝

𝑎𝑝 − 𝑏𝑝
 𝑤   𝑠𝑎𝑝 +  1 − 𝑠 𝑏𝑝 

1

𝑝 𝑑𝑠𝑓   𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1

𝑝 
1

𝑡

  
0

1

 

+
𝑝

𝑎𝑝 − 𝑏𝑝
 𝑤   𝑠𝑎𝑝 +  1 − 𝑠 𝑏𝑝 

1

𝑝 . 𝑓   𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1

𝑝 
1

0

𝑑𝑡 

𝑇1 =
(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)2

2𝑝2
 

𝑝2

(𝑎𝑝 − 𝑏𝑝)2
𝑓(𝑏)  

𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝
𝑑𝑥 −

𝑏

𝑎

𝑝2

(𝑎𝑝 − 𝑏𝑝)2
 

𝑓(𝑥)𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝
𝑑𝑥 −

𝑏

𝑎

  

𝑇1 =
(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)2

2𝑝2
 

𝑝2

(𝑎𝑝 − 𝑏𝑝)2
𝑓(𝑏)  

𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝
𝑑𝑥 −

𝑏

𝑎

𝑝2

(𝑎𝑝 − 𝑏𝑝)2
 

𝑓 𝑥 𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥  

𝑇1 =
1

2
 𝑓(𝑏)  

𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝
𝑑𝑥 −

𝑏

𝑎

 
𝑓 𝑥 𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥                                                          (4.17) 

elde edilir. Diğer taraftan, 

𝑇2 =
(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)2

2𝑝2
  

𝑝

𝑎𝑝 − 𝑏𝑝
 𝑤   𝑠𝑎𝑝 +  1 − 𝑠 𝑏𝑝 

1

𝑝 𝑑𝑠𝑓   𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1

𝑝 
𝑡

0

  
0

1

 

−
𝑝

𝑎𝑝 − 𝑏𝑝
 𝑤   𝑠𝑎𝑝 +  1 − 𝑠 𝑏𝑝 

1

𝑝 . 𝑓   𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1

𝑝 
1

0

𝑑𝑡 

𝑇2 =
(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)2

2𝑝2
 

𝑝2

(𝑎𝑝 − 𝑏𝑝)2
𝑓(𝑎)  

𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝
𝑑𝑥 −

𝑏

𝑎

𝑝2

(𝑎𝑝 − 𝑏𝑝)2
 

𝑓 𝑥 𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝
𝑑𝑥

𝑏

𝑎

  

𝑇2 =
(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)2

2𝑝2
 −

𝑝2

(𝑎𝑝 − 𝑏𝑝)2
𝑓(𝑎)  

𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝
𝑑𝑥 −

𝑏

𝑎

𝑝2

(𝑎𝑝 − 𝑏𝑝)2
 

𝑓 𝑥 𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥  

𝑇2 =
1

2
 −𝑓(𝑎)  

𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝
𝑑𝑥 −

𝑏

𝑎

 
𝑓 𝑥 𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥                                                      (4.18) 

elde edilir. (4.17) ve (4.18) ifadelerindeki eşitlikleri (4.16) ifadesinde yerine yazarsak 

ispat tamamlanır. 

Teorem 4.1.3 𝑓: 𝐼 ⊂ (0, ∞) → ℝ  𝐼°’ da diferansiyellenebilir bir fonksiyon 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼, 

𝑎 < 𝑏,   𝑓′ , [𝑎, 𝑏] üzerinde 𝑝-konveks bir fonksiyon ve 𝑝 ∈ ℝ\ 0  olsun. Eğer 

𝑤: 𝑎, 𝑏 → ℝ,  
𝑎𝑝 +𝑏𝑝

2
 

1/𝑝

’ ye göre 𝑝-simetrik, integrallenebilir ve negatif olmayan 

bir dönüşüm ise  

 
𝑓 𝑎 + 𝑓(𝑏)

2
 

𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 −  
𝑓(𝑥)𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥  
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≤
𝑏𝑝 − 𝑎𝑝

𝑝
 

𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝
 𝐴1 𝑥  𝑓 ′(𝑎) + 𝐴2(𝑥) 𝑓 ′(𝑏)  

 
𝑎𝑝 +𝑏𝑝

2
 

1/𝑝

𝑎

𝑑𝑥                           (4.19) 

olur. Burada,  𝐴1 𝑥  ve 𝐴2 𝑥 ; 

 
  
 

  
 

𝐴1 𝑥 =  
𝑡𝑑𝑡

 𝑡𝑎𝑝 + (1 − 𝑡)𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

𝑥𝑝−𝑎𝑝

𝑏𝑝 −𝑎𝑝

0

+  
(1 − 𝑡)𝑑𝑡

 𝑡𝑏𝑝 + (1 − 𝑡)𝑎𝑝 
1−

1

𝑝

𝑥𝑝−𝑎𝑝

𝑏𝑝 −𝑎𝑝

0

𝐴2 𝑥 =  
(1 − 𝑡)𝑑𝑡

 𝑡𝑎𝑝 + (1 − 𝑡)𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

𝑥𝑝 −𝑎𝑝

𝑏𝑝 −𝑎𝑝

0

+  
𝑡𝑑𝑡

 𝑡𝑏𝑝 + (1 − 𝑡)𝑎𝑝 
1−

1

𝑝

𝑥𝑝−𝑎𝑝

𝑏𝑝 −𝑎𝑝

0  
  
 

  
 

 

alınmıştır.                                                                                                                                 

İspat: (4.15) eşitliğinin her iki tarafının mutlak değerini aldığımızda, 

𝐿 =  
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2
 

𝑤 𝑥 

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 −  
𝑓 𝑥 𝑤 𝑥 

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥  

=
(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)2

2𝑝2
  

𝜇 𝑡 

 𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

1

0

𝑓 ′  𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 1/𝑝 𝑑𝑡   

𝐿 ≤
 𝑏𝑝 − 𝑎𝑝 2

2𝑝2
  𝜇 𝑡   𝑓 ′   𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 

1

𝑝  
1

0

𝑑𝑡

 𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

 

elde edilir. (4.11) ifadesi ve  𝑓′ ’ nin konveksliğini kullanarak  

𝐿 ≤  
𝑏𝑝 − 𝑎𝑝

𝑝
 

2

 

×

 
 
 
 
 
    𝑤   𝑠𝑎𝑝 +  1 − 𝑠 𝑏𝑝 

1

𝑝 𝑑𝑠

1

2

𝑡

 
 𝑡 𝑓 ′ 𝑎  +  1 − 𝑡  𝑓 ′ 𝑏   

 𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

𝑑𝑡

1

2

0

+    𝑤   𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1

𝑝 
𝑡

1

2

𝑑𝑠 
1

1

2

 𝑡 𝑓 ′(𝑎) + (1 − 𝑡) 𝑓 ′(𝑏)  

 𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

𝑑𝑡
 
 
 
 
 
 

 

elde ederiz. Bu son ifadede integral sırasını değiştirirsek, 

𝐿 ≤  
𝑏𝑝 − 𝑎𝑝

𝑝
 

2

 

×

 
 
 
 
 
   𝑤   𝑠𝑎𝑝 +  1 − 𝑠 𝑏𝑝 

1

𝑝 
𝑠

0

 𝑡 𝑓 ′(𝑎) + (1 − 𝑡) 𝑓 ′(𝑏)  

 𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

 𝑑𝑡𝑑𝑠         
1/2

0

+   𝑤   𝑠𝑎𝑝 +  1 − 𝑠 𝑏𝑝 
1

𝑝 
1

𝑠

 𝑡 𝑓 ′(𝑎) + (1 − 𝑡) 𝑓 ′(𝑏)  

 𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

𝑑𝑡𝑑𝑠
1

1/2  
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𝐿 ≤
𝑏𝑝 − 𝑎𝑝

𝑝
×

 
 
 
 
 
 
 
  

𝑤 𝑥 

𝑥1−𝑝

𝑏𝑝 −𝑥𝑝

𝑏𝑝−𝑎𝑝

0

𝑏

 
𝑎𝑝 +𝑏𝑝

2
 

1
𝑝

 𝑡 𝑓 ′ 𝑎  +  1 − 𝑡  𝑓 ′ 𝑏   

 𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

𝑑𝑡𝑑𝑠

  
𝑤 𝑥 

𝑥1−𝑝

1

𝑏𝑝 −𝑥𝑝

𝑏𝑝−𝑎𝑝

 
𝑎𝑝 +𝑏𝑝

2
 

1
𝑝

𝑎

 𝑡 𝑓 ′ 𝑎  +  1 − 𝑡  𝑓 ′ 𝑏   

 𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

𝑑𝑡𝑑𝑠
 
 
 
 
 
 
 

        (4.20) 

elde edilir. Son eşitsizlikteki integraller, 

𝐼1 =   
𝑤 𝑥 

𝑥1−𝑝

𝑏𝑝 −𝑥𝑝

𝑏𝑝 −𝑎𝑝

0

𝑏

 
𝑎𝑝 +𝑏𝑝

2
 

1
𝑝

 𝑡 𝑓 ′ 𝑎  +  1 − 𝑡  𝑓 ′ 𝑏   

 𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

𝑑𝑠𝑑𝑡 

𝐼2 =   
𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝

𝑥𝑝 −𝑎𝑝

𝑏𝑝 −𝑎𝑝

0

 
𝑎𝑝 +𝑏𝑝

2
 

1/𝑝

𝑎

 𝑡 𝑓 ′(𝑎) + (1 − 𝑡) 𝑓 ′(𝑏)  

 𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

𝑑𝑠𝑑𝑡                           (4.21) 

şeklinde kısaltılıp ve  𝑤(𝑥) fonksiyonunun  
𝑎𝑝 +𝑏𝑝

2
 

1/𝑝

’ ye göre 𝑝-simetrik olduğunu 

gözönüne alırsak,  𝐼1 = 𝐼2 olduğu kolayca görülebilir. Böylece    

 
𝑡𝑑𝑡

 𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

1

𝑏𝑝 −𝑥𝑝

𝑏𝑝 −𝑎𝑝

=  
 1 − 𝑡 𝑑𝑡

 𝑡𝑏𝑝 +  1 − 𝑡 𝑎𝑝 
1−

1

𝑝

𝑥𝑝−𝑎𝑝

𝑏𝑝−𝑎𝑝

0

 

 
(1 − 𝑡)𝑑𝑡

 𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

1

𝑏𝑝 −𝑥𝑝

𝑏𝑝 −𝑎𝑝

=  
𝑡𝑑𝑡

 𝑡𝑏𝑝 +  1 − 𝑡 𝑎𝑝 
1−

1

𝑝

𝑥𝑝 −𝑎𝑝

𝑏𝑝 −𝑎𝑝

0

                              (4.22) 

elde edilir. Son olarak (4.21), (4.22) ve (4.23) ifadeleri (4.20) ifadesinde yerine 

yazılırsa ispat tamamlanır. 

Sonuç 4.1.1 (4.19) ifadesinde; 

a. 𝑝 = 1  ve  𝑤 𝑥 = 1  alırsak  (3.9) eşitsizliğini, 

b. 𝑝 = 1    alırsak (3.21) eşitsizliğini, 

c. 𝑝 = −1 alırsak (3.41) eşitsizliğini   

elde ederiz. 

Teorem 4.1.4 𝑓: 𝐼 ⊂ (0, ∞) → ℝ  𝐼°’ da diferansiyellenebilir bir fonksiyon 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼, 

𝑎 < 𝑏,   𝑓′ , [𝑎, 𝑏] üzerinde 𝑝-konveks bir fonksiyon ve  𝑝 ∈ ℝ\ 0  olsun. Eğer 

𝑤: 𝑎, 𝑏 → ℝ integrallenebilir ve negatif olmayan bir dönüşüm ise  

 
𝑓 𝑎 + 𝑓(𝑏)

2
 

𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 −  
𝑓(𝑥)𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

≤
(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)2

2𝑝2
 𝑤 ∞ 𝐵1 𝑝  𝑓 ′(𝑎) + 𝐵2(𝑝) 𝑓 ′(𝑏)                      (4.23) 



 
 

40 
 

dir. Burada, 𝐵1 𝑝  ve 𝐵2 𝑝 ; 

 
 
 

 
 𝐵1 𝑝 =  

(𝑡 − 2𝑡2)𝑑𝑡

 𝑡𝑎𝑝 + (1 − 𝑡)𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

1/2

0

+  
(2𝑡2 − 𝑡)𝑑𝑡

 𝑡𝑏𝑝 + (1 − 𝑡)𝑎𝑝 
1−

1

𝑝

1

1/2

𝐵2 𝑝 =  
(2𝑡2 − 3𝑡 + 1)𝑑𝑡

 𝑡𝑎𝑝 + (1 − 𝑡)𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

1/2

0

+  
(−2𝑡2 + 3𝑡 − 1)𝑑𝑡

 𝑡𝑏𝑝 + (1 − 𝑡)𝑎𝑝 
1−

1

𝑝

1

1/2  
 
 

 
 

 

alınmıştır. 

İspat: (4.15) ifadesinde her iki tarafın mutak değerini alırsak, 

 
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2
 

𝑤 𝑥 

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 −  
𝑓 𝑥 𝑤 𝑥 

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥  

=
(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)2

2𝑝2
  

𝜇 𝑡 

 𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

1

0

𝑓 ′  𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 1/𝑝 𝑑𝑡   

olur. 

𝐻 =  
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2
 

𝑤 𝑥 

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 −  
𝑓 𝑥 𝑤 𝑥 

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 olmak üzere, 

𝐻 ≤
 𝑏𝑝 − 𝑎𝑝 2

2𝑝2
  𝜇 𝑡   𝑓 ′   𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 

1

𝑝  
1

0

𝑑𝑡

 𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

 

olacağından ve (4.12) ifadesinden 

  𝜇 𝑡  𝑑𝑡 ≤ 2   
1

2
− 𝑡  𝑤 ∞

1

2

0

𝑑𝑡 + 2   𝑡 −
1

2
  𝑤 ∞

1

1

2

𝑑𝑡
1

0

 

eşitsizliğini elde edebiliriz. Bu ifadeyi bir önceki eşitsizlikte yerine yazarsak, 

𝐻 ≤
(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)2

2𝑝2
 𝑤 ∞ × 

  
(1 − 2𝑡)

 𝑡𝑎𝑝 + (1 − 𝑡)𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

1/2

0

 𝑓 ′   𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1

𝑝  𝑑𝑡

+  
(2𝑡 − 1)

 𝑡𝑏𝑝 + (1 − 𝑡)𝑎𝑝  
1−

1

𝑝

1

1/2

 𝑓 ′   𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1

𝑝  𝑑𝑡      (4.24) 

elde edilir. Ayrıca   𝑓′   𝑎, 𝑏  üzerinde 𝑝-konveks olduğundan gerekli düzenlemeler 

yapılırsa, 
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𝐻 ≤
(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)2

2𝑝2
 𝑤 ∞ ×

 
 
 
 
 
  

 1 − 2𝑡  𝑡 𝑓 ′ 𝑎  +  1 − 𝑡  𝑓 ′ 𝑏   𝑑𝑡

 𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

1

2

0

+  
 2𝑡 − 1  𝑡 𝑓 ′ 𝑎  +  1 − 𝑡  𝑓 ′ 𝑏   𝑑𝑡

 𝑡𝑏𝑝 +  1 − 𝑡 𝑎𝑝 
1−

1

𝑝

1

1

2  
 
 
 
 
 

 

   𝐻 ≤
(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)2

2𝑝2
 𝑤 ∞  

      ×

 
 
 
 
 
 
 

  
(𝑡 − 2𝑡2)𝑑𝑡

 𝑡𝑎𝑝 + (1 − 𝑡)𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

1/2

0

 
(2𝑡2 − 𝑡)𝑑𝑡

 𝑡𝑏𝑝 + (1 − 𝑡)𝑎𝑝 
1−

1

𝑝

1

1/2

  𝑓 ′(𝑎) 

+   
(2𝑡2 − 3𝑡 + 1)𝑑𝑡

 𝑡𝑎𝑝 + (1 − 𝑡)𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

1/2

0

 
(−2𝑡2 + 3𝑡 − 1)𝑑𝑡

 𝑡𝑏𝑝 + (1 − 𝑡)𝑎𝑝 
1−

1

𝑝

1

1/2

  𝑓 ′(𝑏) 

 
 
 
 
 
 
 

 

olacağından ispat tamamlanır. 

Sonuç 4.1.2 (4.23) ifadesinde; 

a. 𝑝 = 1 ve 𝑤 𝑥 = 1  alırsak  𝐵1 1 =
1

4
, 𝐵2 1 =

1

4
 olup 

 
𝑓 𝑎 + 𝑓(𝑏)

2
−

1

𝑏 − 𝑎
 𝑓 𝑥 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

  

≤
(𝑏 − 𝑎)

8
  𝑓 ′(𝑎) +  𝑓 ′(𝑏)   

eşitsizliğini, 

b. 𝑝 = 1 alırsak 

 
𝑓 𝑎 + 𝑓(𝑏)

2
 𝑤 𝑥 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

−  𝑓 𝑥 𝑤(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

  

≤
(𝑏 − 𝑎)2

8
 𝑤 ∞  𝑓 ′(𝑎) +  𝑓 ′(𝑏)   

eşitsizliğini, 

c. 𝑝 = −1 ve 𝑤 𝑥 = 1  alırsak   

 
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2
−

𝑎𝑏

𝑏 − 𝑎
 𝑓 𝑥 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

  

≤
(𝑏 − 𝑎)

2𝑎𝑏
  𝐵1 −1  𝑓 ′(𝑎) + 𝐵2 −1  𝑓 ′(𝑏)    

eşitsizliğini, 

d. 𝑝 = −1 alırsak 

 
𝑓 𝑎 + 𝑓(𝑏)

2
 

𝑤 𝑥 

𝑥2
𝑑𝑥

𝑏

𝑎

−  
𝑓 𝑥 𝑤(𝑥)

𝑥2
𝑑𝑥

𝑏

𝑎
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≤
1

2
 
𝑏 − 𝑎

𝑎𝑏
 

2

 𝑤 ∞  𝐵1 −1  𝑓 ′(𝑎) + 𝐵2 −1  𝑓 ′(𝑏)    

eşitsizliğini, 

e. 𝑤 𝑥 = 1 alırsak 

 
𝑓 𝑎 + 𝑓(𝑏)

2
−

𝑝

𝑏𝑝 − 𝑎𝑝
 

𝑓 𝑥 

𝑥1−𝑝
𝑑𝑥

𝑏

𝑎

  

≤  
𝑏𝑝 − 𝑎𝑝

2𝑝
   𝐵1 𝑝  𝑓 ′(𝑎) + 𝐵2 𝑝  𝑓 ′(𝑏)     

eşitsizliğini , elde ederiz. 

Teorem 4.1.5 𝑓: 𝐼 ⊂  0, ∞ → ℝ , 𝐼°’ da diferansiyellenebilir bir fonksiyon, 

𝑤: 𝑎, 𝑏 → ℝ integrallenebilir ve negatif olmayan bir dönüşüm 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼° 𝑎 < 𝑏, 

𝑞 ≥ 1, 𝑝 ∈ ℝ\ 0  olsun. Eğer  𝑓′ 𝑞   𝑎, 𝑏 üzerinde 𝑝-konveks bir fonksiyon ise  

 
𝑓 𝑎 + 𝑓(𝑏)

2
 

𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 −  
𝑓(𝑥)𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥  

 

≤
(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)2

2𝑝2
 𝑤 ∞    𝐶1 𝑝  

1−
1

𝑞  𝐶2 𝑝  𝑓 ′(𝑎) 𝑞 + 𝐶3 𝑝  𝑓 ′(𝑏) 𝑞  1/𝑞

+  𝐶4 𝑝  
1−

1

𝑞  𝐶5 𝑝  𝑓 ′(𝑎) 𝑞 + 𝐶6 𝑝  𝑓 ′(𝑏) 𝑞  1/𝑞                     (4.25) 

dir. Burada, 𝐶1 𝑝 , 𝐶2 𝑝 , 𝐶3 𝑝 , 𝐶4 𝑝 , 𝐶5 𝑝 , 𝐶6 𝑝 ; 

𝐶1 𝑝 =  
(1 − 2𝑡)𝑑𝑡

 𝑡𝑎𝑝 + (1 − 𝑡)𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

1/2

0

   , 𝐶2 𝑝 =  
(𝑡 − 2𝑡2)𝑑𝑡

 𝑡𝑎𝑝 + (1 − 𝑡)𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

1/2

0

 

𝐶3 𝑝 =  
(2𝑡2 − 3𝑡 + 1)𝑑𝑡

 𝑡𝑎𝑝 + (1 − 𝑡)𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

1/2

0

    , 𝐶4 𝑝 =  
(2𝑡 − 1)𝑑𝑡

 𝑡𝑏𝑝 + (1 − 𝑡)𝑎𝑝 
1−

1

𝑝

1

1/2

 

𝐶5 𝑝 =  
(2𝑡2 − 𝑡)𝑑𝑡

 𝑡𝑏𝑝 + (1 − 𝑡)𝑎𝑝 
1−

1

𝑝

1

1/2

      , 𝐶6 𝑝 =  
(−2𝑡2 + 3𝑡 − 1)𝑑𝑡

 𝑡𝑏𝑝 + (1 − 𝑡)𝑎𝑝 
1−

1

𝑝

1

1/2

 

alınmıştır. 

İspat:  𝑓 ′  𝑞’ nin 𝑝-konveksliği, Power Mean eşitsizliği ve (4.24) ifadesini 

kullanırsak, 

 
𝑓 𝑎 + 𝑓(𝑏)

2
 

𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 −  
𝑓(𝑥)𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥  



 
 

43 
 

≤
(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)2

2𝑝2
 𝑤 ∞   

(1 − 2𝑡)

 𝑡𝑎𝑝 + (1 − 𝑡)𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

1/2

0

 𝑓 ′   𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1

𝑝  𝑑𝑡

+  
(2𝑡 − 1)

 𝑡𝑏𝑝 + (1 − 𝑡)𝑎𝑝  
1−

1

𝑝

1

1/2

 𝑓 ′   𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1

𝑝  𝑑𝑡  

≤
 𝑏𝑝 − 𝑎𝑝 2

2𝑝2
 𝑤 ∞ × 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

  
 1 − 2𝑡 𝑑𝑡

 𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

1

2

0

 

1−
1

𝑞

×

  
 1 − 2𝑡 𝑑𝑡

 𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

1

2

0

 𝑓 ′   𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1

𝑝  
𝑞

 

1

𝑞

 
 
 
 
 
 
 
 

+

 
 
 
 
 
 
 
 

  
(2𝑡 − 1)𝑑𝑡

 𝑡𝑎𝑝 + (1 − 𝑡)𝑏𝑝  
1−

1

𝑝

1

1/2

 

1−
1

𝑞

×

  
(2𝑡 − 1)𝑑𝑡

 𝑡𝑎𝑝 + (1 − 𝑡)𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

1

1/2

 𝑓 ′   𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1

𝑝  
𝑞

 

1/𝑞

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 

≤
 𝑏𝑝 − 𝑎𝑝 2

2𝑝2
 𝑤 ∞ × 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

  
 1 − 2𝑡 𝑑𝑡

 𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

1

2

0

 

1−
1

𝑞

×

  
 1 − 2𝑡 𝑑𝑡

 𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

 𝑡 𝑓 ′ 𝑎  𝑞 +  1 − 𝑡  𝑓 ′ 𝑏  𝑞 

1

2

0

 

1

𝑞

 
 
 
 
 
 
 
 

+

  
 1 − 2𝑡 𝑑𝑡

 𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝  
1−

1

𝑝

1

2

0

 

1−
1

𝑞

×

  
 1 − 2𝑡 𝑑𝑡

 𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

 𝑡 𝑓 ′ 𝑎  𝑞 +  1 − 𝑡  𝑓 ′ 𝑏  𝑞  

1

2

0

 

1

𝑞

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 

olur. Gerekli düzenleme ve sadeleştirmeler yapılırsa 
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 𝑏𝑝 − 𝑎𝑝 2

2𝑝2
 𝑤 ∞ × 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

  
 1 − 2𝑡 𝑑𝑡

 𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

1

2

0

 

1−
1

𝑞

×

   
 𝑡 − 2𝑡2 𝑑𝑡

 𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

1

2

0

  𝑓 ′ 𝑎  𝑞 +   
 2𝑡2 − 3𝑡 + 1 𝑑𝑡

 𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

1

2

0

  𝑓 ′ 𝑏  𝑞 

1

𝑞

+

  
 2𝑡 − 1 𝑑𝑡

 𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

1

1

2

 

1−
1

𝑞

×

   
 2𝑡2 − 𝑡 𝑑𝑡

 𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

1

1

2

  𝑓 ′ 𝑎  𝑞 +   
 −2𝑡2 + 3𝑡 − 1 𝑑𝑡

 𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

1

1

2

  𝑓 ′ 𝑏  𝑞 

1

𝑞

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

Sonuç 4.1.3 (4.25) ifadesinde; 

a. 𝑝 = 1 ve  𝑤 𝑥 = 1 alırsak konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard tipli, 

 
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2
−

1

𝑏 − 𝑎
 𝑓 𝑥 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 ≤ 

(𝑏 − 𝑎)

8
 

1

6
 

1

𝑞

  5 𝑓 ′(𝑎) 𝑞 +  𝑓 ′(𝑏) 𝑞  
1

𝑞 +   𝑓 ′(𝑎) 𝑞 + 5 𝑓 ′(𝑏) 𝑞 
1

𝑞  

eşitsizliğini  ve bu ifadede  𝑞 = 1 alırsak (3.10) ifadesini elde ederiz. 

b. 𝑝 = 1 alırsak konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard-Fejer tipli, 

 
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2
 𝑤 𝑥 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

−  𝑓 𝑥 𝑤(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 ≤ 

(𝑏 − 𝑎)2

8
 

1

6
 

1

𝑞

 𝑤 ∞   5 𝑓 ′(𝑎) 𝑞 +  𝑓 ′(𝑏) 𝑞  
1

𝑞 +   𝑓 ′(𝑎) 𝑞 + 5 𝑓 ′(𝑏) 𝑞 
1

𝑞  

eşitsizliğini elde ederiz. 

c. 𝑝 = −1 ve 𝑤 𝑥 = 1 alırsak harmonik konveks fonksiyonlar için Hermite-

Hadamard tipli , 

 
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2
−

𝑎𝑏

𝑏 − 𝑎
 

𝑓 𝑥 

𝑥2
𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 ≤ 
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 𝑏 − 𝑎 

2𝑎𝑏
  𝐶1 −1  

1−
1

𝑞  𝐶2 −1  𝑓 ′(𝑎) 𝑞 + 𝐶3 −1  𝑓 ′(𝑏) 𝑞  1/𝑞

+  𝐶4 −1  
1−

1

𝑞  𝐶5 −1  𝑓 ′(𝑎) 𝑞 + 𝐶6 −1  𝑓 ′(𝑏) 𝑞  1/𝑞  

eşitsizliğini elde ederiz. 

d. 𝑝 = −1 alırsak harmonik konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard-Fejer 

tipli, 

 
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2
 

𝑤 𝑥 

𝑥2
𝑑𝑥

𝑏

𝑎

−  
𝑤(𝑥)𝑓 𝑥 

𝑥2
𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 ≤ 

1

2
 
𝑏 − 𝑎

𝑎𝑏
 

2

 𝑤 ∞   𝐶1 −1  
1−

1

𝑞 𝐶2 −1  𝑓 ′(𝑎) 𝑞 + 𝐶3 −1  𝑓 ′(𝑏) 𝑞  1/𝑞

+  𝐶4 −1  
1−

1

𝑞  𝐶5 −1  𝑓 ′(𝑎) 𝑞 + 𝐶6 −1  𝑓 ′(𝑏) 𝑞  1/𝑞  

eşitsizliğini elde ederiz. 

e. 𝑤 𝑥 = 1  alırsak 𝑝-konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard tipli eşitsizliği 

 
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2
−

𝑝

𝑏𝑝 − 𝑎𝑞
 

𝑓 𝑥 

𝑥1−𝑝
𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 ≤ 

 
𝑏𝑝 − 𝑎𝑞

2𝑝
   𝐶1 𝑝  

1−
1

𝑞 𝐶2 𝑝  𝑓 ′(𝑎) 𝑞 + 𝐶3 𝑝  𝑓′(𝑏) 𝑞 
1

𝑞

+  𝐶4 𝑝  
1−

1

𝑞  𝐶5 𝑝  𝑓 ′(𝑎) 𝑞 + 𝐶6 𝑝  𝑓 ′(𝑏) 𝑞  
1

𝑞  

elde edilir. 

f. 𝑞 = 1 alırsak  (4.23) ifadesini  elde ederiz, bu ifade (4.25) ifadesinin özel bir 

halidir. 

Teorem 4.1.6 𝑓: 𝐼 ⊂ (0, ∞) → ℝ  𝐼°’ da diferansiyellenebilir fonksiyon ve 

 𝑓′ 𝑞  [𝑎, 𝑏] üzerinde 𝑝-konveks fonksiyon olsun. 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼°, 𝑎 < 𝑏,𝑞 > 1,
1

𝑘
+

1

𝑞
=

1 ve 𝑝 ∈ ℝ\ 0  olmak üzere, eğer 𝑓 ′ , 𝑤 ∈ 𝐿 𝑎, 𝑏  ve 𝑤 negatif olmayan bir dönüşüm 

ise 

 
𝑓 𝑎 + 𝑓(𝑏)

2
 

𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 −  
𝑓(𝑥)𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥  

≤
(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)2

2𝑝2
 𝑤 ∞ ×

 
 
 

 
 
𝐷1 𝑝, 𝑘  

 𝑓 ′ 𝑎  𝑞 + 3 𝑓 ′ 𝑏  𝑞

8
 

1

𝑞

+

𝐷2(𝑝, 𝑘)  
3 𝑓 ′(𝑎) 𝑞 +  𝑓 ′(𝑏) 𝑞

8
 

1/𝑞

 
 
 

 
 

                            (4.26) 

dir. Burada, 𝐷1 𝑝, 𝑘  ve  𝐷2 𝑝, 𝑘 ; 
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𝐷1 𝑝, 𝑘 =    
 1 − 2𝑡 

 𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

 

𝑘
1

2

0

𝑑𝑡 

1

𝑘

𝐷2 𝑝, 𝑘 =    
(2𝑡 − 1)

 𝑡𝑎𝑝 + (1 − 𝑡)𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

 

𝑘
1

1/2

𝑑𝑡 

1

𝑘

 

alınmıştır. 

İspat: (4.24) ifadesinden, 

 
𝑓 𝑎 + 𝑓(𝑏)

2
 

𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 −  
𝑓(𝑥)𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 ≤ 

(𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)2

2𝑝2
 𝑤 ∞   

(1 − 2𝑡)

 𝑡𝑎𝑝 + (1 − 𝑡)𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

1/2

0

 𝑓 ′   𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1

𝑝  𝑑𝑡

+  
(2𝑡 − 1)

 𝑡𝑏𝑝 + (1 − 𝑡)𝑎𝑝  
1−

1

𝑝

1

1/2

 𝑓 ′   𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1

𝑝  𝑑𝑡  

yazılabilir, Hölder’in integral eşitsizliğini kullanırsak, 

≤
 𝑏𝑝 − 𝑎𝑝 2

2𝑝2
 𝑤 ∞ × 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

   
 1 − 2𝑡 

 𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

 

𝑘
1

2

0

𝑑𝑡 

1

𝑘

×

   𝑓 ′   𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1

𝑝  
𝑞

1

2

0

𝑑𝑡 

1

𝑞

 
 
 
 
 
 
 
 

+

 
 
 
 
 
 
 
 

   
(2𝑡 − 1)

 𝑡𝑎𝑝 + (1 − 𝑡)𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

 

𝑘
1

1/2

𝑑𝑡 

1

𝑘

×

   𝑓 ′   𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1

𝑝  
𝑞1

1/2

𝑑𝑡 

1

𝑞

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 

ve  𝑓 ′  𝑞’ nin 𝑝-konveksliğinden yararlanarak, integral değerlerini hesaplayıp gerekli 

düzenlemeleri yaptığımızda, 

≤
 𝑏𝑝 − 𝑎𝑝 2

2𝑝2
 𝑤 ∞ × 
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 1 − 2𝑡 

 𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

 

𝑘
1

2

0

𝑑𝑡 

1

𝑘

×

 
 𝑓 ′ (𝑎) 𝑞 + 3 𝑓 ′(𝑏) 𝑞

8
 

1

𝑞

 
 
 
 
 
 
 

+

 
 
 
 
 
 
 

   
(2𝑡 − 1)

 𝑡𝑎𝑝 + (1 − 𝑡)𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

 

𝑘
1

1/2

𝑑𝑡 

1

𝑘

×

 
3 𝑓 ′(𝑎) 𝑞 +  𝑓 ′(𝑏) 𝑞

8
 

1

𝑞

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 

≤
 𝑏𝑝 − 𝑎𝑝 2

2𝑝2
 𝑤 ∞ × 

 𝐷1 𝑝, 𝑘  
 𝑓 ′ 𝑎  𝑞 + 3 𝑓 ′ 𝑏  𝑞

8
 

1

𝑞

+ 𝐷2 𝑝, 𝑘  
3 𝑓 ′(𝑎) 𝑞 +  𝑓 ′(𝑏) 𝑞

8
 

1

𝑞

  

elde edilir. Böylece  ispat tamamlanmış olur. 

Sonuç 4.1.4 

a. 𝑝 = 1 ve 𝑤 𝑥 = 1 alırsak konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard tipli, 

 
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2
−

1

𝑏 − 𝑎
 𝑓 𝑥 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 ≤ 

(𝑏 − 𝑎)

16
 

4

𝑘 + 1
 

1

𝑘

   𝑓 ′(𝑎) 𝑞 + 3 𝑓 ′ (𝑏) 𝑞  
1

𝑞 +  3 𝑓 ′(𝑎) 𝑞 +  𝑓 ′(𝑏) 𝑞 
1

𝑞  

eşitsizliğini, 

b. 𝑝 = 1 alırsak konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard-Fejér tipli, 

 
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2
 𝑤 𝑥 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

−  𝑓 𝑥 𝑤(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 ≤ 

(𝑏 − 𝑎)2

16
 

4

𝑘 + 1
 

1

𝑘

 𝑤 ∞    𝑓 ′(𝑎) 𝑞 + 3 𝑓 ′(𝑏) 𝑞  
1

𝑞

+  3 𝑓 ′(𝑎) 𝑞 +  𝑓 ′(𝑏) 𝑞 
1

𝑞  

eşitsizliğini, 

c. 𝑝 = −1 ve 𝑤 𝑥 = 1 alırsak harmonik  konveks fonksiyonlar için Hermite-

Hadamard tipli, 

 
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2
−

𝑎𝑏

𝑏 − 𝑎
 

𝑓 𝑥 

𝑥2
𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 ≤ 
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(𝑏 − 𝑎)

2𝑎𝑏
 𝐷1(−1, 𝑘)  

 𝑓 ′(𝑎) 𝑞 + 3 𝑓 ′(𝑏) 𝑞

8
 

1

𝑞

+ 𝐷2(−1, 𝑘)  
3 𝑓 ′(𝑎) 𝑞 +  𝑓 ′(𝑏) 𝑞

8
 

1

𝑞
  

eşitsizliğini, 

d. 𝑝 = −1 alırsak harmonik  konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard-Fejér 

tipli, 

 
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2
−

𝑎𝑏

𝑏 − 𝑎
 

𝑓 𝑥 

𝑥2
𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 ≤ 

1

2
 
𝑏 − 𝑎

𝑎𝑏
 

2

 𝑤 ∞  𝐷1(−1, 𝑘)  
 𝑓 ′(𝑎) 𝑞 + 3 𝑓 ′(𝑏) 𝑞

8
 

1

𝑞

+ 𝐷2(−1, 𝑘)  
3 𝑓 ′(𝑎) 𝑞 +  𝑓 ′(𝑏) 𝑞

8
 

1

𝑞
  

eşitsizliğini, 

e. 𝑤 𝑥 = 1 alırsak 𝑝-konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard-Fejer tipli, 

 
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2
−

𝑝

𝑏𝑝 − 𝑎𝑝
 

𝑓 𝑥 

𝑥1−𝑝
𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 ≤ 

 
𝑏𝑝 − 𝑎𝑝

2𝑝
  𝐷1(𝑝, 𝑘)  

 𝑓 ′(𝑎) 𝑞 + 3 𝑓 ′(𝑏) 𝑞

8
 

1

𝑞

  

+𝐷2(𝑝, 𝑘)  
3 𝑓 ′(𝑎) 𝑞 +  𝑓 ′(𝑏) 𝑞

8
 

1

𝑞

 

eşitsizliğini, elde ederiz. 

Torem 4.1.7 𝑓: 𝐼 ⊂ (0, ∞) → ℝ  𝐼°’ da diferansiyellenebilir bir fonksiyon 𝑎, 𝑏 ∈

𝐼°, 𝑎 < 𝑏, 𝑝 ∈ ℝ\ 0   olsun 𝑤, 𝑓 ′ ∈ 𝐿 𝑎, 𝑏  ve 𝑤 negatif olmayan bir dönüşüm 

olmak üzere , olmak üzere , eğer  𝑓′  dönüşümü bazı 𝐾 > 0 için Lipschitz koşulunu 

sağlıyorsa  

 

 

 

𝑝

𝑏𝑝 − 𝑎𝑝
  

𝑤 𝑥 

𝑥1−𝑝
𝑑𝑥

𝑏

𝑎

−  
𝑓 𝑥 𝑤 𝑥 

𝑥1−𝑝
𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 −

𝑏𝑝 − 𝑎𝑝

2𝑝
 

𝜇(𝑡)𝑑𝑡

 𝑡𝑎𝑝 + (1 − 𝑡)𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

)𝑓′  
𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
 

1

𝑝

 
1

0

 

 
 



 
 

49 
 

≤
𝐾 𝑏𝑝 − 𝑎𝑝 

2𝑝
 

 𝜇(𝑡) 𝑑𝑡

 𝑡𝑎𝑝 + (1 − 𝑡)𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

1

0

 𝐴𝑡
1/𝑝

(𝑎𝑝 , 𝑏𝑝) − 𝑀𝑝                                (4.27) 

dir.  

İspat: (4.15) ifadesini kullanıp verilen eşitliği, 

𝐹1 =
𝑝

𝑏𝑝 − 𝑎𝑝
 
𝑓 𝑎 + 𝑓(𝑏)

2
 

𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 −  
𝑓(𝑥)𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥  

=
𝑏𝑝 − 𝑎𝑝

2𝑝
 

𝜇 𝑡 𝑑𝑡

 𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

1

0

𝑓 ′  𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝  1/𝑝                   

biçiminde yazılabiliriz, ayrıca 𝐹1 eşitliğinin sağ tarafını  

𝑏𝑝 − 𝑎𝑝

2𝑝
 

𝜇 𝑡 𝑑𝑡

 𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

1

0

 𝑓 ′  𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 1/𝑝 − 𝑓′   
𝑎𝑝+𝑏𝑝

2
 

1/𝑝

 

+ 𝑓′   
𝑎𝑝+𝑏𝑝

2
 

1/𝑝

   

şeklinde yazıp buradan, 

𝐹1 =
𝑏𝑝 − 𝑎𝑝

2𝑝
× 

 
𝜇 𝑡 𝑑𝑡

 𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

1

0

 𝑓 ′  𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 1/𝑝 − 𝑓′   
𝑎𝑝+𝑏𝑝

2
 

1/𝑝

  

+
𝑏𝑝 − 𝑎𝑝

2𝑝
 

𝜇 𝑡 𝑑𝑡

 𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

1

0

𝑓′   
𝑎𝑝+𝑏𝑝

2
 

1/𝑝

                            

elde edilir. Bu eşitliğin  sağ tarafındaki toplamsal kısmı eşitliğinin sol tarafına 

attığımızda aşağıdaki 𝐹2 eşitliğini elde ederiz. 

𝐹2 =  
𝑝

𝑏𝑝−𝑎𝑝
 
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2
 

𝑤 𝑥 

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 −  
𝑓 𝑥 𝑤 𝑥 

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

−
𝑏𝑝 − 𝑎𝑝

2𝑝
 

𝜇 𝑡 𝑑𝑡

 𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

1

0

𝑓 ′   
𝑎𝑝+𝑏𝑝

2
 

1

𝑝

   

=
𝑏𝑝 − 𝑎𝑝

2𝑝
 

𝜇 𝑡 𝑑𝑡

 𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

1

0

 𝑓 ′  𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 1/𝑝 

− 𝑓′   
𝑎𝑝+𝑏𝑝

2
 

1/𝑝
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𝐹2 eşitliğinin her iki tarafının mutlak değerini alıp, 

 
𝑝

𝑏𝑝−𝑎𝑝
 
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2
 

𝑤 𝑥 

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 −  
𝑓 𝑥 𝑤 𝑥 

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

−
𝑏𝑝 − 𝑎𝑝

2𝑝
 

𝜇 𝑡 𝑑𝑡

 𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

1

0

𝑓 ′   
𝑎𝑝+𝑏𝑝

2
 

1

𝑝

  

=  
𝑏𝑝 − 𝑎𝑝

2𝑝
 

𝜇 𝑡 𝑑𝑡

 𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

1

0

 𝑓 ′  𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 1/𝑝 

− 𝑓′   
𝑎𝑝+𝑏𝑝

2
 

1/𝑝

    

eşitliğini elde ederiz. Eşitliğin sağ tarafı, 𝑓 lipschitz koşulunu sağladığından; tanım 

2.1.8 kullanarak eşitliği, 

 𝑓 ′  𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 1/𝑝 − 𝑓′   
𝑎𝑝+𝑏𝑝

2
 

1/𝑝

   

≤ 𝐾   𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1

𝑝 −  
𝑎𝑝+𝑏𝑝

2
 

1

𝑝

  

biçiminde yazılabiliriz. Bu son eşitsizliği 𝐹2 eşitliğinin sağ tarafında yerine yazıp 

gerekli düzenlemeleri yaptığımızda, 

 
𝑝

𝑏𝑝−𝑎𝑝
 
𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 

2
 

𝑤 𝑥 

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 −  
𝑓 𝑥 𝑤 𝑥 

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

−
𝑏𝑝 − 𝑎𝑝

2𝑝
 

𝜇 𝑡 

 𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

1

0

𝑓 ′   
𝑎𝑝+𝑏𝑝

2
 

1

𝑝

 𝑑𝑡 

≤  𝐾  
𝑏𝑝 − 𝑎𝑝

2𝑝
  

 𝜇(𝑡) 𝑑𝑡

 𝑡𝑎𝑝 + (1 − 𝑡)𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

1

0

  𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 1/𝑝

−  
𝑎𝑝+𝑏𝑝

2
 

1/𝑝

  

=
𝐾 𝑏𝑝 − 𝑎𝑝 

2𝑝
 

 𝜇(𝑡) 𝑑𝑡

 𝑡𝑎𝑝 + (1 − 𝑡)𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

1

0

 𝐴𝑡
1/𝑝 𝑎𝑝 , 𝑏𝑝 − 𝑀𝑝   

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 
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Sonuç 4.1.5 

a. (4.27) eşitsizliğinin sol tarafını 𝑅 ile gösterelim bu eşitsizliğin sağ tarafını 

kullanırsak aşağıdaki biçimde yazabiliriz, 

 𝑅 ≤
𝐾 𝑏𝑝 − 𝑎𝑝 

2𝑝
 

 𝜇(𝑡) 𝑑𝑡

 𝑡𝑎𝑝 + (1 − 𝑡)𝑏𝑝  
1−

1

𝑝

1

0

  𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 1/𝑝 −  
𝑎𝑝+𝑏𝑝

2
 

1/𝑝

  

≤
𝐾 𝑏𝑝 − 𝑎𝑝 

2𝑝
 

 𝜇(𝑡) 𝑑𝑡

𝑖𝑛𝑓
𝑡∈ 0,1 

 𝑡𝑎𝑝 + (1 − 𝑡)𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

1

0

 𝑠𝑢𝑝
𝑡∈ 0,1 

  𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 1/𝑝 − 𝑀𝑝   

buradan, 

i. 𝑝 > 0 için 𝑖𝑛𝑓
𝑡∈ 0,1 

  𝑡𝑎𝑝 + (1 − 𝑡)𝑏𝑝 
1−

1

𝑝  = 𝑎𝑝−1 ve 

𝑠𝑢𝑝
𝑡∈ 0,1 

  𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1

𝑝  = 𝑏  

olur. (4.12) ifadesini kullanırsak, 

 𝑅 ≤
𝐾 𝑏𝑝 − 𝑎𝑝  𝑏 − 𝑀𝑝  

4𝑝𝑎𝑝−1
 𝑤 ∞  

elde edilir. 

ii. 𝑝 < 0için 𝑖𝑛𝑓
𝑡∈ 0,1 

  𝑡𝑎𝑝 + (1 − 𝑡)𝑏𝑝 
1−

1

𝑝  = 𝑏𝑝−1 ve  

𝑠𝑢𝑝
𝑡∈ 0,1 

  𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 1/𝑝  = 𝑎 

olur. (4.12) ifadesini kullanırsak, 

 𝑅 ≤
𝐾 𝑏𝑝 − 𝑎𝑝  𝑎 − 𝑀𝑝  

4𝑝𝑏𝑝−1
 𝑤 ∞  

elde edilir. 

b. 𝑞 > 1         
1

𝑘
+

1

𝑞
= 1   olmak üzere,  

i. 𝑝 > 0 için  (4.14) ifadesinden  

 𝑅 ≤
𝐾 𝑏𝑝 − 𝑎𝑝  𝑏 − 𝑀𝑝  

𝑝𝑎𝑝−1
 𝑤 𝑞   𝑡 −

1

2
 
1/𝑘1

0

𝑑𝑡 

elde edilir. 

ii. 𝑝 < 0  için (4.14) ifadesinden 
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 𝑅 ≤
𝐾 𝑏𝑝 − 𝑎𝑝  𝑎 − 𝑀𝑝  

𝑝𝑏𝑝−1
 𝑤 𝑞   𝑡 −

1

2
 
1/𝑘1

0

𝑑𝑡 

elde edilir. 

c. 𝑝 = 1       için  (3.29) ifadesini, 

d.  𝑝 = −1   için  (3.41) ifadesini, 

e. 𝑤 𝑥 = 1 alırsak bununla bağlantılı olarak (4.12) ifadesinden  

i.  𝑝 > 0 için 

 
𝑓 𝑎 + 𝑓(𝑏)

2
−

𝑝

𝑏𝑝 − 𝑎𝑝
 

𝑓(𝑥)

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥  

≤
𝐾 𝑏𝑝 − 𝑎𝑝  𝐾 𝑏 − 𝑀𝑝  +  𝑓 ′(𝑀𝑝)  

4𝑝𝑎𝑝−1
 

ifadesini, 

ii. 𝑝 < 0 için 

 
𝑓 𝑎 + 𝑓(𝑏)

2
−

𝑝

𝑏𝑝 − 𝑎𝑝
 

𝑓(𝑥)

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥  

≤
𝐾 𝑏𝑝 − 𝑎𝑝  𝐾 𝑎 − 𝑀𝑝  +  𝑓 ′(𝑀𝑝)  

4𝑝𝑏𝑝−1
 

ifadesini elde ederiz. 

Teorem 4.1.8 𝑓: 𝐼 ⊂ (0, ∞) → ℝ  𝐼°’ da diferansiyellenebilir bir fonksiyon 𝑎, 𝑏 ∈

𝐼°, 𝑎 < 𝑏 , 𝑝 ∈ ℝ\ 0  olsun 𝑤,  𝑓 ′ ∈ 𝐿 𝑎, 𝑏  ve 𝑤 negatif olmayan bir dönüşüm 

olmak üzere, eğer ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için −∞ < 𝑚 ≤ 𝑥1−𝑝𝑓 ′(𝑥) ≤ 𝑀 < ∞ olacak şekilde 

𝑚 < 𝑀  sabitleri varsa  

 
𝑝

𝑏𝑝 − 𝑎𝑝
 
𝑓 𝑎 + 𝑓(𝑏)

2
 

𝑤 𝑥 

𝑥1−𝑝
𝑑𝑥

𝑏

𝑎

−  
𝑓 𝑥 𝑤 𝑥 

𝑥1−𝑝
𝑑𝑥

𝑏

𝑎

   

 −
 𝑏𝑝 − 𝑎𝑝 (𝑀 + 𝑚)

4𝑝
 𝜇 𝑡 𝑑𝑡

1

0

 ≤
 𝑀 − 𝑚 (𝑏𝑝 − 𝑎𝑝)

4𝑝
  𝜇 𝑡  𝑑𝑡                 (4.28) 

1

0

 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat: (4.15) ifadesinin sağ ve sol tarafını  

𝐿 =
𝑝

𝑏𝑝 − 𝑎𝑝
 
𝑓 𝑎 + 𝑓(𝑏)

2
 

𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 −  
𝑓(𝑥)𝑤(𝑥)

𝑥1−𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑥  

𝑇 =
𝑏𝑝 − 𝑎𝑝

2𝑝
 

𝜇 𝑡 

 𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1−

1

𝑝

1

0

𝑓 ′  𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 1/𝑝 𝑑𝑡                  

biçiminde yazılabiliriz. Bu durumda, 
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𝐿 = 𝑇                                                                                                                                    (4.29)  

olacağı açıktır. 

𝑇 =
𝑏𝑝 − 𝑎𝑝

2𝑝
 𝜇 𝑡    𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 1/𝑝 

1−𝑝
𝑓 ′  𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 1/𝑝  

1

0

𝑑𝑡 

𝑇 =
𝑏𝑝 − 𝑎𝑝

2𝑝
 𝜇 𝑡    𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 1/𝑝 

1−𝑝
𝑓 ′  𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 1/𝑝 

1

0

−
𝑚 + 𝑀

2
+

𝑚 + 𝑀

2
 𝑑𝑡 

ve bu ifadeyi daha açık bir biçimde yazarsak, 

𝑇 =

 
 
 

 
 

 𝑏𝑝 − 𝑎𝑝  𝑚 + 𝑀 

4𝑝
 𝜇 𝑡 

1

0

𝑑𝑡 +
𝑏𝑝 − 𝑎𝑝

2𝑝
×

 𝜇 𝑡    𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1

𝑝  
1−𝑝

𝑓 ′   𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1

𝑝 −
𝑚 + 𝑀

2
 

1

0

𝑑𝑡 

  

olur. Son ifadedeki  𝑇 ’nin toplamsal sağ tarafını (4.29) ifadesinde 𝐿’ nin olduğu 

tarafa atıp bu yeni ifadeyi 𝐻 şeklinde kısaltırsak, 

𝐻 =  
𝑝

𝑏𝑝 − 𝑎𝑝
 
𝑓 𝑎 + 𝑓(𝑏)

2
 

𝑤 𝑥 

𝑥1−𝑝
𝑑𝑥

𝑏

𝑎

−  
𝑓 𝑥 𝑤 𝑥 

𝑥1−𝑝
𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

−
 𝑏𝑝 − 𝑎𝑝 (𝑀 + 𝑚)

4𝑝
 𝜇 𝑡 𝑑𝑡

1

0

  

=
𝑏𝑝 − 𝑎𝑝

2𝑝
 𝜇 𝑡    𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 1/𝑝 

1−𝑝
𝑓 ′  𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 1/𝑝 

1

0

−
𝑚 + 𝑚

2
 𝑑𝑡 

𝐻 =
𝑏𝑝 − 𝑎𝑝

2𝑝
 𝜇 𝑡    𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 1/𝑝 

1−𝑝
𝑓 ′  𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 1/𝑝 

1

0

−
𝑚 + 𝑚

2
 𝑑𝑡 

olacağından, 𝐻 eşitliğinin her iki tarafının mutlak değerini alıp eşitliğin sağ tarafını 

düzenlersek, 

 𝐻 ≤  
𝑏𝑝 − 𝑎𝑝

2𝑝
   𝜇 𝑡     𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 1/𝑝 

1−𝑝
𝑓 ′  𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 1/𝑝 

1

0

−
𝑚 + 𝑀

2
 𝑑𝑡                                                                                           (4.30) 

şeklinde yazabiliriz. Ayrıca teoremde verilen kabulden dolayı 

𝑚 ≤   𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 1/𝑝 
1−𝑝

𝑓 ′  𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝  1/𝑝 ≤ 𝑀 
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biçiminde yazılabileceğinden, bu ifadede gerekli düzenlemeler yapılırsa, 

𝑚 −
𝑚 + 𝑀

2
=≤   𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 

1

𝑝  
1−𝑝

𝑓 ′   𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝  
1

𝑝   −
𝑚 + 𝑀

2

≤ 𝑀 −
𝑚 + 𝑀

2
 

   𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1

𝑝  
1−𝑝

𝑓 ′   𝑡𝑎𝑝 +  1 − 𝑡 𝑏𝑝 
1

𝑝 −
𝑚 + 𝑀

2
 ≤

𝑀 − 𝑚

2
 

elde edilir. Son ifade (4.30) ifadesinde yerine yazılırsa ispat tamamlanmış olur. 

Sonuç 4.1.6 (4.28) ifadesinde; 

a. 𝐸ğer 𝑤 𝑥 ,  
𝑎𝑝 +𝑏𝑝

2
 

1/𝑝

’ ye göre 𝑝-simetrik bir dönüşüm ise (4.12) ifadesini 

kullanıp; 

i. 𝑝 = 1       alınırsa (3.27) ifadesini, 

ii. 𝑝 = −1    alınırsa (3.39) ifadesini, 

b. Eğer 𝑤 𝑥  
𝑎𝑝 +𝑏𝑝

2
 

1/𝑝

’ ye göre 𝑝-simetrik bir dönüşüm  ise (4.14) ifadesini 

kullanıp; 

i. 𝑝 =   1    alınırsa (3.27)  ifadesini, 

ii. 𝑝 = −1   alınırsa (3.40) ifadesini, 

c.         𝑝 =    1    alınırsa (3.23) ifadesini, 

d.         𝑝 = −1   alınırsa (3.37) ifadesini, 

e. Eğer 𝑤 𝑥 = 1 ise (4.12) ifadesini ve üçgen eşitsizliğini kullanıp; 

              𝑝 = 1     alınırsa (3.28) ifadesini, 

f. Eğer 𝑤 𝑥 = 1 ise (4.12) ve (4.14) ifadelerini kullanırsak;  

i.  

 
𝑝

𝑏𝑝 − 𝑎𝑝
 
𝑓 𝑎 + 𝑓(𝑏)

2
 

𝑤 𝑥 

𝑥1−𝑝
𝑑𝑥

𝑏

𝑎

−  
𝑓 𝑥 𝑤 𝑥 

𝑥1−𝑝
𝑑𝑥

𝑏

𝑎

   

 −
 𝑏𝑝 − 𝑎𝑝 (𝑀 + 𝑚)

4𝑝
 𝜇 𝑡 𝑑𝑡

1

0

 ≤
(𝑀 − 𝑚) 𝑏𝑝 − 𝑎𝑝 

8𝑝
 

ii.  

 
𝑝

𝑏𝑝 − 𝑎𝑝
 
𝑓 𝑎 + 𝑓(𝑏)

2
 

𝑤 𝑥 

𝑥1−𝑝
𝑑𝑥

𝑏

𝑎

−  
𝑓 𝑥 𝑤 𝑥 

𝑥1−𝑝
𝑑𝑥

𝑏

𝑎

   

 −
 𝑏𝑝 − 𝑎𝑝 (𝑀 + 𝑚)

4𝑝
 𝜇 𝑡 𝑑𝑡

1

0
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≤
(𝑀 − 𝑚) 𝑏𝑝 − 𝑎𝑝 

2𝑝
 𝑤 𝑞   𝑡 −

1

2
 
1/𝑘

𝑑𝑠
1

0

 

ifadelerini elde ederiz. 
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BÖLÜM 5.TARTIŞMA VE SONUÇ 

 

Bu tez çalışmasının 4.bölümünde; 𝑤: 𝐼 ⊂  0, ∞ → ℝ   olmak üzere, 𝑤 ile bağlantılı; 

𝜇 𝑡 : [0,1]  → ℝ  dönüşümü ve 𝜇 𝑡  dönüşümünün bazı özelliklerini içeren yeni 

teorem, Hermite-Hadamard eşitsizliğinin sol tarafından orta kısmının çıkarılmasıyla 

elde edilen teoremle birlikte 𝑝-konveks fonksiyonlara uygulanmış, sonucunda 

Hermite-Hadamart-Fejér ve Hermite-Hadamart-Fejér Trapezoidal tipli eşitsizliklerin 

bir genellemesi 𝑝-konveks fonksiyonlar için verilmiştir. Elde edilen tahmin ve 

sonuçlar yeni olup  𝑝 = 1 ve 𝑝 = −1 alındığında 3. bölümdeki  çalışmaların 

tamamına indirgendiği görülmüştür. Bununla birlikte daha birçok yeni teorem ve 

sonuç elde edilmiş olup, buradan  𝑝’ nin farklı değerleri için  kullanışlı birçok yeni 

eşitsizlik ve ortalama elde edilebilir. 
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