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OZET

GECICI SEZGISEL FUZZY METRIK UZAYLAR

TUNCDEMIR, Kiibra
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danismani: Dr. Ogr. Uyesi Fatih KUTLU
Temmuz 2020, 82 Sayfa

Bu tez calismasinda, gecici sezgisel fuzzy metrik uzaylar tanimlanmis ve bazi temel
topolojik Ozellikleri incelenmistir. Atanassov tarafindan tanimlanan gegici sezgisel fuzzy
kiimelerin iiye olma ve iiye olmama dereceleri zamana bagli olarak degismektedir. Benzer bir
yaklagim ile sezgisel fuzzy metrik uzaylar kavraminda tanimlanan yakin olma ve yakin
olmama derecelerinin de zamana bagl olarak degismesi fikrini temel alan bu yeni yaklasim

ile gecici sezgisel fuzzy metrik uzaylar kavrami ortaya ¢ikmistir ve bu kavramla gegici

sezgisel fuzzy topoloji tanimlar1 incelenmistir.

Anahtar kelimeler: Fuzzy kiimeler, Fuzzy metrik uzay, Sezgisel fuzzy metrik uzay, Gegici

sezgisel fuzzy metrik uzay.
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TEMPORAL INTUITIONISTIC FUZZY METRIC SPACES
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July 2020, 82 pages

In this thesis, temporal intuitionistic fuzzy metric spaces are defined and some basic
topological properties are examined. The degree of membership and non-membership of
temporal intuitionistic fuzzy sets which is defined by Atanassov varies depending on time.
With this similar approach, based on the idea that the degree of closeness and non-proximity,
which are defined in the concept of intuitive fuzzy metric spaces, change with time, the
concept of temporary intuitive fuzzy metric spaces has emerged and the definitions of

temporary intuitive fuzzy topology have been examined with this concept.
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1. GIRIS

Matematigin en temel kavramlarindan olan kiimeler kavrami Bolzano, Dedekind,
Peano gibi birgok arastirmaci tarafindan incelenmistir. Cantor, klasik kiime teorisini
aksiyomatik olarak incelemistir. Bu kurama gore, bir eleman bir kiimeye ya aittir ya da
degildir. Diger bir ifade ile ele alinan kiimeyi karakterize eden karakteristik fonksiyonu
altinda bir nesnenin goriintiisii kiimeye ait ise 1, ait degilse 0 degerini alir. Boylece, tiyelik
kavrami kesin sinirlarla ayrilmistir ve kismi tiyelik s6z konusu degildir. Ancak zamanla bu
kiime teorisinin evrende meydana gelen olaylar1 tam olarak ifade edemedigi goriilmiistiir. Bu
eksikligi fark eden Zadeh 1965 yilinda ilk olarak fuzzy (bulanik) mantik ve dolayisiyla fuzzy
kiime kavramini tanimlayarak matematige farkli bir yon vermistir. Fuzzy kiime kuraminda bir

elemanin kiimeye aitligi tiyelik fonksiyonu adi verilen bir fonksiyon ile derecelendirilir. Bu

fonksiyon evrensel kiimenin her bir elemanina incelenen kiimeye ait olma derecesini [O,l]

kapali araliginda bir say1 atar. Klasik kiime teorisini temel alan klasik mantikta dogru ve
yanlis olarak sadece iki durum mevcutken, fuzzy kiime teorsini temel alan fuzzy mantikta
dogruluk ve yanlislik derecelendirilmektedir. Diger bir ifade ile klasik yaklasimda sadece
siyah ve beyaz durumlar1 mevcutken, fuzzy yaklasimda ise siyah ve beyaza ek olarak gri
tonlar1 da mevcuttur.

Fuzzy kiime yaklasimini bir elma 6rneginde anlatmak miimkiindiir. Agagtaki elmalarin
yesil olanlar1 “0” kirmiz1 olanlari ise “1” olarak degerlendirilmekte olsun. Bu durumda tiim
elmalarimizin sadece yesil veya kirmizi oldugunun kabullenilmesi gerekmektedir. Fakat
tamamen kizarmamis ama tamamen yesil de olmayan elmalarin mevcudiyeti verilen
siniflandirmanin yetersizligine isaret etmektedir. Dogada kesinlik olmamasindan kasit ise
tamamen bunun tizerinden ilerliyor. Bu yaklasim yesillik derecesi veya kirmizilik derecesi
olarak fuzzy kiime teorisi ile daha iyi agiklanabilmektedir. Bu yaklagima gére tamamen
kirmizi ve tamamen yesil elmalar asir1 uglari, sinirlart belirtirken aradakiler i¢in de etiketler
mimkiindiir. Yesil elmanin baslangi¢c olmasindan dolayi, biraz kizarmis bir yesil elma %30,
daha kizarmigsa %40, biraz yesilse de %70 kizarmis elmalar kategorisindedir. Bu 6rnekle de
goriilebildigi iizere fuzzy kiime teorisi ve fuzzy mantik, insan biligsel kavrayisini ve
semantigini matematige aktarmakta klasik kiime teorisine gére daha basarilidir.

Fuzzy mantik, Aristoteles’ten gilinlimiize geliserek gelen klasik mantiga ¢ok iyi bir

alternatif olmasi sebebiyle bilim diinyasinda da biiyiik ilgi gérmiis ve pek cok alanda
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uygulanmistir. Bu uygulamalarin ilki 1974 yilinda Mamdani tarafindan buhar makinesinin
kontroliinde fuzzy mantik kullanmasiyla ger¢eklestirilmistir. 1980 yilinda Kopenhag’da F.L.
Smidth & Company isimli firma, ¢imento firminin sicaklik kontroliinde fuzzy mantik
sistemini kullanmigtir. 1988°de Hitachi firmasi, diinyanin en rahat metrosu olarak kabul edilen
Sendai metrosunun kontroliinii bir fuzzy mantik sistemi ile yapmistir. Daha sonra birgok
elektronik {riintiniin otomatik kontroliinde, ila¢ sanayisinde, kontrol ve karar verme
mekanizmalarinda, genetik kodlama ve sifrelemede fuzzy mantik yogun olarak kullanilmstir.

Diger taraftan fuzzy kiime teorisi ile birlikte matematigin temel kavramlar1 da yeniden
ele alinmigtir. Bu temel kavramlardan biri de metrik kavraminin fuzzy mantik ¢ergevesinde
yeniden degerlendirilmesidir. Bu calismamizda birgok farkli bicimde tanimlanan fuzzy
metrikler ve daha genel manasi ile fuzzy uzaklik kavramlar1 arasinda 1975 yilinda Kramosil
ve Michalek tarafindan tamimlanan fuzzy metrik uzay incelenecektir. Bu fuzzy metrik uzay,
George ve Veeramani (1994) tarafindan modifiye edilerek, fuzzy metrik uzaylarda
Hausdorffluk, sinirhilik, kompaktlik, yakinsama ve tamlik gibi analiz ve topolojinin 6nemli
kavramlarina uyumlu hale getirilmistir. Bu aragtirmacilar tarafindan tanimlanan fuzzy metrik
uzayda ele alian iki nokta arasindaki uzaklik (diger bir manasi ile yakinlik) belirli sartlart
saglayan bir fuzzy kiime ile derecelendirilmektedir. Dikkate deger 6nemli bir husus bu
manada tanimlanan fuzzy metrik uzayda ele alinan kiimeler fuzzy kiime olmamasina ragmen
metrik kavraminin fuzzy mantik ile alinmasidir. Fuzzy metrik uzay basta toplanabilme teorisi
olmak iizere bir¢ok alanda uygulama alani bulmustur. Fuzzy metrik uzaylardaki 6nemli bazi
caligmalar Grabiec (1988), Afrouzi (2011), Lopez ve Romaguera (2004), George ve Veermani
(1997), Gregori ve Romaguera (2000) olarak verilebilir.

Fuzzy kiime teorisi bircok farkli yaklasimla genisletilmistir. Bunlardan biri de
Atanassov (1983) tarafindan tanimlanan sezgisel fuzzy kiime kavramidir. Bu kavramda, fuzzy
kiime mantiginda bulunan bir elemanin belli bir kiimeye iiyelik derecesi ile beraber iiye
olmama derecesini de tanimlanmakta, liyelik ve liye olmama derecelerinin toplamlarinin
1’den kiiclik veya esit olma sart1 getirilmektedir. Bu iki derecelendirmeye ek olarak, iiye olma
ve liye olmama degerlerinin toplaminin birden ¢ikarilmasi ile belirsizlik derecesi adi1 verilen
liciincli bir deger daha elde edilir. Bu ii¢ deger ile beraber sezgisel fuzzy kiime teorisinin
bipolar durumlarin (olumlu-olumsuz, siyah-beyaz, vb.) ve kesin olmayan bilgilerin ele
almmasinda oldukca etkili bir yontem oldugu literatiirde bu teori ile alakali uygulama

caligmalarinin giin gegtikge artmasi ile ispatlanmaktadir.
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Bir diger genisletme olarak Atanassov (1991) tarafindan tanimlanan gegici sezgisel
fuzzy kiime kavrami ve gecici sezgisel fuzzy metrik uzay tanimlari incelenecektir. Bilindigi
iizere gercek diinyaya ait kavramlar genellikle zamana baghdir. Yani bu kavramlarin
incelenen Ozellikleri zamana bagli olarak degisiklik gosterebileceg§inden kavramlarin
matematiksel olarak daha iyi ele alinmasi i¢in iiyelik ve liye olmama dereceleri tanimlandigi
uzayin elemanina ve verilen zaman kiimesindeki bir zaman anina bagli olan yeni sezgisel
fuzzy kiime taniminin kurulmasi ihtiyact dogmustur. Atanassov bu eksikligi gidermek igin
1991 yilinda gegici sezgisel fuzzy kiime ad1 verilen yeni bir kiime teorisi tanimlamstir.

Atanassov’un (1991) tanimladigi gegici sezgisel fuzzy kiimelerin {iye olma ve iiye
olmama derecelerinin zamana ve konuma bagli olarak degismesi fikrinin hava durumu,
ekonomi, goriintii ve video isleme gibi dinamik alanlardaki uygulamalarda kullanilmasi
bakimindan zengin bir ¢alisma alan1 dogurdugu asikardir. Diger taraftan uzaklik bahsi gecen
konular iizerinde bir¢ok farkli sekilde kulanilmis efektif sonuglar elde edilmistir. Bu fikir ile
elde edilecek gegici sezgisel olgiilerin literatiirde hala tanimlanmamis olmasi biiylik bir
eksiklik olusturmaktadir. Dinamik alanlarda kullanilacak olan Olgiilerinde dinamik hale
getirilmesi yani zamana bagli olarak degismesi fikrinin dogal bir sonucudur.

Uzakligini dl¢tiigimiiz noktalar sabit olmayabilir. Yani konumlar1 zamanla degisir bu
ise aradaki uzakligi 6lgerken kullandigimiz metrik kavraminin noktalar ile beraber zaman
kavramina da bagli olmasi gerektigini vurgulamaktadir.

Diger bir hususta ele aldigimiz metrik formiiliiniin zamanla degismesini isteyebiliriz.
Bunun igin tamimlayacagimiz gegici sezgisel fuzzy metrik uzay kavrami daha genel ve
uygulanabilir olacaktir.

Calismamizin ilk kisminda fuzzy kiimeler, sezgisel fuzzy kiimeler ve gegici sezgisel
fuzzy kimelere dair temel bilgiler verilecek ikinci kisminda yukarida belirtilen galigmalar
1s1ginda fuzzy ve sezgisel fuzzy metrik uzaylar ve fuzzy metrik tarafindan iiretilen topolojinin
ozellikleri verilecek ve son kisminda ise gegici fuzzy kiimelere dair temel kavramlar ve gecici

sezgisel fuzzy kiimeler de topolojik uzay kavrami incelenecektir.






2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu kisimda tez calismasinda kullanilacak temel kavramlar tanitilacaktir. Bu
baglamda fuzzy, sezgisel fuzzy ve gecici sezgisel fuzzy kiime kavramlari incelenecek ve

temel Ozelliklerinden bahsedilecektir.

2.1 Fuzzy Kiime Teorisi

Tanim 2.1.1: X bostan farkli bir kiime olmak iizere X tiizerinde A fuzzy kiimesi

Hy X > = [O, 1] olmak tzere A= {(X, Ha (X)); Xxe X } seklinde tanimlanir. Burada

Vx e X igin ,uA(X) degerine X ’in A fuzzy kiimesine ait olma (iiyelik) derecesi ve y,
fonksiyonuna da iiyelik fonksiyonu denir. Tanimdan anlasilacag iizere her A klasik
(crisp) kiimesi
1 xeA
X)=
7 (%) {o Xe A
ile taniml1 karakteristik fonksiyonu ile bir fuzzy kiime olarak ifade edilebilir. X kiimesi

lizerinde taniml1 tiim fuzzy kiimelerin ailesini FS”™ ile gosterelim (Zadeh, 1965).

Ornek 2.1.1: A ve B crisp kiimeler olmak iizere bu kiimeler iizerinde taniml1 temel kiime

islemleri bu kiimelerin karakteristik fonksiyonu ile asagidaki sekilde ifade edilebilir.

1. AuB= {X; XxeAvxe B} ile tanimli birlesme islemi igin karateristik fonksiyon

1 xeAuB

Taos (X)=max{z,(x), 75 (x)} = {0 ‘e AUB ile tammlidr.

2. . AnB= {X; Xe AAXe B}ile tanimli kesisme islemi igin Kkarateristik fonksiyon

1 xeAnB

Zans (X)=min {;(A (%), Ze (X)} = {0 g AnB ile tammlidir.



3. A:{Xe X;X¢ A} ile tanimli timleme islemi ic¢in karateristik fonksiyon

1 A
Zx (X)=1—x\(x) = {O ))i Z A ile tamimlidir (Zadeh, 1965).

Tanim 2.1.2: X bostan farkli bir kiime olmak {izere X iizerinde1 = {(X, yi(x)); Xe X}

ve 6:{(X,,u6(x)); XEX} fuzzy kiimeleri her X € X igin ,ui(x)zl ve ,uﬁ(x)zo ile

tanimlidir (Zimmermann, 1996).

Ormnek 2.1.2: “geng bir insan olmak” manasinda “gen¢” kelimesini ele alalim. Bu dilsel

ifade fuzyy kiime kavrami kullanilarak asagidaki sekilde matematiksel olarak
modellenebilir. geng:{(x,,ugeng(x));XE[O,15O]} fuzzy kiimesinin tyelik fonksiyonu

asagidaki sekilde tanimlansin.

1, 0<x<20,
40-x
Hen (X) = 50" 20 < x < 40,
0, diger durumlar.

Bu fuzzy kiimeye gore bazi yaslarin genclik dereceleri asagida verilmistir.

40-30 1 40-25 15
Heene (60) =0, p2,. (30)= 0 =305 Mo (25)= 50~ 320075
\
N\
08 — \ —
\
\
\
[=] \
\
02— \ —
\
\.

Sekil 2.1. “Geng” fuzzy kiimesi.



Yukaridaki drnekte 6znel olarak modellenen geng bir insan olma dilsel degiskeni
farkli arastirmacilar tarafindan daha farkli olarak modellenebilir. Bu 6znellik ilk bakista
fuzzy kiime teorisinin bir dezavantaj1 olarak goriilse de uygulamalarda daha adaptif bir
yol sagladigindan fuzzy kiime kavramini bu tiirden uygulamalarda kullanilmasi igin

gayet etkili bir yol kilmaktadir. (Bede, 2013)

Ornek 2.1.3: Fuzzy kiimeler ile siibjektif yargilar1 modelleyebiliriz. X = [40,100] (°F)

bir odanin sicaklik aralifi olsun. A, A,, A, A, A sirastyla ¢ok soguk, soguk, normal,

sicak, cok sicak algilarini modellemek ig¢in bir uzman tarafindan asagidaki sekilde

tanimlansin.
1 , 40<x<50
60— X
Hy (X)= 0 , 50<x<60
0 ' X >60
0 , 40<x<50
XI;’O . 50< X< 60
, (X) = 70—x
, 60<x<70
10
0 , x>70
0 , 40<x<60
XIO6O . 60<x<70
(=189 x
, 70<x<80
10
0 , X >80
0 , 40<x<70
XIO70 . 70<x<80
ﬂ&(x): 90— x
, 80<x<90
10
0 , 90<x<100




0 , 40<x<80

Xx—80
,uAs(X): 10 , 80<x<90
1 , 90<x<100

Bu modellemeye gore 65 °F (yaklasik 18,3°C) sicakhigmin iiyelik dereceleri
1, (65)=0, ﬂ%(as)zé, ﬂ%(65)=%, 1, (65)=0, u, (65)=0 scklinde elde

edilir. (Bede, 2013).

T
oksoguk soguk normal sicak goksicak

T

Degree of membership
°
>
I

T

o
S
T

40 50 60 70 80 9
sicaklik

Sekil 1.2. “Sicaklik” kavramini modelleyen fuzzy kiimeler.

Fuzzy mantik ve fuzzy kiimelerde temel baglaclar; birlesim, kesisim, kapsama

ve timlemedir. Fuzzy kiime teorisinde bu islemler liyelik derecesi lizerinden tanimlanir.

Tanim 2.1.3: X bostan farkli bir kiime olmak iizere X iizerinde A ve B fuzzy
kiimeleri Az{(X,,uA(X)); Xe X} ve B:{(X, U (X)); Xe X} ile verilmis olsun. Bu

kabuller iizerine fuzzy kiimeler uzayinda temel kiime islemleri asagidaki sekilde

tanimlanir.

1. A=B < her xe X igin s, (X) =15 (X),

2. AcCB < her xe X igin p, (X) < 45 (%),

3. A:{(x,l—,uA(x));XEX}, i (X) =1- 1, (%)

100



4, AuB:{(x,yAuB(x)); X e X}:{(x,max{yA(x),yB(x)}): X e X}

5, AmBz{(x,yAmB(x)); X e X}:{(x, min{ s, (X), 15 (X)}): x € X}

Bu tanimlamalar ile birlikte fuzzy kiimeler uzayinda asagidaki temel kiime

ozelliklerinin saglandig1 asikardir:

A=A
AUB=BUA,
c. AnB=BnNnA.

d. (AuB)uC=AU(BUC),
e. (AnB)NnC=ANn(BNC).

f. AUA=A,
g AnA=A.

h. AU(ANB)=A,
A

i. AN(AUB)=A,
j. Aul=1,

k. AnI=A,

. AUO=A,

m. AN0=0

o. (AnB)=AUB.
(Zadeh, 1965).

Klasik mantiktan farkli olarak fuzzy mantikta tiglincli halin imkansizhig

(contradiction and excluded middle) ilkesi gecersizdir.

Onerme 2.1.1: A, X’te crisp olmayan bir fuzzy kiime olsun. Ixe X icin 0< g, (x)<1

iss AAA=0 ve Av A=1 (Zadeh, 1965).
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Tanim 2.1.4: N :[0,1] —)[0,1] fonksiyonu asagidaki sartlar1 sagliyorsa bir degilleme

adin1 alir.
1. N0O0)=1 , N@®=0
2. Nartmayan fonksiyon. Yani (x<y = N(x)>N(y))

Bir degilleme monoton azalan (yani, X<y =>N(x)> N(y)) ve siirekli ise tam
(strict, mutlak) degilleme adin1 alir. Bir tam degilleme involiisyon (N(N(X)):X)

Ozelligini sagliyorsa giiclii degilleme adin1 alir (Bede, 2013).

Tamm 2.1.5: AeFS* olmak iizere A fuzzy kiimesinin degillemesi

N (A) ={(% 2ty (¥)):x € X} ={(x N (112 (x))): x € X} e tammbidir (Bede, 2013)

Ornek 2.1.4: N(x)=1-x standart degillemesi gii¢lii bir degillemedir (Bede, 2013).

Tanim 2.1.6: a,b,celolmak iizere bir t-—norm asagidaki sartlar1 saglayan
T:1xl -1 doniisimidiir:

1. Birim Eleman: 1, déniigiimiin birim elemamdir. Yani T (L a)=a,
2. Monotonluk:a<c ve b<d =T(a,b)<T(c,d),

3. Degisme Ozelligi: T(a,b)=T(b,a),

4. Birlesme Ozelligi T (a,T (b,c))=T (T (a,b),c).(Szmidt 2013).

Bu ozelliklerden anlasilacagi lizere t—norm monoton azalmayan doniislimdiir ve

T(a,0)=0ifadesini saglar. Cok kullanilan t—normlara 6rnek olarak: minimum,
g

¢arpma ve T (a,b)=max(0,a+b—1) ile tanimli Lukasiewicz t —normlari verilebilir.

Tanim 2.1.7: a,b,cel olmak iizere bir t—conorm (diger bir ifade ile s—norm)
asagidaki sartlart saglayan S: 1 x| — | dontisimiidiir (Szmidt 2013):

1. Birim Eleman: 0, doniisiimiin birim elemanidir. Yani S (O, a) =a,
2. Monotonluk: a<cve b<d = S(a,b)<S(c,d)

3. Degisme Ozelligi: S (a, b) =S (b, a) ,
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4. Birlesme Ozelligi S (a, S (b, C)) =S (S (a, b) , C) .

Ornek 2.1.5: Literatiirde sik¢a kullanilan t—conormlara 6rnek olarak: maximum,

S (a, b) =a+b—ab ile taniml olasiliksal toplam ve S (a, b) =min (1, a+ b) ile taniml

Lukasiewicz t—conormlari verilebilir. Bu tanimlamalar ile birlikte t—norm ve t—

conorm tanimlarmin S(a,b)=1-T(1-a,1-b) bagmntis1 ile dual kavramlar oldugu

kolayca goriilebilir (Szmidt 2013).

Onerme 2.1.2: Herhangi bir t-norm T ve s-norm S ve Vx,ye[01] i¢in

T(XY)<XAy ve S(x,y)=xv ydir (Szmidt 2013).

Tanim 2.1.8: T, t-norm, S, s-norm ve N gii¢lii degilleme olmak iizere (S,T,N)

lcliisiine eger VX,ye [0,1] icin S (X, y) =N (T (N (X), N (y))) sartin1 sagliyorsa De

Morgan Ugliisii denir (Szmidt 2013).

Hatirlatma 2.1.1: (S,T,N) bir De Morgan Ugliisii ise T(X, y): N (S(N (X), N (y)))

dir (Szmidt 2013).

Ornek 2.1.6: Minimum ve maksimum t-norm ve t-conormu
(X/\y:min{x, y}hixvy=max{x, y}) standart degilleme N(x)=1-x ile birlikte bir

De Morgan Ugliisii olusturur (Szmidt 2013).

Ornek 2.1.7: Vx,ye[O,l] icin T (X, y):x.y ile tanimli ¢arpim t— normu ve
Se (X, y)=x+y—xy ile tanimli t— conormu ve N(x)=1-x standart degilleme ile

birlikte De Morgan Ugliisii olusturur (Szmidt 2013).

Ornek 2.1.8: Vx,y €[0,1] i¢in asagidaki sekilde taniml1 nilpotent minimum ve nilpotent

maksimum
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XAY, X+y>1
XT,y = N
0, digerdurumlar,

XV'Y, X+y<l1
XS,y = .
1, digerdurumlar

t— normu ve t— conormu, standart degilleme ile birlikte De Morgan Ugliisii olusturur
(Szmidt 2013).

Ornek 2.1.9: Vx,ye[ 0] i¢in asagidaki sekilde tammli sert (drastic) ¢arpim ve

toplama

XAY, Xvy=1

T,(X,y)=xT,y= :
D( y) oY { 0, diger durumlar

XV, XAy=0

S,(X,V)=XxS,y = .
D( y) oY { 1, diger durumlar

t— normu ve t— conormu, standart degilleme ile birlikte De Morgan Ugliisii olusturur
(Szmidt 2013).

2.2. Sezgisel Fuzzy Kiimeler

Tanim 2.2.1: X bostan farkli bir kiime olmak tizere X tizerinde bir sezgisel fuzzy kiime

(IFS),vxe X igin OS,uA(X)+77A(X)S1§art1n1 saglayan p, X > 1,17,: X =1

fonksiyonlar olmak tlizere A= {(X, J7n (X) /R (X)): xe X } kiimesidir. Her xe X igin
ty(X)ve 17,(X)sayilan sirastyla X ’in Asezgisel fuzzy kiimesine tiyelik derecesi ve
tiye olmama derecesi olarak adlandirilir. B= {(X, My (X)): Xe X} fuzzy kiimesi i¢in

s (X)=1—45(X) olarak tammlanarak bir sezgisel fuzzy kiime elde edilebilir
(Atanassov, 1983).
Her bir xe X igin Asezgisel fuzzy kiimesinde X ’in sezgisel fuzzy indeksi

7o (X) =15 (X) =17, (X)ile tammlamr. 7, (x) belirsizlik (indeterminacy) veya
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tereddiit (hesitation) derecesi olarak adlandirilir. X kiimesi iizerinde tanimli tiim sezgisel

fuzzy kiimelerin ailesini IFS” ile gdsterelim (Atanassov, 1983).
Simdi sayilar teorisinde tanimlanan ve IFS kavramini daha iyi aciklayacak bir

ornek verelim.

Ornek 2.2.1: n , 2’den biiyiikk veya esit bir dogal say1 ve xeN olmak iizere
F(n)={xeN:1<x<n,(x,n)=1} olsun. Burada (x,n) ile n ile x’in ortak
bélenlerinin en biiyiigii gdsterilmektedir. card(F(n))=g,(n) yani n’nin kendinden

kiicik aralarinda asal oldugu x’lerin sayis1 diyelim. Benzer sekilde

¢,(n)=card ({1S x<n, X| n}) n’yi tam bélen x‘lerin sayis1 olarak tanimlayalim. Bu

n n
iki ifadeden yararlanarak n>2 i¢in V (n):(QT()W] fonksiyonunu
n n .
tanimlayabiliriz. Acik¢a 0 < u ( )+ (p”( ) <1 esitsizliginin saglandig goriiliir. Ornek
n n

olarak n=3 i¢in alalim. F (3) = {13 X<3, (X, 3) =1} =0, (3) =2 (3 ile aralarinda asal

sayilarin sayis1) ve ¢, (n)=card ({ 1<x<3, x| 3}) =, (3) =1 (kendisi harig 3 iin tam

bélen sayilarin sayist) igin V (n)= [(0” (n) Zn (n)J =V (3)= (% : %j oldugu goriiliir.
n n

Benzer sekilde V (12) :[i,ij, V (15) :(iﬁ) bulunur. V' fonksiyonu her bir n
12 12 15 15

dogal sayist i¢in boliinebilme ve boliinememe derecelerini tanimlar. Boylece V

. n n
fonksiyonundan vyararlanarak N ={[n,(p“T(),¢};neN} ile  bir IFS

tanimlayabiliriz (Atanassov, 2012).

Bilindigi tizere fuzzy kiimelerin tek bir geometrik gosterimi vardir. Buna karsin
sezgisel fuzzy kiimeler bircok sekilde geometrik olarak gosterilebilir. Bunlart kronolojik
olarak siralarsak ilk olarak, Atannassov tarafindan verilen ve en sik kullanilan asagidaki

gosterim verilebilir. Bu gosterim 1ki boyutludur ve ayrica liyelik ve iliye olmama
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derecelerinin ayr1 ayri olarak (;izilir.Az{(x,,uA(X),nA(X)): XGX} bir IFS olmak

uzere:

HA

VA

0

Sekil 2.3. Sezgisel fuzzy kiimelerin ayrik gosterimi (Atanassov, 2012).

Atanassov, sezgisel fuzzy kiimelerin geometrik igin bir diger gosterim seklini

asagidaki ornekte goriilebilecegi lizere bir ikizkenar liggen tizerinde kurmustur.

Ornek 2.2.2: X = {Xl, X5, X3} kiimesi tizerinde tanimlanmig
A={()(1,0.2,0.8),(Xz,O.Z,O),(X3,O.5,O.1)} sezgisel fuzzy kiimesini asagidaki sekilde

gosterebiliriz. Asagidaki grafikte her bir IFS’ye ait liglincli birlesenler belirsizlik
derecesini gostermektedir. Burada MN dogrusuna paralel olan dogru iizerinde bulunan
her bir IFS ayn1 belirsizlik derecesine sahiptir. Dogrular, orijine yaklastik¢a belirsizlik
derecesi artmakta ve MN dogrusuna yaklastik¢a belirsizlik azalmaktadir (Atanassov,
2012).
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i M0, 1, 0}

0.8
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

(0.5,79,1,0.4)

0 01020304 05 06 07 0.8 08 1 7L0D

Sekil 2.4. Sezgisel fuzzy kiimelerin iki boyutlu gosterimi (Atanassov, 2012).

Szmidt ve Kacprzyk 2000 calismasinda liye olma ve iiye olmama dereceleri ile
birlikte belirsizlik derecesinin de eklenmesi ile IFS’lerin agagidaki sekilde birim kiipiin
icerindeki MNH iicgeni icerisinde gosterilebilecegini belirtmislerdir. Burada MNH
ticgeninin ylizeyinde bulunan noktalarin koordinatlar1 o noktanin IFS’ye {iye olma, liye

olmama ve belirsizlik derecelerini gosterir (Szmidt, 2014).

H (0.0.I)I

'S

0 (0,0,0) M (1,0,0)

N (0,1,0)

Sekil 2.5. Sezgisel fuzzy kiimelerin ii¢ boyutlu gosterimi (Szmidt, 2014).

Sezgisel fuzzy kiimeler igin bir diger gosterim sekli Yang ve Chiclana (2009)

tarafindan tanimlanan kiiresel gosterimdir. Bu gosterimde bir A sezgisel fuzzy kiimesi
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uy(a)+mn,(a)+zy(a)=1 olmasindan  yararlamlarak ve kiire  denklemi

2 secilerek elde edilen

X’ +y? +2% =1 ifadesinde 1, (a)=x*1,(X)=Yy* ve z,(x)=z2
koordinatlarin bir kiire {izerinde ifade edilmesi ile gosterilir. Yang ve Chiclana bu
gosterimden yararlanarak sezgisel fuzzy kiimeler tizerinde bazi uzaklik tanimlari

vermistir (Yang ve Chiclana, 2009).

Sekil 2.6. Sezgisel fuzzy kiimelerin kiiresel gosterimi (Yang ve Chiclana, 2009).

Sezgisel fuzzy kiimeler igin diger bir gosterim yontemi de Atanassova (2012)
tarafindan verilmistir. Asagidaki sekilde goriilebilecegi tizere en igteki kisim bir sezgisel
fuzzy kiimenin {yelik derecesini en distaki kisimda {iye olmama derecesini
gostermektedir. Arada kalan kisim ise belirsizlik derecesini belirtmektedir. Bu gosterim
zaman serileri ile ifade edilen veriler, ¢oklu girigli (multivaried) veriler veya herhangi

bir dongiisel 6zellik igeren veriler i¢in uygundur (Atanassova, 2012).
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Sekil 2.7. Sezgisel fuzzy kiimelerin radar kiimesi gosterimi (Atanassova, 2012).

Atanassov 1983 yilinda sezgisel fuzzy kiimeler tizerinde temel kiime islemlerini

asagidaki sekilde tanimlamistir.

Tanmim 2.2.2: A ve B, X lizerinde birer IFS olmak tizere;
1. AcB < Wxe Xigin g, (X)< g5 (X) ve 7, (X) =175 ()

2. A=B&AcBVvVeBcA

3. A={(% 77 (X). 112 (¥)): X X

4. AnB ={(xomin{g, (x), s (x)}, max{r, ()7 (x)}): x < X
5. AUB ={(x max{ s, (x), 5 ()}, min {m, (x),7 ()}): x € X

6. A+B= {(x,,uA(x)+,uB (X) = 24 (X)-5 (%), 77 (X) 77 (X)); X & X}
)

(Atanassov, 2012).

Omek  223:  X={abc}, A={(a06,03),(b0.205),(c,010.1)} Ve

B={(a,0.7,0.3),(b,0.5,0.2),(c,0,0.7)} olmak lizere

AUB = {(x max { 12, (X), s (X)}, min {7, (x), 75 (X)}): x X}

={(a,0.7,0.3),(b,05,0.2),(c,0.1,0.1)} ve
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ANB :{(x, min{yA(x),yB(x)},max{nA(x),nB(x)}): X e X}

={(a,0.6,0.3),(b,0.2,0.5),(c,0,0.7)} olmus olur.

Onerme 2.2.1: A B,C X kiimesi iizerinde birer IFS olmak iizere yukarida tanimlanan
islemler asagidaki ozellikleri saglar:
1. Degisme Ozelligi:
ANB=BNA, AUB=BUA, A+B=B+A,AB=B.A
2. Birlesme Ozelligi:
(AnB)NC=An(BNC), (AuB)uC=AU(BUC),
(A+B)+C=A+(B+C),(AB)C=A(BC)
3. Dagilma Ozelligi:
(AnB)uC=(AUC)n(BUC), (AnB)+C=(A+C)n(B+C)
(AnB).C=(AC)n(BC), (AuB)nC=(ANC)u(BNC)
(AUB)+C =(A+C)U(B+C), (AUB).C=(AC)U(BC)
(A+B)Cc(AC)+(BC), (AB)+C>(A+C).(B+C),
4. Tek Kuvvet:

AnA=A, AUA=A

5. Tiimlemeye Ait Ozellikler

AnB=AUB, AUB=ANB,A+B=AB,AB=A+B
(Atanassov, 2012).

Tamm 223: IFS ={(x,%,)€[0,1]x[0,1];x +x, <1} ile sezgisel fuzzy ciftlerinin

ailesini gosterelim. (X, X,)<(¥,,Y,)< X <Y, X, >y, (Atanassov, 2012).

Tanim 2.2.4: X,y,zel ve 1:(0,1) tam tiyelik olmak iizere T :1°x 1% — 1? doniistimii

eger asagidaki sartlar1 sagliyorsa bir sezgisel fuzzy t-norm adini alir (Glad Deschrijver ve
ark., 2004).

T, : Birim Eleman: 1, déniisiimiin birim elemanidir. Yani VX e 1% icin T (X,i) =X



19

T, :Degisme Ozelligi: Vx,y € IFS* igin T (X, y) =T (y, X)
T, :Birlesme Ozellegi: Vx,y,z e IFS* igin T(x,T(y,z))=T(y.T(x,2))

T, :Monotonluk: x, X, y,y" € IFS*, x<x' ve y<y' ise T(x,y)<T(X,y’)

Tanim 2.2.5: X,y,zel ve 6:(0,1) tam iye olmama olmak iizere S:1?x1%—12

doniistimii eger asagidaki sartlar1 sagliyorsa bir sezgisel fuzzy t-conorm adini alir (Glad

Deschrijver ve ark., 2004).

S, : Birim Eleman: 0, déniisiimiin birim elemanidir. Yani VX € 12 icin S (X,(N)) =X
S, : Degisme Ozelligi: Vx,y e IFS* igin S(x,y)=S(y,X)

S;: Birlesme Ozellegi: Vx,y,z € IFS* igin S(x,S(y,2))=S(y,S(x2))

S, : Monotonluk: x,X',y,y" e IFS*, x<x' ve y<y" S(x,y)<S(X,y')

Tanim 2.2.6: N:IFS* — IFS* doniisimii asagidaki sartlari sagliyorsa bir sezgisel
fuzzy degilleme adin1 alir (Glad Deschrijver ve ark., 2004).

1. N(1)=0, N(0)=1

2. VX y,z,telFS* icin (x,y)<(t,z) ise N((x, y))z N((t,z))
Eger N degillemesi, siirekli monoton azalan ise tam degilleme adini alir. Bir tam
degilleme V(a,b)eIFS igin involiisyon N (N (a,b))z(a,b) ozellgini sagliyorsa

giiclii degilleme adin1 alir.

Onerme 2.2.2: N:[0,1]—[01] bir fuzzy gicli degilleme olsun. O halde,

N (X, y) :(N (1— y) ,1-N (X)) bir giiclii sezgisel fuzzy degillemedir (Glad Deschrijver

ve ark., 2004).

Onerme 2.2.3: T:IFSxIFS — IFS bir sezgisel fuzzy t-norm ve N:IFS — IFS bir

sezgisel fuzzy giclii degilleme olsun.S™(x,y)=N (T(N (x),N (y))) ile tamml

S":IFSxIFS — IFS dontistimii bir sezgisel fuzzy t-conormudur .
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Ispat: S* déniisiimiiniin S, S,,S,ve S, sartlarim sagladigini gosterelim.

S, : Vxe IFS* i¢in S*(X,f)): X oldugunu gosterelim.
5" (%,8) = N(T(N(x),N(8)))=N(T (N (x),3)) =N (N(x)) =X
S, VX, yelFS* icin S*(xy)=S"(v.X) dir.
$*(xy) = N(T (N (x),N(¥)))=N(T (N (), N(x))) =" (v:x)
S, VX, y,z€IFS igin $*(xS'(v,2))=S"(v.S"(x.2)) dir

I
Z
—_
_|
—_
Z
—~
>
N—
—_
—
—_~
Z
—~
<
N
e
—~
N
N—
SN—
~~—
—~—
~——
Il
Z
—
—
—~
Z
—~~
<
e
—
—~
Z
—~~
x
N—
Z
—~~
N
N—
N—
N—
S~—

St % X,y,y €lFS*, x<x ve y<y' S*(x,y)<S*(x,y) dir.

N degilleme oldugundan N(x')<N(x) ve N(y)<N(y)

0 halde, T(xy)<T(X,y) : (T, den)
N(T(N(x),N(¥)))<N(T(N(x),N(y)))=5"(xy)<S"(x,y)

S"déniisiimiine T sezgisel fuzzy t-normunun dual sezgisel fuzzy t-conormu denir.

Onerme 2.2.4: S:IFSxIFS — IFS bir sezgisel fuzzy t-conorm ve N:IFS —IFS bir
sezgisel fuzzy giiclii degilleme olsun. T"(X,y)=N (S ( N(x),N (y))) ile taniml

T I IFSXIFS > IFS dontisiimii bir sezgisel fuzzy t-normudur.

T" doniisiimiine S sezgisel fuzzy t-conormunun dual sezgisel fuzzy t-normu denir.

Onerme 2.2.3 {in ispatina benzer sekilde ispatlanir.
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2.3. Gegici Sezgisel Fuzzy Kiimeler

Tanim 2.3.1: X bostan farkli bir kiime T bir zaman kiimesi ve g, : X xT —>[0,1],
My X xT —>[0,1] her (X,t)eXxT icin ,uA(X,t)+77A(X,t)S1 sartin1  saglayan
doniisiimler olmak iizere

A(T)={(x,,uA(x,t),nA(x,t)):(x,t)e X xT}
kiimesine bir gegici sezgisel fuzzy kiime denir. Burada ,uA(X,t), Xe X ’in t animdaki
liye olma derecesi ve nA(X,t), Xe X’in t amindaki iiye olmama derecesi olarak

adlandirilir. Yazimim kolaylastirmak igin A(T) yerine A tercih edilecektir. X ve T

lizerinde tamimlanan tiim gegici sezgisel fuzzy kiimelerin kiimesini TIFS™™ jle
gosterelim. Acikga goriilecegi tizere her bir sezgisel fuzzy kiime tekil bir zaman kiimesi
araciligr ile gegici sezgisel fuzzy kiime olarak ifade edilebilir. Ayrica sezgisel fuzzy
kiimeler i¢in tanimlanan tiim igslemler ve operatorlerde gecici sezgisel fuzzy kiimeler

icin tanimlanabilir (Atanassov, 1991).

Tanim 2.3.2: T've T" sonlu elemanli zaman kiimeleri veya zaman araliklar1 ve X

bostan farkl1 bir kiime olmak iizere,
AT ={(% 0 (%), 77 (X, 1) ):(x1) € X xT')
ve
B(T")={(% 25 (%), 725 (x.1) ):(x,t) € X xT"}
gegici sezgisel fuzzy kiimeleri i¢in 7, g, 77, Ve 7, asagidaki sekilde tanimlanmak
fizere

,uA(X,t), teT’
0 teT'-T/,

ts (X,1), teT”
0 , teT'-T",

na(x.t), teT’
1 , teT"-T/,
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s (X,t):{nB(X1t), teT”

1 , teT"-T,
A ve B gecici sezgisel fuzzy kiimelerinin kesisimi ve birlesimi sirasi ile
A(T')~B(T") =
{(x, min (22, (X,t), Z (X,t)), max(ﬁA(X,t),ﬁB (x,t)) (X, t)eXx(T'UT") ) ,
A(TYUB(T") =

{(x, max (7, (%.t), B (), min (7, (x,1), 7 (1)) : (x,) € X x(T"LT") )
seklinde tanimlanir. Ote yandan gecici sezgisel fuzzy kiimeler igin alt kiime tanimi

asagidaki sekilde tanimlanir.
A(T')=B(T") «<>Her bir (xt)eXx(T'UT") i¢in @, (xt)<pm(xt) ve
77a(X,1) =77, (x,t)

T'=T"  olmast  durumunda  Z,(Xt)=p,(Xt),  H(Xt)=15(Xt),
Ta(Xt)=n,(x1), 75(xt)=n5(xt) ifadelerinin saglandigi asikardir (Atanassov,
1991).

Tanim 2.3.3: X bostan farkli bir kiime, T bir zaman kiimesi ve AeTIFS™ " olmak

luzere

C*(A):{(x, maxyA(x),rgiTnnA(x)):(x,t)e X xT}

teT

1" (A) ={(x, min yA(x),rpEaTan(x)):(x,t) eX xT}
bu operatorlerin bir TIFS’yi IFS kiimeye cevirdigi tanimindan kolayca goriilebilir.

(Atanassov ,1991).



3. FUZZY VE SEZGISEL FUZZY METRiK UZAYLAR

Uzaklik kavrami matematigin ve miihendisligin temel kavramlarindan biridir. Iki say1
veya durum arasindaki uzaklig1 hesaplamak bu durumlar hakkindaki kiyaslamay1 yapmamiz
icin bize bir yol sunar. Fuzzy kiime teorisi ve mantik alanlarinda sunmus oldugu yeni
yaklasimlar ile uzaklik kavraminin ele alinmasinda klasik yontemlerin Gtesinde yeni
yontemler sunulmasina olanak saglamistir. Diger taraftan fuzzy kiime teorisinin giinlilk
durumlar1 matematiksel olarak ifade edis seklini degistirmesinden dolayr bu durumlar
arasindaki uzaklik kavraminda farkli sekillerde tanimlanmasi ihtiyact dogmustur. Daha agik
bir ifade ile fuzzy kiime olarak ifade ettigimiz durumlar arasindaki uzaklik ve durumlar
arasindaki fuzzy uzaklik ayr1 kavramlardir. Mevcut literatiir incelendiginde her iki yaklasim
icinde bir¢ok uzaklik veya daha matematiksel bir ifade ile metrik tanimlamasi yapilmistir. Tez

caligmamizin bu kisminda fuzzy ve sezgisel fuzzy metrik uzay kavrami irdelenecektir.
3.1. Fuzzy Metrik Uzaylar

Fuzzy kiime teorisinin dogasinda olan kavramlarin farkli yaklasimlarla metrik uzay
kavramina tagmmasi oldukc¢a orijinal fikirler dogurmus ve kendisine tiptan miihendislik

alanina birgok uygulama imkani bulmustur.

Bilindigi iizere bostan farkli bir X kiimesi iizerinde bir d metrigi her X,Y,Z € X i¢in
asagidaki sartlari saglayan d : X x X —)[0, OO) dontigimiidiir
M1 d(xy)=0
M2, d
M3.  d(xy)=d(y,x)
M4.  d(x,z)<d(xy)+d(y,2)
d, X fiizerinde bir metrik olmak iizere (X,d) ikilisine bir metrik uzay denir. Eger d

doniistimii M1, M3, M4 sartlarin1 ve M2 sartinin sadece yeter sart kismini sagliyorsa pseudo-
metrik adin1 alir.
Fuzzy metrik kavraminin atasi sayilabilecek Menger uzayr kavrami Menger (1942)

tarafindan tanimlanmustir.
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Tanim 3.1.1: X bostan farkli bir kiime, A: [0,1]><[O,1] —)[0,1] bir t— norm,
Ry : X x X x[0,00) - (0,1] iizerinde tammli bir déniisiim olmak iizere her (X,y)e X x X gifti

icin F

o + Fy (0)=0 ve olmak iizere

i. Hert>0 igin ny(t):1<:> X=Yy
ii. Her X,yeX igin F,=F,
iii.  Her X,y,2€ Xicin F (s+r)>A(F,(s),F,(r))
sartlarin1 saglayan sol yari siirekli bir dagilim fonksiyonu olmak {iizere (X, F,A) ile

gosterilen uzaya Menger uzayi denir. (Menger, 1942)
Fuzzy metrik uzay denilince akla gelen ilk tanimlardan olan asagidaki tanim Kramosil
ve Michalek (1975) tarafindan tanimlanmistir. Literatiirde en ¢ok calisilan fuzzy metrik

uzaylardan biri olan bu uzay, Menger uzay ile yakindan alakalidir.

Tanmm 3.1.2: X bostan farkli bir kiime bir kiime ve M , X x X ><[0, oo) izerinde taniml1 bir
fuzzy kiime olmak iizere (X, M, *) Ucliisti asagidaki sartlart sagliyorsa bir fuzzy metrik
olarak adlandirilir. X,y ,Z € X ve t,s >0 olmak iizere:
i. M(xy,0)=0,

ii. Tim t>0 sayilari¢in M (X,y,t)=1ancak ve ancak x=y,

ii. M(xyt)=M(y,xt),

iv. S :[0,1]><[O,1]—>[0,1] tamimli Slgiilebilir ve S(1,1)=1sartin1 saglayan reel degerli

fonksiyon olmak tizere M (X, Z,t+ S) >S (M (X, y,t), M (y, Z, S)) ,

V. M(xy,.):[0,00) —[0,1] sol siireklidir

(Kramosil ve Michalek, 1975).

Tanimdan agikca goriilecegi iizere (i)-(ii1) Sartlart alisilmis metrik uzay taniminin
0zdeslik, negatif olmama (non-negativity) ve simetri sartlarini karsilar.

(iv) sart1 ise zay1f bir licgen esitsizligi tanimi olarak ele aliabilir. (v) sart1 ise belirli
bir derecede uzakligin bir limitin (sinirin) 6tesinde ise, esit veya daha uzak bir derecede, bu

uzakligin daha biiyiik bir smnirin Stesinde oldugu anlamina gelmektedir. Biraz daha net bir

ifade ile bu durumu agiklarsak; M(x,y,t), (X,d)metrik uzayinda bulunan X ve y igin
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d(x, y) uzakligmmin  t’den kiigiik olma derecesini ifade ediyorsa, S=>t igin

M (X, y,t) <M (X, Y, S) olmasi gayet dogal bir durumdur. Boylece M (X, y,.) fonksiyonunun
azalmayan fonksiyon olmasi gerektigi asikardir. Boyle bir fonksiyonun siireksizlik noktalari

sayilabilir oldugundan bu tipin her noktasinda, M (X, y,.) sol siirekli olarak tanimlanir. Sol
stireklilik M (X, y,t) sayisinin X Ve Yy arasindaki uzakligin t’den kiigiik olmasini simgeledigini
anlatmak i¢in segtik. Agikga goriilir ki M (x,y,.)doniisiimii sag yar siirekli olarak da
secilebilir. Bu se¢im ile M (X, y,t), X ve Y arasindaki s6z konusu uzakligin t’den kiigiik veya

t’ye esit olmasini simgeler (Kramosil ve Michalek, 1975).
George ve Veermani (1994), Kramosil ve Michalek tarafindan tanimlanan metrigi

fuzzy metrik uzaylarda Hausdorff topoloji tanimlamak i¢in yeniden tanimlamislardir.

Tamm 3.1.3: X bostan farkli bir kiime, = bir siirekli t-norm ve M : X x X x[O, oo)—)(O,l]
iizerinde taniml1 bir doniisim olmak tizere (X, M, *) tcliisii agagidaki sartlar1 sagliyorsa bir

fuzzy metrik olarak adlandirilir. X, ¥,Z € X ve 1,5>0 olmak iizere:

=

M(x,y,t)>0

2. Tiim t >0 sayilar igin M (X, y,t)=1ancak ve ancak x =y

3. M(x y,t)=M(y,xt)
4, M (X, y,t)*M(y,z,5)<M(x,z,t+5)
5. M (x,Y,.):(0,00) =>[0,1] siireklidir

Burada M (X, y,t) ifadesine x ile ynint ye gore birbirine yakin olma derecesi denir. Diger

bir ifadeyle “X, y’ye t kadar yakindir” 6nermesinin dogruluk derecesidir. Tanimdan agikca
goriilecegi iizere

(1) sartindan; x ile y arasinda klasik metriklere gore sonsuz uzaklik olamayacagindan M’nin
sifir degerini alamayacagi anlagilir.

(2) sartindan Vxe X ve Vt>0 iginM(X,X,t)=l ve VXY ve Vt>0 icin I\/I(X,X,t)<1

oldugu anlagilir.
(3) sartindan; X’nin y’e t kadar yakinlik derecesinin y’nin X’e t kadar yakinlik derecesine esit
oldugu anlagilir.

(4) sart1 klasik ticgen esitsizliginin fuzzy kiime teorisindeki genellestirilmis halidir.
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(5) sart1 sabit x ve y i¢gin M (x,y,.):(0,00) >[0,1] fonksiyonun t'ye gére siirekli oldugunu

ifade eder (George ve Veermani, 1994).

Uyart 3.1.1: (a) (X, M,*) fuzzy metrik uzayinda Vvx,yeX , t>0, O<r<1 i¢in
M (X, y,t) >1—r oldugundan M (X, Y, to) >1-r olacak bigimde 0<t, <t kosulunu saglayan
bir t, bulunabilir.

(b) Her bir r,r,, 1,1, e(01) igin r,>r, iken r,

- *r, >r, olacak bicimde bir r, ve herhangi

bir r, igin r, = r, > r, olacak bicimde bir r, bulunabilir (George ve Veermani, 1994).

Lemma 3.1.1: M (X, y,.):(O,oo)—)[O,l] doniisimii VX, Yy € X i¢in azalmayan doniisiimdiir

(George ve Veermani, 1994).

Orek 3.1.1: X =R ve a*b=ab olsun. vx,y e X ve t (0,%0)i¢in

M(x,y,t)=

Tt

bi¢ciminde tanimlanir ise (X, M, *) bir fuzzy metrik uzaydir (George ve Veermani, 1994).

Uyar1 3.1.2: Yukaridaki 6rnekte R yerine herhangi bir (X,d) metrik uzayi ve |X— y| yerine
d(x,y) segilebilir. Ayrica yukaridaki érnek a*b=min(a,b) ile tanimli t—normu iginde bir

fuzzy metrik uzay tanimlar (George ve Veermani, 1994).

Ornek 3.1.2: (X,d) bir metrik uzay ve axb=ab (veya a*b=min(a,b)) olsun. O halde her

k,m,neR* i¢cin M (X, y,t) = e +:d (X y) ile tamiml1 doniisiimii ile birlikte (X, M,*) bir

fuzzy metrik uzaydir. Bu tip uzaylara d metriginden tiretilmis fuzzy metrik uzay denir.

Burada k=m=n=1 segilerek M(X,y,t)= elde edilir. Bu sekilde tanimlanan

t
t+d(x,y)

fuzzy metrik uzaya d’den elde edilmis standart fuzzy metrik uzay denir. Bununla birlikte

crisp metrikten liretilemeyen fuzzy metriklerde vardir. (George ve Veermani, 1994).
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Ornek 3.1.3: X =N ve a*b=ab olsun. Vt > Oigin;
X

M(xy,t)= y

y

X

bigiminde tanimlanir ise (X, M, *) bir fuzzy metrik uzaydir (George ve Veermani, 1994).

Uyari 3.1.3: Ornek 3.1.3 de verilen

X
=, X<y
M (x,y,t)= y
L ysx
X
icin M (X, y’t):t+dz—xy) olacak bigimde X iizerinde hi¢bir d metrigi yoktur. Ayrica

axb=min{a,b} t-normu alinirsa M (x,y,t) fuzzy metrik degildir (George ve Veermani,

1994).

Tamim 3.1.4: (X, M, *) bir fuzzy metrik uzay xe X, re(0,1) ve t>0 olmak iizere x
merkezli r yarigaph agik yuvar B(X, rt)= {y e X;M(x, y,t) >1- r} ile tanimlanir.
Burada, M(x,y,t) x iny ye t kadar yakin olma dlgiisiidiir. M (X, y,t) nin 1-r den biiyiik

olmast demek x ile y arasindaki uzakligin Olgiisiiniin sezgisel olarak r den kiigiik olmasi

anlamma gelir. Normalde d(X,y)<t uzaklk &lgiisi iken M(x y,t)>1-r yakinlik

Ol¢iisiidiir (George ve Veermani, 1994).

Onerme 3.1.3: xe X, t>0 ve 0<r, <1 ,0<r,<1 olmak iizere, B(X,1,t) ve B(x,r,,t)

ayn1 merkezli a1k yuvarlar olsun. Bu durumda,
B(xr,t)cB(x,1,,t) veya B(x,r,,t)c B(x1,t) ifadelerinden en az biri dogrudur (George

ve Veermani, 1994).
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Tamm 3.1.5: (X,M,*) fuzzy metrik uzay ve Ac X olsun. Eger her xeA igin

X e B(X,r,t)c A olacak sekilde bir B(x,r,t) acik yuvari varsa A ya fuzzy metrik uzayda

aciktir denir (George ve Veermani, 1994).

Teorem 3.1.1: Her agik yuvar bir agik kiimedir (George ve Veermani, 1994).

Sonug 3.1.1: (X, M, *)bir fuzzy metrik uzay olsun.
7, = {Ac X :¥x e A icin B(x,r,t)c A olacak bicimde t >0 ve r «(0,1) vard1r}

seklinde tanimlanan z,, , X tizerinde bir topolojidir (George ve Veermani, 1994).

Onerme 3.1.4: (X, 7,, ) topolojik uzay ve x € X olsun. Buna gore

E(x):{B(x,%,%}neN}

ailesi x in yerel (komsuluklar) tabanidir ( George ve Veermani,1994).

Sonug 3.1.2: (X,d) bir metrik uzay ve M (x,y,t)= olsun. Bu durumda d metrigi

t+d(xy)

ve M fuzzy metrigi tarafindan X iizerine indirgenen topolojiler esit topolojilerdir (George ve

Veermani, 1994).

Teorem 3.1.2: Her fuzzy metrik uzay Hausdorff uzayidir (George ve Veermani, 1994).

Teorem 3.1.3: (X, M, *) bir fuzzy metrik uzay ve (x,), X de bir dizi olsun. x, — x olmast

icin gerekli ve yeterli kosul Vt>0 ve n—> o igin M (Xn,x,t)—>1 olmasidir (George ve

Veermani, 1994).

Onerme 3.1.5: (X, M,*) bir fuzzy metrik uzay ve 1 <[0,1) olsun. Bu durumda X iizerinde

Oyle bir m fuzzy metrigi vardir 6yle ki her X,y e X ve t>0 igin m(x, y,t) > A dir. Ayricam

ve M, Xiizerinde ayn1 topolojiyi tiretir (Afrouzi ve ark., 2011).
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Uyar1 3.1.4: (X, M, *) bir fuzzy metrik uzay olsun. Bu durumda M, X x X x(0,0) iizerinde

bir siirekli fonksiyondur (Lopez ve Romaguera, 2004).

Tanim 3.1.6: (X,M,*) bir fuzzy metrik uzay ve A, X in bir alt kiimesi olsun. Eger her

X,y € Aicin M (x, y,t) >1—r olacak bicimde O<r <1vet>0 varsa A kiimesine F-sinirlidir

denir (George ve Veermani, 1994).

Teorem 3.1.4: (X, M, *) d metrigi tarafindan indirgenen bir fuzzy metrik uzay ve A, X in bir

alt kiimesi olsun. A kiimesinin F-sinirli olmasi i¢in gerek ve yeter sart A nin sinirli olmasidir

(George ve Veermani, 1994).

Teorem 3.1.5: (X M, *) bir fuzzy metrik uzay olsun. X in her kompakt alt kiimesi F-sinirhdir

(George ve Veermani, 1994).

Sonu¢ 3.1.3: Bir fuzzy metrik uzayda her kompakt kiime kapali ve smrlidir (George ve
Veermani, 1994).

Tanim 3.1.7: (X, M ,*) bir fuzzy metrik uzaymndan bir (Xn) dizisinin Cauchy dizisi olmas1

i¢in gerekli ve yeterli kosul her p>0 ve her t>0 igin limM (X X t)zl olmasidir
n—oo

n+p? n?

(Grabiec, 1988).

Tanim 3.1.8: Her Cauchy dizisinin yakinsak oldugu fuzzy metrik uzaya tam fuzzy metrik

uzay denir (George ve Veermani, 1994).

Sonu¢ 3.1.4: (X,d) metrik uzaymin tam olmast i¢in gerek ve yeterli sart

M (X,y,t) = X, ye X,t> 0) olmak tizere (X, M ,*) fuzzy metrik uzaymin tam

t
t+d(x,y)(

olmasidir (George ve Veermani, 1997).

Uyari 3.1.5: Tamim 3.1.7 e gore R, tam fuzzy metrik uzay degildir (George ve Veermani,
1994).
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Omek 3.1.4: (R,d) metrik uzay d(xy)=[x-y] ve axb=ab olsun.

M (X,y,t) = biciminde tanimlanirsa (R, M,*) fuzzy metrik uzaydir. Bu uzayda

t+d(xy)

S, =1+ 5 + % +... +% olacak bi¢imde (S, ) dizisini ele alalim. Her p >0 igin;

M (S,.,.St)= ! = t
P t+(S,.,—S, ( 1 ] ( 1 ] 1
t+| —— [+ ——= |+...+
n+1 n+2 n+p

Idugundan limM (S

n—o

S,.t)=1 olur. O halde (S,) dizisi (R,M,*) fuzzy metrik uzayinda

n+p?

bir Cauchy dizisidir. Eger R tam fuzzy metrik uzay ise en az bir x e R noktas1 vardir ki

n— oo iken M(Sn,x,t)—>1 dir. Buradan n— « iken —1 yani n—oo iken

t+[S, — x|
|S, —x| =0 olur. Dolayistyla S, — x tir. Ancak R de bu dogru degildir. Bu sebeple R tam

fuzzy metrik uzay degildir (George ve Veermani, 1994).
George ve Veeramani (1994), R nin tam fuzzy metrik uzay olmasi igin Cauchy dizisi

tanmin1 asagidaki gibi degistirmislerdir.

Tanim 3.1.9: (X, M,*) bir fuzzy metrik uzayinda bir (Xn) dizisinin Cauchy dizisi olmasi

n!“'m?

i¢in gerekli ve yeterli kosul her £>0 ve her t>0 igin m,n>n, iken M (X X t)>1—8

olacak sekilde bir n, e N sayisinin bulunmasidir (George ve Veermani, 1994).

Sonug 3.1.5: Tanim 3.1.9 de verilen Cauchy dizisi tanimina gore R tam fuzzy metrik uzaydir

(George ve Veermani, 1994).

Tanim 3.1.10: Eger 0<r <1 olan her bir r ve her t>0i¢in X =u,_,B(a,r,t) seklinde X in
sonlu bir A alt kiimesi varsa (X, M, *) fuzzy metrik uzay1 prekompakt olarak adlandirilir. Bu
durumda M, X fizerinde bir prekompakt fuzzy metriktir denir. Eger (X,TM) bir kompakt

topolojik uzay ise (X, M, *) fuzzy metrik uzayina kompakttir denir (Gregori ve Romaguera,

2000).
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Lemma 3.1.1: Bir fuzzy metrik uzaymin prekompakt olmasi i¢in gerek ve yeterli sart bu

uzaydaki her dizinin bir Cauchy alt dizisine sahip olmasidir (Gregori ve Romaguera, 2000).

Lemma 3.1.2: (X,M,*) bir fuzzy metrik olsun. Eger X teki bir Cauchy dizisi bir xe X

yigilma noktasina sahip ise bu dizi X’e yakinsar (Gregori ve Romaguera, 2000).

3.2 Sezgisel Fuzzy Metrik Uzaylar

Park (2004), sezgisel fuzzy kiimeler uzayinda metrik kavramini George ve Veermani

yaklagimi ile tanimlamig ve bazi temel 6zellikleri ifade ve ispat etmistir.

Tanim 3.2.1: X bostan farkli bir kiime, * bir t— norm ve ¢ bir t— conorm olsun. M ve

N,X,y,ze X , s,t >0 igin asagidaki sartlar1 saglayan X x X ><(O, oo) tizerinde tanimlanmis
fuzzy kiimeler olmak iizere (X, M, N,*,¢)sirali beslisine sezgisel fuzzy metrik uzay denir.

a. M(xyt)+N(xyt)<1,

b. M(xy,t)>0,

c. M(xyt)=1 ancak ve ancak x=y,
d M(xyt)=M(yxt),

e. M(Xy,t)*M(y,z,5)<M(xz,t+s),
f. M(x,y,.):(0,00) —>(0,1] siirekli,

g N(xvy,1)=0

(
h. N(x,yt)=0 ancak ve ancak x=y,
i N(xy,t)=N(y,xt),
N(X,y,t)ON(y,z,5)>N(X,z,t+s)
N (

X,Y,.):(0,00) = (0,1] siirekli.
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Bu kabuller altinda (M , N) ikilisine X iizerinde tanimli sezgisel fuzzy metrik denir.

M(x,y,t) ve N(X,y,t) sayilarina srasiyla X ve y’nin t kadar yakin olma ve yakim

olmama derecesi denir (Park, 2004).

Ornek 3.2.1: i. (X,M,*) bir fuzzy metrik uzay ve her xyeXigin
X<>y=1—((1— X)*(1- y)) ile tanimli *t—normu ile iliskili ¢ t—conormu olmak iizere

(X, M,1-M,*, <>) bir sezgisel fuzzy metrik uzaydir (Park, 2004).

ii. (indirgenmis sezgisel fuzzy metrik) (X,d) bir metrik uzay, her a,b<[0,1]i¢in a*b=ab,

a0b=min{l,a+b} ile tammli olsun. Uyelik fonksiyonlar: her h,k,m,neR" igin
ht"

uMd(x,y,t)——) ve ﬂNd(X,y,t)— d(X,Y)

= =———"— jle tanmhi M, ve N,
ht"+md (x, y kt" +md (X, y)

e F§X 0 fuzzy kiimeleri olmak iizere (X M, Ny, *, O)bir sezgisel fuzzy metrik uzaydir.

Burada axb=min{a,b} ve a0b=max{a,b}alindiginda da (X,M,,N,*¢) bir sezgisel

fuzzy metrik uzaydir. Ozel olarak h=k=m=n=1 alindiginda ise 1, (X, y,t)= m
‘ +d(X,Y

d(xy)

t+d(xy)

sezgisel fuzzy metrik uzay standart sezgisel fuzzy metrik uzayi denir (Park, 2004).

ve iy, (xy,t)= elde edilir. Bu tamimlamalara gore elde edilen (X, M, Ny, *,0)

iii. X=N, her a,be[O,l] icin a*b:max{O,a+b—1}, adb=a+b—ab olmak iizere

M, N e FS**®) kiimelerinin iiyelik fonksiyonlari her x,y e X ve t>Oigin

X x<y,
]y

ty (X, y,1) =

y y <X

X
ve

=2 <y,
/uN(X!y!t): y

X—y

—_— ySX
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olarak tanimlansin. Bu tanimlamalarla beraber (X, M, N, *, <>) sezgisel fuzzy metrik uzaydir

(Park, 2004).

Ornek 3.2.2: *, t—normu ve ¢, t—conormu iliskili degilse M ve N bir onceki 6rnekteki

d(xy)

olacak X
t+d(x,y)

gibi tamimlanmak {lizere g, (X, y,t)= ve U, (X, y,t):

t
t+d(xy)

tizerinde tanimli bir d metrigi yoktur (Park, 2004).

Tamim 3.2.2: (X, M, N, *,0) bir sezgisel fuzzy metrik uzay, r (0,1), t>0 ve xe X olmak
lizere Bu n =B(X,r,t)={yeX,M(X, y,t)>1—r,N(x, y,t)<r} kiimesi t’ye gore X

merkezli r yarigaph agik yuvar olarak isimlendirilir (Park, 2004).

Teorem 3.2.1: B, (X, r,t) acik yuvari agik kiimedir (Park, 2004).

Teorem 3.2.2: (X M, N, *, <>) bir sezgisel fuzzy metrik uzay olsun. Bu durumda,
Ty = {AC X 19X e A icin 3t>0 ve r e (0,2) vardirki B, (x.1,t)< Al

ile tanimlanan aile X iizerinde bir topolojidir (Park, 2004).

Tanim 3.2.3: (X,M,N,*,O) bir sezgisel fuzzy metrik wuzay olmak {izere
BM’N:{B(X,r,t):XeX,t>O,re(O,l)}bamyla tiretilen 7, ailesi X iizerinde bir

11
topolojidir. By, \ :{B(X’E’Hj:n =1,2,...}ailesi 7y n i¢in bir yerel baz oldugundan 7,

birinci sayilabilir uzaydir (Park, 2004).

Teorem 3.2.3: (X, M, N, *, <>) sezgisel fuzzy metrik uzayr Hausdorff uzaydir (Park, 2004).
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. . t
Teorem 3.2.4: X,d bir metrik uzay, X,y,t)=———ve keR" i¢in
__d(xy) i N -
My (X, y,t) = ————"—olarak tanmimlanmak {izere d metriginden iretilen 7, topolojisi ve
kt+d(x,y)

7. topolojisi esittir (Park, 2004).

Tanim 3.2.4: (X,M, N, *, <>) sezgisel fuzzy metrik uzayr olmak tizere A< X eger her

X,yeA i¢in M(xy,t)>1-r ve N(xy,t)<r olacak sekilde t>0 ve re(0,1)sayilan

mevcut ise A kiimesine IF-sinirhidir denir (Park, 2004).

Teorem 3.2.5: (X, M, N, *, <>) , d metriginden tretilmis sezgisel fuzzy metrik olmak tizere A

kiimesi [F-sinirl1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart A kiimesinin sinirlt olmasidir (Park, 2004).

Teorem 3.2.6: (X, M, N, *, <>) sezgisel fuzzy metrik uzaymin her kompakt alt kiimesi IF-

siirlidir (Park, 2004).

Teorem 3.2.7: Sezgisel fuzzy metrik uzayda her kompakt kiime kapali ve sinirhidir (Park,
2004).

Tanim 3.2.5: X kiimesinde taniml1 bir {Xn} dizisinin X ’e yakinsamasi i¢in gerek ve yeter sart

n— oo iken M(x,,x,t)—>1 ve N(x,,xt)—0 olmasidir (Park, 2004).

Tanim 3.2.6: (X, M, N, *,¢) sezgisel fuzzy metrik uzay olmak iizere
a. {xn},x de bir dizi olmak iizere her &£>0 ve t>0 i¢in n,m=n, iken
M (X, X t)>1—& veN(x,,x,,t)<e olacak n,eN varsa {x,} dizisine Cauchy
dizisi denir.
b. (X, M, N,*,O) sezgisel fuzzy metrik uzayinda her bir Cauchy dizisi r,, , topolojisine

gore yakinsak ise (X, M, N, *,¢) sezgisel fuzzy metrik uzaymna tamdir denir.

(Park, 2004).
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Teorem 3.2.8: Ayrilabilir her sezgisel fuzzy metrik uzay1 ikinci sayilabilirdir (Park, 2004).
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4. GECICI SEZGISEL FUZZY METRIK UZAYLAR

Bu bolimde tezin ana temasi olan gegici sezgisel fuzzy metrik uzaylar
tanimlanacak ve bazi temel topolojik 6zellikleri verilecektir. Bilindigi lizere gegici sezgisel
fuzzy kiimelerin liye olma ve iiye olmama dereceleri zamana bagl olarak degismektedir.
Benzer bir yaklagim ile sezgisel fuzzy metrik uzaylar kavraminda tanimlanan yakin olma
ve yakin olmama derecelerinin de zamana bagli olarak degismesi fikrini temel alan bu yeni
yaklasim ile gegici sezgisel fuzzy metrik uzaylar kavrami ortaya ¢ikmistir. Gegici sezgisel
fuzzy metrik uzaylar kavrami tanimlanmadan once literatiirde bulunmayan ve gegici
sezgisel fuzzy metrik uzaylar kavraminda kullanilacak olan gegici fuzzy t-norm ve gegici

fuzzy t-conorm ve gegici fuzzy degilleme kavramlari tanimlanacaktir.
4.1. Gegici Fuzzy t-norm, Gegici Fuzzy t-conorm ve Gegici Fuzzy Degilleme

Tanim 4.1.1: X, y,e[z] ve T bir zaman kimesi olmak iizere
*t:([O,l]x[O,l])xT —[0,1] doniisimii bir teT elemam igin asagidaki sartlan

sagliyorsa t aninda bir gegici fuzzy t-norm adin1 alir.

L% ((x2),t)=x
2. (% )—*((y, X).t)
(0 (52)0)) =2 ( 0).9.2))

4. a<c,b<d ise *t((a,b),t)é*t((c,d),t)

Tanim 4.1.2: X, y,Ze[O,l] ve T bir zaman kiimesi olmak tzere
0, :([0,1]><[0,1])><T —)[0,1] doniisiimii eger asagidaki sartlar1 sagliyorsa bir gecici

fuzzy t-conorm adin alir.

1 0((x0),t)=
2 (). )=, (1))
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3. <>t<(x,<>t((y,z),t)),t):<>t((Ot((x,y),t),z),t)

4. a<c,bzdise 0((ab),t)<0((c.d),t)

Fuzzy kiime teorisinde tanimlanan t-norm ve t-conormlardan farkli olarak bu gegici
fuzzy t-norm ve t-conormlar zaman parametresi sayesinde degisken bir yapi
kazanmaktadir. Bu ise t-norm ve t-conormlarin temsil ettigi bagla¢ ve ayraglara zaman
ile degisebilme firsati saglamaktadir. Ayrica zamana bagli olan ve anlik olarak
nitelendirilebilecek sonuglarin genel bir yargi elde edilmesi ig¢in kullanilmasina da

aggregation operatorleri ile saglanabilecektir.

Ornek 4.1.1: Her X,ye[O,l] ve teT icin a:T —>(O,1] siirekli bir doniisiim olmak
uzere,

x=1lveyay=1

()=

a(t)xy, digerdurumlar

ve

X+Y—Xy : Xx=0veyay=0

(-

ile tammh A, :([0,1]x[0,1])xT —[0,1] ve V,:([0,1]x[0,1])xT —[0,1] doniisiimleri

(X+ y—a(t)xy), diger durumlar

X ve T izerinde sirastyla gecici fuzzy t-norm ve t-conorm tanimlar. Agikga
goriilebilecegi lizere o (t) =1 olmas1 durumunda fuzzy kiimeler iizerinde tanimli ¢arpim
ve olasiliksal toplam t-norm ve t-conormlarina doniistir.

Ispat: Her X,y e[O,l] veteT i¢in a:T —>(O,1] olmak iizere

()=

a(t)xy, digerdurumlar

x=1veyay=1

doniisiimiiniin gecici fuzzy t-norm olma sartlarini sagladigini gosterelim.

1. A ((X,l) ,t) =X oldugu tanimdan asikardir.
2. x=1veya y=1 ise A, ((X, y),t) =Xy =A, ((y, X),t) olacagindan saglanur.
Diger taraftan x,y=1 ise A, ((X, y),t) = a(t) Xy =A, ((y, X),t) olacagindan

degisme 6zelliginin saglandig1 gosterilmis olur.
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3. Genelligi bozmadan z=1 kabul edilirse A, ((x,*t ((y,z),t)),t)=At ((x yz),t)
elde  edilir., Buradan x=1 veya y=1 olmast  durumunda

At((x,At((y,z),t)),t)=At((x,yz),t):xyz esitligi elde edilir. Bu sartlar
alimda A, (A (6 ¥):1),2),t) =A ((xy),t)z=xyz elde edilir. Buradan
X,y #1 durumunda ise A, (%A ((v.2),1)),t)=A((x y2),t) =a(t)xyz . Elde
edilir. Yine bu durum icin A, ((A, (% ¥).1),2),t)=A((x,y),t)z=e(t)%yz.

Elde edilir. Boylece A, ((X,At ((y, Z),t)),t) =A, ((At ((X, y),t),z),t) elde edilir.

Genelligi bozmadan X, y,z#1 kabul edildiginde ise
A, ((At ((x y),t),z),t):a2 (t)xyz = A, ((X,At ((y,z),t)),t) esitligi  kolayca
elde edilir.

4. a=1 veya b=1 oldugu durumlarda a<c , b<d esitsizlikleri nedeniyle

A, ((a, b),t) =ab<cd =A, ((C, d),t) ifadesi saglanir. Diger durumlarda ise

A, ((a, b) , t) = a(t) ab < a(t)Cd =A, ((C, d ) ,t) olacagindan esitsizlik
korunmaktadir.

Benzer sekilde her X,y €[0,1] ve teT igin :T —(0,1] olmak iizere

w9 )-|

dontisiimiiniin gegici fuzzy t-conorm olma sartlarini sagladigini gosterelim.

X+ Yy —Xy , x=0veya y=0
(X+ y—a(t)xy), diger durumlar

1. V,((x0),t)=x oldugu tanimdan asikardur.

2. x=0 veya y=0 ise V,((xy),t)=x+y-xy=V,((v.x).t) olacagindan
saglanir. Diger taraftan X,y=0 ise
V((xy).t)=x+y-a(t)xy=V,((y.X).t) olacagindan degisme ozelliginin

saglandig1 gosterilmis olur.
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3. Genelligi bozmadan z=0 kabul edilirse V,((xV,((¥,2).t)),t)=V,((x2),t)
elde edilir. Diger taraftan V. ((V,((x¥):),2),t)=V,((x2),t) elde edilir.

Boylece V(% V,((%:2).t)).t)=V((Ve((x ¥),t),2).t) elde edilir. Genelligi
bozmadan X,Y,2#0 kabul edildiginde ise
Vo((Ve (0 y)i1),2) t) = x+y+2=a(t) (v +x2 +yz2)+ &’ (t)(xyz) elde edilir.
Diger taraftan
V(6 Vi ((v:2),0) t) = x+ y+2—a(t) () + 32+ yz)+ o (1) (yz) - ifadesi ile

istenen esitligin saglandig1 gosterilmis olur.

4. a=0 veya b=0 oldugu durumlarda a<c , b<d esitsizlikleri nedeniyle
V,((ab),t)=a+b-ab<c+d-cd =V,((c,d),t) ifadesi saglamr. Benzer
sekilde diger durumlarda igin
V,((ab),t)=a+b-a(t)ab<c+d-a(t)cd =V, ((c,d),t) olacagindan

esitsizlik korunmaktadir.

Ornek 4.1.2: Her x, ye[O,l] veteT icin @¢: T — R—{l} olmak tizere

<, ((X y),t) = Ioga(t) {1+ (a(t)x - X)(a(t)y _ y)J

(er(t)=x)

> (%, y),t)=1-A (((1— x),(1- y)),t)
ile tanimhi A, :([O,l]x[O,l])xT —>[O,l] ve V, :([O,l]x[O,l])xT —>[O,1] doniistimleri

X ve T iizerinde sirastyla gegici fuzzy t-norm ve t-conorm tanimlar.

Fuzzy kiime teorisi ve genellestirmelerinde 6nemli bir diger kiime islemi
degilleme islemidir. Bu kavram klasik kiime teorisindeki tiimleme isleminin
genellestirmesidir. Fuzzy, sezgisel fuzzy ve gegici sezgisel fuzzy kiimelerde
tanimlanmis olan bu islem gecici fuzzy kiimelerde tanimlanmamistir. Fuzzy degilleme

islemlerinin zamansal olarak genellestirilmesi asagidaki sekilde tanimlanmastir.
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Tamm 4.1.3: T bir zaman kiimesi ve teT igin N, :[0,1]xT —[0,1] doniisimii eger

asagidaki sartlar1 sagliyorsa bir t aninda bir gegici fuzzy degilleme adin1 alir.

N1. Nt(O,t)zl, Nt(l,t):O.
N2. N, birinci bilesene gore artmayan fonksiyondur. Yani a<b ise
N, (b,t)<N,(at)
Bu sartlara ek olarak N, birinci bilesene gére monoton azalan ve siirekli bir doniisiim
ise gecici tam degilleme adimi alir. Eger N,, teT ve tim ae[O,l] icin
Nt(Nt(a,t),t)za sartin1 sagliyorsa t aninda gecici fuzzy giiglii (strong) degilleme

denir.

Orek 4.1.3: 1:T > (—ZL oo) olarak tanimlanmak tizere N, (X,t) = 11/1;(1() ile tanimh
+ X

N, :[O,l]xT —)[0,1] doniisiimii bir gegici fuzzy giiclii degillemedir. A(t)=0 oldugu

durumlarda bu degilleme fuzzy standart degillemesine doniistir.

Ispat: Standart degillemenin giiglii degilleme olma sartlarin1 sagladigini gdsterelim.

. 1-0 1-1
N (0,t)=———=1 N, (Lt)=——=0 dir.
) N, (0.t) Ao (L) Al
i) x<y=N,(x,t)= 1-x > 1=y =N, (y,t) oldugundan monoton azalandir
U1+ x T 1+A(t)y U &t ’
ii) N‘(X’t):ulz_—()t()x oldugundan N, :[0,1]xT —[0,1] sitreklidir,
_[ 1-x ]
_ 1+ A(t
iv) A(t)=0 igin N,(N,(xt))=N, I-x 1. +A(1)x =X oldugundan
1+ A(t)x 1-x
1+A(t)| ——
1+A(t)x
involiisyon ozelligini saglar. Boylece Nt(x,t)=% doniisiimiiniin bir gegici

fuzzy giiclii degilleme olma sartlarint sagladigi goriiliir.
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Ornek 4.1.4: o: T —> (O, oo) olarak tanimlanmak tizere N, (X,t) = a(’\t)ll— x“® ile tamml
N, :[0,1]xT —[0,1] déniisiimii bir gegici fuzzy giiglii degillemedir. a(t)=1 oldugu

durumlarda bu degilleme fuzzy standart degillemesine dontistir.

Ispat: Standart degillemenin giiclii degilleme olma sartlarin sagladigini gosterelim.
i) N, (xt)=N,(0,t)="Y1-0" =1 ve N, (xt ="N1-19 =0 dr.
i) x<y= N,(x,t)= a(\t)ll— x“0 > “(«t)/l— ye = N, (y,t) oldugundan monoton azalandir,

iii) Nt(x,t):a(t)l— x“@  ile N[ 0]xT —[ ] doniisiimiinin sirekli oldugu

agikardir.
iv) a(t)=Licin N, (N, (x,t))=N, (“(\‘)/1— X ) =1 ("V1-x“0) =1-(1-x) = x

sartlar1 sagladigindan bir gegici fuzzy giiclii degillemedir.

Tamim 4.1.4: *_, t-norm, 0, s-norm ve N, giiclii degilleme olmak iizere (0%, N,)

st

iigliisiine eger Vx,ye[0,1] igin O, ((x,y),t)=N, (*t ((N (%), N, (y.t)), ) ) sartini

sagliyorsa t aninda bir gegici fuzzy De Morgan ticliisii denir.

Klasik kiime teorisinde De Morgan Kurali’nin genellestirilmesi olan bu tanim
ozellikle fuzzy kiimeler ve onun diger genellestirmeleri ile kurulan sistemlerin tutarlilig

konusunda 6nemli bir role sahiptir.

Onerme 4.1.1: (0,,%,N,) t aminda bir gecici fuzzy De Morgan iigliisii ise

st

*i ((X’ y)’t) =N, ((Ot (Nt (th)’ N, (y,t)),t),t>saglan1r_

Ispat: (<> * N) t aninda bir gecici fuzzy De Morgan igliisii oldugundan

st ot

Ot((Nt(x,t),Nt(y,t)),t)zNt(*t ((Nt(Nt(x,t),t),Nt(Nt(y,t),t)),t),t) esitligi
yazilabilir. Buradan 0, ((Nt(x,t),Nt(y,t),t))th (*t ((x,t),(y,t))) elde edilir. Son

esitligin her iki tarafi N, degilleme islemine tabi tutulursa N, gegici fuzzy giicli
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degilleme oldugundan *t((x,t),(y,t)):Nt((ot(Nt(x,t),Nt(y,t)),t)) esitligi elde

edilir.

Ornek 4.1.5: Her x,y €[0,1] ve teT i¢in a:T — R—{1} olmak iizere

<, ((x, y),t) _ |Oga(t) [1+ (0!('[)" _ x)(a(t)y 3 y)}

(a(t)=x)
(). 1) =1-7((2-%).(1-¥)) 1)
ile tammli A, :([0,]x[0,1])xT —[0,1] ve V,:([0,1]x[0,1])xT —[0,1] t-norm ve t-

1-x
1+A(t)x

conormu; A:T —)(—1, oo) olmak tzere Nt(X,t)= giiclii degillemesi ile bir

gecici fuzzy De Morgan Ugliisii olusturur.

4.2. Gegici Sezgisel Fuzzy Metrik Uzaylar

Tanim 4.2.1: X bostan farkl1 bir kiime, T zaman kiimesi, * siirekli gegici t— norm ve
0, siirekli gegici t— conorm olsun. M, : X xXx(0,00)xT —[0,1] ve
N, : X x X x(0,00)xT —[0,1], belirli bir teT igin her x,y,ze X ve n,n,n, >0 i¢in
asagidaki sartlan saglayan doniisiimler ise (X T,M, N, %,0,) sirali altihsina t—

aninda gecici sezgisel fuzzy metrik uzay (temporal intuitionistic fuzzy metric space)

denir.
a. M. (xy,nt)+N,(xynt)<1
b. M,(xy,nt)>0
c. M{(xynt)=lex=y
d. M,(xy.,nt)=M(y, xn,t)
(M,

€. *t( (x,y,n,t), t(y,z,nz,t)),t)gMt(x,z,n1+n2,t)
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f. M, (X Y,.t):(0,00)—(0,1] siirekli.

g N/(xynt)<1

h. N(xynt)=0=x=y
N ( )=

X, y,nt)=N,(y,xn,t)

i O (N6 Yoy ), N (y, 2.y, 1)), 1) 2 Ny (%, 2,1, +1,, 1)
k. N(XV,.,t):(0,00) —>(0,1] siireklidir.

. M(x,y,n,.):T —(0,1] ve N,(x,y,n,.):T —(0,1] siireklidir.

Bu kabuller altinda (Mt, Nt) ikilisine X fizerinde tanimli gegici sezgisel fuzzy

metrik denir. Mt(x, y,n,t) ve Nt(x, y,n,t) sayilarmna sirasiyla X ve Yy ’nin t aninda n

kadar yakin olma ve yakin olmama derecesi denir. Bu tanimdaki sartlar belirli bir t

aninda saglanabilecegi gibi ayn1 zamanda zaman kiimesinin tamaminda da saglanabilir.

(X,T,M,N,,*,0,) sirali altisina bir genel (overall) sezgisel fuzzy metrik uzay denir.

Ornek 4.2.1: (X,d) Kklasik metrik uzay, T zaman kiimesi, *, ((x y),t):min{x, y}ve
0, ((X, y),t):max{x, y}, a:T—>R" bir doniisim olmak iizere her x,yeX ve
n,n,n, >0 igin Mt:XxXx(O,oo)xT —>[0,1] , Nt:XxXx(O,oo)xT —>[O,1]

dontistimleri asagidaki sekilde tanimlansin:

ne®
M, ((, y),n,t)zm,
X
N, ((x, y),n,t):%.

bu kabuller ile birlikte (X,T,M,N,*,0,) sirali altilis1 gegici sezgisel fuzzy metrik
uzay teskil eder.

Ispat: (X,T,M,,N,,*,0,) sirali altthsinin gegici sezgisel fuzzy metrik uzay oldugunu
gostermek icin Tanim 4.2.1°deki sartlar1 sagladigini gosterilmelidir. Her X,y e X ve

n,n;,n, >0 icin:
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a(t)
n .\ d(xy)

=1.
n“® 4 d (xY) n“® +d (%,y)

a. M (xy.nt)+N(xy.nt)=

at)
“ ) -
b. n““>0 ve d(x,y)>0 oldugundan M, (x,y,n,t)= 4 d () >0

c. M(x y,n,t):lzﬁd(t)(xyy):l oldugundan d(x,y)=0 bulunur. d
klasik bir metrik oldugundan X=y’dir. Diger taraftan X=Yy ise
n® ne®
M, (x,y,n,t)= 4 (%) = =1 esitligi elde edilir.
e 0
d. M.(xynt)= 43 (%) = g 05 =M, (y,x,n,t)
alt ot
€. *‘<(Mt(x’y'nl’t)'Mt(y’z’nz’t))'t):min{nl“(‘)rfd()(x,y)’nz"‘(t)rkc(l)(y,z)}
oldugundan genelligi bozmadan
)
*t((Mt(x, y,nl,t),Mt(y,z,nz,t)),t):m
kabul edilebilir. Bu durumda — s 1" oldugu anlagilir.

nYrd(xy) nY+d(y,z)

o1 n PPN e .
Bu esitsizlikten > Za esitsizligi elde edilir. Diger taraftan
n

*t((l\/lt(x,y,nl,t),Mt y,z,nz,t)),t)>Mt(x,z,n1+n2,t) oldugunu  kabul
N (n,+n, )"

edelim. e} 0
n,V+d(y,z)  (n+n,)" +d(x2)

esitsizliginden

d(x2) (n,+n, )" n,“V d(x,y)
d(y.z)  n™ n T d(y.2)

esitsizligi elde edilir. Bu son

esitsizlikten d(x,z)>d(x,y)+d(y,z) esitsizligi elde edilir. Bu ise bir

celiskidir. Bu celiski *t((Mt(x,y,nl,t),I\/It(y,z,nz,t)),t)>Mt(x,z,n1+n2,t)
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kabul edilmesi ile dogmustur. Bu nedenle
*, ((Mt (X, Y, nl,t), M, (y, Z, nz,t)),t) <M, (X, z,n + nz,t) oldugu anlasilir.

alt)
n
Sabit olarak dislinilen X, y ve t igin Mt(X, y’-’t):_a(t)
n““+d(xy)

doniistimiiniin siirekliligi asikardir.

d(x,y
Nt(X, y,n,t):ﬁd(zy)gl

N, (X, y,n,t):%d(yzy):O:d(x, y)=0 ifadesi elde edilir. d klasik bir

metrik oldugundan X =y ’dir. Diger taraftan X=y ise
d(x,y 0 ol i

M, (X, Y, n,t) = T —(kd ()2’ y) = T =0 esitligi elde edilir.

N, (X, y,n,t)= d(xy) = d(y.%) =N, (v,x,n,t)

n“Vad(xy) nU+d(y,x)

ot((Nt<x,y,n1,t>,Nt<y,z,nwt>),t>=maX{nafiXAY) T }

oldugundan genelligi bozmadan

max{ d(xy) _ d(v.2) }: d(x.)

nY+d(xy) n Y +d(y,2z)

d(xy) _  d(v.2)

Kabul edilebilir. Buradan >
nYrd(xy) nY+d(y,2)

esitsizligi elde edilir.

L d(x,y) _nW S
Bu esitsizlikten q 2 — esitsizligi elde edilir. Diger taraftan
n

O (N (%1, t), N (¥, 2.1,)),t) < Ny (X, 2,1y +1,,t) kabul edilsin. Boylece

d(xy) g d(x,z)
n“Vad(xy) (n+n)"+d(x2)

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikten

esitsizligi elde edilir. Bu son

d(x,2)
y,2)
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esitsizlikten d (X, y) +d (y, Z) <d (X, Z) esitsizligi elde edilir. Bu ise bir

celiskidir. Bu celiski Ot((Nt(x,y,nl,t),Nt(y,z,nz,t)),t)> N, (X,z,n,+n,,t)
kabul edilmesi ile dogmustur. Bu nedenle

0, (( N, (X, Y, nl,t), N, (y, Z, nz,t)),t) <N, (X, z,n +n2,t) oldugu anlasilir.

d(xy)

k. Sabit olarak ele alinan x,yveticin N, (X,V,., t)=———"+—
yve tisin N, (x¥,..t n““+d(xy)

doniisiimiiniin

stirekliligi asikardir.

Bu sartlar1 saglamasi nedeniyle yukaridaki secimler ile birlikte (X,T,Mt,N * Ot)

ty ot
sirali altilisinin gegici sezgisel fuzzy metrik uzay oldugu anlasilir. Bununla birlikte
ne®

n““ +d(x,y) ve

I. Sabit olarak ele aliman X, y ve n igin Mt(x,y,n,.):
\ _ o d(xy) A W .
. (X, y,n, ) S T doniisiimiiniin stirekliligi asikardir.
n““+d(xy)

Ornek 4.2.2°den anlasilacag iizere her klasik metrikten bir gegici (ayn1 zamanda genel)

sezgisel fuzzy metrik uzay elde dilebilir. Ayrica M, ve N, doniisiimlerinin

N o hna(t)
h,k,m,neR icin M, (X, y,n,t)= hn“(t)+md(x,y) ve
__ d(xy)
Nt((x, y),n,t)_ olarak alinmasiyla olusturulan (X,T,I\/It,Nt,*,O)

kn““ +md (x,y)

sirali altilisinin  gegici sezgisel fuzzy metrik uzayr oldugu yukaridaki sekilde

gosterilebilir. Ozel olarak h=k=m=n=1 alindiginda ise

na(t) d (X, y)

m ve ((x y),n,t)= n“(t)+d(x,y) ile elde edilen

t, ((xy)nit)=

gegici sezgisel fuzzy metrik uzaya o(t)— standart gegici sezgisel fuzzy metrik uzay:

metrik uzay1 denir. VteT igin a(t)zl olmast durumunda standart sezgisel fuzzy

uzaya dontisecegi asikardir.

Ornek 4.2.2: Her X,y E[O,l] veteT icin . T —>(O,1] olmak tiizere
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x=1veyay =1

(0=

a(t)xy , diger durumlar
ve

X+Yy—Xy , x=0veyay=0
Vt((X, y)’t)_{x+ y—a(t)xy, diger durumlar
ile tammh A, :([0,1]x[0,1])xT —[0,1] ve V,:([0,1]x[0,1])xT —[0,1] gegici fuzzy t-
norm ve t-conormlart ile birlikte A:T — N azalmayan doniisiimi olmak {iizere

M, ZNXNX(O, oo)xT —>[O,1] , N, :N><N><(O, oo)xT —)[O,l], asagidaki sekilde

tanimlansin:

A1)
o
M Y
(% y.n,t)=
Yy
X

A(t)
(uj , X< y
N, (X, y,nt)= y

A(t) '
(ﬂ) yex
X

bu kabuller ile birlikte (X,T, M;, Nt,At,Vt) siralt altilist gegici sezgisel fuzzy metrik

uzay teskil eder.
Ispat:

a. Genelligi bozmadan X <Yy kabul edilebilir. Boylece ﬁ(t):T — N azalmayan

A1) A(t)
bir fonksiyon oldugundan (zj S[ﬁj ve (DJ S{y_xjasikardlr.

y y y y
X & —X & X —X

M, (X, y,nt)+ N, (X, y,n,t) :(—j +[y—j < [_}(y_] —1 esitsizligi
y y y y

elde edilir.

A(t)
b. x,yeN ve her teT igin S(t)eN igin (3] >0 oldugundan

M, (X, y,n,t)>0 oldugu agiktir.
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vx, y,e X t>0 igin M,(x,y,nt)=1<x=y oldugunu gdsterelim. Oncelikle
YO
X =Y kabul edilsin. M, (X, Y, n,t) = (—j =1 esitligi elde edilir. Diger taraftan
y
X

A(t)
M, (X, y,n,t):(gj =1 ise §=1 ve buradan x=y elde edilir.

vx,y eN ve her t >0 igin

M, (X, y,n,t) = = =M, (y,x,nt)

ifadesi ile esitligin saglandig1 goriiliir.
vx,y,zeN ve teT igin * ((Mt(x, y.nt), Mt(y,z,n,t)),t)g M, (x,z,n,t)

oldugunu gorelim. Genelligi bozmadan X<y <Z oldugunu kabul edelim. Bu

durumda *t((Mt(x,y,n,t),I\/It(y,z,n,t)),t):a(t).Mt(x,y,n,t).Mt(y,z,n,t).
YO y Y PO

Tanimdan dolay1 a(t)(;} (;j =a(t)(zj esitligi elde edilir.

() €(0,1] oldugundan

# (M (X y,nt),M (v, z,n1)),t)= a(t)(zjﬂm < (zjﬂ(t) =M, (x,z,n,t)

z z

esitsizligi elde edilir. Buradan
* ((Mt(x, y,n,t),Mt(y,z,n,t)),t)SMt(x,z,n,t) oldugu anlasilir.
Mt(x, y,n,t) dontisimii n degiskenine gore sabit oldugundan n’e gore

stirekliligi asikardir.

. Genelligi bozmadan X<y kabul edelim ve her teT icin

Y
N, (X y,n,t)= [yTj >0 oldugu agiktir.
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A(t)
h. N, (X, Y, n,t) = [%j =0= y—-x=0 oldugundan x =y ’dir. Diger taraftan

A(t)
. —X
x=1y ise N,(xy,n,t) :(VT] =0 esitligi elde edilir.

i. Vx,yeN vehert>0 igin

A0 RV
R
y _

A(t) YO
(z:zj e (y X] X<y
X

N (X y,nt)=

ifadesi ile esitligin saglandig1 goriiliir.

—X_Z-y y-X

j.  Genelligi bozmadan X<y <7 kabul edilsin. Bu durumda b
z z y

oldugundan 9, (( N, (X, Y, n,t), N, (y, Z, n,t)),t) > N, (X, Z, n,t) esitsizligi agikga
goriiliir.
K. N, (X, Y, n,t) dontisiimii n degiskenine gore sabit oldugundan n’e gore siirekliligi

asikardir.

Ornek 4.2.2°de tanimlanan gegici sezgisel fuzzy metrigin en énemli 6zelligi klasik
bir metrikten elde edilemez olusudur. Boylece ge¢ici sezgisel fuzzy metrik uzaylar
ailesinin klasik metrik ailesinden daha genis bir aile oldugu anlasilir. Bununla birlikte
yukarida tanimlanan gegici sezgisel fuzzy metrik uzaymn ayni zamanda genel fuzzy

metrik uzay oldugu da agiktir.

4.3. Gegici Sezgisel Fuzzy Metrik Uzay ile Uretilen Topolojik Uzay ve Temel
Ozellikleri

Tanim 4.3.1: (X, T,M,N,,*,9,) bir gegici sezgisel fuzzy metrik uzay r €(0,1), n>0
ve teT olmak iizere Bt(x,r,n,t)z{yeX;Mt(x,y,n,t)>1—r,Nt(x,y,n,t)<r} ile

tamimli kiimeye t aninda X merkezli r yarigapli gegici agik yuvar denir. Burada
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tanimlanan acik yuvarin sezgisel fuzzy metrik ile iiretilen agik yuvardan farki zaman
parametresine bagli olusudur. Yani a¢ik yuvarlar uzaklik 6l¢iimiiniin yapildig: ana bagh
olarak degisirler. Temelde klasik, fuzzy ve sezgisel fuzzy metrik uzaylarda tanimlanan
acik yuvar tanimina es deger olan bu tanim 6nceki uzaylardan daha genis bir tanimlama
olmakla beraber bu uzaylardaki agik yuvar Ozelliklerini de korumaktadir. Bu

Ozelliklerden en 6nemlileri asagidaki teoremler ile gosterilmistir.

Teorem 4.3.1: (X,T,Mt,Nt,*t,Ot) bir gecici sezgisel fuzzy metrik uzay re(O,l) ,
n>0 ve teT olmak iizere B (X,r,n,t)gecici agik yuvari bir agik kiimedir.

Ispat: B (x,r,n,t), x merkezli ve r yarigaph gegici agik yuvarmi ele alahm.
y € B, (x,r,n,t) keyfi bir nokta olsun. Bu noktanin bir i¢ nokta oldugunu gosterelim.
B.(x,r,nt) nin tammmdan yeB(xr,nt) ise  M/(x,y,nt)>1-rve
N, (X, y,n,t)<r olur. Bu durumda M, (x,y,n,,t)>1-r ve N,(x y,n,t)<r olacak
bigimde O<n,<n sartmi saglayan bir n, bulunabilir. r,=M,(x y,ny,t) olsun,
b, =M, (X y,nt)>1-r oldugundan r, >1—s>1-rolacak bigimde 0<s<1 sartin
saglayan bir S bulunabilir. Ayrica r, >1—s olacak bigimde verilen r, ve s i¢in t—
aninda * ((r,,r),t)=1-s ve O, (((1— ), (1- I‘z)),t)<s olacak sekilde bir r,r, €(0,1)
vardir.  Simdi B, (y,l—rl,n—no,t) actk  yuvarmi  goz  Oniline  alalim.
B,(y.1-r,nt—t;)c B/(x,r,nt) oldugunu gosterelim. Eger zeB (y,1-r,n—ny,t)

ise M, (y,z,nt-t))>r, ve N.(y,z,nt—t;)<l-r, olur. Buradan M,(x,z,n,t)>
*t((Mt(x,y,n,tO),Mt(y,z,n—no,t)),t) >#((,n),t) 2% ((nn).t)>1-s>1-r ve
N (x,znt) < O((N(xy.nt) N (y.znt=t)).t) < O(((1-r).(1-r))t) <
Ot(((l—ro),(l—rz)),t)35<r olacagindan ~ zeB/(x,r,nt) olur.  Boylece

zeB(y.1-r,n—t,t)c B/(xr,nt) bulunur. Boylece B (x,r,nt) gegici agik

yuvariin agik kiime oldugu anlagilir.
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Yukaridaki teoremden anlasilacag: iizere gecici sezgisel fuzzy metrik ile elde
edilen gegici acik yuvarlar acik kiimelerdir. Boylece gecici sezgisel fuzzy metrik uzay

ile gecici bir topolojinin tiretilebilecegi anlagilmaktadir.

Teorem 4.3.2: Bostan farkli X kiimesi ve T zaman kiimesi iizerinde

(X,T,M,,N,,*,0,) bir gegici sezgisel fuzzy metrik uzay olsun.

Tt ={Ac X :Vxe A icin 3t>0 ve r (0,1) vardr dyleki B (x,r,n,t)c A |

seklinde tanimlanan 7 t—aninda X lizerinde bir topolojidir.

Mtth) !
Ispat: (Tl) @ kiimenin higbir elemani olmadigindan & nin elemanlarin1 merkez kabul

eden gegici agik yuvar da bostur. O halde Jer dir. ¥xe X ve r>0 igin

(Me.Ny)

B(M“Nt) (X, r,n,t)c X oldugundan X er,

(MoNy) olur. Boylece X , Jer, dir.

(Me.Ny)

(T2) A A (1) A (1) s A (1) €7y, OlSUN.
(i) ﬁMt):@:ﬂA(t)ele) dir.
(ii) ﬁA(t);ﬁ@ ve XGﬁA(t) olsun. Bu durumda Vi=12,...,n i¢in x<c A (t) ve

A(t)erM ) oldugundan Vie{l,Z,....,n} icin B(Mt’Nt)(X,I’i,n,ti)cA(t) olacak
bigimde 0<r, <1 Ve t, >0 vardir. r=min{r:i=1..,n} ve t=max{t;:i=1..,n}
olsun. Buraadan V,=12,...,n icin B(MlvN‘)(x,r,n,t)c B(M‘M)(x,n,n,ti)cA(t)

olacak bicimde O<r<1 ve t>0 Dbulunmus olur. Bu durumda

(Mt.Nt)

xeB  (xr,n,t) ﬂA ) elde edilir ki bu () A (t) e 7,,, ) demektir.
i=1

(T2) {A (D)}, S 7 Tken UA (t) € 7, 0ldugunu gorelim.

iel

(i) U A(t)=9 ise U A(t)er (.~ Oldugu agiktir.

iel iel

(i) xe(JA(t)=2D olsun. Bu durumda 3i,<licin xeA (t) dirA (t)er,,

iel

oldugundan B( (x,r,n,t)c A, (t) olacak bi¢gimde O<r<1 ve t>0 vardir.

M¢.Nt)
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<|JA (t)oldugundan bir 0<r <1 ve t>0 igin B . (xrnt) )= JA(t)

tNt)

iel iel

olur. O halde [ JA (t) €7, dur.

iel

Boylece ¢ X lizerinde bir topolojidir.

(MNg) !
(X, T,M,N,,%,9,) gegici sezgisel fuzzy metrik uzay: ile iiretilen topolojinin
acik yuvarlar1 zamana bagh olarak degiseceginden topolojinin kendisi de zamana baglh
olarak degisecektir. Bu nedenle bu topolojinin gegici topoloji olarak isimlendirilmesi
uygundur. Gegici topoloji klasik bir topoloji oldugundan klasik metrik uzaylarin
sagladig1 birgok Ozellik gegici topolojik uzaylar ile de saglanabilmektedir. Bu iddia
(George ve Veermani, 1994; Park,2004; Zorlutuna ve Efe, 2012) calismalarindaki
teorem ve ispat yontemleri ile desteklenmektedir. Bu sayede fuzzy ve sezgisel fuzzy
metrik uzaylarin sahip oldugu temel topolojik 6zelliklerinin korundugu yeni ve daha

genel bir metrik topolojisi elde edilmesi amaglanmastir.

Teorem 4.3.3: (X T,M, Nt,*t,<>) bir gecici sezgisel fuzzy metrik uzayr Hausdorff

uzaydir.

Ispat: (X,T,M;,N,,%,0,) bir gecici sezgisel fuzzy metrik uzay x,yeX ve x=y

ot

olsun. r, = Mt(x, y,n,t) , L= Nt(x, y,n,t) ve r =maks{rl,1—r2} olarak tanimlanmak
lizere, r<ry<l sartim1 saglayan her bir I e(r,l) icin ((I’S, r3),t)2 r, ve

0, (((l— r).(1- r4)),t) <1-r1, olacak sekilde r,r, €(0,1) vardir. r,=maks{r,r,}

olmak tzere Bt( X1 gr%, rﬂ ve B, (y 1-r, ; ,tj acik yuvarlarmi ele alalim.
) .. . 1 1
Aciktir ki, yuvarlarin arakesiti bostur. Yani; B | X,1— rS,E nt|NB|yl-r, >y nt|=<

dir. Aksi halde z € B, (x,l— r5,%n,tjm B, (y,l—rs,%n,tj olsaydi,
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L= M(xynt) 2 *t[(Mt(x,z,%n,tj,Mt[z,y,%n,t],tD > *t((rs,rs),t)

> %, ((r3, I’s),t) > 1, > I, ve benzer diger taraftan,

r, = N, (X, y,n,t) < 0, ((Nt(x,z,%n,tj, Nt(z,y,%n,tﬂ,t}

0 (((1-1).(1-%)).t) < O(((1-r.).(1-r,)),t) <1-r <, celiskileri elde edilir. Bu

IA

celiskiler B, (X,l— I, % n,tj N B, (y,l— r, ,%n,tj # kabul edilmesinden dogmustur.

Boylece (X T, M, N, * Ot) gecici sezgisel fuzzy metrik uzayinin bir Hausdorff uzay1

tr ot

oldugu anlasilir.

Fuzzy ve sezgisel fuzzy metrik uzaylarda verilmis olan siirlilik kavrami gegici

sezgisel fuzzy metrik uzaylar i¢in asagidaki sekilde tanimlanmustir.

Tanim 4.3.2: (X,T,Mt,Nt,*t,Ot) bir gegici sezgisel fuzzy metrik uzayr ve Ac X
olsun. Eger her X,y € A igin Mt(x, y,n,t)>1—r ve Nt(X, y,n,t)<r olacak sekilde
t>0vere (0,1) sayilart mevcut ise A kiimesine gecici sezgisel fuzzy sinirlidir (TIF-

siirhdir) denir.

Teorem 4.3.4: (X,T, M., Nt,*t,Ot) d metrigi tarafindan indirgenen bir gegici sezgisel

fuzzy metrik uzay:1 ve A, X in bir alt kiimesi olsun. A kiimesinin TIF-sinirli olmasi i¢in

gerek ve yeter sart A nin sinirli olmasidir.

Ispat:  (=): Ac X  kiimesi TIF-siirh olsun. O halde VX, yeAigin
M, (X, Y, n,t) >1-r olacak bicimde O<r<1ve t>0 vardir. Buradan ae A icin bir
xe Ac X alindiginda M, (x,a,n,t)>1-r oldugundan aeB (xr,n,t) olur. Bu ise

AcB,(xr,nt) olacak sekilde xe X, 0<r<1 ve t>0 var demektir. Bdylece A

sinirhdir.
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(<): Ac X kiimesi smirl olsun. Buna gore AcB(xr,nt) olacak sckilde
xeX 0<r<1 ve t>0 vardir. O halde her a,beA i¢in a,beB(xr,nt) olup
M,(x,a,nt)>1-r ve  M,(x,bnt)>1-r dir. Buradan VabeA igin
M, (a, b, n,2t) > M, (a, X, n,t)* M, (X,b, n,t) >(1—r)*(1—r) olur. Ote yandan
O<r<1 igin(1-r)*(1-r)>1-solacak sekildle O0<s<1 vardir. Simdi 2t=t
denirse Va,be A i¢in Mt(a,b,n,t')>1—s olacak sekilde t >0 ve 0<s<1 bulunur.

Bu ise A nin F-siirli oldugunu verir.

Tanim 4.3.3: (X,T,Mt, N,,*,0,) bir gegici sezgisel fuzzy metrik uzay ve ¢

ot

, X

(Me,Ny)
lizerine fuzzy metrik tarafindan olusturulmus topoloji ve (Xm), X ’te bir dizi olmak
iizere teT aninda her 0<r<1 ve n>0 i¢in m>m, iken x, B (xr,n,t) olacak
sekilde m; e Nvarsa (X, )dizisi t aninda (X,T,M,,N,,*,9,) uzayma gore X ’e yakinsar

denir.

Teorem 4.3.5: (X,T,Mt, N, ,* <>t) bir gegici sezgisel fuzzy metrik uzay ve r X

vl (M)
tizerine fuzzy metrik tarafindan olusturulmus topoloji ve {Xm}, X ’te bir dizi olmak
tizere teT aninda (Xm) dizisinin x e X ’e yakinsamasi igin gerek ve yeter sart

lim M, (x,,x,n,t)=1ve limN,(x,,x,nt)=0 olmasidur.

[spat: (:>) teT anmnda X, — X oldugunu kabul edelim. Yakinsama tanimindan her
O<r<1ve n>0 igin m>m, iken x, €B (x,r,n,t) olacak sekilde bir m, €N var
oldugu anlasilir. A¢ik yuvar tanimindan M, (Xm, X, n,t)>1—r ve N, (Xm, x,n,t)< r
esitsizlikleri elde edilir. Buradan 1-M,(x,,x,nt)<r ve N (X, xnt)<r
esitsizlikleri her m>m, ve 0<r <1 i¢in gegerli oldugundan rlnlmo M, (Xm, X, n,t) =1 ve

lim N, (x,,X,n,t)=0 oldugu anlagilir.

m—o
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(<): Her bir n>0 igin limM,(x,,x,nt)=1 ve limN,(x,,x,n,t)=0 ise her

m—o0 m—o

O0<r<1igin en az bir my e N vardir dyle ki her m>m, iken 1-M (Xm,X,n,t)< r ve
N, (x,,x,n,t)<r olur. Buradan her m>m, i¢in X, B (x,r,nt) oldugu anlagilr.

Boylece X, — X oldugu goriilmiis olur.

Klasik metrik uzaylarda oldugu gibi fuzzy ve sezgisel fuzzy metrik uzaylarda da
onemli bir yer teskil eden Cauchy dizisi ve tamlik tanimlar1 gecici sezgisel fuzzy metrik

uzaylarda zikredilen metrik uzaylarda oldugu sekliyle korunur.

Tanim 4.3.4: (X T, M N * 01) bir gecici sezgisel fuzzy metrik uzay olmak {izere
a. {x}, X de bir dizi olmak iizere her £>0 ve n>0 igin mm'>m, iken

M, (X, X, N, 1) >1—& ve N (X, X,,n,t) <& olacak m, €N varsa {x,} dizisine

Cauchy dizisi denir.

b. (X,T,M,,N,,*,0,) bir gegici sezgisel fuzzy metrik uzayinda bir t aninda her bir

o

Cauchy dizisi r topolojisine gore yakinsak ise (X,T, M,, Nt,*t,Ot) gecici

(Me.N:)

sezgisel fuzzy metrik uzayina t-aninda tamdir denir.

Teorem 4.3.6: (X,T,Mt,Nt,*t,Ot) bir gegici sezgisel fuzzy metrik uzayinda her
yakinsak dizi Cauchy dizisidir.
Ispat:  x_ —>x olsun. O halde her &>0 ve n>0 i¢in m>m, iken

Mt[xm,x,%,tj>1—g ve Nt(xm,x,g,tj<g esitsizlikleri elde edilir. m,m’'>m,

secilirse Mt(xm,xm,,n,t)Z*t[(Mt(xm,x,g,tj,Mt(xm,,x,g,tjj,tJ>1—g ve benzer

sekilde N, (x,,X,,n,t)<9, ((Nt[xm,x,ﬂ,t), Nt(xm,,x,ﬂ,tD,tJ< ¢ esitsizliklerinden
2

N

{Xm} dizisinin Cauchy dizisi oldugu anlagilir.
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Klasik, fuzzy ve sezgisel fuzzy ayrilabilir metrik uzaylarin temel bir bagka
ozelligi de ikinci sayilabilir oluslaridir. Bu o6zellik gecici sezgisel fuzzy metrik

uzaylarinda da korunur.

Teorem 4.3.7: Her ayrilabilir gegici sezgisel fuzzy metrik uzayi ikinci sayilabilirdir.

Ispat: (X, T,M;,N,,%,0,) aynlabilir gecici sezgisel fuzzy metrik uzay ve

tr Tt

A(t)={x,:neN} X in  sayilabilir yogun alt kiimesi  olsun.
11 . A o e .

p= {B(MI'N‘) (Xj e E,tj ke N} ailesi ele alinsin g ailesi sayilabilirdir.

(X T, M,, Nt,*t,Ot)uzaymm ikinci sayilabilir oldugunu gostermek i¢in X ’in tiim agik

kiimelerinin ailesi i¢in A ailesinin bir taban oldugunu gdstermeliyiz. U (t), X de
herhangi bir agik kiime ve xeU (t) olsun. Bu durumda teT ve re(0,1) vardir dyle

ki B(Mt’Nt)(X,r,n,t)cU(t) dur. re(O,l) icin bir Se(O,l) i Oyle segebiliriz ki

1 . n

*(((1-s)(1-s)),t)>1-r ve O ((s,s),t)<r olur. Simdi —<min<s,—¢: olacak
t((( )( )) ) t(( ) ) olur. Simdi - { 2}

) . 5 4 11 .
sekilde bir me R alalim. A, X yogun oldugundan X; € B, X'E'E't olacak sekilde

. 11 .
XjeA vardir. Eger Yy € B, Xj,a,a,t ise
S n n S 1 1
M (X y,n,t)>* || M, X’Xj'E't M, y,xj,z,t 1> M, X’Xi’ﬁ’t *M, y'Xj’E't
>* (1—1}(1—1] 't Z*t(((l—s),(l—s)),t)>1—r ve diger taraftan
m m

N, (X, y,n,t)< Nt(x,xj,g,tjo Nt(y,xj,g,tjs Nt(x,xj,%,t]O Nt(y,xj,%,t]

o

yeB (X, r, n,t) cu (t) oldugu goriiliir. Yani £ bir tabandir.

S|+

1
,—J,tjs()t ((S,S),t)<r esitsizligi elde edilir boylece. Dolayisiyla
m
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu calismamizda Oncelikle literatiirde tanimlanmamis ve tezimizin ana konusu
icin 6nemli olan gecici fuzzy t-norm, gecici fuzzy t-conorm ve gegici fuzzy degilleme
tanimlandi. Fuzzy kiime teorisinde Szmidt (2013) tarafindan tanimlanan t-norm ve t-
conormlardan farkli olarak bu gegici fuzzy t-norm ve t-conormlar zaman parametresi
sayesinde degisken bir yap1 kazanmistir. Bu ise t-norm ve t-conormlarin temsil ettigi
bagla¢ ve ayraglara zaman ile degisebilme firsat1 saglamis oldu. Ayrica zamana baglh
olan ve anlik olarak nitelendirilebilecek sonuglarin genel bir yargi elde edilmesi i¢in
kullanilmasina da aggregation operatorleri ile sagladi. Fuzzy kiime teorisi ve
genellestirmelerinde 6nemli bir diger kiime islemi olan degilleme islemi klasik kiime
teorisindeki timleme isleminin genellestirmesidir. Bu kavram ile fuzzy degilleme
islemlerinin zamansal olarak genellestirilmesi bu gegici fuzzy degilleme ile de
saglanmis oldu.

Bu tanimlardan sonra tezimizin ana konusu olan ve yine literatiirde
tanimlanmamis gegici sezgisel fuzzy metrik uzay tanimi yapildi. Bu tanimda Park
(2004) tarafindan sezgisel fuzzy metrik uzaylar kavraminda tanimlanan yakin olma ve
yakin olmama derecelerinin de zamana bagli olarak degismesi fikrini ele alarak bu yeni
yaklasim ile gegici sezgisel fuzzy metrik uzaylar kavrami tanimlandi. Bu yeni tanimla
su ifade edildi. Uzakligi Olgiilen noktalar sabit degildir. Yani konumlar1 zamanla
degisebilir bu ise aradaki uzakligi 6lgerken kullanilan metrik kavraminin noktalar ile
beraber zaman kavramina da bagli olmas1 gerektigini ortaya ¢ikarir. Diger bir 6nemi
olarak da metrik formiiliiniin zamanla degismesini isteyebiliriz bunun i¢in tanimlanan
gecici sezgisel fuzzy metrik uzay kavrami daha genel ve uygulanabilir olmasina olanak
sagladi.

Daha sonra tanimlanan bu uzay ig¢in topoloji ve topolojinin bazi &zellikleri
verildi. Bu gegici sezgisel fuzzy metrik uzayi ile iretilen topolojinin agik yuvarlari
zamana bagli olarak degiseceginden topolojinin kendisinin de zamana bagli olarak
degisecegi ifade edildi. Bu calismada gegici topoloji klasik bir topolojiden meydana
geldigi i¢in klasik metrik uzaylarin sagladig1 bir¢cok 6zellik gecici topolojik uzaylar ile
de saglandig1 gosterildi. Boylece fuzzy ve sezgisel fuzzy metrik uzaylarin sahip oldugu

temel topolojik 6zelliklerinin korundugu yeni ve daha genel bir metrik topolojisi elde



edilmis oldu
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