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OzET

Kiime Dizilerinin Deferred Istatistiksel Yakinsaklig:

Mehmet Cagr1 YILMAZER
Yiiksek Lisans Tezi

FIRAT UNIVERSITESI
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali
Haziran 2020 , Sayfa: viii + 33

Bes ana boéliimden olugsan bu tez ¢alismasinin ilk boéliimiinde, fonksiyon, kiime ve denklik
bagintis1 kavramlarindan bahsedilmigtir.

Ikinci boliimde, istatistiksel yakinsaklik kavramimin tarihsel gelisimine deginilmistir. Ayrica
istatistiksel yakinsaklik, deferred Cesaro ortalamasi, kuvvetli D), ,—yakinsaklik, deferred istatistiksel
yakinsaklik kavramlarindan bahsedilmigtir.

Uciincii boliimde, Kuratowski, Wijsman ve Hausdorff istatistiksel yakinsaklik kavramlarmdan
bahsedilmistir.

Dérdiincii boliimde, Kuratowski Ceséaro toplanabilirlik , Wijsman toplanabilirlik ve Wijsman
kuvvetli toplanabilir kiime dizilerinden bahsedilmigtir. Ayrica, Wijsman istatistiksel yakinsaklik ile
Wijsman kuvvetli toplanabilir kiime dizileri arasindaki iligkiye deginilmigtir.

Besinci boliimde, ¢aligmanin orjinal boliimii olup, ikinci, tigiincii ve dordiincii boliimlerde
bahsedilen kavramlar kullanmlarak, Wijsman deferred istatistiksel yakinsaklik ve Wijsman deferred

r—Cesaro toplanabilirlik kavramlar: ve bu kavramlar arasindaki iligki verilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Istatistiksel yakinsaklik, Deferred istatistiksel yakimsaklik, Kuratowski
Cesaro toplanabilirlik, Wijsman toplanabilirlik, Wijsman deferred istatistiksel yakinsaklik,

Wijsman deferred kuvvetli r—Ceséaro toplanabilirlik.
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ABSTRACT

Deferred Statistical Convergence of Set Sequences
Mehmet Cagr1 YILMAZER

Master’s Thesis

FIrRAT UNIVERSITY
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics
June 2020 , Page: viii 4+ 33

This thesis is formed by five main chapters. In the first chapter, the concepts of function, set and

equivalance relation are mentioned.

In the second chapter, historical development of the concept of statistical convergence is
mentioned. Also, the concepts of statistical convergence, deferred Cesdro mean, strong

D, —convergence, deferred statistical convergence are discussed.

In the third chapter, Kuratowski statistical convergence, Wijsman statistical convergence and

Hausdorff statistical convergence are given.

In the fourth chapter, Kuratowski Cesaro summable, Wijsman summable and Wijsman strongly
summable sequences of sets are mentioned. Also, the relation between Wijsman statistically

convergent and Wijsman strongly summable sequences of sets are dealt.

In the fifth chapter which is original part of this study, we introduce the concepts of Wijsman
deferred statistical convergence and Wijsman deferred r—Cesaro summable by using the concepts
that are mentioned in the second chapter, the third chapter and the fourth chapter. We achieve

new theorems by using these concepts.

Keywords:  Statistical convergence, Deferred statistical convergence, Kuratowski Cesaro
summability, Wijsman summability, Wijsman deferred statistical convergence, Wijsman deferred

strong r—Cesaro summability.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler

loo : Smurh dizilerin uzay:

S . Istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1

(Dp,q ), : z dizisinin Deferred Ceséro Ortalamasi

Dp,q] : Kuvvetli D), -yakinsak dizilerin uzay1

DS [p,q] : Deferred istatistiksel yakinsak dizilerin uzay:

WSqp,q) : Wijsman deferred istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1

W (p, )]} : Wijsman deferred kuvvetli r-Cesaro toplanabilir dizilerin uzay:
Kisaltmalar

h.h.d.k. : Hemen hemen deferred k
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1. GIiRis

Bu boliimde, diger béliimlerdeki kavramlarin anlagilabilmesi i¢in baz1 temel bilgiler

verilmistir.

1.1. Kuramsal Kiime Notasyonlar: ve Terminolojisi

Kiimeler, elemanlar1 listelenerek tanimlanabilir. Boylece {x1, 2, ...,2,}, elemanlar
x1, T2, ..., Ty olan bir kimedir ve {x}, elemam sadece x olan bir kiimedir. P 06zelligini

saglayan biitiin x elemanlarinin kiimesini
{z: P}

seklinde yazabiliriz. () sembolii, bog kiimeyi ifade eder. Koleksiyon, aile ve simif kelimeleri
kiime ile koordineli olarak kullanilabilir. 7", S kiimesinin bir alt kiimesi ise, yani, x € T
olmasi ¢ € S yi gerektiriyorsa, T C S yazariz. T C S ve S C T ise o zaman S = T dir.
T C SveS#Tise, T, S nin bir 6zalt kiimesidir. Her S kiimesi igin () C S oldugu dikkate
almmalidir. SUT ve SNT swrasiyla, S ve T nin birlesimi ve kesigimidir. {S,} kiimelerin
bir koleksiyonu ve «, I indis kiimesini tarayan bir eleman olmak iizere, {S,} nin birlegimi

ve kesigimini

USq
ve
NSa
seklinde yazabiliriz. Burada
USqy = {z:2 €S, enazbir aicin}
NSy = {z:z €8S, her a igin}
dir.
I butiin pozitif sayilarin bir kiimesi ise, alisilmis notasyonlar
nLilSn
ve
nglsn
dir.

{Sa} mn herhangi iki iiyesi, ortak bir elemana sahip degilse, o zaman {S,} kiimelerin

ayrik koleksiyonudur. S—T ={x:z € S, x ¢ T} ve S min tiimleyeni S¢ geklinde gosterilir.



S, ..., Sp kimelerinin Sy x Sy X ... X S, kartezyen ¢arpimi, biitiin sirali n-boyutlu (sq, ..., sp,)

elemanlarinin bir kiimesidir. Burada ¢ =1, ..., n i¢in s; € .5; dir.

Reel dogru(ya da reel say1 sistemi), R' dir ve
RF = R! x R! x ... x R! ( k carpan)

dir. Genigletilmis reel say1 sistemi, R' kiimesine co ve —oo sembollerinin eklenmesiyle

olugur. —oo < s <t < 400 olmak tizere, [s,t] ve (s,t) araliklar,

[s,t) = {zx:s<z<t}

(s,t] = {x:s<z<t}
seklinde tanimlanir.

E C [—o00,+] ve E # () ise, E nin supremumu ve infimumu [—o0, 0] araliginda
mevcuttur. FE nin supremumu ve infimumu, sirasiyla sup E ve inf E' geklinde gosterilir.

sup E € FE ise sup F i¢in max E yazabiliriz.

f:X = [-00,00] ve E C X ise, adet olarak sup f (F) yazmaktansa sup f (z) yazariz.

f: X —=Yveg:Y — Z ise, bilegke fonksiyon, rer
(gof)(z)=g(f(z))
formiilii yardimiyla tanimlanir.
(8n), [—00, 00] araliginda bir dizi olsun ve
by, = sup {Sk, Sk+1, .-} (1.1)
ve
B =inf {b1, by, ...} (1.2)
seklinde tanimlansin. 5 ya (s,) nin iist limiti denir ve
g = lim sups, (1.3)

seklinde yazilir. Agagidaki 6zellikler kolaylikla kanitlanabilir:

1) s1 > s2 > s3 > ... olmak tizere, k — oo iken, by — [



2) (sp,) dizisinin bir {s,, } alt dizisi vardir, 6yleki, i — oo iken s,, — [ ve 8 bu 6zelligi

saglayan en biiyiik sayidir.

Alt limit de benzer sekilde tanimlanir. (1.1) ve (1.2) deki supremum ve infimumun
yer degistirmesi kafidir. Dikkat edilmelidir ki

Jim inf s, = — lim_sup (—sn) (1.4)

dir. (a,) yakmsak bir dizi ise, agik olarak

lim sup s, = lim infs, = lim s, (1.5)
n—o0 n—oo n—oo

dir. Farz edelim ki, {f,}, « kiimesi tizerindeki genisletilmis reel fonksiyonlarin bir dizisi

olsun. O zaman supf, ve lim sup fp,
n n—+00

(sups. ) (2) = sup (fu (@)
(imsup f,) (2) = limsup (£ ()

olarak tanimlanan fonksiyonlardir.

f(z)= lim f, (x)

n—oo

limiti her € X te mevcut oldugu varsayilirsa, o zaman f fonksiyonuna { f,, } dizisinin limiti
denir [1].

Pozitif tamsayilarin bir K kiimesinin dogal yogunlugu

seklinde tanmimlanmir. Burada [{k <n:k € K}| ifadesi, K kiimesinin n sayisini ge¢meyen
elemanlarinin sayisini belirtir.  Dizilerin istatistiksel yakinsakligi Fast [2] tarafindan
calisilmigtir. Schoenberg [3] istatistiksel yakinsakligin bazi temel o6zelliklerini vermis ve

ayrica toplanabilirlik metodunu caligmigtir.
Bir x = (xy,) dizisi Ve > 0 i¢in

1
lim —[{k<n:|lzy—L|>c}|=0
n

n—oo

sartin1 sagliyorsa bu dizi L’ ye istatistiksel olarak yakinsiyor denir. Bu takdirde

st —limz, = L yazabiliriz.

x = () bir dizi olsun. xy, bir p 6zelligini dogal yogunlugu sifir olan bir kiime digindaki

her k£ sayis1 icin saghyor ise, o zaman " xj, p Ozelligini, hemen hemen her k sayis1 igin



saglar " deriz ve bunu h.h.k. olarak sembolize ederiz [4]. x istatistiksel yakinsak bir dizi
ise, h.h.k. i¢in xj, = vy, olacak bicimde yakinsak bir y = (y;) vardir. Istatiksel {ist limit ve
istatistiksel alt limit konseptleri Fridy ve Orhan [5] tarafindan tammlanmigtir. x = (xy)

reel say1 dizisi igin,
T,=4qt€eR: i ! kE<n: t 0
=9t € nl_)ngoﬁ\{ <n:xp>tH #

ve benzer gekilde )
sz{SGRinlggon|{k§”5$k<5}|750}

olsun. z in istatistiksel uist limiti

. Sup Tx Y TJ? 7& @
st —limsupx =
—o00 L, T, =10
x in istatistiksel alt limiti
inf S, S
st — liminfz = inf S; 5o # 0
oo Sy=0

olarak tamimlanir.

Kiime dizilerinin limiti, Kuratowski [6] nin tnli kitabi1 " Topoloji " sayesinde iin
kazandi. Boylece kiime dizilerinin limiti siklikla Kuratowski dizi limiti olarak adlandirilir.
Kime yakinsakligikavrami, ¢ok eski bir matematiksel ge¢mise sahiptir. Bu kavram son 30
yil boyunca, optimizasyondaki yaklagimlar, denklem sistemleri ve baglantili nesneler ile ilgili

konularda 6nemli bir ara¢ olarak goriilmeye basglandi.

(X, p) bir metrik uzay olsun. Keyfi bir x € X ve X in keyfi bir S # ) altkiimesi i¢in

z in S kiimesine olan uzakligi,
d(x,S) = infp(z, s)

s€
seklinde tanimlanir. {S;}, (X, p) metrik uzaymin bir kiime dizisi olsun. {Sg} nin iist limiti

ve alt limiti agagidaki sekilde tanimlanir:

liminf S, = {1‘ e X: H(Sk) C (Sk), Sk —r :L'}
limsup Sy = {x € X :3(k) I(sk,) C (Sk,), Sk, — x}

Burada (k;) dogal sayilar kiimesinin artan bir dizisini belirtir ve bir alt dizi igin indis

kiimesini temsil eder.

S, X in altkiimesi olsun.

S = liminf S} = limsup S, = lim .S},



sart1 saglaniyorsa, S kiimesine {Sj} dizisinin kiime limiti ya da limiti denir. Alternatif
olarak, literatiirde yakinsaklik, Painleve-Kuratowski yakinsakligi, topolojik yakinsaklik ya
da kapali yakinsaklik olarak adlandirilir. S, C Sy, (n > m ) ise,

lim S, = kgogk

oldugu goriiliir. (ay) singleton dizilerine iligkin olarak, kiime limiti, eger mevcut ise, ya
bosgtur ( aj dizisi yakinsamaz) ya da dizi limitinden tiretilmisg bir singletondur [7]. X in Sy

altktimelerinin {Sj} dizisi i¢in

liminf S, = {x eX: klim supd(z, Sk) = 0}
—00

limsup S, = {x eX: klim inf d(z, Sk) = 0)}
— 00

seklinde tanmimlanir [8]. Kiime dizilerinin iist limitini ve alt limitini farkh gekilde de
tanmimlayabiliriz. Bu farkli tanimlar, kiime dizilerin tist limiti ve alt limitini daha iyi

anlamamiz1 saglayacaktir.

{Sn},2; bir kiime dizisi olsun. {S,},2; nin alt limitini ve fist limitini kiimelerin

birlesim ve kesigim kurallarim1 kullanarak, asagidaki sekilde tanimlayabiliriz:

lim infS, = U N 5
n—00 n>1j>n

I = :
nl—>n<%0 Sup Sn ngl jL>Jn Sj

liminf S,, ve limsup S, birbirine esit ise, o zaman {S,},~ ; kiime dizisinin limiti mevcuttur

ve bu limit ILm Sy = S seklinde gosterilir. Kuratowski [6] Topoloji kitabinda alt limit ve
n—oo

ist limit kavramlarim agagidaki sekilde tanimlamigtir:

lim infS, = U A S
1m 1n =
n—o0 n n=0 k=0 ntk

ve
I Sp= N U S
m sup n_nQOk:O n+k
Painleve-Kuratowski yakinsakligini daha iyi kavramak icin agagidaki ornekleri
verebiliriz.

Ornek 1.1. [9] X = R olsun ve R nin altkiimelerinin bir (S, : n € N) dizisini S; =
0,1], S5 = [0, %}, Sy = [0, %}, oy ve So = [0,2], Sy = [0,4], S¢ = [0,6], ... olacak
gekilde tanimlayalim. O zaman nlgréo inf S, = {x € X : z € S, sonsuz sayida n € N i¢in} =
{0} ve limsup S,, = {x € X : x € S,, sonsuz sayida n € N i¢in} = [0, 00) yazilabilir. Agik¢a

lim inf S, # lim sup.S, oldugundan dolay:1 S, dizisinin bir limiti mevcut degildir.
n—oo n—oo

Ornek 1.2. [10] S,, = {1,2,3,...,n} olsun. limsup S, ve liminf S,, kiimelerini inceleyelim .



Coziim:

ics
3

oo
Sn = ngm{1,2,...,n}
= {1,2,..m}uU{L,2,...,mm+1}U...
= {1,2,3,....,mm+1,..} =N

olacagindan
X o0 00 00
limsup S, = N (U S’n): N N=N
m=1 \n=m m=1
dir.
x
anSn = {1,2,..m}n{L,2,....m,m+ 1}
N{L,2,...mm+1,m+2}nN..
= {1,2,...m}
oldugundan
. 00 o0 00
liminf S,, = mLil (n:mS”) —mLil {1,2,...,m}

= {1}u{l,2}u..U{1,2,..,m}
u{1,2,..,mym+1,..} = N

dir. O halde (S,,) yakmsak ve
lim{1,2,..,n} =N

olur.

Ornek 1.3. [10] S,, = {n,n +1,...} olsun. limsup S,, ve liminf S,, kiimelerini inceleyelim.

Coziim:
nitijn = {mm+1,.}U{m+1,m+2, ..} U..
= {mm+1,..}
oldugundan
limsup S, = Ojl{m,m—i—l,...}:{1,2,3,...}ﬂ{2,3,...}
N{3,4,.}n... = 0

dir.
lim inf S,, = OLj ( OF? Sn): OLjJI(D:@
n=m m=

n=1
olur. O halde
lim S, =0



dir.

Ornek 1.4. [10] S, = [—%, H olsun. S, dizisinin iist limitini ve alt limitini inceleyelim.

Coziim:
11
5 = 0. ]57]
n=m n=m nn
_ [ 1 I]U{ 1 1 ]
N m’m m+1"m+1] 7
B [ 11
N m’m
oldugundan
o (0]
limsupS, = nN (U Sn)
m=1 \n=m
oo[ 1 1]
= N |-—,=
n=1 m m
11
= [-1,1]u |-, 2| U
S
= {0}
dir.
11
s, = B [_}
n=m n=m n'n
_ [ 1 1] [ 1 1 ]
N m’m m+1"m+1
[ 1 1 }ﬁ
m+2"m+2] 7
= {0}
oldugundan
limsup S, = liminf S,, = lim S,, = {0}
dir.
Ornek 1.5. [10] T;, = {—n,— (n —1),...,—1,0,1,...,n} dizisinin iist limitini ve alt limitini
inceleyelim.
Coziim:
(o)
nng” = ngm{—m,—(m—1),...,—1,0,1, ,m}



oldugundan

o0 oo
limsupT, = nN ( U Tn)
m=1 \n=m
o0
= NZ=17
m=1
dir.
o o
anTn = ngm{—m,—(m—1),...,—1,0,1,...,m}
= {-m,—(m-1),..,—-1,0,1,...,m}
(o) o
= liminf7, = U (ﬂ Tn)
m=1 \n=m
= U {-m-(m—-1),..,-1,0,1,...m} =7
m=1
oldugundan
limsupT,, = liminf T, =limT,, =7Z
dir.

Ornek 1.6. [10] S, artan bir dizi oldugunda
limS, = US
poon neN "
oldugunu gosterelim.
Coziim: limsup S, = liminf S, = UNS" oldugunu gostermeliyiz.
ne

Sy, dizisi artan oldugundan

imsups, = 5, (5,5) = 5, (B50) -

ve

liminf S, = U1< ﬂmSn>
= ‘le (Sp N Sps1 N ...
- U5,

m=1

bulunup istenilen elde edilmig olur.

Ornek 1.7. [10] T}, azalan bir dizi oldugunda

limT,, = ﬂNTn
ne

oldugunu gosterelim.



Coziim: limsup 7, = liminf 7T, = ﬂNTn oldugunu gostermeliyiz.
ne

T, dizisi azalan oldugundan

. 00 o) 00
limsupT, = N (nL_Jan> = ﬂle

m=1

ve

3

liminfT,, = ) (niﬁoan)

(Tm NIt N )

m

Il
3

m=1

Il
3

(T1 NTLN...NT, N )

m=1

I
(@]

(nﬁan> - norle"

m=1

bulunur.

Ornek 1.8. [10]

{ %O, %) ,n tek ise
K, =

L 1) , 1 cift ise

n?

kiime dizisinin yakinsaklik durumunu aragtiralim.

Coziim:

1
S0 = (05,9)
1
T, = |—,1
- = )
olsun. S, ve T,, dizileri, K,, dizisinin alt dizileridir.

Sy, azalan dizi oldugundan

o)
n—oo n=1
dir.

T, artan dizi oldugundan

o0

lim 7, = UT,=(0,1)

n—oo n=1

olur. lim S, # lim T}, oldugundan F,, dizisinin limiti mevcut degildir.
n—oo n—oo

Ornek 1.9. [10] S, ayrik kiimelerin bir dizisi olsun.

lim S, =0



oldugunu gosterelim.

Coziim: n # m olmak ftlizere Ym,n € N i¢in S, NS, = 0 dir

limsup S,, = lim inf S,, = () oldugunu gostermeliyiz.
Sy, dizisi ayrik oldugundan

liminf S, = moL; (ﬁmsn) =0

saglanir. limsup S, = oﬂol ( U Sn> # () oldugunu varsayalim. Bu takdirde Vm € N i¢in
m= n=m

dzy € 0] Sy vardir. Bu Vm € N i¢in I3mg € N (m >mg) x € Sy, olmasim gerekli
n=m

kilar. Arakesit iglemini m = mg + 1 igin baglatirsak x elemani mg + 1 ve daha sonraki

indislere haiz bir kiimenin elemani olmalidir. Bu 5, dizisinin ayrik olmasiyla geligir. Boylece

limsup S,, = () olmahdir. Sonug olarak lim S,, = ) dir.

Ornek 1.10. [10]

B, — S; n cift ise
T; n tek ise

seklinde tamimlanan F,, dizisinin yakinsaklik durumunu aragtiralim.

Coziim:
li E, = 0 E
HSUp B = mrll (ngm n)
= N (EnaUEp41U. L)
m=1
= SuT
ve
liminfE, = U (A E
1 I n - mLil (n:m n)
o0
= U (ExNEpin..)
m=1
= SNnT

olup limsup E,, # liminf E, oldugundan lim E,, mevcut degildir.
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2. DIizZILERIN DEFERRED ISTATISTIKSEL

YAKINSAKLIGI

Istatistiksel yakinsaklik kavrami birbirinden bagimsiz olarak, I. J. Steinhaus [11] ve
H. Fast [2] tarafindan 1951’de caligilmigtir.  Giiniimiizde, bu konu toplanabilirlik
teorisindeki en aktif arastirma alanlarindan biridir. Ornegin, Istatistiksel yakinsaklik P.
Erdos ve G. Tenenbaum [12] tarafindan sayilar teorisine, Freedman, Sember, Raphael [13]
tarafindan toplanabilirlik teorisine uygulanmigtir. Dahasi, bu konu Connor ( [14], [15] ),
Fridy [4], Fridy ve Orhan [16], Fridy ve Miller [17], Salat [18] ve Schoenberg [3]
tarafindan calsimustir.  Istatistiksel yakisaklik, ayrica dogal sayilarm altkiimelerinin

asimptotik yogunlugu ile yakindan ilgilidir [19] ve kokeni A. Zygmund’a [20] kadar uzanir.
1932’de, R. P. Agnew [21], deferred Cesaro Ortalamasini,

1

dn
> myn=1,23,. (2.1)

(Dpyg T)n =
dn — Pn |

olarak, reel degerli x = (x,,) dizisinin Cesaro ortalamasimin bir genellemesi olarak tanimladi.

Burada p = {p, : n € N} ve ¢ = {¢,, : n € N},
Pn < Gn venli_>ngoqn = 00 (2.2)

sartlarini saglayan negatif olmayan tamsayilarin dizileridir. Eger

1 qn

lim >z —1=0

ise x = (xy), l'ye kuvvetli D, , yakimsaktir denir ve agagidaki gibi gosterilir:

lim z, = 1 (Dlp.q))
Ve > 0 igin,

1
lim —|{k:k<n, |[zp =1 >} =0

n—oon,

ise x = (w3,), I'ye istatistiksel yakinsaktir denir. Istatistiksel yakinsaklik ve dizilerin kuvvetli
toplanabilirligi arasinda kuvvetli bir iligki vardir. Bu iligki Connor( [14], [15] ), Maddox [22],
Mursaleen [23], Nuray [24] tarafindan incelenmigtir. Asagidaki tanim, dizilerin istatistiksel

yakinsakliginin bir genellestirmesidir.

Eger Ve > 0 i¢in

lim k:ipp,<k<gn |zp—1>c}=0
Jim —— s~ 1] > ¢}



sarti saglamiyorsa, x = (x) dizisi | € R’ye deferred istatistiksel yakinsiyor veya

DS [p, q] —yakinsak denir. Bu durum matematiksel olarak
Jim 2, = 1 (DS [p, q])
seklinde ifade edilir [25].

Agiktir ki;

(1) g, = n ve p, = 0 ise, deferred istatistiksel yakinsaklik ile istatistiksel yakisaklik

aymidir.

(ii) gn = kn ve pp = kp—1 ( n — oo iken k,, — k,—1 — oo sartim saglayan negatif

lacunary istatistiksel yakinsakliga doniisiir.

(iii) g(n) = A\, ve p, = 0 ( burada Ay, Jim A, = oo olacak gekilde, dogal sayilarm
artan bir dizisidir ) ise, deferred istatistiksel yakinsaklik Osikievich [26] ve Mursaleen [23]

tarafindan verilen dizilerin \- istatistiksel yakinsakliga dontusiir [25].
2.1. Kuvvetli D[p,q] Yakmsaklik ile DS[p,q] Yakinsaklik Arasindaki iligki

Bu boélimde, kuvvetli deferred Cesaro yakinsaklik ve deferred istatistiksel yakinsaklik

arasindaki bagint1 verilecektir.
Teorem 2.1.1. Eger z,, — [ (D [p,q]) ise, x,, = 1 (DS [p, q]) dir.

Ispat: Farzedelim ki (z,,) — I (D [p, q]) olsun. Keyfi bir £ > 0 icin,

1 qn 1 qn dn
— > |m -l = — Yoo+ > |l
dn — Pn =prt1 n — Pn hepntl  k=pntl
|z —l|>e  |zp—ll<e
1 qn
> > Jwk—1|
lzk—1=e
1
> ¢ {k :pn <k <qn, |21 — 1] > 0}
dn — Pn

yazilabilir. n — oo iken limit alinirsa,

lim
n—=o0(qn — Pn

HEk:pn <k <gqn, |zxp =1 >} =0
elde edilir. Boylece 2z = () deferred istatistiksel yakinsaktir [25].
Sonug 2.1.2. Eger z,, — ¢ (n — o0) ise, z,, — £ (DS|[p,q]) dir [25].
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Uyar1 2.1.3. Teorem 2.1.1. ve Sonug 2.1.2/nin tersi dogru degildir. Bunu gérmek i¢in

oo )R W] = mo <k < |G
g 0, d.d.

dizisini g6z 6niine alalm. Burada ¢(n) dogal sayilarin monoton artan bir dizisi ve mqg # 0

metodunu goz oniine alirsak, herhangi € > 0 i¢in, n — oo iken

1 mo
‘{k:pn<kSQna |xk_0‘25}’:
qn — Pn dn — Pn

-0

dir. Boylece, z, — 0 (DS|p, q]) elde ederiz. Diger taraftan, n — oo iken

— Mo

1 qzn |:L,k_0|2m0(L\/q;”J_m0)2

dn — Pn W dn — Pn

dir. Boylece, (zy) sifira D[p, q] yakinsak degildir [25].
Teorem 2.1.4 © = (z,,) € lo ve zp, — £ (DS|p, q]) ise, x,, = ¢ (D[p,q|) dir.
Ispat: Teoremin kamiti agikardir [25].

2.2. S’nin DSJ[p,q]’ye gore Kiyaslanmasi

Bu béliimde, istatistiksel yakinsaklik ve deferred istatistiksel yakinsaklik arasindaki

bagnt1 verilecektir. [25].

Teorem 2.2.1. Eger {%} N simirl ise x, — ¢ (S) olmasi, x, — ¢ (DS [p,q|)

olmasini gerektirir.

ispat: (@n)pen Ve (bn),en Pozitif dogal sayilarn dizileri olsun. Eger Jgrgoan =a, (a €R)

ve lim b, = co ise, lim ap, = a dir. x = () dizisi istatistiksel yakinsak oldugundan
n—oo n—o0

1
lim —{k:k<mn, |zxy—¢ >} =0 (2.3)

n—oon,

dir. g, dizisi (2.2)’yi sagladigindan dolay1

{\{k::k:gqn, |z — ¢ 28}]}
Adn neN

dizisi sifira yakinsar. Boylece,

{k:pn <k<qn, |tp—1¥>c}
C {k:k<qn, |zpr—1{ >¢}
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kapsamasi ve

|{k:pn<kSQn7 |xk_€|25}‘
< Hk:k<gn, |zp—1L]>¢}

esitsizligi saglanir. Buradan,

1
|{k:pn<k§Qm ‘$k_€|25}|
dn — DPn
g 1 )
< — Hk:k<gn, |xp—1¥ >c¢c}
dn — Pn Q4n

olup n — oo icin limit alinirsa,
zr — £ (DS[p, q])

elde edilir. Boylece kanit tamamlanmigtir [25].

Sonug 2.2.2. ¢ = (g,), her n € N igin ¢, < n sartim saglayan keyfi bir dizi ve (qnﬁpn)
smurh olsun. Bu takdirde z,, — £ (5) ise, z,, = £ (DS [p, q]) dir [25].

Uyar1 2.2.3. (qanpn) smurh olsa bile, Teorem 2.2.1/in tersi dogru degildir [25]. Bunun

icin agagidaki 6rnegi inceleyelim.

Ornek 2.2.4. [25] v = (z,,) dizisini

{ ’%rl, n tek ise
Ty =

-5, ncift ise

olarak tanimlayalim ve p,, = 2n, ¢, = 4n olsun. Teorem 2.2.1. varsayiminin saglandig ve
xn, — 0 (D[2n,4n]) oldugu agikardir. Teorem 2.2.1’den z,, — 0 (DS[2n,4n]) olup yeteri
kadar kiiciik herhangi bir € > 0 icin,

1
lim —{k:k<n, |[z,—0]>¢c}|#0

n—oon,

dir.

Tanim 2.2.5. (qn@pn) dizisi sinirh olsun, (p,) ve (¢,) dizileri (2.2) sarti saglasin, bu

takdirde DS [p, ¢] metoduna uygun deferred metod denir [25].

Uyar1 2.2.6. Iki uygun deferred istatistiksel metot, birbirini kapsamak zorunda degildir.

Ornegin = = (z,,) dizisi

k+1, n=2k+1,
Ty =
—k, n = 2k.
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seklinde tamimlanirsa; z, — 0 (DS [2n,4n]) iken, @, — 5 (DS [2n — 1,4n — 1]) dir [25].

Sonug 2.2.7. ¢ = (g,) hemen hemen biitiin pozitif tam sayilar1 kapsasm. O halde x,, — ¢
(DS[p, q]) olmasi, z,, — ¢ (S) oldugunu gosterir.

Ispat: Herhangi bir p = (p,) ve ¢ = (g,) verilsin. m’den bityiik biitiin pozitif tam sayilar:
kapsayacak gekilde segilen yeterli biiytiklikteki m i¢in =, — ¢ (DS][p,q]) olsun. O halde,
bir (k) dizisi agagidaki gibi tanimlanabilir;

ki=ky=..=kn,=1

ve Vn > m igin g, = n olacak sekilde bir indeks vardir. (k) dizisinin monoton artan bir
dizi oldugu agiktir. (z, — ¢ (DS [pk,,qx,])) - Boylece, sonucun ispatindan Teorem 2.2.5.
elde edilir [25].

Sonug 2.2.8. ¢ = (gy)'nin hemen hemen bitiin pozitif sayilar1 kapsadigini varsayalim.
z = (z), herhangi bir p = (p,) ve Az, = O(}) icin z, — ¢ (DS[p, q]) olacak sekilde bir
dizi ise, z, — ¢ (n — oo) dir [25].

2.3. DS[p’, q|’nin DS[p,q]’ya gore Kiyaslanmasi

Bu bolimde, DS[p,q] ve DS[p',q] metodlarmm asagidaki kisitlamaya gore
kiyaslayacagiz. p = (pn), ¢ = (qn), p' = (p),) ve ¢ = (q,,) dizileri her n € N i¢in

Pn < Pp < dp < Gn (2.4)

sartim saglayan pozitif sayilarim dort dizisi olsun [25].

Teorem 2.3.1 p = (pn), ¢ = (qn), ' = (p),) ve q¢' = (q,,) dizileri (2.4) sartini saglasin.

{k:pn<k< p‘n}neN

ve

{k:q‘n<k’§qn}neN

kiimeleri, ¥n € N i¢in sonlu olsun. Bu takdirde, z — ¢ (DS[p',q']) ise xx — ¢ (DS|p,q])
dir.

Ispat: Teoremin kamit1 agikardir [25].

Teorem 2.3.2. p = (pn), ¢ = (qn) ve p' = (p),), ¢ = (¢,,) (2.4) sartim saglayan pozitif

dogal sayilarin dizileri olsun ve

. Qn — Dn
lim

n—00 q;] — pln

=d>0
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sart1 saglansin. Bu takdirde z; — ¢ (DS [p, q]) ise zx, — £ (DS [p',¢']) dur.

Ispat: Teoremin kamt1 asikardir [25].
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3. KUME DIiZILERININ ISTATISTIKSEL

YAKINSAKLIGI

Bu kisimda, kiime dizilerinin Kuratowski, Wijsman ve Hausdorff istatistiksel

yakinsakliklarini tanmimlayacagiz.

(X, p) bir metrik uzay ve Ej # () olmak tizere, F}, C X altkiimeleri kapal altkiimeler
olsunlar. Vz € X i¢cin di, d: X — R*Y, d(z) = d(z, E) ve di(z) = d(x, E) olmak iizere

lim dg(z) = d(z)
k—o00
ise { B}, E’ye Wijsman yakinsaktir denir. Bu takdirde w — lim Ej, = E yazabiliriz. Ornek

olarak, (x,y)-diizlemindeki
E, = {(a:,y) cx? 4y — 2ky = 0}

gemberler dizisini g6z 6niine alalim. k — oo iken, Fy, dizisi, (E = {(z,y) : y = 0}) z-eksenine
Wijsman yakinsaktir.

(X, p) bir metrik uzay olsun. X in kapali altkiimelerinin bir {E}} dizisini ele alalim.
Eger her x € X i¢in Sllip |d(z, Ey)| < 00 ise {E}} dizisine simrhidir denir. Simdi Wijsman

Cauchy dizilerini taniyalim.

Tanmim 3.1. Herhangi bogtan farkli kapali Fy C X altkiimeleri igin, dj(x) bir Cauchy dizisi
ise { B} } dizisine Wijsman Cauchy denir. Yani, Ve > 0 ve Vx € X i¢in Vm,n > kg oldugunda
|dy(2) — dp(x)| < € olacak bigimde kg € Rt var ise {E}} dizisine Wijsman Cauchy denir
[27].

d(z,Ex) — d(x,F) noktasal yakinsakligi, dizgiin yakinsakhiga donistiirilirse,
Hausdorff yakinsaklik elde edilir:
(X, p) bir metrik uzay olsun. Ej C X kapali alt kiimeler olmak tizere

Jim Sup |dy(z) — d(z)[ =0
sart1 saglaniyorsa, Ej dizisi X in kapali bir altkiimesine Hausdorff yakinsiyor denir. Bu
takdirde, £ = H — lim E}, yazilabilir. Kiime dizilerinin Hausdorff ve Wijsman yakinsaklik
tamumlari, kiimelerin kapali olmasimi gerekli kilar. Aksi takdirde kiimelerin limitinin iyi
tanmimli olmasi gerekmez [28]. Keyfi bir X metrik uzayinda, Hausdorff yakinsakhk —-
Wijsman yakinsaklik=—> Kuratowski yakinsaklik oldugunu goérmek kolaydir [29].



F C X in istatistiksel alt limiti ve istatistiksel iist limiti agagidaki sekilde tanimlanir:

st —liminf By, = {ze€ X :3(E) C (Eg), st—limE, =z}
st —limsup By, = {xe€ X :3(ke) I(ax,) C (Ek,), st —limag, =z}

Tanim 3.2. FE, E; C X kapali alt kiimeler olsunlar.
st —limsup By, = st — liminf £, = FE

sart1 saglaniyorsa { E} }, F kiimesine Kuratowski istatistiksel yakinsaktir denir. Bu takdirde
st — lim By, = E yazabiliriz [27].

Tanmim 3.3. FE, E. # () olmak iizere, F, Ey, C X kapali altkiimeler olsunlar. Ve > 0 ve
Ve € X icin

o1

lim — {k <n:l|d(z,Ey) —d(z,E)| >} =0

n—oo7n,

ya da h.h.k. igin
|d(x, Ey) —d(z,E)| < e (3.1)

oluyorsa {FEy}, E kiimesine Wijsman istatistiksel yakinsiyor denir.  Bu takdirde
st — limy By, = FE yazabiliriz. (3.1) deki esitsizlik sonlu sayidakiler hari¢ her & igin
saglanmiyorsa, W — lim By, = F oldugu aciktir. W —lim E), = FE ise, st — limy Ep = E
oldugu agikardir [27]. Wijsman istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi bog degildir. Bunun

icin agsagidaki 6rnekleri inceleyelim.
Ornek 3.1. [27] X = R olsun. {E}} dizisini

B {reR:2<z <k} k>2vektam kare ise
g {1} diger durumda

olarak tanimlayalim. Bu dizi Wijsman yakinsak degildir ancak
1 n
Lk < (e, B) — da, 1)) 2 2} <
olmas1 nedeniyle, bu dizi E = {1} e istatistiksel yakinsaktir.
Ornek 3.2. [27] X = R? olsun ve {F}} asagidaki dizi olsun:

5 {(m,y)ERQ:(az—l)Q—i—yQ:%} , k tam kare ise
k —_
{(0,0)} diger durumda
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Bu dizi de £ = {(0,0)} kiimesine Wijsman istatistiksel yakinsaktir ancak Wijsman yakinsak
degildir.

Yukarida Wijsman yakinsak dizilerin Wijsman istatistiksel yakinsak oldugunu ifade
etmistik. Yukaridaki iki 6rnekten anlagilacagi {izere bu 6nermenin tersi yanlistir, diger bir

deyisle Wijsman istatistiksel yakinsak olan bir dizinin Wijsman yakinsak olmasi1 gerekmez.

Tamim 3.4. FE, E, C X kapali altkiimeler olsunlar.

1
lim —

{k <n:sup|d(z, Ey) — d(z,E)| > EH =0

ya da h.h.k igin

sup |d(z, By) —d(z, E)| <€
rxeX

sart1 saglaniyorsa { Fy} dizisi, X in kapali F altkiimesine Hausdorff istatistiksel yakisiyor
denir. Bu takdirde E = sty — lim E}, yazabiliriz [27].

Tanim 3.5. FE, Ex C X kapal altkiimeler olsunlar. Ve > 0 ve Vz € X icin

1
lim — [{k < n: |d(z, E) — d(z, En)| > €} =0

n—oon,

olacak bi¢imde bir N = N(¢g) var ise, {E})} dizisine Wijsman istatiksel Cauchy’dir denir
[27].

Teorem 3.1 Asagidaki durumlar biribirine denktir.
(i) {Ex} bir Wijsman istatistiksel yakinsak dizidir
(ii) {Ex} bir Wijsman Cauchy dizisidir
(iii) h.h.k i¢in E; = By olacak bicimde Wijsman yakinsak bir {Bj} varsa {Ej}

Wijsman istatistiksel yakinsaktir.

Ispat: Varsayalim ki st — limy E, = E ve € > 0 olsun. Bu takdirde h.h.k icin
|d(x, By) —d(z, E)| < § dw. |d(z,Ey)—d(z,E)| < § sartim saglayacak bi¢imde bir N

sayisi secilirse, h.h.k icin

|d(x, Ey) — d(x, EN)| < |d(z, Ex) — d(z, E)| + |d(z, Ex) — d(z, E)| < g + %

dir. Boylece {Ey} bir Wijsman istatistiksel Cauchy dizisidir.

Simdi  (ii) nin  dogru  oldugunu  kabul edelim ve h.h.k  igin
J = [d(z,En)—1,d(x, EN) + 1] araligr d(z, Ey) y1 kapsayacak bigimde bir N sayisi
secelim. Ny saywsim h.h.k icin J = {d(x,ENz) — 1,d(z, En,) + %} araligy d(x, Ey)’larn
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kapsayacak bicimde secelim. J; = J N J arahgmm h.h.k icin d(z, Ex)’lan kapsadigim
iddia ediyoruz. Gergekten

{k<n:d@B)g¢Ing }={k<n:d@B)¢J}U{k<n:daE)¢J}

olup
1 , 1 _
n—>ooﬁ - ) ’ - n—)ooﬁ - ’ ’
lim Hk<n d(z Ek)¢JmJ} < lim - [{k<n:d(z Ey) ¢ J}
1 ,
+nan§OE’{k§n:d(x7Ek)¢J} =0

dir. Boylece Jy, h.h.k i¢in d(z, Ex)’lar1 kapsayan, uzunlugu 1’e esit veya 1’den kiigiik olan
kapali bir araliktir. N3 sayisini, J"' = {d(m,ENS) — %,d(:ﬁ,ENz,,) + ﬂ araligt h.h.k igin
d(z, Ex)’lan kapsayacak bigimde secelim. Jy = J; N J" aralg, h.h.k. i¢in d(z, Ey)’lar
kapsayan ve capi % den kiigiik veya esit olan bir araliktir. Bu siireci devam ettirdigimizde,
tiimevarimla kapal (J,,) araliklarimin bir dizisini elde ederiz, 6yleki her m i¢in, Jp,+1 C Jpy,
dir. Burada J,, uzunlugu 2'="den kiiciik olan ve h.h.k icin d(z,Ey) € J,, ifadesini
saglayan bir araliktir. Icice araliklar teoremini kullanarak, morilJm = k olacak sekilde bir

k sayisi elde edebiliriz. h.h.k i¢in d(z, Ey) € J,, ifadesini kullanarak n > T,,, oldugunda
1 1
- H{k <n:d(z,Ey) ¢ Jn}| < p— (n>Tp) (3.2)

esitsizligi saglanacak sekilde pozitif tamsayilarin artan bir {7,,} dizisini bulabiliriz. Simdi
k> Ty ve T), < k < Tp41 oldugunda d(zx, Ey) ¢ T, olmak {lizere terimlerinin tamami (Ey)

nin terimlerinden olusan bir C' = (Cy) altdizisi tammlayalim. (By) dizisini de

B {k} Ek , C’nin bir terimi ise
k =
Ey diger durumda

olarak tammlayalim. Bu takdirde lim By, = {x} dir. € > L > 0 ve k > T}, ise, o zaman ya
E}, (bu demek oluyor ki By, = {k}) ya da By, = E}, € Jp, ve |d(x, Bg) — d(z,{x})| < Jp, nin
uzunlugu < 2™~ ! dir. h.h.k icin Ej, = By, oldugunu iddia ediyoruz. Bunu kanitlamak icin
T < k < Ty ise,

{k<n:d(z,Ey) #d(z,By)} C{k<n:d(z,Ex) ¢ Jn}

dir. (3.2) den

%|{k <n:d(x,By) # d(z, Ep)}| < % k< n:d(, By) ¢ Jn}| < %

yazilabilir. Boylece n — oo iken limit sifirdir ve h.h.k i¢in Ey = By dir. Boylece (iii)

saglanir.
Son olarak, (iii) iin dogru oldugunu varsayalim; h.h.k i¢in Ej, = By, ve lim By, = {x}
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olsun. Bu takdirde Ve > 0 ve V¢ € N i¢in

k< n: (e, By) - d(z, ()] > €} €
{k<n:d(x,By) #d(z,Ex)} U{k <n:|d(zx,By) —d(z,{k})| > e}

yazabiliriz. lim By, = {k} oldugundan, son kiime sabit sayida eleman igerir. ¢ = £(¢) diyelim.

Boylece h.h.k icin Ej, = By oldugundan dolay:

T L ({k < s |d(o, By) — do, {5})] > e}
< lim & |[{k < n:d(z, By) # d(z, Ey)}| + lim =0

dir. Boylece (i) dogrudur ve kanit tamamlanmigtir [27].

Asagidaki teoremlerde, Wijsman ve Hausdorff istatiksel yakinsakliklari igin bir

Tauberian sart1 verecegiz.

Teorem 3.2 {E}, st — limy B = E ve Vo € X i¢in Adi(z) = O(3) olacak sekilde bir
dizi ise, Ady(x) = diy1(x) — di(x) olacak sekilde W — lim Ej, = E’dir.

Ispat: Varsayahm ki {Ex} dizisi E kiimesine Wijsman istatiksel yakinsak olsun. O
zaman st —limyy Ep = E ve h.h.k i¢in E}, = B} olmak tizere W —lim By, = F olacak sekilde
bir By, dizisi segebiliriz. my = max {i < k : F; = B;} olmak tizere, V k € N i¢in k = my, + pi
yazalim. {i < k: E; = B;} kiimesi bos ise m(k) = —1 alalm. Bu sonlu sayida bir k sayist

i¢in saglanabilir.
lim 2% = (3.3)

olsun. % > ¢ > 0 ise, 0 zaman

1 .. 1 Dk 3
—{t<k:E;, #B;} < < =
k’{ = 17& Z}|_mk+pkpk_p?k+pk 1+€

dir. Bdoylece sonsuz ¢okluktaki k lar igin rﬁ—’; > € olmasi durumunda h.h.k i¢in Ey = By, elde
ederiz. Bu bir geligkidir. Boylece (3.1) saglanir. Ady(z) = O(3) oldugundan V k € N ve ¥V
r € X igin
K
Adi(z)| < 5
olacak bicimde bir K sabiti vardir. Boylece (3.3) kullanilirsa

d(2, Bougry) — dw, By)| = |d(, Epy) = d@, Epniiyspia)|

X kK
Sﬁ%MM%@ﬂg%&)%o

elde edilir. H —lim By, = F oldugundan W —lim Ej, = E dir [27].
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Teorem 3.3 {E}, st — limy By = E ve sup Adi(z) = O(%) olacak sekilde bir dizi ise
H —1lim E,, = E dir.

Kanit, Teorem 3.2 nin kanitina benzerdir [27].

Teorem 3.4. E; C X kapal alt kiimeler olsun. {Ej} Wijsman istatistiksel yakinsaksa,
{Ex} Kuratowski istatistiksel yakinsaktir.

Ispat: st — limsupE, C st — liminf B}, oldugunu gostermemiz yeterlidir.
x € st — limsupEy ve € > 0 olsun. Wijsman istatistiksel yakinsak dizi, Wijsman
istatistiksel Cauchy oldugundan, d(z, En) < § ve h.h.k icin |d(z, E}) — d(z, En)| < §
olacak bicimde bir N secelim. (0] halde h.h.k icin
d(z, Ey) < d(z, Ex) + |d(z, Ex) — d(z, EN)| < & dir. Tamimdan, x € st — liminf £} elde

ederiz ve bu kanit1 tamamlar [27].

Teorem 3.5 {E}}, X in kapali altkiimelerinin bir dizisi olsun. {E}y} Hausdorff istatistiksel
yakinsaksa, { E,} Wijsman istatistiksel yakimsaktir [27].
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4. KUVVETLI TOPLANABILIR KUME DIizZIiLERI

Bu kisimda, Kuratowski Cesaro toplanabilirlik , Wijsman toplanabilirlik ve Wijsman
kuvvetli toplanabilir kiime dizilerini tanimlayacagiz. Wijsman istatistiksel yakinsaklik ile

Wijsman kuvvetli toplanabilir kiimeler arasindaki bagintilar: verecegiz [27].

Cesaro limitlerini agagidaki gibi tanimlayabiliriz.

o _ T T _
(C,1) = liminf B}, = {SL‘ €eX: T}Lngo;’;d (x,Ey) = 0}

ve

1 o
1) -1 By, = X :liminf — d(z,Ey) =
(C,1) — lim sup E {aze im in ”;;1 (x, Eg) O}

dir [28].
Tanim 4.1. Keyfi £ C X altkiimeleri igin,
(C,1) = liminf B}, = (C, 1) — limsup Ej,
ise { ) }'ye Kuratowski Cesdro toplanabilirdir denir [27].

Tamim 4.2. Herhangi F, E; C X kapali altktimeleri ve her z € X i¢in {d (x, Ey)} dizisi
d(x, F) ye Ceséaro toplanabilir ise, diger bir deyigle Vo € X i¢in

1
lim —
n—oon,

n
k=1
ise {EL}, E’ye Wijsman Ceséro toplanabilirdir denir [27].

Tamim 4.3. E, Ej;, C X kapali altkiimeleri ve her x € X icin, {d (z, E})} dizisi, d (z, E) ye

kuvvetli Cesaro toplanabilir ise, yani V& € X igin,
o1
lim — Z |d (z, Ex) —d(z,E)| =0

ise { E}} dizisi E’ye Wijsman Kuvvetli Cesaro toplanabilirdir [27].

Tanim 4.4. p € R' olmak iizere, E, E;, C X kapal alt kiimeleri ve her x € X icin
{d (z, Ey)} dizisi, d (z, E) ye kuvvetli p-Ceséro toplanabilirse, yani p € R olmak iizere, her

r € X igin
1 n
1 _ _ p _
nlggon;u(x,Ek) d(z,E)P =0



ise {Ex}, E’ye Wijsman Kuvvetli p-Cesaro toplabilirdir denir [27].

Teorem 4.1. Keyfi, bos kiimeden farkli E, E,, C X kapal alt kiimeleri ve p € RT icin,
(a) {Ek}, E’ye Wijsman kuvvetli p-Cesaro toplanabilir ise, {E;} E’ye Wijsman
istatistiksel yakinsar.
(b) {Ek} smrh ve E’ye Wijsman istatistiksel yakinsaksa, {E;} E’ye Wijsman

Kuvvetli p-Cesaro toplanabilirdir.

ispat:
(a) Keyfi bir {E}} dizisi ve € > 0 igin

n

> ld(z, By) —d(x, E)

k=1

> €|{k§n |d($,Ek)—d($,E)|p2€}|
yazabiliriz. Buradan {Ej} dizisinin E ye Wijsman istatistiksel yakisak oldugunu
soyleyebiliriz.
(b) {Ex} smirh ve E ye Wijsman istatistiksel yakinsak olsun. {FEx}, F smrh

oldugundan,

|d(xz, Ex) —d(z,E)| < N

olacak sekilde bir NV > 0 bulabiliriz. € > 0 verilsin ve . sayisim1 Vn > N; icin

Al e
2NP

Ln = {kgn: \d (z, By) — d (z, E)| > <5)’1’}

1

n

bS]

2

{k: <n:ld(z, Ey) —d(z, B)| > (5>

olacak gekilde secelim ve

diyelim. Bu takdirde

*Z|d(.’b,Ek)—d(l’,E)|p
k=1
1
= —| > ld(z,Ex) —d(z, E)]P
" \rer,
1
+( > \d(x7Ek)—d(w7E)lp)
k<n,k¢L.,
1ne gy tne_e e
NP n2 2 2

yazilabilir. Boylece, {E}}, E’ye kuvvetli p-Ceséro toplanabilirdir [27].
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5. DizZiLERIN WiJSMAN DEFERRED ISTATISTIiKSEL
YAKINSAKLIGI VE WIiJSMAN DEFERRED

CESARO TOPLANABILIRLIGI

Bu boliimde (p,) ve (gn) dizileri (2.2) de verilen sartlari saglayan negatif olmayan
tamsayilarin artan iki dizisi olmak {izere kiime dizilerinin deferred istatistiksel yakinsaklig
ve kuvvetli r—Cesaro toplanabilme kavramlarini tanimlayacak ve bu kavramlar arasindaki

bagintilar1 verecegiz. Bu kisim tezin orjinal kismini olugturmaktadir.

Tanim 5.1. (X, p) bir metrik uzay ve Ey, E C X kapah alt kiimeler olsun. (p,), (qn)
dizileri (2.2) deki sartlar saglasin. Eger, Vx € X ve Ve > 0 igin

lim
n—o0 gn — P

n

ise, diger bir deyisle hemen hemen deferred her k (h.h.d.k.), Vx € X ve Ve > 0 igin
‘d(wak) - d(CL’,E)| <é

ise {E} dizisi F kiimesine Wijsman deferred istatistiksel yakinsaktir denir. Eger {Ey}, E
kiimesine Wijsman deferred istatistiksel yakinsak ise WSy [p,q] — lim By = E seklinde
gosterilir. Tum Wijsman deferred istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi WSy [p,q| ile
gosterilir. ¢, = n ve p, = 0 alimirsa Nuray ve Rhoedes [27] tarafindan tammlanan

Wijsman istatistiksel yakinsaklik kavrami elde edilir [30].

Tamim 5.2. r € RT, (X, p) bir metrik uzay ve E, E, C X kapal alt kiimeler olsun. (p,),
(qn) dizileri (2.2) deki sartlar saglasm. Eger Vx € X igin

1 dn
lim d(z,E) —d(z,E)|" =0
it X )~ dn )

ise {Ex} dizisi E kiimesine Wijsman deferred kuvvetli r—Cesdro toplanabilirdir veya
(W (p,q)]; —Cesdro toplanabilirdir denir. Ttum Wijsman deferred kuvvetli r—Cesaro
toplanabilir {Ej} dizilerinin kiimesi [W (p,q)]}, ile gosterilir. ¢, = n ve p, = 0 almirsa
Nuray ve Rhoedes [27] tarafindan tanmimlanan Wijsman kuvvetli r—Ceséro toplanabilirlik
elde edilir [30].

Teorem 5.1. E, Ej;, C X kapali alt kiimeler olsun ve (p,), (g) dizileri (2.2) deki sartlar

saglasin. Eger

1i qn — Pn
11m

=1 (5.1)

ise WSy [0,q] C WSy [p,q| dir.



Ispat: {E;} dizisi E kiimesine Wijsman deferred istatistiksel yakinsak bir dizi olsun ve

€ > 0 verilsin. Bu takdirde Vz € X ve € > 0 i¢in

lim
n—00 ¢, — 0

{0 <k <gn:l|d(z,Ey) —d(z,E)| > e} =0
yazabiliriz.

{pn <k<qu:|d(z,Ex) —d(z,E)| >} C{0<k <gq,:|d(z,Ey)—d(z,E)| > ¢}
oldugundan dolay:

1
q*|{0< k< qn:l|d(z,Ey) —d(z, E)| = e}

Y

1
o | 1pn <k < dn-|d (@, By) = d(z, B)| 2 €}

dn — Pn
dn dn

v

1
—p o <k < gn:|d(@, By) —d (2, Br)| 2 e}

yazilabilir. n — oo iken limit alinir ve (5.1) uygulanirsa, WSy [0, q] € WSy [p, q| elde edilir
[30].

Teorem 5.2. Ej ve E kapali kiimelerin simirh ve (py), (¢n) dizileri (2.2) deki sartlar
saglasm. WSy [p,q| —lim E, = E ise B, — E ([W (p,q)];) dir.

ispat: Ej ve E kiimeleri simurh ve WSy [p,q] — lim B, = E oldugunu varsayalim. Bu
takdirde, |d (z, Ex) — d (z, E)| < M olacak bigimde bir M > 0 vardir. O halde Vx € X ve
Ve > 0 igin

1 qn

Y ld(x,Ey) —d(z, B)"

1 dn

= Yo ld(x, By) —d(z, B)[
dn — Pn k=pn 41

|d($7Ek)7d($aE)‘25
1 qn

Y ld(x, By) —d(z, E)[

Gn — Pn P—
|d(z,Er)—d(z,E)|<e

_|_

MT
< {pn <k < qn:ld(z, Ep) —d(z, E)| > e}

dn — Pn

e’ qn

+ o1

Qn_pnk:anrl

M" ,
< - Hpn <k <qn:ld(z,Ey) —d(z,E)| >e}| +¢

n n

yazilabilir. Yukaridaki esitsizligin n — oo icin limiti ahnirsa, Ej — E ([W (p,q)];) elde
edilir [30].
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Teorem 5.3 r € RT olmak iizere, E, E;, C X kapah alt kiimeler olsun ve (p,), (gs)
dizileri (2.2) ve (5.1) sartlarim saglasm. {Ej}, E’ye Wijsman kuvvetli Cesaro toplanabilir

ise, Wijsman deferred kuvvetli r—Cesaro toplanabilirdir.

ispat: {E}} dizisi E kiimesine Wijsman kuvvetli r—Ceséro toplanabilir olsun. O halde

oyle bir z € X vardir ki

an
nh_}rroloq— Z |d(z, Ey) —d(xz,E)|" =0
" k=1

dir. Bu takdirde

1 qn ,
— > ld(z,Ey) — d(z,B)|
In 5

_ ! (z d (. ) - d(rmE)l’")
k=1

1
an

+1< 3 |d(x,Ek)—d<x,E)V)

i\ 570

dn
> 1( > |d<x,Ek>—d<m,E>|7")
qn k:pn"l‘l
Gn — Dn 1 In
- S (@, By) - d(a, E)

dn  4n — Pn k=pn 41

yazabiliriz. Yukaridaki esitsizlikte her iki tarafin n — oo igin limiti alinir ve (5.1) kullanirsa

ispat tamamlanir [30].

Teorem 5.4 E, E;, C X kapal alt kiimeler olsun ve (p,), (¢,) dizileri (2.2) deki sartlar
saglasin. Bu takdirde [W (p,q)]; € WSy [p,q] dir.

Ispat: {E}} dizisi E kiimesine Wijsman deferred kuvvetli r—Ceséro toplanabilir bir dizi

olsun ve € > 0 verilsin. O halde Vz € X i¢in

1 qn

lim
n—=0qn — Pn k

=pn+1

dir. Vx € X ve Ve > 0 icin
1 qn

Y ld(z, By) —d(z, B)

Q'n/ - pn k:p7l+1

1 an
> > ld(z, Ey) - d(z, B)|
QTL _pn k:p7L+1
|d(z,Ey)—d(z,E)|>e
> {pn <k <qn:ld(z,Ey) —d(z,E)| > c}] €

dn — Pn
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Béylece {Ey} € WSy [p, q] dir [30].

Teorem 5.5 B, E, E), C X kapal alt kiimeler olsun ve (p,,), (¢,) dizileri (2.2) deki sartlari
saglasm. WSy [p,q] —lim Ey, = E ve WSy [p,¢q] — lim Ey, = B ise E = B dir.

Ispat: WSy [p,q] —lim Ey, = E ve WSy [p,q] — lim E;, = B olsun. ¢ > 0 verildiginde ticgen
esitsizliginden
{pn <k <gqn:ld(z,E)—d(z,B)| > 2}
= {pn <k< dn - ‘d(ajka) —i—d(a:,E) _d($’Ek) _d(va)’ > 25}
C {pn<k<qn:|ld(z,Bp) —d(z,E)| >} U{pp <k <qy:|d(z,E)—d(z,B)| > ¢}

oldugundan

{pn <k < qn:|d(z,E) —d(z,B)| > 2¢}|
< H{pn <k <gn:ld(z, Ey) —d(z, E)| > €}
+Hpn <k <gn:ld(z, Bx) — d(z,B)| > e}

1
dn—Pn

yazabiliriz. Yukaridaki esitsizligin her iki yam ile carpilirsa

{pn < k < qn: |d(z,E) — d(z, B)| > 2}

qn — Pn

IN

gn — DPn

gn — DPn

esitsizligi elde edilir. Bu egitsizligin n — oo iken limiti alinirsa, ¥ = B oldugu agikardir
[30].

Teorem 5.6 Eger {q qu } o siirhli ve { B } dizisi E kiimesine Wijsman istatiksel yakinsak
n n n

ise WSy [p,q] —lim Ej, = E dur.

ispat: {E}} dizisi F kiimesine Wijsman istatistiksel yakinsak oldugundan Ve > 0 ve Vo € X

icin

1
lim ~ |{k < n:|d(z, By) —d(z, E)| > }| = 0

n—oon,

olup

{\{k < g :|d (2, By) —d(z, E)| > 6}|}
dn neN
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dizisi sifira yakinsar. Boylece

{pn <k < qn:|d(z, Ex) —d(z, E)| > €}
C {kSQn : |d(xaEk)_d($’E)’ 25}

kapsamasi ve

{pn <k < qn:ld(z, Ep) —d(z, E)| > e}
< Kk<qn:ld(z, Ey) —d(z, E)| > e}

esitsizligi saglanir. Boylece

qn — Pn

o 1
—NHk<qn:|ld(x,Ey) —d(x,E)| > ¢
I (k< g (0 B) — d (0, B)] 2 Y

<
esitsizliginin n — oo igin limiti alimrsa WSy [p, ¢] — lim E, = E oldugu goriliir [30].
Teorem 5.7 p = (p,), r = (rn), s = (sn) ve ¢ = (gy) dizileri
Pn <Tn < Sp < qn (5.2)

sartin saglayan pozitif dogal sayilarin dizileri ve

{kpn <k <rntpen
{k:sn <k <qnlpen

kiimeleri sonlu olsun. Bu taktirde WSy [r, s| — lim E, = E ise WSy [p, ¢q] — lim B}, = E dur.
ispat: WS, [r,s] — lim B = E oldugunu varsayalim. Ve > 0 ve Vz € X icin

{on <k < qn:|d(z, Ex) —d(z,
= {pn <k <ry:ld(z,Ep) —d(z,
U{r, <k <sp:|d(z,Ey) —
U{sn <k <qp:|d(x,Eg) —
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esitligi ve

{pn <k <qn:ld(z, Eyx) —d(z, E)| > e}

dn — Pn
< P Hpn <k <rp:ld(z,Ey) —d(z,E)| > e}
—}-S — {rn <k <sp:|d(z,Ey) —d(z,E)| > e}
+——— Hsn <k < qn:|d(z, Ey) — d(z, E)| = e}
< M
Sn —Tn
+S — {rn <k < sn:l|d(z, Ex) —d(z, E)| > €}
K
LK
Spn —Tn

egitsizligi saglanir. (K ve Ky sabit birer dogal sayidir) n — oo limit aldigimizda

lim o <k <qn:ldz,Ey)—d(x,E)|>e}|=0
Jim —— | d (@, ) — d (2, )] > €]

elde edilir. Bu ispat1 tamamlar [30].
Teorem 5.8 p = (pn), ¢ = (qn), 7 = (1) ve s = (sp,) dizileri (5.2) deki sartlar1 saglasin ve

qn — Pn

=d>0,deR

olsun. Bu takdirde WSy [p, q] — lim Ey, = E ise WSy [r, s] — lim E}, = F dir.
ispat:

{rns1 <k <sp:|d(z,Ey)—d(z,E)| > ¢}
C {pni1 <k <gqn:|d(z,E) —d(z,E)| > ¢}

kapsamasi ve

|{7"n+1 <k<sp: ’d(CL‘,Ek) - d(CC,E)| > 5}’
< Hpns1 <k <qn:ld(z, Ey) —d(z, E)| > e}

esitsizligi saglanir. Boylece

1
Sn — Tn
dn — Pn 1
Sn = Tn 4n — Pn

’{Tn+1 <k < sy ‘d(wak) - d(va)| > 6}|

<

’{pn—i-l < k < dn : ‘d($7Ek) - d(l‘,E)‘ > 5}‘

olup, esitsizligin n — oo igin limiti alimrsa, WSy [r, s] — lim E, = E oldugu gériilir [30).
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6. SONUCLAR

Bu tez caligmasinda, deferred istatistiksel yakinsaklik ve Wijsman istatistiksel
yakinsaklik kavramlarindan faydalamilarak, Wijsman deferred istatistiksel yakinsaklik
kavrami; Wijsman kuvvetli p—Cesdro toplanabilirlik ve kuvvetli D, yakinsakhk
kavramlar: kullanilarak, Wijsman deferred kuvvetli r—Cesaro toplanabilirlik kavrami
literatiire kazandirilmistir. Bu iki kavram kullamilarak, yeni teoremler elde edilmistir.
n—Pn

lim ¢
n—oo 4n

gosterilmigtir. (X, p) metrik uzayinda, smurh diziler i¢in Wijsman deferred istatistiksel

= 1 ozel sartimin saglanmasi durumunda WSy [0,q] € WSy [p,q] oldugu

yakinsak dizilerin ayni zamanda Wijsman deferred Cesaro toplanabilir diziler oldugu

hm dn—Pn
n—oo 4n

gosterilmigtir. = 1 6zel sartinin saglanmasi halinde Wijsman kuvvetli r-Cesaro

toplanabilir  dizilerin, Wijsman deferred kuvvetli r—Cesiaro toplanabilir oldugu

kanitlanmigtir. {qn‘l_’lpn tnen smurh olmasi durumunda Wijsman istatistiksel yakinsak

dizilerin aym1 zamanda Wijsman deferred istatistiksel yakinsak diziler oldugu

gosterilmistir.
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