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OZET
Yiiksek Lisans Tezi
BAZI LINEER OPERATORLERIN HYERS-ULAM KARARLILIGI
Giilizar Giilenay ZENGIN
Istanbul Ticaret Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah
Damisman: Prof. Dr. Hamdullah SEVLI
2020, 58 sayfa

Bu calismada bazi lineer operatérlerin Hyers-Ulam kararliligi incelenmis ve kararli
olan operatorlerin kararlilik sabiti verilmistir.
Once Hyers-Ulam kararliligin tanimi ve bir operatoriin hangi sartlar altinda kararl
olacagma iligkin kosullar1 igeren teorem verilmistir. Sonrasinda Hyers-Ulam
kararliligi incelenmis bazi lineer operatorler verilmistir. Daha sonrasinda Volterra
operatorii ve ayrilabilir bir Hilbert uzayinda tanimli sonlu boyutlu bir operatériin
Hyers-Ulam kararliligi incelenmistir. Ayrica kararli olan operatoriin de kararlilik

sabiti bulunmustur. Son olarak da, lineer ve sinirli bir opeatdriin Hyers-Ulam
kararlihgina iliskin bir sonuca ulasiimustir.

Anahtar Kelimeler: Banach uzayi, Hyers-Ulam kararlilik, lineer operatorler.
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ABSTRACT
M.Sc. Thesis
HYERS-ULAM STABILITY OF SOME LINEAR OPERATORS
Giilizar Giilenay ZENGIN
Istanbul Commerce University
Graduate School of Applied and Natural Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Hamdullah SEVLI
2020, 58 pages
In this study, Hyers-Ulam stability of some linear operators is considered and
stability constant of operators are given.
Firstly, the definition of Hyers-Ulam stability and a theorem including the conditions
under which an operator will be stable are given. Then, some linear operators with
Hyers-Ulam stability are given. And then, the Hyers-Ulam stability of the Volterra
operator and a finite dimensional operator defined in a separable Hilbert space were
investigated. In addition, stable of the operator’s stability constant was obtained.

Finally, a conclusion has been reached regarding the Hyers-Ulam stability of a linear
and bounded operator.

Keywords: Banach spaces, Hyers-Ulam stability, linear operators.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

uzayinda tanimli tiim siirekli fonksiyonlarin uzay1
de  degerli tiim siirekli fonksiyonlarin uzay1
"de diferansiyellenebilir fonksiyonlarin uzay1
kombinasyonu

araliginda tanimli reel degerli tiim siirekli fonksiyonlarin uzayi
araliginda tanimli reel degerli ve smirh tiim siirekli

fonksiyonlarin uzay1
R yaricaplt acik yuvar

kiimesinin boyutu
Tnin Hyers-Ulam kararlilik sabiti
T’nin ¢ekirdegi
Tnin degerler kiimesi
7"nin kapanisi
X’In E’ye gore bolim uzay1

uzayinda sifirin bir komsulugu olan agik kiime

Derecesi n’den kiigiik esit olan tiim polinomlarin kiimesi
Sabit 1 fonksiyonu



1. GIRIS

Kararlilik kavrami, mekanik kavramlarda ortaya ¢ikmistir. Bu durumu matematiksel
olarak ifade etmek gerekirse, bir problemin ¢oziimiiniin baslangi¢ parametrelerine
bagl olarak siirekli olmasiyla alakalidir. Bu siireklilik farkli sekillerde tanimlanabilir.
Cogu zaman ¢oziimlerin ¢ok biiyiik zaman araliklarinda sinirli oldugunu géstermek
yeterli olur. Yani sistemi temsil eden noktanin herhangi bir zamanda baslangic

noktasina olan uzakliginin sinirliligi kastedilmektedir.

Matematiksel analizde “Bir fonksiyonun baz1 sartlar altinda bir fonksiyonel denklemi
sagladigin1 kabul edelim. Bu fonksiyonel denklemi saglayan ve bu fonksiyona yakin
olan baska bir fonksiyon bulmak miimkiin midiir?” sorusu bir kararlilik problemidir.
Bu dogrultuda, dikkatimizi fonksiyonel denklemlere yonelttigimizde, “verilen bir
denklemden ¢ok az farkli olan bir denklemin ¢6ziimii, verilen bu denklemin
¢Ozlimiine ne zaman yakin olmalidir?” veya benzer bicimde “bir fonksiyonel
denklem bir fonksiyonel esitsizlik ile degistirildiginde esitsizligin ¢6ziimlerinin
denklemin ¢6ziimlerine yakin olmasi gerektigi ne zaman iddia edilebilir?” sorulari

sorulabilir.

Fonksiyonel denklemlerin kararliligi, Ulam (1940)’m Wisconsin Universitesi

matematik konferansinda sundugu asagidaki problem ile baslamistir:

bir grup ve , metrigi ile verilmis bir metrik grup olsun. Keyfi
sayisi verilsin. Her icin
esitsizligini  saglayan bir  doniisim ise  her i¢in
ile bir homomofizm olacak sekilde bir sayist var mudir? Yani

“Hangi sartlar altinda bir yaklasim homomorfizmine yaklasan bir homomorfizm

vardir?”



Ulam’in bu sorusuna Hyers (1941) kismen olumlu bir yanit vermistir. Hyers bu

soruyu Banach uzaylari i¢in yanitlamistir.

Daha sonrasinda Ulam’in probleminin bir genellestirmesi olarak fonksiyonel
denklemlerin yerine diferansiyel denklemler kullanilmaya baglanmistir. Lineer
diferansiyel denklemlerin Hyers-Ulam kararliligimni inceleyen ilk kisi Obloza (1993;
1997) dir.

Lineer operatorlerin Hyers-Ulam kararliligi da ilk olarak, Miura vd. (2003), Hatori
vd. (2004), Hirasawa ve Miura (2006) tarafindan incelenmistir. Lineer operatorlerin
kararlihigmin bir karakterizasyonunu ve kararlilik sabitlerine karsilik gelen bir temsil
elde etmislerdir. Miura vd. (2003) bir Banach uzayinda tanimli sabit katsayili, lineer
diferansiyel operatoriin kararliligimi ispatlamiglardir. Hatori vd. (2004) 6l¢ii (gauge)
fonksiyonlar1 ile verilen bir lineer uzaydan baska bir lineer uzaya tanimli, lineer bir

operatoriin Hyers-Ulam kararlihigini gostermislerdir.

En iyi Hyers-Ulam kararlilik sabiti sorusu da ilk olarak Rassias ve Tabor (1992)’un
calismasinda yer almaktadir. Literatiirde, denklemlerin ve operatorlerin en iyi Hyers-
Ulam kararlilik sabiti i¢in birka¢ sonu¢ bulunmaktadir. Ayrica biraz o6nce de
bahsedilen Miura vd. (2003), Hatori vd. (2004), Hirasawa ve Miura (2006)
calismalarinda ve Takagi vd. (2003) ¢alismasinda, lineer operatorlerin kararliliginin

bir karakterizasyonu ile onlarin en iyi sabitlerinin temsili yer almaktadir.

Bu calismada da bazi lineer operatorlerin Hyers-Ulam kararli olmasi igin gerekli
kosullar belirtilmekte ve kararli olan operatorlerin en iyi kararlilik sabiti

gosterilmektedir.

Alt1 bolimden olusan bu ¢alismanin ikinci boliimiinde, Hyers-Ulam kararlilik
calismalarin1 iceren literatiir 6zeti bulunmaktadir. Ucgiincii béliimiinde, diger
boliimlerde kullanilan temel tanim ve teoremler verilmektedir. Dordiincii boliimiinde
ise Hyers-Ulam kararlilik tanimi ve bir operatdriin hangi sartlar altinda kararl
olacagina iliskin kosullar yer almaktadir. Ayrica, Hyers-Ulam kararliligi incelenmis
bazi lineer operatorler bulunmakta olup kararli olan operatorlerin de Hyers-Ulam

kararlilik sabiti verilmektedir. Besinci boliimde de, Hyers-Ulam kararli olmayan bir
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ornek ile Hyers-Ulam kararli olan ve kararlilik sabiti bulunan bir 6rnek yer
almaktadir. Son boliimde ise smirli ve lineer operatorlerin Hyers-Ulam kararliligina

iliskin bir sonug¢ bulunmaktadir.



2. LITERATUR OZETi

Bu boélimde, Hyers-Ulam kararlilik {izerine yapilan bazi ¢alismalar verilecektir.

Fonksiyonel denklemlerin kararliliginin baslangici olan Ulam’in sundugu probleme

Hyers su sekilde cevap vermistir:

ve birer Banach uzayi ve olmak tizere her igin
sartin1 saglayan bir dontisimii verilsin. Hyers gosterdi ki, her igin
limiti vardir ve lineer dontisiimii tektir. Bunun disinda her icin

esitsizligi saglanir. Ayrica, f fonksiyonu ’deki bir noktada siirekli ise doniisiimii
"de stireklidir (Hyers, 1941).

Hyers’in teoremini, 1947 yilinda Aoki ve 1978 yilinda Rassias lineer doniisiimlerin

yaklasimi i¢in genellestirmistir.

ve birer Banach uzayi olsun. Her ve doniistimii i¢in
sartin1 saglayan ve sayilarinin var oldugu kabul edilsin. Buradaki
doniisiimii “yaklasik” lineerdir. Her icin



esitsizligini saglayan ’e yakin bir lineer doniistimii vardir ve

tektir (Aoki, 1950).

ve Banach uzaylar1 olsun. Her igin ve vardir Oyle Ki

doniisiimii i¢in

sart1 saglanir. Ayrica her icin

limiti vardir ve

> — (2.1)
esitsizligini  saglayan lineer doniigimii  tektir. Hatta ise  bu
esitsizlikler icin saglanir. Ayrica, her i¢in olmak {izere

fonksiyonu stireklidir (Rassias, 1978).

(2.1) esitsizligi fonksiyonel denklemlerin su anda bilinen Hyers-Ulam-Rassias
kararlihgmin genellestirilmesinin gelisiminde ¢ok etkili olmustur. Gajda (1991) bu
problemi igin ¢Ozmiistiir. icin Rassias ve Semrl (1992) reel degerli,
stirekli bir fonksiyonunun varligin1 gostermistir. Daha sonra Gavruta (1994) Rassias

teoremini genellestirmistir.

Alsina ve Ger (1998) bir diferansiyel denklemin Hyers-Ulam kararliligini
inceledikleri ilk ¢alismalarinda, diferansiyel denkleminin Hyers-
Ulam kararliligin1 ele aldilar ve bu denklem igin sunu gosterdiler: agik

aralig1 olmak iizere eger ve her icin



esitsizligini saglayan f diferansiyellenebilir bir fonksiyon ise her i¢in

olacak sekilde bir C sabiti vardir. Buradaki ile diferansiyel denkleminin

tiim ¢ozlimlerinin kiimesi arasindaki mesafe en gok  olur.

Alsina ve Ger’in bu sonucunu Miura vd. (2001), Miura (2002) ¢alismuislardir.

Ayrica Miura vd. (2002) sunu gosterdiler:

X kompleks bir Banacah uzayr ve X'in bir agik araligi | olsun. Keyfi ve
kompleks sayisi igin eger diferansiyellenebilir bir doniisiim

ise ve her igin

esitsizligi saglaniyorsa, ile diferansiyel denkleminin tiim ¢6ziimlerinin

kiimesi arasindaki en fazla mesafe olur.

Daha sonra da verdikleri kompleks Banach  uzayindaki  diferansiyel
denkleminin sonucunu genellestirmislerdir. Alsina ve Ger uyarinca Hyers-Ulam

kararlilig1 tanimlamislardir.

Lineer operatorlerin kararliliginin ilk ¢alismalari Miura vd. (2003) vermistir.

kompleks bir Banach uzayi ve ’de, degerli tiim siirekli fonksiyonlarm lineer

uzaylt olmak tizere, ’de siirekli ve tiirevi  olan diferansiyellenebilir her
icin lineer uzayini ele almiglardir. ’de taniml
normu ile igin



seklinde verilen lineer diferansiyel operatoriin Hyers-Ulam kararli olmasi igin
gerek ve yeter kosullar1 vermislerdir. 2004’te de operatoriiniin Hyers-Ulam

kararlilik sabitini belirlemislerdir.

Benzer sonuglar Takagi vd. (2003) tarafindan kompakt bir Hausdorff uzay: ve
X’deki tiim siirekli fonksiyonlar1 igeren Banach uzayi olmak tizere, ’de

tanmimli agirlikli bileske operatorler i¢in elde edilmistir:

ve kompakt Hausdorff uzaylar olmak iizere ve uzaylart alinsin.

icin olsun. ’den ’e tamml ’da

stirekli olan bir  doniigiimii ve fonksiyonu almnsin. "den ye
tim i¢in,

seklinde tanimli siirli lineer bir operatordiir. Bu operatore ’den

’ye tanimli agirlikli bileske operator denir.

’den ’ye tanimli agirlikli bileske operatorii Hyers-Ulam kararlidir

ancak ve ancak

sartin1 saglayan pozitif bir r sabiti vardir. Tim r’lerin supremumu ile

operatoriiniin Hyers-Ulam kararlilik sabiti gosterilir.

Hatori vd. (2004) sunu gosterdiler:

bir lineer uzay olmak tizere ve her skaleri igin

seklinde taniml1 fonksiyona lineer uzayinda bir 6l¢ii (gauge) fonksiyonu denir.
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ve sirastyla ve Olgiileri ile verilen lineer uzaylar olsun. ’den ’ye
tamimli lineer operat6rii alinsin. Eger asagidaki kosulu saglayan bir sabiti

varsa oOperatorii Hyers-Ulam kararlidir:

, ve ile icin bir vardir dyle Ki

ve olur.
operatOriiniin - ¢ekirdegi olmak {izere ve
icin olsun. Hyers-Ulam kararli olan

operatoriiniin kararlilik sabiti  olarak gosterilsin. O halde,

olur ve ile icin bir vardir

oyle ki olur.

Ayrica buradan yola ¢ikarak, birinci dereceden lineer operatorlerin ve Takagi vd.
(2003)’nin tamimladig1 agirlikli bileske operatoriiniin en iyi Hyers-Ulam kararlilik

sabitini bulmak i¢in gerek ve yeter kosullar1 vermislerdir.

Hirasawa ve Miura (2006), Hilbert uzayinda tanimli kapali bir operatoriin Hyers-
Ulam kararlilig1 i¢in baz1 gerek ve yeter kosullar1 vermislerdir. Dahasi kapali bir
operator icin kararhilik sabitinin varligini ispatlamiglardir. Ayrica kararlilik

sabitinin alt sinirin1 belirlemislerdir.

Ikinci dereceden lineer bileske operatorlerin kararliigi da Brzdek ve Jung (2011)

tarafindan incelenmistir.

Daha sonra Popa ve Rasa (2011), Banach uzaylarinda tanimli birinci mertebeden
lineer diferansiyel operatorler icin kararlilik sonuglari elde etmislerdir. Ayrica
2012’de de, sabit olmayan katsayili, yiiksek mertebeli lineer diferansiyel

operatorlerin Hyers-Ulam kararliligi {izerine bir sonug elde etmislerdir.

Johnson ve Balaji (2012), Frechet uzaylari arasindaki lineer bir operatoriin Hyers-

Ulam kararliligini tanimlamig ve bir Frechet uzayindan baska bir Frechet uzayma



tanimli stirekli lineer bir operatoriin Hyers-Ulam kararliliginin varligi i¢in gerek ve

yeter kosullar1 vermislerdir.

Yine Popa ve Rasa (2013), yaklasim teorisindeki bazi klasik operatorler
(Bernstein, Stancu, Szasz-Mirakjan, Kantorovich, Beta ve digerleri) i¢in Hyers-

Ulam kararliligi tanimlamislardir.

Lee vd. (2013), normlu bir matris uzayinda tanimli Cauchy toplamsal ve kuadratik

fonksiyonel denklemlerin Hyers-Ulam kararliligin1 gostermislerdir.

Jung ve Sevli (2013), ikinci dereceden cesitli lineer diferansiyel denklemlerin

Hyers-Ulam kararliligin1 kanitlamak igin kuvvet serisi metodunu kullanmislardir.

Popa ve Rasa (2014), Mursaleen ve Ansari (2015), Banach uzaylarinda taniml
baz1 pozitif lineer operatorler (Stancu, Kantorovich, Kantorovich-Stancu, King

operatorleri) i¢in en iyi Hyers-Ulam kararlilik sabitlerini elde etmislerdir.

Ayrica Mursaleen vd. (2015), kompakt diskte tanimli bazi pozitif lineer
operatorlerin  (Bernstein-Schurer, Kantrovich-Schurer, Lorentz ) Hyers-Ulam
kararlihigmi incelemis Ve kararli olan operatorlerin  kararlilik  sabitini

gostermislerdir.

Huang vd. (2015) siirekli ya da yerel sinirli olan kapali bir operatériin Hyers-Ulam

kararliligini incelemislerdir.

Lineer uzaylardaki lineer operatorlerin Hyers-Ulam kararliligi igin yeni bir
yaklasim, Brzdek vd. (2017) tarafindan dikkate alinmistir. Brzdek vd. sunu

gostermistir:

ve (reel ya da kompleks) lineer uzaylar olmak {izere lineer bir
operator olsun. ve sirasiyla ve  uzaylarinda birer 6lgii (gauge) olsun. Her
bir igin olacak big¢imde ile bir vardir.

Oyle ki operatorii  sabiti ile Hyers-Ulam kararlidir.



3. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boéliimde, diger boliimlerde kullanilan temel tanim ve teoremler verilecektir.

Tamm 3.1. (Grup) G bos olmayan bir kiime ve , G iizerinde bir islem olsun. Bu

islem asagidaki sartlar1 sagladigi takdirde G’ye bir grup denir (Bayraktar, 2006).

o Her icin

e Her icin olacak sekilde bir vardir ve e’ye grubun
birimi denir.

e Her icin olacak sekilde bir vardir. b’ye a’nin
tersi denir ve ile gosterilir.

Tamm 3.2. (Homomorfizma) ve sirasiyla ve islemlerine gore birer grup

olmak tizere, her icin

esitligi saglaniyorsa donilisimiine ’den ’a bir homomorfizm denir
(Bayraktar, 2006).

Tammm 3.3. (Metrik Uzay) bir kiime olmak {izere de tanimli reel
degerli fonksiyonu Her i¢in

i ve

ii.

i ( ).
sartlarin1 sagladig: takdirde d’ye X’te bir metrik denir. ikilisine de metrik uzay

denir (Bayraktar, 2006).

Tanmm 3.4. (Metrik Grup) Bir grubu metrik uzay ise G ye bir metrik grup denir
(Bayraktar, 2006).
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Tammm 3.5. (Normlu Uzay) uzay1 F cismi tizerinde bir lineer

uzay ve olmak iizere,

fonksiyonu asagidaki sartlar1 sagladigi takdirde fonkiyonuna X’te bir norm ve
ikilisine bir normlu uzay denir (Bayraktar, 2006).

[ :
iii. :
Tamm 3.6. (Banach Uzay1) bir normlu uzay, bu uzayda bir dizi olmak iizere,
ise ’e bir Cauchy dizisi denir. Eger, bir normlu
uzayda her Cauchy dizisi bu uzayin bir elemana yakinsiyor ise bu uzaya bir Banach
uzayi denir (Bayraktar, 2006).
Teorem 3.7. (Siirekli Doniisiim) ve iki metrik uzay, bir
doniisim olsun. Eger her dizisi ve icin olmasi,

olmasini gerektirirse 7"ye siireklidir denir (Kreyszing, 1978).

Tamm 3.8. (Lineer Operator) X ve Y ayni cismi iizerinde iki lineer uzay olmak

lizere doniisiimii,

sartlarin1 sagliyorsa 7"ye lineer operator denir (Bayraktar, 2006).

Tamm 3.9. (Simirh Lineer Operator) X ve Y iki normlu uzay olmak iizere

bir lineer operator olsun. Eger her icin,

olacak sekilde bir sabiti varsa 7T’ye sinirli operator denir (Bayraktar, 2006).
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Tammm 3.10. (Bir Operatoriin Normu) X ve Y iki normlu uzay olmak {izere

sinirlt lineer operatdriin normu,

esitligi ile tanimlanir. 7°nin normunu olarak da ifade edilebilir

(Kreyszing, 1978).

Tamim 3.11. (lineer operatoriin ¢ekirdegi) bir lineer operator olsun.

kiimesine 7°nin sifir uzayr veya cekirdegi denir ve veya ile gosterilir
(Bayraktar, 2006).

Teorem 3.12. X ve Y aym1  cismi iizerinde iki lineer uzay ve lineer bir
operator olsun. , olarak tanimlanan
doniisiimiine 7’nin ters doniisimii denir. ’in var olmasi i¢in gerek ve yeter sart
T’nin birebir ve 6rten olmasidir. Bu takdirde,

a) ters doniisiimiiniin var olmasi igin gerek ve yeter sart

olmasidir.

b) ters doniisiimii varsa lineerdir.

c) ve varsa dir.
(Kreyszing, 1978).

Teorem 3.13. Eger normlu bir X uzayr sonlu boyutlu ise X tizerindeki her lineer

operator smirhdir (Kreyszing, 1978).

Teorem 3.14. X bir Banach uzayr ve lineer bir donistim olsun. 7°nin

stirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart "nin kapali olmasidir (Kreyszing, 1978).
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Teorem 3.15. (Banach teoremi) X ve Y iki Banach uzay1 ve simirli ve
lineer bir operator olsun. T birebir ve orten ise vardir ve sinirli lineer

operatordiir (Conway, 1985).

Teorem 3.16. (Simirhilik  Siireklilik) X ve Y iki Banach uzayi olmak iizere
lineer bir operator olsun. Bu durumda,
a) T'nin siirekli olmasi igin gerek ve yeter kosul 7°nin siirli olmasidir
b) T tek bir noktada siirekli ise her noktada siireklidir

(Kreyszing, 1978).

Tamm 3.17. (Boliim Uzay) X bir Banach uzayi ve E, X’in kapali bir alt uzay olsun.
ifadesi anlaminda tanimlansin. bagintist bir denklik

bagntisidir. Buradan da,

kiimesine x’in denklik sinifi, x’e ise bu smifin temsilcisi denir. Tim denklik
smiflarna X'in E’ye gore bolim uzayr denir. Tanimdan dolayr boliim uzayi

asagidaki gibi ifade edilir:

Ayrica,

ve

islemlerine gore bolim uzay bir vektor uzayidir (Kreyszing, 1978).
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Teorem 3.18. X bir Banach uzay1 ve E uzay1 X'in kapali bir alt uzay1 olsun. Bu
takdirde,

boliim uzay1

normuna gore bir Banach uzayidir (Bayraktar, 2006).

Tammm 3.19. (Agik Doniisiim) X ve Y iki normlu uzay olmak tizere  bir
doniistim olsun. Eger ’teki her agik kiimenin T altindaki goriintiisii Y'de agik ise

T"ye acik doniistim denir.

Doniisiim 6rten degilse bu doniisiimiin,

a) Tanmim bolgesinden Y nin igine

b) Tanim bolgesinden deger bolgesi tizerine
bir acik doniisiim olmasi arasindaki farka dikkat etmek gerekir. (b) hali (a) halinden
daha zayiftir. Ornegin, ise, X’ten Y’nin igine olan doniisiimiiniin agik
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, X’in Y’nin bir agik altkiimesi olmasidir. Buna
karsilik, X’ten deger bolgesi lizerine (ki bu X tir) olan doniisimi her zaman
aciktir. Ayrica, siirekli bir donlisimii altinda Y’deki her agik kiimenin ters
goriintiisti X’te yine bir agik kiimedir. Bu durum, T’nin X’teki agik kiimeleri Y’deki

acik kiimelere doniistiirdiigli anlamina gelmez.

Acik dontigiim teoreminin, sinirl lineer bir operatoriin hangi kosullar altinda bir agik
dontisim oldugunu ifade ettigi soylenilebilir. Diizgiin sinirlilik teoreminde oldugu
gibi burada da tamlik 6zelligine gereksinim duyulur. Bu teorem Banach uzaylarinin,
tam olmayan normlu uzaylardan neden daha etkili oldugunu ortaya koymaktadir.
Ayrica sinirli lineer bir operatoriin tersinin hangi kosullar altinda sinirl oldugunu da

gostermektedir (Kreyszing, 1978).
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Teorem 3.20. (A¢ik Doéniisiim Teoremi) ve  Banach uzaylari, orten,

lineer ve sinirh bir doniisiim olsun. Bu takdirde  agik dontstimdiir.

Bu teoremden birebir ve orten oldugunda ’in siirekli dolayisiyla siirli oldugu
elde edilir (Kreyszing, 1978).

Sonu¢ 3.21. ve Banach uzaylar, icine, lineer ve smurlt bir donilisiim
olsun. den X’e olan ters doniistimiiniin smirli olmasi igin gerek ve yeter

sart "nin Y’de kapali olmasidir (Kreyszing, 1978).
Tammm 3.22. ve iki normlu uzay olmak iizere lineer bir doniisiim
olsun. kiimesine ’nin grafigi denir.
grafigi ’nin kapali bir alt kiimesi ise  ’ye kapalidir denir (Bayraktar,
2006).
Teorem 3.23. (Kapah Grafik Teoremi) ve Banach uzaylart olmak {izere
lineer bir dontsiim olsun. 7'nin siirekli ( sinirli) olmasi i¢in gerekli ve

yeterli kosul ’nin kapali olmasidir (Kreyszing, 1978).

Tamm 3.24. (i¢ Carpim) X uzayi cismi tizerinde bir vektor uzayi

olmak tizere,

fonksiyonu asagidaki 6zellikleri sagliyorsa  fonksiyonuna X'te bir i¢ ¢arpim denir.

X vektor uzayina da i¢ garpim uzayi denir (Conway, 1985).
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Sonug 3.25. fonksiyonu Xte bir i¢ carpim olmak tizere her icin

fonksiyonu i¢ ¢arpim i¢in bir normdur. Buna i¢ ¢arpim normu denir (Conway, 1985).

Tamm 3.26. (Hilbert Uzayi) H bir i¢ carpim uzay1 olmak tizere

formiiliiyle verilen  fonksiyonu H’da bir metriktir. Bu metrige gore tam olan H

uzayina Hilbert uzay: denir (Conway, 1985).

Tamm 3.28. (Ortogonal)  bir Hilbert uzay1 ve olsun. Eger ise
ile ortogonaldir denir ve sembolii ile gosterilir (Conway, 1985).
Tamm 3.29. (Ortonormal Kiime) bir Hilbert uzay: ve olsun. Asagidaki

ozellikler saglaniyorsa E’ye bir ortonormal altkiime denir.
i. igin ,
. ve ise

H’m maksimal ortonormal kiimesi H i¢in bir bazdir (Conway, 1985).

Tamm 3.30 Bir topolojik uzay sayilabilir yogun bir alt kiime igeriyorsa ayrilabilir

olarak adlandirilir (Conway, 1985).
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4. HYERS-ULAM KARARLILIK VE BAZI LINEER
OPERATORLERIN KARARLILIK SABITLERI

Bu boliimde, once Hyers-Ulam kararliligin tanimi ve smirli lineer bir operatoriin
Hyers-Ulam kararli olmasi i¢in gerekli kosullar verilecektir. Daha sonra bazi lineer
operatorlerin kararliligi incelenecek olup, kararli operatorlerin kararlilik sabitleri

belirtilecektir.

4.1. Hyers-Ulam Kararhhk

Tammm 4.1.1. X ve Y Banach uzaylari, 7°de X’den Y’ye bir doniisim olsun. Eger

asagidaki 6zelligi saglayan bir K sabiti varsa 7"ye Hyers-Ulam kararlidir denir.

Her ve sartin1 saglayan her icin, ve

olacak sekilde bir bulunur.

Buradaki K sayist T operatorii igcin Hyers-Ulam kararlilik sabiti olarak adlandirilir.
ile T operatori igin tim Hyers-Ulam kararlilik sabitlerinin  infumumu

gosterilecektir (Takagi vd. 2003).

Bagska bir ifadeyle Hyers-Ulam kararlilik sdylenecek olursa, lineer T operatorii igin

asagidaki 6zelligi saglayan bir K sabiti varsa T operatorii Hyers-Ulam kararlidir:

Her igin sartin1 saglayan her icin bir bulunabilir
oyle ki olur. Yani,
Her icin bir bulunabilir 6yle ki (4.1)

olur (Takagi vd. 2003).

Burada T operatoriiniin sinirli lineer operatér olmast ile ilgilenilmektedir. T
operatoriiniin  ¢ekirdegi ile gosterilecektir. Ayrica boliim uzayindan

Y’ye taniml birebir olan lineer operatorii incelenecektir. Once
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(4.2)

olarak tanimlanan  operatoriiniin sinirli oldugu gosterilecektir. Bunun igin

olmak tizere,

esitsizliginin her iki tarafininda infumumu alinirsa

veya

olur. Buradan da

oldugu elde edilir. Dolayisiyla  operatori sinirlidir.

Simdi de T operatoriiniin degerler kiimesinin kapali oldugu kabul edilsin. Bu takdirde

esitligi ile tanimlanan

operatdrii birebir ve orten bir operatordiir. O halde bu operatoriin tersi vardir. Banach

teoreminden dolay1
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seklinde tanimli ters operatorii smurli ve lineer bir operatordiir. Bu operatoriin

smirliligindan da

olacak sekilde bir sabiti vardir. Bu sabitlerin infumumuna Hyers-Ulam kararlilik

sabiti denir ve bu ifade  ye esittir. O halde,

olur.

Teorem 4.1.2. X ve Y Banach uzaylar1 olmak {izere T operatorii X'den Y'ye taniml
lineer ve sinirl bir operator olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir.

a) T operatorii Hyers-Ulam kararlidir.

b) T operatoriiniin goriintii kiimesi olan R(T) kapalidir.

C) operatori siirhdir.

Ayrica a), b), ¢) kosullarindan biri (dolayisiyla hepsi) dogru ise

(4.3)

olur (Takagi vd. 2003).

Ispat: Kabul edilsin ki T operatorii K sabiti ile Hyers-Ulam kararli olsun.

Keyfi alinsin. Her icin X’te keyfi bir dizisi vardir 6yle ki
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saglanir. Buradan da

olur. O halde,

elde edilir. Bir Banach uzayinda her mutlak yakinsak seri yakinsak oldugundan

gortliir ki X”in normuna gore

serisi elemanina yakinsar. Dolayisiyla

serisi  ’a yakinsar. T operatori siirekli oldugundan

serisi
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elemanmna yakinsar. Buradan da olur. O halde kiimesi

kapalidir.

T operatoriiniin  goriintii  kiimesi olan kiimesinin kapali oldugu

varsayilsin. Hatirlanmalidir Ki

olarak ifade edilir. Gorilir Ki, esitligi vardir. operatori
’den ’ye tanimli kapali operator oldugundan kapali grafik teoremi geregi

operatorii sinirhdir.

operatOriiniin sinirli oldugu varsayilsin. Dolayisiyla

olacak sekilde bir K sabiti vardir. Bu takdirde her igin

olur. O halde bir vardir dyle ki

olur. Buradan da T operatériiniin Hyers-Ulam kararli oldugu soylenir.
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Onerme 4.1.3. X ve Y Banach uzaylari olmak iizere lineer smurli bir
operator olsun. Asagidakiler dogrudur:

a) Eger her igin olacak sckilde bir sabiti varsa T
operatoriiniin degerler kiimesi kapalidir. Dolayisiyla operatoériic Hyers-Ulam
kararhdir.

b) Eger T operatoriic Hyers-Ulam kararli ise olacak

sekilde bir  sabiti vardir.
Ispat: a) dizisi ’de bir dizi olsun. olacak sekilde oldugu
gosterilecektir.  Dolayisiyla olacak sekilde bir elemaninin  var

oldugunun gosterilmesi gerekir. dizisi yakinsak oldugundan bir Cauchy

dizisidir. O halde keyfi bir sayist alinsin. Yeterince biiyiik n,m’ler i¢in

olur. Diger taraftan

olacak sekilde bir  sabiti var oldugundan

esitsizligi elde edilir. Demek Ki dizisi bir Cauchy dizisidir. Bu takdirde
olacak sekilde bir vardir. Buradan da elde edilir. Dolayisiyla

olur.

b) Norm tanimindan

ve operatorii sinirli oldugundan
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olacak sekilde bir  sabiti vardir. Buradan da

Idugu gorilur. O halde
oldugu gorulur = olmak iizere,

olacak sekilde bir  sabiti vardir.

Uyar 4.1.4
i.  Tamimdaki kosullara gore verilen ve icin denklemi
Hyers-Ulam kararlidir.
ii. Eger siirlt lineer operator ise i kosulu suna denktir: Her ve
igin bir vardir Oyle ki olacak sekilde bir

sabiti vardir (Popa ve Rasa, 2013).

Hyers-Ulam kararlilik teorisinde énemli olan  operatdrii igin seklinde

verilen Hyers-Ulam kararlilik sabitini bulmaktir.

Simdi, bazi lineer operatorlerin Hyers-Ulam kararliligi incelenecektir. Kararl

operatorlerin de Hyers-Ulam kararlilik sabiti verilecektir.
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4.2. Baz1 Lineer Operatorlerin Hyers-Ulam Kararhhgi ve Kararhhk Sabitleri

4.2.1. Bernstein Operatorii ve Hyers-Ulam Kararhlik Sabiti

Bernstein operatorii her ve igin

seklinde tanimlanir (Altomare ve Campiti, 1994). Derecesi ’den kiigiik esit olan
tim polinom fonksiyonlarmin kiimesi olmak {izere, operatoriiniin degerler
kiimesi dir. kiimesi sonlu boyutludur yani, dir. Bir Banach
uzaymin sonlu boyutlu her alt uzay1 kapali oldugundan kapalidir. Bu takdir de

Teorem 4.1.2. geregi Bernstein operatorii Hyers-Ulam kararlidir.

Simdi  operatoriiniin normunun 1’e esit oldugu gosterilecektir:

olmak tizere

oldugundan

olur. Buradan da,
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saglanir. Bu sebeple  operatoriiniin sinirli oldugu soylenir. olmak tizere
dir. O halde,

olur.
Simdi de Bernstein operatoriiniin Hyers-Ulam kararlilik sabitini gostermek igin,

’in kapali alt uzayr olan  operatoriiniin ¢ekirdegi kolayca asagidaki gibi

belirlenir:

Buradanda  operatdrii

seklinde tanimlansin. Kolayca goriilebilir Ki,  operatorii sinirli lineer operatordiir.

Ayrica bu operator birebir ve 6rten oldugundan

, ters operatorii vardir. Banach teoremi geregi bu ters operator
seklinde tanimli

de simirli lineer operatordiir.

Ayrica Bernstein operatoriinin - Hyers-Ulam  kararlilk  sabitini  hesaplamada

kullanilacak olan Lubinsky-Ziegler teoremi verilecektir.
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Keyfi polinomu

(4.4)

formuyla tek sekilde Lorentz temsiline sahiptir. Aslinda bu Bernstein-Bezier bazinin

bir temsilidir.

n. dereceden Chebyshev polinomu  olarak gosterilsin.

esitliklerinden goriiliir Ki,

olur. Hatta olmak iizere oldugundan,

(4.5)

oldugu goriiliir. O halde,

olur. Goriilebilir ki,
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olur. Buradaki ’lar

seklindedir. Diger taraftan kosiniisiin agilimindan,

olur. Simdi icin alinip

olarak tanimlansin. Ayrica i¢in

esitliginin dogru oldugu gosterilcektir:

olsun. Bu fonksiyonun tiirevi alindiginda
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i¢in

(4.8)
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olur. olmasi demek ’in sabit olmasi demektir. Simdi
araligindan alinsin. O halde,

sonucu elde edilir. (4.5) esitligi kullanilarak,

(4.10)
yazilabilir. (4.9) ve (4.10) iligkileri dikkate alindiginda, icin
esitligi elde edilir. Denklem (4.6) ve (4.8) ile birlikte,
olur. Bu nedenle
oldugu goriiliir (Popa ve Rasa, 2013).
Teorem 4.1.5. (Lubinsky ve Ziegler, 1990) alinsin ve p (4.4) ile temsil
edilsin.

(4.11)
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esitsizligi saglanir. Esitlik durumu ancak ve ancak p’nin ’in sabit bir kati

oldugunda saglanir.

Teorem 4.2.1.2 Her say1s1 i¢in Bernstein operatoriiniin Hyers-Ulam kararlilik

sabiti

formiilii ile verilir (Popa ve Rasa, 2013).

Ispat: ve icin

operatori

seklindedir.

olsun.  polinomu Bernstein-Bezier temsilinde yazilsin:

Ote yandan
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oldugundan, bu iki polinom karsilastirildiginda, olmak {izere

elde edilir. Simdi de, her — - araliginda f fonksiyonu su sekilde tanimlansin:

Buradaki ve ’lar, tamimlanan fonksiyonun araliginda siirekli olacak

sekilde secilir. Bernstein operatoriiniin Hyers-Ulam kararlilik sabiti i¢in

seklinde ifade edilen operatoriiniin normuna bakildiginda,

olmak tizere

elde edilir. Lubinsky-Ziegler Teoremine gore

saglanir. Diger taraftan
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bagintis1 vardir. Son olarak da

elde edilir. O halde

sonucuna varilir.

4.2.2 Stancu Operatorleri

ve olmak tizere Stancu operatorii,

seklinde tanimlanir (Altomare ve Campiti, 1994). Bu operatoriin degerler kiimesi,
sonlu boyutlu oldugundan Stancu operatorii Teorem

4.1.2 geregi Hyers-Ulam kararhidir. Agiktir Ki olmasi durumunda her
icin operatorii n. dereceden Bernstein operatoriidiir. Bu dogrultuda Stancu
operatorii Bernstein operatoriiniin daha genel halidir. Kolayca gorilebilir ki bu

operatdriin ¢ekirdegi asagidaki gibidir:

Simdi de
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operatorii tanimlansin. Daha 6nce de goriildiigii lizere,  operatorii sinirli lineer

operatordiir. Ayrica  operatori birebir ve orten oldugundan

, ters operatorii vardir. Banach teoreminden dolay1 bu operator
seklinde tanimli

siirl lineer operatordiir.

Teorem 4.2.2.1 Her dogal sayisi igin Stancu operatoriiniin Hyers-Ulam kararlilik

sabiti asagidaki esitlikle saglanir:

(Popa ve Rasa, 2014).

ispat: Bir polinomu alimsin ve bu polinom Bernstein-Bezier temsilinde
yazilsin:
Pargal1 siirekli fonksiyonu su sekilde tanimlansin:

32



olmak tizere

olur.

operatoruntin hormu

seklinde tamimlanir. Cekirdekten elde edilen  fonksiyonu

noktalarinda sifir oldugundan

oldugu sdylenilebilir. Buradan da

olur. Lubinsky-Ziegler Teoreminde oldugundan
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olur. Yani,

(4.12)
sonucuna vartlir. Diger taraftan olmak iizere, alinsi. Lubinsky-
Ziegler Teoremine gore ve igin olur. Sonug olarak

(4.13)

olur. (4.12) ve (4.13) esitsizliklerinden

elde edilir. Simdi maksimum hesabina bakildiginda, icin

alinsin. Buradan
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oldugu gortiliir ve

esitsizligi ancak ve ancak oldugunda saglanir. Gergektende

oldugu goriilebilir. Buradan da

oldugu goriiliir. Eger n tek say1 ise B
olur. Dolayisiyla
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sonucuna varilir.
4.2.3 Kantorovich Operatorleri
Her ve olmak tzere her

ve icin n. dereceden Kantorovich operatorleri su sekilde tanimlanir
(Altomare ve Campiti, 1994):

operatoriiniin - goriintii  kiimesi dir ve oldugundan
Kantorovich operatorleri Teorem 4.1.2 geregi Hyers-Ulam kararlidir. Kolayca

goriilebilir ki’ in gekirdegi

esitligi ile belirlenir. Daha 6nce de goriildigi tizere,

seklinde tanimli  operatori sinirlt lineer operatordiir. Bu operator birebir ve 6rten

oldugundan
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seklinde tanmimli ters operatorii vardir. Banach teoreminden dolayr da bu

operatdr smirl lineer operatordiir.

Teorem 4.2.3.1 Her dogal sayis1 i¢in, Kantorovich operatoriiniin Hyers-Ulam

kararlilik sabiti i¢in asagidaki esitlik saglanir:

(Popa ve Rasa, 2014).
4.2.4 King Operatorii
olmak tzere , ’de tanimli siirekli fonksiyonlarin bir dizisi ve

her icin Klasik Bernstein operatoriiniin genellestirilmesi olan pozitif lineer

King operatorii

seklinde tamimlanir  (King, 2003). Gorildigi  izere, ve
dir. Dolayisiyla King operatorleri Teorem 4.1.2 geregi Hyers-Ulam kararhdir.

Kolayca goriiliir ki operatoriiniin ¢ekirdegi asagidaki gibidir:

Buradan da
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seklinde  operatorii tanimlansin. Daha 6nceden de goriildiigii tizere bu operator

sinirlt lineer operatordiir. Ayrica  operatdrii birebir ve 6rten oldugundan,

seklinde taniml ters operatorii vardir. Banach teoreminden dolay1 bu operator de

siirli lineer operatordiir.

Teorem 4.2.4.1 King operatorlerinin Hyers-Ulam Kararlilik sabiti i¢in asagidaki

bagint1 saglanir:

(Mursaleen ve Ansari, 2015).

4.2.5 Kantorovich-Stancu Operatorleri

ve olmak {izere icin Kantorovich-Stancu

operatoru ,

seklinde tanmimlanir (Barbosu, 2004). Gorildigi iizere, ve

dir. Dolayisiyla Kantorovich-Stancu operatorleri Teorem
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4.1.2 geregi Hyers-Ulam kararlidir. Kolayca goriilebilir ki Kantorovich-Stancu

operatoriiniin ¢ekirdegi asagidaki gibidir:

Buradan da

seklinde tanimli operatorii sinirli lineer operatordiir. Bu operator birebir ve
orten oldugundan

seklinde tanimli ters operatorii vardir. Banach teoreminden dolayr da bu

operator sinirl lineer operatordiir.

Teorem 4.2.5.1 Kantorovich-Stancu operatorlerinin Hyers-Ulam kararlilik sabiti i¢in

asagidaki esitlik vardir:

(Mursaleen ve Ansari, 2015).
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4.2.6 Bernstein-Schurer Operatérleri

olmak iizere kompleks Bernstein-Schurer operatdorii ,

olarak tanimlanir (Anastassiou ve Gal, 2009). Yine ve

oldugu  goriilebilir.  Dolayisiyla  Bernstein-Schurer
operatorleri Teorem 4.1.2 geregi Hyers-Ulam kararhidir. Kolayca goriilebilir ki

operatdriiniin ¢ekirdegi,

esitligi ile belirlenir. Buradan da,

seklinde taniml operatorii sinirli lineer operatordiir. Bu operatdr birebir ve

orten oldugundan

seklinde tanimli ters operatorii vardir. Banach teoremi geregi bu operator de

sinirlt lineer operatdrdiir.
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Teorem 4.2.6.1 Bernstein-Schurer operatoriiniin Hyers-Ulam kararlilik sabiti igin

asagidaki esitlik vardir:

(Mursaleen vd., 2015).

4.2.7 Kantorovich-Schurer Operatorleri

olmak tizere ve icin kompleks Kantorovich-Schurer operatorii,

seklinde tanimlanir (Anastassiou ve Gal, 2009). Daha 6nce de goriildigii gibi
ve dir. Dolayisiyla Kantorovich-Schurer
operatorleri Teorem 4.1.2 geregi Hyers-Ulam kararhidir. Kolayca goriilebilir Ki

Kantorovich-Schurer operatoriiniin ¢ekirdegi,

esitligi ile belirlenir. Buradan da
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seklinde tanimli operatorii siirli lineer operatordiir. Bu operator birebir ve

orten oldugundan

seklinde tanmimli ters operatorii vardir. Banach teoreminden dolayr da bu

operator siirl lineer operatordiir.

Teorem 4.2.7.1 Kantorovich-Schurer operatoriiniin Hyers-Ulam kararlilik sabiti i¢in

asagidaki esitlik vardir:

(Mursaleen vd., 2015).
Buraya kadar Hyers-Ulam kararli olan operatorler ve bu operatorlerin kararlilik
sabitleri verildi. Lineer ve sinirli olan bu operatorler sonlu boyutlu olduklari i¢in
kararhdirlar. Simdi de kararli olmayan operatorler ile ilgilenilecektir.
4.2.8 Szasz-Mirakjan Operatorleri

uzayl; araliginda tanimli reel degerli ve siirli tim  siirekli

fonksiyonlarin uzayr olmak iizere, her ve icin n.

dereceden Szasz-Mirakjan operatorii,
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seklinde tamimlanir (Altomare ve Campiti, 1994). Kolayca goriilebilir ki Szasz-

Mirakjan operatoriiniin ¢gekirdegi,

esitligi ile belirlenir. Simdi de bu operatoriin sinirliligi incelenecektir:

oldugundan Szasz-Mirakjan operatoriiniin sinirli oldugu sdylenir. Ayrica gorildigi

tizere bu operat6r sonsuz boyutludur.

Teorem 4.2.8.1 Her icin Szasz-Mirakjan operatorii Hyers-Ulam kararl
degildir (Popa ve Rasa, 2013).

Ispat: Farz edilsin ki bir icin Szasz-Mirakjan operatorii Hyers-Ulam

kararlidir. O halde olmak tizere her ve igin

olacak sekilde bir K sabiti vardir. Goriilebilir Ki

esitligi vardir. Bu yiizden
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olacak sekilde bir vardir. Simdi de her _ — igin

seklinde tanimlanan fonksiyonu alinsin. Buradan goriiliir Ki
olmak iizere f fonksiyonu — - ve - — araliklarinda lineerdir. Her
i¢in,

olur. Buradan da_ oldugu kolayca goriilebilir. Bundan dolayi
olacak sekilde vardir. Fakat - oldugundan

sonucuyla bir geliski elde edilmis olur. O halde kabul edilen yanlis olur. Yani Szasz-
Mirakjan operatorii Hyers-Ulam kararli degildir.
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4.2.9 Beta Operatorii

Her ve olmak lzere i¢in Beta operatorti,

seklinde tamimlanir (Lupas, 1972). Kolayca goriilebilir ki Beta operatoriiniin
cekirdegi,

esitligi ile belirlenir. Simdi de bu operatoriin sinirliligr incelencektir:

oldugundan Szasz-Mirakjan operatdriiniin sinirli oldugunu sdyleriz. Goriildiiga tizere
bu operator sonlu boyutlu degildir.

Teorem 4.2.9.1 Her icin Beta operatoric , Hyers-Ulam kararli degildir
(Popa ve Rasa, 2013).

4.2.10 Kantorovich-Szasz-Mirakjan Operatorleri

Hatirlansin ki igin n. dereceden Szasz-Mirakjan operatorii
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seklinde tamimlanmisti. Szasz-Mirakjan operatoriiniin Kantorovich versiyonu da

olarak tanimlanir (Altomare ve Campiti, 1994). Kolayca goriilebilir ki Kantorovich-

Szasz-Mirakjan operatoriiniin ¢ekirdegi,

esitligi ile belirlenir. Simdi de bu operatoriin sinirliligi incelenecektir:

oldugundan Kantorovich-Szasz-Mirakjan operatoriiniin - siirli  oldugu sdylenir.

Ayrica goriildiigii lizere bu operatdr sonsuz boyutludur.

Teorem 4.2.10.1 Her dogal sayisi igin Szasz-Mirakjan operatoriiniin Kantorovich
versiyonu olan operatorii Hyers-Ulam kararli  degildir (Mursaleen ve Ansari,
2015).
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5. HYERS-ULAM KARARLILIGA ILiSKiN BAZI ORNEKLER

Bu boliimde, Volterra operatorii ile Hilbert uzayinda tanimli sonlu boyutlu bir
operatoriin Hyers-Ulam kararlilig: incelenecektir. Oncesinde, kararlilig: incelenecek

Volterra operatorii i¢in bir kag 6n bilgi verilecektir.

Tammm 5.1. (Kompakthk ve 6n kompakthk) X bir Banach uzayr ve , ’in bir alt
kiimesi olsun. Eger K’daki her dizisinin K’nmin bir elemanina yakinsayan
yakinsak bir alt dizisi varsa K’ya kompakttir denir. Ayrica kapanist kompakt olan
kiimelere 6n kompakttir denir (Conway, 1985).

Tamm 5.2. (Lokal kompakt vektor uzayr) Eger bir topolojik vektor uzayinda
sifiri, kapanisi kompakt olan bir komsulugu varsa bu vektor uzayna lokal kompakt
vektor uzay: denir (Rudin, 1973).

Teorem 5.3. Her lokal kompakt topolojik vektor uzayr sonlu boyutludur (Rudin,
1973).

Tammm 5.4. (Kompakt operator) X ve Banach uzaylar1 olmak {izere
lineer bir operator olsun. Eger T operatorii X’te smirlt bir kiimeyi "nin 6n kompakt
(kapanist kompakt) bir kiimesine donistiiriirse T’ye kompakt operator denir.

Tanimdan da anlasildig1 tizere her kompakt operatér sinirlidir (Conway, 1985).

Onerme 5.6 X bir Banach uzay1 ve kompakt bir operatdr olsun. Eger 7nin
degerler kiimesi kapaliysa T sonlu boyutludur (Rudin, 1973).

Ispat: X'te sifirin bir komsulugu olan acik kiimesi alinsin.

Agik doniisiim teoreminden dolay1 bir agik kiimedir. Ayn1 zamanda kiimesi

b

vektor uzayinda sifirin bir komsulugudur. T kompakt operatér oldugu igin n

kapanisi olan kiimesi kompakttir. vektor uzayinda sifirin, kapanist kompakt
bir komsulugu var oldugundan Tanim 5.2 geregi lokal kompakttir. O halde

Teorem 5.3 ten de  ’nin sonlu boyutlu oldugu goriiliir.
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Sonug 5.7. Bir Banach uzayinda kompakt bir operatoriin Hyers-Ulam kararli olmasi

icin gerek ve yeter sart sonlu boyutlu olmasidir.

Teorem 5.8. (Arzela-Ascoli Teoremi) ailesinin 6n kompakt olmasi igin

gerek ve yeter kosul asagidakilerin saglanmasidir.

1. Bir sabiti vardir 6yleki her icin dir. (Dilizgiin sinirhilik)
2. Her igin bir bulunur ki, iken her
icin olur. (Es diizgiin siireklilik)

(Conway, 1985).

5.1. Volterra Operatorii

Sinirh lineer

Volterra operatorii asagidaki gibi tanimlanir: Her ve i¢in

(Conway, 1985).

Onerme 5.1.1. Volterra operatorii, ’de kompakt bir operatordiir ve sonsuz
boyutludur.
Ispat: ailesi ’in diizgiin siurl bir ailesi olmak tizere

kiimesi alinsin.

48



1. Bir sabiti vardir 6yleki her igin olmak tizere,

olur. Bundan dolayr da  ailesi diizgiin sinirhdir.

2. olarak tanimlansin. Keyfi alinsin ve da

— olarak seg¢ilsin. Her icin iken
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olur. Buradan ailesinin es diizglin siirekli oldugu  gorilir.  Arzela-Ascoli
teoreminden dolay:1 ailesinin 6n kompakt oldugu séylenir. O halde siirli  bir

kiimeyi 6n kompakt bir kiimeye doniistiiren Volterra operatorii kompakttir.
Bir Banach uzayinda her n dogal sayisi i¢in en az n tane lineer bagimsiz vektor
bulunursa bu uzay sonsuz boyutludur. O halde, de keyfi n dogal sayisi

igin lineer bagimsiz vektorler oldugu igin sonsuz boyutludur.

Bunun disinda

esitliginden anlasilir  Ki; vektorleri  Volterra operatoriiniin
degerler kiimesindendir. Bu vektorler lineer bagimsiz vektorler oldugu igin Volterra
operatorii sonsuz boyutludur.

Bu yiizden de, Sonug 5.7.’den dolay: Volterra operatorii Hyers-Ulam kararli degildir.

5.2. Hilbert Uzaymda Sonlu Boyutlu Operatoriin Hyers-Ulam Kararhhik Sabiti

H ayrilabilir bir Hilbert uzayr olmak iizere vektorler ailesi H’da ortonormal

bir taban olsun. Bir n dogal sayisi igin,

operatori

olarak tamimlansin. Bu operatoriin  degerler kiimesi sonlu  boyutludur

yani dir. Bu sebeple  operatorii Hyers-Ulam kararlidir.

Burada 6nemli olan  operatoriiniin Hyers-Ulam kararlilik sabitini bulmaktir.
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Teorem 5.2.1.  operatoriiniin Hyers-Ulam kararlilik sabiti igin

esitligi saglanir.

Ispat: operatoriiniin - ¢ekirdegi olmak {izere, ler lineer

bagimsiz oldugu i¢in

olur. O halde  operatoriiniin Hyers-Ulam sabitini bulmak i¢in,

seklinde tanimli sinirhi, lineer, birebir ve orten operatoriiniin tersi olan

operatdriiniin normuna bakilacaktir. Bir operatoriin normunun tanimindan

olur. Hatirlanmalidir Ki,

esitligi vardir. Diger taraftan demek,

esitliginin saglanmasidir. Hilbert uzaylarmin genel teorisinden vektori tek sekilde

asagidaki gibi yazilir:
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Simdi de

olarak ifade edilsin. Yine Hilbert uzaylarinin genel teorisinden

olmak iizere oldugundan

olur. Buradan da

esitligi saglanir. O halde,

olur. ifadesinin minimum degeri
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olmasi durumunda

oldugunda elde edilir. Bu takdirde,

olur. Diger taraftan

esitligi vardir. O halde bu iki esitlikten dolayi

bulunur.
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6. SONUC ve ONERILER

X ve Y Banach uzaylar1 olmak {izere T operatorii X'den Y'ye tanimli siurlt ve lineer
bir operator olsun. T operatoriiniin degerler kiimesi kapali ise T operatoriiniin
Hyers-Ulam kararli olacagt 4. Bolimde gosterilmisti. ve bir Banach
uzaymin sonlu boyutlu her alt uzayir kapali olacagindan ’nin sonlu boyutlu
olmasi durumunda T operatoriiniin Hyers-Ulam kararli olacagi sdylenir. Yani,
Banach uzaylarinda tanimli siirli ve lineer bir operatoriin Hyers-Ulam kararli olmasi

i¢in o operatoriin sonlu boyutlu olmasi gerektigi sonucuna ulagsmis olur.

Ayrica kararli olan bir T operatoriiniin kararlilik sabitini bulmak igin; 4. Boliimde

ifadelendirilen smirli, lineer, birebir ve orten olan

seklinde tanmimli  operat6riin tersi olan ve

seklinde ifade edilen operatoriin normunu bulmak yeterli olacaktir. Yani T

operatoriiniin Hyers-Ulam kararlilik sabiti olur.
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