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OZET

BOOLE CEBIRLERI VE STONE UZAYI

KONU, Gokhan
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Boliimii
Tez Yoneticisi: Yrd. Dog. Dr. Tahsin ONER
Haziran 2010, 69 sayfa

Giris boliimii dahil bu tez, esas olarak yedi boliimden olugsmaktadir.

2. boliimde; cebir ve topolojinin kisa bir tanitimi yapiliyor. 3. boliim Boole
cebirlerinin cebirsel tanimlar1 ve karsilik gelen temel 6zelliklerini igerir. 4. boliim
atomlarla, diger bir deyisle, Boole cebiri lizerinde siralamaya gore sifir-olmayan
elemanlarla, ilgilidir. 5. bolim Boole cebirlerinin  homomorfizmalari,
izomorfizmalar ve alt cebirleri ile ilgilidir.

Ideallerin ve siizgeglerin incelenmesi 6. béliimiin hedefidir. Bu béliimde

dikkatimizi maksimal siizgeglere ve ultrasiizgeclere yogunlastirmaliyiz, bunlar

maksimal ideallere ve {0,1} Boole cebirindeki .4 nin homomorfizmalarina

karsilik gelir. Bu homomorfizmalarin kiimesi bir topolojidir. Bu topolojiye .4 nin

Stone uzay1 denir ve bu uzayi tezin son boliimiinde ele alacagiz.

Anahtar sozciikler: Boole cebirleri, Stone uzay1
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ABSTRACT

BOOLEAN ALGEBRAS AND STONE SPACE

KONU, Gokhan
Master Thesis in Mathematics Department
Supervisor: Asst. Prof. Tahsin  NER
June 2010, 69 pages

In addition to Introduction the thesis consists essentially of seven chapters.

Chapter 2 starts with a brief presentation of algebra and topology. Chapter
3 contains the algebraic definitions and corresponding basic properties of Boolean
algebras. Chapter 4 is devoted to atoms: non-zero elements that are minimal with
respect to the order on the Boolean algebra. In Chapter 5 we are interested in
homomorphisms, isomorphisms and subalgebras of  Boolean algebras.

Study of ideals and filters is the objective of Chapter 6. Particular attention
is paid to maximal filters or ultrafilters, which correspond to maximal ideals, but

also correspond to homomorphism of .4 into the Boolean algebra {0,1}. The set

of these homomorphism is given a topology. It is called the Stone space of A

which is studied in the last chapter.

Key words: Boolean algebras, Stone space.
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1. GIRIS

Onermeler hesabmin  mantiksal denk formiillerini belirledigimizde,
degillemeye, evetlemeye ve veyalamaya karsilik gelen bir 1-1i islem ve iki 2-li
islemin tanimlandig1 bir kiime elde ederiz. Bu yolla elde edilen yapi Boole
cebirine bir ornektir. Boole cebirine diger bir drnek, birlesim, kesisim, tiimleyen
islemleriyle birlikte verilen bir kiimenin altkiimelerinin kiimesi yardimiyla
verilebilir.

Boole cebirini incelemenin ¢esitli yollar1 vardir. Halka veya sirali kiimeler
gibi iki cebirsel gosterilimle basgladigimizda, bu boliimiin sonunda bir topolojik
gorilis agisini benimseyebilecegimizi gorecegiz: Her Boole cebiri bazi kompakt,
hem acik ve hem de kapali olan sifir-boyutlu uzayin alt kiimelerinin kiimesi ile
tanimlanabilirdir.

Bolim 3 cebirsel tanimlar ve karsilik gelen temel 6zellikleri igerir. Bir
Boole cebiri her elemani kendi karesine esit olan bir halkadir, fakat bir dagilmali
tiimlenmis kafesdir, yani asagidaki 6zelliklere sahip bir sirali kiimedir:

(a) Bir bir en kiigiik ve en biiyiik eleman1 vardir.

(b) Her bir eleman ikilisinin bir bir en kii¢iik ve en biiytlik alt sinir1 vardir,

bu igslemlerin her biri digerine gore dagilmali olmalidir.

(c) Her elemanin bir tiimleyeni vardir.

Bu iki goriis acisinin denkligini verecegiz.

Boliim 4 atomlarla, diger bir deyisle, Boole cebiri iizerinde siralamaya
gore sifir-olmayan elemanlarla, ilgilidir. Bu 6nemli notasyon bir¢ok Ornekte
karsimiza ¢ikar.

Boliim 5 Boole cebirlerinin homomorfizmalariyla ilgilidir. Cebirde oldugu
gibi, bu homomorfizmalarin ¢ekirdekleri (bu baglamdaki idealler) énemli bir rol
oynar. Bir 4 Boole cebirini bir kafes gibi gdzoniinde bulundurdugumuzda,
ideallerle ¢aligmamay1 fakat daha ziyade (bir idealin elemanlarinin tiimleyenlerini
alarak elde edilen) siizgeglerle calismayi tercih ederiz. Ideallerin ve siizgeclerin bu
incelenmesi Boliim 6 nin hedefidir. Bu boliimde dikkatimizi maksimal siizgeglere

ve ultrasiizgeclere yogunlastirmaliyiz, bunlar maksimal ideallere ve {0,1} Boole

cebirindeki .4 nin homomorfizmalarina karsilik gelir. Bu homomorfizmalarin

kiimesi bir topolojidir. Bu topolojiye A nin Stone uzayi denir ve bu uzay1 tezin



diger boliimlerinde ele alacagiz. Bolim 1 deki topolojiyi kullanarak onermeler
mantiZinin kompaktlik teoremi ile mantiksal denk formiillerin denklik siniflarinin

Stone uzayimin kompaktligiyla baglantili oldugunu kanitlayacagiz.



2. CEBIR VE TOPOLOJININ YENIDEN iNCELENMESI

2.1 Cebir

Birimli degismeli A = <A, +,%,0, 1) halkasin1 g6z 6niinde bulunduralim.

Bir halkada oldugu gibi, 01 kabul edecegiz. 4 nin a ve b gibi iki

elemaninin ¢carpimin1 a xb veya ab notasyonuyla gostericegiz.

Tamim 2.1.1 A nin bir ideali asagidaki kosullar ger¢eklenecek bicimde A nin bir

1 alt kiimesidir (Burris and Sankappanavar, 1981):
(a) (1, +,0), (4,+,0) nm bir alt grubudur;

(b) Vxel veVyeAdigin xxyel dir.

A kiimesinin kendisinin bu kosullar1 ger¢ekledigi agiktir. A dan farkli A

nin bir ideali bir 0z ideal (proper ideal) olarak adlandirilir. A nin bir / idealinin 6z

ideal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul 1¢ [ dir. (/ =A4 ise o zaman 1€/ dir; 1€ [

ise A nin her y elamani igin 1xy = ye [ dir, boylece A4 =1 dir.)

Burada 6z ideali gdzoniinde bulunduracagiz. Simdiye kadar .4 nin bir

ideali yukaridaki iki kosulu ve
c)1el
kosulunu saglayan A nin bir / alt kiimesidir.

Bu bakis agisini benimsemek bazen uygun olmayabilir: 6rnegin, A nin

verilen iki / ve J idealleri i¢cin hem / hem de J yi iceren bir en kii¢iik ideal
olmayabilir ¢ilinkii genellikle bu rolii oynayan / ve J ideallerinin toplanu

I +J={xeAdA:(Fyel)(Fzed)(x=y+z)}
da bir 6z ideal olmayabilir. Ornegin, Z tam sayilarinin halkasinda, 2Z (2 nin

carpimlarinin kiimesi) ve 37Z ideallerinin toplami, Z par¢alanmamis halkasidir.

Bir ideal herhangi bir diger ideal tarafindan kesin icerilmiyorsa, o zaman

bu ideal maksimaldir.



Teorem 2.1.2 Birimli degismeli bir halkada her ideal en az bir maksimal idealde

igerilir.

Kamt Ispatta Zorn Lemmasin1 kullanacagiz. /, A halkasinda bir ideal olsun.
E={JeP():Jbirideal ve I < J },

I y1igeren A daki idealler kiimesini gostersin. <&, <> sirali kiimesinde en az bir

maksimal elemanin varligim1 kanitlayabilirsek, o zaman teoremi kanitlayabiliriz.
Bunun i¢in bu sirali kiimenin bos olmadigini (bu / € & den dolayi agiktir) ve &
nun her bos olmayan tam sirali alt kiimesi & da bir {ist sinira sahip oldugunu
gostermek yeterli olacaktir. Bu nedenle X, kapsama bagintistyla tam sirali olan &

nun bir alt kiimesi olsun. X in bostan farkli oldugunu kabul edelim. /;, X in
elemanlarinin birlesimi olsun: /,= UJGXJ . X bostan farkli oldugundan ve X in
herhangi bir elemani / y1 igerdiginden, 7, I, da igerilir. Béylece 0 € / dir. x ve y,
I, 1n elemanlar ise 0 zaman x€ K ve yeJ olacak sekilde X de J ve K 1idealleri
vardir. X tam sirali oldugundan, ya Jc K ya da K< J dir. Omegin, ilk durumda,
xeK ve yeK dir, bu nedenle x—yeK ve x-yel, dir. Buradan <IO,+,0>,
<A,+, 0> in bir alt grubu oldugu sonuglandirilir. ilave olarak, xe I,ve ye 4 ise o
zaman bir en kiigiik Je X ideali i¢in, xeJ elde ederiz. Boylece xyeJ ve xye I
dir. Sonug olarak, 1¢ /; dir. Karsit durumda, 1, X in elemanlarinin birine ait

olacaktir, bu ise miimkiin degildir. O halde [, / y1 igeren A nin bir ideali olur. X

deki her bir Ji¢in, J< I, dir, yani /,, & dadir ve X zinciri igin bir {ist sinirdir.[]

I, A halkasinda bir ideal olsun. 4 iizerinde kongrans modulo / olarak

adlandirilan =, denklik baglantisini asagidaki gibi tanimlayalim:
Herx,ye Agin,x= y < x—-yel.

a, ac€ A elamaninin denklik smifin1 gdstersin. 0=/ dr. Kongrans
modulo 7, + ve x halka islemleri ile uyumludur, diger bir deyisle, 4 nin a, b, ¢, ve
d elemanlart igin

a=,c ve b=,d ise,ozaman a+b=,c+d ve axb=,cxd



dir. Bu bize denklik smiflarinin A/ =, kiimesi lizerindeki, 4 nin her x, y elemam

icin, asagidaki gibi tanimli iki iglem tanimlamamiza olanak saglar:

X+y=x+y ve XXy =XxXY.

A/=, kiimesi tizerindeki bu iki iglem A nin / ideali ile tanimlanan bdlim halkasi
olarak adlandirlan birimli (/ sifir eleman ve 1 birim elemandir) degismeli bir
halka yapisini verir ve .A/=, yerine A/ ile gosterilir. Buna iyi bilinen, n>2 bir

dogal say1 olmak tizere, Z/nZ halkasi drnek olarak verilebilir.

Teorem 2.1.3 A/ boliim halkasinin bir cisim olmasi igin gerek ve yeter kosul, /

nin bir maximal ideal olmasidir (Burris and Sankappanavar, 1981).

Kamit / nin maxsimal olmadigin1 kabul edersek, / — J (siki kapsama) olacak
./.

sekilde .4 nin bir J idealini segebiliriz. a, / ya ait olmayan J nin bir elman1 olsun.

a#1 dir. Bu nedenle a bolim halkasinin sifirdan farkli bir elemandir. Bu
eleman tersinir olsaydi, @xb =1 olacak sekilde bir be A elemam mevcut

olurdu, o zaman ab=,1, veya denk olarak, ab—1e/, dolayisiyla ab—-1€J
oldugu anlamina gelmez. Boylece ab—(ab—l) =1 farki J ye ait olacakti. Bu ise
miimkiin degildir. O halde A/I halkasinda sifirdan farkli, tersinir olmayan bir
kiigiik eleman vardir ve bu nedenle A/I bir cisim degildir.

Simdi 7 nin maximal oldugunu kabul edelim. a, A nin @#0 (yania ¢ I)
olacak sekilde bir elemani olsun. Amacimiz @ nmin A// bdliim halkasinin bir
tersinir elemani oldugunu gostermektir.

K={xeA:(EIyeA)(Elze])(x=ay+z)}
kiimesini ele alalim. <K,+,0>, <A,+,0> nin bir alt grubudur. Herseyden once,
0cK dir giinkii 0=(ax0)+0 dir, ayrica x, €K ve x,e K ise o zaman

X, =ay,+z, ve x,=ay,+z, olacak bicimde 4 da y, ve y, elemanlarin
bulabiliriz; buradan

X=X, :a(yl _y2)+21 2



elde ederiz. y,—y,€Ad ve z —z,el dir, boylece x,—x, €K olur. Diger
taraftan, xe K ve zeAd ise, o zaman xteK dir; gergekten x=ay+z ve
boylecext = a(ty)+1zyeA olacak sekilde ye 4 ve zel elemanlari vardir fakat

tye A ve tz el den dolay1 xt € K dir. Bu bir idealin tanimidaki ilk iki kosulun K
ile gergeklendigini gosterir. Eger ti¢lincii kosul gergeklenseydi, K, A da bir ideal
olurdu. Ama K kiimesi / y1 siki kapsar: Gergekten / nin her x elemani
x=(ax0)+x bigiminde yazilabilir ve bdylece K ya da ait olur. (ax1)+0 olarak
yazilabilen a elemant K ya ait fakat / ya ait degildir. / bir maximal ideal
oldugundan, K, A da bir ideal olamaz. Buradan 1€ K sonucunu elde ederiz.
Boylece
ay+z=1

olacak sekilde iki ye 4 ve zel eleman: bulabiliriz. O halde 1-ay=z€el

veya, denk olarak, =, bagntis1 i¢in denklik simiflarma gecerek 1 - ay=0 ve

axy =1 yazabiliriz. Bu yiizden @ elemani.A// bélim halkasi iginde bir ters
elamana sahiptir.
Boylece bu halkanin sifirdan farkli her elemaninin tersinir oldugunu

gosterdik. O halde A/I bir cisimdir. [

2. 2 Topoloji

X bir topolojik uzay ve Y, X in bir alt kiimesi olsun. Y, bu topolojide X in
acik alt kiimelerinin Y ile kesisimleri acgik kiimeler olarak alinmasiyla, X
topolojisini igeren Y iizerinde bir topolojiyi verir. Diger bir deyisle, bir Q c Y alt
kiimesinin ~ induced  topolojide  agik  olmast i¢in X  {izerindeki
topoojide Q = O MY olacak sekilde bir O agik kiimesinin olmas1 gerek ve yeter
kosuldur. Y iizerindeki induced topolojinin kapali kiimelerinin X in kapali alt
kiimelerinin Y ile kesisimi oldugunu agiktir. Bir X topolojik uzayinin alt uzayi ele
alindiginda bu included topolojisinin bir alt kiimesi anlagilir (Adams and
Franzosa, 2008).

Bir X topolojik uzayimmin acik kiimeleri i¢in bir baz, topolojideki agik

kiimelerin bir (O )ie] ailesidir oyle ki her agik kiime bu ailenin ag¢ik kiimelerinin

i

bir birlesimidir. Diger bir deyisle, her acik G kiimesi iginG:UieJ O, olacak



sekilde en az J < I bir altkiimesi vardir. Bir topolojik uzayin ac¢ik kiimeleri igin
bir baz secildiginde, bu bazin elemanlar1 temel a¢ik kiimeler olarak adlandirilir.
Temel agik kiimelerin X deki tiimleyenlerine temel kapali kiimeler denir ve her bir
kapali kiime temel kapali kiimelerin kesisimi oldugu agiktir. Reel sayilarin R
kiimesi tizerindeki alisilmis topoloji igin, sinirhi agik araliklar, yani reel sayilar

kiimesi tlzerindeki genel topolojisi i¢in sinirlandirilmis agik araliklar  (yani,

aceR, beR vea<b olmak lizere ]a,b[ formundaki araliklar) acik kiimeler i¢in

bir baz olusturur. Ayrica, herhangi bir topolojik uzayda tiim acik kiimeler

ailesinin agik kiimeler i¢in baz oldugu agiktir.

Lemma 2.2.1 Eger (Oi )ie ,» X topolojik uzayinin agik kiimeleri i¢in bir baz ve ¥, X

in bir altkiimesi ise, o zaman (OimY ) , ailesi Y lizerinde X in topolojisi

ie

tarafindan igirilen topolojinin bir bazidir (Adams and Franzosa, 2008).

Bu X in temel acik alt kiimelerinin Y ile kesisiminin Y nin temel agik alt
kiimeleri olmas1 anlamina gelir.

X ve Y iki topolojik uzay olsun. X ten Y ye bir f donlistimiine siireklidir
denir eger ve yalniz eger Y nin her agik alt kiimesinin f* altindaki ters goriintiisii X

in bir acik alt kiimesidir. Diger bir deyisle, f/ nin siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul Y nin her agik alt kiimesi i¢in /™' [Q]= {x eX: f(x)e Q} kiimesinin X in

acik altkiimesi olmasidir.

Lemma 2.2.2 (Q,,)_, bir Y topolojik uzaymin acik alt kiimeleri i¢in baz ve f, X

den Y igine bir doniisiim olsun. f* siirekli olmak iizere her i € [ i¢in f~' [Q i] nin X

in bir agik alt kiimesi olmas1 gerek ve yeter kosuldur.

Kamt Gerek kosul siireklilik tanimindan dolay1 aciktir. Bu kosul yeterdir ¢iinkii

Q, Y nin herhangi bir agik alt kiimesi ise, 0 zaman Q) = UJEJ O, olacak sekilde
. . . . —1 -1 . -
bir J </ alt kiimesi vardir ve boylece  f [Q]ZU;EJ f [OJ} dir. Eger

/! [0,-] in tiimii X in agik alt kiimesi ise, 0 zaman £~ [Q] acik alt kiimelerin bir

birlesimi ve boylece X in bir agik alt kiimesi olur.



Tamm 2.2.3 X topolojik uzaymnin Y topolojik uzayi iizerine homomorfizmast X
den Y icine bir bijektif, stirekli bir doniisiimdiir. Bu doniisiimiin tersi ¥ den X e
stirekli bir fonksiyondur. (Bu ¢alismada bir bijektif bicontinuous doniistimden s6z

edilecektir.)

Tanim 2.2.4 Bir X topolojik uzayina Hausdorff (ya da ayrik) denir ancak ve

ancak X in her farkli x ve y eleman ikilisi i¢in x€e G ve ye H olacak sekilde

ayrik acik G ve H alt kiimeleri vardir. Bir Hausdorff uzayinin bir alt kiimesinin

Hausdorff oldugu aciktir.

Lemma 2.2.5 X Hausdorff topolojik uzay ve ¥, X in bir alt kiimesi olsun. O

zaman Y tlizerinde X i igeren topoloji ¥ yi bir Hausdorff uzay yapar.

Kamt x ve y, Y nin farkli noktalar1 ise o zaman sirasiyla x ve y yi igeren X in iki
ayrik alt kiimesiyle kesisimi sirasiyla x ve y iceren Y nin iki ayrik agik alt kiimesi

olur.l]

Tamm 2.2.6 X topolojik uzaymin bir ortisii X = Uie[ E; olacak sekilde X in alt
kiimelerinin bir (£, )I,G ,ailesidir. Eger E, lerin timi agik kiimeler ise, o zaman bir
agik ortiiden bahsedebiliriz. Bir (E, )ie] ortlisiiniin alt ortisii, kendisi X in bir

ortiisii olan (E j), , (J < 1) bir alt ailesidir. Indislerin karsilik gelen kiimeleri
je

sonlu oldugunda, sonlu bir ortii (veya alt ortiiden) bahsedilir.

Tammm 2.2.7 Bir topolojik uzayin kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter kosul,

Hausdorff olmasi ve X in her acik ortiisiinden sonlu bir alt ortii ¢ikarilabilmesidir.

Lemma 2.2.8 X bir Hausdorff uzay1 olsun. X in kompakt olabilmesi i¢in, X in
kapali alt kiimelerin (kesisimleri bostan farkli olan) her bir ailesinin kesigimi bos

olmayan sonlu bir alt aileye sahip olmas1 gerek ve yeter kosuldur.

Kamt Eger (Fl.)l,E ,» X in kapali alt kiimelerinin bir ailesi ise, ve her bir i e/ igin

F, nin X deki timleyeni O, (bir agik kiimedir) ile gosterilirse, o zaman



ﬂ F=0< Uie[ O, =X olmas1 gerektigini gozlemlemek yeterlidir. Boylece

iel !
kesisimi bos olan X in kapali alt kiimelerinin her bir ailesine X in bir agik alt

kiimesi karsilik gelir ve bunun tam tersi de dogrudur.'

Lemma 2.2.9 (Q,)_, bir X Hausdorff uzaymm agik kiimeleri igin bir baz

olsun. X in bir kompakt olabilmesi i¢in, gerek ve yeter sart temel agik kiimeler

yardimiyla X in her ortiisiinden sonlu bir alt 6rtii ¢ikartabilmemizdir.

Kamt Gerek kosul agiktir. Kosulun gergeklendigini ve (Gk) nin keyfi agik

keK
kiimelerle X in bir ortiisii oldugunu kabul edelim. Bu durumda X = UkeK G, dir,

fakat her bir G, temel agik kiimelerin bir birlesimi oldugundan, X temel agik

kiimeler ailesi (Q j)' j(J cl ) tarafindan bir Ortliye sahip olur; burada her bir
je

Q,, G, agik kiimelerinin en az birisinde igerilir. Bu nedenle, verilen varsayim

yardimiyla, bu ortiiden sonlu bir alt o6rti  cikarilabilir.  Ornegin,

X=Q,0Q U.uQ, dr §imdisirasiyla Q ,Q,,...,Q lar igeren (G, ),
ailesinden G, .G, ,...,G, acgik kiimeleri se¢mek yeterlidi. Bu durumda
X =G, VG, V..UG, olduguigin (G,),  dan sonlu bir alt ortii elde edebiliriz.

Bu ise X in kompakt oldugunu kanitlar.[]

Dogal olarak son ozellik kapali kiimeler ile ilgili olarak yeniden ifade

edilebilir:

Lemma 2.2.10 X acik kiimeleri i¢in verilen bir baziyla bir Hausdorf uzay1 olsun.
X in kompakt olabilmesi i¢in, kesisimi bos olan temel kapali kiimelerin her bir

ailesinden kesisimi bos olan sonlu bir alt aile ¢ikarmamiz gerek ve yeter sarttir.

Tanmmm 2.2.11 Aynmi zamanda agik ve kapali olan bir topolojik uzayin bir alt

kiimesi clopen olarak adlandirilir.

Tanmm 2.2.12 Clopen kiimelerden olusan bir baza sahip bir topolojik uzay sifir-

boyutlu olarak adlandirilir. Ornegin, rasyonel sayilarin Q uzayinda, ugnoktalar:
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irrasyonel sayilar olan sinirli agik araliklar dogal topoloji i¢in clopen kiimelerin

bir bazin1t meydana getirir. Boykece Q sifir-boyutlu bir topolojik uzaydir.

Lemma 2.2.13 Sifir-boyutlu bir topolojik uzay icin, clopen alt kiimelerinin

ailesi agik kiimeler i¢in baz olmasi gerek ve yeter kosuldur.

Kamt X in acgik altkiimelerinin bir bazini igeren agik kiimelerin herhangi bir
ailesinin X in acik alt kiimelerinin de bir bazi oldugu aciktir. Boylece X sifir
boyutlu ise, tiim clopen altkiimelerinin ailesi agik kiimeler i¢in bir baz olusturur.

Tersi de aciktir.[]

Lemma 2.2.14  Sifir boyutlu bir X topolojik uzaymnin her Y altuzayr sifir
boyutludur.

Kanit (0 )ie[ clopen kiimelerinden olusan X in acik alt kiimeleri i¢in bir baz

i

olsun. (O,NY) . ailesi ¥ nin agik alt kiimeleri igin bir baz olusturdugu, Lemma

iel

2.4 den, agiktir. Ama bu agik kiimeler ayni zamanda Y nin kapal1 alt kiimeleridir.[]

Tanim 2.2.15 Sifir boyutlu bir kompakt topolojik uzaya Boole uzay: denir.

Tamm 2.2.16 (X,)_, topolojik uzaylarin bir ailesi olsun. Bu ailenin [] _ X,
carpimu tiizerinde, Hie[ O, bigimindeki tiim alt kiimelerini temel acik kiimeler

alarak bir topoloji tanimlayabiliriz; burada her bir i€/ i¢in O,, X, nin bir agik

1

altkiimesidir fakat sonlu cokluktaki i i¢in O, =X, dir. Bu tiirdeki kiimelerin
birlesiminden olusan koleksiyonun kesisimler ve keyfi birlesimler altinda kapali

oldugunu gostermek kolaydlr.Hiel X, tlzerindeki topolojisi i¢in agik kiimeler

1

ailesini alarak bu kiimeler koleksiyonunu belirleyebiliriz. Bu sekilde tanimlanan
topolojiye ¢arpim topolojisi denir (Adams and Franzosa, 2008).

Tychonoff Teoremi sunu ifade eder:

Teorem 2.2.17 Kompakt topolojik uzaylarin herhangi bir ailesinin g¢arpimi

kompakt bir topolojik uzaydir.
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Simdi Bolim 7 da ele alacagimiz 6zel durumu, yani (X, ) _, uzaylar

iel

ailesindeki her bir X, nin discrete topolojili {0,1} kiimesini inceleyelim.

Bu durumda, Hier‘ carpimi / dan {0,1} ¢ doniisiimlerin {0,1}[

1
kiimesidir.

Carpim topolojisindeki temel acik kiime Q y1 elde etmek icin / daki sonlu

sayida i,i,,...,i, leri ve {0,1} den O[I,Ol.z,...,Ol.k acik kiimeleri, ve bu durumda

da{(),l} den keyfi alt kiimeleri, alalim. O zaman

Q={0,1)""*"" x0 x0, x..x0,
veya, alternatif olarak,
Q:{fe{o,l}l:f(il)e 0, vef(i,)e0, ve..vef(i,)e Q-k}
elde ederiz.

Sadece i, durumunu dikkate alalm. O, lerin birinin bos kiime oldugu

durumu g6z oniinde bulundurmak gereksizdir ¢linkii bu durumda Q = < elde
edilir.

Boylece {0,1} iizerindeki garpim topolojisinde bir temel agik kiime Q y1
meydana getirmek i¢in / da sonlu sayida i,i,,...,i, ve {0,1} de aym sayida

&,&,,...,&, elemanlarint alalim. O zaman

Q={f € {O,I}I:f(il)e & vef(iz)egi2 ve ... Vef(ik)egik}
elde ederiz.
Bu nedenle, bir temel agik kiime 7/ dan {0,1} e tiim doniisiimlerin

kiimesidir.

U {fe{O,l}[ :f(ij):l—gj}

1<j<k
oldugunu goézlemlersek, Q kiimesinin {0,1}1 deki tiimleyeni ifade etmis oluruz.

Boylece bu kiime bir agik kiime olan & temel acik kiimelerinin birlesimidir; O

halde 2 nin kapali bir kiime oldugu sonucu elde edilir.

{0,1} izerindeki topolojide temel agik kiimeler clopen kiimelerdir. Sonug

olarak, agsagidaki lemmay1 ispatlamis olduk:
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Lemma 2.2.18 {0,1}1 topolojik uzayi sifir boyutludur.

{0,1} discrete uzay1 kompakt oldugundan, Tychonoff Teoremi kullanarak,

asagidaki teoremi ifade edebiliriz:
Teorem 2.2.19 {0,1}[ uzay1 bir Boole topolojik uzayidir.

2. 3 Onermeler Hesabi i¢in Bir Uygulama

Tychonoff Teoremi Onermeler hesabi i¢in kompaktlik teoreminin ispatini

vermemizi saglar.

Kamt P Onerme degiskenlerinin bir kiimesi olsun ve F formiiller kiimesini

gostersin. Her F' € F i¢cin, A(F) ise bunu saglayan F lerin dogruluk deger

atamasini temsil etsin:
A(F) = {5e 0,1)":5(F) =1}.
Eger 4,4,,....,4, F formiliinde gecen degiskenler ise, o zaman A(F’)
kiimesinin
{5e 0,1 : 5(4) =5, ve 5(A,) =&, ve ... ve 5(A, =4, }
formundaki kiimelerinin bir birlesimi oldugunu goriiriiz, burada &, {0,1} in
elemanlaridir.

Gergekten, bir /' formiiliniin ¢ atamasi ile dogrulanmasi ¢ nimn

{Al, 4, ,.., An} kiimesinin disinda olmasi1 varsayimina bagl degildir.

Bu nedenle A(F) kiimesi {O,I}P topolojik uzayindaki temel agik

kiimelerin birlesimidir. Bu sonlu bir birlesimdir: en fazla 2" tane kiime igerir.
Boylece A(F) in kendisinin bir clopen kiime oldugu sonucu elde edilir.

Simdi gerceklenemeyen bir 7 < F formiiller kiimesini goéz Oniinde

bulunduralim. Bu ﬂFGTA(F ) nin bos kiime olmasi anlamina gelir. Boylece

(A(F )) ooy ailesi {O,I}P kompakt uzayindadir. O halde kesisimleri bos olan sonlu
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bir alt aile ¢ikartmak miimkiindiir ve ﬂpeT A(F)= olacak sekilde sonlu bir

I, T ailesi vardir. Bu ger¢eklenmeyen 7' nin sonlu bir altkiimesi olmasi

anlamina gelir.[]
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3. BOOLE CEBIRLERININ TANIMI

Tanim 3. 1 Bir Boole cebiri (veya bir Boole halkast) ¢arpma igin her bir elemani

idempotent olan {A4,+,—,x%,0,1) halkasidir (Sikorski, 1960).

Ornek 3.2 (Z/27,+,x,0,1) halkasi bir Boole cebiridir.

Ornek 3. 3 E keyfi bostan farkl1 bir kiime olmak iizere, (?(E),A,N,Q,E) halkasi
bir Boole cebiridir, buradaA ve M, E nin kuvvet kiimesi P(E) iizerinde taniml

simetrik fark ve kesisim islemleridir.

Ornek 3.4 Onerme degiskenlerinin bir P kiimesi ve formiillerin bu &nerme
degiskenleri ile iligkilendirilmis 3 kiimesini g6z oniinde bulunduralim. Mantiksal
denk formiillerin siiflarinin kiimesi olan 3/~ bolim kiimesini inceleyecegiz.

Bir F formiiliiniin denklik sinift c¢/(F’) ile gosterilecektir.

~

3 nintiim F ve G formiilleri i¢in agagidaki tanimlamay1 yapalim:
—cl(F)=cl(—=F)
c(FYAcl(G)=cl(F AG)
cl(F)vcl(G)=cl(FvG)
c(F)=cl(G)=cl(F = G)
c(F)e cd(G)=cl(F < G)
cl(F)< cl(G)=cl(F < G)
Bu 3/~ iizerindeki i¢ operatdrleri tanimlar. 3/ ~ nin <5 ve A islemlerine gore
bir Boole cebiri oldugunu gosterelim.
Onermede verilen bagmtilar ile beraber I/~ iizerinde i¢ operatorlerini

tanimlamak icin kullanilan 6nermesel baglaglarla uyumlu olan ~ lojiksel denklik

bagintisin1 ele alalim. Daha kesin olarak, tim F,G,F' ve G' formiilleri igin
cl(Fy=cl(F") ve cl(G)=cl(G") ise, o zaman cl(—F)=cl(—F') ve her bir
*e{A,Vv,=,<} i¢in c/(F*G)=cl(F'*G") dir.

A, B,C onerme degiskenleri, T bir totoloji ve L bir ¢eliski olmak tizere

(@) (ArA) = 4),
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(b) (AAB) & (BAA)),
(©) (AABAC) < (ArB)AC))

(d A=<B,B< A4

(e) (A< B),(—~4< B),(A< —B)

() A,(AAT),(AvT),(4<=T),(4=>T)
(g) 4,(4<=1),(4=>1)

(h) L,(4AA L),(4A <= —4)

(i) (AeB<=0),(4<B)<=0)

formiilleri mantiksal denktir. Bu durumda asagidaki denklik siniflar1 vardir:

oldugunu kanitlar; ayrica geligkilerin 0 smifin1 birim eleman olarak almamiza
olanak saglar ve her elemanin bu birim elemana gore bir ters elemana (kendisi)
sahip oldugunu gosterir. Bdylece (J/~,<») bir degismeli grup olur. Ustelik, A
operatorii  degismeli, birlesmeli ve < {izerine dagilmahdir. Ayrica A

idempotenttir ve bir birim elemana sahiptir, bu birim eleman totolojilerin 1

(A< B)~ (B> A) ((d) den dolayn);
(A B) <> C)~ (A (B> C))  ((e) ve (i) den dolayi)

(ArLl)~ 4 ((g) ve (d) den dolay1)
(A< A)~L ((h) ve (e) den dolay1)
(AAB)~(BAA) ((b) den dolay1)
(AABYAC) ~ (AN (BAC)) ((c) den dolayr)
(AA(B & C)~ (ANB) & (AAC))

(AAT)~ A ((f) den dolayr)
(AnA)~ A ((a) den dolay1).

Bu denklikler 3/ ~ {iizerindeki <% operatorlerinin birlesmeli ve degigmeli

smifidir. O halde (J/ ~,<»,A) birimli degismeli olan bir Boole halkasidir.

Ornek 3.5 E keyfi bir kiime olsun. P(E) (E nin kuvvet kiimesi) iizerinde ikili

A (simetrik fark) operatoriinii asagidaki gibi tanimlayalim:

P(E) ninher X ve Y elemanlar i¢in
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XAY =(XuY)-(XNY)
=(XN(E-Y)UW(E-X)NY).

E nintim X ve Y alt kiimeleri i¢in
XAY ={xeE:xe X< xeY}
olmak iizere (P(E), A, M) nin bir boole cebiri oldugunu, Ornek 3.4 den elde

edilen sonuclar1 kullanarak, gosterelim:

X ve Y, E nin iki alt kiimesi olsun. Her x € X elemani i¢in x e XAY
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul xe X' ve xeY oOnermelerinden sadece birinin
dogru olmasidir. Bu x € XAY ancak ve ancak x € X <& x €Y Onermesinin dogru
olmasi anlamina gelir. A nin degismeliliginden <& nin degismeli olmas1 elde

edilir. £ nin tim X ve Y alt kiimesi i¢in
XAY ={xeE:xe X< xeY}
={xeE:xeY & xe X}
=YAX
dir. A nin birlesmeliligi benzer sekilde <& dan elde edilir. Ayrica
XA ={xeE:xe X< xeli={xeE:xeX}=X
ve
XAX ={xeE:xeXHxeX}=0
dir. Boylece A operatorii i¢cin & bir birim eleman ve P(E) nin her elemani
kendisinin tersi elde edilmis oldu. O halde (P(E),A) bir degismeli grup olur.
P(FE) tizerindeki kesisim operatorii degismeli, birlesmeli olup £ birim

ceo e

Ozelliklerinde elde edilir. Ayrica

XNYAZ)={xeE:xe X n(xeY ¥ xeZ)};

XNAXNZ)={xeE:(xeXrxeY)L (xeXrxeZ)}
ve A nin < lizerine olan dagilma 6zelliginden dolay1 bu iki kiime cakisir.
Boylece kesisimin simetrik fark tlizerine dagilma 6zelligi elde edilir. O halde
(P(E),A,mn) yapist birimli degismeli bir halkadir. Her X e P(E) igin
X N X =X oldugundan (P(E),A,N) bir Boole cebiridir.
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3.1 Boole Cebirinin Ozellikleri ve Siralama Bagintilari

Lemma 3.1.1
(a) Herhangi bir Boole cebirinde, her elemanin toplamsal tersi kendisine esittir.

(b) Her Boole cebiri degismelidir (Padmanabhan and Redeanu, 2009).

Kanit
(a) <A,+,><,0,1> bir Boole cebri ve x ve y, 4 nin elemanlar1 olsun. Tanimdan,
x* =x,y =y ve herhangi bir halkada
(x+y) =x>+xp+yx+y°
olmasina ragmen, Boole cebirinde
(x+y)Y =x+y
dir. Buradan
(x+y)=x+xy+yx+y
yani
xy+yx=0

elde edelir. y =1 alinirsa, x+x =0 yada x =—x sonuclandirilir.

(b) Keyfi x ve y ler i¢in, xy nin tersi xy dir, fakat xy+ yx =0 oldugundan aym

zamanda yx in de tersidir. Buradan xy = yx elde edilir.[]

Uyani 3.1.2 (Z/2Z,+,x,0,1) Boole halkasi bir cisim ve hatta bir tamlik bolgesi

olan tek Boole halkadir. Gergekten, x* =x bagmtis1 x(x—1)=0 a esittir ve bir
tamlik bolgesinde x in 0 ya da 1 olmasini gerektirir.
<A,+,><, 0,1> bir Boole cebiri olsun. 4 nin {izerinde bir < ikili bagintisini,
her x ,y € A i¢in, asagidaki gibi tanimlayalim:
x < y ancak ve ancak xy = x.

Simdi bu bagintinin bir siralama bagintis1 oldugunu gergekleyebiliriz:

e x <x dir ¢iinkii tamimdan x* = x dir.

e x<yvey<ziseozamanxy =x ve yz =z olur, buradan xz = (xy)z = x()z)

=xy =x, veburadan x <z dir.
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e x<yvey<x ise o zaman xy=xveyx=) dir, bdylece degisme
ozelliginden x =y olur.

Bu nedenle < bagintisi yansimali, gegisken ve ters simetriktir.
Asagidaki teorem bu siralama bagintisinin temel 6zelliklerini gosterir:

Teorem 3.1.3

(1) < bagintist icin 0 en kiiciik eleman 1 ise en biiylik elemandir.

(2) A nin herhagi iki x vey elemani, xUy (veya xy) ile gosterilen, bir en
biiyiik alt sinira (yani, herhangi bir diger ortak alt sinirdan daha biiyiik olan bir
ortak en kiiclik alt sinira) sahiptir.

(3) A nin herhagi iki x vey elemani, xNy (veya x+ y+xy) ile gosterilen, bir
en kiiciik list sinira (yani, herhangi bir diger ortak iist sinirdan daha kii¢iik olan
bir ortak en biiyiik iist sinira) sahiptir.

(4) A tzerinde tanimhi N ve U islemleri birlesme ve degisme ozelliklerine
sahiptir.

(5) 0, islemi i¢in birim eleman ve N islemi i¢in yutan elemandir. 1 ise M

islemi i¢in birim eleman ve U iglemi i¢in yutan elemandir.

(6) keN" olmak iizere 4 nin bostan farkli her sonlu alt kiimesi {x,,x,,...,x,} t

smira ve x, NXx, N...Nx, a esit olan bir en biiyiik alt sinira ve x, Ux, U...Ux,
a esit olan en kiigiik bir iist sinira sahiptir.

(7) U ve N islemlerinin her biri digeri tizerinde dagilmalidir.

(8) A daki her x elemam i¢in, xUx'=1 ve xUx'=0 olacak sekilde x in
tiimleyeni olarak adlandirilan A da bir x" elemani vardir.

(9) 4 dan A4 igine tanimhi x> 1+ x donlisimii siralamay1 ters g¢eviren bir

bijeksiyondur.

Kanit

(1) Herx igin, O0xx =0 ve 1xx=x, ve buradan 0 < x ve 0 <1 dir.

Q@) (xy)x=x"y=xy ve (xp)y=xy° =xpy olduguna gdre xy, x vey i¢in bir en

kiiciik alt sinirdir. Ayrica z, x vey igin ortak bir alt smir ise, o zaman
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zx =z ve zy = y dir, buradan z(xy)=(zx)y =zy =z olur ve bu z < xy anlamina

gelir. O halde xy, x ve y i¢in en biiyiik ortak alt sinirdir.

(3) Gergekten,
x(x+y+xp)=xX"+xy+x’y=x+xp+xy=x+0=1x,
ve benzer sekilde, y(x+y+xy)=y olur. Boylece kuskusuz x<x+y+xy ve
y<x+y+xy dir. Diger taraftan, x<zvey<z (yani xz=x veyz=y) olacak
sekilde A nin bir z eleman1 mevcut ise, 0 zaman
(x+y+xy)z=xz+yz+xyz=x+y+Xx)p
dir. Boylece x+ y+xy <z elde edilmis olur. O halde x+y+xy, x vey icin en

kiictiik ortak alt sinirdir.

(4) Bu, (2) ve (3) ozelliklerini saglayan herhangi bir sirali kiimede dogrulugu
aciktir.

(5) 4 nin her x elemani icin xU0=x, xN0=0, xNl=x ve xul=1 dir. Bu,
(1), (2) ve (3) ozellikleri gercekleyen herhangi bir sirali kiilmede dogru oldugu
aciktir.

(6) Bu 0Ozellik £ =1 durumu harig, £ lizerinde tiimevarimla elde edilebilen, (2) ve
(3) 6zelliklerinin basit bir genellemesidir.

Dikkatimizi su olguya yogunlastiralim: x, mx, N...Nx, gosterilimi yeni
tanimlanmis bir nesneyi gostermek amaciyla kullanilan yeni bir notasyon degildir.
Bu, m islemi

((((x1 mxz)mx3)m...xk_l)mxk)
ile tanimlandiginda, 4 nin bir elemanin1 gosterir. N islemi ile ilgili olarak, (6)
ozelligi iki farkli durumu ileri siirer: Birincisi, x,,x,,...,x, elemanlarmin en biiyiik

ortak bir alt sinira sahip olmasi; ve ikincisi ise, bu en biiyiik ortak alt sinirin

X, NX, NN,

olmasidir. Bu iki olgunun gerceklenmesi oldukga kolaydir.

(7) A nin her bir x, y ve z elemanlari i¢in
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xn(yuz)=x(y+z+yz)=xy+xz+xyz
=xy+xz+xyxz=(xNny)u(xnz)
dir. Benzer sekilde,
(xuy)n(xuz)=(x+y+xy)(x+z+xz)
= X'+ XZH Xz Y+ yzH pxzH XY+ xpz+ Xz
=X+ yz+xyz
=xU(yz)=xu(ynz)

dir.

(8) Eger boyle bir x' elemani mevcut ise, 0 zaman bu eleman xx'=0 ve

x+x"+xx"=1 bagintilarin1 gergekler. Bu durumda x+x'=1 veya xnx'=0

olur. Diger taraftan, xU(1+x)=1 ve xN(1+x)=0 oldugunu gergeklemek

kolaydir.
Boylece x tiimleyeninin, yani 1+x in, sadece varhigini degil ayni

zamanda tekligi de belirtilmis oldu.

(9) Bu doniisiimiin tersi de bire-bir ve ortendir ¢linkii her x icin 1+(1+x) =X
dir. Diger taraftan, her x ve y elemanlar1 igin

(1+x)(1+y):1+x+y+xy
dir. Bu elemanin 1+x esit olmasi i¢in gerek ve yeter kosul y+xy=0 ya da

xy =y olmasidir. Bu sekilde 1+ x <1+ y ancak ve ancak y <x elde edilir.[]

Uyan 3.1.4 Bir Boole cebirindeki siralama bagintis1 ¢arpmayla uyumludur; yani

a,b,c ved elemanlar1 a <b ve c<d leri gerceklerse, o zaman axc<bxd olur

(eger axb=a ve cxd =c ise, 0 zaman axcxbxd =axc dir). Fakat toplamayla

uyumlu degildir; 6rnegin 0<1 iken, 0+1<1+1 olamaz.

Lemma 3.1.5 4 nin herx vey eleman i¢inx <1+ y ancak ve ancak xy =0 dir

(Cori and Lascar, 2002).
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Kamt x<1+y, tammdan x(1+y)=x ya da x+xy=x anlamma gelir. Bu

durumda, xy =0 elde edilir. []

3. 2 Sirali Kiimeler Olarak Boole Cebirleri

Aslinda Teorem 3.1.3 daki (1), (2), (3), (7) ve (8) ozellikleri, asagidaki teoremin
de gosterecegi gibi, Boole cebirlerini karakterize eder; ayrica Bolean cebirini

tanimlamak i¢in ikinci bir yol sunar.

Teorem 3.2.1 <A,S> asagidaki 6zelliklere sahip sirali bir kiime olsun:

(a) (0 ile gosterilen) bir en kiiciik eleman1 ve (1 ile gosterilen) bir en biiyiik
eleman vardir.

(b) Herhangi iki x vey elemani (xU y ile gosterilen) bir en kiigiik iist sinira ve
(xNy ile gosterilen) bir en biiyiik alt sinira sahiptir.
(c) U ve N islemlerinin her biri digeri lizerinde dagilmalidir.

(d) A daki herx elemani i¢in xUx'=1 ve xNx'=0 olacak sekilde 4 de bir en

kiigiik x" elemani vardir.
O zaman 4 bir <A,+,><, 0,1) Boole cebiri yapisiyla verilebilir ve bu durumda 4

tizerinde verilen < siralamasi Boole cebir yapisiyla ortak olan siralamayla ¢akisir

(yani, x <y ancak ve ancak xy = y dir) (Padmanabhan and Redeanu, 2009).

Teoremin ispatini birkag agsamada verilebilir:

Uyarilar Teoremin (a) ve (b) 6zelliklerine sahip olan bir sirali kiimeye bir kafes
denir. Eger (c) 6zelligine de sahipse, bir dagilmali kafes olarak adlandirilir. (a),
(b) ve (d) ozellikleri saglanirsa, bir tiimlenmis kafes olarak ifade edilir. Bir x
elemaninin timleyeni xux'=1 ve xNnx'=0 olacak sekilde tek bir x’

elemanidir. Bu tekligi kanitlamak kolaydir:

Kamt x in x" vex” gibi iki tane tiimleyeninin oldugunu kabul edelim

y=(xNx")Ux" elemamim goz dniinde bulunduralim. Bir taraftan, y, 0Ux" ve

boylece x" ne esittir. Diger taraftan, dagilma 6zelliginden
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y= (xux")ﬁ(x'ux") :lm(x'ux") =x'ux”
olur. Boylece x"=x"Ux" ve buradan x'<x" elde edilir. Bu argiimanda x’ ve x"

niin rollerini degistirerek, x" <x" elde ederiz. O halde x'=x" dir.[]

x elemaninin tiimleyeni x° ile gosterilecektir. 1°=0 ve 0° =1 oldugu
aciktir. Timleyenin tekliginin bir sonucu olarak A4 dan A igine x> x°
doniisiimii kendi tersine esit olan bir bijeksiyondur (her x igin (x°)° = x dir).

Ayrica, daha 6nce de gozlemledigimiz gibi, (a), (b), (c¢) ve (d) hipotezleri
gerceklendiginde Teorem 3.1.3 {in (4), (5) ve (6) ozellikleri de gerceklenmis olur.

Simdi de Morgan yasalarini verelim:

Lemma 3.2.2 4 nin herhangi iki x ve y elemani i¢in
(xﬂy)c =x"U)*
ve
(xuy)c =x‘Ny°
dir.

Kamt Ikinci yasa birincisinden x in x° ve y nin y° ile degistirilmesi ve
tiimleyen 6zelliklerinin kullanilmasiyla elde edilir.

Ilk yasayr kanitlamak icin (x" Uy ) U(xny)=1 ve (x“ U y")

u(x N y) =0 oldugunu goéstermeliyiz:

(x"uyc) xmy =(x“U)y” ux) (xcuycuy)
(1uy*)n(x Ul)=1n1=1;

)=(x
(x“uy") xmy (x mxmy) (y"mxmy)
=(0ny)U(0Nx)=0U0=0

De Morgan vyasalarini, tiimavarimi kullanarak, asagidaki gibi

genellestirebiliriz:
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Lemma 3.2.3 Herhangi bir £ >1 tam sayis1 ve x,,X,,...,x, € 4 i¢in
¢ _ . c c
(x, "X, Nnx, ) =x Uxs UL UK,
4 c c c
(x,Ux,U..Ux, ) =X Nx; NNy

dir.

Simdi A4 kiimesi lizeinde bir toplama + ve bir ¢arpma x tanimlayacagiz:
Her x ve y igin

XXYy=XMNY Ve
x+y:(xmyc)u(xc my)
dir. U in M ilizerinde dagilma O&zelliligini kullanarak x+y i¢in diger bir
gosterilimi elde edebiliriz:
x+y :(xux")m(xuy)m(y" ux")m(y" uy)
=lm(xuy)m(x” uy")ml
ve buradan
x+y =(xuy)m(x" uy")
elde edilir.

Simdi (4,+,%,0,1) 1 bir Boole cebiri oldugunu kanitlayacagiz.

Kanit

» ‘Herxigin x* =x’ zelligi (x Nx=x) den elde edilir.

» (4,+,0) degismeli bir gruptur:
e Degisme 6zelligi N ve U in degismeliliginden elde edilir.
e 0 toplama isleminin bir birim elemanidir: 4 daki her x i¢in

x+0 =(xm0“)u(xc m())z(xml)u():xu():x.
e A nin herx elemaninin bir tersi vardir ve kendisine esittir:
x+x=(xﬁx”)u(x" mx):()uO:O.

e Toplama birlesmelidir:

(x+y)+z :([x+y]mz”)u([x+y]c mz)

(+ nin tanimindan)
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([ Yol o)) Yol o

(+ nin tanimindan)
= ([(;my")u(xc my)]mz“’)u([(xuy)m(x“ uy“’)]c mz)
= ([(xﬁyc)u(x" my)]mz")u([(xuy)c r\(x" uy")c}ﬁz)

(de Morgan yasalarindan)

- ([(xmy")u(xc my)]mz")u([(x" my")u(xmy)]mz)
(de Morgan yasalarindan)
:[(xmy" mz")u(xc mymz")]u[(xc N y° mz)u(xmymz)]
(M, VU tlzerine dagilma).
U in birlesmeliligini kullanarak,

(x+y)+z :(xmy“ mz")u(x" mymzc)u(x" N y© mz)u(xmymz)
elde ederiz. Birlesim ve kesisimin degismeliligi x, y ve z ilizerindeki tim
permiitasyonlar igin ayn1 sonucu verir. Ozellikle,

(x+y)+z=(+z)+x
dir, fakat toplama islemi degismeli oldugundan,
(x+y)+tz=x+(y+2)

elde ederiz.

»  xislemi birlesmelidir ve 1 birim elemanidir, bu N isleminin 6zelliklerinden
acgiktir.
»  Carpmanin toplama lizerine dagilmaliligi benzer sekilde gosterilebilir.

» x, yvez A ninelemanlari olsun.
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xny)+(xnz)

=[(xny xmz)} [(xny) A(xnz)]
(x x Uz )]u[(xcuy")m(xﬁz)}
(

O halde (4,+,x,0,1) bir Boole cebiridir.|

< bu yapiyla ilgili siralamayi gostersin. 4 nin herhangi iki x, y
elemanlar1 i¢in, x < y olmasi i¢in gerek ve yeter kosul xy=x, veya xNny=x,

olsun. Ama bu son esitligin tam anlami A {izerinde baslangicta verilen <
siralamasi i¢in x, y den kii¢iik veya esit olmasidir. Bunu iki siralama ¢akisir.
Bu nedenle, bir Boole cebiri her elemaninin karesi kendisine esit olan

keyfi bir halka veya bir tiimleyenli, dagilmali kafes yapisina sahip sirali bir

kiimedir.
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4. BIR BOOLE CEBIRINDEKi ATOMLAR

Tanmmm 4.1 Bir <A,S, U, N, 0,1) Boole cebirindeki bir a elemaninin bir atom

olarak adlandirilabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul sifirdan farkli ve olmasi ve
stfirdan farkli kesin alt sinira sahip olmamasidir. Diger bir deyisle, a bir atomdur
ancak ve ancak a#0 ve A daki her b elamani igin b<a ise, 0 zaman ya

a=0 yada b=0 dir (Burris and Sankappanavar, 1981).

Ornek 4.2 Bir E kiimesinin alt kiimelerinin P(E ) Boole cebirinde atomlar

singletonlar (yani bir tek eleman iceren altkiimeler) dir.

Ornek 4.3 Atomsuz Boole cebirleri vardir: P énermelerin degiskenlerinin kiimesi
sonsuz oldugunda, 6nermeler hesabindaki formiillerin denklik smiflarinin 7/~

Boole cebirleri bu duruma o6rnek teskil eder.

Kamt Bu Boole cebirindeki siralama bagintisi asagidaki gibi tanimlanabilir:

Eger F ve G iki formiil ise, o zaman cl(F)<cl(G) olmas: i¢in gerek ve

yeter sart (F = G) formiiliiniin bir totoloji olmasidir.

F/~ de atomlarin olmadigin1 kanitlamak igin, sifirdan farkli her elemanin 0 dan

kesin bir alt sinira sahip oldugunu gosterecegiz. Bu nedenle cl(F )¢ 0 olacak

sekilde bir F formiiliinii g6z 6niinde bulunduralim. ¢l(F)# 0, —F nin bir totoloji
olmamasi veya denk olarak F yi ger¢cekleyen P dnerme degiskenleri i¢in en az bir
dogruluk deger atamasinin olmasi1 anlamina gelir. Boyle bir dagilim segelim ve
bunu ¢ ile gosterelim. Ayrica F  formiiliinde ge¢gmeyen bir X Onermesi
degiskeni secelim. P sonsuz oldugu i¢in bu durum séz konusu olabilir.

G, (FAX) formilinii gostersin. " ((F ANX)=F ) oldugu agiktir, bdylece

cl(G)<cl(F) dir. Her Y € P igin
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ile tanimli A4 dogruluk deger atamasi F yi gercekler clinkii X, F de
gecmemektedir. Ayrica X 1 ve dolayisiyla G yi gergekler. O halde cl(G);tO

dir. Diger taraftan, her Y € P i¢in

)=

ile tanimhi ©# dogruluk deger atamas1 F yi gercekler fakat G yi gerceklemez.

G(Y) 1se Y#X
0 ise Y=X

Boylece (F = G) formiiliinii de gergeklemez. Bu nedenle cl(F), cl(G) igin

kesin bir alt sinirdir ve boylece sifir olmayan kesin bir alt sinirdir.[’

Ornek 4.4 Ornek 3.4 de 3/~ nin < ve A islemlerine gore bir Boole cebiri

oldugu gosterildi. Simdi bu Boole cebirindeki siralama bagintisim1 asagidaki gibi
tanimlandigini gosterelim ve en biiyiik alt sinir, en kiicilik iist sinir ve tiimleyen

islemlerinin nasil tanimlandigini agiklayalim:

~

3 nintiim F ve G formiilleri igin
cl(F)<cl(G) & H (F=0G)
dir.

Tim F ve G formilleri i¢in cl(F)<cl(G) ancak ve ancak
cl(F)acl(G)=cl(F) dir. Elde edilen esitlik cl(FAG)=cl(F) a denktir.
Boylece (FAG)~cl(F) dir ve buradan + ((FAG)< F) elde edilir.
((F AG) < F) formiilii (F = G) ye mantiksal denktir. Buradan

cl(F)<cl(G) & H(F=G)
elde edilir.

Bunun tam siralama durumunda gegerli olmadigin1 gozlemleyelim: A, bir
onermesel degisken ise, o zaman ya ne cl(4)<cl(—4) ne de cl(—4)<cl(A4)
olur giinkii (4= —A4) ve (—~4 = A) formiillerinin higbiri bir totoloji degildir.

< siralamast i¢in en kiigiik elemani geliskilerin 0 sinifi ve en biiyiik
elemani totolojilerin 1 sinifidir.

3/~ nin x=cl(F) ve y=cl(F) elemanlari igin

xNy=xy=xAy=cl(FAG)

veE
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X =1+x=1 x=cl(—F)
dir. De Morgan kurallarindan,
C
xUy =(xC myC) =cl(—(=F A=G))=cl(FvG)=xVvy

elde edilir. Boylece en kiiciik iist sinir, en biiytik alt sinir ve tiimleyen islemleri

sirasiyla veyalama, evetleme ve degillemedir.

Tanim 4.5 Bir Boole cebiri atomiktir ancak ve ancak sifirdan farkli her

elemanin altinda en az bir atom vardir.

Tamim 4.6 Her sonlu Boole cebiri atomiktir.

Kanit <A,S,u,m,0,1> sonlu bir Boole cebiri vex, 4 nin sifirdan farkli bir
eleman1 olsun. m(x), A daki x in sifirdan farkli kesin alt siirlarinin kiimesini
temsil etsin. m(x) bos kiime ise 0 zamanx bir atomdur. m(x) bostan farkli ise, o
zaman m(x) sonlu olacagindan elemanlarinin en azindan biri < siralamasinda

minimaldir. Yani m(x) in hi¢ bir eleman1 kesin olarak onun altinda degildir.

Boyle bir minimal elemanin x in altinda olan 4 nin bir atomu oldugunu gérmek

kolaydir.

Ornek 4.7 Ornek 3.4 ve Ornek 4.4 1 tekrar ele alalim. P kiimesi sonlu ise o

zaman 3/~ atomik oldugunu gosterelim:

P, neN’" olmak iizere sonlu {4,,4,,...,4,} kiimesi olsun. O zaman

3/~ boliim kiimesi sonlu ve 2° elemana sahiptir. Boylece, Teorem 4.6 dan,

<3/ ~,<,A,0,1> Boole cebiri atomiktir ve 2" elemana sahiptir (bakiniz:

Teorem 5.1.11 ve Sonu¢ Teorem 5.1.12). Bu atomlarm /\ g 4, formiillerinin

1<k<n
denklik smiflar1 oldugunu gosterecegiz, burada (s,s,,...,¢,) n-lileri {0,1}"
iizerinde deger alir:
Baslangictan beri ele alinan bu formiillerin ikiser ikiser mantiksal denk

olmadiklarii ifade eden bu tiir siniflarin sayisinin 2" oldugunu gozlemleyelim.
Bu siniflarin atomlar oldugunu soyleyebilirsek, bu Boole cebirinin tiim atomlarini

elde etmis oluruz.
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n-li bir (g,¢,,...,€,)€{0,1}" alallm ve H = /\ g, A4, formiilii olsun.

1<k<n
A(H) = {5%“_5”} dir, boylece cl(H) =0 dir. O halde asagidakiler gergeklenecek
sekilde bir ' formiilii vardir.
o cl(F)<cl(H),
e ya A(F)= {5%,_,6” } =A(H), ve buradan cl(F)=cl(H); vya da
A(F)=3 ,ve bu durumda cl(F)=0.
Boylece cl(H), 3/~ Boole cebirinin smirdan farkli bir elemaninin

oldugunu kanitladik. Bu elemanlar kendisi ve 0 dir. O halde bir atomdur.

Teorem 4.8  (4,+,x,0,1) (sonlu veya sonsuz) bir Boole cebiri olsun. O

zaman A nin sifirdan farkli her elemani ve her £ >2 tamsayisi i¢in asagidaki
ozellikler denktir:

(1) a bir atomdur;

(2) A daki her x elemanti¢in a <x veya a <1+x dir;

(3) 4 daki her bir x,,x,,...,x, elemanlar1 i¢cin a <x, Ux, U...Ux, ise 0 zaman

a<x, veya a<x, veya ...veya a<x, dir.

Kamit Lemma 3.1.5 ve < siralamasinin tanimini goz 6niinde bulundurarak, (2)

yi, denk bir ifadeyle, yeniden ifade edebiliriz:

(2') A dakiher x elemani igin ax=a veya ax =0 dir.

Simdi teoremi kanitlayalim.

a, A nmin sifir olmayan bir elemani ve k£ > 2 bir dogal say1 olsun.
e (1)=(2'): 4 daki her x elemam i¢in ax<x dir, bdylece a bir atom

oldugundan ax =a veya ax =0 dir.

e (2)=(3): (2) yi kabul edelim ve 4 da a<x Ux,U...Ux, olacak sekilde
X,,X,,...,x, elemanlarm se¢elim. Eger a<x,, a<x,, ..., a<x, lerin hi¢biri
dogru degilse, o zaman (2) den a<1+x,, a<l+x,, ..., a<l+x, sonucu

elde edilir; bu durumda a,1+x,,1+x,,...,1+x, icin ortak altsinir ve bdylece
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1+(x, Ux,U..Ux,) en bilyiik alt simirina ya esit yada daha kiigiik olurdu. O

zaman a elmani hem x, Ux, U..Ux, hem de tiimleyenine esit yada daha

kiigiik olurdu, ki bu a sifirdan farkli oldugu i¢in miimkiin degildir. Boylece
(3) ispatlanmis oldu.
(3)=(1):(3) i kabul edelim. b, a i¢in bir alt smur olsun. a <bU(1+b)=1

oldugu agiktir. (3) de x,=b ve x,=x;=..=x, = 1+b alarak a<b veya
a <1+ b sonucuna ulasiriz. Ilk durumda b =a ve ikinci durumda b =ab =0

elde ederiz (Lemma 3.1.5). Boylece a nin bir atom oldugu kanitlanmis olur.[]



31

5. HOMOMORFIZMALAR, iZOMORFIZMALAR VE ALT CEBIRLER
5.1 Homomorfizmalar ve izomorfizmalar

Boole cebirlerinin bir homomorfizmasi olarak genelde birimli halkalarin

homomorfizmasini tercih edecegiz.

Tanim 5.1.1 A= <A,+,><, 0,1> ve A'= <A’, +, X, 0,1> Boole cebirleri ve h, A dan

A" igerisine bir doniisim olsun. % nin A dan A’ i¢ine Boole cebirlerinin bir
homomorfizmast olmasi i¢in gerek ve yeter kosul 4 daki herx vey elemanlar
icin asagidaki bagintilarin gerceklenmesidir:

h(x+y) = h(x)+h(y),

h(xxy)=h(x)xh(y),

h(1)=1
Olmasidir (Sikorski, 1960).

Uyan 5.1.2 h(()) =0 yukaridaki tanimin birinci bagintisindan elde edilir.

Durum ¢arpimsal birim eleman i¢in farklidir: asagidaki drnekte goriilecegi

gibi  Ugiincli  baginti  ikinci  bagintinin  bir  sonucu  degildir.

AzP(N) ve A’zP(Z) dogal Boole cebirleri yapilarim1 ve 4 dan A igine 4

birim donilisiimiinii ele alalim. Yukaridaki ilk iki bagmtinin gergeklendigini
gostermek kolaydir fakat {icilinciisii kolay degildir ¢linkii 4 daki carpma igin
birim eleman N de iken 4’ deki Z dedir.

Uyarnt 5.1.3 Burada tanimlanan homomorfizma gosterilimi birimli halkalar
homomorfizmasinin genel gosteriliminden baska bir sey degildir. (Bir Boole
cebiri ve bir Boole cebiri olmayan birimli bir halka arasindaki birimli halkalarin
homomorfizmas1  olabilecegini  belirtelim.)  Birimli  halkalarin  keyfi
homomorfizmalari i¢in korunan 6zellikler Boole cebirleri i¢cinde gecerli olacaktir:
ornegin, Boole cebirlerinin iki homomorfizmasinin bileskesi Boole cebirlerinin

bir homomorfizmasidir.
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Lemma 5.14 : .A=<A,S,0,1> Ve.A'=<A',S,0,1> iki Boole cebiri ve h, A4

dan A4’ i¢ine Boole cebirlerinin bir homomorfizmasi olsun. O zaman A4 nin her x

ve y elemant i¢in,

XUy =h(x)uh(y),
eger x <y ise 0 zaman h(x)<h(y)

dir.

Kanit x ve N islemleri es oldugu icin ilk bagintt homomorfizma taniminin bir
sonucudur. Ikinci baginti, #(1)=1 in ve / nin toplamay1 korumasinin bir sonucu
olarak, h(1+x)=1+h(x) seklinde tekrar yazilabilir. Ugiincii bagmti ise, de
Morgan yasalarinin uygulanmasiyla ilk iki bagintidan elde edilir. Son baginti,
xy=x ise o zaman h(x)h(y)=h(x) bigiminde yeniden ifade edilebilir. Son

baginti h(xy)=h(x)h(y) olmasindan dolayr dogrudur.

Teorem 5.1.5: A =<A,S, U,N, 0,1> ve A’ =<A’,S, U,N, 0,1> iki Boole cebiri ve

h, A dand' icine bir fonksiyon olsun. % nin Boole cebirlerinin bir

homomorfizmasi olmasi i¢in gerek ve yeter sart 4 daki her bir x ve y

elemanlar i¢in asagidaki bagintilarin ger¢eklenmesidir:
h(xr\y) =h(x)nh(y),

h (x") = (h (x))c .

Kanit Lemmaya gore kosul gereklidir. Kosulun gerceklendigini kabul edelim. x

ve y, A nin elemanlar1 olsun. O zaman

h(xy):h(xmy)zh(x)mh(y):h(x)h(y),

h(x+y)=h((x0p)o(x my))zh(((xﬂyc)c alts “y)c)CJ
(e ol n) )
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= (h((xmy” )c mh((x" my)c)))c

Il
=
—~
=
~—"
+
N
—~
<
~—"
Il
—_
S
—~
=
~—"
D
S
—_
\<<3
S~—
~—~—
C
—_
S
—_
R{‘\
~—
D
S
—~
<
~—"
~—~—

dir. Buradan 4 (0) =0 ve bdylece

H(1)=(0)=(h(0)) =0 =1

elde edilir. Bu ise /# nin bir homomorfizma oldugunu gosterir.”]

Uyan 5.1.6 Onceki teoremin ifadesinin her yerinde M islemiyle U isleminin

yerini degistirebilecegimiz aciktir.

Teorem 5.1.7 Bir Boole cebirleri izomorfizmas: bijektif olan bir Boole cebirleri

homomorfizmasidir.

Teorem 5.1.8 A=(4,<,0,1), A'=(4,<,0,1) iki Boole cebiri ve h, 4 dan A’

i¢ine Orten bir doniisiim olsun. ~ nin bir Boole cebirleri izomorfizmasi olmasi
icin gerekli ve yeterli sart
(*) A nin her x, y elemanlari i¢in, x < y < h(x) < h(y)

olmasidir.

Kanit /% nin bir izomorfizma oldugunu kabul edelim ve x,y, 4 nin elemanlar
olsun. x <y ise o zaman, Lemma 3.2 den, h(x)<h(y) dir. Eger h(x)<h(y) ise
0 zaman, < nin tanimi ve /4 nin bir homomorfizma olmasindan,
h(x)=h(x)h(y)=h(xy) dir. Fakat & bijektif oldugu i¢in buradan x=xy elde
edilir ve bu x < y anlamima gelir. O halde (*) ger¢eklenmis oldu.

Tersini ispatlamak igin (*) m gegerli oldugunu varsayalm. u ve v,

h(u)=h(v) olacak sekilde 4 nin iki elemani olsun. /(u)<h(v) ve h(v)<h(u)
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dir, boylece (*) dan u<v ve v<u elde edilir ve bdylece u =v olur. O halde h
bire-birdir. x vey, 4 nin keyfi elemanlari olsun. ¢=/h(x)NA(y) diyelim. &
bijeksiyon oldugu i¢in 4 da ¢t=nh (z) olacak sekilde bir tek z elemani vardir.
h(z)<h(x) veh(z)<h(y) dir, bdylece (*) m kullanimiyla z<x ve z<y ve
buradan z<xny elde edilir. Fakat xny<x ve xny<y oldugundan, (*) 1
uygulayarak i(xNy)<h(x) ve h(xny)<h(y) elde ederiz, bu da
h(xmy)ﬁ h(x)mh(y) = h(z)

gerektirir. Bir kez daha, (*) 1uygulayarak, xny <z elde ederiz ve biitiin bunlar1
bir araya getirirsek z=xMy elde ederiz. Bu da

h(xﬁy) :h(x)mh(y)
anlamina gelir. Bir 6nceki arglimanda M ile U ve < ile > leri yer degistirerek

h(xwy)=h(x)Uh(y)
sonucuna ulasilir.

u, A nin keyfi bir eleman1 ve ¢, & altindaki A daki tek On imaj1

olsun. 4 da, 0<¢ ve <1 dir. (*) 1uygulayarak, 4" de, #(0)<u ve u<h(1)
elde ederiz. Bu ise /#(0) ve h(1), swasiyla, A’ niin en kiigiik ve en biiyiik
elemanlart oldugunu; diger bir deyisle, 7(0)=0 ve /(1)=1 oldugunu gdsterir.
Boylece A daki her x elemani i¢in

h(x*)h(x)=h(x Nx)=h(0)=0
veE

h(x)Oh(x)=h(x Ux)=h(1)=1
dir. Bu nedenle /(x*), /(x) in tiimleyeni, diger bir deyisle

(h(x)) =n(x)

dr.

Teorem 5.1.5 1 kullanarak, # nin Boole cebirlerinin bir homomorfizmasi

oldugu sonucuna ulasilir.[’]
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Ornek 5.1.9 A :<A,+,><, 0,1> ve B =<B, +,><,0,1> iki Boole cebiri ve f, A dan

B ye Boole cebirlerinin bir izomorfizmasi olsun. Bir a € 4 elemaninin bir atom

olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun f(a) nin B nin bir atomu olmasidir.

Kanit
Gerek kosul:ae 4, A nm bir atomu ve ye B, B de f(a) dan daha

kiigiik veya esit olan bir elemani olsun. f* bir izomorfizma oldugundan, y = f(x)

olacak sekilde tek bir x e A elemani vardir ve bu eleman, x, Teorem 5.1.8 den

dolayl, 0< f(x)< f(a) oldugundan 0<x<a Ozelligine sahiptir. Fakat a bir
atom idi; bu nedenle ya x=0 (ve dolayistyla y= f(x)=0) ya da x=a (ve
dolayisiyla y = f(x)= f(a)) dir. Buradan f(a) dan daha kiigiik veya esit olan
tek eleman 0 ve f(a) olur. a sifirdan farkli, f(0)=0 ve f bire-bir
oldugundan, f(a) nin sifirdan farkli oldugu elde edilir. O halde f(a), B nin bir
atomudur.

Yeter kosul: f(a), B nin bir atomu olsun. /', B den A ya bir

izomorfizma oldugundan, a = f~'(f(a)) A nm bir atomudur.’]

Sonu¢ Teorem 5.1.10 Boole cebirlerinin izomorfizmalarinin bileskesine ilave
olarak Boole cebirlerinin bir izomorfizmasimnin tersi de Boole cebirlerinin

izomorfizmasidir.

Kanit A:<A,+,x,0,1>, B:<B,+,><,0,1> ve C=<C,+,><,0,1> Boole cebirleri
olsun. ¢, A dan B iizerine Boole cebirlerinin bir izomorfizmasi olsun ve y, B
den C iizerine Boole cebirlerinin bir izomorfizmi olsun. ¢' ve wo¢
doniisiimlerinin Orten olduklar1 agiktir. B nin her u# ve v elemanlarn igin,
¢ (u)<g” (v) esitsizligi  $(47" (u))<d(47(v)) ya, yani u<v ye, denktir.

Diger taraftan, 4 nin her bir x ve y elemanlar i¢in, x <y ancak ve ancak

$(x)<g(y), ve ¢(x)<¢(y) ancak ve ancak t//(¢(x))£1//(¢(y)) dir. Onceki

teoremi goz oniinde bulundurarak, yogd ve ¢ ' doniisiimlerinin, sirasiyla, B
den A izerine ve A dan C {izerine Boole cebirlerinin izomorfizmleri oldugu

sonucuna ulasilir.[]
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Teorem 5.1.11 Her sonlu Boole cebiri bir kiimenin alt kiimelerinin Boole

cebirine izomorftur.

Kamit A= <A,+,><, 0,1> sonlu bir Boole cebiri ve £ atomlarmin kiimesi olsun. E

kiimesi bostan farklhidir ¢ilinkii sifirdan farkli 1 elemanina esit yada daha kiigiik
olan en azindan bir atom vardir (Teorem 4.6). Simdi A nm, E nin alt

kiimelerinin cebirine izomorf oldugunu gosterelim.

Bunu ger¢eklemek i¢in, A dan P(E ) tizerine, A nin her bir x elemanin

x in altinda olan atomlarin kiimesine esleyen, /# fonksiyonunu g6z Oniinde

bulunduralim:
Her x e 4 igin, h(x)={aeE:a<x}.

h siirjektiftir: Gergekten, ilk olarak 0 1n altinda hi¢ bir atom olmadigi i¢in
h(0)=Q dir. x={aa,,..,a,}, E nin bostan farkli bir alt kiimesi ve
M, =a Ua,U..Ua, olsun. (M )=X oldugunu iddia edelim: X c h(M )
kapsamasi /# tanimindan hemen elde edilir (X in her eleman1 M in altinda olan
bir atomdur). Ters kapsama Teorem 4.8 kullanilarak gosterilebilir: Eger a,
h(M,) in bir eleman ise, yani M =a, Ua, U...Uq, altinda olan bir atom ise, o
zaman en azindan bir i indeksi i¢in a <aq, dir (bu k=1 i¢in agiktir ve k=2 i¢in
ise teoremin (3) sartidir), fakat a ve g, atomlar olduklarindan bu a=gq;, yi
gerektirir, boylecea € X olur.

A un her x ve y elemanlan igin, x<y ise h(x)<h(y) dir: ger¢ekten
x <y isex in altinda olan her atom y nin altinda olan bir atomdur.

A mn her x ve y elemanlan igin, x<y ise i(x)<h(y) dir: gergekten

x, y ye esit yada daha kiigiik degil ise, o zaman Lemma 3.1.5 den x(1+y)#0

olur. 4 sonlu oldugundan, atomiktir (Teorem 4.6). Bu nedenle, a <x(1+y)

olacak sekilde £ nin bir @ atomu bulunabilir. Bu @ atomu hemx in hemde 1+ y

nin altindadir; sifirdan farkli oldugu i¢in y nin altinda olamaz. Bdylece
elimizdea e h(x) ve agh(y) olur, bu ise h(x) in A(y) de igerilmedigini

gosterir.



37

Simdi Teorem 5.1.8 sayesinde % nin 4 dan P(E) diizerine Boole

cebirlerinin bir izomorfizmasi oldugu sonuglandirilabilir.[]

Sonu¢ Teorem 5.1.12 Herhangi bir sonlu Boole cebirinin kardinalitesi 2 nin bir

kuvvetidir.

Kamit Eger £ sonlu kiimesi n kardinaliteye sahip ise o zaman alt kiimelerinin

kiimesi P(E), 2" kardinaliteye sahiptir.[]

Ornek 5.1.13 Bir <A,+,><,0,1> Boole cebirine fam (complete) denir ancak ve

ancak A4 nin bostan farkli her alt kiimesinin bir en biiyiik alt sinir1 vardir.

(a) Bir Boole cebirinin tam olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bostan farkli her alt

kiimesinin en az bir iist sinira sahip olmasidir.

Kamt <A,+,><,0,1> bir Boole cebiri olsun. Bu Boole cebirinin tam oldugunu
kabul edelim ve A nm bostan farkli bir X alt kiimesini géz Oniinde

bulunduralim. Y ={xeA:xC eX } olsun. ¥ nin 4 nin bostan farkli bir alt

kiimesi oldugu agiktir. b, Y nin en biiyiik alt sinirin1 gostersin. X in en kiigiik
{ist sinirmin @ = b oldugunu gostermek kolaydir. Diger taraftan, her x € X igin
a < x“ ve boylece x<b" =a dirve a, X igin bir iist simirdir. Ote yandan, m X
in bir st sinir1 ise, o zaman m®, Y nin bir alt smiridir, buradan m“ <b ve

a=b" <m elde edilir, buise @ nin X in iist sinirlarinin en kiiciigiidiir.

Yukaridaki kanitta alt ve st kelimelerinin yerlerini ve esitsizligin yoniini
degistirdigimizde A nin bostan farkli her alt kiimesi bir en biiyiik {ist sinira sahip
ise o zaman Boole cebirinin tam oldugunu ispatlamis oluruz.

(b) Bir tam Boole cebirine izomorf olan bir Boole cebiri tamdir.

Kamt A= <A,+,><,0,1> ve B:<B,+,x,0,1> iki Boole cebiri ve f, A dan B

tizerine Boole cebirlerinin bir izomorfizmasi olsun. .4 nin tam oldugunu kabul
edelim ve B nin tam oldugunu gosterelim. B, Y nin bostan farkli bir alt kiimesi

ve X, f altinda 6n goriintlisiinii gostersin. f* bir bijeksiyon oldugundan X, 4
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nin bostan farkli bir alt kiimesidir. a, (hipotezden mevcut) X in en biiylik alt

siir1 ise, o zaman f(a) nin Y nin en biiylik alt sinir1 oldugunu gergeklemek

kolaydir.

(¢) Bir kiimenin alt kiimelerinin Boole cebiri tamdir.

Kamt E bir kilme ve X, P(E) nin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. X nin

elemanlarinin kesisimi, G = ﬂzeX Z kiimesi, X in en biiyiik alt siniridir.

(d) Bir Boole cebirinin, bir kiimenin alt kiimelerinin Boole cebirine izomorf

olmasi icin gerek ve yeter kosul atomik ve tam olmasidir.

Kanit Bir kiimenin alt kiimelerinin Boole cebiri atomiktir ve (c¢) den dolay1
tamdir. O halde bir kiimenin alt kiimelerinin bir Boole cebirine izomorf olan her

Boole cebiri atomik ve tamdir.

Simdi tersini ele alalim. A= <A,+,><, 0,1> atomik ve tam olan bir Boole

cebiri olsun. Atomlarin kiimesini £ 1ile gosterelim. ¢@(x)={ae€E:a<x}

kiimesini temsil etsin.

@ nin Orten oldugunu gosterelim. X, E nin bir alt kiimesi olsun. X =
ise, o zaman X =@(0) dir. Eger X = ise, o zaman M ile gosterecegimiz bir

en kiigiik tist sinir1 vardir. X in her eleman1 M altinda bir atomdur, buradan

X c (M) elde edilir.
b, X e ait olmayan bir atom ise, o zaman X deki her x eleman1 i¢in

x < b dir. Boylece M <b° elde edilir ve buradan b, M nin altinda kalamaz. O

halde M nin altindaki her atom X in bir elemani, yani ¢(M)c X dir. Buradan
X =@(M) ve @ nin Orten oldugu sonucu elde edilir.

A nim her x ve y elemani i¢in x <y ise, 0 zaman @(x) < @(y) dir ¢linkii x
in altindaki herhangi bir atom y nin altindaki herhangi bir atomdur.

A nin her x ve y elemam icing(x)c ¢(y) ise, o zaman x<y dir,

gergekten x, y nin altinda degilse, o zaman xy© # 0 dir (Lemma 3.1.5: 4 atomik

oldugundan, a < xy© olacak sekilde bir a € E atomu bulabiliriz; burada a < xy°,
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a<x ve a<y“anlammdadir. Fakat ¢ atomu ayn1 zamanda y ve y nin altinda

kalir. O halde a € ¢p(x) ve a ¢ ¢(y) den ¢(x) £ ¢(y) olur).
Teorem 5.1.8 den, ¢ nin 4 dan P(E ) iizerine Boole cebirlerine izomorf

oldugu sonucunu elde ederiz. Boylece atomik ve tam olan her Boole cebiri bir

kimenin alt kiimelerinin Boole cebirine izomorf olur. Her sonlu Boole cebiri

atomik ve tam oldugundan, Teorem 5.1.11 kanitimizin bir sonucudur. []

5. 2 Boole Alt Cebirleri

Tamm 5.2.1 A= <A,+,><,0,1> bir Boole cebiri olsun. 4 nin bir B alt kiimesi A

nin bir Boole alt cebirini olusturur ancak ve ancak B, 0 ve 1 elemanlarini igerir

ve xeB ve yeB ise ozaman x+ye€ B ve xye B dir, yani + ve x islemleri

altinda kapalidir (Donalt and Bonnet, 1989).

A nm bir Boole alt cebiri bdylece 1 elemanini iceren A nin bir alt
halkasidir. Bu fark gereklidir: birimli bir halkada, bir alt halkanin kendisi tam
halkanin birim elemanini igermeyen birimli bir halka olabilir; bu durumda,

carpma i¢in birim elemanin rolii bagka bir eleman tarafindan gercgeklenir.

<P(Z),A,m,®,Z> halkasini tekrar inceleyelim: P(N), A ve N islemleri
altinda kapali ve & igeren bir alt kiimedir; bu nedenle P(Z) nin bir alt
halkasidir. Z ¢ P(N) oldugu agiktir. Bununla birlikte N, P(N) halkasi i¢in
birim elemandir. Boylece P(N ) Boole halkas1 P(Z) nin bir alt halkas1 olan
birimli bir halkadir fakat birimli bir halka olarak P(Z) nin bir alt yapis1 degildir:

Bu sebepten dolayr P(Z) nin bir Boole alt cebir degildir.

Teorem 5.2.2 A= <A,+,><, 0,1> bir Boole cebiri ve B, A nin bir alt kiimesi olsun.
B nin A nin bir Boole alt cebiri olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
A'=<A’,+’,x',0',1'> m bir Boole cebiri ve & nin A" den A4 igine, &

doniigiimiiniin imaji B nin alt kiimesi olacak sekilde bir Boole cebirlerinin halkasi

olmasidir.
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Kanit
Gerek kosul: A'=B, +'=+, xX'=x,0=0,1=1 ve hyi B den 4 igine
birim fonksiyon olarak alalim. /4, imajt B olan Boole cebirlerinin bir

homomorfizmasinin oldugunu dogrulamak kolaydir.

Yeter kosul: A’ segelim ve / 1 gdsterildigi gibi belirleyelim. A(0")=0
dir, bdylece 0 € B ve h(1')=1 dir, bu yiizden 1€ B olur. Ayrica x ve y, B nin

elemanlar ise o zaman A’ de x=h(x") ve y=h()') olacak sekilde x" ve )’
elemanlari segebiliriz. O zaman

x+y=h(x)+h(y)=h(x'+)'),
boylecex+yelm(h)=B  di;, ve  xy=h(x")h(y)=h(xy')  olup,

xy €Im(h)=B dir. O halde B, A nn bir Boole alt cebiridir. |

Teorem 5.2.3 Bir A= <A,+,><, 0,1> Boole cebirinde, B alt kiimesinin bir Boole

alt cebiri olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul B nin 0 igermesi ve x> x° ve

(x,y)> xNy islemleri altinda kapali olmasidir (Whitesitt, 1995).

Kanit
Gerek kosul: x* =14+x ve xNny=xy oldugu i¢in ve B, 0 ve 1 iigerdigi
ve + ve x altinda kapali olmasi gerektigi i¢in agiktir.

Gerek kosul: 4 daki her x vey igine xUy= (x” N y° )C dir. Bu nedenle

B nin tiimleyen ve M altindaki kapanist U altindaki kapanigini garanti eder.
Ayrica 1° =0 B ye ait olmalidir. + ve x islemleri U, ve tiimleyen yardimiyla
tanimlanabilir oldugundan B nin + ve x altinda kapali oldugu ve

B= <B, +,%,0, 1> , A nin bir Boole alt cebiri oldugu sonucuna ulasilabilir.[]

Ornek 5.2.4 E sonsuz bir kiime ve 4=7P(E), tiim alt kiimelerinin kiimesi ve

B, E nin sonlu ya da tiimleyeni sonlu olan alt kiimelerinden olusan 4 nin alt
kiimesi olsun. Onceki teoremi kullanarak, B nin E nin alt kiimelerinin Boole

cebirinin bir Boole alt cebiri oldugunu gosterecegiz.
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Kamt Timleyeni sonlu olan E nin bir alt kiimesini cofinite olarak
adlandiracagiz. £ nin sonlu bir alt kiimesi olan bos kiime B ye aittir. B nin
tiimleyen altinda kapali oldugu agiktir: £ nin sonlu bir alt kiimesinin tiimleyeni
bir cofinite alt kiimedir ve bir cofinite kiimenin tiimleyeni sonludur. Ayrica, B (bu
ornekte, kiime-teorik kesisim) M altinda kapalidir. Gergekten, E nin herhangi bir
alt kiimesi ile £ nin sonlu bir alt kiimesinin kesisimi £ nin sonlu bir alt
kiimesidir; £ nin iki cofinite alt kiimelerinin kesisimine gelince, bu da £ nin bir

cofinite sonlu alt kiimesidir. Bunu gérmek i¢cin U c £ ve V < E lerin cofinite
oldugunu varsayalim; bu £E—-U ve E -V lerin sonlu olmasi anlamina gelir ve

boylece (E—U)U(E-V) sonludur, bu birlesim E—(UNV') anlamma gelir, o

halde U NV nin cofinite oldugunu ifade eder.[|

Ornek 5.2.5 X bir topolojik uzay ve B(X) de X iizerindeki topolojide hem
acik hem kapali olan X in alt kiimelerinden olusanP(X ) in alt kiimesi olsun. Bu
B ( X ) kiimesi X in alt kiimelerinin Boole cebirinin bir Boole alt cebiridir.

Kamt ilk olarak, (0) bos kiimesi ve X (1) tam uzayr dogal olarak clopen

kiimelerdir. Daha sonra bir clopen kiimenin tiimleyeni clopen ve iki clopen

kiimenin kesisimi clopendir. Boylece Teorem 5.2.3 den istedigimiz sonuca

ulagilir.[’]

B(X) Boole cebirleri {0,1} e indirgenebilir. B(X), P(X) ile cakisur.

Simdi Boole cebirleri homomorfizmalarina 6rnekler verelim:

Ornek 5.2.6 P degiskenler kiimesinden insa edilen &nermeler hesabinin

mantiksal denk formiillerinin denklik siniflarinin Boole cebiri F/~ y1 goz

ontinde bulunduralim. P iizerindeki bir 6 dogruluk deger atamasini segelim. &

biitiin formiillerin F kiimesi i¢in § nin geniglemesini gostersin. F/~ dan {0,1}
icine bir 4 doniistimiinii, her 7 formiilii i¢in,

o (el(F)) =5 (F)

ile tanimlayalim.



42

5 (F ) verilen bir denklik sinifindaki tim formiiller iizerine ayni degeri
kabul ettikleri i¢in bu tanim yasaldir.

Bu déniisim, h;, F/~ dan {0,1} iizerine Boole cebirlerinin bir
homomorfizmasidir. Teorem 5.1.5 den ve F/~ Boole cebiri igin islemlerin
tanimindan, JF deki tiim ' ve G formiilleri i¢in

1 (€1(F A G)) = hy (CI(F)) s (e1(6)).
hs (cl(=F)) =1=hy(cl(F))
dir.
Simdi bu bagntilar, § tammuyla dogrulanan, asagidaki bagntilara

denktirler:
S(FAG)=6(F)5(G),
5(=F)=1-5(F).

Bunlarda § tanimiyla dogrulanr.

Ornek 5.2.7 A= <A,+,><, 0,1> bir Boole cebiri ve a bu cebirde bir atom olsun. A4

dan {0,1} lizerine bir 4, fonksiyonu asagidaki gibi tanimlayalim:

a

_{1 eger xed vea<x

0 eger xe A vea<l+x
h, nm A dan {0,1} iizerine Boole cebirlerinin bir homomorfizmas

oldugunu ispatlayalim:

Bunu kanitlamak i¢in, Teorem 5.1.5 i kullanalim: x vey, A nin iki
elemant olsun. &, (x A y) =1 olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul a<xny
olmasidir; fakat bu, en biiyiik alt sinir tanimina gore, a < x ve a <y ye denktir ve
béylece £, (x)=1 ve h,(y)=1 elde edilir. Buda £, (x)"h,(y)=1 elde etmek
icin gerek ve yeterli kosuldur. Buradan

h, (xmy) =h, (x)mha (y)
elde edilir.
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Ayrica, h, (x“’)=1 ancak ve ancak a<x‘, yani %,(x)=0 a denk olan

a<l+x dir. h , 0 veya 1 degerlerini varsaydigl i¢in

a

Ornek 5.2.8 A=(4,+,%,0,1) bir Boole cebiri olsun. Her a € A eleman igin
B={xeA:x>aveyax<l+a}

kiimesi A nin bir Boole alt cebiridir ve A tam ise B bir tam Boole cebiridir.

Kamt Teorem 5.2.3 i uygulayalim. 0<1+a olduguna gére 0 € 4 dir. xe B ise
0 zaman ya x >a ve buradan x“ <1+a,yada x<1+a ve buradan x“ >a olur;
bu nedenle her iki durumda da x© € B dir. Sonug olarak, x ve y, B nin iki elemani
ve bunlardan en az biri 1+a nin altinda ise o zaman en biiytik alt sinirlar1 x My
dir; aksi halde x>a ve y>a, buradan x "y >a olur. O halde, tim durumlarda,
xNyeB dir.

A nin tam oldugunu kabul edelim ve B nin bostan farkli bir X altkiimesini
g6z Oniinde bulunduralim. m € B oldugunu gdsterelim. Bunun i¢in su gozlemde
bulunalim: X in elemanlarinin en az birinin 1+a mnin altinda ise o zaman
m <1+a olur; aksi halde, her x € X eleman1 i¢in x>a ve dolayisiyla a, X in
altinda, boylece m nin altinda olur. Her durumda m € B dir. O halde B Boole alt

cebiri tamdir.[]
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6. IDEALLAR VE SUZGECLER
6. 1 ideallerin Ozellikleri

Burada ‘ideal’, ‘0z ideal’ anlamina gelir.

Teorem 6.1.1 A= <A,+,><, 0,1> bir Boole cebiri ve /[, 4 nin bir alt kiimesi olsun.

I nin bir ideal olabilmesi i¢in asagidaki ii¢ kosulun gerceklenmesi gerekir:

1) 0el ve 1¢l;

(i1)) Her x,yel igcin xUyel;

(ii1)) Her xel ve her ye A igin, y<x ise o zaman ye[ dir (Goodstein,

2007).

Kamt ilk olarak / nimn bir ideal oldugunu varsayalim. O zaman ozellikle 7,
<A,+, 0> grubunun bir alt grubudur, bdylece 0 €/ dir. Eger 1, / da olsaydi, o
zaman / tam halka olurdu. Bu durumu istisna tuttuk. Bdylece (i) dogrulanmis
olur. Eger x ve y, I daise, o zaman x ve y nin xy carpimi da / dadir. Sonug
olarak, x+ y+xy=xuy dir. Boylece (ii) gerceklenmis oldu. Son olarak (iii)
kanitlayalim: e§er xel ve ye 4 ise, xyel ve y<x ise o zaman xy =y dir. O
halde yel di.

Tersine , (i), (ii), (iii) nin dogru oldugunu varsayalim. / nin.4 da bir ideal

oldugunu gosterelim. Eger xe/l ve yel ise, (i) den xwyel olur, fakat
xX+y<xUy ve x+y=x—y oldugu i¢in, (iii) U kullanarak x—y el sonucuna
ulasilir. 0 €/ oldugu igin <1,+, 0> , <A,+, 0> nin bir alt grubu dur. Ayrica x e/
ve ye A ise xy <x oldugundan (iii) yardimiyla xy €/ sonucuna ulasilir. Bu

nedenle / kiimesi A da bir ideal olur (1 ¢ / oldugu igin/ # 4 dir).[]

Sonu¢ Teoremi 6.1.2 Eger I, bir A=(A4,+,x,0,1) Boole cebirinde bir ideal ise,

o zaman hem xe€/ hem de 1+xe/ kosullarin1 saglayan A i¢inde hicbir x

eleman1 yoktur.
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Kanit Eger / ideali x ve 1+x leri igerirse, o zaman / ideali (teoremin (ii)

Ozelliginden) xu(1+x) =1 elemani da igerecekti. Fakat bu miimkiin degildir

clinkii ((1) 6zelliginden) 1¢ [ dir.*

Sonug¢ Teoremi 6.1.3 A=(4,+,x,0,1) bir Boole halkasi ve 7, A da bir ideal
olsun. Herhangi bir £ >1 tamsayis1 ve/ daki herhangi x,,x,,...,x, elemanlar i¢in

X, Ux,U...ux, enkiiglik iist sinir1 / ya aittir.

Kamt Bu teoremin (ii) 6zelliginin bir genellemesidir; ispat1 k£ tamsayisi lizerinde

tiimevarim ile kolayca elde edilir.[]

Ornek 6.1.4

(1) E sonsuz bir kiime ise, o zaman E nin sonlu alt kiimelerininP, (E)

kiimesi P (E) Boole cebirinde bir idealdir. Teorem 6.1.1 in (i), (ii), (iii) sartlarim

ger¢geklemek kolaydir: ¢, E nin sonlu bir alt kiimesi iken £ nin kendisi degildir,

E nin iki sonlu alt kiimelerinin birlesimi £ nin sonlu bir alt kiimesidir ve £ nin

sonlu bir alt kiimesinin herhangi bir alt kiimesi £ nin sonlu bir alt kiimesidir.

2) A= <A,+,><,0,1> bir Boole cebiri ve a, 4 nin 1 e esit olmayan bir elemani
olsun. I, ={xe A:x<a} kiimesi A da bir idealdir. Teorem 6.1.1 in (i), (ii), (iii)

kosullarini saglamak kolaydir: 0 <a dir a, 1 den farkli oldugundan 1<a olamaz.

Eger x<a ve y<a ise ozaman xU y <a dir; sonug olarak, x <a vey < x ise,

ozaman y<a dir. I, ya a tarafindan iiretilmis esas ideal denir.

(3) Herhangi bir Boole cebirinde {0} bir idealdir.

Teorem 6.1.5 Herhangi bir A= <A,+,><,0,1> Boole halkasi ve. A daki herhangi

bir 7 ideali igin.A// bdlim halkasi bir Boole halkasidir.

Kamt A daki her bir x elemani i¢in X, x in modulo / denklik siniflarin

gostersin. A4/I birimli bir halkadir. Bu nedenle her elemanin ¢arpma islemi igin
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idempotent oldugunu gostermek yeterlidir. Fakat bu A/l daki carpim

taniminindan ve A nin bir Boole cebiri olmasindan elde edilen bir sonugtur. Eger

x€A,ise 0zaman Xx° - x? =7 dir.

Birimli degismeli keyfi bir halkada ideallerin, halka tizerinde tanimli birimli
halkalarin homomorfizmalarinin g¢ekirdekleri oldugu bilinmektedir. Bu 6zellikle
birlikte teorem Boole halkalar1 i¢cinde gegerli olur: Bu ise sunu gosterir: Bir Boole
halkasindaki ideallerin, kesin olarak halka {izerinde tanimlanan Boole cebirlerinin

homomorfizalarinin ¢ekirdekleridir.

Teorem 6.1.6 A= <A,+,><,0,1> bir Boole halkasi ve/, A nin bir alt kiimesi
olsun. Asagidaki 6zellikler denktirler:

(1) 7, A dabir idealdir;

(2) Cekirdegi I olan A iizerinde tamimhi Boole cebirlerinin bir 4

homomorfizmasi vardir; yani

]:h*[{o}]:{xefl:h(x):o};

(3) Cekirdegi I olan A {izerine tanimlanan birimli degismeli halkalarin bir

homomorfizmasi vardir.

Kamt (1) ve (3) iin denkligi bir onceki agiklamalarin sonucudur. (2)=(3)
gerektirmesi agiktir. Yinede (3)=(1) ve dolayisiyla (1)=(2) oldugunu

gosterecegiz. Buradan (1)= (3) elde edilir.

3)=(1): A dan Dbirimli bir B= (B,+,><,0,1> halkas1 i¢ine
I=h" [{0}]:{xeA:h(x):0}; olacak sekilde bir # homomorfizmasinimn

oldugunu varsayalim. Simdi Teorem 6.1.1 in (i), (i) ve (iii) sartlarini

gergekleyelim.
0c/ ve 1¢] dir giinkii £(0)=0 ve h(1)=1 dir. Eger xel ve yel

ise, 0 zaman h(x)=0 ve i(y)=0 dir, bu nedenle

h(xuy):h(x+y+xy)
:h(x)+h(y)+h(x)h(xy)
=0



47

ve buradan xU yel elde edilir. Sonug olarak, xel, ye 4 ve y<x ise, o
zaman h(x)=0 ve xy=y olur, boylece h(y)zh(x)h(y) yani yel

sonuclandirilmis olur.

O halde I, A nin bir idealdir.

()=(2): I nin.A da bir ideal oldugunu varsayalim ve 4 dan 4/I ya her

x eleman1 modulo 7, X denklik sinifiyla esleyen bir » fonksiyonu g6z oniinde
bulunduralim. %# Boole cebirlerinin bir homomorfizmasidir: Teorem 5.1.5 i

kullanarak bunu gosterelim; eger x € 4 ve y € 4 ise 0 zaman
h(xNy)=h(xy)=Xy =xXx¥ =h(x)xh(y)=h(x)Nh(y)
Ve
h(x*)=h(1+x)=T+x=T+X=T+h(x)=(h(x))
dir.  Aynica, I=0={xe4:h(x)=0} oldugu agkti. O halde 7, » nin

cekirdegidir.[ |
6. 2 Maksimal idealler

Burada bir Boole cebirindeki maksimal idealleri karakterize etmenin yollar

sunulacaktir:

Teorem 6.2.1 Her A= <A, +, X, 0,1> Boole halkasi, A daki her / ideali ve her

k > 2 tamsayisi i¢in agagidaki 6zellikler denktir:

(1) I maksimal bir idealidir;

(2) A/I, {0,1} Boole cebirine izomorftur;

3) I, A nin {0,1} icine olan bir homomorfizmasinin ¢ekirdegidir;

(4) A daki her x elemani i¢in, x € [ yada 1+x € [ dir;

(5) A daki her x ve y elmaniicin xy e/ ise o zaman x €/ yada y e/ dir;
(6) A daki her x,,x,,...,x, elemanlar1 i¢in x,x,..x, €/ ise o zaman x, €/ veya

x,el veya... veya x, €[ dir.
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Kanit

(D=(): I ideali maksimal ise, o zaman .A/I bolim halkasi bir
cisimdir. Fakat ayrica bir cisim olan tek Boole halkasi {0,1} dir. O halde Lemma

6.1.5 den sonuca ulaslir.

(2)=@3): I nin her zaman A dan A/] ya tammli kanonik #
homomorfizmasinin gekirdegi oldugunu géstermek yeterlidir. A// dan {0,1}
lizerine bir izomorfizm varsa, o zaman / nmn A dan {0,1} icine  @oh

homomorfizmasinin ¢ekirdegi olacag: agiktir.

(3)=(4) Cekirdegi  olan A dan {0,1} izerine bir # homomorfizmasini
g6z oniinde bulunduralim. x, A nin keyfi bir elemani olsun. h(x) =0 veya
h(x)=1 dir. Ik durumda, xe/ ve ikinci durumda 1+/(x)=0 dir; boylece

h(1+x)=0 ve 1+x e olur.

4)=(): x ve y, A nn x¢l ve ygl olacak sckilde elemanlar

olsunlar. Eger (4) gegerli ise 0 zamanl+xe [ ve 1+ y e[ dir, boylece, Teorem

6.1.1 (ii) den, (1+x)U(1+y) e elde edilir. Fakat
(1+x)u(1+y):l+(xﬂy)=l+xy

olup, buradan Sonu¢ Teorem 6.1.2 kullanilarak xy ¢ I elde edilir. Boylece (5)

kanitlanmig oldu.

(5)=(1): I nin maksimal olmadigini varsayalim.J, [ y1 kesin igeren.A
nin bir ideali ve a, I ya ait olmayan J nin bir elemani olsun. Sonu¢ Teoremi

6.1.2 1 uygulayarak, 1+a e J elde edilir ve boylecel+a e olur, ¢iinkii / < J
dir. 7 ideali ne a y1 nede 1+a y1 igerir, fakat belirgin bir sekilde a(1+a)=0

carpimini igerir. Boylece (5) in gerceklenmedigi sonucuna ulagilir.

(5)=(6): (5) in gerceklendigini varsayalim ve k tamsayisi lizerinde

timevarimla kaniti gosterelim. k=2 icin (6), (5) ile ¢akisir. (6) nin k£ igin
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dogrulandigini varsayarak, k+1 i¢inde dogrulandigini kanitlayalim. x,x,...x,x,,,,
A nmn xx,..x,x,,, €l olacak sekilde elemanlar: olsun. (5) den, ya xx,..x, €/
yada x,,, € I dir. ilk 6rnekte, tiimevarim hipotezi kullanilarak, x, € I yada x, €
yada ... yada x, €I elde edilir. O zaman 1<i<k+1 olacak sekilde en az bir i
indisi i¢in x; € / olmasi gerektigi sonucun elde edilir; bu k+1 icin (6) y1

ispatlar.

(6)=(5): x vey, 4 nin xy €l olacak bicimde iki elemani olsun. x, = x
ve X, =x; =..=x, =y alalm. Bu durumda xx,..x, = xy e olur. Dolayisiyla,
(6) dogru ise o0 zaman 1 vek arasinda en az bir i indisi i¢in x; € I olur. O halde

ya xel yada y e[ dir ve (5) gergeklenmis olur.[]

Uyan 6.2.2 Keyfi bir degismeli halkada, 6nceki teoremin (5) 6zellikli bir ideale
asal ideal denir. O halde biraz 6nce bir Boole halkasinda asal ideallerin maksimal
idealler oldugunu gdstermis olduk. Fakat bunun dogru olmadig: halkalar vardir.
Her zaman dogru olan sey bir idealin asal olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun
birlegsmeli boliim halkasinin bir tamlik bolgesi olmasidir. Buradan elde edilen

sonug: bir maksimal idealin asal olmasi gerekliligidir. Bunun tersi dogru degildir.

Ornegin, reel katsayilh iki degiskenli R[X,Y] Polinomlar halkasinda X

polinomu ile dogurulan ideal asaldir fakat maksimal degildir ¢iinkii bu ideal X ve

Y polinomlar tarafindan iiretilen idealde kesin igerilir.

Uyan 6.2.3 Ozellikle (1) ve (3) ozellikleri arsindaki denklige dikkat etmeliyiz. Bir
A= <A,+,><,0,1> Boole cebirinden {0,1} igine iki # ve g homomorfizmalar
aynt [ ¢ekirdegine sahip ise, o zaman esit olduklarini gozlemleyelim. Bunun
nedeni 4 daki her x eleman i¢in yaxe¢ /! ve g(x)=h(x)=0 yada xel ve

g(x)=h(x)=1 olmasidir. Buradan bir Boole cebirindeki maksimal ideallerin

kiimesi ile bu cebirden {0,1} icine olan Boole cebirlerinin homomorfizmalari

arasinda bir bijeksiyon oldugu sonucu ¢ikartilabilir.
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Ornek 6.2.4 A= <A,+,><, 0,1> bir Boole cebiri olsun. Elemanlar1 A da siizgeg

olan P(E) mn bostan farkli bir Z alt kiimesi verilsin.

(a) Z ye ait olan siizgeglerin ﬂFezF kesisimi A {izerinde bir siizgectir, fakat Z
nin elemanlarinin UFEZ F birlesimi bir slizge¢ olmayabilir.
Kamt G= ﬂFezF olsun. G nin Teorem 6.2.1 un kosullarim1 sagladigim

gosterelim. F;, (bostan farkli) Z kiimesinde bir siizge¢ olsun. 0 ¢ £, ve buradan

0e G dir. Her FeZ i¢in 1€ F ve boylece 1€ G olur. O halde teoremin birinci
kosulu gergeklenmis olur. x ve y, G nin iki eleman1 olsun. Her F € Z i¢in xe F

ve y€F olur ve buradan xny e F', dolayisiyla xny e G, elde edilir. Boylece
teoremin ikinci kosulu saglanmis olur. xe G, y€G ve x<y ise, 0 zaman her
FeZ icin xe F ve buradan y € F' olur. Buradan y € G elde edilir ve teoremin

tglincii kosulu da gergeklenmis olur. O halde G kiimesi A {izerinde bir
slizgectir.
a, A nin 0 ve 1 den farkli bir eleman1 olsun. Sirasiyla a ve 1+a ile

dogrulmus principle siizgeglerini ele alalm. Z ={F ,F,, } olsun. 0 e K,1+aec K

ve an(1+a)=0¢ K oldugundan K = UFEz F =F, UF,, birsiizgec degildir.

(b) Z kapsama bagintisina gore tam sirali olsun. O zaman UFEzF , A lzerinde

bir siizgectir.

Kamt H = UFEZF olsun ve Teorem 6.2.1 i uygulayalim. Onceki gibi, belirli bir

F, € Z stizgecini ele alalim. 1€ F, ve buradan 1€ H dir. Her FeZ i¢in 0 ¢ F
ve dolayisiyla 0 ¢ H dir. Bu nedenle H, teoremin (f) kosulunu saglar. x ve y,
x€ H ve y > xolacak sekilde 4 nin elemanlar1 olsun. Buradan y € H elde edilir.

Bu teoremin (fff) kosulunu H igin gergekler. Z iizerindeki bu ek hipotez bu iki
kosulun ispatiyla ilgili degildir. Simdi teoremin (ff) kosulunu gergeklemek icin

bu hipotezi kullanalim. H nin x ve y elemanlan i¢cin xNye H oldugunu
gosterelim: xe F; ve yeF, olacak sekilde Z kiimesinde F; ve F, siizgegleri

vardir. Z, kapsamaya gore tam sirali olduguna gore ya F, C F, yada F, C F| dir;
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o halde F=F UF, hem x hem de y elemanlarm igeren Z de bir siizgectir;
bdylece en biiyiik alt simirixMy yi igerir. Buradan xnye F ve FeZ elde

edilirve xNnye UFGZ F =H olur.

6. 3 Siizgecler

Simdi bir Boole cebiri iizerindeki bir idealin duali olan kavrami inceleyecegiz.

Tamm 6.3.1 Bir A= <A,+,><, 0,1> Boolean cebirindeki bir siizgeg
{x eA:x‘eF }

kiimesi 4 da bir ideal olacak sekilde 4 nin bir F' alt kiimesidir.

F, bir A= <A,+,><,0,1> Boole cebirinde bir silizge¢ ve [,
{xeA:x” eF } ideali olsun. 7/, x> x° tiimleme islemi altindaF nin ters

goriintiisii olarak goriilebilir. Fakat bu islem involiisyon (bkz. Teorem 3.1.3, (9))

oldugundan, [/ ayrica bu islem altinda F nin direkt imajidir:
1 ={xe A:EIy(yeF vex=)° )} Diger bir deyisle /, F nin elmanlarinin
tiimleyenlerinin kiimesi ve F', I nin elemanlarinin tiimleyenlerinin kiimesidir. /
idealine F siizge¢inin dual ideali denir. A da verilen keyfi bir J ideali i¢in

G= {x ed:x‘eJ } kiimesinin dual ideali J olan bir slizge¢ oldugunu gérmek

kolaydir. G ye J idealinin dual siizgeci denir. Boylece idealler kiimesi ile bir
Boole cebirindeki siizgegler kiimesi arasinda bir bijeksiyon vardir(Padmanabhan

and Redeanu, 2009). Siizgecler i¢in Teorem 6.1.1 un dualine sahibiz.

Teorem 6.3.2 A= <A,£, U,N, 0,1> bir Boole cebiri ve F', 4 nin bir alt kiimesi

olsun. F' nin bir slizge¢ olabilmesi icin gerek ve yeter kosul asagidaki kosullarin

ger¢eklenmesidir:

() 0gF veleF;

(ff) I nin her bir x ve y elemanlariigin xNy e F;

(fff) Her x € F i¢cinve her y € 4 i¢in y > x ise o zaman y € F dir.
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Kamt /= {x eAd:x“eF } olsun. Eger F' bir siizgeg ise, o0 zaman / dual ideali

olur ve Teorem 6.1.1 in (1), (ii), (ii1) sartlart dogrulanir.

0/ dir, buylizden 0°=1€ F, ve 1¢ [ dir, boylece 0° =1¢ F olur, ki
bu (f) i ispatlar.

Eger xe F ve ye F ise o zaman x° €[ ve y° €[ olur. Boylece (ii) den
xXuy‘el ve XUy =(xny) den xNnyeF oldugu sonucuna ulasilir ve (ff)

dogrulanur.

Sonug olarak, xe F', ye 4 ve y>x ise o zaman x“ €/ ve y° <x° olur,
boylece (iii) den y“ €l ve y € F olur, bdylece (fff) ispatlanmis olur.

Tersine, benzer bir muhakemeyle (1), (f) den; (ii), (ff) den ve (iii) (fff)

den sonuglanir.[]

Sonu¢ Teorem 6.3.3 A=(4,<,U,n,0,1) bir Boole cebiri ve /', 4 mn bir alt
kiimesi olsun. Her k£ >1 tamsayis1 ve F deki her bir x,x,,...,x, elemanlan

icin /' e ait x;, N x, N...Nx, en biiylk altsinir1 vardir.

Kanit Sonug Teorem 6.1.3 e benzerdir. [
6. 4 Ultra Siizgecler

Tamm 6.4.1 Bir Boole cebirinde, bir ultra siizge¢ maksimal siizgectir, yani diger

herhangi bir siizgeg icerisinde kesin olarak i¢erilmeyen bir siizgectir.

Yukarida agiklanan dual olmasi durumunda, ultra siizgec¢lerin maksimal
ideallere karsilik geldigi aciktir. Diger bir deyisle, bir maksimal idealin dual
slizgeci bir ultra siizgectir ve bir ultra siizgecin dual ideali bir maksimal idealdir
(Padmanabhan and Redeanu, 2009).

Teorem 6.2.1 e benzer bir analog verelim:

Teorem 6.4.2 Her A=(4,+,x,0,1) Boole halkasi ve A daki her F ideali igin ve

her k > 2 tamsayisi i¢in agagidaki ozellikler denktirler:



53

(I') F bir ultra siizgegtir;

3) A dan {0,1} lizerine F = {xe A: h(x) =1} olacak sekilde bir £
homomorfizmi vardir;

(4") A daki her x elemaniigin x € F' veya 1+ x e F dir;

(5') A nmin her bir x ve y elemanlar igin xUye F ise o zaman xe€ F veya
yeF olur;

(6') A4 daki her x,,x,,...,x, elemanlar1 igin, x, Ux, U..Ux, € F ise x, € F veya

x,€F veya...veya x, € F dir.

Kamt A cebiri, F siizgeci ve k tamsayisi verilsin. /, F nin dual ideali
gostersin. F siizgeci igin (1),(3"), (4), (5'), (6") Ozelliklerinin / ideali igin
Teorem 6.2.1 in, sirasiyla, (1), (3), (4), (5), (6) Ozelliklerine denk oldugunu
dogrulamak kolaydir.[]

Uyan 6.4.3 F bir <A,+,><, 0,1> Boole cebirinde bir ultra siizge¢ ve /, F' in

maksimal dual ideali ise o zaman / ve F, A nin bir ayrimini olustururlar.
Boylece I ve F kiimelerinin her biri ayn1 zamanda

(a) (A nin alt kiimeleri olarak bakildiginda) digerinin tiimleyeni,

(b) (bir bakima incelenmekte olan Boole cebirindeki tiimleyenler) diger

elemanlarin tiimleyenlerinin kiimesidir.

Bu 6zelliklerden ikincisi bir ideal ve digeri duali olan siizge¢ oldugunda
gecerli iken ilk Ozellik sadece soruda ideal ve siizge¢ maksimal oldugu zaman

gegerlidir.

Uyan 6.4.4 Uyar 6.2.3 ye geri donersek, su sonucu ekleyebiliriz: Bir A Boole
cebiri i¢in (i) A daki maksimal idealler, (ii) A daki ultra siizgegler ve (iii) A
dan {0,1} icine Boole cebirlerinin homomorfizmalar1 arasinda kanonik bire-bir

eslemeler oldugu gercegini ileri siirebiliriz.

Ornek 6.4.5
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(1) E sonsuz bir kime ise E nin tiim cofinite alt kiimelerinin kiimesi
<73(E ),g,@,E> Boole cebirindeki bir siizgectir. Bu siizgece E iizerindeki

Frechet siizgeci denir. Bu bir ultra siizge¢ degildir ¢linkii sonsuz ve

tiimleyenleri de sonsuz olan E nin alt kiimeleri vardir, béylece Teorem 6.4.2,

(4') kosulu gergeklenmez.
2) a, bir <A,S,0,1> Boole cebirinde sifirdan farkli bir eleman ise

F, ={xeA:x2a} kiimesine a tarafindan iiretilmis esas siizge¢ olarak

adlandirilir. Bu da 1+a ile iiretilen idealin dual siizgecidir.

(3) {1} kiimesi {0} idealinin dual siizgecidir.

Teorem 6.4.6 <A, <, 0,1> bir Boole cebiri ve a, A nin sifirdan farkli bir elemam

olsun. a tarafindan iiretilen esas siizgecin bir ultra siizge¢ olmasi i¢in a nin bir

atom olmasi gerek ve yeter kosuldur.

Kamt Teorem 4.8 ve F, siizgecinin tanimina dayanarak, a nin bir atom olmasi
icin gerek ve yeter sart 4 nmn her x eleman: i¢in xeF, veya 1+xeF,
olmasidir; fakat bunun olmasi i¢in gerekli ve yeter kosul F, nin bir ultra siizgeg

olmasidir (Teorem 6.4.2, (4")=(1")) .0

A nm sifirdan farkli bir a eleman tarafindan tretilen F, esas slizgeci
bir ultra siizge¢ oldugu zaman (bdylece, a bir atom oldugunda) buna trivial ultra

stizge¢ denir. Birlesmeli {0,1} deki degerlere sahip s, homomorfizmasi trivial
homomorfizma olarak adlandirilir. 4, asagidaki gibi tanimlanir: xefF, ise
h,(x)=1ve xgF, ise h,(x)=0.Butamm a<x ise h,(x)=1ve a<l+x ise

h,(x)=0 a denktir.

Lemma 6.4.7 A bir Boole cebiri ve U, A iizerinde bir ultra siizge¢ olsun. U

nun trivial olabilmesi igin gerek ve yeter kosul en az bir atom igermesidir.
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Kanit Eger U tirivial ise bir a atomu tarafindan iiretilir ve @ <a oldugundan
aeU dur.

Tersine, U bir atom igeriyorsa (bu atoma b diyelim) o zaman U,
Teorem 6.3.2 (fff) kosulundan, b ye esit veya b den daha biiyiik olan tim

elemanlar1 igerir. Boylece b tarafindan iiterilen F, esas siizgecinin U da
igerildigi sonucu elde edilir. Fakat b bir atom oldugundan F, maksimaldir ve U
slizgecinde kesin bir sekilde kapsanmaz. Boylece U=F, ve U trivial bir ultra

stizgectir.[|

Teorem 6.4.8 E sonsuz bir kiime ve ¢, P(E) Booelan cebirinde bir ultra

stizge¢ olsun. U nun non-trivial olmasi i¢in gerek ve yeter sart E {izerinde

Frechet siizge¢ icermesidir.

Kanit P(E ) nin atomlar1 singletonlardir (yani, tek eleman igeren alt kiimelerdir);

bu nedenle sonlu kiimelerdir. Eger ¢/ Frechet siizgeci igeriyorsa, o zaman E nin
her cofinite alt kiimesi I/ ya aittir, bdylece £ nin ve tiimleyeninin bir alt kiimesini
icermez) . Ozellikle, higbir atom ¢/ ya ait olamaz. Bdylece, dnceki lemmadan,
U nun trivial olmadig1 sonuglandilir.

Eger U Frechet slizgeci icermiyorsa, {/ ya ait olmayan E nin bir X

cofinite alt kiimesini secebiliriz. Boylece £ — X tiimleyeni ¢/ da olur. E, P(E )

Boole cebiri i¢in birim eleman oldugundan E el ve bdylece X # E olur. X

inE deki timleyeni E nin bos olmayan sonlu bir alt kiimesidir: Ornegin,
E-X= {al,az’...,an} (n>1). Boylece {al,azﬁ...,an} e U dir, bu ise

{a}U{a, JU..U{a,} ={a} U{a, }U..U{a,} el
anlamina gelir. Eger n =1 ise {al} € U olur. Eger n>2 ise Teorem 6.4.2, 6zellik

(6') dan, 1 ve n arasinda en az bir i indisi igin {ai} € U dur. Her bir durumda

U nun bir singleton, yani bir atom, igerdigini goériiyoruz. O zaman bir Onceki

lemmadan U nun trivial oldugunu goriliir.[]
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6. 5 Siizge¢ Bazlar:

Tamm 6.5.1 Bir <A,S, 0,1> Boole cebirinde bir siizgeg¢ i¢in bir baz (stizgecin

bazi) sonlu kesisim 6zelligi olarak bilinen asagidaki 6zellige sahip A4 nin bir alt
kiimesidir: B nin bos olmayan her sonlu alt kiimesi sifirdan farkli bir en biiyiik alt

sinira sahiptir.

Diger bir deyisle, B < A bir siizgecin bazidir ancak ve ancak her £ >1

tamsayist ve B nin her x,,x,,...,x, elemanlarii¢in x, "x, N..Nx, #0 dir.

Lemma 6.5.2 <A,S, 0,1> bir Boole cebiri ve X', A nin bir alt kiimesi olsun. A

iizerinde X 1 igeren bir siizgecin var olmasi i¢in gerek ve yeter sart X in bir

stizgecin bazi olmasidir.

Kamt Eger X bir F siizgecinde igerilirse ve x,,Xx,,...,x,, X in elemanlar1 ise o
zaman bunlarin en biiyilik alt siir1 x;, Nx, N...Nx,, F ye aittir (Sonug¢ Teoremi

6.3.3) ve 0¢ F oldugu i¢in bu en biiyilik alt sinir sifir degildir; boylece X bir
bazin slizgecidir.

Simdi X in bir slizecin bazi oldugunu varsayalim.
Eger X =@ ise, {1} X iigeren A iizerinde bir siizgegtir.
Eger X #(JJ ise,
F,={xe4: (Elk € N*)(Elx1 € X)(3x, e X)...(3x, € X)
(xe]mxzm...mxk)} .
teskil edelim.  F,, X in bostan farkli sonlu alt kiimelerinin en biiyiik alt
sinirlarindan ve bununla birlikte bu en biiyiik alt sinirlarin bir tanesine esit ya da
daha biiyiik olan biitiin elemanlardan olusur. Ozellikle, X her bir elemam F, e
aittir. Boylece F,, X 1 igerir. F, in bir siizge¢ oldugunu gostermek kolaydir.
Asagidaki uyarilar1 g6z 6niinde bulunduralim:
() 0¢ F, (aksi durumda, sonlu model 6zelligi X i¢in dogru olmaz) ve
le F, (ciinkii X bostan farklidir: X in en az bir eleman1 1 e esit yada 1 den
kiictiktiir) dir.
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(ff) Eger x> x,nx,N..Nx, ve y =y, Ny, N..NY, ise 0 zaman
XOYZX,NX,N.OX, YNy, N0y,

dir.

(fff) Eger x> x, Nx, N..NXx, ve y>x ise, 0 zaman y = x, N\X, N...NX,

dir. Boylece X i igeren bir siizge¢ bulunmus olur. [

Boole cebirlerinin 6zel durumunda, stizgegler vasitasiyla Krull Teoremini

ifade edebiliriz. O zaman bu ultra siizge¢ teoremi olarak bilinir:
Teorem 6.5.3 Bir Boole cebirinde her siizgec en az bir ultra siizgecde igerilir.

Kanit Bir F' slizgeci verildinde F in dual ideali en azindan bir maksimal idealde
igerilir; bunun dual siizgeci o zaman F yi i¢eren bir ultra siizgegtir.

Elbette Boole cebirleri i¢in siizgecler vasitasiyla formiillestirme ve
idealler araciligi ile formiillestirme denktir.

Ultra slizgeg¢ teoremi Lemma 6.5.2 un farkli bir sekilde tekrar ifade

edilmesini saglar.[]

Lemma 6.5.4 <A,S, 0,1> bir Boole cebiri ve X, 4 nin bir alt kiimesi olsun. A

tizerinde X i iceren bir ultra siizgecin var olmasi icin gerek ve yeter sart X' in bir

stizgecin bazi olmasidir.

Kanit “X 1 igeren A flizerinde bir ultra siizge¢ vardir” ve “X 1 iceren.A
tizerinde bir siizge¢ vardir” Ozellikleri denktir: ilki agik bir sekilde ikincisini
gerektirir; ters gerektirme ultra slizgeg teoreminden elde dilir. Sonu¢ Lemma

6.5.2 den ele edilir.[J
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7. STONE TEOREMi

Boole cebirine verilebilecek ilk 6rnek, sliphesiz, verilen bir kiimenin alt
kiimelerinin cebiridir. Her Boole cebiri bir kiimenin alt kiimelerinin Boole
cebirine denk midir (izomorfik midir)? Bu soruya ‘hayir’ cevabini vermek i¢in
yeterli bilgiye sahibiz: atomsuz Boole cebirlerini gordiik (Ornek 4.3) ve bir
kiimenin alt kiimelerinin cebirinin daima atomlar1 igerdigini biliyoruz:
singletonlar ve atomlardan atomlara igine herhangi bir izomorfik donilisim. Bu
nedenle atom igermeyen bir Boole cebiri atom iceren bir cebire izomorf olamaz

(Burris and Sankappanavar, 1981).

Bununla birlikte, Stone Teoremi bir Boole cebirini bir kiimenin alt
kiimelerinin bir cebirine baglayan bir baglantinin oldugunu gosterir. Daha kesin
olarak, her Boole cebiri bir kiimenin alt kiimelerinin bir Boole cebirinin bir alt

cebirine izomorftur (Burris and Sankappanavar, 1981).

7.1 Bir Boole Cebirinin Stone Uzay1

Bir A= <A, +,X, 0,1> Booelan cebiri goz 6niinde bulunduralim.

Tammm 7.1.1 Bir.A Boole cebirinden {0,1} icine homomorfizmalarin kiimesi

S(A) ile gosterilir ve A nin Stone uzay olarak adlandirilir.

S(A) kiimesi {O,I}A nin bir alt kiimesidir; burada {O,I}A, A dan {0,1}
icine olan doniisiimlerin kiimesidir. Bunu daha dnce bir topolojik uzay olarak

{0,1} tizerindeki diskrete topolojiyi alarak incelemis ve bu uzayi1 ¢arpim topolojisi
olarak vermistik (bkz. Tanim 2.2.16). Bdylece S (.A) y1 {O,I}A nin topolojisi
tarafindan icerilen topoloji olarak alabiliriz. O zaman S (A) nin acik alt kiimeleri

{ 0, I}A acik alt kiimelerinin S (A) ile kesisiminden olusur.

Lemma 7.1.2 § (A) topolojik uzayi sifir-boyutludur.
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Kanit Lemma 2.2.18 den {O,I}A nin sifir-boyutlu oldugunu biliyoruz. Bu nedenle

Lemma 2.2.14 yi uygulamak yeterlidir.[ |

Lemma 2.2.18 den 6nce, clopen kiimelerden olusan {O,I}A uzay1 igin bir
bazi olarak(€,) sergilenmisti. Q, nin her biri 4 dan {0,1} icine olan tiim
doniistimlerin kiimesidir ki bu doniistimler noktalarin belirli bir sonlu sayisinda
belirli degerler alir. Eger her bir i i¢in, Lemma 2.2.14 deki gibi, I', =Q, NS (A)
esitligini teskil edersek, o zaman (T',) _, ailesi clopen kiimelerden olusan S(.A)
daki acik kiimeler i¢in bazdir. Her bir I';, verilen noktalarin sonlu bir sayisindaki
verilen degerlerini kabul eden, A dan {0,1} icine Boole cebirleri
homomorfizmalarinin kiimesidir.

Bundan sonra § (A) uzay1 ele alindiginda acgik kiimeler baz olacaktir.

A nin Stone uzayr igin temel bir agik kiimeden bahsettigimizde (T,)_,

ailesindeki kapali kiimelerden biri anlagilacaktir.

Lemma 7.1.3 S (A) nin bir A altkiimesinin temel bir agik kiime olabilmesi i¢in
gerek ve yeter sart

A={heS(4):h(a)=1]
olacak sekilde A da bir @ elemani olmasidir. Ayrica bu kosul ger¢eklendiginde,

boyle bir eleman tektir.

Kamt
Yeter kosul: A= {h eS(A4):h(a)= 1} oldugunu varsayalim; A, 4 dan
{O, 1} icine homomorfizmalarin kiimesidir: Bu ylizden § (.A) daki temel acik

kiimelerden biridir.

Gerek kosul: A nmn S(A) nin temel bir agik alt kiimesi oldugunu
varsayalim.

Eger A= ise, 0 zaman A = {h eS(A4):h(0)= 1} dir.

Eger A #J ise, 0 zaman
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A:{heS(A):h(al):gl ve h(a,)=¢, ve ... ve h(an)zgn}
olacak sekilde bir n>1 tamsayisi, 4 da g,,a,,...,a, elemanlar ve {0,1} de

£,&,,...,€, elemanlari vardir. Her bir £ €{1,2,...,n} igin

{ak g =1ise
b, = _
1+a, ¢, ,=01ise
olsun. Her h € S(.A) homomorfizmasi ve her k €{1,2,...,n} igin
h(a,) & =1ise
h(b,)= _
1+h(a,) & =0ise
dir. Boylece heS(A) igin heA dir ancak ve ancak her ke{l,2,..,n} igin
h(b,)=1 dir. Ama bu son kosul asagidakine denktir:
h(b)h(b,)N...0h(b,)=1.
h bir homomorfizma oldugu i¢in
h(b,Nnb,N..Nb,)=1
elde ederiz. a=b,Nb, N...Nb, dersek
A={heS(A):h(a)=1}
sonuglandirilir.
Simdi tekligi ispatlayalim: a ve b, A nin farkli elemanlar1 ise, o zaman

a+b#0 dir; bu nedenle a+5b tarafindan iiretilen esas siizgeci goz Oniinde

bulundurabiliriz ve ultra siizge¢ teoremden bir ultra slizge¢ bu siizgeci igerir.
Boyle bir ultra siizgeg igin, A dan {0,1} icine ¢(a+b)=1, veya ¢(a)+p(b)=1,
olacak sekilde bir ¢ birlesmeli homomorfizmast vardir. Bu ise ¢(a) ve ¢(b)
elemanlarindan bir ve yalniz birinin 1 e esit olmasi anlamina gelir. Buda
{heS(4):h(a)=1}#{heS(4):h(b)=1]

oldugunu gosterir ¢iinkii ¢ bu iki kiimenin birine ait iken digerine ait degildir.[!

Sonu¢ Teoremi 7.1.4 § (A) nin temel kapali alt kiimelerinin kiimesi ile temel

acik alt kiimelerinin kiimesi gakisir.
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Kamt I', S(A) nin bir temel kapal alt kiimesi olsun. O zaman A =S(A)-T bir
temel agik kiimedir; boylece dnceki lemmadan

A={heS(4):h(a)=1]
olacak bi¢imde bir a € 4 eleman vardir. Boylece

I={heS(4):h(a)=1]

{heS(4):h(a)=0}

{heS(4):h(1+a)=1]
elde edilir.

Boylece, onceki lemmanin kullanimiyla, I' nin bir temel agik alt kiime
oldugunu goriiriiz. Ayni sekilde her temel agik kiimenin bir temel kapali kiime

oldugu gosterilebilir.

Lemma 7.1.5 S(A) topolojik uzay: kompaktir.

Kamt Her seyden 6nce {O,I}A tizerindeki topoloji hausdorff oldugundan S (.A)

nin topolojisi de Hausdorff tur.

Daha sonra arakesiti bos olan S(.A) nin kapali alt kiimelerinin herhangi

bir ailesinden arakesiti bos olan bir sonlu alt aile ¢ikarilabilecegi gosterilmelidir.
Fakat Lemma 2.2.10 de temel kapal1 kiimelerin aileleri i¢in bunu yapmanin yeterli

oldugunu gordiik. Heniliz gordiiglimiiz gibi, temel kapali kiimeler temel acik
kiimelerle gakisir. Bu nedenle (,_, >, =0 olacak sekilde S(.A) nin temel agik
alt kiimelerinin sonsuz bir (Z}.)' p ailesini goz Onilinde bulundurabiliriz. Bir
i e
onceki lemmaya gore, her bir j € J i¢in
3, ={heS(A):h(x,)=1]
olacak bicimde A4 da bir tek x, elemani vardir.
X = {xi cjed } kiimesini teskil edelim. (Z j), p ailesinin kesisiminin bos
A je
oldugunu soylemek i¢in A dan {0,1} icine, X in her bir elemanin1 1 degerine

esleyen, Boole cebirlerinin bir homomorfizmast  olmadigimi ifade etmek

yeterlidir. Bu durumda X 1 iceren A {izerinde bir ultra siizge¢ mevcut degildir.
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Bu, Lemma 6.5.4 den, X in bir slizge¢ bazinin olmadig1 anlamina gelir. Boylece

en biiyiik alt sinirt sifir olan sonlu bir {x oK s X } c X alt kiimesi vardir. Bu

yiizden A tizerindeki hig bir ultra siizge¢ aym zamanda x,, x, , ve ... ve x,

noktalarin1 igermez. Diger bir deyisle, A dan {0,1} icine higbir homomorfizma

aynianda x, , x

;,» ve ... ve x, noktalarinda 1 degerini almazlar. Bu da

L, NE N.nk, =0.
anlama gelir. Boylece kesisimi bos olan (Z j)' p ailesinin sonlu bir alt ailesi
JE

vardir.[J

Uyan 7.1.6 S (A) nin kompakt oldugun farkli bir kanit1 {O,I}A nin kendisinin

de kompakt olduguna atifta bulunarak verilebilir (Teorem 2.2.17). O zaman S (.A)

nin {O,I}A de kapali oldugunu gostermek yeterli olurdu (¢iinkii bir kompakt

uzayin her kapali alt kiimesi kopmaktir): a € 4 ve b e 4 igin
Q(a,b)={/ €{0.1}": / (ab)= f(a) / (b) ve s (1+a)=1+ [ (a)]
kiimesini olusturalim. Teorem 5.1.5 den S(A)=,_,Q(a,b) dir. Fakat 4 mn
beA

her bir a ve b elmanlari i¢in

Q(a,b)={/ €{01}": /(a) =0 ve s (b) =0 vef (ab) =0 ve/ (1+a)=1]
ol fe{0.": f(a)=0vef(b)=1vef(ab)=0ves(1+a)=1]
£ e{01}": f(a)=1vef (b)=0ves(ab)=0vef(1+a)=0]
£ e{01}": 7 (a)=1vef (b)=1vef (ab)=1vef(1+a)=0]

dir. Bu esitligin sag tarafindaki kiimelerin dordiiniin hepsi {O,I}A nin temel acik

alt kiimeleri ve boylece clopen kiimeleridir. Bu yiizden, 6zellikle, birlesimleri de

kapalidir. A goriintiisii iizerinde a ve b olarak Q(a,b) formundaki tiim
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kiimelerinin kesisimi {O,I}A nin bir kapali alt kiimesidir ve daha Oncede

gordiiglimiiz lizere bu kesisim S (.,4) dir.

Sonu¢ Teorem 7.1.7 A nin Stone uzay1 bir Boole topolojik uzayidir.

Kanit Gergekten Lemma 7.1.5 den uzay kompakttir ve Lemma 7.1.2 den uzay

sifir-boyutludur./ |

Lemma 7.1.8 § (.A) nin clopen alt kiimelerinin kiimesi temel acik kiimelerinin

kiimesiye cakisir.

Kanit Biitiin temel agik kiimelerin clopen oldugunu biliyoruz (Lemma 7.1.2).

Tersine I', S (A) nin keyfi bir clopen alt kiimesi olsun. I' acik
oldugundan, temel acgik kiimelerin bir birlesimidir: 6rnegin, baz1i J </ alt

kiimeler i¢cin I'=U,_,I", dir. Fakat T, S(.A) kompakt uzaymin bir kapali alt

ieJ

kiimesi oldugu igin kendisi de kompaktir. Bu yiizden I' nmn (T,)

acik
ortistinden sonlu bir alt ortii ¢ikarabiliriz: 6megin, I'=I", UI', U..UT, .
Lemma 7.1.3 den, 4 da, her k €(1,2,...,m) igin,

r, ={heS(4):h(x,)=1}
olacak sekilde x,x,,...,x, elemanlarin1 bulabiliriz. x=x Ux,U...Ux, ve
A={heS(4):h(x)=1} olsun. T=A oldugunu gdsterecegiz. x,,x,,...,%,

noktalarinin en az birinde 1 degerini aldig1 varsayimi altinda, I nin her elemani
bir homomorfizmadir; bu nedenle en kiigiik {ist sinir olan x de 1 degerini aldig1

kabul edilebilir. Boylece I'c A sonuglandirilmis olur. Diger taraftan, I da

olmayan herhangi bir homomorfizma ve dolayisiyla x,,x,,...,x, noktalarm

m

herhangi birinde 1 degerini almadig1 varsayimi altinda bu noktalarin her birinde
ve en kiiciik alt sinir1 olanx noktasinda da 0 degerini alir; bdylece A ya ait

olamaz. O halde Ac " dir. Sonug olarak, I'=A dir ve A bir temel agik kiime

oldugundan (Lemma 7.1.3 uyarinca), I da bir temel agik kiime olmalidir.[]
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7.2 Stone Teoremi

Teorem 7.2.1 (Stone Teoremi) Her Boole cebiri kendi Stone uzayinin clopen alt

kiimelerinin Boole cebirine izomorftur.

Kamit S(A) nim clopen alt kiimelerinin Boole cebiri B(S(.A)) ile gdsterilir.
H, A dan P(S(A)) isine asagidaki sekilde tanimli bir doniisiimii
gostersin: A daki her bir a eleman igin
H(a)={heS(4):h(a)=1].
H, A dan B (S (A)) iizerine Boole cebirlerinin bir izomorfizmasi

oldugunu gosterelim.

Lemma 7.1.3 ve Lemma 7.1.8 dan, H doOniisiimii B(S(A)) daki
degerleri kabul eder ve goriintiisii B(S (A)) nin tiimiidiir. Boylece H, A dan

B (S (A)) iizerine bir orten doniisiim olur.

Teorem 5.1.8 den, H nin Boole cebirlerinin bir izomorfizmasi oldugunu
gostermek i¢in, A4 daki tim x ve y elemanlan i¢in x<y< H(x)c H(y)

oldugunu giivence altina almak yeterlidir.

Boylece x ve y, A nm iki elemani olsun. Eger x, y den kiigiik veya y

ye esit ise 0 zaman h(x)=1 1 saglayan herhangi bir 2 homomorfizmasi i¢in
h(y)=1 olur. Buda H(x) in H(y) nin bir alt kiimesi olmas1 anlamina gelir.
Eger x, y den kiigiik veya esit degil ise, 0 zaman Lemma 3.1.5 den x(1+y)#0
olur. Boylece x(l + y) tarafindan tiretilen esas siizgeci, ultra siizge¢ teoreminden
bunu iceren bir ultra siizgeci ve bu ultra siizgecle birlesmeli he S (A)
homomorfizmasin1 goz Oniinde bulundurabiliriz. h(x(l + y)) =1 dir, boylece
h(x)=1 ve h(1+y)=1, yani h(y)=0, elde edilir. Buradan he H (x) ve
he H (y) sonucuna ulasilir ve boylece H (x), H(y) de igirilmez.]

Stone teoremi Teorem 5.1.11 nin ¢ok basit bir ispatin1 elde etmemizi

olanak saglar.
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Sonu¢ Teoremi 7.2.2 Her sonlu Boole cebiri bazi kiimelerin alt kiimelerinin

Boole cebirine izomorfiktir.

Kanit Eger 4 kiimesi sonlu ise o zaman {O,I}A tizerindeki topoloji diskret
topolojidir. Boylece bu S(.A) alt kiimesi iizerinde olusturulmus topoloji i¢in de
durum benzerdir. O zaman S (A) nin tiim alt kiimeleri hem ag¢ik hemde kapalidir.
Bdylece B(S(A)) Boole cebiri P(S(A)) ile cakisir veA, P(S(A)) ya

izomorfiktir.[]

Keyfi bir Boole cebiri durumunda, Stone teoremi, bir kiimenin alt

kiimelerinin cebirinin bir Boole alt cebirine izomorf oldugunu gosterir.

7. 3 Boole Uzaylar1 Stone Uzaylaridir

Her bir Boole cebiri bir Boole topolojik uzayiyla, § (A) Stone uzayiyla,

iliskilendirdik ve A nin bu Boole uzayinin clopen alt kiimelerinin Boole cebirine
izomorfik oldugu gordiik. A, bir Boole X topolojik uzaymin clopen alt
kiimelerinin Boole cebiri olarak verildiginde, iddia dogal olarak ¢alisir. O zaman

problem X uzayi ile A nin Stone uzay1 olan bu diger Boole uzayinin, diger bir

deyisle X ve S (B(X )) in, karsilastirilmasindan ileri gelir. Bu karsilagtirmanin

sonucu bu iki objenin birbirine ¢ok benzemesinden meydana gelir.

Teorem 7.3.1 Her X Boole topolojik uzayr X in clopen alt kiimelerinin Boole

cebirinin S (B (X )) Stone uzayina homomorftur.

Kanit X bir Boole uzayr olsun. Lemma 2.2.13 e gore, X in clopen alt
kiimelerinin B (X ) Boole cebirlerini X {izerindeki topolojide olan agik kiimeler
icin bir baz olarak alabiliriz.

Her xe X i¢in f,, B(X) den {0,1} iizerine asagidaki gibi tammli bir

dontigiimii gostersin:
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1 xeQise
0 xgQise.

(@)

Her xeX igin f nin, f, in, X topolojik uzaymdan S(B(X ))

topolojik uzayi iizerine bir homomorfizm oldugunu gosterecegiz.

f, X den {O,I}B(X) icine bir doniisiim oldugundan f nin S (B(X )) de

degerler aldigin1 kabulii altinda kanitimiza devam edelim.

e Her xe X i¢in f, Boole cebirlerinin bir homomorfizmasidir:
Kamit: X in herhangi iki clopen Q ve A altkiimeleri i¢in f, (QNA)=1 olmasi

icin gerek ve yeter kosul xeQNA, yani xeQ ve xeA, diger bir deyisle

£.(Q)=1 ve f.(A)=1 olmasidir. Boylece f,(Q)f.(A)=1 olur. Buradan
f(QNA)=f.(Q)f.(A) sonucu elde edilir. Diger taraftan, f, (X -Q)=1
ancak ve ancak xeX-Q, yani x¢Q veya f,(Q)=0, dir. Boylece
f(X-Q)=1+7.(Q) elde edilir. Teorem 5.1.5 deki kosullar

gergeklendiginden, f, bir homomorfizmadir.

e f doniisiimii bire-birdir:

Kanit: x ve y, X in farkli elemanlari olsun. X Hausdorff oldugundan x€ O ve
y#O olacak sekilde bir O agik kiimesi bulabiliriz (6rnegin, O =X —{y}
alabiliriz). FakatO, B (X ) bazlarindaki temel agik kiimelerin bir birlesimidir; bu

durumda xeQ ve yeQ olacak bigimde bir Qe B(.X) clopen kiimesi vardur.

Béylece f,(Q)=1 ve f,(Q)=0 dir. O halde f,, f, den farklidur.

e f doniisiimii S (B (X )) lizerinde ortendir:
Kanit: 4, S(B (X )) in bir elemani, yani B(X) den {0,1} igine bir
homomorfizma, olsun. A ile birlekte B(X) tizerindeki ultra siizgeg

U={QeB(X):h(Q)=1}=h"[{1}]
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dir. Lemma 6.5.4 den U sonlu kesisim 6zelligine sahip oldugundan, &/ nun
elemanlar1 kapalidir ve bdylece X topolojik uzayr kompakt oldugundan ¢/ nun
tiim elemanlarinin kesigiminin bos olmadigini ileri siirebiliriz. x bu kesisimin bir

elemani olsun.

Her clopen Qe B(X) kiimesi i¢in ya Qelf ya da Qe dir. Birinci
durumda f,(Q)=1 ve h(Q)=1, ikinci durumda X —-Qe U olur (Uyar: 6.4.3).
Boylece f,(Q)=0 ve h(Q)=0 dir. Bdylece her Qe B(X) i¢in f,(Q)=1(Q)

olur. O halde & = f, = f(x) dir.

f dontisiimii altinda 4 nin bir 6n goriintiisii olan x elemaninin U ya ait

olan biitiin clopen kiimelerin kesisimindeki tek eleman oldugunu gozlemleyelim.

Bunu gormek i¢in bu kesisimdeki herhangi bir y elemaninin yukaridaki gibi
h=f(y) yikorudugunu belirtelim. f bire-bir oldugundan, bu x=y esitligini
gerektirecekti. Bu gdzlem altinda /' ters bijeksiyonunu tanimlayabilir: /',
B(X) den {0,1} igine olan déniisimdiir ve 5(X) in {0,1} i¢indeki her bir &
homomorfizmas1 4~ [{1}] ultra siizgecine ait biitiin clopen kiimelerinin

kesisimindeki tek elemana esleyen dontistimiidiir.

o f doniisiimii siireklidir.

Kanit: G, S(B(X )) in clopen alt kiimelerinin bazina ait olan bir agik kiime

olsun. Lemma 7.13 den, B(X) de G={heS(B(X)):h(Q)=1} olacak

bicimde bir tek Q elemani vardir. G nin f doniisiimii altindaki ters goriintiisii
(xeX:f eGl={xeX:f(Q)=1}={xeX:xeQ}=0Q

dir. O halde G, X in agik bir alt kiimesidir.

e /! ters doniisiimii siireklidir.

Kanit: QQ, X uzayinda bir temel agik kiime (yani, B (X ) in bir elemani) olsun.

Boylece f bir bijeksiyon oldugu i¢in Q m f~' altindaki ters goriintiisii onun f
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altindaki direkt goriintiisidir. Boylece f[Q]={f.:xeQ} dir. Bu kiimenin
S (B (X )) uzayinda bir agik kiime oldugunu gostermeliyiz.

V= {h € S(B(X)):h(Q) =1} olsun.

V kiimesi, Lemma 7.1.3 den, S (B(X )) de agiktir (hatta bir acik temel
kiimedir). f[Q]=V yi gosterirsek ispat: tamamlams oluruz.

Her xe Q i¢in f, intammndan f,(Q)=1 dir, dolayisiyla f, €V olur.

Ohalde f[Q]cV dir.

Her heV, f bijeksiyonu altinda bir ye X 0Ongoriintiisiine sahiptir,
h=f, diyelim. heV oldugundan h(Q)=f,(Q)=1, buradan yeQ ve
f, =he f[Q] olur. Béylece V', f[Q] de igerilir.]

Sonug :
Boole cebirleri ve Boole topolojik uzaylar1 arasinda bire-bir bir esleme

kurulmus oldu:

e Her Boole cebiri bir Boole topolojik uzaymin clopen alt kiimelerinin Boole
cebiridir (izomorftur);

e Her Boole topolojik uzay1 bir Boole cebirlerinin Stone uzayidir (homomorftur).

Asagidaki iki 6zellik vardir:
e Herhangi iki Boole cebirinin izomorf olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Stone
uzaylarinin homeomorfik olmasidir;
e Herhangi iki Boole topolojik uzayinin homeomorfik olmasi icin gerek ve
yeterli sart kendi clopen alt kiimelerinden olugan Boole cebirlerinin izomorfik

olmasidir.
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